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OZET

Dort boliimden olusan bu ¢alismanin amaci, Hausdorff toplanabilme metodunu incelemektir.
Bu nedenle birinci bélimde; bir toplama metodu olan matris doniisiimleri ile ilgili
aciklamalar ve ikinci boliimiinde ise ¢alismamizda kullanilan temel tanimlar ve teoremlere

yer verilmistir.

Uciincii boliimde ise; temel kavramlar ve teoremler boliimiinde tanimladigimiz 6zel bir
toplama metodu olan (H~u) Hausdorff metoduna ait teoremlere ve ispatlara yer verilmistir

ve R(a, b, @) matrisleri tanitilmistir.

Dordiincii boliimde ise; Hausdorff toplanabilme metodunu ve R(a, b, ) metodunu kapsayan

total regiilerlige gore total giicliiliige ait teoremler incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Hausdorff Toplanabilme, Cesa’ro Toplanabilme, Regiilerlik, Total
Giigliliik
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ABSTRACT
The purpose of this study which composed of four parts, is to investigate Hausdorff
summability method. The descriptions of matrix transformations as a method of summability
are in the first chapter, the basic definition and theorems used in this study are given in the

second one.

In the third chapter; theorems and proofs are given of (H~u) Hausdorff summability method

which is a summability method, described at the basic concepts and theorems part.

In the four chapter; Totally stronger theorems is examined according to Hausdorff

summability method and R(a, b, «) method to include total regularity.
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1.GIRIS
Ifadelerin ilk grubu genellikle sonsuz matrislere uygulanabilir. x dizilerimizi

simgelesin. Oyle Ki 4,

Ay (x) = z AneXk

k

ile tamimlanan sonsuz bir matristir. (A) tarafindan simgelenen A matrisinin
yakinsaklik alani, x dizininin kiimesini igerir 6yle ki {4, (x)} yakinsaktir. Eger iki

matris ayni yakinsaklik alanina sahipse, ikisinin esdeger oldugu sdylenir. Eger
i) Vk i¢in a;, = lim,, a,

i) t = lim,, 2 a,, var ve

ii)||All = max, Yxla,,| olmakiizere, A sonlu bir norma sahip ise,

A matrisi konservatif olarak adlandirilir.

Eger A matrisi limiti koruyorsa, A matrisine regiilerdir denir. Yani, limit [ olan her

yakmsak x dizisi igin A, (x) — [ dir.

A matrisinin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sart;
) Vk icina, = 0, yani lim,_,, a,; =0
ii)yt=1ve

iii) A sonlu bir norma sahip olmasidir.

A martisi regiiler ve eger her x dizisi igin x,, = +oo iken 4,,(x) = +oo oluyorsa, 4 ya

total regiilerdir denir.

A ve B herhangi iki matris metodu olmak {izere eger her x dizisi i¢in A, (x) — [ iken
B,(x) = I, |l| < oo sart1 saglaniyorsa B nin A dan daha total giiglii oldugu sdylenir
ve B t.s. A yazilir. Eger A, (x) — L iken B,(x) — [, | sonlu fakat A, (x) = 4+ ve

B, (x) — +oo olacak sekilde x dizisi varsa B, A dan daha total gii¢lii degildir denir ve



B n.t.s. A seklinde gosterilir. Eger B, A dan total giigliiyse ve A da B den total giiclii
ise iki matrise total denk matrisler denir. A matrisinin esas kdsegeninin iistiindeki

elemanlarin hepsi sifirsa, A matrisine {iggensel matris denir.

u herhangi bir dizi olsun. Bu durumda u tizerinde olusturulan A lineer fark operatorii

Auk= Hre — Hk+1

Be= A0 = ) (<1 e i
J

ile tanimlanir.

Bir H = (hn,k) Hausdorff matrisi , h,j = ¢, A" ¥ ile tanimlanan tiggensel bir
matristir. Bu ylizden, u iirete¢ dizisi olarak adlandirilir. Eger biitiin ardisik farklar
negatif degilse, yani A"y, =20 ; k,n=0,1,2... ise u dizisine total monoton denir.
Hausdorff matrisi i¢in satir ve siitun indekslerinin 1 yerine 0 ile baslatildigi

bilinmelidir.

Eger bir A matrisi iki yonli bir terslige sahipse , B t.s. A ifadesi total regiiler olan
BA™1! ifadesine denktir. Bir Hausdorff matrisinin sonlu norma sahip olmasi igin
gerek ve yeter sart iirete¢ dizisinin iki total monoton dizinin farki olarak ifade
edilebilmesidir. Sonlu norma sahip olan Hausdorff matrisi konservatiftir ve vn igin
Yj hnx =Ho ek oOzelliklere sahipti. Bu yiizden her pozitif k igin
t =po,lim, h,, =0ve hy =lim, h,, vardir. Boylece Hausdorff matrisi i¢in

regiilerlik sartlari;
)ho =0,

i) py =1 ve

iii) H sonlu normlu

drr.



Bir Hausdorff matrisinin total regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu matrisin

regiiler ve moment lirete¢ dizisinin total monoton olmasidir.

p dizisi tarafindan iiretilen H Hausdorff matrisinin ifade edilmesinde H, ile matris,
H~p ile metod, (H, u) ile H, nin yakmsaklik bolgesi, bunlardan baska 1. mertebeden

Cesaro matrisinin yakmsaklik bolgesi (C, 1) ile gosterilecektir. Birim matris [ ile

gosterilecektir.

Ozdes olmadiklari siirece var olan moment dizileri ile iki regiiler Hausdorff
metodunun total denk olmayacagi bilinen bir sonugtur [1]. Bu yiizden total giigliiliik

kavrami denk Hausdorff metodlarinin kismi siralama bagintisi olarak islev goriir.

Basu [1] de, genellikle C* veya C, olarak gosterilen Cesa’ro matrisleri ve H* veya

H, olarak gosterilen Holder matrislerinin totalligini kargilastirmistir.

a
a> 0 ve a > 0 olmak tizere Basu [2] de T4, (n’:—a) tireteg dizisine sahip Gamma

matrisi olmak tizere H* ve T'# matrislerinin totalligini karsilastwrmustir. [5] de
Rhoades, B.E. [1-4] iin sonuglarini Kullanarak asagidaki sonuglar1 elde etmek i¢in

Gamma ve Cesa’ro metodlarmin totalligini karsilastirmistir.
a<0,a" <1,b>1olsun. Boylece

RG) 0<a=(a+1)/2<1+a=a <1 iginH,ts. Tits., Cyts, TF, fakat

tersi dogru degildir.

R(ii)) 0<a=(a+1)/2<1iin T¢ts., C,ts, Hy t.s, I, fakat tersi dogru
degildir.

R(iii) a>1,2b=a+ 1igin TFts, H, ts, C, t.sTS , fakat tersi dogru degildir.
[3] de Basu Hipergeometrik ve Cesa’ro metodlarini total karsilastrmustir. Bu

calismada, [3] nin sonuglarini ve yukaridaki bagintilar1 alarak Hipergeometrik metod

Gamma metoduyla total olarak karsilastirilmistir.



3. Béliimde, (C,1) ve T} metodlari, total olarak [6] Greenberg ve Wall (bundan
sonra G ve W olarak bahsedilecek.) tarafindan tartisilan ve tanimlanan ii¢ metodla

karsilastirilmistir.

Denklik, reel dizilere benzer karmasik diziler i¢in belli Hausdorff metodlarina

uygulanmigtir.

4. Boliimde, bir Hausdorff metodunun toplanabilirligi tanimlanmustir. Iki parametre
iceren bu toplanabilme metodu negatif olmayan « i¢in C* ya indirgenebilecegi
gosterilmistir ve uygun segilen parametreler igin a. mertebeden Gamma metoduna
veya Holder metoduna indirgenir. Bu metod total olarak Gamma, Holder ve Cesa’ro

ile karsilastirilmistir. [7] in baz1 sonuglarinin genellemesi incelenmistir.



2.TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Tamm 2.1. A=(ay) sonsuz matrisi verilsin. Bir (S,) dizisi igin o = > aySk
k=0

olmak iizere lim o,, mevcut ve s ye esit ise (Sp) dizisi s ye A-limitlenebilir denir
n—o

ve S, —>s(A) veya (A— lim S, =S) seklinde gosterilir. Bu durumda A matrisine
N—o0

(e8]
de bir “limitleme metodu” denir. Ayrica (Sp) dizisi ) a, serisinin kismi toplam
n=0

o0
dizisi ve (S, ) bir A-metodu ile limitlenebilirse Z a, serisi A—toplanabilir denir ve
n=0

(e 0]
Z an, =s(A) seklinde gosterilir. Bu takdirde A matrisine de bir “toplama metodu”
n=0

denir [8].

Tamm 2.2. f(x) ve g(x) kompleks veya reel degerli fonksiyonlar ve a da sabit bir
nokta olsun (a reel veya kompleks).
f(x)

(i lim —

=1 ise f(x) ile g(x) “asimtotik™tir denir ve f(x)~g(x)(x — a)
x—a(g (X)

seklinde gosterilir.

(i) F(x)=0(g(x))(x > a) < lim sup|—— f(x )
X—a g(x)

(iii) f(x) =0(g(x))(x > a) & lim —= F(x) =0
x—>ag(X)

dir. Ozellikle
lim f(x)=0 ise f(x)=0()(x —>a)

X—a

ve

lim suplf (x)| < o0 ise f(x)=0(1)(x —>a)

X—a

yazilir.



Yukaridaki tanimlar X — +oo i¢in de gegerlidir [8].

Teorem 2.3. (Silverman-Toeplitz Teoremi):

o0
lim S,, =s olan (S,) dizisi verilsin. Bu durumda lim z ankSk =S olmasi igin
Nn—o0 n—>ook:0
gerekli ve yeterli kosul
i) lima, =0 Vvk=012..
n—oo
o0
i) lim > ap =1
n—oo k=0
o0
i) Sup ) |ak|<M  (M>0)
N k=0
olmasidir [8].
Teorem 2.4. (Cesa’ro Teoremi):
00 00 n
Z a, =A, Z b, =Bolsun. Bu iki serinin Cauchy ¢arpimi, C,, = Z an_kbk
n=0 n=0 k=0

0 n
olmak iizere Z C,, olsun. Bu takdirde, T, = Z Cy olmak iizere,
n=0 k=0

‘ -
|_\

n
Z Tq > A-B(h > x»)
dir [8].

Tanim 2.5. Diziden diziye doniisiimleri (2.1)’de sonsuz matris seklinde ifade etmek

istiyoruz. Yani

o0
on = 2. CnkSk 2.1)
k=0

drr.



Burada kullanilan matrisler genel olarak satir sonlu olacaktir. Yani k>k, i¢in ¢, x=0

olur. Eger (2.1)’deki seri Vn icin yakmsak ve (Sp)’delimS, =o olacak sekilde
yakmsarsa, bu durumda S, —o(C) veya C-1limS, =c dir. Eger D ikinci bir
sonsuz matris ve S, — o(D) = S, — o(C) oluyorsa, bu durumda C’nin D’yi ihtiva
ettigini soyleyebiliriz ve C o D yazabiliriz. Eger her biri digerini igeriyorsa C ve D

matrislerine denk matris denir ve C~D ile gosterilir [8].

Tanm 2.6. A=(a,,) ve B=(b,,) iki metod olsun. S, —>s(A) ve S, —s'(B)

olan her (S,) dizisi i¢in s=5' oluyorsa “A ve B metodlar1 uyumludur” denir [8].



3. HAUSDORFF MATRISLERIN CARPIMI

Teorem3.1: u = {u,} en az iki elemani sifirdan farkli total monoton bir dizi olsun.

Bu durumda herhangi bir n i¢in g, # 0 dir [9].

Ispat: p,_, # 0 ve p,, = 0 olacak sekilde bir k tamsayismin oldugunu farzedelim.
Boylece ya biitiin n > k lar i¢in u,, = 0 ya da u,, # 0 olacak sekilde en az bir
m > k tamsayisi vardir. Aksi takdirde en son sart y nin total monoton olmadigini
gosterir. Bu ylizden her n = k i¢in p, = 0 dir. O halde r = 0,1,2 ... igin A}, = ;. ve
birlestirilmis Hausdorff matrisi H, = (h,) ,lim,_c hy, = o0 Ozelligine sahiptir ve
boylece H konservatif degildir. Fakat u niin total monoton olmasi H, niin

konservatif olmasini gerektirir. Bu ylizden u total monoton degildir.
{1,0,0, ...} dizisi total monoton oldugundan Teorem3.1 zayiflatilamaz.

Oysaki ¢ sabit olmak lizere {c, 0,0, ... } seklindeki diziler regiiler olmayan Hausdorff
matrisinin bos kiime de dahil olmak tizere bir sinifin1 olusturur. Bu yiizden her total

regiiler Hausdorff metodunun var olan moment dizisine sahip oldugu dogrudur.

Eger esas kosegen iizerinde hig sifir eleman1 yoksa, tiggensel bir matrise, tiggenseldir
denir. Teorem3.1 e gore her total regiiler H Hausdorff matrisi bir iiggenseldir. Bu
yiizden H™! her zaman vardir. Bu bizi genelde iiggensel matrisler i¢in dogru olan

asagidaki teoreme gotiirtir.

Teorem3.2: A ve B tiggensel olsun. Eger A t.s. B ve B total regiiler ise A total

regiilerdir [9].

Ispat: Eger AB™! total regiiler ise A t.s. B dir. (AB~1)(B) = A dir. Bu yiizden A

total regiilerdir ¢iinkii A iKi total regiiler metodun ¢arpimidir.

Total regiiler iki dizinin ¢arpimi da total regiiler oldugundan, ¢carpimin total giiciinii

ikisinden birinin total giiciiyle kiyaslamak mantikli bir problemdir.

Teorem3.3: H~u,y , H~u, total regiiler Hausdorff metodlar1 olsun. O halde H~p,u,
t.S. HNI/[]_ ) H~M2 dlI‘ [9].



Total regiilerlikten /H,, =H

uj j,k=12 , j#k oldugundan ispat

HH1H2

asikardir.

Bu teorem bize bilinen bazi sonuglarin ispatlarini saglar. Ornegin; bu teorem

B > a > 0igin Hp t.s. H, y1 kanitlamak igin kullanilir.  py, = (k + 1)~

pp, = (k+1)7® olsun. Bu durumda py p,, = (k+1)"F ve Teorem 3.3 den

istenilen sonug elde edilir.

Benzer sekilde 0 < a < f igin Ff t.s.I'§ oldugunu gosterebiliriz.
Ancak Teorem 3.3 iin ileride gosterilecek farkli kullanimlar1 da vardir.

Teorem 3.4. H~u, , H~u, mevcut moment dizisiyle iki Hausdorff metodu olsun. Bu
taktirde H~p, t.s. H~u, < H~u;', H~uy?! dir [9].

Ispat: 1, = 1,/ o, = (,uzk)_l/(ulk)_l olsun. Verilen A total regiiler oldugundan

ispat tamamlanir.

Teorem 3.5: (i=1,2) icin A mevcut ve H~pu;t.s. H~A; olacak sekilde H~u; , H~A;
bir Hausdorff metodlar1 olsun. O halde H~u, u, t.s. H~A, A, dir [9].

Ispat: a), = Ha b2,/ Ay Ay, = (ulk/llk). (,uzk/izk) olsun. Boylece total regiiler iki

metodun ¢arpimi da total regiiler oldugundan H~« total regiilerdir.
Teorem 3.6. |a| < 1 olsun. Bu durumda C;* t.s.C_, dir [9].

Ispat: « > 0 igin [10] da ispatin 6zeti bulunmaktadir. Bu nedenle ispat burada
yaptlmamistir. ¢ < 0 i¢in Teorem 3.4 ile [10] un sonuclar1 birlestirilerek ispat

yapilir.

—1 < a <0 igin Teorem 3.2. ile birlestirilen Teorem 3.6. C, 1 in total regiiler

oldugunu gosterir.

Sonug¢ 3.1. 0 <y < 1olsun. Bu taktirde H_, t.s. C, " dir [9].



Ispat: R(ii) den C, t.s. H, dir. Teorem 3.4. den H;* = H_, t.s. C;* dur.
Sonu¢3.2:0<1—-a=y<1liginC3}ts. T} dir [9].

Ispat: R(i) den 0 <1-y=a<1liginyani 1>y=1—-a>0icinI," ts. C,

dir. Teorem 3.4 i kullanarak ispat yapilir.
Sonu¢3.3.0 <y =1-2a<1i¢inT) ts. CZ} dir [9].

Ispat: Sonug 3.2 ile aynidir ve yapilmayacaktir. a, (-1,1) araliginda degistiginde
Teorem 3.6. ile birlestirilen Teorem 3.4. Cesa’ro, Holder tipi metodlarinin negatif

giicliiliigiinii karsilagtirmada ¢ok faydali olur.

Ornegin; R(ii) den 0 < a < 1 igin C, t.s. H, dir. Teorem 3.4. den (H,)™! = H_, ts.
C;' dir. Fakat Teorem 3.6. dan C;' ts. C_, dir. Buradan y = —a i¢in H, ts. C,

dir.[1] deki Teorem 3.1 (i) nin yeni bir ispatin1 verir.
a,B,a+ [ > —1igin [3] deki Teorem 1

B(i) CoCpts. Corp,af >0

B(ii) ) Carp t.5.CoCp ,af <O

oldugunu gosterir.

B() nin dogru oldugunu varsayarak B(ii) nin bagimsiz ispatinm1 verebilmek

mumkindir.

Kabul edelim Ki C(;lcﬁ‘l Ca+p, @B <0 olsun. Budurumdaya —1 < a <0 yada

—1<pf <0 dir. Yukaridaki ifadede avef simetrik oldugundan sonuglarin

—1 < a < 0 i¢in ispatlanmasi yeterli olacaktir.
af <0, B > 0 dan dolay1 iki olasiligimiz var. Yaa + § 2 0yada a + § < 0 dir.

1.Durum: a + B 2 0 olsun. Teorem 3.5 ve Teorem 3.6 dan C;'Cg' Coyp tsS.

C_aqCq'Coyp dir. B(i) den C_yCyip t.S. C_gyqip = Cp dir. Teorem 3.5 i kullanarak

10



C_qCz'Coyp ts. CgCgt =1 dur. Fakat | total regiilerdir. Boylece Teorem 3.2 den

Ci'Czt Couyp total regiilerdir yani Coyp t.8. CoCp dir.

2.Durum: a + B < 0 olsun. Burada 0 < 8 < 1 ve Teorem 3.5 ve Teorem 3.6 dan
C¢;1Cﬁ_1 Ca'+ﬁ t.s. C;lC_ﬁCcHﬁ dir. B(l) den C—ﬁCa+ﬁ t.s. C—B+a+ﬁ = Ca dir.
Boylece Teorem 3.5 den Ci 't Coyp t.5. C;'C, = I dir. | total regiilerdir. Boylece

Teorem 3.2 den C;Cz" Cyyp total regiilerdir.

3.1. Hipergeometrik Metodun I'Y Metoduyla Karsilastirilmasi

Hipergeometrik metodu tanmimlayan dizi (H,a,B,y) ile gosterilsin. Basu [3] de
belirtildigi gibi bu metot Cesa’ro metoduna denkligi ile ifade edildiginde yani

(H,a,B,y) = C;1, Cﬁ__ll C, -1 oldugunda daha uygulanabilir olur.
Teorem3.1.1.0<a,f=1,8<14+y=1lveyaa<l+y=1ign
(H,a,B,y + 1) ts.TY b > 1dir [9].

Ispat: H = C;2,CzY C,T,” olsun. B=1+y,C, ts.Cs_y oldugu igin C,Cply
total regiilerdir. Fakat C;; ve r, ¥ da yine total regiilerdir. Bu yiizden H total

regiilerdir. Yukaridaki ifadeden a ve  nin rollerinin degistirilebilir oldugu agiktir.
Teorem3.1.2.a,8,b>1,0=sy=a—1veya0=y = —1igin
IV ts. (Ha B,y +1)dr[9]

Ispat: H= C,, Cg_,C;* C,I} olsun. « =12y dan dolay1 C,_,C;* total
regiilerdir. Boylece FZ ve Cg_q de Oyledir. Bu ylizden H total regiilerdir. Daha

onceki gibi a ve f nin rolleri degistirilebilirdir.

Teorem 3.13. 0=, B,y <1,a=1-y=a<1in (HapBy+1) ts. I} dr
[9].

Ispat: H =C.%Czt C, T, = C;4Cp2 C, T, 7 C) €, olsun.R(i) den T,7 ts.

C_, dir. Teorem 3.4 den €=} ts. [} yani CZ}T;' total regiilerdir. 1—y 2 a

11



oldugundan dolay1 C_],C;_l1 total regiilerdir. C, ve C/)?_ll de 6yledir. Buradan H total

regiilerdir.

Asirt uzun hesaplamalarda 0 S a, 8,y <1, a2v,B icin (H,a,B,y +1) ts. T}

oldugu gosterilebilir.

Basu[3]dea,f =1,y >-1i¢in C, ts. (H,a,f,y+1)ve0<a,f=1,y21
icin (H,a,B,y +1) ts. C, oldugunu gostermistir. Teorem 3.6, Teorem 3.1.1 —
Teorem 3.1.3 ile Sonu¢ 3.1 — Sonu¢ 3.3 ve R(i) — R(iii) buradaki sonuglari

5(

birlestirerek asagidaki tabloya ulasabiliriz. ” notasyonu yerine giicliiden zayifa

isaret eden bir ok yerini almistir.
0<aa<1,b=21,0<a,,B=1,a, B, =1olsun.
-1<y=0i¢in

3)
) 2
(H, al,ﬁl,y+1)—>f‘y—>H —>C_y Fy,—> C, - FZ

\(H'al'ﬁl')/‘l'l)
dir. 0 =y < 1igin
) L 3
(H, al,ﬁl,y+1)—> - C, —>H—>Fy—>(H ay By +1)
6
FV()C 1()r,(—3 C,
dir.

y > 1i¢in

(H ay, ﬁll + 1)
\
y D

FZ—>HV—>C F = (H,a By +1)
dir. Yukaridaki tabloda

(DB1=1+y=1lveyaa; =1+y =1

12



Qo0<1+y=ax1

Bo<a=1+y/2<1

WDa,=1—-y=sa<1

B)o<y=1-2a<1

6)0<1-a =y<1

MNMOsSy=a,—1veya0=y=p,—-1

B2b=zy+1

dir.

Hipergeometrik metodlarin tartigsmasini asagidaki 4 negatif sonugla bitirelim.
Teorem3.1.4. -1 <y =0,a,8<1,c>0i¢inT) nts. (H,a, B,y +1) dir [9].
Ispat: Farz edelimki C,_, Cg_,C;* C, I olsun.

_ Ton T PRSI b = Lty c”
" ' " T+ (m+0)Y

n )

Tnta) L+ p)

olmak tizere u,, = 6,4, v, dir.

H,, min konservatif olmasi igin gerek yeter sart 4 min yakinsak dizi olmasidir. rY ve

C, biitlin y > —1 i¢in denk oldugundan y sifirdan farkli bir sayiya yakinsak bir

dizidir. v = minv, olsun. §,, A, pozitif oldugundan u, = §,4,v dir. @, f < 1 igin

8, = o Ve A, — oo dir. Buradan u yakinsak dizi degildir ve H,, konservatif degildir.

O halde total regiiler degildir.
Teorem3.1.5.y >0, o, >1,b> 1 i¢in (H,a, B,y + 1) n.t.sT} dir [9].
Ispat: H,™" = C;2,Cz, C,T,” olsun. 8,, A,, v, ler c=b igin Teorem 3.1.4 deki gibi

tanimlanmak tizere

13



ty,~t =6, 'v,”1 dir. Az oénceki gibi v™! dizisi sifirdan farkli bir sayiya

yakmsaktrr. v~1 = minv, ! olsun. Buradan u,™* 26,4, ‘v, dir. @, 8 > 1

oldugundan 8, " = oo ve 1,,”! — oo dir. Bdylece u~! yakinsak dizi degildir.
Teorem3.16.y Z0,0<a,f=1,c>0i¢inT} nts. (H,a,B,y + 1) dir [9].

Ispat: 8,,7,,v, ler Teorem 3.4 de tamimlanmak iizere u, = 6,1,v,0lsun. Yine
v = min v, olmak iizere v > 0 olsun. Bu yiizden u, = §,1,,v dir. Fakat a, 8 < 1

oldugundan §,, = o ve 4,, = oo dir. Bu yiizden u yakinsak dizi degildir.
Teorem3.1.7.y21,0<a,f =1 icinH, nts. (H,a, B,y + 1) dir [9].

Ispat: Farz edelim ki H,, t.s. (H,a, B,y + 1) olsun. R(iii) den 0 < a < 1 i¢in I} t.s.
H,, dir. Bu yiizden Teorem 3.1.6 ile gelisen F}{ ts. (H,a, B,y + 1) elde edilir.

Teorem 3.1.7, Teorem 3.1.4 iin ispatinda kullanilan metoda benzer teknik

kullanilarak da ispatlanir.
Asagidakiler bazi1 agik sorulardir.

) —-1<y=0,0<a,p=1,b>1,5>1+y Vve a;>1+y igin
(H,aq, B,y + Dts.T) ?

(i0<y<1,0<a;,p1=1,0<a<1,a<p;veyaa <y igin
(H,ay, B,y + D) ts. TY 2
y>1,0<a<1,0<a;,pB; =1 icin
(iii) (H, a1, B,y + D ts. T ?
(iv) (H,ay, B,y + D ts. H, ?
3.2. U¢ Hausdorff Metodu ve C; Metodu Arasinda Total Karsilastirma

Bu boliim boyunca ¢ keyfi olmak iizere a,b,c reel sayilar1 0 < a < 1,b > 1 olacak

sekilde pozitif sabitler olsun.
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[5] deki Teorem 5°i ifade etmek veya [3] deki (iii) ve (iv) ii birlestirmek T2 t.s. C;

t.s. I sonucunu verir.

G ve W dan ti¢ Hausdorff metodu;

1—a(tk,c
al(t' k' C) = % ,a’(t, k; C) = Ck(t + C)_k
1
olmak tizere
1
— 7t
a,(t,r) = 1= futd(z)z(u) , 0<r<i1,
tlog- ¢
0, O=Sus=sr,
= logu
Q)Z(u) 1—%, r<u§ 1,
ve
1_7,.t+1 !
= = t
as(t,r) T DD fu do,(u) , 0<r<i,
0
0, O=Su=sr,
= u—r
Q)g(u) :, T'<U,§ 1,

k=123,..,¢c>0,c, sabit sayive a,(0,k,c) =1
H - a,(t,k,c),H - a,(t,r) ve H —~ a3(t, r) seklinde ifade edilir.

ilk olarak a(t,k,c) ifadesini ele alarak c;™*Y¥_, c"™"1(t + ¢)™" yazilabilecegi

gosterilir. Bu nedenle ¢; = k/c dir.

a1(0, k, c) = 1 ve pozitif katsayili total regiiler metodlarin sonlu toplami oldugundan

ve a;(t, k,c) = k=t Yk _ c"(t + c)7" oldugundan H —~ a,(t, k, c) total regiilerdir.

Teorem3.2.1. k = 1,2 ...i¢cin H «~ a,(t, k, c) t.s. T} dir [9].
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Ispat: C; ve H - a(t,a,c) i¢in G veW tarafindan adi denklik olusturuldugundan ve
C, ve T} denk olduklarindan moment iirete¢ dizisinin total monoton veya total
monoton dizilerin sonlu ¢arpimi oldugunu gostererek burada ifade edilen pozitif

sonuglar gibi Teorem 3.2.1 ispatlanir.

Sonu¢ 3.2.1. H «~ a,(t, k,a) t.s. C; dir [9].

Bu sonug teorem 3.2.1 de c=a almarak ve I'} t.s. C; t.s. I} den ispatlanir.
Teorem 3.2.2.

() (¢, 1) = (H a,(t, k), k=1.23,..dr

(i) Cy n.ts. H ~ a,(t, k,b) k=123, ... du.

(i) H - a,(t, k,b) n.ts. C; , k =1,2,3, ... dur.

(iv) C; t.s. H - a4 (t,1,b) dir [9].

i) kismi G ve W tarafindan olusturulmustur. Teorem 3.2.2 nin (ii) kismu ve bu
boliimiin negatif sonuglarmin ¢ogu iireteg moment fonksiyonunun total monoton
olmadig1 gosterilerek ispatlanir. Bir moment {lirete¢ fonksiyonu f(n) = u(n) olacak
sekilde ¢ moment dizisiyle uyusan degerleri nonnegatif tam sayilar olan stirekli
diferensiyellenebilir  f(t) fonksiyonudur. u = (u,) dizisi total monotondur <
t>0,n=0,12,..ve f(0+) = f(0) i¢in (—1)"f™(¢t) = 0 dur.

(@) =t+1,u,) = a(t,k,b) = k™1 3k_,[b/(t + b)]" igin
u(®) = ay(t, k,b). (t + 1) = iy (£). o () olsun. (&) = 1, 1™ () =0,n > 1 drr.

uM (@) = (DY rr 4+ 1) (P4 n— Dbt +b)T" ,n = 1,2,3,-dur.

1O (©) = 5o (7) D0 i) D{ (2] = S () " (.1 @) .
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k

n(=1)"1 z rr+1)---(r+n-2)b"

(n) =
K k (t+ byt

r=1

(—D)"(t+ Do r(r+ 1) (r+n—1)b"
A Z C+ by '

(=)™ (¢) = %Zk:r(r + 1) (r+n—-2)b" {(t+ Dr+n-1) }

(t +b)rin-1 (t+b)

r=1,f(t)<0,t=20,n=1,23,i¢in
fO=t+Dr+n-1)—-nt+b)=0C—-Dt+r—1+n(1+b)

olsun.r > 1 i¢in f(t) = —-1D[t+1—-(b—1)n/(r—1)] dir. t =t, sabit,
yeteri derecede biiyiik n i¢in f(t,) < 0 dir. Bu ylizden u(t) total monoton
degildir.

(iii) tn ispatt:

bR (kt(t+1)
f(t)_(t+b)"{ t+b +1}_1

k
=W(kt2+kt+t+b)—1

olmak tzere

1 B 1 it
/M(t)_t+1'1—[b/(t+b)]k

D, (1/u(t))

(t+1) [1 —b"/(t+b)k] —tll — (tfb)k+ %i?ﬁfi{u
|
)

(t+ D21 - b*/(t + b)"]’

(
|
o]
|
t

af (@)
(t+ D21 - b*/(t + b)"]’

(=1)D:(1/u(®)) =
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olsun.k = 2 oldugundan lim;_ f(t) = —1 dir. Bu yilizden t > t; i¢in f(t) <0
olacak sekilde bir t; > 0 vardir. Boylece 1/u(t) total monoton degildir.

(iv) mispatt: H —~ a4 (t, 1,b) = I} oldugu asikardur.
Teorem 3.2.3. H «~ a,(t,7) n.t.s. T2 dir [9].

Ispat: A(t) = (1 —r®)(t + c¢)/t olmak iizere A(t) nin total monoton olmadigini

gostermek yeterli olacaktir.

rtyi (elnr)tseklinde yazarsak ve e* fonksiyonunun sonsuz seri agilimini kullanarak

o (¢Inr)k
A(t)z—(1+%); tZ!r

B - (tInr)k - (tInr)kek-1
- _Z K CZ k!
k=1 k=1

e i(tlnr)k(k+1+clnr)
—oenr L k + 1)

denklemini elde ederiz.

Yeteri derecede kiigiik ve pozitif t icin A% (t) gosterimi t* nin ¢, katsayisi ile ayn1

olacaktir. A(t) i¢in yukaridaki ifadeden goriiyoruz ki

(DM ()
=TTk 1)

(k+1+clnr)

drr.
Bir 0 < r < 1 sartin1 saglayan her r i¢in yeteri derecede biiyiik k ler igin

k+ 1+ clnr > 0 dir. Yeteri derecede biiyiik her k i¢in ve yeteri derecede kiigilik ¢

i¢in ¢, negatiftir. Bu nedenle A(t) total monoton degildir.

Sonu¢ 3.2.2. H «~ a,(t,r) n.t.s.C, dir [9].
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Ispat: H — a,(t,r) t.s.C; ise H — ay(t,r) t.s.T} olup bu Teorem 3.2.3 ile

celistigini gosterir.
Sonu¢ 3.2.3. H -~ a,(t,r) n.t.s.H ~ a,(t, k, c¢) dir [9].

Ispat: H — a,(t,7) ts. H- a,(t,k,c) ise Teorem 3.2.1 in Teorem 3.2.3 ile
celistigini kullanarak ispat yapilir.

Teorem 3.2.4. C; t.s. H «~ a,(t, ) olmas1 miimkiin degildir [9].
Ispat: G ve W den (H - a, (t, r)) 2 (C, 1)dur.

Teorem 3.2.5. H «~ a;(t, k,c) n.t.s. H « a,(t,r) dir [9].

1_(%“)" nln% Cln% 1_(n-cl-c)k

Hn = kn T—rm K 1—7rn
c
olsun.
lim, o u, =1 velim,, oy, = (—cInr)/k oldugundan dolay1n u , —clnr <k

olmadik¢a total monoton olamaz. u, < (—clInr)/k olacak sekilde pozitif bir n

Cc

k
tamsayisinin var oldugunu gostermek yeterlidir. Yani, 1 — (E) <1l-—7r"

r™(n + c)* < ¢, dir. Fakat her k i¢in ¢, siireklidir ve n - oo i¢in r™*(n + ¢)¥ - 0
dir. Bu yiizden yeteri derecede biiyiik n i¢in u,, < (—cInr)/k ve u total monoton
degildir,

Sonu¢ 3.2.4. T  n.t.s.H «~ a,(t,r) dir [9].

I[ln.t.s.H « a,(t,r) ise Teorem 3.2.1 i kullanmak Teorem 3.2.5 de ¢eliskiye sebep

olur.

Teorem 3.2.6. C, t.s. H «~ a3(t,r) dir [9].
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p@®) =+ ve A-m(t+1)/A-r*)=0A-r)X2,rEDE olsun.
t = 0 igin u(t) nin diferensiyellenebilen serisi diizgiin ve mutlak yakinsaktir. Terim

terim tlirev alarak
HIE) = (DML = Plinr|? Yk Ek
k=0

elde ederiz. u(0 +) = u(0) oldugu igin u(t) total monotondur.
Sonu¢ 3.2.5. k = 2,3, igin H «~ a3(t,r) n.t.s. H « a,(t, k, c) dir [9].

H - a3(t,r) ts. H - a,(t, k,c) ise buradan Teorem 3.2.6. y1 kullanmak Teorem
3.2.2 nin (i1). kism1 ve Sonu¢ 3.2.1 de celiskiye neden olur. k =1 durumu igin

Teorem 3.2.8 e bagvurulabilir.
Sonu¢ 3.2.6. H «~ a3(t,r) n.t.s. H — a,(t,r) dir [9].

H - a3(t,r) nts. H — a,(t,r) ise buradan Teorem3.2.6 y1 kullanarak Teorem 3.2.4

i¢in ¢eliski olusturur.

Teorem 3.2.7. r; # 1, olsun.

()H - az(t,r) nts. H~ az(t,15)

(i) H - az(t,rp) nts. H « as(t,r,) dir [9].

Ispat i) u(t) = as(t,r)/as(t,1,) olsun. Bu yiizden

(1 - 7”2)(1 - T1t+1)
KO = Ty =D

dir. limy_e u(t) = (1 —1,)/(1 —1y) oldugu igin 1 —7, < 1—1r; yani r; <r, dir.

u(t) total monotondur &

(1-1)
(1 =) —nrt*1)?

(D' () =

[,rlt+1(1 _ T2t+1) In = T2t+1(1 _ T1t+1) In T'z]

dir. 7, < 1, oldugundan t > —1 i¢in r;**1 < 1,1 dir. Bu yiizden
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1—-7r*t>1—nrt*1 dr.  Ayrica Inr <Inr, dir. Bu yiizden t 20 icin

(—Du'(t) < 0 dir. Bu ylizden u(t) total monoton degildir.

ii) 7, ve r, ye gore u(t) nin simetrik olmasindan dolay: 1/u(t) total monoton
degildir.

Teorem 3.2.8. (i) T4 n.t.s. H «~ a5(t,r) dir.

(i) H - a5(t,r) n.t.s. T} dir [9].

Ispat (i): i, = b(n+1) (1 —7r)/(n+ b)(1 —r™*1) olsun.

o =1veu, — b(1—r)dr. b(1—r) =1 ise u total monoton degildir.

b(1 —r) < 1 oldugunu farz edelim. u, < b(1 —r) olacak sekilde bir n = 0 sayisi

varsa u total monoton degildir. p,, = b(1 — r) oldugunu farz edelim. Bu yiizden

b(n+1)(1—-r)
(n+ b)(1 —rn+1) =b(1—-7)

olupn+12(m+b)A—7r""1)=n+b— (n+ b)r™**?! yani

(n+b)r**1=2p—1 dir. Fakat b—1>0 ve (n+ b)r**!* — 0 dir. Bu yiizden
yeteri derecede biiyiik n ler igin (n+ b)r"*1 < b —1 dir. Bu yiizden u total

monoton degildir.
(ii) yi ispatlamak i¢in Teorem 3.2.3 iin ispatindaki yontem kullanilir.
Teorem3.29. 1=k =4i¢inH - a,(t,k + 1,c) t.s. H - a,(t, k, c) dir [9].

Ispat: t/c ortak terimleri ihmal ederek ve k = 1 i¢in ¢arpimin degeri 1 almarak

(t/c + 1)k — 1 garpan formunda yazilmak iizere

a,(t,k+1,c) B (k + 171 = c**1(t + )¢ 1]
atke) — DI-ckt+ o)

_k 1 (t/c+ 1)k -1
o (k+ 1){t/c+ 1}{ (t/c+ 1Dk -1 }

21
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L " t/c
e 1){ T /e D(e/c + DF = 1]}'

1
T k+ 1D {1 S [1523[(t/ ) + 2(sin(pn/k))? — isin(2 pr/k)]

e

olsun. Buradan

wm @ =@/ + @/c+ D7, p(®) = @2/ + (t/c+ D7 (t/c+2)7]
dir ve ikiside total regiilerdir. (3.1) deki koseli parantez igindeki say1 1 + 8, (t) ile
gosterilsin. 8, (t) > 0 oldugundan k > 2 i¢in p(t) nin total regiiler oldugunu

gOstermek icin gerek ve yeter sart §; (t) nin total monoton oldugunu gostermektir.

a, = 2(sin(pr/k))? —isin(2pn/k) , 1 = p = k — 1 olmak iizere

Yo®) =@/c+ D71, @) = (t/c + ap)_lolsun. 1=p=k-—1 olmak iizere
t/c+a, ve t/c+ ay_, karmasik esleniklerdir. Uygunluk i¢in p yi p > k/2 ye

kisitlansin. Bu yiizden
Yo™@) = (=D™*n!lc™(t/c+1)™Tven =012 icin

Y™ (@) = (=D™nlc™(t/c + ap)_n_l
dir. Leibnitz formiiliinii ve De Moivre teoremini ve her reel 8 igin

Yi=osin(n — 2j)0 = 0 esitligini kullanarak n = 0,1,2 -+ i¢in 6 = arg(t/c + ap) :

k/2 = p = k — 1 olmak lizere

(=D™n! X7, cos(n — 2j)0

n+2 ’

Dgl[yp(t))/k—p(t)] = (3'2)

c"|t/c + ap|
dir.

8 # mm igin Y7_,cos(n — 2j)8 = sin(n + 1)6/sinf ve 6 =mm icin bu toplam

(=)™ (n + 1) e esittir.
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f(n,t,0) = Z(t/c + 1)) |t/c+ ap|_j2 sinhi(j+1)0 /ZisinH
=0

olmak tlzere

(=D™n! f(n,t,0)
c"(t/c + 1)"+1|t/c + ap|

D Yo (¥, O¥i—p(D)] =

n+2

dir. Ayrintili hesaplamalarda k = 4 sartiyla t > 0,n = 1,2,3,- i¢in f(n,t,6) nin
pozitif oldugu gosterilebilir. §5(0 +) = §5(0) oldugu i¢in §5(t) total monotondur.

84(t) = ¥, (O)[yo(t)y1(t)y5(t)] dir. Koseli parantezdeki ifadeler total monoton olan
v2(t) = (t/c + 2)71 oldugundan §,(t) total monotondur.

Bu teknikle k > 4 i¢in Teorem 3.2.9 un bir ispatina baglamak i¢in tek umudumuz
Y1(@®)y,(®)ys(t)y,(t) nmn total monoton oldugunu ya da genel olarak
15k 2 ¥ (©)¥i—p(t) min total monoton oldugunu gostermeyi denemekte yatiyor.
Aksi takdirde k igin her yeni asal say1 bir karisiklik, engelleyici bir hesaplama ¢ikarir
ve higbir gesit tiimevarimsal formiil meydana getirmez. [[5_3 ¥, (£)¥s_,(t) nin total

monoton olmadig1 gosterilebilir.

Teorem 3.2.10. ¢, > ¢; > 0,k = 1,2 igin H ~ a,(t,k,c;) t.s. H ~ a,(t,k,c;) dir
[9].

k = 1 igin bu teorem I} t.s. C; t.s. T in 6zel durumudur.

k =2 igin basit bir diferensiyelleme f(t) = a;,(t,k,c;)/a.(t, k,c;) nin total

monoton oldugunu gdsterir.

k > 2 ise yukaridaki diferensiyelleme ¢ok karigik olacaktir. Ancak varsayimlara gore

Teorem 3.2.10 k = 3 igin ve Teorem 3.2.9, k = 5 i¢in dogrudur.

Asagidakiler baz1 acik sorulardir.

H - a,(t,r)ts. H - as(t,r)?
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H - a,(t,k,b)ts. H— as(t,r)?
Teorem 3.2.6 ve Sonug 3.2.1den H «~ a,(t, k,a) t.s. H —~ a5(t/r) oldugu agiktir.
3.3. Baz1 Denk Metotlar

Teorem 3.3.1.a! ve b~! negatif olmayan tam sayilar olacak sekilde a ve b
sifirdan birbirinden farkli karmasik sayilar olmak tizere y, = (ak + 1)/(bk + 1)
olsun. Bu durumda (H,) = (I) & Re(a) > 0 ve Re(b) > 0 dur.

Teorem, [11] Hille’de verildiginden bu yiizden ispati yapilmamustir.
Teorem 3.3.2. a € R, Re(a) > 0 olsun. Buradan (I'¥) = (H%) dir [9].

Pozitif ve negatif a nin simetrisinden dolay1 sadece a = 0 oldugunu diisiinmemiz
gerekir. Ureteg dizisi {1} oldugundan a = 0 igin ispat acgiktir. Bir a reel sayis1 i¢in

sonug [8] verilmistir.

b= a?t olsun. A =(bk+1)/(k+1) olmak iizere (HJ) = (I) oldugunu

gOstermemiz gerekir. a tamsayisi i¢in ispat agiktir. Clinkii Teorem 3.3.1 den

(H) = (I) ve bdyle matrislerin sonlu ¢arpmmu (I) e denk bir matris olup A% /A¢*! =
(k +1)/(bk + 1) oldugundan ve [8] deki ispat1 kullanarak 0 < a <1 kabul

edebiliriz.

C={z|lz| =1} ve f(z) =(b+ (1 —-Db)z)* olsun. Bu yiizden f(1)=1 ve
Zo = b/(b — 1) noktas1 disinda f(z),C de analitik olacak sekilde tanimlanabilir. f
in C de hig sifir1 yok ¢iinkii |z,| > 1. 1/f(z) fonksiyonu analitik ve C de hig sifir1
yoktur. [12] dan (HY) = (I) dur.

Sonug 3.3.1. Her ¢ > —1 i¢in (I'§) = (C%) dir [9].
Ispat: Her & > —1 igin (C%) = (H%) dur.

Sonu¢ 3.3.2. Re(a) > 0ve Re(b) > 0,u;, = (ak +1)/(bk + 1) olsun. Bu yiizden
her reel a i¢in (H¥) = (I) dir [9].
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Ispat: u¢ nin simetrisinden sadece @ > 0 oldugunu diisiinmek gerekecegi agiktur.

a_(ak+1)“ (k+1)=
Be ="k + D@ " (bk + 1)@

olup sagdaki her ifade Teorem 3.3.2 den | ya denktir.
Sonu¢ 3.3.3. Her a = 0, Re(a) > 0 i¢in [ regiilerdir [9].

Ispat: a =1,b = a™! i¢in Sonug 3.3.2 deki H,kullanilirsa T = H,f. H, ve bunun

sonucu olarak iki regililer Hausdorff matrisinin ¢arpimi regiiler sonucu elde edilir.

Teorem3.3.3. a=0 , Re(a) >0, Re(c) >0 ve d=a%+b olmak iizere
pe(a) = [(k + a)* + b]/d(ck + 1)*

olsun. [Re(a)]* > |b| ise buradan (Hu) = (I) dir. Eger a pozitif bir tamsayi ise bu
yiizden 0 <r <a i¢in Re(a) > |b|** max|cos[(68 + 2rr)/al|,8 = arg (—b)

olmasi (Hu) = (I) olmasmi gerektirir. Bu da en iyi yoldur [9].

Ispat: a=0 icin u,(0)=1 dir. a>0 oldugunu kabul edelim. Buradan
Bi(a) = a*[(k+ a)* + b]/d(k + a)* ve y, = (k+ a)/a(ck + 1) olmak iizere
(@) = B (a)yy dur.

Ay = a/(k + a) olmak iizere Sonug¢ 3.3.2 den (Hy) = (I) ve Hp = d‘l[a“I +
bHy] dir. Sonug 3.3.3 den her pozitif a icin Hy' regiiler oldugundan Hp regiilerdir.
Clnkii a* + b = d dur.

Geriye Hg 1 in regiiler oldugunu ispatlamak kaldi. Bunu yapmak icin [13] ye ve

ifadesine bagvurmak gerekir.

PITT TEOREMI: ¢(t) fonksiyonu [0,1] araligi iizerinde sinirli salinimli olmak
tizere T~@(t) olsun [11]. Bu durumda |T(z)| =2 d > 0,Re(z) < 0 olmas1 T~(2)

nin Mellin transformasyonu olmasi gerektirir ve boylece T, ya denktir.

Uy = fol t"d@(t) kitle fonksiyonu olmak tizere @(t) ile birlestirilen bir regiiler

Hausdorff metodunu gostermek i¢in T~@(t) kullanilir.
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@(t) nin Mellin doniigiimleri T(z) = f01 tZd@(t) ile tanimlanir. Boylece u, = T(n)

ve T(z), T nin moment fonksiyonu olarak tanimlanir [14].

[0,1] aralig1 tizerindeki regiiler sinirli salinimli bazi @(t) ler i¢in

B.(n) = AT Q" +b]_ f 2deE) . (Re(z) 2 0)
0

d(z + a)”

olsun. Ayrica T(z) = B,(2),

aa

il e

dir. Fakat z = x + iy ,a = a; + ib, ve |z + a|* = |Re(a)|* olmak iizere Re(z) = 0

IT(2)| = 2 |a®d™*|. |1~ |b/(z + )|

ve Re(a) > 0 oldugundan |(z + a)%| = [(x + a;)? + (y + b;)?]*/? dur.

Boylece, hipotezden [Re(a)]* > |b| olmasindan

IT(2)| 2 [a*d~*|[1 — |b|[Re(a)]~%] > O dur.

Bu yiizden T~*(z) bir Mellin déniistimii ve T, I ya denktir. Yani (Hg ) = (I) dur.
(Hg,) = (I) olmas1 Hille ve Tamarkin in [15] deki teknigi kullamlarak ispatlanabilir.

Pozitif a tamsayisi i¢in 6 = arg (—b) olmak lizere

a—-1

(k+a)*+b= n{k +a— |b|V%cis[(8 + 2rm)/al}
r=0
dir. ¢, = a — |b|V®eil+2rm/al gimak iizere A, (r) = (k + c,.)/c,(ck + 1) olsun.
0=r<a icin Re(a)>|b|"*maxy<y<qlcos[(8 +2rm)/a]|l oldugundan
Re(c,) > 0 dir. Ayrica hipotezden Re(c) > 0 dir. Boylece her r i¢in Teorem 3.3.1
den (Hy) = (I) dir. H, = [1%24 Hy(ry oldugundan (H,) = (I) du.
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Bir a tamsayisi i¢in bu teoremin en iyi sonucunu gostermek icin ¢ =1,a=1+1,
b = —1, ¢ =1 alalim. Bu durumda Re(a) = |b|.|cosO|,u, = (k +i)/i(k + 1) ve
Teorem 3.3.1 den (H,,) # (I) dur.
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4. TOPLANABILME METODU
R(a, b, a) bir matrisi ve d = a* + b, [Re(a)]* > |b| olmak iizere
& = d[(k + a)® + b]™1 iireteg dizisiyle birlestirilen bir matris metodu olsun.

Teorem 4.1. Her a = 0 igin yukarida tanimlanan R (a, b, @) metodu regiiler ve C* ya
denktir [9].

Ispat: k = 0 icin ispat agiktir. Kabul edelim ki k > 0 olsun. ¢ = 1 icin H, igin
Teorem 3.3.3 ii kullanirsak R(a, b, a) = H;'T{* = H;'H® dir. Bu yiizden R(a, b, a)

regiilerdir.

Denkligi ispatlamak i¢in R(a, b, )H~% = H, oldugu gosterilir. Boylece Sonug 3.3.1
den (R(a,b,a)) = (H*) = (Tf) = (C%) du.

R(a, b, @) metodu tartisilirken a ve b nin Teorem 4.1 den 6nce ifade edilen sartlar

sagladig1 kabul edilecektir.

Sonu¢ 4.1. 0 = a < B ise bu durumda tutarhlikla (R(a, b, a)) c (R(a, b,ﬁ)) dir
[9].

Ispat:
we ={d'/[(k + @) + b]}.{[(k + a)* + b]ld~'} olsun. Bu takdirde

. d(k + a)? _a*[(k+a)* +b]
kK= wBlk+a)f +b]°  *T T dk+a)

, v = (a/(k +a))f~*

olmak tlizere y, = A, yy vy dir.

Teorem 3.3.3 ve Sonug 3.3.3 den Hj, H,, ve H, regiilerdir. Buradan Hy, H, , H,, =

regiilerdir. Biitiin Hausdorff metodlari tutarhdir [8].

Sonuc4.2. a =0, a,b,aveb R(a,b,a)ve R(a,b,a) nm regilerlik sartn

saglayan herhangi sayilar olsun. Bu durumda (R(a, b, @)) = (R(a’,b’, @)) dir [9].



ispat:

_dk+ 1) _(k+a)*+ Db
K k+a) +b . T Tak+ 17

olmak tUizere y = By oldugundan Teorem 3.3.3 den dolay1 , Hg ve , H, metodlar

| ya denktirler.
4.1. R(a, b, @) Metodunu Kapsayan Total Karsilastirma

Bu boliimde R(a, b, @) matris metodunu total regiilerlige gore inceleyecegiz ve
¢ >0 olmak iizere C*, H* ve TIf metodlartyla total relatif gl¢liiliigiini
karsilastiracagiz. (C pozitif sayis1 i¢in R(a, b, @) metodu Teorem 4.1 den C* ya denk

ve bu yiizden H* ve I'¢ ya denktir.)

R(a, b, @) metodunu tartismada @« >0, a>0, a* > |b|, bER, d=a%*+ b ve

ﬂz(ca) =d[(k +a)*+ b]™,k =0,1,2,- oldugu anlasilacaktur.

Ayrica uygunluk igin asagidaki gosterim incelenecektir. ¢ ve f rastgele negatif

olmayan ¢’ ve f' ise rastgele pozitif olmayan sayilar1 gosterecektir.
aveb0<a<1,b>1ilesmirlandirilacaktir.
Teorem4.1.1.a=0,f >0,c" = 0igin R(f, ¢’, @) total regiilerdir [9].
Ispat: y, = 1 oldugundan @ = 0 igin ispat agiktir. & > 0 kabul edelim.

R(f,0,a) = Ff“ dir. ¢’ < 0 kabul edelim. ¢ = —c¢’ olsun. Bu ylizden

'ul((“) =d[(k+f)*—c]t dir. p, =d[(t+ f)*—c]™* olsun. Teorem 4.1 den u,(ca)

regiiler iken w(t) nin total monoton oldugunu gostermek yeterlidir.

oo

RO = e+ )7 ) cke+ )7 =d ) ck(e+ e
k=0

k=0

ve f% > |[c'| oldugundan u(t) nin serisi t = 0 i¢in mutlak ve diizgiin yakinsaktir.

Her diferensiyellenebilir seri diizgiin yakinsak oldugundan

29



B O c*T(ak + a + n)(t + f)~@k-a-n
Sn(0) = Z F(ak + a)

k=0
olmak iizere terim terim diferensiyellenebilir ve (—1)u™ (t) = dS,,(t) elde ederiz.

S,(t) tamamen negatif olmayan terimler igerdiginden wu(t) total monoton

fonksiyondur.
¢ > 0 i¢in R(f, ¢, @) total regiiler degildir.

Karsit 6rnek; @ = 2 olsun.
we=d[(k+ P2 +clt =d[(k+ f +ic/2)(k + f — ic¥/?)] " dr.

pu) =d/(t+a)t+a),a; =f+ic/? olsun. k=2,c=1 icin (3.2) Vi

kullanarak ve 6, = arctan(c/?(t + f)™') olmak iizere

d(—1)"n! 2sin(n + 1)6,

(n)t —
WO = i+ au T sin g,

y1 elde etmek igin tartisma devam eder. Hipotezden f > c¢'/? dir. Bu yiizden
0 < 6; <m/4dr. Hert = 0 ve baz1 k tamsayilar1 igin

2k — 1) < (n + 1), < 2km olacak sekilde ki her n i¢in (—=1)"u™(t) < 0 dir.
Bu yiizden u(t) total monoton degildir.

Teorem4.12.a« 2 0,f > 0,c > 0 ise buradan [’ t.s. R(f,c, a) dir [9].

Ispat: @ = ¢ = 0 durumlari igin ispat agiktir. a,c >0 kabul edelimki 4, =1,
Brn = f¥(n + )% olmak iizere

Hn = fa[gz:f;: 2 = f*d Ay + cd™'B,
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olsun. Ac¢ik olarak A ve B total monoton ve f* + a@ = d oldugundan H~pu total

regiilerdir.
Teorem 4.1.3. « > 0, ¢’ = 0 ise buradan R(f, ¢’,a) t.s. T# dir [9].

Ispat: ¢’ = 0 ise metotlar aynidir. ¢’ < 0 kabul edelim. ¢ > 0 olmak iizere ¢’ = —c
dir. up, =d(m + )/ f*[(n+ )% —c] ve

d(t+ f)*

WO = Fae T pe—c

7= fred ) ket ek

k=0
olsun. t = 0 i¢in seri ve her bir tiirevi diizgiin ve mutlak yakinsak oldugundan
S,(t) = c*(t+ f)~*",n = 1,2,3,- olmak iizere

['(ak +n)S,(t)
['(ak)

(~D"u(©) = f~d )
k=1

dir. Bu yiizden u(t) total monotondur.

Teorem 4.1.2 ve Teorem 4.1.3 i birlestirerek ve I'Y* = H* oldugunu gostererek

asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonu¢ 4.1.1. ¢’ < 0,¢c > 0,a > 0 olsun. Buradan R(1,c¢’,a) t.s. .H* t.s R(1,c, )
dir [9].

Teorem4.1.4. ¢, < ¢;' < 0i¢in R(f, c,’, @) t.s. R(f,c;’, ) dir [9].
Ispat: ¢, =¢,’ +6,5 >0,d; = f¥+¢;/,i = 1,2. olsun.

y=dy/d, ,Bn =dy/[(n+ f)* + c,'] olmak lizere

(NP te) _dof, 5 o
'un_d_1{(n+f)a+cz’}_d_1{ +(n+f)a+czr}_y+( _y)ﬁn
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dir. Teorem 4.1.1 ve 0 <y <1 den H~f total regiiler oldugu icin H~pu total

regiilerdir.
Teorem 4.1.5. f; > f, > 0 i¢in R(f,,¢’, ) t.s. R(f, ¢’, a) dir [9].

Ispat: 2, = (n+ f)%/[(n+ f)* + '], Bn=(n+£)*/[(n+ f)% + '] olmak

uzere

_dy[(n+ f)% + ]

Hn = dl[(Tl +f2)a + C’] = d2d1_1[1 + (/171 _.Bn)]

olsun. Teorem 4.1.3 den H~A ve H~ 5 total monotondur.

LBt =+ f)%/ (n+ £,)%olsun. f; > £, oldugu i¢in A8~ total monotondur.

A — B nin total monoton oldugunu ispatlamak i¢in asagidaki Lemma y1 kullanalim.

Lemma 4.1.1. k = 0,1,2 - i¢in a; = ) olmak iizere f ve af~! total monoton
olacak sekilde «, B reel diziler olsun ve her k i¢in 8, # 0 olsun. Bu durumda A — 8

total monotondur [9].
Ispat: u, = a, — B, olsun. Pozitif n icin

A™(ay, — Bi) = A™[Br (Bt — 1]

n
= Co BBy (bt = 1)
j=0

n
= OB (Bt = D)+ ) oy A7 N (B )
=1

dir. Hipotezden f ve af~'total monoton ve a; = B, dir. Boylece u total
monotondur. Teoremin ispatma dondiigiimiizde A — f ve dolayisiyla u niin total

monoton oldugu agiktr.
Gelecek ti¢ teorem ve Lemma i¢in agagidaki notasyonu kullanacagiz.
a tamsay1 olmak iizere
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@ _ Le+b)* +c'IM(a+ Dk +1)
M = dr(k + a + 1)

olsun.
v® =18, 8P, BP =ik + b)/b(k + 1),

yk(a) =T(a + 1I'(k+ 1) /T(k + a + 1) olmak iizere Agca) =k+a)k+a+0

olsun. Bu yiizden p{* [b“ @ 4 ¢ (a)] /d dir.

Lemma4.1.2. A% = a(1+ @) (n— 1+ @)y 12 A%,

k=01,2-;n=1,23 dir[9].

Ispat:
Ay @ _ Fla+Drk+1) T(a+ Dr(k+2)
Ve = Nk+a+1) T'k+a+2)
k+1
_ (@
~ Yk {1 k+1+ a}
- ar A

Tiimevarim hipotezini kabul edelim.

A”“yIE“) =a(l+a)--(n—1+ a)Ayka) H’lgiﬂ

a) (a) (a) (05)
A]_[Akml l_[ﬂkw

=a(l+a)--(n—1+4+a)ly

Kolaylikla kurulan 6zdesligi kullanarak

n—-1 n
(o) _ (@)
o[ ) = T 20

i=0 i=0

ve n = 1 i¢in bu Lemma bize
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A”“yk(“) =a(l+a)—-(n—1+a)ly

(“) (o) () a) 4 (a)
. 1_[’11(+z+1 n’lkﬂﬂ“}’k ’1k+1]

n
=a(l+a)-(n—1+a)(n+a) yk(a). ﬂlg:?iﬂ
oldugunu verir.
a #0—1,-2,- sartin1 saglayan & kompleks sayisi1 icin Lemma 4.1.2 yine saglanur.

Teorem4.1.6. b > 1,¢’ <0icinC't.s.R(b,c',1) @b =1—¢"dir [9].

Ispat: u,(c) —bvk Vs + c’y( )/d olsun. v,El) = ,51) , (1/b) + (1—b‘1)l§<1)

seklinde yazilacagindan

_ , . n-1
An‘u(l) _ l b(l —b 1)7’1' n c'n! (1)
e dtgk+i+1D)  k+11 ) kit
1=

Hafjﬁl (b-1)+c']
elde edilir.

Béylece{ ( )} total monotondur & b = 1 — ¢’ dur.

Teorem4.1.7. M =max{3/2,1+ (=c)/?}veM > (2 —c)¥? olmak iizere
b>1,c <0,i¢in C2t.sR(b,c',2) © b > M dir [9].

Ispat: ,u,(f) = bszEZ)/ d +c’yk(2)/ d iki dizinin ¢arpimmin n farki formilini

kullanarak ve B nin terimlerinde v yi yeniden yazarak

(2) _in(2) ¢))
8 v = Bo CujA BBy

n-1

= (1-2/b)(n-pi2 _(1-1/b)}
MG+ i4+2) T (e + i+ 1)

+ ﬁlgl)An[))lEZ)_i_ B(Z) An[))(l)

k+n
j=1
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(1 -2/D)A-1/b)C . 2(k/b+ 1A - 2/b)n!
o IEk+i+ D) 2(1) T, k+it2).(k+ D)

(k+" )@ —1/byn!
(k‘g" Yok + i+ 1)

Zb'z ﬂagjl [(b—2)(b—1)(n—1)+ (k +b)(b—2) + (k +n+b)(b— 1)].

n+1

u® = 2n ﬂagjl — Db -1n—-1)+ k+b)b—2)

¢ (n + DITATK+ DT .o

F(k+3) 2 k+i+1
i=

+(k+n+b)b- D]+

_@"1—[“/1(1) [(b—Z)(b—1)(n—1)+(k+b)(b—2)+(k+n+b)(b—1)
-4 k+i +c'n+1) [

elde ederiz.
f(n,k,b) =(m—1)b?2 -3(n—1b+2(n—1)+ b?>+ (k—2)b
—2k+(k+n)b+ b>— (k+n)—b+c'(n+1)
=(m+Db?+ Qk-2n)b+n—-3k—-2+c'(n+1)

olsun. Her nve b = 3/2 i¢in kda f T dir. Herkve b = 1 + (—c")"? icinn de f 1
dir.Bu ylizden b 2 M igin n ve k da f(n, k,b) T dir. Bu yilizden

f(nk,b) Z £(0,0,b) = b2 — 2 +¢' dir. u” - 2/d oldugundan d > 2 olmadikga

{,u,(f)} total monoton olamaz. Yani b? + ¢’ >2 b > (2—c')"/? dir. Bu yiizden

£(0,0,b) > 0ve {M]Ez)} total monotondur.

Gereklilik sartin1 gdstermek i¢in 3 tane durum vardur.

Durum I. M = 3/2 kabul edelim.
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b <3/2igin f(1,k,b) = (2b — 3)k + 2b*> — 2b — 1 + 2¢’ dur.

k=123, icin a, =2b>—2b—1+2c'=0 , k=[a;/(3—2b)]+1 igin

a, > 0 ise buradan Apl” < 0 dr.

DurumIL M = 1 + (—c")'/2 kabul edelim.

Buradan b < M i¢in f(n,0,b) = (b? =2b+1+c)n+ b? — 2+ ¢’ dir. Boylece

nZ[(b%—2b+1+c)]+1igin AP < 0 dir.
Durum . M = (2-c)Y?i¢in g = limyu, = 1 dur.
Bu yiizden u total monoton degildir.
Teorem4.1.8.b > 1 ve ¢’ < 0 igin
H?t.s.R(b,c',2) & b=1+ (—c")?

dir [9].

2 2
Ispat: u}({z) [(k+b)? +c']/d(k + 1)% = bZ( ,El)) /d + c’(y,fl)) /d olsun,

n
1 —ip(1 in(1
BV =) Coyhn Il A Y
j=0

n—-1 n—j
=Y e a-1/ne -] [A2,
=0 i=0

j
x (1=1/b)jt 1_[ AN+ BPAmBD + ) Anpt)
i=0
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=n!(n—1/b)* 1_[/1&31 z ’1&31’

k+b  k+n+b T
+{ + }n! [ [Aa-1m.
i=0

b(k+1) bn+k+1)

n
2 . .
A (y, D)2 = An (Ak(l)) — E Cn,jAn_]Ak+j(1)A]/1;(<1)

j=0
n n—j J
1 1
Z Cpj(n— ! 1_[)‘( )J+z]'1_[)‘§<21
: =0 i=0

n n
_ (€Y) (€Y)
=n! 1_[ Ak+i Z Ak+j
i=0 j=0

n (2) anOAk_H Zz (1) {k‘l‘b k+n+b} _
At (b=1)% 2 sy + k+1+n+k+1(b 2

n

e ) 2]

j=0

! T AL w | (k+D)b-1)+c’

k+ 2 ]
-1 +C]Z’1’<+J K+ 1
j=

Al u}(cZ)

(4.1)

(k+n+b)(b—1+c"
+
n+k+1

b = 1+(—c")Y? i¢in (b — 1)? + ¢’ = 0 dur. Bu yiizden
k+n+b)(b—1D)+c'>k+b)(b—1)+c"=2b(b—-1)+ ¢’

oldugundan b = (1 + (1 — 4c")'/?)/2 igin dogru olan b(b — 1) + ¢’ = 0 ise
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{u,iz)} total monotondur. Fakat her ¢’ < 0 igin (14 (1 — 4c)V2)/2 <1+ (—c’)l/2
dir. Bdylece {/1,((2)} total monotondur.

Tersini ispatlamak i¢in b < 1 + (—c")*/? kabul edelim ve k y1 sabitleyelim. 4.1 in en

(1

et j bir maksak serinin ilk n — 1 teriminin

son iki terimi n de smrhdir. Z’}z‘f/l
toplamidir. (b — 1)2 + ¢’ < 0 oldugundan parantez i¢indeki ifade yeteri derecede
biiyiik n icin negatif olacaktir. Bu yiizden yeteri derecede biiyiik 7 ler igin A®u2 < 0
ve {u2} total monoton degildir. @ pozitif tamsayisi icin H*t.s.R(b,c’,@) olmasi
akilct bir varsayimdir. Teorem 4.1.7 ve Teorem 4.1.8 i kullanarak b > 1,¢' <0, a
pozitif tamsayisi i¢in b = 1 + (—=c")/* igin H* t.s. R(b, ¢', @) oldugunu gostermek

basit bir iglemdir.
a > 2 i¢in b lizerine konulacak en iyi sartin ne olacagi sorusu agiktir.

Teorem 4.1.8 de kullanilan teknigi kullanmak A™pg formunun karmasikligindan zor
olabilir. Yani Teorem 4.1.12 d = « i¢in R(1,¢’, @) t.s. ['¥ olup olmadigi konusunda
acik bir soru birakir. Bu agik soru diger aym tiplerle birlikte tablonun zor

anlasilmasini 6nlemek i¢in ihmal edilmistir.
0<a<10<a<1,b<1c <0,c>0icin
R(1,c,a)

\

R(a,c',a)—I[F (1) »C*—>» H* 3\ —»R(a,c,a)

\

R(a,c, a)
\

R(1,c,a) ——» R(b, ', )
QD a<(a+1)/2igin

a=>1,0<a<1,b>1,c'<0,c>0i¢in
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R(1,¢c,a)

R(a,c',a) —T¢

v

R(a,c’,a) R(b,c',a)
1.b=(a+1)/2
22a=1,bZ1-c; gina=2,bZM=max{3/2, 1+ (-c)?} ve
M > (2 —c)Y? . a > 2 igin sonuglar yoktur.

3. a bir tamsayisi i¢in b = 1+ (—c’)/® ispatlanir. 6rnegin T}¥ ts. R(b,c, a)

oldugundan R(b,c, @) ts. I¥ [1] den agiktir.

Bu boliimiin kalan kisimlar1 negatif sonuglarla devam eder. Bunlar1 gostermek igin
yukaridaki tablo en iyisidir. Bilinen negatif sonuclar ihmal edilecektir. Ornegin; [1]

den I¥ t.s. R(b, ¢, @) oldugundan R(b, ¢, @) n.t.s. I}¥ dir.
Teorem4.1.9.a« > 0,c > 0, f, > f; > 0 olsun. Bu yiizden
R(lec, a) n.ts R(f;, c, @) dir [9].

Ispat: d; = f* + ¢,i = 1, 2 olmak iizere

Un =dy [(n+ L))+ cl/di[n+ f2)% + c] olsun.

f, > fi oldugundan d, > d, dir. Fakat p, - d,/d,; > 1 dir. u total monoton
degildir bu teorem bize hemen hemen R(b,c, @) n.t.s R(1,c,a) ve R(1,c,a) nt.s

R(a, c,a) oldugunu gosterir.

Ayrica Teorem 4.1.4 de ¢’ < 0 oldugundan Teorem 4.1.9 , Teorem 4.1.4 {in bir

sonucu degildir.
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Teorem 4.1.10. a >0, ¢, f,>0 olsun. Bu takdirde T(a+ 1) = f*+c¢ i¢in
R(f,c,a) nts. C* ve f*+c = I'(a+ 1) igin C* n.t.s. R(f,c,a) dir. Bu yiizden
d =2 T'(a+ 1) igin u total monoton degildir. Ayrica d = T'(a+ 1) igin u~?! total
monoton degildir [9].

Teorem4.1.11.0<a < 1,b > 1,c' < 0igin
(i) H* n.tsR(b,c’, a) dur.
(ii) d > b*1icin R(b, ¢, ) n.t.s H* dur.

pu®) =d A+ b)*+c'J(t+ 1)«

olsun.
o LA+ D% @+ b)* = [({ +b)* +c']a(i + D
W@ = E{ (i+ 1) }
_afi+1—=(+b)—c'(i+b)"
B E{ (i + D¥a(i + h)1-@ }
, o _a(b=1+c'(i+b)*
DR @ = E{(i + 1)*e(i 4+ b)l—“}
dir [9].

Sonuc4.1.2.0 < a < 1,c <0igin C*nts. R(1,¢, ) dir [9].

Ispat: Kabul edelim ki C* t.s. R(1,c, ) olsun. R(i) den T'% t.s. C* oldugundan I'%
t.s. R(1,c, a) Teorem 4.1.12 ile gelisir.

Sonu¢ 4.1.3.0 < a < 1 i¢in R(1,¢,a) n.t.s. R(b, ¢, ) dir [9].
Ispat: Kabul edelim ki R(1, ¢, a) t.s. R(b, ¢, @) olsun. Sonug 4.1.1 den
H®*ts. R(1,c,a) dir. Bu yiizden H* t.s. R(b,c’, a) Teorem 4.1.11 ile ¢elisir.

Teorem4.1.13.0<a < 1,b>1,c > 0olsun.
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(i) d < bi¢in Ty nts. R(1,c, @) dur.
(i)  R(,c,a)nts. Ty dir [9].

Ispat (i) a ile b , ¢ ile ¢ nin yerleri degistirilerek ve Teorem 4.1.12 deki u(t) yi
kullanarak d < b i¢in

DO =TT e £ D

ab“{l—b+c(t+1)1‘“}
(-=1Du'(0) < 0 dur.

Ispat (ii) Yeteri derecede biiyiik t ler icin u'(t) < 0 dir. Bu yiizden 1/u(t) total

monoton degildir.
Teorem4.1.14.0<a<1,0<a<1,c>0olsun.

() R(a,c,a) n.t.s. H* dr.
(i)  d<a*?1igin H* n.t.s. R(a,c, a) dir [9].

b ve c'ile a ve c nin yerleri degistirilip Teorem 4.1.11 deki u(t) kullanilarak

DK = )

(t+ Dt + a)l@
elde edilir.
Ispat (ii): (=1)u'(0) = ad~*(a — 1 + ca'™%) ve bu esitlik d < a®~?! icin negatiftir.
Ispat (i): Yeteri derecede biiyiik t ler i¢in 1/u(t) total monoton degildir.
Teorem 4.1.15. @ = 1 olsun. Bu yiizden d < b* ! i¢in H* n.t.s. R(b, ¢', @) dir [9].
Ispat: Teorem 4.1.11 deki p(t) kullanilarak
(—Du'(0) = ad *(h* = b* 1 +c)=ad *(d - b*1) <0
elde edilir. Bu ylizden u(t) total monoton degildir.

Teorem 4.1.16. @ = 1, a tamsay1 olsun. Bu takdirde
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by (a +1)b* — (b+ 1)* + ac' = 0 denkleminin pozitif bir kokii olmak iizere
b < by icin C nt.s. R(b, ¢, ) dir [9].

Ispat:

drr.

U =[(m+b)*+c T+ DI'(n+1)/d'(n + a+ 1) olsun.

Ay = (n+ D[n+b+ 1)+
b = ”{ _(n+a+1)[(n+b)“+c’]}

f&b)=>Ct+a+D[(E+b)*+c]—({t+D[(t+b+1)*+colsun.

dir.

fO,D)=(@+1D)B*+c)—(b+1)*—=¢

=(a+1b*—(b+1)*+ac’

a—1

= ab® Z Coxb® — 1+ ac’
k=1

f(0,b) =0 bir reel pozitif koke sahiptir. Buna b, diyelim. £(0,0) < 0 olur. Bu
ylizden b < by i¢in f(0,b) < 0 dir. Boylece Ay, < 0 dir. Boylece u total monoton

degildir.

4.2. Hausdorff Matrislerin Lineer Kombinasyonlari

Vanderburg [7] de asagidaki iki sonucu ispatlamistir.

)

(1

En az birinin reel veya regiiler olarak tamimli oldugu iki metot H**1 ile
[C* —T(a+ 1)H¥][1 - T'(a + 1)]7* denktir.
a,B,a + [ den en az biri reel ve -1 den biiyiik olmasm ve @ ve f da

sifirdan farkli olsun. Bu durumda

[C(a+ B+ 1C*C* —T(a+ DI + 1)CHF].

Ta@+p+1)—T(a+ DI(B+ 1]
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toplanabilme metodu C**A+1 e denktir.

Bu boliimdeki amag, (I) ve (II) temel prensiplerini daha genis Hausdorrf matris

smiflarina uygulamaktir.

K herhangi regiiler Hausdorff matrisini gostersin. K, K nin normallestirme garpanini
gostersin. Normallestirme ¢arpant pu, = 1 seklindeki tirete¢ dizisinin sabit kismudir.
Ornek olarak H% C*T% ve R(c,b,a) matrislerinin normallestirme carpanlari

sirastyla 1,T'(a + 1),a% ve d = ¢* + b dur.

(I)ve (IT) deki esas iddia sudur : H* ya denk olan herhangi iki Hausdorff matrisinden
biri normallestirme ¢arpanina boliniir ve bu durumda bir matris digerinden ¢ikarilir.
Fark matrisi bu durumda uygun kisitlamalar altinda H**1 matrisine denk olacak
sekilde normallestirme ¢arpanlarinin farkiyla béliinebilir. Bu fikirlerin sekillenmesi

belli bir yoniiyle asagidaki teoremde belirtilir.

Teorem 4.2.1. K{* ve K5 H* ya denk olan Hausdorff matrislerini, K*(z) ve K5 (z)
birlestirilmis Mellin doniistimlerini ve k; ve k, de k; # k, olmak iizere sirasiyla
normallestirme ¢arpanlarini gostersin. R(a) > —1 sartmi saglayan her a igin eger c¢
sabit olmak lizere diizgiin olarak R, = {z|Re(z) > —e¢} lizerinde

ki@ K@) _ c(z+1)"%1 + 0(|z + 1|-%-2) (4.2)
ky k

sartin1 saglayan 0 < € < 1 olacak sekilde € > 0 sayis1 varsa bu durumda

[ K — RERS1kE — k)™ o Hest
dir [9].

T(z) = [k{*K&(2) — k; ' KF(2)](z + 1)**1 olsun. (4.2) den T(z) nmn Mellin

doniisiimii oldugu agiktir.

Teorem 4.2.1 in uygulanabilir bir ispatin1 vermek igin (I) ve (II) nin igermelerinden
birinin ispatim1 yapmak asagidaki icermelerin listesiyle miimkiindiir. Biitiin i¢cermeler
sadece bir diizen olusturmasi i¢cin C**?! in terimlerinde ifade edilmistir. Bu i¢cermeler

diger denk Hausdorff matrislerine denk olmasiyla ifade edilmislerdir.
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Aksi soylenmedikce b ve ¢ R(a,b,a) regiiler ve normallestirme faktorleri

arasindaki fark sifir olmayacak sekilde a, b, c ve a reel sayilar olarak algilanacaktir.

(i) En az bir a > 0,a > —1 i¢in [a*C* —T'(a + DI'F][a®* —T(a + 1)]71 o Cc**1
dir.

(iEnaz a> 0,a > —1 icin [a*H* —T5](a + 1)~ D C**? dir.

(iii)Enaz a 2 —1 i¢in [dC* — T'(a + 1)R(c,b,a) |[d —T(a + 1)]71 > C** dur.
(iv)Enaz a = —1icin [dH* — R(c,b,a) |(d —a%)~1 o C**1 drr.

(V) Enaz a = —1igin [dI'§ —a*R(c,b,a) ](d — a%)™! o C**1 dir

(vijEnaz a = —1ic¢in [d,R(cy, by, @) —d;R(cy, by, ) 1(d, —dy)™1 D C* dur.
(vi)Enaz a > 0,a > —1 i¢in [b*T§ — a®T5](b* —a®)~1 o C*** dir.
(viii)Enaz a,B,a+ f > —1 igin

[ceCP —T(a+ DI+ DHE] . [1 - T(a+ DI+ 1] o C¥F*1 drr.

(X)a,B,a+ L >—-1enaza > 0 igin

la*F¢ach —T(a+ DI+ DIE#|[af T+ DI+ 1] o cors

dir.
(X)Enaza,B >—-1,a+p 21icin

[dceCP —T(o+ DIB+ DR(c,b,a + B)][d — T(a+ DB+ 1)] 1 o cahF+1
dir.

Yukaridakilerin ispatlar1 benzer oldugundan sadece (i) yi ispatlayalim.

_ I'(z+1) 1
T(Z)_F(Z+a+ 1) (Z+a)©

(4.3)

olsun. [7] den
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1 a(a—1) 1

T@ =5 oo O~ e
dir.
I.Durum: a 2 1 olsun.
1 1 L z+1\*
D" Grae TV {1_(z+a)} (44

-erofi-(1-55) |
=+ %ala—1DEz+a)*+0(z+1]72)] (4.5

dir. R, tlizerinde yukaridaki seri acilimi gegerli olacak sekilde bir € bulunabilecegi
aciktir ve |(z+ 1) (z+ a)™!| diizgiin smirhdir. (4.5) 1 T(z) de yerine koyarsak
T(z) Teorem 4.2.1 in (4.2) sartin1 saglar.

II.Durum: 0 <a<1 igin |z+ 1] =1 —a nin disindaki her yerde tamimh olan
z+ 1 in kuvvetleri olarak (4.4) i¢in Laurent agilimimni kullanalim. Diger kalan

ispatlar I. durumun aynisidur.
a pozitif tamsayisi i¢in yukaridaki sonuglar
Re(a) > 0,[Re(c)]* > |b|,[Re(c))]* > |b;| ,i = 1,2 igin de saglanr.

()-(x) deki ters icermeyi ispatlamak icin [7] de ilgili teoremin B sartinin gerek ve
yeter sartlarmin saglandigmi gostermek gerekir. Yani R, iizerinde Mellin
doniisiimlerinin her biri yok sayilabilir. Ters icermeler daha zor bir problem olur.
Baz1 06zel sonucglar asagida listelenmistir. Listelenen parametreler {izerinde

kisitlamalar sadece kisalik i¢indir.
C(i) ay ispatta tanimli olmak tizere enaz a > 0, > —1,a # 0 igin.

C(ii) Bir kompleks a sayisi i¢in Re(a) = 1 sarti saglayan @ > —1 pozitif sayisi

i¢in tersi dogru kalmak sartiyla a # 0 dir.
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C(iii)Enaz@ = —1,b > 0 i¢in Re(c) = 1 dur.
C(iv)Enaza =0,a,b,creel, b >0iginc =2 a
C(v)Enaza = 0,b;,c; reel,i = 1,2 ve ¢c; = ¢,, by = b, i¢in.
C(vi) @ > 0, a, b reel sayilarinda en az biri i¢in a # b veya
Re(a) > Re(b) > g(a) > g(b) veya yonlerinin esitsizliklerin tamamen tersi.

C(vii) a ve B simetrik matris oldugundan @ = B kabul edilebilir. Bu diizende tersi
en az bir a21(4);0=a<1(B) 0<p<1;(C) —1<a<0, B=0 veya

B 2 1 i¢in en az biri dogrudur.

C(viii) C(i) deki a, icin a=p(A),a=22a,(B),-1<a<0,=0 veya

BZa,ve0=a=a,(C),0<p < a, en az birisi i¢in tersi saglanir.
Ispat (Ci): (4.2.2)denT(2) =0

I'Nz+a+1)

G e TN CIED)

olmak iizere F;(z,a) = 1 dir. Reel a ve z igin [7] de ki gibi F;(a + x + 1) in @ nin
logaritmik konveks fonksiyonu oldugu gosterilebilir. Bu nedenle bu fonksiyon 1
degerini ikiden fazla alamaz. Bunlardan biri @ = 0 da ve a ya baglh bazi pozitif «,

icin deger alir.

z=x+1iy,y # 0,Re(a) > 0 igin [7] deki islemleri kullanarak

w (XxtjtRe(a)+1 a+x+j+1
2log|F, (2, )| _Z f 2tdt f 2tdt
BT 2+ (y + g(@)? 2+ v2
J=0 \ x+j+Re(a) x+j+1

elde edilir.
[7] deki ilgili teoremin (a) 6zelliginden

2[log|F,(z, —x, —1)| — log F,(z, —x)]
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Jj+1 x+j+Re(a)+1

if 2tdt f 2tdt
J t2+y2 t2+ (v + g(a))?

j=0 x+j+Re(a)

oldugu gosterilebilir.
Bir reel a sayisi igin (a) 6zelligi asagidaki Lemmayi kullanarak olusturulabilir.

Lemma 4.2.1. f(t),(0,0) arahg: iizerinde tamiml pozitif, siirekli ve monoton

azalan fonksiyon ise bu durumda ¢ > 0 ve 0 < x; < x, igin

xX1+cC Xp+cC

jf(t)dt—j f(Odt >0

dir [7].

a kompleks ve |y + g(a)| 2 |y| ise [7] deki ilgili teoremin (a) dzelligi agik olarak

saglanir.

ly + g(a)| < |y| sartin1 saglayan z lerin degeri agik bir soru olarak kalir. Boylece

0
2 32 log F(z, —a)

w (XxtjtRe(a)+1
_Z f 2tdt 2@ +x+j+1)
B t2+ (y+g(@)? (a+x+j+1)2+y?

J=0 \ x+j+Re(a)
oldugu gosterilebilir.
Boylece [7] deki ilgili teoremin (b) 6zelligi saglanr.

Son olarak 92 (log|F;(z, a)|)/da? [3] deki F ye dzdes oldugu gosterilebilir. Bu
ytizden [7] deki (c) ve (d) ifadeleri otomatik olarak saglanir.
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5. SONUC

Bu caligmada 0zel bir toplama metodu olan Hausdorff Toplanabilme Metodu
incelendi. Her total regiiler Hausdorff metodunun var olan moment dizisine sahip
oldugu arastirildi. Uggensel matrisler ve total regiilerlik arasinda baglant1 kuruldu.
Total regiiler iki dizinin ¢arpimmi da total regiiler oldugundan, ¢carpimin total giiciinii

ikisinden birinin total giiciiyle kiyaslamanin yeterli oldugu g6zlemlendi.

Ayrica metodun regiiler olmasi kosulu altinda elde edilen teoremler arasindaki
iliskiler arastirildi. iki toplama metodu arasindaki total giicliiliikler incelendi ve
Cesa’ro, Holder tipi metodlarinin negatif gilicliliiglinii karsilastirmada ¢ok faydali

olan teoremlerin ispatlar1 incelendi.

Hipergeometrik metodu tanimlayan dizi (H,a,B,y) olmak flizere, Basu [3] de
belirtildigi gibi Cesa’ro metoduna denkliginden hareket edildiginde yani
(H,a,pB,y) = Cg_llCﬁ__ll Cy-1 oldugunda metodun daha uygulanabilir oldugu
gozlemlendi. U¢ Hausdorff metodu ve C; metodu arasinda total karsilastirmalarin

yapildig1 teoremlerin ispati incelendi. Birbirine denk bazi metotlar incelendi.
Son olarak, R(a, b, ) bir matrisi ve d = a* + b, [Re(a)]* > |b| olmak {izere

& =d[(k+a)*+ b]™ lireteg dizisiyle birlestirilen bir matris metodu ile
tanimlanan her @ = 0 icin R(a, b,a) metodu regiler ve C% ya denk oldugu
gozlemlendi. Bunlarin devaminda verilen teorem ve sonuglardan yola ¢ikarak biitiin

Hausdorff metodlarmin tutarh oldugu incelendi.

R(a,b,a) matris metodunu total regiilerlige gore incelendi ve ¢ > 0 olmak
iizere C*, H* ve T'¢ metodlartyla total relatif giicliliigiinii karsilastirildi. Ayrica

uygunluk i¢cin Teorem ve sonuglarin ispat1 incelendi.

Hausdorff matrislerin lineer kombinasyonlari ile ilgili teoremler incelendi ve H**1
ile [C*—T(a+ 1)H*][1 —T(a+ 1)]7! denk olmasi ve a, B,a + B den en az biri
reel ve -1 den biiyiik olmayan ve a ve f sifirdandan farkli olmasi durumunda elde

edilen toplanabilme metodunun C**A+1 e denk oldugunun daha genis Hausdorrf



matris siniflarma uygulanacagi goriildi. Bu fikirlerin sekillenmesine belli bir

yOniiyle sebep olan teoremlerin ispatlar1 incelendi.
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