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OZET

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci ve ikinci boliimde, ¢alismayla ilgili literatiir ve
temel bilgiler verildi. Ugiincii boliimde, yakin-halkalarda P-regiilerlik, P-kuvvetli regiilerlik
ve P-asallik kavramlar1 detayli olarak incelendi. Ayrica bu kavramlarin yakin-halkanin diger

kavramlariyla ve birbirleriyle olan iligkileri arastirildu.

Dérdiincii boliimde, verilen bir P ideali kullanilarak yakin-halkanin P-merkezi, bir elemanin
P-merkezi, P-sag (sol) birim tanimlar1 yapildi. Bir yakin halkanin P-birimlerinin ciimlesinin,
yakin-halkanin ikinci iglemine gore alt yarigrubu oldugu ispatlandi. Ayni zamanda P-sag
(sol) degismeli, P-medial ve P-tam asal yakin-halka tanimlar1 yapildi, ve bu yakin-halkalar
icin baz1 6zellikler ve sonuglar elde edildi. Ayrica bu kavramlarin P-regiilerlik, P-kuvvetli

regiilerlik ve P-idempotent elemanlar ile iligkileri incelendi.

Anahtar Kelimeler: Yakin-halka, P-regiilerlik, P-kuvvetli regiilerlik, P-idempotent eleman,

P-tam asal ideal.
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ABSTRACT

This thesis consists of four chapters. The literature and basic informations about the study
have been given in the first and second chapters. In the third chapter, concepts of P-
regularity, P-strongly regularity and P-primeness in near-rings have been investigated in
details. Also relationships which being with other concepts in near-rings and with each other

of these concepts have been researched.

In the fourth chapter, concepts of a P-center of near-ring, P-center of an element and P-right
(left) identity by using a given ideal P have been defined. It has been proved that the set of
all P-identities in a near-ring is a multiplicative subsemigroup of it has been proved. Also
concepts of P-right (left) permutable, P-medial and P-completely prime near-ring have been
defined, and some properties and results have been obtained for these near-rings.
Furthermore relationships between this concepts and P-regularity, P-strongly regularity and

P-idempotent elements have been examined.

Keywords: Near-ring, P-regularity, P-strongly regularity, P-idempotent element,

P-completely prime ideal.
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KISALTMALAR VE SEMBOLLER LISTESI

Yakin-halka

N yakin-halkasinin 0-simetrik kismi

N yakin-halkasinin sabit kismi1

N-grup

I'’dan T ’ya tiim fonksiyonlarin yakin-halkasi

M (T") ’da sifir1 koruyan tiim fonksiyonlarin yakin-halkasi

M (T") ’da tiim sabit fonksiyonlarin yakin-halkasi

N yakin-halkasinin dagilmali kismi

Halka

N ’den M ’ye tiim yakin-halka homomorfizmlerinin ciimlesi

I' ’nun sifir elemanm

I" ’nin sifirlayani

Boliim yakin-halkasi

Yakin-halkanin merkezi
Yakin-halkanin P-merkezi

N ’nin P-birim elemanlarinin ciimlesi
x € N ’nin P-inverslerinin climlesi

x € N ’nin P-sol inverslerinin climlesi

x € N ’nin P-sag inverslerinin climlesi

Vi



1. GIRIS

Halkalarin bir genellemesi olan yakin-halkalara ilk adim, 1905 yilinda Dickson [1]
tarafindan atilmistir. O, tek yonlii dagilma ozelligine sahip cisimlerin varligin

ispatlamistir, bugiin bu cisimler yakin-cisim olarak isimlendirilmektedir.

Regiilerlik kavrami ilk olarak Roos [2] tarafindan halkalar iizerinde tanimlanmis,
ilerleyen yillarda ise cesitli regiilerlik kavramlar1 elde edilmistir. Bu kavramlarin
cogu yakin-halkalar i¢in de tanimlanmis ve Groenewald ve Potgieter [3] gibi ¢esitli
arastirmacilar da bunlar hakkinda bir ¢cok genel teori gelistirmistir. Mason [4] yakin
halkalarda regiilerligi sag ve sol regiilerlik olarak ikiye ayirmis, ve daha ¢ok sag
yakin-halkalarda regiilerlik ve kuvvetli regiilerlik kavramlarini incelemistir. Daha
sonraki yillarda ise, birimli 0-simetrik yakin-halkalarda sol regiilerlik, sag regiilerlik
ve sol kuvvetli regiilerligin birbirine denk oldugu gosterilmis, Reddy ve Murty [5]
sadece birimli O-simetrik yakin-halkalar i¢in degil, herhangi bir yakin-halkada da bu
tic kavramin denk oldugunu kanitlamistir. Ayrica Hongan [6] bu denklige sag

kuvvetli regiilerlik kavramini eklemistir.

Halkalarda asallik kavrami yakin-halkalara bir ¢ok farkli asallik tanimi ile
uyarlanmigtir. Bu tanimlardan her biri halkalardaki asalligin bir genellemesidir.
Yakin-halkalarda asal idealler c¢esitli yazarlar tarafindan yogun bir sekilde
aragtirilmugtir. Ik olarak 1970 yilinda, Holcombe [7] asal yakin-halkalar kavramini
tanimlanmustir. Fakat dagilma ozelligi tek yonlii oldugundan ve yakin-halkada ilk
islem genelde degismeli olmadigindan, Holcombe [7] 0-asal (veya asal), 1-asal, 2-
asal olarak isimlendirdigi asalligin {i¢ farkli kavramini tanimlamistir. Ramakotaiah
ve Rao [8], 1-tipinde asal ideal ve 2-tipinde asal ideal kavramlarini tanimlamistir.
Groenewald [9] 1-tipinde asal ideal yerine 3-asal ideal ifadesini kullandi ki
literatiirde bu kullanim, daha sik karsimiza ¢ikmaktadir. Ayrica, literatiirde 2-tipinde

asal ideal yerine tam asal ideal ifadesi kullanilmaktadir.

Ayrica gesitli aragtirmacilar asallik ile kuvvetli regiilerlik kavramlar1 arasindaki
iliskiyi arastirmigtir. Ornegin, Arga¢ ve Groenewald [10] kuvvetli regiiler yakin-
halkalar1 karakterize etmek i¢in sol 0-asal ve sol tam asal idealler arasindaki iliskiyi
kullanmistir. Ayn1 zamanda kuvvetli regiiler kavrami yakin-halkalardaki bir ¢ok

kavrama uyarlanmaya calisilmistir. Hadelman ve Lawrence [11] tarafindan kuvvetli



asal yakin-halkalar tanimi yapilmis ve Groenewald [12] bu kavrami genisletmistir.
Booth ve ark. [13] kuvvetli asal yakin-halkalarin bir alternatif tanimi olarak kuvvetli

equiprime (e-asal) yakin-halkalar1 tanimlamstir.

Yakin-halkalarda merkez, idempotent eleman, birim, sag ve sol degisme, medial,
komutatiflik, abelyenlik, i¢ c¢arpan oOzelligi gibi kavramlar uzun zamandir
bilinmektedir. Manara [14], Birkenmeier ve Heatherly [15] gibi ¢esitli arastirmacilar
medial, sol degismeli, sag degismeli ve komutatif yakin-halkalarin temel 6zelliklerini
gelistirmistir. Mason [4] ve Drazin [16] merkez ve idempotent kavramlarini ve bu
kavramlar arasindaki bazi iligkileri incelemis, ayn1 zamanda bu kavramlarin regiiler
formlar, kuvvetli regililer formlar ve asal idealler ile iligkileri lizerine c¢aligsmistir.
Ayrica, Birkenmeier [17] idempotent elemanlarin ciimlesi ve tam asal idealler
arasindaki iligskiyi incelemistir. Mason [18] yakin-halkalarda regiilerligin kuvvetli
formlarin1 tanimlamig ve kuvvetli regiiler ve idempotent elemanlar arasindaki bazi
iligkileri arastirmistir. Ayrica Drazin [16] biitiin elemanlar1 merkezde olan yakin-

halkalarda regiilerlik {izerine ¢alismalar yapmustir.

P-regiilerlik kavrami ilk olarak Andrunakievich [19] tarafindan halkalar {izerinde
tanimlanmis ve daha sonra, bu kavram Choi [20] tarafindan yakin-halkalara
aktarilmigtir. 2012 yilinda, Dheena ve Jenila [21] P-kuvvetli regiiler yakin-halkalar
kavramini tanimlamig ve kuvvetli regiilerligin baz1 6zelliklerinin  P-kuvvetli
regiilerlikte de saglandigim1 gostermistir. O, ayni zamanda ilk kez P-asallik

kavramini tanimlamistir [21].

Bu yiiksek lisans tezinde ilk olarak, yakin-halkalarda P-regiilerlik, P-kuvvetli
regiilerlik, P-idempotent ve  P-asallik kavramlart verilmis, ve bu kavramlar

arasindaki iliskiler incelenmistir.

Son bdliimde, verilen bir P-ideali kullanilarak bir yakin-halkanin merkezi, bir
elemanin merkezi, (sag-sol) birim, (sag-sol) degismelilik, mediallik, tam asallik ve
i¢ carpan gibi yakin-halkalarda bazi kavramlarin genellestirilmeleri verilmistir.
Ayrica bu genellestirilmeler tarafindan P-regiilerlik, P-kuvvetli regiilerlik ve P-

idempotentler iizerinde bazi sonuclar elde edilmistir.



2.TEMEL BILGIiLER

Bu boliimde, temel bilgi niteliginde olan ve tezin diger boliimlerinde ortak olarak
kullanilan tanim ve teoremler verilecektir. Ilk baskist 1977 ve yenilenmis baskist
1983 yillarinda basilan Giinter Pilz’e ait ‘Near-rings’ [22] kitabi, bu boliim i¢in temel

kaynak olarak alinmistir.

2.1. Yakin-halkalar

Halkalarin bir genellemesi olan yakin-halkalara ilk adim, 1905 yilinda Dickson
tarafindan atilmistir. Dickson, tek yonli dagilma 6zelligine sahip cisimlerin varligin

ispatlamistir. Bugiin bu cisimler yakin-cisim olarak adlandirilmaktadir.

Yakin-halkalar, halkalardan farkli olarak, ilk isleme gore degismeli olmasi
gerekmeyen ve tek tarafli dagilma 6zelliginin saglandigi, genellestirilmis halkalardir.

Yakin-halkalar a¢ik olarak asagidaki sekilde tanimlanur.

Tammm 2.1.1. ([22]) N ciimlesi iizerinde “+” ve “” ile gosterilen iki ikili islem
alalim. Eger,

a) (N, +) degismeli olmasi gerekmeyen bir grup,

b) (N, bir yar1 grup,

C) Vx,y,z € N i¢in asagidaki iki dagilma 6zelliginden en az birisi saglaniyor ise
Nx+y)z=x-z+y-zveyai)x-(y+z)=xy+x-z

(N, +,") tgliisiine bir yakin-halka denir.

Eger (a), (b) ve (i) sart1 saglanmiyorsa, N ’ye sag yakin-halka, (a), (b) ve (ii) sarti

saglaniyorsa, N ’ye sol yakin-halka denir.

Bu tez ¢alismasinda kullanilan her yakin-halka terimi bir sag yakin-halkay: ifade
edecek olup elde edilen sonuclar sol yakin-halkalar i¢in de paralel olarak

saglanmaktadir.
Bazi yakin-halka 6rnekleri agagida verilmistir.
Ornek 2.1.2. (T, +) herhangi bir grup olsun.

M) ={f:T—>T| f bir fonksiyon}



ile tanimlanan climle, fonksiyonlarda toplama ve bileske islemleri altinda bir yakin-

halkadir.

Ornek 2.1.3. (', +) herhangi bir grup ve “Op” bu grubun etkisiz eleman1 olmak
tizere fonksiyonlarda toplama ve bileske islemleri altinda asagidakiler birer yakin-

halkadir.

a) Mo(I) = {f:I'->T'| f(Or) = Or}

b) M.(T') = {f:T—>T| f sabit}

Ornek 2.1.4. (N, +) bir grup ve bu grup iizerinde ikinci islem, Va, b € N igin;

a, b+0

ab:{o, bh=0

ile verilsin. Bu durumda, N bir yakin-halkadir. Bu yakin-halka literatiirde asikar
yakin-halka olarak ge¢mektedir.

Ornek 2.1.5. Her grup igin bir yakin-halka elde edilebilir. Gergekten, (N, +) eger
grubu iizerinde ikinci islem, Vx,y € N ig¢in,

xy=0
ile tanimlanirsa, (N, +,7) bir yakin-halkadir.

Ozellikler 2.1.6. ([22]) N bir yakin-halka olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler

vardir.
a) Va € N igin, Oa = 0 dir.
b) Va,b € N igin, (—a)b = —ab dir.
Ispat: a) Va € N igin, sagdan dagilma 6zelliginden,
0a =(04+0)a=0a+0a
ve buradan Oa = 0 bulunur.
b) Va,b € N igin, sagdan dagilma 6zelligi ve (a) kullanilarak,
(—a)b=0—-—a)b=0b—ab=0—ab =—ab
elde edilir.

Not: Bir N yakin-halkasinda, her zaman, Va, b € N igin,



a0 = 0vea(—b) =—ab
saglanmayabilir. Ornek 2.1.2 ’de tanimlanan M(I') yakin-halkasinda, f, g € M(I)
igin,
fo0=0
olmasi f fonksiyonun orjinden gegmesiyle miimkiindiir. Benzer olarak
fo(=g) = ~(f°g)
olmasi f fonksiyonunun tek fonksiyon olmasi ile miimkiindiir.
Tamim 2.1.7. ([22]) N bir yakin-halka olsun.
a) Ny = {n € N | n0 = 0} ctimlesine N yakin-halkasinin 0-simetrik kismu,

b) NN={neN|n0=n}={n€N|Vn € Niginnn' =n} ciimlesine N yakin-

halkasimin sabit kismi1 denir.

N, ve N, birer yakin-halka olup, N = N, ise N yakin-halkasina sifir-simetrik yakin-
halkave N = N, ise N yakin-halkasina sabit yakin-halka denir.

Ornek 2.1.8. ([22]) (M(I")) o = My(D)ve (M(I")) . = M(T") dir. Gergekten,
M@)o ={feMT)|f-0=0}
={f eM@)|f(0) =0}

= M,()
ve
M@) . ={f eMDIf-0=f}
= {f € M(D)|f sabit}
= M)
dir,

Boylece, My(I") 0-simetrik; M.(I") bir sabit yakin-halkadir.
Teorem 2.1.9. ([24]) Bir N yakin-halkas1 i¢in N = N, + N, dir.
Ispat: n € N igin,

[n — (n0)]0 = [n + ((-n)0)]0 = n0 + ((—n)0)0 = n0 + (—n)0 = 0



Buradan,

n — (n0) € N,
dir. Ustelik ¥ meN igin,
(n0)m =no
oldugundan
n0 € N,

ve dolayisiyla
n = [n— (n0)] +no
seklinde yazilir. Bu ise ispati tamamlar.
Dolayisiyla, bir N yakin-halkasinda Vn € N igin,
n= ng+n,
olacak sekilde In, € N, ve An, € N, vardir.

(G,+) bir grup, (N,+) ve (K,+) ’da iki alt grubu olsun. Eger, N n K = {0},
N+ K =G ve (N,+) alt grubu (G,+) ’da normal ise, (G,+) grubuna; (N,+) alt
grubunun (K, +) alt grubuyla bir yari-direkt ¢arpimi ad1 verilir.

Sonu¢ 2.1.10. ([23]) Bir (N, +,) yakin-halkasi ig¢in, (N,+) grubu, (Ny,+) ve
(N,, +) altgruplarinin bir yari-direkt carpimidir.

Ispat: x € N, n N_olsun. Bu durumda,

olacak sekilde n € N vardir ve

x0=0

dir. O halde,
0 =x0=(n0)0 =n(00) =n0 =x

yani, Ny N N, = {0} dir. Teorem 2.1.9 dan N = N, + N. dir. Son olarak, (N, +)

b

nin  (N,+) ’da normal oldugunu gosterelim. Eger m € N, ve y € N ise, bu



durumda
(y+m—y)0=(y0) + (m0) + (—y)0 ¢y

burada,

oldugundan, (1) ifadesi,

(¥0) +(=y)0 =0
halini alir. Bu ise, (Ny, +) ’nin (N, +) ’da normal oldugunu gosterir.

Tamm 2.1.11. ([22]) (N, +,°) bir yakin-halka olsun.
a) Egerd € N veVa,b € N igin,
d(a+b)=da+db

saglaniyorsa, d € N ’ye bir dagilmali eleman denir. N yakin-halkasinin tiim
dagilmali elemanlarinin ciimlesi Ny ile gosterilir. Eger N = N; ise, N ’ye bir
dagiimalr yakin-halka adi1 verilir.

b) Eger (N, +) degismeli grup ise N ’ye bir abelyen yakin-halka, (N,”) degismeli
yari-grup ise, N ’ye bir komutatif yakin-halka denir.

c) Eger Vn € N i¢in n = ne olacak sekilde bir e € N varsa e ’ye N ’nin sag birimi,
n = en ise sol birimi, e hem sag hem de sol birim ise bu taktirde e *ye N ’nin birimi
denir. Eger (N,*) bir monoid ise N ye birimli bir yakin-halka denir. Eger (N — {0},")

bir grup ise, N ’ye bir yakin-cisim adi verilir.

2.2. N-Gruplar

Halkalarda modiil kavraminin, yakin-halkalara aktarilmasiyla olusan N-grup kavrami

asagidaki gibi tanimlanir:
Tamm 2.2.1 ([22]) (T, +) bir grup ve N bir yakin halka olsun.
u:NxI'-rT
(n,y)—>ny
alalim. Eger Vx,y € N ve Vy € I i¢in;

(x+y)y=xy +yy



ve

(xy)y = x(yy)
sartlar1 saglaniyorsa (I, ) ikilisine bir N-grup yani N fizerinde yakin-modiil denir.
Kisaca N' ile gosterilir. Eger N, birimi 1 olan birimli bir yakin-halka ise, Vy € T
i¢in,
ly=vy
sartin1 saglayan I" N-grubuna, bir tiniter N-grup denir.
Ornekler 2.2.2. a) N bir yakin-halka olsun.
Hu:NXN-—>N
(x,y) - xy
altinda (N, +) bir N-gruptur. Bu N-grup kisaca NV ile gosterilir.

b) I' bir grup olsun. Bu durumda,
u:MIT)xT->T

Fr) > f)
altinda, I' bir M (I" )-gruptur. Gergekten, Vf,g € M(I") ve Vy € I i¢in,
F+oyr=0F+W =) +9W) = fr+gy
ve
F9y =FDW = f(g») = fgr)
saglanir.
N-grup kavramiyla ilgili bazi temel 6zellikler agagidadir.
Ozellikler 2.2.3. N bir yakin halka ve I" bir N-grup olsun. Bu durumda,
a) Vy € I'i¢in Oy = O,
b) vy eT've Vx € N igin (—x)y = —xy,
C) Vx € N, i¢in xOp = Or,

d) vy eT've Vn € N, i¢in ny = nOp dir.



Ispat: @) vy € T igin,
0Oy =(0+0)y =0y + 0y
ve dolayisiyla Oy = O dir.
b) vy € " ve Vx € N igin,
(=0)y = (0 =x)y =0y —xy =0p —xy = —xy
dir.
C) VX € N, igin,
x0p = x(00) = (x0)0p = 00 = O
dir.
d) Vy €' ve Vn € N, i¢in,
ny = (n0)y = n(00r) = nOr

elde edilir.

2.3. Yakin-halkalarm Alt Yapilan

Tamm 2.3.1. ([22]) N bir yakin-halka ve (M, +), (N, +) ’nin bir alt grubu olsun.
Eger, Vm,,m, € M i¢gin mym, € M saglamyorsa, M ’ye N ’nin bir alt yakin-halkast

denir.

Ornek 2.3.2. N, ve N., N yakin-halkasmin alt yakin-halkalaridir. Gergekten,
Vx,y € Ny i¢in,

(x—y)0=x0—-y0=0—-0=0
yani, (Ny, +) (N, +) ’nin bir alt grubudur. Vx,y € N, igin,
(xy)0 =x(y0) =x0=10
dir. O halde NyN, < N, olur. Simdi, Vx,y € N, igin,
x—y)0=x0—y0=x—y

yani,(x —y) € N, olur. Bu ise, (N, +) grubunun (N, +) ’nin bir alt grubu oldugunu

gosterir. Vx,y € N, igin,

(xy)0 = x(y0) = xy



dir. O halde N.N. < N, elde edilir.
Tamim 2.3.3. N bir yakin-halka ve I" bir N-grup olsun. I" *nin
NAcCA
sartin1 saglayan bir A alt grubuna I' min bir N-alt grubu denir ve A<, T ile
gosterilir.
2.4. Homomorfizm ve idealler

Tammm 2.4.1. N ve M iki yakin-halka ve h: N— M bir fonksiyon olsun. Eger
Vx,y € N igin,

h(x +y) = h(x) + h(y)
ve
h(xy) = h(x)h(y)
sartlar1 saglaniyorsa, h fonksiyonuna bir yakin-halka homomorfizmi denir.

Bu tanimlarla beraber, monomorfizm, epimorfizm, izomorfizm ve otomorfizm
kavramlart icin, yakin-halka teorisinde farkli bir tanim yoktur. Eger N yakin-
halkasindan M yakin-halkasina bir monomorfizm, yani birebir homomorfizm, varsa

N yakin-halkas1 M ’ye gomiilebilirdir denir.

Onerme 2.4.2. ([23]) N ve M iki yakin-halka ve h:N— M yakimn-halka

homomorfizmi olsun. Bu durumda,
a) h(N) goriintiisii, N ’nin bir alt yakin-halkasidir.

b) Eger T, M ’nin bir alt yakin-halkas: ise, bu taktirde h™1(T) *de N ’nin bir alt
yakin-halkasidir.

¢) h(Ny) < M, dir.

d) h(N.) < M, dir.

e) Eger h bir izomorfizm ise, h™! *de bir izomorfizmdir.
Ispat: a) h(N) ’nin N ’nin bir alt grubu oldugu agiktir. Simdi,

a = h(x),b = h(y) € h(N)
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alinsin. O halde,
ab = h(x)h(y) = h(xy) € h(N)
olur. Buise, h(N) ’nin, M ’nin bir alt yakin-halkas1 oldugunu gosterir.

b) T M ’nin bir alt yakin-halkas1 olsun. h™1(T) ’nin N ’nin bir alt grubu oldugu
aciktir. Eger, h(x), h(y) €T ise,

h(xy) = h(x)h(y) €T
yani,
xy € h™1(T)
olur. Dolayistyla h™1(T), N ’nin bir alt yakin-halkasidur.
C) Vn, € N, i¢in,
h(no)0y = h(ne)h(0y) = h(ne0y) = h(Oy) = Oy
olur. Bu ise, h(N,) < M, oldugu anlamina gelir.
d) vn,. € N,igin,
h(ne)Oy = h(n)h(0y) = h(nOy) = h(nc)
elde edilir. Buradan, Vn, € N, igin, h(n.) € M., yani h(N,) < M, sonucuna ulasilir.

e) h:N—>M bir izomorfizm olsun. Bu durumda, h™':M— N bir grup
izomorfizmidir. Simdi, u, v € M alalim. Bu durumda, h(x) = u ve h(y) = v olacak

sekilde tek x, y € N elemanlar1 vardir. O halde,
h™'(uv) = k™ (h(0)h())
= h‘l(h(xy))
= xy
= h=H(R())h™  (h())
=h Y (wWh (v)
olur. Bu ise, ispat1 tamamlar.

Tamim 2.4.3. ([22]) N bir yakin-halka ve I, N ’nin bir normal alt grubu olsun. Bu

durumda, eger,

11



a)IN c 1
b)vx,y e NveVi €l igin,x(y +i) —xy €1

sartlar1 saglaniyorsa, I ya N yakin-halkasinin bir ideali denir ve I 2 N ile gosterilir.
Eger, sadece a) sart1 saglaniyorsa I, N ’nin bir sag ideali, sadece b) sart1 saglaniyorsa

I, N ’nin bir sol ideali adin1 alir ve sirasiyla I 2, N ve I 9; N ile gosterilir.

Not: a) N bir yakin-halka ve I < N ise, N / 7 bolum yakin-halkasi, bolim halkasinda
oldugu gibi,
N/ ={n+1|neN}

seklinde tanimlanir.
b) {0} ve N, N yakin-halkasinin idealleridir. Bunlara N ’nin asikar idealleri denir.
c) N ve M iki yakin-halka ve h € Hom(N, M) ise,

cekh = {n € N |h(n) = 0y}
climlesine h homomorfizminin ¢ekirdegi denir.

Tamim 2.4.4. ([22]) Eger N yakin-halkasinin, bir M alt yakin-halkasi i¢in, MN < M
ve NM c M sartlar1 saglaniyorsa, M, N yakin-halkasinin bir invaryant alt yakin-
halkasidir denir. Burada N ’nin yoniine gére M sag ya da sol invaryant alt yakin-

halka adini alir.
Ornek 2.4.5. ([22]) N bir yakin-halka olsun. Bu durumda,
a) Ny 2, N dir, fakat Ny @ N olmak zorunda degildir.

b) N., N ’nin bir invaryant alt yakin-halkasidir, fakat ne sag ne de sol ideali olmak

zorunda degildir.

Bunlarin dogrulugu asagida gosterilmistir.

a)Vx,y € N ven € N, igin,
x+n—x)0=x0+n0—-x0=x0—-x0=0

yani, Ny, N ’nin bir normal alt grubudur. Simdi, Vx,y € N ve n € N, i¢in,

[x(y +n) —xy]0 = x(y0 + n0) — xy0 = xy0 —xy0 =0

12



olur. Bunun anlam1 Vx,y € N ve n € N, i¢in,
x(y +n) —xy €N,

olmasidir. Bu ise Ny 2, Noldugunu gosterir. Simdi, N, 2 N olmak zorunda

olmadigini gostermek igin, bir 6rnek yeterlidir. R reel sayilar climlesi ve N = M(R)
olsun. 1 € M(R) ile birim doniisiim gosterilirse, 1 € Ny = My(R) dir. ¢ € M(R)
doniistimii,
o:R—>M(R)
x— 1z
ile tanimlansin. Bu durumda,
(10¢)(0) =1(1x) =1 # 0
yani,
lodpgMy(R) = Ny

olur. Bu ise, My(R) ’nin M (R) ’nin bir (sag) ideali olmadigin1 gosterir.
b) Vx € N ve Vn € N, i¢in,

(xn)0 = x(n0) = xn
yani, NN.c N, dir. Yine, Vx € N ve Vn € N, i¢in,

(nx)0 =n0 =n =nx

oldugundan, N.N < N, olur. O halde N, N ’nin bir invaryant alt yakin-halkasidir.
N., N ’nin genelde ne sag ne de sol idealidir, ¢iinkii (N, +), (N, +) 'nin genelde bir
normal alt grubu degildir. Ornegin, (T",+) abelyen olmayan bir grup ve y,8 €T
elemanlar1 y + & # & + y olacak sekilde segilsin. Simdi, bir f,, doniigtimii
fiT>T
XY

ile tanimlansin. Bu durumda, f, € M (I") ’dir. 1 € M(I") birim doniisiim ise, bu

durumda,
A+ -1DOr)=0-+y—0r=y

olur, fakat
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A+f,-1D@)=0+y—-0+#y
dir. Bu ise,
(1 +fy - 1) & Mc(r)

oldugunu gosterir. Buradan, M. (I"), M(I") 'nin bir normal alt grubu degildir. O
halde, M_.(T") 'min M(I") ’da normal olmasi igin gerek ve yeter sart I" *nin bir abel
grubu olmasidir.

Bir N yakin-halkasinda, her zaman N = Ny + N, oldugu Teorem 2.1.9 ile
verilmisti. Asagidaki onerme ayni durumun yakin-halkalarin sag idealleri i¢in de

gegerli oldugunu gostermektedir.
Onerme 2.4.6. ([22]) N bir yakin-halka ve A <,. N olsun. Bu durumda,
A=AN(Nyg+N.)=ANNy+ANN, =4, + A,
dir.
Ispat: Teorem 2.1.9 *dan Va € A igin,
a=ngy+n,
olacak sekilde, 3n, € Ny ve An, € N, vardir. A 2, N oldugundan,
n.=n.0=Mmy+n,)0=a0€A

dolayisiyla, ny ve n. A idealinin elemanlaridir. Bu ise A = A, + A, oldugunu

ispatlar.
Tamm 2.4.7. ([22]) (N, +,") bir yakin-halka olsun.

a) {xeEN|xn=nx, vn € N} cimlesine N ’nin merkezi denir ve C(N) ile

gosterilir. C(N) ’nin elemanlar1 merkezil elemanlar olarak isimlendirilir.

b) {n € N | an = na} ciimlesine N ’nin a elemanmi merkezi denir ve C,(N) ile

gosterilir.

) Bir e €N igin e = e? ise e ’ye idempotent eleman denir. Eger Vn € N igin

en = ne ise e ’ye merkezil idempotent denir.
Tamm 2.4.8. ([15]) (N, +,7) bir yakin-halka olsun.

a)Va,b,c € N igin abc = acb ise N ’ye sag degismeli,
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b) Va, b, c € N i¢in abc = bac ise N ’ye sol degismeli,
C)Va,b,c,d € N i¢in abcd = acbd ise N ’ye medial yakin-halka denir.

Birkenmeier ve Heatherly [15] bu 6zdesliklere “U¢ Ozdeslikler” adimi vermis ve bu
tic Ozdesligi saglayan yakin-halkalar teorisini gelistirmiglerdir. Yakin-halka
literatiiriiniin incelenmesi sonucunda bu 6zdesliklerden birini saglayan birgok yakin-
halkanin oldugu goriilmiistiir. Pilz yakin-halkalarda sag degismelilik i¢in “zayif
degismeli” kavramimi kullanmistir ([22]). Hem sag hem de sol degismeli olan yakin-
halkalara degismeli yakin-halkalar denir.

Ayrica, sonraki boliimlerde {izerinde siklikla durulacak olan diger 6zdeslikler asagida

verilmistir.

Tamim 2.4.9. ([24],[25]) (N, +,) bir yakin-halka olsun.

a)Va,b,c € N igin abc = achc ise N yakin-halkasina sag i¢ dagilmali(RSD),
b) Va, b, c € N i¢in abc = abac ise N yakin-halkasina sol i¢ dagilmali(LSD),
C) Va € N igin aN = Na ise N yakin-halkasina alt degismeli yakin-halka denir.

Ornek 2.4.10. Carpma islemi asagidaki tablo ile verilen (N,+) Klein-4-grubu
alinsin [22];

O O OOoOo
O T Y O T

0
a
b
c

Bu durumda, (N, +,) sag degismeli bir yakin-halkadir.

O T 9 O YD
O T L OO0

Ornek 2.4.11. N = {0,1,2,3,4,5,6,7} lizerinde toplama ve ¢arpma islemleri asagidaki
tablolar ile verilen bir yakin-halkadir [22].
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+(0 1234567 01234567
001234567 0/000O0O0O0O0OO
11123056174 1101234567
223016745 2/02020000
3/130127 456 3/03 214567
41476 50321 410426406 2
554761032 5/05050505
6(6 547 2103 6/06 24406 2
7176543210 7/07 07 0505

(N, +,") yakin-halkasi i¢in 643 # 463 oldugundan N sol degismeli bir yakin-halka
degildir. Ustelik, N LSD ve alt degismeli de degildir. Diger taraftan, M = {0,2,5,7},
N ’nin bir alt yakin-halkas1 ve Va € M i¢in aM = Ma oldugundan, M alt degismeli
bir yakin-halkadir. M ayn1 zamanda sol degismeli ve LSD yakin-halkadir.
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3. P-KUVVETLI REGULER YAKIN-HALKALAR

Yakin-halka tizerinde regiilerlik ve kuvvetli regiilerlik kavramlari ve bu kavramlar
arasindaki iliskiler bilinmektedir [22]. P-regiilerlik kavrami ise ilk kez V. A.
Andrunakievich [19] tarafindan halka yapisinda tanimlanmig ve daha sonra bu
kavram S. J. Choi [20] tarafindan P-regiiler yakin-halkalar olarak genisletilmistir. Bu
boliimde P. Dheena ve C. Jenila [21] tarafindan verilen P-kuvvetli regiiler yakin-

halka yapis1 ve bunun P-regiiler yakin-halkalarla iliskileri verilecektir.

Bu béliimde tiim yakin-halkalar aksi belirtilmedikge sifir-simetrik olarak alinacaktir.

3.1. Yakin-halkalarin P-idempotent Elemanlar:

Tammm 3.1.1. ([8]) N bir yakin-halka ve P =2 N olsun. Herhangi bir a € N igin
a’ € P olmasi a € P olmasmi gerektiriyorsa N ’nin P idealine tam yan asal ideal

denir.

Tamm 3.1.2. ([21]) N bir yakin-halka ve P < N olsun. e € N igin e — e? € P ise

e ’ye P-idempotent eleman denir.
N ’nin bostan farkli A, B alt ctimleleri igin (A: B) = {n € N | nB < A} ile tanimlanur.

Lemma 3.1.3. ([22]) A, N ’nin bir ideali ve B, N ’nin bir alt ciimlesi ise (4: B), N

’nin bir sol idealidir.

ispat: A, N ’nin bir ideali ve B, N ’nin bir alt ciimlesi olsun. Bu durumda

(A:B) ={n € N | nB c A} dir.
i) Vx,y € (A:B) igin,
(x—y) B=xB—yBcA
oldugundan,
x—y € (A:B)
dir. Dolayisiyla (A: B), N ’nin alt grubudur.
ii) Vx € (A: B) ve Yn € N igin A ideal oldugundan,

(n+x—n)B=nB+xB—-nBcA



yani
n+x—ne€ (4:B)
dir. Dolayisiyla (A: B) N’nin normal alt grubudur.
iii) Vx € (A:B) ve Yn,m € N igin A ideal oldugundan,
(n(m + x) —nm)B = [n(mB + xB) — nmB] cA

yani

n(m+ x) —nm € (4: B)
dir. Dolayisiyla (A: B) N’nin bir sol idealidir.

Lemma 3.1.4. ([26]) N bir yakin-halka ve P, N ’nin bir tam yar1 asal ideali olsun. Bu
durumda herhangi a,b € N igin ab € P olmasi ba € P ve aNbc P olmasin

gerektirir.

Ispat: Kabul edelim ki; P, N ’nin bir tam yar1 asal ideali ve herhangi a,b € N igin
ab € P olsun. N sifir-simetrik oldugundan NP c P dir. Bu durumda ab € P

oldugundan,
(ba)? = baba € NPN c P

dir. Dolayisiyla P bir tam yar1 asal ideal oldugundan ba € P dir.
Ayrica Vn € N igin ba € P oldugundan,

(anb)? = anbanb € NPN c P
yani
anb € P
dir.

Lemma 3.1.5. ([21]) P, N ’nin bir tam yar1 asal ideali ve S, N ’nin bostan farkli bir

alt ciimlesi olmak tizere (P:S) N ’nin bir idealidir.

Ispat: Lemma 3.1.3 ’den (P:S), N ’nin bir sol idealidir. x € (P:S) olsun. Bu
durumda her bir s € S igin xS < P olmasi xs € P olmasi gerektirir. Dolayisiyla

Lemma 3.1.4 ’ten sx € P dir. n € N olsun.

(xns)? = xn(sx)ns € NPN c P
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ve P bir tam yariasal ideal oldugundan Vs € S i¢in xns € P dir. Bu durumda
xnS < P dir. Yani xn € (P:S) dir. Dolayisiyla (P: S) N ’nin bir idealidir.

Lemma 3.1.6. N bir yakin-halka ve P< N olsun. VvVn €N ve Vp€P i¢in
n+p = p’ + nolacak sekilde p’ € P vardir.

Ispat: N bir yakin-halka ve P < N olsun. Bu durumda P, N ’nin bir normal altgrubu

oldugundan Vn € N ve Vp € P igin,
n+p=n+p—-n+n=p +n
dir.

Lemma 3.1.7. ([21]) N bir yakin-halka ve P, N ’nin bir tam yar1 asal ideali olsun.
Eger a € N bir P-idempotent eleman ise bu taktirde herhangi bir n € N ve bazi

p € P igin an = ana + p dir.

Ispat: a € N bir P-idempotent eleman olsun. Bu durumda a —a? € P vani

a? = a + p, olacak sekilde p; € P vardir. n € N olsun. p,, p; € P i¢in,
(an — ana)a = ana — (ana?)
= ana — (ana®) + ana — ana
= ana — an(a + p;) + ana — ana
= ana + p, —ana
=ana —ana +p3 €EP

dir. P bir tam yariasal ideal olup Lemma 3.1.4 ten ab € P iken ba € P ve aNb c P

oldugundan,
an(an — ana) € P
ve
ana(an — ana) € P
dir. Dolayisiyla,
an(an — ana) — ana(an — ana) = (an — ana)(an — ana) = (an — ana)? € P

dir. Bu durumda P bir tam yar1 asal ideal oldugundan (an — ana) € P dir. O halde

bazi p € P igin an = ana + p dir.
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3.2. Yakin-halkalarda P-regiilerlik ve P-kuvvetli Regiilerlik

Tamm 3.2.1. ([22]) N bir yakin-halka olsun. Ya € N igin a = axa olacak sekilde bir

x € N varsa N yakin-halkasina regiiler-yakin halka denir.

Tamm 3.2.2. ([22]) N bir yakin-halka olsun. Va € N i¢in a = xa? olacak sekilde bir

x € N varsa N yakin-halkasina kuvvetli regiiler yakin-halka denir.

Tamm 3.2.3. ([20]) N bir yakin-halka ve P 2 N olsun. Va € N ve bazi p € P igin
a = axa + p olacak sekilde bir x € N varsa N yakin-halkasina P-regiiler yakin-

halka denir.

Tamm 3.2.4. ([21]) N bir yakin-halka ve P < N olsun. Va € N ve bazi p € P igin
a = xa® + p olacak sekilde bir x € N varsa N yakin-halkasma P-kuvvetli regiiler

yakin-halka denir,

Eger P =0 ise bu durumda P-kuvvetli regiiler yakin-halka bir kuvvetli regiiler
yakin-halkadir. Eger N bir kuvvetli regiiler ise N ’nin biitiin P idealleri i¢in N
P-kuvvetli regiilerdir. Fakat N yakin-halkast N ’nin herhangi bir P ideali igin

P-kuvvetli regiiler ise N "nin Kuvvetli regiiler olmas1 gerekmez.

Ornek 3.2.5. N = {0, a, b, c} Klein-4 grubu olsun. N ’deki carpma islemi asagidaki

gibi tanimlansin.

OO OoOOoOlo
D Y O OD
O T OO
O T v O0

0
a
b
c

Bu durumda (N, +,") bir yakin halkadir [22]. N ’nin idealleri {0}, {0,a} ve N dir.

x € N igin a # xa? oldugundan N yakin-halkas: kuvvetli regiiler degildir. Fakat
P = {0,a} alindiginda Vy € N ve baz1 p € P igin y = xy? + p olacak sekilde bir
x € N oldugundan N yakin- halkasi bir P-kuvvetli regiiler yakin-halkadir.

Teorem 3.2.6. ([21]) N bir P-kuvvetli regiiler yakin-halkadir < N bir P-regiiler

yakin-halka ve P bir tam yari1 asal idealdir.
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Ispat: =: Varsayalim ki N bir P-kuvvetli regiiler yakin-halka ve a € N igin a® € P
olsun. N bir P-kuvvetli regiiler yakin-halka oldugundan bazi p; € P igin
a = xa? + p; olacak sekilde bir x € N vardir. O halde a € P dir. Dolayisiyla P bir

tam yari asal idealdir. a € N ve p4,p, € P igin,

(a — axa)a = a® — axa?
=a’—a(a+p,)
=a?—a(a+p) +a?—a?
=a’+p,—a’*€P

dir. P tam yariasal ideal ve ab € P iken Lemma 3.1.4 ’den ba € P ve aNb c P

oldugundan,
a(a —axa) € P
ve
axa(a —axa) € P
dir. Dolayisiyla,
a(a — axa) — axa(a — axa) = (a — axa)(a — axa) = (a — axa)? € P

ve P tam yariasal ideal oldugundan a —axa € P dir. O halde baz1 p € P i¢in
a = axa + p dir. Yani N, P-regiiler yakin-halkadir.

<: Varsayalim ki N, P-regiiler yakin-halka ve P bir tam yariasal ideal olsun. Bu
durumda a €N ve bazi1 p € P ig¢in a = axa + p olacak sekilde x € N vardr.

Dolayisiyla pq, p, € P i¢in,
xa — (xa)? = xa — x(axa)
=xa—x(a—p1)
=xa—x(a—p;) +xa—xa
=xa+p,—xa€P
oldugundan xa bir P-idempotent elemandir. O halde p,p’ € P igin;

a=(axa+p)xa+p
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= a(xax)a + p'

dir. P bir tam yariasal ideal ve a bir P-idempotent iken bazi p € P igin

an = ana + p oldugundan p’, p!!, p!!, p'V € P i¢in,
a = a(xaxxa + p"a + p’
= a(xax?a? + p") + p!
= a(xax?a? + p"") — axax?a® + axax?a® + p'
= axax?a? + p'
= ya? +p!V
olacak sekilde y = axax? € N vardir. O halde N P-kuvvetli regiiler yakin-halkadr.

Tamm 3.2.7. ([22]) A,B,C 2 N olmak tlizere BC — A olmast Bc A veya Cc A

olmasin1 gerektiriyorsa, N 'nin A idealine asal (0-asal) ideal denir.

Tamm 3.2.8. ([21]) A,B,C 2 N olmak {izere P 2 N i¢in BC + P c A olmasi BC A

veya C < A olmasimi gerektiriyorsa, N "nin A idealine P-asal ideal denir.

Eger P = 0 ise bu taktirde N ’nin bir P-asal ideali ayn1 zamanda N ’nin bir asal
idealidir. Eger A N ’nin bir asal ideali ise, bu durumda N ’nin tiim P idealleri igin A

bir P-asal idealdir. Fakat tersi genelde dogru degildir.

Ornek 3.2.9. N ={0,a,b,c} Klein-4 grubu olsun. N iizerinde ¢arpma islemi

asagidaki gibi tanimlansin.

OO OOoOlo
O O ODL
O T O OoO|T

0
a
b
c

Bu durumda (N, +,-) bir yakin halkadir [22]. N ’nin idealleri {0}, {0, a}, {0, b} ve N
dir.{0,a}{0, b} = {0} iken {0,a} € {0} ve {0, b} € {0} oldugundan N ’nin {0} ideali
bir asal ideal degildir. Fakat P = {0, b} i¢in {0,a}{0,b} + {0, b} & {0} oldugundan
{0} ideali bir P-asal idealdir.

O T 9 O0

Lemma 3.2.10. ([27]) N bir kuvvetli regiiler yakin-halka olsun. Bu durumda,

(1) N ’nin her N-altgrubu bir idealdir.
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(2) N ’nin her asal ideali maksimaldir.

(3) N ’nin her I ideali igin I = I? dir.

Teorem 3.2.11. ([21]) N bir P-kuvvetli regiiler yakin-halka olsun. Bu durumda,
(1) Herhangi bir a € N igin Na + P, N ’nin bir idealidir.

(2) P ’yiigeren N’nin her P-asal ideali maksimaldir.

(3) N ’nin her I ideali igin I + P = I? + P dir.

Ispat: (1) Varsayalim ki N bir P-kuvvetli regiiler yakin-halka olsun. Teorem 3.2.7
’den N bir P-regiiler yakin-halka ve P bir tam yar1 asal idealdir. a € N olsun. Bu
durumda, x €N ve baz1 p; €EP igin a =axa+p,; dir. O halde xa bir

P-idempotenttir. Herhangi bir n € N ve p,,p; € P igin,
na = n(axa + p,)
= n(axa + p;) — naxa + naxa
= p, + naxa
= naxa + p;

olmast na € Nxa + P olmasim1 gerektirir. Dolayisiyla Na + P < Nxa + P dir.
Ayrica Nxa+PcNa+P  oldugu  kolaylikla  goriilebilir. O halde
Na+ P =Nxa+ P dir. S={n—nxa|n € N} olsun. Herhangi bir neN ve

P4, Ps € P igin,

nxa = nx(axa + p;)

nx(axa + p;) — nxaxa + nxaxa
= pys + nxaxa
= nxaxa + ps
dir. Dolayisiyla P tam yar1 asal ideal ve (n — nxa)xa € P oldugundan,
(n — nxa)Nxa c P
ve

Nxa(n —nxa) c P
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dir. S bostan farkli bir ciimle ve P tam yariasal ideal oldugundan (P:S) i¢in xS < P
dir. Bu durumda, Nxa < (P: S) olmak iizere Vs € S igin nxas € P dir. Dolayisiyla,

(nxa + p)s = nxas + ps € P
dir. O halde,
Nxa + P < (P:S)
elde edilir.

y € (P:S) olsun. Bu durumda yS < P dir. Dolayisiyla y(y — yxa) € P dir. P-tam
yar1 asal ideal oldugundan (y — yxa)y € P dir. O halde y? — yxay € P yani, bazi
p' € P i¢in y? = yxay + p' dir. N bir P-kuvvetli regiiler yakin-halka oldugundan
baz1 p'! € P igin y = zy? + p!! olacak sekilde bir z € N vardir. Bu durumda bazi
p!! € P igin zy? = y + p'! diir. p!Y, p" € P icin,

zy? = z(yxay + p')
= z(yxay + p') — zyxay + zyxay
=p!V + zyxay
= zy(xay) + p”

dir. xa bir P-idempotent oldugundan bazi p"! € P i¢cin xay = xayxa + p'! du.

Dolayisiyla p"!, pV!'! € P igin,
zy? = zy(xayxa + p"") + p¥

= zy(xayxa + p"") — zyxayxa + zyxayxa + p"

= p"I" + zyxayxa + p¥

= zyxayxa + p"!

dir. O halde y € Nxa + P olmasi (P:S) < Nxa + P olmasin1 gerektirir. Dolayisiyla
(P:S) = Nxa+ P = Na + P dir. Lemma 3.1.5 ’ten Na + P, N ’nin bir idealidir.

(2) A, P ’yiigeren N ’nin bir P-asal ideali ve varsayalim ki N ’nin bir M ideali igin
Ac M olsun. b € M\A alalim. Bu durumda N bir P-kuvvetli regiiler yakin-halka

oldugundan bazi p; € P igin b = xb? + p,; olacak sekilde x € N vardir. n € N

olsun. Bu durumda p,, p3 € P igin,
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nb = n(xb? + p,)
= n(xb? + p,;) — nxb? + nxb?
= p, + nxb?

= nxb? + p;
dir. Yani (n—nxb)b € P dir. Lemma 3.14 ’ten N(n—nxb)NbcP dir.
Dolayisiyla,

[(N(n —nxb))(NB)| + Pc A

dir. A bir P-asal ideal oldugundan,

N(n—nxb)cA
veya

NbcA
dir. Farzedelim ki, Nb < A olsun. Bu durumda,
b=xb*?+p, ENb+PveNb+PcCA

oldugundan b € A elde edilir. Bu ise bir ¢eligkidir. Farzedelim ki;

N(n—nxb)c A
olsun. Bu durumda,

n—nxb€eAcM

dir. b € M oldugundan nxb € M dir. O halde n —nxb € M ve nxb € M ise n € M
dir. Bu durumda M = N dir. Dolayisiyla, A bir maksimal idealdir.

(3) I, N ’nin P ’yi igeren bir ideali olsun. Kolaylikla goriiliir ki; I + P < I + P dir.
a €1 yani, a € I + P olsun. N bir P-kuvvetli regiiler yakin-halka oldugundan bazi
p €EP i¢gin a=xa?+p olacak sekilde bir x € N vardr. O halde
a = (xa)a +p € I? + P dir. Budurumda I + P c I? + P dir.

3.3 Quasi Idealler

Tamm 3.3.1. ([28]) N bir yakin-halka olsun. QN N NQ < Q olacak sekilde (N, +)

grubunun bir Q alt grubu varsa, Q ’ya N ’nin bir quasi ideali denir. Sag N-alt gruplar
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ve sol N-alt gruplar quasi ideallerdir. Ayrica quasi ideallerin kesisimi yine bir quasi

idealdir.

Lemma 3.3.2. ([28]) N yakin-halkasi1 regiiler olmak tizere N ’nin her Q quasi ideali
icin QNQ = Q dur.

Ispat: Q, N ’nin bir quasi ideali ve N yakin-halkas1 regiiler olsun. Bu durumda

QN NNQ < Q dur. N yakin-halkasi regiiler oldugundan Q < QNQ dur. Ayrica

biliyoruz ki;
QNQ c QN
ve
QNQ = NQ
dur. Dolayisiyla,
QcONQcCQNNNQc @

dur. O halde Q = QNQ dur.
Bu durum P-kuvvetli regiiler yakin-halkalar i¢inde genellestirilebilir.

Lemma 3.3.3. ([20]) N yakin-halkas1 P-regiiler ve P 2 N olmak iizere N ’nin her Q
quasi ideali QNQ + P = Q + P seklindedir.

Ispat: Farzedelim ki N bir P-regiiler yakin-halka ve Q, N ’nin bir quasi ideali olsun.

Bu durumda,
QNQcQNNNQcQ
oldugundan,
P+QNQcP+QNNNQcP+Q

yazilabilir. n € P 4+ Q olsun. Bu durumda bazi p € P ve q € Q i¢in n = p + q dur.
N ’nin P-regiilerliginden q € Q, x € N ve baz1 p’ € P i¢in q = p' + qxq seklinde
yazilabili. O halde n=p+q=p+p'+qxq€P +QNQ dur. Dolayisiyla
P+QcP+QNQdur.

Teorem 3.3.4. ([20]) N bir P-regiiler yakin-halka ise N ’nin bir Q quasi idealinin her

eleman1 P ve Q 'nun iki elemaninin toplami olarak yazilabilir.
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Ispat: N bir P-regiiler yakin-halka ve Q, N ’nin bir quasi ideali olsun. Eger q € Q ise
bu durumda bazi p € P i¢in q = p + gxq olacak sekilde bir x € N vardir. Quasi
idealin tanimindan, qxq EQNQ<QNNNQcQ dur. Dolayisiyla
q=p+qxq €P +Q dur.

Tammm 3.3.5. ([22]) N bir yakin-halka olmak iizere x # 0 iken x™ = 0 olacak

sekilde n pozitif tamsayisi varsa x € N "ye n. mertebeden nilpotent eleman denir.

Tamim 3.3.6. ([22]) N bir yakin-halka olmak {izere Va € N i¢in a € Na ise N ’ye
S-yakin-halka denir.

Tamim 3.3.7. ([22]) N bir yakin-halka ve P < N olsun. Va € N ig¢in a € Na + P ise
N ’ye P-yakin-halka denir.

Agikga goriliir ki herhangi bir P ideali ig¢in S-yakin-halka bir P-yakin-halkadir.
Lemma 3.3.8. ([28]) N yakin-halkasi tizerinde asagidaki sartlar denktir.
(1) N regiilerdir ve sifirdan farkli nilpotent elemanlara sahip degildir.

(2) N bir S-yakin-halka ve N ’nin her quasi ideali N ’nin bir idempotent sag N-alt

grubudur.

(3) N bir S-yakin-halka ve N ’nin her L; ve L, sol N-alt grubu i¢in L; N L, = L,L,
dir.

Teorem 3.3.9. ([21]) Asagidaki sartlar denktir.

(1) N yakin-halkas1 P-kuvvetli regiilerdir.

(2) N bir P-yakin-halka ve N ’nin her Q quasi ideali i¢in,
QN+P=Q+P=Q*+P

dir.

(3) N bir P-yakin-halka ve N ’nin herhangi iki sol N-altgrubu L, ve L, igin,

(Ly+P)N(Ly+P)=L,L, + P
dir.

Ispat: (1)=(2): N bir P-kuvvetli regiiler yakin-halka oldugundan Va € N igin

a = xa? + p olacak sekilde bir x € N vardir. Bu durumda,
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a=xa’+p=xaa+p€Na+P

dir. Yani N bir P-yakin-halkadir. Q, N ’nin bir quasi ideali olsun. Bazi p; € P,q € Q
ven € N i¢gin QN + P ’nin herhangi bir x eleman1 x = qn + p; seklindedir. O halde
p2,P3 € Pvey € N igin,

x = (qyq + pz2)n +p1 = q(yqn) + p;
diir. yq bir P-idempotent oldugundan Lemma 3.2.1 ’den p,, ps, pe € P igin,

x = q(yqnyq + ps) + p3
= q(yanyq + ps) — qyqnyq + qyqnyq + ps
=ps + qyqnyq + ps
= qyqnyq +ps € QNQ + P
elde edilir. Dolayisiyla QN + P c QNQ + P dir. Lemma 3.3.4 *den
Q+P=0QNQ+PcQN+PcQNQ+P
elde edilir. Bu durumda,
Q’+PcQN+P=Q+P
dir. p; € P,q; € Q olsun. p,, p3,p4 € P, 92,93,94 € Q Ve n € N igin,
q1 t 1 = q2nq3 + p2
= (94 + P3)q3 + D2
=493 +Ps €Q* +P

elde edilir. Dolayisiyla Q + P Q% + P dir. O halde QN+P =Q+P =Q%*+P
dir.

(2=(3): Ly ve Ly, N ’nin sol N-altgruplari olsun. Bu durumda,
LiL, +Pc(Ly+P)Nn(L,+ P)
c((Ly+P)N(Ly +P))+P
= (L +P)N (L +P))’ +P
c(Ly+P)([L,+P)+P

cL,L,+P
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dir. Dolayisiyla (L; + P) N (L, + P) = L,L, + P elde edilir.
(3)=(1): a € N olsun. Na ve N, N ’nin sol N-altgruplari oldugundan,

Na + P = NaNa + P
ve

Na+ P = NaN + P
yazilabilir. Dolayisiyla,

Na +P =NaNa+ P = Na* + P
dir. N bir P-yakin-halka oldugundan,
a€Na+P=Na*+P

yazilabilir. Dolayisiyla N yakin-halkas1 bir P-kuvvetli regiiler yakin-halkadir.
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4. YAKIN-HALKALARIN iDEAL BAGLANTILI
GENELLESTIiRMELERI

4.1. Yakin-halkalarda P-merkez Kavrami
Tamim 4.1.1. N bir yakin-halka ve P 2 N olsun.
{xeN|xn—nx€P,vne N}

ciimlesine N ’nin P-merkezi denir ve P-C(N) ile gosterilir. P-C(N) ’nin elemanlari

P-merkezil elemanlar olarak isimlendirilir.

Eger P = 0 ise, bu taktirde N ’nin P-merkezinin elemanlar1 ayn1 zamanda N ’nin
merkezinin elemanlaridir. Eger x € C(N), ise bu durumda N ’nin tiim P idealleri igin
x € P-C(N) dir. Fakat genelde, N ’nin bir P-merkezil elemaninin, bir merkezil

eleman olmasi gerekmez.
Tamim 4.1.1. N bir yakin-halka ve P 2 Nolsun.
{n e N|an —na € P}
ciimlesine N ’nin a elemaninin P-merkezi denir ve P-C,(N) ile gosterilir.

Eger P = 0 ise bu taktirde a ’nin P-merkezinin elemanlart ayn1 zamanda a ’nin
merkezinin elemanlaridir. Eger x € C,(N) ise bu durumda N ’nin tiim P idealleri
icin x € P-C,(N) dir. Fakat genelde, P-C,(N) ’nin elemaninin C,(N) ’nin elemani

olmasi gerekmez.

Ornek 4.1.2. N = {0, a, b, c} Klein-4 grubu olsun. N ’deki carpma islemi asagidaki

gibi tanimlansin.

O O O oo
DY O O|D
O T OOoO|T

0
a
b
c

Bu durumda (N, +,) bir yakin halkadir [22]. N ’nin idealleri {0}, {0,a} ve N dir.

O T O O|0

P; = {0} olsun. Bu durumda,

P,-C(N) = C(N) = {0, c}



P;-Co(N) = Co(N) =N
Pi-Co(N) = Co(N) = {0,a,c}
P,-C,(N) = C,(N) = {0,b, ¢}
P-Cc(N) = Cc(N) = N

dir. P, = {0, a} olsun. Bu durumda,

P,-C(N) = N
P,-Co(N) = N
P,-Co(N) = N
P,-C,(N) = N
P,-C,(N) = N

dir.
Bu 6rnekte Vx € N igin P;-C(N) < P;-C,(N) ve P,-C(N) < P,-C,(N) dir.
N yakin halkasinda Va € N i¢gin C(N) < C,(N) dir. Asagidaki O6nerme benzer

durumun P-merkez i¢in de gegerli oldugunu gosterir.

Onerme 4.1.4. N bir yakin-halka ve P 2 N olsun. Bu durumda Va € N igin
P-C(N) c P-C,(N) dir.

Ispat: x € P-C(N) olsun. Bu durumda Tanim 4.1.1 *den Vn € N icin xn — nx € P

dir. n = a i¢in xa — ax € P oldugundan x € P-C,(N) dir.

4.2. Yakin-halkalarda P-birim ve P-invers Kavramlari

Tanim 4.2.1. N bir yakin-halka, P<S N ve e €N olsun. Eger Yn € N i¢in
n—ne € Pise e € N ’ye P-sag birim,n — en € P ise P-sol birim, e € N hem P-sag
birim hem de P-sol birim ise e elemanina N yakin-halkasinda bir P-birim denir.

N ’nin P-birim elemanlarini igeren ciimle Uy ile gosterilir.
Eger P = 0 ise, bu taktirde N ’nin P-birimi ayn1 zamanda N ’nin birimidir. Eger e
bir birim eleman ise bu durumda N ’nin tiim P idealleri i¢in e bir P-birim elemandir.

Fakat genelde N ’nin bir P-birim elemant N ’nin birim elemani olmak zorunda

degildir.
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Ornek 4.2.2. Z iizerinde * islemi asagidaki gibi tanimlansin.

*101 2345
0/000O0O0O
11315315
2(02 4024
3/3 33333
4104 2042
51351351

Bu durumda (Z,, +, *) bir yakin halkadir [29]. P; = {0,3} < N olsun. Bu durumda
e =4 €Zsigin 1 # 4*1 oldugundan e = 4 sol birim degildir. Fakat Vn € N igin
n — 4n € P; oldugundan e = 4 bir P;-sol birimdir. Ayrica e = 4 sag birim ve ayni
zamanda bir P;-sag birimdir. Dolayisiyla birim degil, fakat bir P;-birimdir. Ayrica

Py -birimlerin ciimlesi Up, = {1,4} dir.

Diger taraftan, P, = {0,2,4} < N ise bu taktirde P,-sag birimlerin ciimlesi N ve

P,-sol birimlerin ciimlesi @ ’dir. Dolayistyla P,-birimlerin ciimlesi @ dir.

Teorem 4.2.3. (N, +,) bir yakin-halka ve P < N olsun. Up # @ ise bu durumda Up
(N,?) ’nin bir alt yar1 grubudur.

Ispat: e;, e, € Up olsun. p, p', p'!, p' € P igin,
ee;n — N =een—en+en—n
=ei(n+p)—(n+p)+p
= (es(n+p)—en) +en—(n+p)+ p
=pl+en—p-n+yp
=pl+en—n+pllep
ve
neje, —n =neje, —ne, +ne; —n

= (n(e, + p) —ne,) +ne, —n
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=pl+plep
dir. Bu durumda e;e, € Up dir ve dolayisiyla Up, (N,.) ’nin bir alt yar1 grubudur.

Sonu¢ 4.2.4. N bir yakin-halka ve P,I 2 N olsun. P-birimlerin ciimlesi Up ve

[-birimlerin ciimlesi U; olmak iizere;
a) Eger P < I ise, bu durumda Up < U;.
b) Eger P = N ise, bu durumda Up = N.

Ispat: @) Tanim 4.2.1 °den x € U, ise, bu taktirde Vn € N igin,

xm—neP
ve

nx—nebrP
dir. P < I oldugundan Vn € N igin,

xm—nel
ve

nx—nel

dir. Dolayisiyla x € U; dir. O halde Up c U dur.
b) Eger P = N ise Vx € N i¢in xn —n € N ve nx —n € N oldugundan,
Up_y =N

dir.
Tanim 4.2.4. N bir yakin-halka ve P 2 Nolsun. x € N igin,

x; ' ={y € N|xy € Up}
climlesine x ’in P-sag inverslerinin ciimlesi,

x;"={y € N|yx € Up}
ciimlesine x ’in P-sol inverslerinin ciimlesi denir.

xpl=ax7t Nt

cimlesine de x ’in P-inverslerinin ciimlesi denir.
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Ornek 4.2.5. Ornek 4.2.2 *de verilen N = (Z, +,*) yakin halkasinda P = {0,3}
alabm. Bu durumda 07'=0 =0;!, 1;'={1,4} =17, 27! ={25}=2;"1,
3;1=0=3;1, 47'={14}=4Y ve 57'={25}=5;' oldugundan
151 =45 = {1,4} ve 251 = 5351 = (2,5} dir.

Onerme 4.2.6. ¢ € N bir P-birim ise bu durumda e bir P-idempotent elemandar.
Ispat: e € N bir P-birim olsun. Bu durumda Tanim 4.2.1 *den Vn € N igin,
ne—ee€P
veya
en—e€P
yazilabilir. O halde n = e alindiginda ispat tamamdir.

Ornek 4.2.6. Ornek 4.2.2 *de verilen N = (Z, +,*) yakin halkasinda P = {0,3}
alalim. Bu durumda e; = 4 bir P-birimdir. Bu durumda baz1 p,p’ € P ve Vn € N
icin n = 4*n + p = n*4 + p' yazilabilir. Dolayisiyla n = 4 alindiginda e; = 4 bir
P-idempotenttir. Benzer sekilde, e, =1 de bir P-birim, ve aymi zamanda bir

P-idempotenttir.
4.3. Yakin-halkalarda Merkez ve P-merkez

Asagidaki 6nerme C(N) ile P-C(N) arasindaki iliskileri verir.
Onerme 4.3.1. N bir yakin-halka ve P < Nolsun.
a) Eger C(N) = @ ve NP & P ise, bu taktirde P n P-C(N) = @ dur.
b) Eger C(N) = @ ve NP c P ise, bu taktirde P < P-C(N) dir.
c) Eger C(N) = @ ve NP & P ise, bu taktirde C(N) < P-C(N) dir.
d) Eger C(N) # @ ve NP c P ise, bu taktirde P U C(N) < P-C(N) dir.
e) Eger N birimli ise, bu taktirde 1 € P-C(N) dir.
f) Eger e € N bir P-birim ise, bu taktirde e € P-C(N) dir.

Ispat: a) N bir yakin-halka ve P 2 N olsun. C(N) =@, NP & P ve x € P-C(N)
alalim. Bu durumda Tanim 4.1.1 ’den Vn € N i¢in xn — nx € P yazilabilir. Eger

x € P ise, bu taktirde Yn € N igin pn —np € P olacak sekilde x = p € P vardir.
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Dolayisiyla Vn € N igin np € P dir. Bu ise NP & P kabuliiyle gelisir. O halde x¢P
dir. Yani P n P-C(N) = @ dur.

b) N bir yakin-halka ve P < N olsun. C(N) = @ ve NP c P alalim. Bu durumda, her
birp € P ve Vn € N igin,

pn—np € P
oldugundan,

P < P-C(N)
dir.

) N bir yakin-halka ve P 2 N olsun. C(N) # @, NP £ P ve x € C(N) alalim. Bu

durumda vn € N igin,
xn—nx =0
yani,
xn—nx €P
dir. Dolayisiyla,
C(N) c P-C(N)
dir.

d) N bir yakin-halka ve P 2 N olsun. C(N) # @ ve NP c P alalim. Bu durumda
NP c P oldugundan her bir p € P ve Vn € N i¢in,

pn—np € P
yani,
P c P-C(N)
dir. Ayrica C(N) # @ oldugundan herbir x € C(N) ve Vn € N igin,
xn—nx € P
yani,
C(N) c P-C(N)

dir. Dolayisiyla P U C(N) < P-C(N) dir.
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e) N birimi 1 ile gosterilen birimli bir yakin-halka ve P 2 N olsun. Bu durumda

1n = nl oldugundan Vn € N ig¢in,

In—nlepP
dir. Dolay1siyla,

1€ P-C(N)
dir.

f) N, P-birimli bir yakin-halka, P < N ve e N ’nin bir P-birim elemani olsun. Bu

durumda bazi p, p’ € P iginn = en + p = ne + p'! oldugundan Vn € N igin,
en—ne €P

dir. Dolayisiyla,
e € P-C(N)

dir.

Ornek 4.3.2. N = {0,1,2,3} Klein-4 grubu olsun. N *deki ¢arpma islemi asagidaki

gibi tanimlansin.

R OPFr Olo
R O Fr O
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Bu durumda (N, +,7) bir yakin halkadir [30]. N ’nin idealleri {0}, {0,1}, {0,2} ve N
dir. Ayn1 zamanda C(N) = @ dur.

P, = {0,1} i¢in, NP; < P; dir. Bu durumda,
P,-C(N) = {0,1}
P,-Co(N) =N
P,-C;(N) =N

P;-C,(N) = {0,1,2}

P1'63(N) ={0,1,3}
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dir. O halde kolaylikla goriiliir ki; P; < P; — C(N) dir.

P, ={0,2} igin, NP, — P, dir. Bu durumda,
P,-C(N)=90
P,-Cy(N) = {0,2}
P,-C;(N) = {1,3}
P,-C,(N) = {0,2}
P,-C3(N) = {1,3}

dir. O halde kolaylikla goriiliir ki; P, N P,- C(N) = @ dur.

Ayrica Ornek 4.1.2 *deki N yakin-halkasi iizerinde P = {0,a} < N alalm. Bu
durumda NP < P ve P-C(N) = N dir. Ayrica C(N) = {0, c} dir. O halde C(N) # @
ve NP c Piken P U C(N) < P-C(N) oldugu goriiliir.

Onerme 4.3.3. N bir yakin-halka ve P, S N olsun. Eger P I ise bu taktirde
P-C(N) cI-C(N) dir.

Ispat: P 1 ve x € P-C(N) olsun. Bu durumda, Tanim 4.1.1 *den Vn € N igin
xn — nx € P yazilabilir. P < I oldugundan xn — nx € I dir. Dolayisiyla x € I-C(N),
yani P-C(N) c I-C(N) dir.

Ornek 4.3.4. Ornek 2.1.11°deki N yakin-halkas1 iizerinde P = {0,2} < N ve
1 ={0,2,5,7} < N alalim. Bu durumda P-C(N) = N ve [-C(N) = N elde edilir.
4.4. P-sag (sol) degismeli, P-medial, P-komutatif ve P-abelyen Yakin-halkalar
Tamim 4.4.1. N bir yakin-halka ve P 2 N olsun. Eger Vx,y,z € N i¢in,

xyz —xzy € P
ise N ’ye bir P-sag degismeli,

xXyz — yxz € P
ise N ’ye bir P-sol degismeli yakin-halka denir. Eger Vx,y, z,t € N i¢in,

xyzt — xzyt € P

ise N ’ye bir P-medial yakin-halka denir.
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Onerme 4.4.2. Eger N bir sag degismeli (sirastyla sol degismeli ve medial) yakin-
halka ise bu taktirde N ’nin her P ideali i¢in N bir P-sag degismeli (P-sol degismeli
ve P-medial) yakin-halkadir. Fakat tersi genelde dogru degildir.

Ispat: N bir sag degismeli yakin-halka olsun. Bu durumda Tanim 2.4.8 ’den
Vx,y,z € N igin,

XyzZ = XZy
yazilabilir. Dolayisiyla N ’nin her P ideali i¢in,
xXyz — xzy € P

dir. O halde N bir P-sag degismeli yakin-halkadir. N bir sol degismeli (medial)
yakin-halka ise N ’nin her P ideali i¢in N ’nin bir P-sol degismeli (P-medial) yakin-
halka oldugu benzer sekildegosterilebilir. Tersinin gegerli olmadigini asagidaki

ornek kanitlar.

Ornek 4.4.3. N = {0, a, b, ¢} Klein-4 grubu olsun. N *deki ¢arpma islemi asagidaki

gibi tanimlansin.

D O OO
oo v OL
O T Y O
T 0O 99 OO0

0
a
b
c

Bu durumda (N, +,7) bir yakin halkadir [22]. Bu yakin-halka bca # bac oldugundan

sag degismeli degildir, fakat P = {0,a} < N i¢cin N P-sag degismelidir. Ornegin
bca — bac € P dir. Buradan P-sag degismeli bir yakin-halka sag degismeli olmak
zorunda degildir. Ayrica N sol degigmeli, medial ve dolayisiyla P-sol degismeli ve

P-medial bir yakin halkadir.

Tamim 4.4.4. N bir yakin-halka ve P 2 N olsun. Eger Vx,y € N igin,
xXy—yx €P

ise N ’ye P-komutatif yakin-halka denir. Eger Vx,y € N igin,

xX+y—x—y€eP
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ise N ’ye P-abelyen yakin-halka denir.

Eger P = 0 ise bu taktirde P-komutatif (P-abelyen) bir yakin-halka ayni zamanda
komutatif (abelyen) bir yakin-halkadir. Eger N komutatif (abelyen) ise bu taktirde
N ’nin her P ideali i¢in N bir P-komutatif (P-abelyen) yakin-halkadir. Fakat tersi
genelde dogru degildir.

Ornek 4.4.3 de ac # ca oldugundan N komutatif degil, fakat P = {0,a} < N igin N
P-komutatiftir. Ornegin, ac — ca € P dir. Ayrica N abelyen ve dolayisiyla N ’nin

tiim P idealleri i¢in P-abelyen bir yakin-halkadir.

Ornek 4.3.2 ’de 4 +5 # 5 + 4 oldugundan N abelyen degil, fakat P = {0,2} < N
i¢in N P-abelyendir. Ornegin, 4 + 5 —4 — 5 € P dir.

Teorem 4.4.5. N bir yakin-halka, P < N ve P-C(N) = N olsun. Bu durumda, N bir
P-regiiler yakin halkadir <> N bir P-kuvvetli regiiler yakin halkadir.

ispat: =: N P-regiiler oldugundan Va € N ve bazi p € P i¢in a = axa + p olacak
sekilde bir x € N vardir. Ayrica P-C(N) =N oldugundan Va € N i¢in
ax = xa + p' olacak sekilde bir p! € P vardir. Bu durumda p, p!, p", p'' € P
1¢in,
a=axa+p

= (xa+pHa+p

=xa’+pT+p

= xa? + p'!

dir. Dolayisiyla Tanim 3.2.4 *den N bir P-kuvvetli regiiler yakin halkadir.
«<: N P-kuvvetli regiiler oldugundan Va € N ve bazi p € P i¢cin a = xa® + p olacak

sekilde bir x € N vardir. Bu durumda p, p!, p*, p'! € P i¢in,
a=xa’+p
=xaa+p
=(xa+pHa+p

=axa+p"+p
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= axa + p'!
dir. Dolayisiyla Tanim 3.2.3 *den N bir P-regiiler yakin halkadir.

Teorem 4.4.6. x € N bir P-idempotent elemandir < Vp € P igin x+p Dbir

P-idempotent elemandir.

Ispat: =: x € N bir P-idempotent eleman olsun. Bu durumda, Tanim 3.1.2 ’den

x? — x € P dir. Dolayisiyla Vp € P ve p!, p!,p ™, pV, p¥ € P i¢in,
(x+p)?—(x+p)=@x+p)x+p)—(x+p)

=x(x+p)+plx+p)—p—x
=x(x+p)+p' —p—x
=x(x+p)—x*+x*+ p' —x
—pll 4 x2 4 pll _x
=p!l 4 plV 4 x2 — x
=p’'+x*—x€P

dir. O halde Vp € P i¢in x + p bir P-idempotent elemandir.
<! Vp€P igin x+p, N ’nin bir P-idempotent elemani ise, bu p =0 i¢in de

dogrudur. Dolayisiyla x € N de N ’nin bir P-idempotent elemanidir.

Teorem 4.4.7. x € N bir P-regiiler elemandir << Vp € P igin x + p bir P-regiiler

elemandir.

Ispat: =: x € N bir P-regiiler eleman olsun. Bu durumda, Tamim 3.2.3 ’den baz
p! € P igin x = xyx + p' olacak sekilde y € N vardir. Dolayisiyla Vp € P ve
p p 1 plV € P icin,
(x +p)y(x +p) = (x +p) = xy(x +p) + py(x +p) — (x + p)
=xy(x+p)+ p"' = (x+p)
=xy(x +p) —xyx + xyx + p"' — (x + p)
11

=pM+xyx+ p"—p—x

=xyx—x+ pVeP
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dir. O halde,

(x+pylx+p)—(x+p)EP

oldugundan Vp € P igin x + p bir P-regiiler elemandir.

<! Vp € P igin x + p N ’nin bir P-regiiler eleman1 ise, bu p =0 i¢in de dogrudur.
Dolayisiyla x € N de N ’nin bir P-regiiler elemanidir.

4.5. Yakin-halkalarda P-tam Asalhik Kavram

Tamim 4.5.1. N bir yakin-halka ve P, 2 N olsun. Eger a,b € N igin ab+ P c I
olmasi a € I veya b € I olmasini gerektiriyorsa, [ ’ya P-tam asal ideal denir. Eger
a € N i¢in a? + P < I olmas1 a € I olmasm gerektiriyorsa, I ’ya P-tam yariasal

ideal denir.

Eger P = 0 ise bu taktirde P-tam asal (sirasiyla P-tam yariasal) ideal ayn1 zamanda
bir tam asal (sirasiyla tam yariasal) idealdir. Eger I bir tam asal (tam yariasal) ideal
ise bu taktirde N ’nin her P ideali i¢in I bir P-tam asal (P-tam yariasal) idealdir.

Fakat tersi genelde dogru degildir.

Ornek 4.5.2. Ornek 4.3.2 *deki N yakin-halkasi iizerinde I = {0,1} < N alalm. Bu

durumda,
2¢1 =22=0€l
oldugundan I tam asal ve tam yariasal ideal degildir.
Fakat P = {0,2} < N igin I P-tam asal ve P-tam yariasal idealdir. Ornegin, 2 ¢/ fakat
22+PEZ1I
dir.

Tanmim 4.5.3. N bir yakin-halka ve P,I 2 N olsun. Eger P, P-tam asal ideal ise bu
taktirde N ’ye bir P-tam asal yakin-halka denir. Eger P, P-tam yariasal ideal ise bu
taktirde N ’ye bir P-tam yariasal yakin-halka denir.

Onerme 4.5.4. N bir P-tam asal yakin-halka ve e ¢P bir P-idempotent eleman

olsun. Bu durumda,

(i) e bir P-sag birimdir.
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(i) Eger e P-regiiler ve e ’nin P-regiiler bileseni x € N ise, bu durumda x bir

P-idempotent elemandir.

Ispat: (i) e P olsun. Bu durumda vn € N ve p, p' € P igin,
(ne—n)e+ P = (nee —ne) + P

=(n(e+p)—ne)+P
=p/ +P

cP
dir. N bir P-tam asal yakin-halka ve e ¢ P oldugundan Vn € N i¢in,

ne—neP
dir. Dolayisiyla e bir P-sag birimdir.

(if) e bir P-regiiler eleman oldugundan e — exe € P olacak sekilde x € N vardir.
Ayrica (i) sikkindan x — xe € P ve e P-idempotent oldugundan e? — e € P dir. Bu
durumda p, p!, p", p™, p!, p", p"! € P igin,

x = xe + p (e P-regiiler oldugundan)

= x(exe + p') — xexe + xexe + p
— 11

= p! + xexe +p

= xexe + p'!!

=@+p")+ x+p")+ p™"
=x(x+p"V)+ p"

=x(x+p")—x2+x*+ p"
—x24 pV!

dir. Dolayisiyla x € N bir P-idempotent elemandir.

Onerme 4.5.5. N bir P-sol degismeli P-tam asal yakin-halka ve e ¢P bir

P-idempotent eleman olsun. Bu durumda,
(i) e bir P-sol birimdir.
(ii) e € P-C(N) dir.

Ispat: (i) e ¢ P olsun. Bu durumda p, p°, p!, p", p'" € P igin,
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(en —n)e + P = (ene — ne) + P (P-sol degismeli oldugundan)
= (nee + p° — ne) + P (e P-idempotent oldugundan)
=(m(e+p)+ p°—ne)+P
= (n(e + p) —ne +ne+ p® —ne) + P

=@+ p")+P
= plll 4 p

cP
dir. N, P-sol degismeli P-tam asal yakin-halka ve e ¢ P oldugundan,
en—ne€P
elde edilir. Dolayisiyla e bir P-sol birimdir.

(i) Onerme 4.5.4 iin (i) sikkindan ve bu énermenin (i) sikkindan,
en—ne €P

dir. Dolayisiyla,
e € P-C(N)

dir.

Tamim 4.5.6. Vx,y € N ig¢in,
xny —xy € P

Olacak sekilde n € N elemanlar1 varsa, bu elemanlara N’nin P-i¢ ¢carpan elemanlart

denir.

Eger P = 0 ise, bu taktirde bir P-i¢ ¢arpan ayni zamanda bir i¢ ¢arpandir. Eger
n € N bir i¢ garpan ise bu taktirde N ’nin her P ideali i¢in n bir P-i¢ ¢arpandir. Fakat
tersi genelde dogru degildir.

Ornek 4.5.7. Omek 4.4.3 *te b0 # bc0 oldugundan ¢, N ’nin bir i¢ ¢arpam degildir,
fakat P = {0,a} < N igin N ’nin bir P-i¢ ¢arpanidir. Ornegin, b0 — bc0 € P dir.
Benzer sekilde b, N ’nin bir i¢ ¢arpani, ayn1 zamanda VP < N igin bir P-i¢ ¢arpani

43



oldugu kolaylikla goriiliir.

Sonuc 4.5.8. N bir P-tam asal yakin-halka ve e P bir P-idempotent eleman olsun.

Bu durumda e, N yakin-halkasinda bir P- i¢ ¢arpandir.

Ispat: Varsayimlar altinda Onerme 4.5.4 *ten Vx € N i¢in xe — x € P oldugundan e

N ’nin bir P-sag birim elemanidir. Bu durumda Vx,y € N ve p, p' € P igin,
xey —xy = (x +p)y — xy
=xy+p'—xy€P

dir. Dolayisiyla xey — xy € P elde edilir. Yani e, bir P- i¢ ¢arpandir.
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SONUC

Bu tezde ilk olarak; yakin-halka kavrami ve temel Ozellikleri verilmistir. Ayrica
yakin-halkalar iizerinde P-regiilerlik, P-kuvvetli regiilerlik, P-idempotent eleman ve
P-asallik kavramlar1 verilmis ve bunlar arasindaki iligkiler incelenmistir. Son
bolimde ise, verilen bir P-ideali kullanilarak bir yakin-halkanin merkezi, bir
elemanin merkezi, (sag-sol) birim, (sag-sol) degismelilik, mediallik, tam asallik ve
i¢ carpan gibi yakin-halkalarda bazi ©Onemli kavramlarin genellestirilmeleri
tanimlanmistir. Ayrica bu genellestirilmelerin P-regiilerlik, P-kuvvetli regiilerlik,

P-idempotent eleman ve P-tam asallik ile iligkileri incelenmistir.
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