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OZET

Ceylan Oztiirk’iin hazirladig1 yiiksek lisans tezinin devanu niteliginde olan bu tezin amaci
topolojik manifold, Riemann manifoldu, diferensiyellenebilir manifold kavramlarini tanimlamak
ve manifoldlar arasinda tanimlanan doniisiimleri incelemektir. Once diferensiyellenebilir n
manifodu tanimlandi. Tiirev doniisiimii tanimi verildi ve tiirev doniisiimiiniin lineer doniisiim
oldugundan bahsedildi.

Manifoldlar arasindaki donilisimler altinda korunan ozellikleri ispat ederken tiirev
doniigiimiinden yararlanarak M manifoldu {izerinde tanimli baz1 6zellikler; egrilik ¢izgisi,
umbilik nokta ve tanjant vektorii Ozellikleri ele alindi. Sonra paralel hiperylizeyler ve donel
yiizeylerin tanimlar1 verildi. Paralel hiperyiizeyler ilgili baz1 teoremler ispatlandi.

Son olarak Normal Déniistim, Stereografik [zdiisiimii, Mercator Izdiisiimii, Konform Déoniisiim
ve Lambert [zdiisiimii altinda egrilik ¢izgilerinin korunduklar1 gosterildi.

Anahtar Kelimeler: Manifold doniisiimleri; egrilik ¢izgisi; tiirev doniisiimii.
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ABSTRACT

Ceylan Oztiirk prepare the continuation of his thesis that the aim of this thesis topological
manifolds, Riemann manifolds, differentiable manifolds define and examine the
transformation is defined between manifolds. The definition of devivatre map definition was
given and it was mentioned that derivative map is linear map.

In order to prove the propentres properties which one protected under the tnons formations
between manifolds, by using denivative map. Some propertion defined on the manifold M;
curvature line, the umbilic point and tangent vector specifications were discussed. Later, the
definitions of parallel hypersurfaces and revolution surfaces were given. Some theorems

about the parallel hypersurfaces were proved.

Finally, it was shown that the line of curvatures one preserved under the Normal
map, Stereographic projection, Mercator projection, Conformal maps and Lambert

projection.

Keywords: Manifold maps, the line of curvature, the derivative map.



TESEKKUR

Manifold Doniistimleri isimli tez ¢alismami hazirlamam da benden desteklerini

esirgemeyen degerli hocam Yusuf Ali Tandogan’a tesekkiir ederim.
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1.GIRIS

Manifold kavrami geometrinin ¢ogu kisminda ve modern teorik fizikte yer
almaktadir. Matematikte, Ozellikle de diferensiyel geometri ve topoloji de, bir
manifold yeterince kiigiik bir olgekte Oklid uzaymna benzeyen matematiksel bir
uzaydir. Bir manifoldun yapis1 haritalar toplulugu olan bir atlas ile belirlenir.

Ceylan Oztiirkiin hazirladig: yiikseklisans tezinin devami olan, bu tezde amacimiz
manifoldlar arasinda tanimlanan Normal Déniisiim, Stereografik Izdiisiim, Mercator
Izdiisiim, Konform Déniisiim ve Lambert Izdiisiim gibi baz1 doniisiimler altinda
korunan 6zellikler ve Gauss Doniisiimiinii incelemektir.

Manifold, Tiirev doniisiimii, Sekil operatorii, Gauss Doniistimii, Paralel hiperyiizeyler
ve Donel hiperyiizeyler gibi kavramlar1 tanimladik ilgili teoremleri ispatladik ve
gerekli goriilen yerlerde drnekler verdik.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

2.1. Temel Kavramlar

Tanim.2.1.1: A# @ bir ciimle V, K cismi istiinde vektor uzayr olsun. Asagidaki
onermeleri dogrulayan bir F:AxXA— V fonksiyonu varsa A ya V ile birlestirilmis bir
afin uzay denir.

(A1): VP,Q,R € Aicin F(P,Q) + F(Q,R) = F(P,R)

(A2): VP € A i¢in ve Va € V igin F(P,Q)=a olacak bigimde birtek Q€ A noktasi
vardir [9].

Ornek.2.1.1: PP’ + QQ' = PQ’ + QQ’ esitliginin saglandigim1 gdsteriniz?

Coziim: Afin uzayn 1.6zelliginden
PQ + QR = PR
esitligi yardimryla,
R=p'
alinirsa
FG+QP=PP
PQ=PP’-QP’ *)

- —
R=Q' alinirsa

PQ'+QQ'=PQ’
PQ =PQ - QQ’ ()

(*) ve (**) esitliklerinden

PP" +QQ' = PQ'+QP’
esitligi saglanir.
Tamim.2.1.2: Bir reel afin uzay A ve A ile birlesen vektor uzayida V olsun.V de bir
i¢ carpim islemi olarak

<,>:VXV->R

n X = (le ---:Xn)
XY)->< XY >= ) XV, {
( ) ; 'y' Y= (y1; ---»Yn)



Oklid i¢ carpimi tanimlanirsa bu islem yardimi ile A da uzaklik ve ag1 gibi metrik
kavramlar tanimlanabilir. Boylece A afin uzayida yeni bir ad olarak Oklid uzay

admi alir ve E™ ile gosterilir [1].

Ornek.2.1.1: 1-Boyutlu standart Oklid uzay1 Reel sayilar ekseni olarak simdiye
kadar duydugumuz say1 dogrusunu ele alalim. Bu dogru, reel sayilar cismi (kendi
listiinde bir boyutlu reel vektdr uzayidir) ile birlestirilmis R afin uzayidir. Ayrica bu

vektor uzayinda

<,>:RXR->R

&7) < X.7 >=xy {E =
Y =(y)

seklinde tanimlandig1 i¢in R! afin uzayr 1-boyutlu Oklid uzayr olur ve E ile
gosterilen bu uzaya Oklid dogrusu da denir [9].

Ornek.2.1.2: 2-Boyutlu standart Oklid uzayr Reel diizlem olarak simdiye kadar
bildigimiz diizlemi elealalim. Bu diizlem, 2-Boyutlu reel standart vektor uzayi ile

birlestirilmis R? afin uzayidir. Ayrica bu vektdr uzaymda Oklid i¢ carpimi da
<,>:R?xR?->R

-

XY)-<XY>= Yx

Y ’{g = (X1,X2)

Y=(©1Y2)
seklinde tanimlanan R? afin uzay1 2-boyutlu Oklid uzay1 olur ve E? ile gosterilen bu
uzaya Oklid diizlemide denir [9].

2
i=1

Ornek.2.1.3: 3-Boyutlu standart Oklid uzay1 3-boyutlu standart reel vektor uzayr R3

ile birlestirilmis R3 afin uzayini elealalim. Bu R3 vektor uzayinda Oklid i¢ ¢arpimi

ol — — 3 i —

XY)-<XY>= z X Yi ’{_> (X1, X2, X3)

i Y= (Y1’ YZ; Y3)

bigiminde tamimlanir. Béylece R? afin uzay1 3-boyutlu Oklid uzay1 olur ve E3 ile

gosterilir. Bu uzay, simdiye kadar duydugumuz 3-boyutlu Oklid uzayinin kendisidir
[9].



Tanmm.2.1.3: d:E® X E" -> R
(V)= A ) = [RT= | 3506y
i=1

olarak tanimlanan d fonksiyonuna E™ Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu ve d(X,Y)

reel sayisina da X,Y € E™ noktalar1 arasindaki uzaklik denir [9].
Teorem.2.1.1: E™ de uzaklik fonksiyonu bir metriktir [9].

Ispat: Vv X,Y,Z € E™ i¢in

(i) d(X,Y)= 0, d(X,Y)=0=X=Y,

(i)  d(X,Y)=d(Y,X), (Simetri 6zelligi)

(i)  d(X,2)<d(X,Y)+d(Y,Z), (Uggen esitsizligi)
oldugunu gosterelim.

Q) E™ ile birlesen R"™ i¢ carpim uzayinda, i¢ carpim pozitif taniml

oldugundan Va € R" igin ||a|| = 0 dir

XY = a ve d(xy)=|[XY|| =0, llall =0 = d(X,Y)=||XY||=0 veya XY =0 olmak
iizere X=Y elde edilir. Tersine X=Y ise XY=0 ||XY||=0 = d(X,Y)=0 olur.

(i) dOXY)=[|XY]|=||YX||=d(Y . X)

(iii)  I¢ garpim uzayinda normun 6zelliklerinden

IXZ]I=(IXY + YZ|| < |[XY]|+[YZ]
veya
d(X,2)<d(X,Y) + d(Y,2)

olur.

Tanmm.2.1.3: d:E" X E" - R
(X,Y)=d(X,Y)=||XY||

biciminde tanimlanan d fonksiyonuna E® de Oklid metrigi denir [9].

Tanim.2.1.4: E® n-boyutlu Oklid uzaymda farkli ii¢ nokta x,y,z olsun XY veYZ

vektorleri arasindaki a¢1 © € R, 0< 0 < m olmak iizere



<XYYZ>

C0S0 = —+—
[IXY[I-[[YZ]|

seklinde tanimlanir [1].

Tamm.2.1.5: U ve V sirasi ile E™ ve E™ de birer agik altciimle olsunlar, bir
y:U->V
X=> P(X)=(f1(X), ..., £,(X))
fonksiyonu igin biitiin
fi;U- R
koordinat fonksiyonlar1 CK sinifindan iseler ¢ € CX(U, V) dir denir.
CUV)={{y|y € Ck(U,V), vk € N}
f; fonksiyonlarma {'nin Oklid koordinat fonksiyonlar: denir. E® de bir koordinat
sistemi (uy, ...,u,) olmak iizere
y:U->W
p= W)= (W(P)), -, un (W(P)=((u10$) (P), .., (Un0W)(P))

yazabiliriz. Boylece

Uc M s We Ut

X =yl

R

Sekil 2.1.(Oklid Koordinat Fonksiyonlari)
U(p)=(x1(p),....xn(P))  x;(p)ER olarak tanimlanan {x;,...,x,} sistemine U da bir

lokal koordinat sistemi denir [9].
2.2. Topolojik Manifold

Tamm.2.2.1: X# @ bir ciimle ve X’in altctimlelerinin bir koleksiyonu t olsun t

koleksiyonu asagidaki climleleri dogrularsa X {izerinde bir topoloji adin1 alir [1].
(t)XPET

(Tz) VAl, Az ET lg:ln Al N AZ ET



(t3) Ajet, i€l , Ui Aj €T

Tamm.2.2.2: Bir X cilimlesi tizerindeki bir t topolojisinden (X,t) ikilisine bir

topolojik uzay denir [1].

Tamm.2.2.3: Bir f:X— Y fonksiyonu verilsin. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa f
fonksiyonuna bir homeomorfizm (topolojik doniisiim) denir.

Q) f fonksiyonu birebir ve Orten

(i) f fonksiyonu siirekli

(iii)  fin ters fonksiyonu f~1:Y—-X var ve siirekli
eger (X,t;) ve (Y,1;) uzaylart arasinda bir homeomorfizm varsa bu uzaylara
topolojik olarak denktir veya homeomorfiktir denir [1].
Ornek.2.2.1: Diskre topoloji.
Tamm.2.2.4: X bir topolojik uzay olsun X’in P ve Q gibi farkli noktalar1 i¢cin X’de
sirast ile P ve Q noktalarmi i¢ine alan Ap ve Aq acik altciimleleri Ap NAg = @

alacak bigimde bulunabilirse X topolojik uzayina bir Hausdorff uzay denir [1].

Tamm.2.2.5: M bir topolojik uzay olsun. M igin asagidaki 6nermeler dogru ise M bir
n-boyutlu topolojik veya kisaca topolojik n-Manifold denir [1].
Q) M bir Hausdorff uzayz,
(i)  M’nin herbir agik altciimlesi E™’e veya E™’nin bir agik altciimlesine
homeomorftur.

(ili) M sayilabilir goklukta agik altciimlelerle ortiilebilir.
2.3. Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tamm.2.3.1: E" de bir agik altciimle U olmak iizere bir f:U—-R fonksiyonunun
k.ymc1 mertebeden biitiin kismi tiirevleri var iseler f fonksiyonuna CX smifindan

(k.simiftan) diferensiyellenebilirdir denir [1].

Tamim.2.3.2: E™ deki bir ac¢ik altciimle U olduguna gore bir
y:U - E™
U—)(fl(U),. . ,fm(U))



fonksiyonu verildiginde biitiin f; koordinat fonksiyonlari igin f; € CK(E™,R) , 1< i <

m veya f;=x; o JeCX(U,R) ise YeCK(U,E™) dir denir [1].

E™

R

7z

Sekil.2.2.(Koordinat Fonksiyonlar1)

Tamm.2.3.3: U ve V sirast ile ,E™ ve E™ de birer agik alt ciimle olsunlar. Bir
Yy:U->V
x = Px) = (i), ..., £ (%)
fonksiyonu i¢in biitiin
fi:U->R
koordinat fonksiyonlar1 CX sinifindan iseler
PeCk(U, V)
dir denir.
C*(U,V) = {y|y € ck(U,V), vk € N}
f; fonksiyonlarma s nin Oklid koordinat fonksiyonlar1 denir [1].

Tanmim.2.3.4: E" in iki agik altctimlesi U ve V olsun. Bir y: U = V fonksiyonu i¢in
su iki onerme dogru ise | ye CKsmifindan bir diffeomorfizm ve U ile V ye de
k.dereceden diffeomorfiktirler denir [1].

(D;) weC*(U,V)

(D,) Y~V - U var ve Y~ teCk(V,U)



Ornek.2.3.1: Asagidaki verilen fonksiyonlarin birebir ve 6rten olup olmadigin
gosteriniz. f~! ters fonksiyonunu bulunuz ve diffeomorfizm olup olmadigini
arastirmiz [11].

a-) f(u,v)=(ve", u)

b-) f(u,v)=(u3,v —u)

c-) f(u,v)=(1+2u-2v,4-2u+v)

Coziim: a-) f(u,v)=(ve", u)
1) Birebirlik ¥ (uy, v,), (uy, v5)€ E? igin
f (ug,v1)=f(uz,vz) =(vie"s, up)=(v,€"2, uy)
= u;=u, , v;e't = v,e"2
= uy=Uy, vy =V
birebirdir.
2) Ortenlik V(x,y) € E? i¢cin 3(u,v) € E2 dyleki u=y , v=xe¥ ve f(u,v)=(X,y)
oldugundan ortendir.
3) f~1:E? - E?
(u,v)- f~1(u,v)=(v,u.e™)
olup f~1 € C* dur.f bir diffeomorfizmdir.
b-) f(u,v)=(u3,v —u)
f=1(u, v)=(Yu,u+Vu)
olup f~1 ¢ C®. O halde diffeomorfizm degil fakat u=0 harig diffeomorfizmdir.

—-u—-2v-9
2

¢-) f~1(u,v) = ( ,-U-v-5) ve diffeomorfizm

Tamm.2.3.5: M bir n-boyutlu topolojik manifold olsun. Bir PE M noktasinin M deki

bir U agik komsulugu ¢ homeomorfizmi ile E™ in bir agik altciimlesine

0
U We M

w—l

—1_
i wu; 0 =X;

R

Sekil.2.3.(Homeomorfizm)



p:UcE"->WcM
seklinde eslenebilir.

(b, W) ikilisine M de bir koordinat komsulugu veya harita denir [1].

Tamim.2.3.6: M bir topolojik n-manifold ve M’nin agik ortiisii {U,} olsun. U, acik
climlelerinin a-indislerinin climlesi A olmak iizere {U,} ortiisli i¢in {Ug }qeq yazilir.
E™ de V, acgigmna bir yy, homeomorfizmi altinda homeomorfik olan U, a¢ik
altcimlelerinin {U,} ailesi olmak iizere {U,,p,} koordinat komsuluklarinin
S={(Uy, Wo)|aeA} koleksiyonunna M bir koordinat komsulugu sistemi veya atlas
denir [1].

Tamim.2.3.7: Bir topolojik n-manifold M ve M’nin bir atlast S={({o,, Wy }xeq OISUN.
Eger S-atlasi igin Wy, N W # @ olmak iizere Va, BeA ya karsilik gelen ®gg ve O
fonksiyonlar1 CK smifindan diferensiyellenebilir iseler S’ye CX smifindan
diferensiyellenebilirdir denir.

S atlast M iizerinde C¥ smifindan iseler S ye M iizerinde CX simfindan

diferensiyellenebilir yap1 denir [1].

W, N W,

1
|
I
|

(/"_

"t'li W OWa

L A\'ﬂ!;
e -
o g=vvs oy
¥a ‘|P‘|.':r ) H".]

W (W, N W)

Sekil.2.4.(Diferensiyel Yapi)



Tamm.2.3.8: M bir topolojik n-manifold olsun. M iizerinde CX smifindan bir

diferensiyellenebilir yap: tanimlanabilirse M’ye CX smifindan diferensiyellenebilir

manifold denir [1].

Tamm.2.3.9: M veM birer C* manifold ve F:M— M bir C* fonksiyon olsun. Eger
F’nin F, Jakobien matrisi VP € M noktasinda regiiler ise F’ye M den M igine bir

immersiyon denir [2].

Tanim.2.3.10: N bir C* (n-1)-manifold olsun
F:N- E"
fonksiyonu bir immersiyon (F, regiiler) ise F(N)=M manifolduna E™in bir

hiperyiizeyi denir [2].

Tanim.2.3.11: V bir K cismi lizerinde vektor uzayi ve
[,]:VXV->V

doniisiimii de ;
1) Bilineer
2) Alterne (VX,Y € Vigin [X, Y] = —[Y,X])
3) VXY,ZE€ Vigin;
XY, Z]] + [Y.[Z.X]] + [Z,[X,Y]]=0

olarak verilsin. [ , ] doniistimiine, V istiinde bir Lie operatorii denir [9].

Teorem.2.3.1: E™ iistiinde vektor alanlarinin ciimlesi y (E™) olsun.
[ 1 x(E™) X x(E™) = x(E™)
(X,Y)=[X,Y]
dontisimii, Vf € C*( E™, R) igin
[X,Y](f) = X(YT) — Y(Xf)

seklinde tanimlanirsa, [ , ] bir Lie operatoriidiir [9].

Ispat: y(E™) in R iistiinde bir vektor uzay1 oldugunu biliyoruz.
1) VabeR VX,Y,Z € y(E")i¢inV f € C*(E™R)
olmak tizere

[aX+bY,Z](f) = (aX+bY)(ZF) ~Z((aX+bY)f)

=aX(Zf) + bY(Zf) — a(Z(Xf) — bZ(YT)

10



=(a[X,Z] +b[Y.Z])(F)
[aX+bY,Z]= a[X,Z] +b[Y,Z]

elde edilir. Benzer sekilde Lie operatoriiniin 2.tarafa gorede lineer oldugu

gosterilebilir.

2) VX,YE x(E™),Vf € C®(E™R) igin
[X, Y](F) =X(YT) =Y (XT)
=-(Y (Xf)-X(Y))
=-([Y.X]f)
=[X,Y]=[Y,X]
dir.
3) VX)Y,Ze y(E™) veVf € C*(E™ R) i¢in;
[X,[v.2]]f = X(IY, Z1f) - [Y, Z1(Xf)
=X(Y (Z)-X(Z(YT))-Y (Z(X)+Z(Y (X))
dir. Benzer diisiinceyle
[Y.[Z.X]If = Y (Z(X1))-Y (X(Zf))-Z(X(YT)) +X(Z(Y))
[Z,DX YT =Z(X(Y))-Z(Y (X)-X(Y (Zf))+Y (X(Zf))
yazilabilir.
Boylece,
LY ZIHLYL[Z, X710+ 2, K, Y]]=0

elde edilir.

Teorem.2.3.2: y(E™) ustiinde [ , ] Lie operatorii verilsin. Bu durumda ,v X,Y €
x(EMveV f,g € C*(E™ R) igin,

1) [X,YI(fg) = X, Y1(@)+alX, Y1(f)

2) [FX,gY] =f(XQg)Y-g(YTF)X+fg[X,Y]

3) [X,X]=0
dir [9].

Ispat: 1) [X,Y](fg) =X(Y(fg))-Y (X(fg))
=X(fY(9)+gY (f)-Y (FX(9)+gX(f)
=X(FY (@) +X(9(Y () - Y(EX(@)) - Y(gX(f)
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=fIX,Y1(9) + 9lX, YI(f).

2) Vh € C*(E™ R) igin,

[FX,gY1(h) = (EX)(gY (h)) - (gY)(FX(h))
= fX(gY(h)) - gY(fX(h))
= f(X(9)Y(h) + gX(Yh)) — g(Y(H)X(h) — fY (X(h)))
=(FX(9)Y — gY ()X + fg[X,Y])(h)

= [fX,gY] = fX(9)Y — gY ()X + fg[X,Y]

elde edilir.
4) [X,X]f= X(Xf) — X(Xf) =0
=[X,X]=0

2.4. Bir Manifold Uzerinde Tanjant Vektorler ve Tanjant Uzay

Tamm.2.4.1: M bir diferensiyellenebilir manifold ve a(I) da M iizerinde {(I,a)}

koordinat komsulugu ile verilmis CX smifindan bir egri olsun a(t)=P€EM olmak iizere
V,:C*”(M,R) - R

g d d(fo
o Vplfl = Y o), v =02,
i=1 !

seklinde tanimli Vl; fonksiyonuna, a(I) egrisinin a(t) noktasindaki bir tanjant vektorii

denir [1].

Tanmim.2.4.2: TM(P):{Vp|Vp:Cw(M, R) - R} climlesi M diferensiyellennebilir
manifoldunun bir P noktasindaki tanjant vektorlerinin climlesidir. Bu climlede

toplam ve skaler carpim asagidaki gibi tanimlanir.
@: Tm(P) x Ty(P) —» Tu(P)
Xp, Yp)— X, @Y,
oyleki Vf € C*”(M, R) i¢in
(Xp®Yp) () = X, (NDY,(T)
dir.
O:Rx Ty (P)—= T (P)
A Xp) = AOX,
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oyleki Vf € C* (M, R) icin
AOXp) (H=AOX, (D)
dir.
Bu iki isleme gore {Tyy(P) ,®, ®, R, +,. } reel sayilar cismi lizerinde bir vektor

uzay1 olur ve M’nin P noktasindaki tanjant uzay1 adini alir [1].

Tanim.2.4.3: M bir C* manifold olsun. M iizerinde vektor alanlarinin uzayr x(M)

olmak iizere
D:x(M) x x(M) = x(M)
(X)Y)-D(X,)Y)=DxY
fonksiyonu i¢in
1) DxygyZ = fDXZ + gDyZ, VX, Y, Z € x(M) , Vf g € C*(M,R)
2-) Dy (fg)=DxY + (XY, VX, Y € x(M) ,vf € C*(M,R)
ozellikleri saglaniyorsa D ye M manifoldu iistiinde bir afin konneksiyon ve Dy’e de

X’e gore kovaryant tiirev operatorii denir [1].
2.5. Sekil Operatorii (Weingarten Doniisiimii)

Tanim.2.5.1: E™’in bir hiperyilizeyi M ve M nin birim normal vektdr alan,

N= Zai dix verilsin. E™ de Riemann konneksiyonu D olmak iizere, VX € x(M) i¢in
i=1

S(X):DxN
seklinde tanimli, S doniisiimiine M {izerinde sekil operatorii veya M nin Weingarten

doniisiimii denir [1].

Teorem.2.5.1: E™ in bir hiperyiizeyi M ve M nin sekil operatorii S olsun. Bu
durumda asagidaki 6zellikler dogrudur [1].

1) S:x(M) -» x(M) dir.

2) S lineerdir.

3) S simetriktir.

ispat : 1-) M nin birim normal vektor alan1 N ise < N, N >= 1 dir.Ciinkii; N birim

normal

IN[|=v/< N,N >=1
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dir. vX€e x(M) igin D bir Riemann Konneksiyonu oldugundan < N, N >= 1 de
X(< N,N >)=X[1]
=< DgN,N >+< N,DyN >=0
=2.<DyN,N>=0
=< SX),N>=0
dir. Buise , N=x(M)* oldugundan S(X)€ x(M) olmasin1 gerektirir. Yani
Six(M) = x(M)
bir dontistimdiir.
2-) Lineerlik ; VX, Y € x(M) ve Va,b € R igin
S(aX+bY)=Dx,pyN dir.
D Riemann konneksiyonu oldugundan
=a.DgN+ bDyN
=aS(X)+bS(Y)
dir. Bu ise, S nin lineer oldugunu gosterir.
3-) Simetrik; S lineer oldugundan.S nin simetrik oldugunu géstermek yerine Self-
Adjoint oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun i¢inde VX, Y € x(M) i¢in
<SX),Y>=<X,5(Y)>
oldugunu gostermeliyiz. VX, Y € x(M), Nex(M)* i¢in
<X,N>=0,<Y,N>=0 (1)
yazilabilir. D Riemann Konneksiyonu oldugundan
Y(< X,N >)=Y[0]
< DyX,N > +< X,DyN >=0 (2
X(<Y,N >)=X][0]
< DxY,N > +<Y,DyN >=0 (3)
olur. (3) den (2) numarali esitlik ¢ikarilirsa
< DxY,N > —<DyX,N > +< Y,DxN > —< X,DyN >=0 olur.
DxN=S(X) ve DyN = S(Y) oldugundan
<DyY—DyX,N>+<VY,S(X) > —< X,S(Y) >=0
veya D bir Riemann Konneksiyonu oldugundan

Dx — Dy=[X,Y]€ x(M) , N& x(M)*
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den
<[X,Y,LN>=0
=< DY = DyX >=0
demektir. Buradan
<Y, 5X)>-<X,S(Y)>=0
I¢ carpim simetrik oldugundan
<SX),Y>=<X,5() >
olur, bu da S nin self-adjoint olmas1 demektir.
0 halde S simetriktir.

S sekil operatorii simetrik ve lineer doniisiim oldugundan buna karsilik gelen matris

simetriktir.

Sonug¢.2.5.1: E™ de bir hiperyiizey M olsun.M iizerinde sekil operatori S ise x(M)

deki herhangi bir baza gore S nin matrisi simetriktir [8].

Ispat: Bir onceki teorem geregince S lineer ve simetrik oldugundan 1spat agiktir.

S’nin matrisi A ise AT = A dir.

Tanmm.2.5.2: E™ in bir M hiperyiizeyi lizerinde g-yuncu temelform diye, 1< q <n
olmak iizere
[%:x(M) X x(M) = C*(M,R)
X,Y)-» 19 <X, Y >=< S971(X),Y >
seklinde tanimli 19 fonksiyonuna denir [10].
Buna gore temel formlar;
IX,Y)=<X,Y >
birinci temel formu i¢in
a-)X ile Y den biri 63:%’6 parelel degil ise
I(XY)=<X,Y>
b-)X'ile Y den biri %’e paralel ise yine
I(X,Y)=<X,Y>=< €;,Y> veya <X,6; >
dir.
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(X, Y)=<S(X),Y>=<X,S(Y)>
ikinci temel formu icin
a-)X ile Y den biri % ¢ paralel degil ise
H(X,Y)=1(X,Y)
b-) X ile Y den biri % e paralel ise
1(X,Y)=0
dir.
HI(X,Y)=< S%(X),Y >=<S(X),S(Y)>
tigtincili temel formu i¢in
a-) X ile Y den biri % ¢ paralel degil ise
HI(X,Y)=1(X,Y)
b-)X ile Y den biri % e paralel ise
HI(X,Y)=0
olur [10].

Tamm.2.5.3: E" de bir hiperyiizey M ve M nin sekil operatérii S olursa M’nin bir P
noktasina karsilik gelen S(P)’nin karakteristik (eigen) degerleri M nin bu noktadaki
asli egrilikleri olarak  olarak adlandirilir. Asli egriliklere karsilik gelen ve
karakteristik (eigen) vektor denilen vektorlerin belirttigi dogrultulara M’nin P

noktasindaki asli egrilik dogrultular: denir [1].

1 2 3
Ornek.2.5.1: A= | 2 4 6| matrisinin eigen degerlerini bulalim.
4 6 8

-Al=0 ifadesini hesaplayalim

E- N SR
[o2 TN SN NS
o O W

-1 2
2 4-24 6 | =(1-)(4-2)(8-1) +2.6.3 +4.2.6—3.4.(4-1) — 6.6.(1-1) — (8-1)4
6 8-
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1— A4 2 3 =1*+1312-164=1(1*+131-16)=0
2 4— A4 6 buradan,

2,=0 ve A=b*—4ac=169-4.1.(-16)
=169 + 64

=233

_ —b++/b®-4ac _ ~13+4/233

2a 2

Ao

degerleri A matrisinin eigen degerleridir.

Tamim.2.5.4: E™ in bir hiperyiizeyi M olsun PE M noktasinda M’nin sekil operatorii

S olmak iizere, A € R icin S=Al,,_; ise P noktasina M’nin bir umbilik noktas1 denir

[6].

Tanmm.2.5.5: E™ in bir hiperyiizeyi M ve PEM noktasindaki sekil operatorii S olsun.
Eger ip,?p € Tu(P) icin < § ()_()p),?p >=0 ise bu iki tanjant vektore esleniktirler
denir. Eslenik vektorlerin olusturdugu dogrultulara eslenik dogrultu denir [6].

Tamim.2.5.6: E™ in bir hiperyiizeyi M ve PEM noktasinda sekil operatorii S olsun.
Eger X,,Y, € Tw(P) i¢in < S(X,)Y, >=0 ise X, dogrultusuna, M’nin P
noktasindaki bir asimptotik dogrultusu ve )_(>p yi YP€a noktasinda teget vektorii

kabuleden a-egrisine M iizerinde asimptotik ¢izgi denir [6].

Teorem.2.5.3: E™ in bir hiperylizeyi M olsun. S(X)=k.X ve S(Y)= -kY olacak
sekilde iki lineer bagimsiz vektor alan1 X ve Y i¢in
(i) X+Y asimptotik ise X-Y vektor alan1 ortogonaldir.

(i) Tersine X+Y vektor alam1 X-Y vektor alanina ortagonal ise asimptotik

dogrultudur [10].

Ispat: (i) X+Y asimptotik ise X-Y vektor alanina ortogonaldir.

<S(X+Y) , X+Y>=0
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<kX-KY , X+Y>=0
k<X-Y, X+Y>=0
<X-Y, X+Y>=0
olur. Benzer sekilde X-Y asimptotik ise X+Y ye ortogonaldir.
<S(X-Y), X-Y>=0
<k.X+k.Y , X-Y>=0
k<X+Y , X-Y>=0
<X+Y ,X-Y>=0
olur. Burada , X ve Y lineer bagimsiz oldugundan X-Y #0 ve X + Y #0 dir. O halde
X-YileX+Y ortogonaldir.
Tersten diisiinecek olursak
<XY,X+Y>=0ise X-Y:%.S(X+Y)
olacagindan

< TS(XHY) , XHY>=0=> - <S(X+Y) , X+Y>=0

k=0 den % #0 ve <S(X+Y), X+Y)>=0 olur. Buda X+Y nin asimptotik olmasi

demektir.

Teorem.2.5.4: E™ in bir hiperyiizeyi M olsun.Xp € Tw(P) olmak iizere

1-) Yp bir asimptotik dogrultu ve ayn1 zamanda bir asli egrilik dogrultusudur = Xp
tanjant vektorii Ty (P) dekir her vektore esleniktir.

2-) Bir X, € Ty (P) vektorii Ty(P) deki her vektore eslenik ise bir asimptotik ise bir
asimptotik dogrulutudur.

3-) S(ip);t 0= )_()p ye eslenik olan dogrultular daima vardir.

4-) II. Temel form pozitif ( veya negatif) tanimli ise hicbir asimptotik dogrultu
mevcut degildir [10].

Ispat: 1-) )_()p asimptotik dogrultu ve bir asli egrilik dogrultusu ise
<S(X,) , X, >=0ve S(X,)=k X, , k=0

<kX, X, >=0
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p
%0
S(X,)=0

VY, € Ty(P) igin <S(X,) , Y, >= 0 olur. O halde Xp her vektore esleniktir.

2-) X, biitiin vektorlere eslenik olsun.Bu taktirde VY, € Ty(P) icin,
<$(X,) Y, >=0

dir. Buna gore V\_()p € Ty (P) i¢in dogru olan bu ifade ip:?p icinde dogru olacaktir.

Yani< S (X)p) , ip >=0 olacagindan, ip bir asimptotik dogrultudur.

3-) S(Yp)io ise S(Yp) ye ortogonal bir ?p € Tw(P) daima bulunabilir. O halde Xp ye
eslenik bir ?p daima vardir.

4-) IL.temel form pozitif taniml1 ise X # 0 olmak iizere
NE X > 0= 11X X)=<sX) , X > >0

dir. O halde <S(X) , X>= 0 dir. Boylece asimptotik dogrultu yoktur.

I1.temel formun negatif tanimli olmasi halinde diigiince aynidir.

Tanim.2.5.7: E™ de yonlendirilmis bir hiperylizey M olsun. M nin

differensiyellenebilir birim normal vektor alan1 N=); a; % olmak {izere

n:M - Sl cER
— — n a
P-n(P) = N(P) = (P,.N) = Zai(P)a—le
i=1 i

dontistimi ||IVP|| =1 oldugundan M yi E™ deki S™~* hiperkiiresine resmeder. Boylece

tanimlanmis olan diferensiyellenebilir 7 dontisiimiine Gauss doniisiimii denir [10].

Teorem.2.5.5: F= (f,...,fy,) :E™ — E™ bir donisim olsun. Eger E" in Pe E"
noktasindaki bir tanjant vektorii Vp ise F(P)e E™ noktasindaki F, (Vp) tanjant vektorii

i¢in,

— LI, a
F*(VP) = ;VP[fi]a_Xi'F(P)
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dir. Burada ,{xy, ..., X;, } ile E™ de bir koordinat sistemi gdsterilmistir [9].

Ispat: Vp € Tgn(P) verildigine gore,

B:1 - E™

t— B(t) = F(P+tD)

egrisinin hiz vektorii olan B’ (0) vektérii F,(Vp) dir.
halbuki ,

B(O=F(P+t7)

B(b) = (£, (P+Y),.. [, (P+t¥))

F*(VP) = % le=0

oldugundan

— md . P
E(Vp) = Za(fi(P ) o - leee

i=1 i

dir. Burada ,

Volfid=s (Fi(P + )] =

degeri yerine yazilirsa,
., mo_ 9
E(VP) = ZVP[fi]_lF(P)
i=1 8Xi
elde edilir.

Teorem.2.5.6: E™ de bir hiperyiizey M ve M {izerinde Sekil Operatorii S olsun. Bu

durumda S, M nin Gauss doniisiimiiniin, Jacobian doniigtimiidiir [10].

Ispat: a: I — M egrisi verilsin.

a'(t) = Xgm € Tm(alt)
olmak tizere, X€ y(M) vektor alanin1 gozoniine alalim.
a(t) =P €M diyelim.Simdi,

Nulp : Tu(P) = Tsn-1(n(P))

dontigiimiiniin S ile ayni oldugunu gosterelim.
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olmak tlizere n = (aq,a,,...,a,) dir. Teorem2.5.5 den
_ N 0
n*lP(XP)_ zxp[ai]&lp
i=1 i

T]*|P(X)P:DXPN
N:«|p (Xp)=S(Xp)
elde edilir. Bu esitlik,vXp € Ty (P) i¢in yazilabileceginden,
n:=3
bulunur.
Gauss doniisiimiiniin resmi olan
nM) = {Xes" ! X=N(P),P e M}

climlesine yonlendirilis M hiperyiizeyinin kiiresel resmi denir.
2.6.Tiirev Doniisiimii Egrilik Cizgisi ve Bir Doniisiimiin Jakobieni

M ve N sirast ile , n ve m boyutlu C* manifoldlar olmak {izere F:M—N

diferensiyellenebilir fonksiyonunu elealalim.
u;0G:E" - R

Fonksiyonlar diferensiyellenebilir ise G nin diferensiyellenebilir oldugunu biliyoruz.

G diferensiyellenebilir ise F de diferensiyellenebilirdir denir. Ya da
fi: M->R

koordinat fonksiyonlar1 diferensiyellenebilir iseler F de diferensiyellenebilirdir.
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wiFP,))

—y R

Sekil.2.6.1.(Tiirev Doniistimii)

M de bir P noktasinin bir agik komsulugu U iken F(P) noktasinin N deki agik
komsulugu da V olsun.

N o s is FoP) ~ ™~

A CECPD))D

wu;

Sekil.2.6.2.(Tiirev Doniistimii)

Tamm.2.6.1: M, m-boyutlu ve N n-boyutlu manifold olsun
F-M—- N
P> F(P)=(f,(P) , . .. £, (P))
diferensiyellenebilir doniisiimii yardimiyla
F.:Tw(P) = Tx(F(P))
X, = F.(X,):C°(N,R) > R
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9— [F.(Xp)]1(9)=X;[goF]
seklinde tanimlanan F, doniistimiine F doniistimiiniin tiirev déniisiimii denir [9].

Teorem.2.6.1: F:M—N difenensiyellenebilir doniisiimii yardimi ile tanimlanan
F.:Tm(P) = Tn(F(P))

X, = F.(X,):C*(N,R) > R
g- [F.(Xp)](9)=Xp[goF]
doniistimii lineerdir [1].

Ispat: Ty (P) , Yp + ?p:(§+?)p ve c(_)Zp):(ci)p
islemine gore kapali ayrica
(Xp+Yp)[fI=X, [fI+Yp [f] ve (c.Xp)[f]=cX,[f]
seklinde tanimlanan toplama ve skalerle carpma islemine gore R iizerinde bir vektor
uzay1 oldugundan biz lineer oldugunu gostermek i¢in PEM noktasinda Ty (P) nin iKi

vektori ip ve ?p olsun.
a,beR olmak uzere

F.(aX,+bY,)=a.F,(X,)+b.F.(Y,)

oldugunu gostermeliyiz.

[F.(@X, + bY,)]=(aX,+b.Y,)(foF)
=a.X, (foF)+b.Y, (foF)
=a.[F.(Xp)1(D+b[F.(Yp)1(F)
=[a.F,(X,)+b.F.(V,)][f]

vf € C*(N,R) i¢in dogru olan bu esitlikten

F.(aX, +b.Y,)=a F.(X,)+b.F.(Y,)

bulunur.

Simdi bu F:M—-N doniisiimiine karsilik gelen matris F nin Jakobien matrisi sOyle
hesaplanir.
PEM noktasinin bir U agik komsulugu iizerinde bir lokal koordinat sistemi

{x1,...,X,}ise

0 1 .coo

a—xilp.C (M,R)-=R

) _of .
f- a—xilp(f)—a—xilp , 1<i<n
olmak tizere {i Iy, .. .,i 15} nin Ty (P) nin bir baz1 oldugunu biliyoruz.
6X1 aXp

Ayrica herhangi bir Vp € Tu(P)

Vp:C*(M,R) = R
Vektoriiniin

Vp:ZVi = o
i=1
\_l)i:vp [Xi]E R

seklinde yazilabilecegini biliyoruz.
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F(P)eN noktasinin bir F(U)cV olacak sekilde V agik komsulugu tizerinde bir lokal
koordinat sistemi {y;,....ym} ise { lF(p), ,yi Iy} Tn(F(P)) nin bir bazi

oldugunuda biliyoruz.

F, lineer doniisiimiine karsilik gelen marisi bulmak i¢in ilgili iki baz arasindaki lineer
doniistimiin matrisini bulmak yeter.

F*(aixi I,)€ Ty(F(P)) tanjant vektorii

9 _ m
F*(a_xilp)_ jz—l:aj |F(P)
ile gt')sterelim

( p)[YI] (Zak a;k ||:(p)) YI Zak ayk |F(P) i

bulunur.
Diger taraftan

F*(aixilp):CW(N R)-R
yj = [( 1p)1(3)

_0(yjoF)
1 (ioR)=2y,

( 1(1))‘ ’l‘aJ

y;oF = f; , F nin koordinatlar1 idi

p) ZZ b % ER k)

i=1 j=1

bulunur.Bu ise F, doniisiimiine karsilik gelen matrisi verir.

Bu matris
oy w1
) [6X1 p 6X1 p—|
F.(=1)= : . :
o 7 [ﬂl %J
0xy P dxp P

olur. Bu matrise F doniisiimiiniin Jakobieni yada Jakobien matrisi denir [9].

Teorem.2.6.2: E® Oklid uzaymnin bir (n-1)-hiperdiizlemi iizerinde biitiin dogrultular
birer asli egrilik dogrultusudur [10].

Ispat:vx € x(M) igin
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=Y X[al&

=S(X)=0=S=0
dir.
S=0 oldugundan , X#0 olmak iizere Vx € x(M) i¢in

S.X=0.X

olacaktir.

Tamm.2.6.2: E™ de bir hiperyiizey M ve M {izerinde bir egri a olsun o’nin teget
vektor alan1 T ve M nin sekil operatorii S olsun. Eger T vektor alan1 a-egrisi boyunca
S’nin karakteristik vektorlerine karsilik geliyorsa a-egrisine M iizerinde bir egrilik
cizgisidir denir [2].

Bu tanima gore M iizerindeki egrilik ¢izgilerinin diferensiyel denklemi, A %= 0 bir
skaler olmak tizere S(T)=AT dir.

Teorem.2.6.3: E™ de bir hiperylizey M olsun. M nin umbilik olmayan her P
noktasindan gegen egrilik ¢izgileri ortogonaldir. M {izerinde umbilik noktasi
olmayan bir bolgede egrilik ¢izgileri bir eslenik ag olusturur [8].
Ispat: a:l-M egrilik cizgisi ve PEM noktasindaki teget vektor alani T, ise ,T; e
karsilik gelen karakteristik deger k, olmak tizere S(T;)=k,.T;
ve
B:J>M egrilik ¢izgisi ve PEM noktasindaki teget vektor alan1 T, ise, T, ye karsilik
gelen Kkarakteristik deger k, olmak tizere S(T,)=k,.T, dir. Egrilik ¢izgilerinin
ortogonalligi i¢in <T;,T,>=0 oldugunu gostermeliyiz S Self-Adjoint oldugundan
<S(Ty) ,T,>=<T; ,5(T;)>
yazilabilir buradan
<k;.T;, T,>=<Ty k,. T,>
= k<Ty,T,>=Kk,<Ty, T,>
k,<T;,T,>-k,<T;,T,>=0
(k1-k)<T;,T,>=0
buluruz. k; # k, oldugundan k; — k, # 0 dir. Esitligin saglanmasi i¢in
<T,, T,>=0
olmalidir. Bu egrilik ¢izgisinin ortogonal oldugunu gosterir.
Egrilik ¢izgilerinin bir eslenik ag olustura bilmeleri i¢in
<S(T1)’T2>:O
oldugunu gostermeliyiz. Egrilik ¢izgileri ortogonal oldugundan
<T,,T,>=0
dir. Bu esitligin her iki tarafin1 k; ile ¢arpalim
k. <Ty, T, >=k;.0
<k,;.T;,T,>=0
<S(Ty), T, >=0
elde edilirki bu egrilik ¢izgilerinin bir ag olusturdugunu gosterir.
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Teorem.2.6.4: n-Boyutlu Oklid uzayinin bir (n-1)-boyutlu hiperkiiresi iizerindeki
herbir egri, bir egrilik ¢izgisidir [8].

Ispat: S?~1 iizerinde teget vektor alan1 T olan dyle egriler artyoruz ki, bu egrilerin T
teget vektor alani egrinin her noktasinda bir asli egrilik dogrultusu olsun. Su halde
S"~1 i¢in S(T)=A.T olacak sekilde T€ x(SP~1) artyoruz demektir. Halbuki

VTeE x(S*1) igin S(T)=%T dir. Bu demek oluyorki S"~1 iizerinde yatan herbir egri
egrilik ¢izgisidir.

Ornek.2.6.1: F:E3 — E3 doniisimii F(x;,X2,X3)=(X1-X, , X1 +X; , 2X3)

olarak tanimlantyor. Bu doniisiimiin tiirev doniisiimii i¢in F, (V) yi hesaplaymiz [11].

Coziim: F,:Tgs (P) = Tgs (F(P))
Vp, = F.(Vp)lew)
F*(vp):%[lz(pl'{_tvl P2 + tvy, p3 + tvs)]li=o
:i (P + tV1'pz‘tV2 P11tV Hpo v, ’p3+tV3)|t=0

—(V1'Vz) |F(p)+(V1+Vz)—|F(P) (2V3) |F(P)

veya

[0h oL o

Oxl 6)(2 aX3 _
N At
*lp Oxl 6)(2 aX3 -

[afg, of 5 6f3J

6X1 6X2 6X3

1

F.lp(Vp)=|1
0

-1 0
1 0f|V2 :(Vl — V3 ,Vq + Vo, 2V3)
olur.

Ornek.2.6.2: Genel olarak F:E" > E™ bir lineer doniisim ise F.(V,) = F(V) g
oldugunu gosteriniz [11].

Coziim: F, |,(V )‘ [F(P+ tV)]]e=0=5; [F(P)+tF(V)]|t 0=F(M)Irep)

Ornek.2.6.3: F:E" - E™ bir déniisiim ve ¥V, € Tgn(P) , gEC(E™, R) olsun
F.(V,)(9)=V}, (goF)

ise F yone gore tiirevi koruyor denir. VF:E™ - E™ doniisiimiiniin yone gore tiirevi
korudugunu gosteriniz [11].

Coziim: E" de {x;,x, ,... ,x,+ ve E™ de {y;,y2, ...,ym} Kkoordinat sistemleri
verilsin.
F:E" - E™ F=(f, f;, ..., f,) ise
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F.]p:Tgn (P) = Tgm (F(P))
V, - F.(V,):C*(E™R) > R
g~ [F.(Vp)I(@)

[F.(V)l(9)= [ZV (f) 5y C)

olup

[F.(Vp)1(8) = ZV (f) 5 ](g)lF(P)

—[Z(Zax ) el 8

j=1 i=l

- IR R AR (1)

j=1 i=l

- o(goF
Vp(goF)=z (g )|p v, goF = (gofy,...,gofy,)

i=1

PAFots S

i=1 j—l
n m af 69

— J

=3 Ly Vi, )
i=1 j=L aXi P ayj F(P)

(1) ve (2) den F*(Vp)(g) = Vp(goF) olur.
Burada goF:E™ - R

0X1 aXn
g . . ]
J(goF, p)—[— o—lr@y| i :
' o “[@ %J

0X1 aXn

27



3.E" de PARALEL HIiPERYUZEYLER VE DONELYUZEYLER

3.1.E™ de Paralel Hiperyiizeyler
Tanim.3.1.1: M; ve M,, E" in iki hiperyiizeyi ve M;’ in birim normal vektor alani
n
0 : :
N;= Zai PValE aj € C*°(M,R) olsun. Eger bir r€R sabit sayisi ve VP =
it OX;

(P1, ----»Pny € My i¢in F(P)=(py+ra,(P),...,pn+ra, (P)) olacak sekilde bir
F:M; — M, fonksiyonu bulunabilirse, M, ye M; in paralel hiperyiizeyi denir [10].
Ny

F(P)

Sekil.3.1.(Paralel Hiperyiizeyler)



Teorem.3.1.1: E™ in M hiperyiizeyi paralel M, hiperylizeyi verilsin. E" in
{X1,...,x,} OKklid koordinat sistemine gore, X€ x(M), X € x(M,) vektdr alanlari

b 0 o - O L. .. = .
X= Zl:bi v X:Zﬂ:bi &oylekl, VP € M i¢in b;(P) = b;(f(P)), 1<i<n

Ozelligi ile verilsin o zaman
1- f,.(x) = X+rS(X)

2- $(f.(0) = S(X)
dir [1].

Ispat: f:M— M, doniisiimii E® ye
f.E® > E"
P— f(P) = (p1 +ray(p), ..., pn + ran(p))

seklinde genisletelim. Burada M nin N= Zai o normal vektor alaninin
i=1 i

a; € C*(M,R), 1< i < n bilesenlerinin de E™ ye

«(p),peEM
aip) = {° gﬂp D

seklinde genisledigini varsayiyoruz,

1-) E™ deki {x4,...,x,} Oklid koordinat sistemine gore f ddniisiimiiniin koordinat
fonksiyonlar1

fi=x;+ra;;E" >R, 1<i<n
olacagindan

03
F, & In+r[a—;]e R2

olacaktir boylece

by by b1(p) n
. dajq| . ) oa,
: +I’[a—i][ : ]:[ : ]+r[za_|'° b;(P)]

by "lbpl by =

elde edilir. Burada , ikinci taraftaki matris formunu tekrar

0 .
Gol1<i<n}

F.|p(Xp) © I

bazi cinsinden yazarsak
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F.lp(Xp) = Zb@)|ﬂw2§b|p@) J5¢e)

i=1 j=
veya, bi(p)—bi(F(p)), 1S i<n eslthglm kullanarak

F.|p(xp)= iﬁi(f(p |f(p) +r ZX [a] |f(F’>

yazilabilir. Burada sagdaki ilk terimin X|f(p) oldugu aglktlr.
Ikinci terim ise rS(X)|¢(py dir. Clinkii

& 0
S(X)= > X[a;]—
(0= X0l
oldugundan

SX)= ZX[a  X[ail(p)=X[a,](f(p))

= mh(P): ZX[ai](f (P)) 8% |f(P)

= S(X)lf(P) Zx[a ](P) |f(P)

= S gy = Zx [a] |f(P)

dir. Buna gore
F.(X)=X+1S(X)
elde edilir.

2-)¢of = a;, 1< i < n olmak iizere

n
0
Ne= 6
i=1 !

vektor alaninin, M, nin normali oldugunu gésterelim. Bunun i¢in

X(Mp)=F.(x(M))

ozelliginden yararlanacagiz. O halde

n
9
VX—Zbia—Xiex(M)
1=
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i¢in

<N, F.(X) > |[gpy =0,VPEM
olmalidir.

<Ny Fo(X) > [py=<N;, X + rS(X) > |gp)

=<Ny, X>|gp)+r<Ny, SX)>|gp)

=205 (F(P) B (F(P) +r 32 (£ ()Xol

=<N;,X>|p+r<N, S(X) > |p
=< N X)) > [pp)=0

simdi

vektor alaninin
owl->M

egrisinin birim teget vektdr alani oldugunu varsayalim. O zaman f.(X) € x(M,)
vektor alaninda

foa: I = M,

egrisinin teget vektor alan1 olur. Buna gore P=a(t) € M noktasinda

s 0
S(X)|P:DXpN = Zxa(t)[ai]aT lp

Z d(a 0(1) 8

v

;d(& ;)tfoa) L2 0 i
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s 0
= izzl:f*(x) If(P) [EM]G_XI b

dir. Diger taraftan
Sr(£.X)¢py = D, x)lepy N

. 0
= ;f* (X) |f(P) [au]& |f(P)

dir. Boylece
Sr(EX) gy = SX)
elde edilir.

Teorem.3.1.2: f:M— M, olmak iizere, M nin bir paralel hiperyiizeyi M, olsun. O
zaman, f umbilik nokta olma 6zelligini korur [1].

Ispat: P€ M, M nin bir umbilik noktas1 olsun. Bu durumda VX, € Tu(P) ve bir tek
A €R igin S(X,)=AXp dir. Teorem.8.1 geregince

f.(Xp) = Xlgpy + rSX) | 5py
ifadesinde S(Xp)=AXp yazilirsa f(XP):le(P)'i'r}\XPlf(P)

f,(Xp) = (1 + r)X|¢p)

f.(Xp)
1+rA

Xlepy=
yazilabilir. Buna gore

Vi, (Xp)€ Ty, (f(P))

i¢cin
S¢(f.(Xp)) = S(Xp)
=7\X|f(P)
:ﬁf (Xp)
S (£.(%p)) = 17 )\f . (Xp)
elde edilir.
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3.2.E™ de Donel Yiizeyler

Tamm.3.2.1: E" de {x;, ..., X,} Oklid koordinat sistemi ve E" in % yi de igine alan

(n-1)-hiperdiizlemini gézoniine alalim. Bu hiperdiizlemde % ile kesismeyen bir

(n-2)-manifold P olsun. P nin E™ de ai ctrafinda dondiiriilmesiyle elde edilen

Xn

hiperylizeyi M ile gosterelim. % ekseninden gegen (n-1)-hiperdiizlemler ile M nin
arakesiti olan herbir (n-2)-manifolda M nin meridyen manifoldu ve vm € P
noktasina ai etrafinda donmesiyle elde edilen egriye M nin bir paralel dairesi

Xn
diyecegiz. Ozel olarak a% den gecen 2-hiperdiizlem ile M nin arakesiti olan egriyede
meridyen egrisi diyecegiz.
Heniiz P manifoldunun genel olarak bir (n-2)-manifold olmaktan Gteye bir 6zelligi
yoktur. Bu durumda, M nin bazi 6zelliklerini arastiralim % ekseninden gegen bir
2-hiperdiizlem H olmak iizere M nin HNM meridyen egrisini gbzoniine alalim. M
nin birim normali N olmak {izere HNM {izerinde N€ x(H) yazilabilir. x€ x(H n M)
birim vektor alani i¢in M nin Riemann Konneksiyonu D ve sekil operatorii S olmak
tizere DyN=S(X) dir. Diger taraftan, HNMcH oldugundan S(X)€ x(H) dur.
O halde

S(X)€ x(M)
S(X)€ x(H)

elde edilir. Boylece S(X) meridyen egrisine teget yani S(X)=k.X, KER dir. Buna gore
meridyen egrilerinin teget vektor alanlart M nin asli egrilik dogrultulari olurlar.

a% ye dik (n-1)-hiperdiizlemler ile M nin arakesiti, eger bosdegil ve bir noktadan

ibaret degil ise E™ in bir (n-2)-hiperkiiresidir. Boylece hiperkiireyi S"72 ile
gosterelim. Buna gore

x(M) = x(S"™*) @ x(Hn M)
dir. Simetrik lineer déniisiimiin bir invaryant alt uzayidir. Ustelik
SX(S"7%) = x(8"7?)

doniisiimiide simetrik lineer doniisiimdiir. O halde S nin x(S™2) deen az bir
karakteristik vektorii vardir. Bu vektdre x; diyelim boylece x(S*72) de Sp{x;} in
ortogonal tiimleyeni S altinda invaryant kalir. Béylece devam edilerek, x(S™2) nin

{Xli ) Xn—Z}
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ortanormal bazi eldeedilir, Oyleki
S(Xi) = )\i.Xi ,1S i<sn-—-2 ,)\i eR

dir. O halde M nin {x4, ..., x,_,} asli egrilik dogrultu sistemi vardir ve X meridyen
egrisinin birim tegeti ,x; 1 < i < n — 2 de donelylizeyin % ye ortogonal olan
n

(n-1)-hiperdiizlem ile M nin arakesitinin teget vektor alanidirlar [10].

Tamim.3.2.2: E™ in bir hiperylizeyi M olsun. M {izerindeki bir C* egri a ise o
boyunca, DT =0 ise a-egrisine M iizerinde bir jeodezik egridir denir [10].

Tamm.3.2.3:E"*1 de bir M hiper yiizeyi iizerinde geodezik denen egri 6yle bir
parametrik egridirki bu egrinin her noktasindaki ivme vektorii M ye ortogonaldir.
Yani

o:I—M
ise

€Ty (a(t)) ,VtEl
dir [10].

Teorem.3.2.1: M bir donelhiperyiizey ve M nin bir meridyen manifoldu P olsun. P
nin iginde yattig1 (n-1)-hiperdiizlem H olmak tizere H ya gore olmayan fakat P de
geodezik olan her egri M de geodeziktir [10].

ispat: M nin Riemann konneksiyonu D, H nin Riemann konneksiyonu D ve P nin
Riemann konneksiyonuda P olsun.

oawl->P

egrisinde P de geodezik ise a(l)cP nin birim teget vektor alan1 X olmak tizere
Pp,x = 0 olur. P ve H manifoldlar1 i¢in Gauss denklemi gézdniine alinirsa

0=Pp,x=DxX-<S,(X) ,X > Np
DyX=<Sp(X),X > Np

elde edilir. Burada, Sp ile P nin sekil operatorii gosterilmistir. Tekrar Gauss denklemi
ile H nin sekil operatorii 0 oldugundan

Dy X=DyxX

ve
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5XX=DXX-<S(X) ,X> N

yazilabilir.
Boylece

DyX =< Sp(X),X>N-<SX),X>N
DyX =< Sp(X) — S(X),X >
elde edilir. Diger taraftan
Sp(X) = DxN=DyN=S(X)
dir. Boylece DxX = 0 bulunur. Bu ise o’nin M de geodezik oldugunu gsterir.

Teorem.3.2.2: Mc E3 dénel yiizeyve M nin dénme ekseni % olsun. O zaman,
3

a: I - M bir paralel daire olmak lizere ; ” a bir geodeziktir & a boyunca <N,%>=O
3
dir” [10].

Ispat : (=) : « bir geodezik olsun. @ nin birim teget vektor alan1 T olmak iizere,
D1T € Sp{N} dir. Diger taraftan « bir paralel daire oldugundan

<T,i> ] 0
OX3

a
< —_— =
=< D;T, oxs >=0

dir. Boylece,

9
<N’a_x3> _ 0
bulunur.
(<): a boyunca <N,£> = 0 verilsin. O zaman , @ boyunca {T,N,%} bir
3 3

ortonormal sistem olur. Buna gore ,

<T,T>=1 T<T, T> =0 <DtT,T> =0
0 T<rlsz0  <DTl> =0
'aJC3 - 'ax3 - T 'aX3 -

ise D;T € Sp{N} = « bir geodeziktir.
Teorem.3.2.3: M bir donel yiizey ve meM noktasinin ¢izdigi paralel daire de a: 1 —
M olsun. O zaman, a bir geodeziktir & M nin birim normali a« boyunca dénme

. 0 i
ekseni Fr ye diktir [10].

Ispat: a bir geodezik olsun. O zaman, & nin birim teget vektor alam T olmak iizere,
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D;T € Sp(N)
dir. Diger taraftan a bir paralel daire oldugundan,
d

<T,a >=0

T<T-2->=0

dxp
a

<DTT,E > = O

elde edilir. Buradan a boyunca N nin % ye dik oldugu elde edilir.
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4.EGRILIK CiZGiSINI KORUYAN DONUSUMLER

E™ de M ve M, iki hiperyiizey olsun. Bir F:-M— M,. doniisiimiiniin eki

Fax(M) = x(My)
s— F.(s)

olmak tizere a: 1 = M egrisi egrilik ¢izgisi ve teget vektor alani
s— a(s)

T iken ayn1 zaman da S ve S, sirasiyla M ve M, hiperyiizeyine ait sekil operatorleri
S(T)=AT esitligi saglanirken

Se(F.(T)) = AF.(T)

bagintis1 saglaniyorsa, 2—Z:T ile belli olan a-egrilik ¢izgisi F tarafindan
korunuyordur denir [2].

4.1.Normal Doniisiim

Tamim.4.1.1: E" de bir hiperyiizey M ve M nin birim normal vektor alani
50

N= Zai > a; € C*(M, R) olmak iizere
i1 OX

M, = {x; + ra;(X), ..., x, + ra,(X)|X = (X4, ..., Xp) € M}
seklinde taniml1 M, hiperylizeyine M nin bir paralel hiperyiizeyi denir.
F:-M—- M,
x—= f(X) = (x; + ra;(X), ..., xp + rap (X))

dontisimiinede M nin M, iizerine normal doniisiimii denir [2].

Teorem.4.1.1: M nin bir paralel hiperylizeyi M, ve F:M— M, normal doniigiimii
olsun. Bu normal doniigiim egrilik ¢izgisi olma 6zelligini korur [7].

Ispat: o: I = M egrisi M egrilik ¢izgisi olsun teget vektor alani T i¢in S(T)=AT olur.
Daha once

$i(F.(T) = T (F.(D) A = 1

icin
S¢(F.(T)) = A(F.(T))

elde edilir. O halde normal doniisiim egrilik ¢izgisi olma 6zelligini korur.

4.2.Stereografik izdiisiim

E™*1 de merkezi C(0,.. .,0,%r) ve yarigapi %r olan S™ kiiresinin denklemi
X7 4+ x5 + - + %3 + Xp11(Xpt1 — 1)=0 oldugunu biliyoruz S™ N E(,41y={0} olmak
tizere B={0,...,0,r} € S™ kutup noktas1 adini alir.



Tamm.4.2.1: E"*1 de merkezi C=(0,...,O,§r) olan bir hiperkiire S? ve bir

n-hiperdiizlemi Eg,41), = H, olarak verilsin. O€ E™*! baglangi¢ noktasinin C

n
merkezine gore simetrigi B=(0,0,...,0,r)€ SZ ve ST — {B} = Sc / g olmak iizere

n
(O SC/B - Hl'l
X- o(X) =X

seklinde tanimlanan o-fonksiyonuna stereografik izdiisiim denir [4].

Sekil.4.1.(Stereografik Izdiisiim,[8])

VX = (X1,Xp, -, Xns1) € 5 /g igin 0< Xp4q <1 dir ve bdyle herbir X noktasina

stereografik izdiisiimiinde bir o(X)=X noktas: karsihik gelir. BuX noktas1 BX

dogrunun H,, yi kestigi noktadir. BX dogrusuda

X=B+t(X-B)
formundaki noktalardan geger. Sekle gore
BOX ve BLX ti¢genlerinin benzerliginden

IBL| _ |BX]| y r—Xn+1_|IX=Bll

[BO|  [BX] r IX-BI|
bunuda (*) denkleminden

X — B =t(X - B)
_X-B_ . _ IX-B|

=t IX=BI|

yerine yazilirsa

I'—Xp4p _ 1 - T
=1 veya t

I'=Xn+1
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elde edilir. Bu deger (*) da yerine yazilir.

— r
X=B+——(X—B)

I'=Xn+1

veya X=c(X) den

elde edilir. Denklemi
Xp4+1=0

olan bir n-hiperdiizlem E™ olmak tizere
o: Sn/B — E"

fonksiyonuna da S™ nin E™ stereografik izdiisiimii denir.

Teorem.4.2.1: o: S“/B — H,, stereografik izdiisiim birebir ve Ortendir. Dolayisiyla
o~ 1 mevcuttur [8].

Ispat: o-birebir dir.

X=(Xq, ..., Xp4+1) € S i¢in kiire denklemi saglandiginda
Z Xi2 + X1 (Xn+l - r) =0 (*)
i=1

dir.
o(X) = X=(Xy, ..., %)

rX + x,41B
o(X) = — 2+

I' = Xn+1
degerleri (*) da yerine yazilirsa
— I'Xi
X{=——
I'— Xn+1
= Xil‘ — XanH:rXi

r—Xpt1—

- Xi = THHXI

bu (*) da yerine yazilir

Z(r n+l) X +Xn+l(xn+1 )

(r Xn+1) Z X + Xn+1(Xn+1 - r) :O

(r—xn+1)% N\ o
2 X, = Xn+1(r - Xn+1)
i-1
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n
(r'Xn+1) ZX.Z :rZXn+1
i=1

n n
rY % =Xpeq (124 D %7)
i=1 i=1

Xn+1 = (**)

— n
elde edilir ki x,,; <7 oldugundan X € H, noktasina karsilik birtek x€ SC/B
tutulabilir.

o-Ortendir.

Buradan x€ SP o(X) = 22Xt g

r=Xn+1

— r
X=B+——(X—-B)
I'=Xn+1

formuna gore
X_B:I‘(X—B)
—Xn+1
1 J—
X:; [BXn+1 + X(I‘ - Xn+1)] (***)
r<X,X>

r2+<X x>

+X(r —

r2+<X,xX> '
]

Br<X,X>+r3X
r2+<Xx>

bulunur x, 41 IN X, 41= degerlerini burada yazacak olursak
1 <XX>
X==[B—

r<X,X>
r2+<X,xX>

)]

_1 [Br<X,)_(>+r3X

rt r2+<xXX>
X=0"1(X) =
bulunur. O halde o —ortendir.

o nin Tirev Doniisiimii ise

0:S"/B - H,
O_(Xl, ...,Xn+1) = ()_(1, ...,in, 0)

_ IXj
o(X) =% = ———

I'=Xn+1
rx rX

o(X) = (———,..,———,0)

I'=Xn+1 I'=Xn+1
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aX]'

100 X1

r_Xn+1
010 %,

_ 1 r_Xn+l

G*X_F_Xn+1

00 1 Xn

r_Xn+1

000 0 |

seklinde bulunur.

Teorem.4.2.2: Stereografik izdiisiim altinda egrilik ¢izgisi ve umbilik nokta olma
ozelligi korunur [8].

Ispat: 0:S™/B — H,, stereografik izdiisiimii gbz Oniline alalim Sy hiperkiire i¢in
sekiloperatorii Sy = I,, Sq hiperdiizlem i¢in sekil operatoriiSq = 0y, dir.

a:1 - S"/B
Egrisi hiperkiire tizerinde bir egrilik ¢izgisi ve teget vektor alan1 T ise
Sn
Sk(A) = AT VTE x(° /)
dir.
Sa(0.(T)) = 0.0.(T)

yazilabileceginden, o, altinda teget vektor alanlarinin resmi olan o, (T) ler birer asli
dogrultu olur. Bu ylizden hiperdiizlem {izerindeki her egri egrilik ¢izgisi olur. Bu
yiizden hiperdiizlem tizerindeki her egri egrilik ¢izgisi olur. O halde o stereografik
izdiislimii altinda egrilik ¢izgisi olma 6zelligini korur.

Ornek.4.2.1: Kiire iizerinde alinan gember Stereografik Izdiisiim altinda egrilik
¢izgisi olma 6zelligini korur.

4.3.Mobiiis Uzay1

n+1
E™*! de bir hiperkiire S ve »'x?=r? denklemi ile bir n-hiperdiizlem H, verilsin.S¢
i=1
hiperkiiresinin kutup noktast B=(0,0,....,0,r) olsun. H,, hiperdiizlemi denilince
Xn+1 = 0 hiperdiizlemi anlasilacaktir. Stereografik izdiistim altinda B noktasinin
resminin H,, ye eklenmesiyle n-boyutlu Mébiiis uzay: elde edilir.
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—_— rX. n
Xj = : ’inz = Xn+1(T = Xn+1)
i1

I'—Xn+1

esitlikleri yardimiyla

r?Xn41

I'—Xn+1

elde edilir. X— B i¢in x,,; — r olacaktirki, buna gére X € H noktas1 O orijin
noktasindan (d(X,0) — o0) sinirsiz uzaklasacaktir. Limit durumundan elde edilen bu
noktay1 X, gosterecegiz. Bu durumda su tanimi verecegiz [8].

Tanim.4.3.1: o: Sn/ g — Hy stereografik izdiisiimii altinda 0(X) = (X) olmak iizere

n-boyutlu Mobiiis uzayr M" ile gosterilir ve M™ = H, U {X} seklinde tanimlanir.
Bu tanimin sonucu olarak o: S™ — M" olarak yazilir [4].

4.4.Inversiyon

Tamm.4.4.1: 0: S™ —» M" stereografik izdiisim ve S in merkezinden gegen ve M"
ye paralel olan H,, hiperdiizlemine gore simetri
@:S" -> M"

olsun.

Bu durumda

Y = cogoo™?!

doniistimiine M™ in inversiyonu denir[4].
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Sekil.4.2.(Inversiyon,[8])
U nin analitik ifadesini belirtmek istersek, bunu hesaplarken X # X ,x € M™ alinur.

(P(Xp "'an+1):$.X1f TR S Xn+1)
o(X) = B+r—(X_ B) =rX —Bx 4 r—xn41

— Xn+1

B <X X> +Xr?
r24< XX >

o 'X) =

ifadesini elealarak VX € M" icin
Y(X) = (copoo™1)(X)
degerini hesaplayalim.

YX) = (c09) (071 (X))

® = (006) r2X N <X,X>B
b(X) = (oo [r2+<X,X> r24< X, X >
2

= r? _ r _ <XX>
V&) = lon g - e M e s (00, -0
®) = (00) r? B r? _or<XXx>
= (oo == X1, —— Xy, —
W ¢ [r2+< XX> VT r24< XX > M r24< X X >

Wy nin tanimindan ilk n bilesen ayn1 ve n+1 inci bilesen r den ¢ikartilir.

® r? B r? B r<XX>
=GTX’_"’TX ’F_T
v x> <X x> T <X X >
i (X X,,0) +(0,0,..,0,r) | 1 <XX>
X1, oy Xpy) U, ...,0,r e ——
1 n r24< X X >
_ r? <XX>
YX) = 6[——==—+B(1-—————]]

Cr24< XX >
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r’b
r2+< X, X >

+ ]

® = ol
VX = ol xS
2 rZ

R4, e &y 0) + (0, ..,0,1) ————
(1B, 0 4 (0, 01) R XS]

V&) =ol xS
2

llJ(X) = G[(ﬁ) ()_(1! oy Xp r)]

r

0 nin tanimina gore cs(X):B+r " (X-B) den
~4n+1
N\ Py r r’(B+X)
b(X) =BH r3 [r2+<)_(X> ]

I r<xx>

r(r?+<XX>) r?B+r?X-Br? —B<X,)_(>]

Lp(x):B+r3+IE)_(,_)_(>_r3[ _ r2i<i_(,)_(>
® = B<XX>4+r’X—< X,X>B
vX) = B <XX>
®) = —
bX) = <XX>

bulunur. Bu inversiyon, merkezi O ve yarigapi r olan hiperkiirenin noktalarint ayni
birakir. Bu nedenle bu doniisiime merkezi O olan yaricapi r olan hiperkiireye gore

inversiyondur denir.

Inversiyonun Tiirrev Tasviri;
e ———
<XX>
formiiliine gore, X=(x4,...,X,) € M, i¢in

r’x

YO =xxs

llJ(X) = I:X1 y oy I:XH w = (lljla""lpn)
S Y /

9y . O
|[6X1 an—l
‘](qJ'X):q’*lx: : " :
6X1 an
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2 2
in —2X; - —2X1Xp

r2  li=

Pulx = ——— : :
x?)?
(izzl“ 2 —2X1Xp lez — 2x2

==Y

bulunur.

Teorem.4.4.1: { inversiyon doniisiimii altinda egrilik ¢izgisi olma 6zelligi korunur
[8].
Ispat: y:M" - M"
x> 00 =1

dontisiimii veriliyor.

M" = H, N {X,}
seklinde tanimlanan M™ mdbiiis uzayinin normali

N={aj, ...,an}
bi¢ciminde bir sabit vektor alanidir. Vx € x(M™) i¢in

S(X)=DgN

S(X)=X[N]

S(X)=0

S=0,
dir. Bu sekil operatorii M™ mobiiis uzayinin her noktast aynidir.

ol - M"
Bir egrilik ¢izgisi ve teget vektor alani T ise S(T)=0.T dir. y, altinda vektor
alanlarini resimlerinin dogrultulari i¢in S(,(T)) = 0.y, (T) yazilabileceginden her
dogru asli dogrultu ve her egri bir egrilik ¢izgisi olur. Bdylece {r inversiyon
doniisiimii altinda egrilik ¢izgisi olma 6zelligini korur.

4.5.Konform Doniisiim

Tamm.4.5.1: E3 de iki yiizey M ve N olsun. Bir F:M— N doniisiimii i¢in
IF.(VO)I=AP)||Vp |, YV, € Tw(P) , A:M > R
p— A(p) >0
ise F ye konform doniistimdiir denir.

Bir konform doniisimde A =1 ise F bir lokal izometridir. Su halde konform
dontistimler tanjant vektorlerin uzunluklarini korumaz fakat VP € M noktasinda P
deki tanjant vektorleri her birinin uzunluklarin1 ayn1 oranda degistirir.

Bu nedenle konform doniisiimlere genellestirilmis izometriler denir[10].

Ornek.4.5.1: Konform déniisiimiin agilar1 korudugunu goserelim [10].
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Coziim: F:M—-N
Konform Doéniisiim olsun. O zaman 3A:M - R,A >0
Oyleki ;

vV, € Tw(P) i¢in |

F.V,|| = A@)||V, || dir.
Buna gore YV, U, € Ty (P) igin;
<F.(V, + Up) F.(V, + Up) >=22(p)<V, + U,V + Uy, >
=< F,Vp+F,U,, F.V, + F,U,>=A%(P) <V, + U, V, + U, >
V|| +2<F.V, FU, >+||F.U, || =22 ||V, ||*+222(P)<V,, U, >
#2W||u||”
=<F.V, F.U, >=A2(P)<V,,U, >

=]

dir. Buna gore;

<FEV,EU,> M(P)<V,U,> <V,U,>
IE. Vol I1FUp [ APVl Up| - (1 [1U ]

dir. O halde; F, altinda agilarin 6lgiileri korunur.

Teorem.4.5.1: M hiperyiizeyinden M’ hiperyiizeyine bir diferensiyellenebilir
konform doniisiim, egrilik ¢izgisi olma 6zelligini korur [8].

Ispat: F:M— M’', VPEM ve VT,, T,_1 € x(M) teget vektor alanlari igin
<F,(Ty),F.(Ty—1) >=2*(P) < Ty, Ty > dr.

Sekil.4.3.(Konform Doniistim,[8])

M hiperyiizeyi iizerinde P noktasindan gegen cq,..., ¢,_4 ortogonal egri ailesinin
tiyeleri birer egrilik ¢izgisi olsun. O zaman bunlarin teget vektor alanlart olan
Ti,...,Th—1 birer asli dogrultu olur.(Sekil.4.5)

F diferansiyellenebilir oldugundan F, mevcuttur ve T; € x(M) nin resmi F,(T;) dir.
M iizerinde Tj,...,T,_;, N bir n-li ortogonal sistem olustururlar. F doniigiimii
konform oldugundan agilar1 korur. Bu yiizden {F,(T,),...,F.(T,—1),F.(N)} de M’
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tizerinde ortogonal sistem olusturur. Dolayisiyla n-li ortogonal sistem korunur. Dupin
teoreminden dolayr {F(c;), ....,F(cy_1)}egrileri M’ {izerine birer egrilik ¢izgisi
olurlar. Bu yiizden F konform doniisiimii altinda egrilik ¢izgisi olma 6zelligini korur.

4.6.Mercator Izdiisiimii

Sekil.4.4.(Mercator Izdiisiimii,[8])

X:(XI'XZ'X3) = ((P: G, X3) € Sg

F:S2 > E2

(6, ©)—=F(6, @)=(AIntanZ, Ap)=(xy X,)
seklinde taniml1 Mercatér izdiisiimii E3 de kiirenin diizlem {izerine konform tasviridir
[3].
Mercatdr izdiislimiiniin tiirev doniisiimii (tasviri) ;

F(6, )=(AIntan2, Ap)=(Fy, F;)

denilirse
& 0F1 A O
F.=| % 00 :[m ]
OF OF
S I U

olur Paralel daireler i¢in 8 = sabit, T, = (0,A) ve meridyenler i¢in ¢ = sabit Ty =

A <
(ﬁ, 0) oldugundan

A A
| — 0O||—|_ 2 _ A
F*(Te) = [ 51(1)16 )\] Ismel—sinz'3 = Sin0 Te

0
ve
A
F.(Ty) = [m 0] 3] = 0.2 =1,
0 A
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elde edilir [8].

Teorem.4.6.1: Mercator izdiisiimii egrilik ¢izgisi olma 6zelligini korur [8].

Ispat:F:S? - E2

(6, 9) —=F(6, ¢)=(AlntanZ A¢)

doniistimiinde kiirenin sekil operatorii Sy = I, ve diizlemin sekil operatorii Sq = 0,
dir. Kiire tizerindeki her egri birer egrilik ¢izgisi olduklarindan, meridyenler ve
paralel dairelerde birer egrilik ¢izgileri olur. Bunlarin teget vektor alanlari olan.
Tg ve Ty, asli dogrultularinin F, altinda diizlem tizerindeki resimleri dogrular oldugu

i¢in

Sa(F.(Ty))

A
=0.—Ty =0

sinf

Sa (F.(Ty)) = 0.2T,

yazilabileceginden, her dogrultu asli dogrultu ve her egri egrilik ¢izgisi olur. Bu
nedenle Mercator izdiisiimii F altinda egrilik ¢izgisi olma 6zelligini korur.

4.7.Lambert lzdiisiimii

E3 de kiireden silindir iizerine olan bir izdiisiimdiir. Kiirenin noktalarinin silindir
tizerindeki izdiisiimiinde resim noktalar kiirenin noktalarindan silindirin eksenine

¢ikan diklerin silindiri kestigi noktalardir[3].

: -
Sl

»

O

Sekil.4.5.(Lambert izdiisiimii,[8])

ve silindirin denklemi x’* + y'* = 1 (z=t keyfi) dir. Kiirenin denklemi
x? +y? +z? =1 Lambert izdiisiimiiniin denklemi; OXQ ve OXQ' iicgenlerinin

benzerliginden
|oX| _10Q] =
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olur. Buradan

X VX% +y? , X

= X =

X' 1 V1 -—2z2
ve
12+ 12 1 XZ + 12 1 ’ y
= = = = =
x? +y sty V' ==

bulunur. Buradan

F:S% — C?

Fy 2= ) = (FuFa F)

seklinde elde edilir. Tiirev doniisiimii ise

[& OFy  0Fy [ 1 zX ]
e or ol | (-2 |
Fo=|32 22 22l L |
* T lox 9y 0z | 0 NrE 3 |
[6F3 OF5 aFgJ | z (1—22)5J
ax dy 0z 0 0 1

olur.

Teorem.4.7.1: Lambert izdiisimii meridyen ve paralel dairelerinden ibaret olan
egrilik ¢izgilerinin bu 6zelligini korur [8].
Ispat:a: 1 - S?
bir egrilik ¢izgisi ve ve teget vektor alan1 T i¢in
Sk(T) = AT, A = sabit
olur. Sayet silindirin sekil operatorii S. olmak {izere
Sc(F.(T)) = wF.(T)

olacak sekilde dogrular bulabilirsek o zaman egrilik ¢izgisi olma o6zelliginin
korundugunu gosterebiliriz.

F*()_()) = €, i¢in X € x(S?) olacak sekilde dogrultular varmidir buna bakalim.
X=(X4, X5, X3) i¢in

49



1 0 zZX
1 3
[(1—z2)5 (1—z2)f] X1
FOX)= o 1 zy__||%2(=(0,0,1)
1 3
(1-z2)z2  (1-z2)z | X3
0 0 1

esitliginden x4, x, Ve X3 hesaplanirsa

X4 N X5
3
V1 —z2 (1-22)2
X2 n ZyX3
3
V1 —z2 (1-—22)2
ZX

11— g2

=0

=0

X3:1:>X1:
zy
1—2z2"

(1 —2%) +zxx3 =0

X3: X3:1

X,(1—22) +zyx; =0

X3=1

X noktas1 olarak

ZX A%

X:(_l—zz'_l—zz'l)

bulunur.

Resimleri €; olan egrilik ¢izgileri

Sk(X) = AX, Sy = I oldugundan sekil operatorii S, = 0, oldugundan
Sc(F.(X)) = 0.F.(X)

dir.
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SONUC

Sonuc.1: F, altinda teget vektoér alaninin resmi silindir tizerinde €3 olan egrilik
cizgileri silindir lizerinde de egrilik ¢izgileridir.
F, altinda teget vektor alanlarmin resimleri €5 e dik olan egrilik ¢izgileri
< F.(X),€é;>=0
X3 =0
bulunur. Bu dogrultuda S, = I, oldugundan
Sc(F.(X)) = F.(X)
F.(X) = (x1,%2,0)
dir [12].

Sonu¢.2: Teget vektor alanlarinin F, altinda resimlerinin dogrultulari €5 e dik olan
egrilik cizgileri F altinda C? iizerinde de egrilik ¢izgileridir [12].
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