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OZET

Bu calismada, lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin yeni jakobi eliptik fonksiyon
¢dziimlerinin bulunabilmesi icin mevcut olan F -A¢ilim yontemi ve G'/G-Ag¢ilim
yontemlerinin yeniden gelistirilerek yeni versiyon genellestirilmis F -Ag¢ilim yontemi ile
yeni genellestirilmis F'/ F -A¢ilim yontemleri verilmistir. Bu yontemler Benjamin-Bona-
Mahony denklemi ile Davey-Stewartson denklem sistemine uygulanmis ve literatiirde
bulunmayan yeni jakobi eliptik fonksiyon ¢6ziimleri elde edilmistir. Bulunan ¢6ziimlerin iki
ve 1iic boyutlu grafikleri c¢izilerek soliton dalgalarinin zamana baghh davranislan

gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Yeni versiyon genellestirilmis F -A¢ilim yontemi, Yeni
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kismi tiirevli diferansiyel denklemler
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ABSTRACT

In this study, to find new available Jacobi elliptic function solutions of nonlinear partial
differential equations, new version of the generalized F -expansion and new generalized
F'/F expansion methods are given that available F -expansion method and G'/G -
expansion methods are improved again. These methods are applied to Benjamin-Bona-
Mahony equation and system of equations Davey-Stewartson and new Jacobi elliptic
function solutions that cannot be found in literature, are obtained. Also, the behavior of

solutions is determined by two and three dimensional graphics depending on the time.
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1. GIRIS

Yasadigimiz diinya ve onunla beraber tiim evren birbirine bagli olaylarin bir diizeni
icinde zamanla akan bir nehir gibi akip gitmektedir. Bu diizen doga yasalariyla
saglanmakta olup, yasalar ise matematiksel kavramlarla anlagilabilmektedir. Bu
yasalart anlamamiz1 saglayan matematik bilgimiz artikgca bu akip giden diizeni
anlamamiz daha da kolaylasacaktir. Bu diizeni olusturan yasalara gore gerceklesen
pek cok olaymn neticesinde ortaya c¢ikan fiziksel problemler, bu problemlerin
cozlimleri iizerine Onerilen yontemler ve yoOntemlerin uygulanmasindan c¢ikan
¢dziimler matematik diliyle ifade edilerek anlamli hale gelir. Iste bahsettigimiz bu
problemler doga yasalarinin ortaya koydugu normlarla bir diferansiyel denklem ile
kendine karsilik bulur. Genellikle fizik, kimya, biyoloji, miihendislik ve ekonomi
gibi bilimsel alanlarda ortaya ¢ikan bu problemler matematiksel modellerle yani

diferansiyel denklemler kullanilarak ifade edilir.

Diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin bulunmasi bu durumda olduk¢a onemlidir.
Ozellikle kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢ziim yontemleri {izerine yapilan
aragtirmalar daha da Onemli bir hale gelmistir. Bir kismi tiirevli diferansiyel
denklemin ¢6ziimiinii veren pek cok farkli yontem gelistirilmistir. Bu yontemler
bazen benzer ¢oziimler sunarken bazen de farkli ¢oziimler ortaya ¢ikarabilmektedir.
Iste elde edilen bu ¢dziimlerin diferansiyel denkleme karsilik gelen fiziksel olay
anlamada Onemli yararlar1 vardir. Uygulamali bilimlerde daha ¢ok karsilasilan,
zamana gore tiirevi igeren lineer olmayan olusum (evrim) denklemleri olarak da
bilinen lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin integrallenebilmeleri
veya ¢oziimlerinin varligr igin gelistirilen ydntemler dnemini artirmistir. Ozellikle
son yapilan c¢aligmalar lineer olmayan kismi tlirevli diferansiyel denklemlerin
¢Ozlimlerini bulmaya yogunlagsmistir. Ciinkii bu tiir denklemler pek ¢ok problemde
karsimiza ¢ikmaktadir. Genel bir ¢6ziim yontemi olmayan bu tiir denklemler 6zel

yontemlerle incelenip yeni ¢ozlimler iiretilmeye calisilmistir.

Lineer olmayan kismi tiirevli bir diferansiyel denklemin ¢oziimlerinin
uygulanabilirligi pek ¢ok fiziksel olayr anlamada bize yardimci olan dalga kavrami

ile aciklanabilir. Yani bulunan ¢ozlimler bir dalganin zamana bagl hareketi ile ifade



edilebilirse fiziksel olayr anlamak kolaylasabilir. Ornegin bu dalgasal hareketlilikler
belli bir diizende esnek ortamlarda, akiskan mekanlarda, optik iletim ortamlarinda
kendini gosterir. Bir dalga c¢esidi olan soliton lineer olmayan kismi tiirevli
diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini ifade etmede olduk¢a kullanighdir. Bundan
dolay1 lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin yiiriiyen dalga (soliton)
modelinde ¢6ziimlerini bulmak i¢in ¢ok sayida yaklasim yontemi 6ne siiriilmiis ve

One siirilen bu yontemler zamanla da gelistirilmistir.

Lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢éziimleri i¢in onerilen bazi
analitik yontemler; Hirota bilineer yontemi [1], ters acilim yontemi [2], Darboux
doniistim yontemi [3], Painleve agilim yontemi [4], sine-cosine yontemi [5], tanh
fonksiyon yontemi [6], ilk integral yontemi [7], listel fonksiyon yontemi [8], deneme
denklem yontemi [9-11], genisletilmis deneme denklem ydntemi [12-16], Jakobi
eliptik fonksiyon yontemi [17-19], Weierstrass eliptik fonksiyon agilim yontemi [20],
F -Agilim yontemi [21-28] ve G’/ G -A¢ilim yontemi [29-31] sayilabilir.

Lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin Jakobi eliptik fonksiyon
¢oziimlerini elde etmek olduk¢a Onemlidir. Yiiriyen dalga c¢oziimlerinin eliptik
fonksiyona karsilik getiren Jakobi eliptik F -A¢ilim yontemi [32-35], gelistirilmis
Jakobi eliptik F -A¢ilim yontemi [36-38], genellestirilmis Jakobi eliptik F -Ag¢ilim
yontemi[39-40], uzatilmis Jakobi eliptik F -Ac¢ilim yontemi [41] gelistirilmistir.
Ayrica Jakobi eliptik denklem yontemi [42] ile gelistirilmis genel esleme
deformasyon yontemleri [43-44] Jakobi eliptik fonksiyon ¢oziimleri veren diger

analitik yontemler olarak sayilabilir.

Bu tez c¢alismasinda F -Ag¢ilim yontemi ve G'/G-Acilim yontemlerine farkl
acilardan bakarak bu iki yontemin bir birlesimi olan yeni yontemler sunulmustur. Bu
yontemler lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin yeni tam
¢ozlimlerinin bulunmasi i¢in yeni versiyon genellestirilmis F -A¢ilim yontemi ile
yeni genellestirilmis F'/F- Acilim yontemi olarak verilmistir. Bu yontemler
sirasiyla Benjamin-Bona-Mahony (BBM) denklemi ile Davey-Stewartson (DS)
denklem sistemine uygulanmistir. Bu uygulanacak yeni tam ¢6ziim yontemlerinin

algoritmalarinin yazilmasi ve bu algoritmalarin uygulanabilmesi i¢in olusturdugumuz



yontemler diizenlenerek sembolik bilgisayar programlart yardimiyla denklemlerin
cOzlimleri elde edilmistir. Bilgisayar programi olarak Mathematica kullanilmis ve
gerekli kodlar hazir programlar araciligiyla diizenlenmistir. Elde edilen ¢oziimlerin

grafikleri i¢in farkli ¢izim programlarindan da faydalanilmistir.

Tezin birinci boliimiinde kullandigimiz temel tanimlar ve kavramlar verilmistir.
Ikinci boliimiinde ise yeni versiyon genellestirilmis F -A¢ilim yontemi ile yeni
genellestirilmis F'/F - Ac¢ilim yontemleri genel hatlariyla anlatilmistir. Ugiincii
boliimde BBM denklemi ve DS denklem sistemine yeni versiyon genellestirilmis F -
Acilim ydntemi uygulanmistir. Dordiincii boliimde ayni denklemlere genellestirilmis
F'/F- Acilim yontemi uygulanmistir. Son olarak da besinci bdliimde ise

kullandigimiz yontemler ve buldugumuz sonuglar karsilagtirilip degerlendirilmistir.
1.1. Temel Kavramlar

Bu boéliimde diferansiyel denklemler, jakobi eliptik fonksiyonlar ve soliton dalgalar

ile ilgili temel kavram ve 6zellikler verilmistir.

1.1.1. Diferansiyel Denklemler

Diferansiyel denklemler dogada gerceklesen pek cok fiziksel olaym neticesinde
ortaya ¢ikmaktadir. Bu fiziksel olaylar matematiksel ifadelerle modellenerek
diferansiyel denklemler elde edilir. Bu elde edilen denklemlerin ¢dziimlerinden elde

edilen ¢oziim fonksiyonlar fiziksel olaylar1 anlamada bize yardimci olur.

Tamm 1.1: Aranan fonksiyonun tiirevini igceren denklemlere diferansiyel denklem
denir. Aranan fonksiyon bir degiskene bagli ise diferansiyel denkleme adi
diferansiyel denklem, birden fazla degiskene bagliysa kismi tiirevli diferansiyel

denklem denir [45]. Bir adi diferansiyel denklemde bagimsiz degiskeni X, aranan

fonksiyon ( bagimli degisken) y= y(x) olarak kabul edildiginde adi diferansiyel

denklem
O(xy,y,y"..y")=0 (L.1)

seklinde olur.



Kismi tiirevli diferansiyel denklemlerde ise bagimsiz degiskenler X, y,t,... ve aranan

fonksiyon u=u(x,y,t,...) seklinde alindiginda kismi tiirevli diferansiyel denklem
P(X, Y,t,U,U,, Uy, Uy, Uy Uy Uy Uy .. ) =0 (1.2)

seklinde olur.

Tamm 1.2: Bir diferansiyel denklemin iginde bulunan en yiiksek mertebeli tiirevin
mertebesine diferansiyel denklemin mertebesi, en yiiksek mertebeli tiirevin

derecesine de diferansiyel denklemin derecesi denir.

Diferansiyel denklemler i¢in farkli siniflandirmalar vardir. Bir diferansiyel denklem
icinde bulunan bagimsiz degisken sayisina gore siiflandirilabilir. Eger bagimsiz
degisken sayisi1 bir ise adi diferansiyel denklem, bagimsiz degisken sayisi birden
fazla oldugunda ise kismi tiirevli diferansiyel denklem olur. Diferansiyel denklemde
bulunan en yiiksek mertebeli tiirevin mertebesi ve derecesine gore siniflandirilabilir.
Diferansiyel denklemde bulunan tiirevler ve bagimli degiskenin lineerlik durumuna
gore smiflandirilabilir. Yani tiirevler ve bagimli degiskenin derecesi bir ise lineer
(dogrusal) diferansiyel denklem, derece birden fazla ise lineer olmayan diferansiyel
denklem olur. Bir diferansiyel denklem tiirevler ve bagimli degiskenin katsayilarina
gore sabit katsayili, degisken katsayili ve kompleks katsayili diferansiyel denklemler

(denklem sistemleri) olarak siniflandirilabilir [46].

Kismi tiirevli diferansiyel denklemlerde, adi diferansiyel denklemlerde olmayan
farkli siniflandirmalar da yapilabilir. Bir kismi tiirevli diferansiyel denklemde
goriilen en yiiksek mertebeden tiirevli terimler lineer ise diferansiyel denklem yari
lineer diferansiyel denklem olur. Bu tiir denklemlerde eger en yiiksek mertebeden
tirevlerin katsayilar1 sadece bagimsiz degiskenlerin fonksiyonlar1 ise diferansiyel
denklem hemen hemen lineer diferansiyel denklem olur. Buradan da anlasilacag: gibi
yart lineer diferansiyel denklemlerin sinifi, hemen hemen lineer diferansiyel denklem
smifini, hemen hemen lineer diferansiyel denklem sinifi da lineer diferansiyel

denklem sinifin1 igerir [46].



Bir kismi tiirevli diferansiyel denklemde bagimsiz degisken sayisinin ve denklemin
mertebesinin denklemin ¢o6ziimiinde Onemli etkileri vardir. Bir kismi tiirevli
diferansiyel denklemin ¢oziimleri adi diferansiyel denklemde oldugu gibi degildir.
Kismi tiirevli diferansiyel denklemin pek c¢ok ¢oziimii bulunabilecegi gibi bazen
sadece bir ¢oziimii bulunabilir bazen de hi¢ ¢6ziimii bulunamayabilir. Ayrica bazi
0zel ¢oziimler disinda tiim ¢oziimleri kapsayan genel bir ¢6ziim bulmak da miimkiin
olabilir. Bu genel ¢oziimdeki keyfi fonksiyon sayisi denklemin mertebesi ile
iliskilidir. Yani n tane degisken iceren M. mertebeden kismi tiirevli diferansiyel
denklemin genel ¢6ziimii n-—1tane bagimsiz degiskenli mtane keyfi fonksiyon
icerir. M. mertebeden adi diferansiyel denklemde ise benzer bigimde bir bagimsiz

degiskenli M tane sabit iceren ¢oziimler elde edilir.

Tamml1.3: R", n boyutlu bir reel uzay olmak iizere U fonksiyonunun bagimsiz

degiskenlerinin bir DcR" alt kiimesine kisitlandigini diigiinelim. u:D —R

fonksiyonu m. mertebeden bir kismi tiirevli diferansiyel denklemin D kiimesindeki

bir ¢dziimii, D kiimesinin biitiin i¢ noktalarim1 saglayan C™ smifindan (m.

mertebeden tiirevleri var ve siirekli) bir fonksiyondur. Yani M. mertebe bir kismi

tiirevli diferansiyel denklemin genel ¢oziimii m tane C™ smifindan keyfi fonksiyon
iceren bir ¢oziimdiir. Bu keyfi fonksiyonlarin hi¢ birisi genel ¢oziimii kaybetmeden
ortadan kaldirilamaz veya birlestirilemez. Ancak keyfi fonksiyonlara bagli olarak
verilen kismi tiirevli diferansiyel denkleminin genel ¢oziimiine, tiirev alma ve yok

etme yontemleri uygulanarak kismi tiirevli diferansiyel denklem elde edilebilir [47].

Genel ¢oziimden keyfi fonksiyonlarin 6zel se¢imi ile elde edilen ¢oziimlere 6zel
¢Oziim denir. Uygulamada daha ¢ok diferansiyel denkleme baglangic veya simir

kosullar eklenerek 6zel ¢ozlimler bulunur.

1.1.2. Jakobi Eliptik Fonksiyonlar

Tanmim 1.4:

W:F(m,¢):fd—9, O<m<1 (1.3)

1—-m?sin% 6



seklinde tanimlanan integrale birinci tip eliptik integral denir. Bu gosterim eliptik

integralin Legendre bi¢imi olarak adlandirilir. Burada ¢, W’nun genligidir ve
g¢=am(w) ile gosterili. m ise W’nun modiilii olarak adlandihr. (1.3) eliptik

integralinde v=sin@ doniisiimii yapilip, X=Sin¢ olarak alindiginda

(1.4)

F(mx)= ! \/(1—v2 )d(\;— m’v?)

birinci tip eliptik integralin Jakobi bi¢imi elde edilir [48]. Burada ¢=am(w)

oldugundan x =sin (am (W)) olarak yazilabilir. Boylece

x =sin(amw) = sn(w,m)
V1-x* =cn(w,m) (1.5)
J1-m?x? =dn (w,m)

Jakobi eliptik fonksiyonlarin tanimina varilmistir. Burada kisaca Jakobi eliptik
fonksiyonlar kisaca sn(w,m)=sn(w), cn(w,m)=cn(w), dn(w,m)=dn(w) olarak

yazilabilir.

Diger Jakobi eliptik fonksiyonlar

s (W) = — ne(w) = — nd (W) = —— scw=sn(w)
(W) sn(w)’ (w) cn(w)’ d(w) dn(w)’ (w) cn(w)’

cs(w) = MW od () = S (W) s(w) = 31(W) ed (w2 SMW)
(w) sn(w)’ d(w) dn(w)’ ds(w) sn(w)’ d(w) dn(w)’
c(w _ dn(w)

de(w) cn(w)

seklindedir.

Jakobi eliptik fonksiyonlarla ilgili nemli esitlikler agagidaki gibi verilmistir.

cn(-w)=cn(w), ,sn(-w)=-sn(w), dn(-w)=dn(w)



., l-cn(2w) sn(w)dn(w) [1-cn(2w)
N (W)_1+dn(2 )’ cn(w)  \1+cn(2w)’ (1.6)
Tanim 1.5:
K= —90__ (1.7)
5 \'1—m?sin?@

olmak iizere sn(w+2K)=-sn(w), cn(w+2K)=—cn(w), dn(w+2K)=dn(w),
sn(w+4K)=sn(w), cn(w+4K)=cn(w) olur. Buradan da sn ve cn, 4K

periyotlu, dn, 2K periyotlu bir fonksiyon oldugu goriiliir.

Ayrica Tanim 1.4 de verilen m modilinin aldigr degerlerin sifira ya da bire

yaklasmasi durumunda Jakobi eliptik fonksiyonlar
m — 0 i¢in cn(w)—>cos(w), sn(w)—>sin(w), dn(w)—1
m—1 i¢in cn(w)—>sech(w), sn(w)— tanh(w), dn(w)— sech(w)
seklinde trigonometrik veya hiperbolik fonksiyonlara yakmsar.

Jakobi eliptik fonksiyonlarin W degiskenine gore tiirev ve integralleri
(sn(w))'=cn(w)dn(w), (cn(w))'=-sn(w)dn(w), (dn(w))'=-m?sn(w)cn(w)

n(dn(w)—men Arccos(dn(w))

(W)) Icn(w) dw= - . (19)

jsn(w) dw=I —

Idn(w) dw =am(w)

seklindedir.



Adi diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri olarak da Jakobi eliptik fonksiyonlar

karsimiza ¢ikabilmektedir. Ornegin P,Q ve R reel sayilari igin

F'(&) =PF(&)" +QF (¢)" +R (1.10)

adi diferansiyel denkleminin F(&)=F(&,m) Jakobi eliptik fonksiyon ¢dziimleri

Ek 1’ de verilmistir.

1.1.3. Solitonlar

Fizikte pek ¢ok olayin izahinda karsimiza ¢ikan dalga, belli bir ortamda yayilan
enerjinin taginmasini olanak saglayan titresimler olarak tamimlanabilir. Ornegin suda
ilerleyen ylizey dalgalari, belli bir madde ortaminda ilerleyen ses dalgalari, 151k
seklinde ilerleyen parcaciklar ve depremin sirasinda ortaya c¢ikan enerjinin
olusturdugu sarsintilar dalga seklindedir. Bir dalganin karakterini; genligi, frekansi

(f) ve dalga boyu (A) belirler. Burada salinimin siddeti genlik, salinimin sikligi

frekansi ve dalgalarin iki tepesi veya ¢ukuru arasindaki uzaklik ise dalga boyudur.
Dalganin hareketi belli titresimlerle periyodik veya periyodik olamayan salinimlar
seklindedir. Ornegin bir kemandaki nota sesi periyodik iken, bir patlama sonucu
olusan ses periyodik olmayan dalgadir. Dalgalar duran ve ilerleyen dalgalar olarak
iki sekilde olabilir. Duran dalgalar sabit bir pozisyonda olup ortamin hareketine ters
hareket yapip duragan goriiniimdeki dalgalardir. ilerleyen dalgalar belli iki nokta
arasinda enerjinin ortama yayilmasi sonucu hareket eder sekilde goriinen dalgalardir.
Belli bir ortamda ilerleyen dalganin frekansini artirdigimizda dalga boyu azalir. Bu

durumda dalganin hizin1 (V) veren matematiksel ifade
v="F1 (1.112)

seklindedir.



Dalga Boyu

Sekil 1.1. Dalga modeli

Solitonlar ise sekil, hiz ve enerjileri degismeden yayilan dalgalardir. Ayrica
solitonlar karsilikli c¢arpistiklarinda ya da belli darbelere maruz kaldiklarinda
ozelliklerini kaybetmeden koruyabilen dalgalardir. Solitonlar dogrusal olmayan hiz1
sirekli degisen fiziksel olaylarin olusturdugu sistemlerin ¢dzlimlerinde ortaya
cikarlar. Ozellikle lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerle ifade edilen
fiziksel olaylarin agiklanmasinda ¢oziim olarak katkida bulunurlar. Ornegin
akigkanlar mekaniginde, parcacik fiziginde ve biyolojik sistemlerde karsimiza ¢ikan
solitonlar teknolojinin ilerlemesiyle kendine birgok alanda uygulama alani
bulmaktadir. Ornegin, sinir sisteminde noronlarin gonderdigi sinyaller, miknatislarin
olusturdugu manyetik hareketler, haberlesmede optik 1sinlarinin iletimlerinde

solitonlar gozlemlenir.

Soliton dalgalar ilk olarak 1834 yilinda Scott Russell tarafindan gézlenmistir. Bu
gozlemlerde bir soliton seklinde olan su dalgasinin genligi ¢, yerden uzakligi

(derinligi) h oldugu g yer ¢cekim ivmeli bir ortamda dalganin hiz1 v
V= g(£+h) (1.12)

oldugunu gostermistir. Buradan bu olusan dalganin lineer olmayan bir ozellik
tasidigint  gozlemlemistir. Bu 06zellik solitonun lineer olmayan dinamiklerin
aciklamasinda 6nemli bir aktor olmasini saglamistir. Daha sonra 1895 yilinda ilk

defa D. J. Korteweg ve G. De Vries adl1 bilim insanlar1 KdV denklemi olarak bilinen

u, +6uu, +u, =0 (1.13)



denkleminin u=u (X,t) cozlimlerinin 7 dalga sayist olmak {izere
u(xt)=rSech?(n(x—vt)), v=20=4n’ (1.14)

soliton ozelliginde bir dalganin X konumunda t zamaninda yerden uzakligini
verdigini gostermislerdir. KdV denklemi derinligi az sularda meydana gelen

dalgalarin siirekli bir bicimde yayilisini agiklayan model olarak ortaya konmustur.
1.1.  Dengeleme Terimi

Yeni versiyon genellestirilmis F -A¢ilim yontemi ile yeni genellestirilmis F'/F -
Acilim yontemleri dengeleme bagintisi (balans prosediirii) lineer olmayan kismi
tirevli diferansiyel denklemlerin lineer olmayan bir adi diferansiyel denklemlere
indirgemesinden sonra en yiiksek mertebeden tiirev iceren terimi ile en yiiksek

dereceden lineer olmayan terim arasinda kurulmaktadir. m,n,K, p,r,q ve s negatif
olmayan tamsayilar olmak iizere bu denkleminin U=u(¢) seklinde bir ¢oziimii

bulunsun. Bu denklemin indirgendigi adi diferansiyel denklemde, en yiiksek

m d"Uu(&)
dé&”

mertebeden tiirev iceren terimi u(§) ve en yiiksek dereceden lineer

k

Kk p
olmayan terimi u (&)’ (ddu—(i)j olarak alinsin.( n>Kk)

u=u(&) ¢dziimii

u(&)=B,f (&) +... (1.14)

seklinde kabul edildiginde f (§ ) fonksiyonun tiirevi

f'(£)=C,f (&) +... (1.15)
n Kk p
olarak verilmis olsun. Dengelenen terimleri u(&)" ddu—g(né) ~u(&) (d du;kg)J

seklinde gosterilerek
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=B f (é:)sm C;s(s+q—1)(s+2q—2)..-(s+nq_n) f (é)smqm N

sSm+s+ng-—n

=B/'Cys(s+q-1)(s+29—-2)..(s+ng—n) f (&)

u(e) (dku(g‘)j =B/ f (&)"CF (S(S+q—1)(s+2q—2)...(s+kq—k) f (§)S+kq’k)p 4.

= BSrC:p (S(S+ q _1)(S+2q —2)...(S+ kq _k))p f (§)Sr+(5+kQ*k)p 4
islemlerinden sonra dengeleme bagintisi
s(m+1)+n(q-1)=sr+(s+kq-k)p (1.16)

elde edilir. Bu bagintidan da S sayist (dengeleme terimi) belirlenmis olur.
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2. YENI TAM COZUM YONTEMLERI

F -A¢ilim ve G'/G-Ac¢ilim yontemleri ile ilgili bircok calisma yapilmis ve bu
yontemler gelistirilerek lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin farkli
¢cozlimleri bulunmustur [49-56]. Bu bolimde genellestirilmis F -Ag¢ilim yonteminin
yeni bir versiyonu verilmistir. Daha sonra bu dnerilen yontemi gelistirerek yeni bir

genellestirilmis F’/ F -Acilim yonteminden bahsedilmistir.

2.1. Yeni Versiyon Genellestirilmis F - A¢ilim Y ontemi

Bu béliimde, literatiirde tanimli olan genellestirilmis F -Ac¢ilim yonteminin yeni bir

versiyonunun ana hatlar1 tamitilmistir.  x,y, z,...,t (zaman) bagimsiz degiskenler

olmak tizere bir lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denkleminin genel hali

P (U, Uy Uy Uy Uy, Uy Uy Ui Uy ) = O (2.1)

xx? Uxy s Yz v e Uy e

seklinde olsun. Burada €, (j =1 2,3,...,m) sabitler, P’ de u =U(X, Y, z,...,t)’nun ve

U 'nun kismi tiirevlerinin bir polinomudur. Yiirliyen dalga doniistimii
E=ex+e,y+ez+..+e.t (2.2)

i¢cin u(x, y,z,...,t)= u(cf) bagintist kullanilmistir. (2.1) denklemine bu tanimlanan

yiriiyen dalga doniigiimii uygulandiktan sonra kismi tiirevler denklemde yerine

yazilip gerekli goriilen integral islemlerinden sonra
O(u,u’u"u",..)=0 (2.3)

seklinde bir adi diferansiyel denklem elde edilir. (2.3) denklemindeki u(é) ¢Ozliim

fonksiyonunun; F =F (§ ) Jakobi eliptik fonksiyon olmak iizere literatiirde var olan



Gelistirilmis  F -Ag¢ilim yontemindeki ¢6ziim fonksiyonuna c (FFJ +di(§j

terimleri eklenerek asagidaki gibi tanimlandigini varsayalim

u(&)=a, +g(aiF‘+%+ci (%)i+di(£ji]. (2.4)

Buradaki a,,a;,b,c,d, (i=12,...,N) katsayilar1 daha sonra belirlenecektir. Ayrica

F fonksiyonunu
(F')’ =PF*+QF?+R (2.5)

seklinde tanimli birinci mertebeden adi diferansiyel denklemin uygun P, Q ve R

sabitlerine gore elde edilen bir Jakobi eliptik fonksiyon ¢oziimii olarak alalim. (2.4)
fonksiyonunda bulunan N sayist (2.3) ifadesinde bulunan lineer olmayan yiiksek
dereceden terimle en yiiksek mertebeden tlirev iceren terim arasinda kurulan
dengeleme (balans) ile belirlenir. (2.3) denkleminde bulunan ilgili terimler; (2.4) ve

(2.5) ifadeleri yardimiyla F ve F' tiiriinden ifade edilen

(F') =PF*+QF2+R
F"=2PF%+QF
F” =6PF2F'+QF’

(2.6)

esitlikleri ile elde edilir. Hesaplanan ilgili terimler (2.3) denkleminde yerlerine
yazilir.  Ortaya ¢ikan  polinom (F'(é))r F(f)p (r=0,4p=0,12,..)

fonksiyonlarma baghidir. Bu ifadeyi bir sifir polinomu olarak disiiniip, bu
polinomdaki F veya F' fonksiyonlarinin olusturdugu terimlerin katsayilar1 sifira
esitlenerek bir cebirsel denklem sistemi elde edilir. Mathematica paket programi

yardimiyla elde edilen cebirsel denklem sistemi ¢oziliip, bulunmasi gereken

a,,a,b,c,d. (i=1,2,3,...,N) ve g (i=1,2,3,...,m) katsayilar1 bulunur. Elde
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edilen bu katsayilar (2.4) ¢oziimiinde yerlerine yazilarak U = u(§) seklinde Jakobi

eliptik fonksiyon iceren periyodik ve dejenere olmayan soliton ¢dziimler bulunur.

2.2. Yeni Genellestirilmis F'/ F - A¢cilm Y 6ntemi

Bu bolimde yeni gelistirdigimiz yontem ile farkli Jakobi eliptik fonksiyon
¢Oziimlerinin elde edilmesi diisiiniilmiistiir. Benzer sekilde (2.1) denklemine (2.2)
ifadesinde belirtilen sartlar altinda ylriiyen dalga doniisiimii uygulanip, alinmasi
gereken tiirevler hesaplanip ve gerekiyorsa integral islemleri yapilarak (2.3) gibi bir

adi diferansiyel denklem elde edilir.

F= F(é‘) Jakobi eliptik fonksiyon olmak iizere, (2.4) ¢oziim fonksiyonunda F

fonksiyonu yerine FF fonksiyonu yazilarak, (2.3) denkleminin farkli yeni bir

¢oziimii fonksiyonunu
N R FY FY F ) V) E
wer-s-la(Ef (S o[ (BNE ol (S]] || en

seklinde alalim. Buradaki F fonksiyonu yine (2.5) denkleminin bir ¢éziimiidiir. (2.3)
ifadesinde bulunan lineer olmayan yiiksek dereceden terimle en yiiksek mertebeden
tirev iceren terim arasinda kurulan dengeleme (balans) ile (2.7) yeni ¢oziim
fonksiyonunda bulunan N sayisi belirlenir. (2.6) denklemleri yardimiyla alinmasi

gereken ilgili tiirevler

F) 2 Y FY 2
(]G e

14



" F/ 2 Fl Fr !
— | =6|— || —=—|-2Q| — 2.9
F) o E ()=l ) &
hesaplanir. Hesaplanan bu ifadeler (2.7) yeni ¢oziim fonksiyonda yerlerine yazilarak

E(FF)J [FF) (r =0,1 p=0,1, 2,...) fonksiyonlarina bagl bir sifir polinomu

olusturulur. Bu polinomun katsayilar1 sifira esitlenerek cebirsel denklem sistemi elde

edilir. Bulunan cebirsel denklem sistemi Mathematica paket programi yardimiyla
¢ozulip, a,,a,b,c;,d (i =12,3,..., N) ve e (i =1,2,3,...,m) katsayilar1
belirlenir. Bulunan bu katsayilar (2.7) ¢ozlim fonksiyonunda yerine yazilarak Jakobi

eliptik fonksiyonlar1 igeren yeni ve farkli u=u(.§) ¢oziimleri elde edilir.
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2. YENI VERSIYON GENELLESTIRILMIS F- ACILIM
YONTEMININ UYGULAMALARI

Bu boliimde Benjamin-Bona-Mahony (BBM) denklemi ile Davey-Stewartson (DS)
denklem sistemi genel hatlariyla incelenip, daha sonra yeni versiyon F -Agilim

yonteminin bu denklemlere uygulamalar1 incelenmistir.
3.1. Benjamin-Bona-Mahony Denklemi ve Uygulamalari
Genel formdaki lineer olmayan kismi tiirevli BBM denklemi
u, +au, + puu, —ou,, =0, (3.1)

seklindedir. Burada «,f ve & birer pozitif sabit u denklemi saglayan X ve t

bagimsiz degiskenlerine bagli bir fonksiyon olarak verilmistir. BBM denklemi
akiskanlar mekaniginde lineer olmayan iyi frekans dagilim davramisini sergileyen

ileriye dogru yayilan kisa dalga modellerini agiklamaktadir [57-59].

(3.1) denklemine yeni versiyon genellestirilmis F -a¢ilim yontemini uygulamak i¢in

oncelikle yliriiyen dalga dontigiimii

u(x,t)=u(¢), E=ex+et (3.2)

ele alahm. u=u(¢) ve 2—; =U’ olmak iizere, (3.1) denklemi

(ea+e,)u’+ Beuu’—sele,u” =0 (3.3)

lineer olmayan adi diferansiyel denklemine indirgenir. (3.3) esitliginin her iki

tarafinin & degiskenine gore integrali alinip ve olusacak integral sabitini sifir olarak

secildiginde
(ea+e,)u +'B—2el 2 -sefe,u" =0 (3.4)

2. mertebeden bir adi diferansiyel denklem elde edilir. Onerilen ¢6ziim fonksiyonu

(2.4) i¢in elde edilen denklemde en yiiksek mertebeden tiirev iceren u" terimi ile en



yiiksek dereceden lineer olmayan u® terimleri arasinda kurulan dengeleme islemi

asagidaki gibi yapilmustir. (2.5) denkleminden

F'(&)=+PF (&) +QF (&) +R=£JPF (&) +...
seklinde yazilabileceginden ¢6ziim fonksiyonu (2.4) kisaca
u=alF(&)" +..
olarak alinmistir. Buna gore dengelemeyi saglayan terimler
u?=a2"F(&)" +...
u"(£)=N(N+DayPF (&) +

seklinde hesaplandiginda elde edilen u” ~u’ terimlerinin denkliginden dengeleme
bagmtisindan dengeleme terimi (balans) N =2 olarak bulunmustur. Bdylece
bulunan bu dengeleme terimi (2.4) denkleminde yerine yazildiginda (3.1) denklemin

yeni ¢oziim fonksiyonunun genel hali

U(E)= 2+ () +a,F? (&) + - + =2 +c1F'(‘fhcz[F'(f)f+dl[:r(f)}dz[;(é))f, (3.5)

seklinde yazilir. (3.5) ifadesinden elde edilen u” ve u® karsiliklar1 (3.4) denkleminde
yerine  yazildiginda (F'(f))r F(&)” (r=014p=0,12..) Jakobi eliptik
fonksiyonlarina bagli bir polinom denklem elde edilir. Bu polinom sifir polinomu
olarak diisiiniiliip, katsayilar1 sifira esitlenerek elde edilen cebirsel denklem sistemi
Mathematica paket programiyla ¢oziildiigiinde a,,a,,a,,b,b,,c,c,,d;,d,,e ve e,
katsayilar1 ile & donlisimi asagida belirtilen durumlarda bulunmustur. Bulunan
katsayilar (3.5) ¢dziim fonksiyonunda yerine yazilarak F(&) veya F'(&) Jakobi

eliptik fonksiyonlarina baglhh u=u (5) ¢oztimleri bulunur. Ayrica (2.5) denkleminde

ozel olarak segilen P=m?, Q=-1-m*’ ve R=1 Kkatsayilarina karsilik
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F(£)=sn(&) Jakobi eliptik fonksiyonu igin agagida belirtilen durumlarda ¢dziimler

verilmistir.

1. Durum:

8ase? (24Q2 ~3PR (1+8Qde} ) +(Q +326¢7 (Q? —3PR)))

B ﬁ(—1+25652ef(Q2—3PR)) - 4=0
12a.5€’
—0,b=0,b,=0,¢=0c,=— , d, =0, (3.6)
R e e
12056 (Q? —4PR)(1+165ef«/Q2 —3PR) e,
d, =

f(~1+2565% (Q* ~3PR)) ST 5T _,6’(1—165e124/Q2 —3PR) '

katsayilari i¢in (3.5) ¢6ziim fonksiyonu

N R = ) P

seklindedir. Eger F (cfl) =sn (51) olarak alindiginda; A=165e’y1-m’+m*,

a(A-80€f (1+m*))  12p5e . 12a6e (m?-1)

A= B(A-1) T B(ACD) T p(ACD)

, olmak tizere

_ __ao
51_61()( ﬂ(l—A)t} (3.8)

dontigiimii ile (3.1) denkleminin literatiirde bulunmayan

_ 4 4 2 A3
(5)= A AT (6)00 (8)0S° (6)+ et 39)

yeni bir ¢6ziim fonksiyonu elde edilir.
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E B 8 8 8 8 8

Sekil 3.1. (3.9) ¢oziim fonksiyonunun o =f=95=¢€ =1, m=1/5 degerleri igin ii¢
ve iki boyutlu grafik gosterimi.

2. Durum:

—4ase? (JQ2 +12PR (1-4Q5€} ) -Q +45¢ (Q° +12PR))
o= ,B(—1+1652e14 (@ +12PR))

, =0,

12Pase’ (1+ 45¢2[Q? +12 PR) 12Rade’ (1+ 4562 \JQ? +12PR)
- b, = (3.10)

% ﬁ(—1+1652ef(Q2+12PR)) L ﬁ(—1+1652e;‘(Q2+12PR))

¢=00¢,=0b=0d=0d,=01¢=¢,e=-

g
1-45e2JQ’ +12PR

elde edilen katsayilari igin (3.5) ¢6ziim fonksiyonu

b, =, & =ex+eyt, (3.11)

u2(§2)2a0+a2F(§2)2+ F(§)

formundadir. F(&)=sn(&,) olarak secildiginde; A, =45ef\/(1+14m2+m4),

AS:a(A4+4(1+m2)5ef) _1omase’(1A) _ 12056’ (1+ A,)
B(A-1) B(-1+A2) B(-1+A)

olmak tzere

_ _ (04
fz—el[x : tj, (3.12)

19



doniisimdi ile
u,(&)=A+Asn’(&)+Ans’(&,), (3.13)
¢Oziimi bulunur.

3. Durum:

) 1605¢]\JQ? ~3PR (L-45€7Q) + 43¢’ (e.Q-64a5¢} (Q* -3PR))
= fe, (~1+2565% (Q* ~3PR))

12Psae? (1—165e12«/Q2 —3PR) 12R50€? (1—165ef«/Q2 —3PR)

T B(-1+2565%; (Q* ~3PR)) B(-1+2565% (Q* ~3PR))

8, =0,

,bl=0, b2:

120567 (Q? —4PR)(1—165efw/Q2 —3PR)

~0,¢,=0,d,=0, d, -
¢,=01¢=04d=0d, I3<—1+25652914(Q2_3PR))

(3.14)

6 =g, 6 =-——1
7 1+166¢2/Q?-3PR’

katsayilari i¢in (3.5) ¢6ziim fonksiyonu

> b F(&)Y
U (&)=a,+a,F (&) +—= 2er{ - J & =eX+ert, (3.15)
E)ma el )
bulunur.  F(&)=sn(&) olarak  alindiginda; ABZ_OC(A—4(1+m2)5ef) ve
3 3 B(-1+A?)
A =—;2(f—% olmak lizere
- __e
é—e{x 1_Atj, (3.16)

dontistimii ile (3.1) denkleminin literatiirde bulunmayan
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u(&)=A +A3(ns2 (53)+m23n2(§3)+(1— m? +m“)sc2 (&)nd? (53)), (3.17)

¢Oziimii elde edilir.

Sekil 3.2. (3.17) ¢6ziim fonksiyonunun o =f=95=¢€ =1, m=1/2 degerleri i¢in ii¢
ve iki boyutlu grafik gosterimi.

4. Durum:

%:%{_3QC2+Q_4 Qz_spRJ'aizblzcl:dlzol aZZP(_Cz"' < ]'

Q?-3PR Q*-4PR

d pd
b, =R| — 2 . ¢, =c¢,d,=d,, e = 2 , 3.18
? £C2+Q2—4PRJ @7 Gl & 125¢, (Q* —4PR) (319

P
2 J ~36:(Q ~4PR) +455d,\|Q* ~3PR

katsayilari igin (3.5) ¢6ziim fonksiyonu

(&) =8 raF (&) (b; )2+cz[F'(§4)] +d2[F<54)j & —exiet (319)

bulunur.  F(&,)=sn(&)  olarak  alindiginda  ise A =4d,V1-m’+m*

_1+m’ +41-m’ + m* A, = d,

. > —c,, olmak tizere
3(m? 1) (m*-1)

A, =(1+m?)c,

21



el—l\/ A, 5 (3.20)

icin

fi=e e — f(dzz 7 321)
& \m -

dontigiimii ile (3.1) denkleminin literatiirde bulunmayan

U, (&)= Ay + A, (msn? (&) +182 (&) +c, (cs(&,)dn(&,)) +d, (sc(&)nd (&), (3.22)
yeni bir ¢oziim fonksiyonu elde edilir.
3.2. Davey-Stewartson Denklemi ve Uygulamalari

Lineer olmayan (2+1) boyutlu DS denklem sistemi genel halde

iU, +Uu, —Au, +2p(v+|u|2)u =0,
2 (3.23)
Vi +QV,, + 2(|u| ) 0,

XX

seklinde olup burada A, p ve qgbirer sabit x,y ve t bagimsiz degiskenlerine bagl

olan u kompleks degerli bir fonksiyonu ve v reel degerli bir fonksiyon olarak
verilmistir. Genel olarak DS denklem sistemi, bir dogrultuda yayilan ancak genlikleri
iki uzay ortaminda ortaya ¢ikan zayif lineer olmayan dalgalarin yayilimini agiklar.
Ayrica A =1 alindiginda (3.23) denklemi DS1 denklemine, A =-1 alindiginda ise
DS2 denklemine doniisiir [60-62].

Tezin bu bodliimiinde DS2 denklemine yeni versiyon genellestirilmis F -Acilim

yontemi uygulanmigtir. Bunun i¢in 4 =—1oldugunda (3.23) denklemi

iU, +U, —U, +2p(v+|u|2)u =0,
(3.24)
Vo +QV,, +2<|u|2) =0,

XX
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formunda yazilir. Bu kompleks degiskenli denklem i¢in yiiriiyen dalga doniistimii
w=ex+ey+et, 0=¢(x+y-t), (3.25)
ve
u(x,y,t)=e“U(w), v(x,y,t)=V (o), (3.26)
seklinde uygulanirsa, (3.24) denkleminden
(¢ —2¢°)U +2p(UV +U%)+(e’ +&,° JU"+i(e, + 28,4+ 2e,$)U" =0, (3.27)
kompleks katsayil1 bir adi diferansiyel denklem ile
(e +0e,*)V"+2e7(U? )" =0, (3.28)

adi diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklem sisteminde kompleks sayilarin
esitligi kullanilarak (3.27) *den

e, =—2¢(e +e,), (3.29)

katsayisi ile
(#y—2¢°)U +2p(UV +U%)+(e’+¢,)U" =0, (3.30)

adi diferansiyel denklemi bulunur. (3.28)’de esitligin iki tarafinin arka arkaya iki

kere integrali alinir ve olusacak integral sabitleri sifir olacak sekilde secildiginde

2¢U°

V=- ,
e’ +0e,’

(3.31)

esitligi ile V' fonksiyonunun U fonksiyonu tiiriinden ifadesi yazilir. Elde edilen bu

esitlik (3.30)’da yerine yazildiginda

de,” —e”)2p

(g7 —2¢°)U +( T U+ (e’ +e,°)U" =0, (3.32)
2

23



adi diferansiyel denklemi bulunur. Onerilen ¢6ziim fonksiyonu (2.4) i¢in elde edilen
(3.32) denkleminde en yiiksek mertebeden tiirev igeren terim U" ile en yiiksek
dereceden lineer olmayan U*® terimleri arasinda kurulan dengeleme islemi asagidaki

gibi yapilmistir. (2.5) denkleminden

) = +\[PF ()" +QF (@) +R = £JPF () +...
seklinde yazilabileceginden ¢6ziim fonksiyonu (2.7) kisaca
U=alF (o) +
olarak alinmistir. Buna gore dengelemeyi saglayan terimler
U=al"F(w)™" +..
U"=N(N +Da}PF (o)"" +..

seklinde hesaplandiginda elde edilen U” ~U?® terimlerinin denkliginden denge terimi
N =1 olarak tespit edilir. Elde edilen bu dengeleme terimi (2.4) ifadesinde yerine

yazildiginda (3.32) denklemin yeni ¢6ziim fonksiyonunun genel hali

U ()=a, +aF (o) +—2 )+c1(':(a’)}dl(':(‘:))} (3.33)

seklinde elde edilmistir. (3.33)’dan elde edilen U” ve U® terimlerinin karsiliklari
(3.32) denkleminde yerine yazildiginda (F' (a)))r F (a))p (r=0,1p=012,..)

Jakobi eliptik fonksiyonlarina bagli sifir polinomu elde edilir. Bu polinomun
katsayilar1 sifira esitlenerek elde edilen cebirsel denklem sistemi Mathematica paket
programi yardimiyla ¢oziildigiinde a,,a,,b,c,d;,¢ ve e, katsayilari ile @ ve @
doniistimleri igin asagidaki durumlar bulunmustur. Bulunan bu katsayilar ve

doniisiimler (3.33) fonksiyonunda yerine yazilarak F (@) veya F'(w) Jakobi eliptik

fonksiyonlarma baghh U =U (a)) coztimleri elde edilir. Boylece (3.25), (3.26) ve
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(3.31) dikkate alinarak u(w) ve v(w) ¢dziimleri elde edilebilir. Burada ayrica (2.5)
denkleminde 6zel olarak segilen P=m? Q=-1-m? ve R=1 katsayilarma karsilik

F(w)=sn (a)) Jakobi eliptik fonksiyonu igin 6zel ¢oziimler verilmistir.

1. Durum:

2 2 2 2
a,=0,a = Pl +qu)(elz+ez), b,=0,d,=0, ¢, =0,
p(ef —qe3)

1 1
¢:Z(7‘\/72 +8Q(¢] +e§))’ & :E(el"'ez)(_?""\/?/z +8Q(ef +e§)), (3.34)
katsayilar1 i¢in (3.33) ¢oziim fonksiyonu
U(a))=aF (@), @=ex+ey+et, (3.35)

bulunur. Eger F(@,)=sn(a,) olarak segilirse

o, =elx+e2y+%t(e1 +e2)(—y+\/}/2 ~8(1+m?)(ef +e22)), (3.36)

ve

6?1=—%(—7+\/y2—8(1+m2)(ef+e22))(x+y—;/t), (3.37)

dontistimleri i¢in ve

1

, B=——ur— 3.38
) T p(e a2 (339

. \/(ef+qe§)(ef+e§) 2¢ (ef +¢3 )

olmak iizere (3.24) denkleminin
u(@)=Bme"sn(e), (3.39)

V(@ )=B, m*sn’(m), (3.40)
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yeni jakobi eliptik fonksiyon ¢oziimleri elde edilir.

Sekil 3.3. (3.39) ¢oziimiiniin fonksiyonunun e =1/2,e,=1 y=7, p=-1q=1

y =0, m=1/8 degerleri i¢in {i¢ ve iki boyutlu grafik gosterimi.

Sekil 3.4. (3.40) ¢oziimiiniin fonksiyonunun e =1/2,e,=1 y=7, p=-1q=1
y =0, m=1/8 degerleri i¢in i¢ ve iki boyutlu grafik gdsterimi.

2. Durum:

\/R(ef +qe22)(el2 +e22)

Jp(e?-ae)

a0=01 a1=o, b1=0, dl=0, C1=Ol b1=_

¢=%(7+\/y2 +8Q(e +e§))' & =—%(el+ez)(7+\/y2 +8Q(ef+e§)), (3.41)
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katsayilari igin (3.33) ¢6ziim fonksiyonu

U(w,)= FF;’ 3 @, =€ X+6,y+e5t,
2

elde edilir. F(@,)=sn(w,) olarak alindiginda

w, = elx+e2y—%t(el +e2)(;/+\/7/2 ~8(1+m?)(ef +e22))t,

ve

6, =%(y+\/y2 ~8(1+m?)(ef +e§))(x+ y—t),
dontigiimleri ve katsayilari igin (3.24) denkleminin
u(w,)=-B,e*ns(w,),
v(@,)=B,ns*(m,),

¢Ozlimleri bulunmustur.

3. Durum:

\f(ef +qe? )(ef + e§)

p(ef —ae3)

8, =0,8=00b=00¢=-

)d1:01 blzoa

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

¢=%(7—\/7/2 ~16Q(e? +e§)), 3 =%(el+e2)(—y+\/7/2 ~16Q(ef +€3), (3.47)

elde edilen katsayilari igin (3.33) ¢6ziim fonksiyonu

U(w;)=c¢,

, @, =exX+ey+ed,

elde edilir. F(@,)=sn(a,) olarak alindiginda ise
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w, :elx+e2y—%(e1 +e2)(;/—\/y2 +16(1+m?)(ef +€; I, (3.49)

ve

93=%(—}/+\/72+16(1+m2)(ef+e22))(x+y—yt), (3.50)
doniistimleri igin ve (3.24) denkleminin
u(@,)=-B,e"cs(w,)dn(w,), (3.51)

V(w,)=B,cs’(w,)dn*(a), (3.52)

yeni ¢ozlim fonksiyonu elde edilmistir.

T“’ﬁ\ \

Sekil 3.5. (3.51) ¢oziim fonksiyonunun e =1/2,e,=1/3, y=2, p=-1 q=1
y =0, m=1/3 degerleri i¢in {i¢ ve iki boyutlu grafik gosterimi.

10 20 0

Sekil 3.6. (3.52) ¢oziim fonksiyonunun € =1/2,e,=1/3 y=2, p=-1 q=1
y =0, m=1/3 degerleri igin ii¢ ve iki boyutlu grafik gosterimi.
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4. Durum:

\/(ef +e?)(e? +e2)(Q° - 4PR)

Jp(ef —ae?)

8,=0,a=00Db=00¢=0d=

¢=%(7+\/y2 -16Q(¢f +e§)), & =—%(el +6,)(y+[7* ~16Q (¢ +¢7), (3.53)

bulunan katsayilari i¢in (3.33) ¢6ziim fonksiyonu

®, =eX+e,y+et (3.54)

seklinde ifade edilir. Eger F(w,)=sn(ew,) olarak segilirse

w, = e1x+e2y—%t(e1 +e2)(;/+\/;/2 +16(1+m?)(e] +e22))t, (3.55)

ve

1
6’4=Z(7+\/72+16(1+m2)(85 +e§))(><+ y-n), (3.56)
dontisiimleri ve katsayilar igin (3.24) denkleminin
u(e,)=(1-m*)B,e“sc(aw,)nd (a,), (3.57)
V(@) =(1-m?)’ B, s¢?(w,)nd%(w,), (3.58)

yeni Jakobi eliptik fonksiyonlar ¢éziimleri bulunmustur.

5. Durum:

\/P(ef el )(ef +ef) \/R(ef+qe§)(ef+e§)
p(e —ae?) | p(ef —ae})

a0:0131: Cl:O’dl:O’
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¢=%(7—\/72+8(Q—6ﬁ)(ef +e§)j, (3.59)

e, =—%(e1+e2)(;/—\/72 +8(Q—6ﬁ)(ef +e§)j,

elde edilen katsayilari igin (3.33) ¢6ziim fonksiyonu

U (ws)=2a,F (a5)+ , w,=eX+ey+et (3.60)

F ()

seklinde yazilir. Burada F (ay)=sn(a;) olarak alindiginda ise

w; :elx+e2y+%t(el+e2)(—;/+\/;/2 —8(1+ m? +6m)(e12 +e22))t,

(3.61)

ve

_1 2 2 2, a2
6’5—2(7/—\/7/ —8(1+m’ +6m)(ef +e2))(x+ y—1), (3.62)
doniistimleri ve gerekli katsayilar i¢in (3.24) denkleminin

e (1+msn’ ()

u(a,)=B, o) (3.63)
B (1+ msn? (co5))2
v(ws)=B, o (w) (3.64)

¢cOziimleri elde edilir.
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Sekil 3.7. (3.63) ¢oziim fonksiyonunun e =1e,=2, =20, p=-1 q=1y=0,

20

m=4/5 degerleri i¢in ii¢ ve iki boyutlu grafik gosterimi.

.

"

:

.

:

10

Sekil 3.8. (3.64) ¢oziim fonksiyonunun e =1e,=2 =20, p

5

5

m=4/5 degerleri i¢in ii¢ ve iki boyutlu grafik gosterimi.

6. Durum:

e e

10

ll q:l1y:01

\/(ef + qezz)(el2 +e22)(Q2 —4PR)

a,=0,a=0Db=0rc-=

Jp(el-ae)

L §

Jp(el —ae?)

y =%(y—\/7/2 -16(Q+3Q° ~4PR (e +e§)j,

N :_%(el +e2)[7_\/7/2 _16(Q+3. jQz‘_4PR)(ef +e§)j, (3.65)

katsayilari i¢in (3.33) ¢6zlim fonksiyonunun diger bir karsilig
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, Wy =€ X+6,Y+6ert,

seklinde elde edilir. F(w;)=sn(w;) olarak kabul edilirse

w, =elx+e2y+%t(e1 +e2)(—;/+\/72 ~16(2—4m*)(e? +e§))t,

ve

1
0, =Z(y_\/y2 ~16(2-4m?)(e? +€2 ) (x+y—t),
dontisiimleri ve gerekli katsayilar i¢in (3.24) denkleminin

e (1-m? +m’cn’ ()

cn(a; )dn (e, )sn(aw;)

u(w,)=B,

((1— m? +m’cn‘ (o, )))2

V(@) =B, cn’ (a,)dn’ (a2, ) sn* (0, )

¢Ozlimleri bulunmustur.

7. Durum:

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)

8,=0,8=

d, =0, ¢:%(7_\/y2_4(Q+6ﬁ)(ef +e§)j,

e, =3 (e+e) 7+ ~4(QoVPR) (e +el)

dontisiimleri ve gerekli katsayilar i¢in (3.24) denkleminin

U(w,)=a,F(a,)+ , @, =eX+e,y+et,
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2o(e-0et) 2[o(e-ae2) T 2[p(ef -e?)

(3.71)
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olarak ifade edilir. F(,)=sn(a,) olarak alindiginda

@, = Xe, + Ye, +%(e1 +e2)(—}/+\/7/2 —4(-1-m*+6m)(ef +e§))t, (3.73)

ve

_ 1 2 2 2 2
o, _Z(y—\/y —4(-1-m*+6m)(e; +e2))(x+ y—nt), (3.74)
dontisiimleri ve gerekli katsayilar i¢in (3.24) denkleminin

o, (L on(@;)dn(@;) +msn? (e, )

e, , (3.75)

u(ey)=Be

(1+cn(e, )dn(w, )+msn’ (a)7))2

a7 () , (3.76)

v(ay)=B,

seklinde literatiirde bulunmayan yeni Jakobi eliptik fonksiyon ¢6ziimii elde

edilmistir.

Sekil 3.9. (3.75) ¢6ziim fonksiyonunun e =1e,=2, =10, p=-1 q=1 y=0,
m=23/4 degerleri igin ii¢ ve iki boyutlu grafik gosterimi.
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s
>

Sekil 3.10. (3.76) ¢oziim fonksiyonunun e =1¢e,=2, y=10, p=-1 q=1
y =0, m=3/4 degerleri i¢in ii¢ ve iki boyutlu grafik gosterimi.

Yukarida kullandigimiz yeni versiyon genellestirilmis F -A¢ilim yontemini DS1

denklem sistemine uyguladigimizda da benzer ¢oOziimler  bulunabilir.
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4. YENI GENELLESTIRILMIS F'/F-ACILIM YONTEMININ
UYGULAMALARI

Bu boliimde Benjamin-Bona-Mahony (BBM) denklemi ile Davey-Stewartson (DS)
denklem sistemine yeni genellestirilmis F'/F -Ag¢ilim yonteminin uygulamasi

verilmistir.
4.1. Benjamin-Bona-Mahony Denklemine Uygulamalari

Genel formdaki lineer olmayan kismi tiirevli (3.1) BBM denklemine 3. Boliimde
oldugu gibi u(x, t):u(n), n=ex+e,t yiriiyen dalga doniislimii uygulanip, elde
edilen adi diferansiyel denkleme uygulanan integral islemlerden sonra (3.4) adi
diferansiyel denklemi elde edilmisti. (3.4) denklemine (2.7) de onerilen yeni ¢dziim

fonksiyonu uygulanacaktir. (3.4) denkleminde yer alan u" ile u® terimleri arasinda
kurulacak olan dengeleme prosediirii asagidaki gibidir. (2.5) denklemi g6z Oniine

alindiginda

F'=+PF*+QF? +R=+JPF2+..

seklinde yazilabileceginden (2.7)’deki ¢6zliim fonksiyonu kisaca
F
u=ay (—j +..x+alPVAREN 4+
F
olarak alinir. Buna gore dengeleme prosediiriine tabi olan terimler
E’ 2N
u’=a’" (F) +.o.z+al'PNFN 4

u”= N(N +1)a pN2EN2

seklinde hesaplanir. Balans prosediirii (3.4) ile verilen denklemde en yiiksek
dereceden lineer olmayan u® terimi ile en yiiksek mertebeden lineer olmayan u"

terimi arasinda yapilir. U”~u’ dengeleme bagintisindan balans N =2 olarak

bulunur. Boylece (2.7)’de 6nerilen yeni ¢6ziim fonksiyonunun en genel hali



)= en e () on itk £} ) 20
R EHEE R R = (E

seklinde elde edilir. (4.1) ifadesinden elde edilen u” ve u? karsiliklarni (3.4)

denkleminde yerine yazilir. Daha sonra (2.8) ve (2.9) denklemleri yardimiyla

r

)Y | (F' ()Y
{ (77)] L (U)J (r=0,1 p=0,1 2,...) Jakobi eliptik fonksiyonlarina bagli
F(7) F ()

sifir polinomu elde edilir. Bu polinomun katsayilar sifira esitlenerek elde edilen
cebirsel denklem sistemi Mathematica paket programiyla ¢oziildiigiinde bulunmasi
gereken a,,a,a,,b,b,,c,c,,d,d,,e ve e, katsayilari ile 7 doniisimi asagida

belirtilen durumlarda bulunmustur. Bulunan katsayilar (4.1) yeni ¢6ziim

fonksiyonunda yerine yazilarak; F(n) veya [F(U)J Jakobi eliptik
F(n) F(n)

fonksiyonlarina bagl ve 3. boliimde Benjamin-Bona-Mahony (BBM) denkleminin
yeni versiyon genellestirilmis F a¢ilim yontemi ile bulunan ¢oziimlerinden farkli

F (77) =sn (77) icin yeni U=u (77) coziimleri ifade edilmistir.

1. Durum:
aizblzcl:dl:bz =C, :dz =0,
4ase’ (N/Q2 +12PR (1+8Q3%e, ) +2Q + 43¢ (Q? +12PR))
= , 4.2
% ﬂ(—1+1652ef (Q? +12PR)) (42)
2
b, ~0, 8, - 12a5€’

ae
- ’ €, = ’
B-4B5e2 Q7 +12PR "~ —1+45¢2/Q? +12PR

katsayilar igin (4.1) ¢oziim fonksiyonu
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2
Fr(”l)}
u(n)=a+a , 1 =eX+ert, (4.3)
l( l) aO 2( F (771) 1 1 2
Seklinde olur. Eger F(m)=sn(m) olarak almirsa
—a( A-8(1+m?*) e’ 2
C =45¢2[(1+14m* +m*), C, = (A-8(Lm)oe) e C, =29 (imak
B(-1+C) B(-1+C)
uzere
7 =e1[x—ﬁt} (4.4)
doniistimii ile (3.1) denkleminin
U, (7,)=C,+C,cs’( m,)dn’( m,), (4.5)
¢Oziimii elde edilmistir.
2. Durum:
a=b=c=d=a=c,=d,=0,
4a5e (N/Q2 +12PR (1+8Qse7 )~ 2(Q+ 26¢7 (Q? +12PR)))
a, = ,  (4.6)

pB(-1+165% (Q* +12PR))

f(-1+165%; (Q* +12PR)) '  1445€%JQ? +12PR |

12a5€? (Q? —4PR)(1—45ef«/Q2 +12PR) e
— 1

b,

katsayilari i¢in (4.1) ¢6ziim fonksiyonu

uz(nz):a0+a2(||::,((777722))j .1, =eX+et, (4.7)
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—a(C+165¢] (1+m’))

Seklinde olur. Eger F (772) =sn (772) olarak almirsa C, =

B(-1+C)
~1250ef (1-m’ )2
ve C, = olmak tizere
B(1+C)
a
— —— 1|, 4.8
1, 81()( 1+C j (4.8)
doniisiimii igin
U, (17,) =C,+C,s¢*( 1,)nd?*( n,), (4.9)

¢Oziimii bulunmustur.

3. Durum:
a1=b1=C1=d1=C2 :dz =0,
8ase? (2«/(22 ~3PR(1+8Q0e? ) +Q +325¢7 (Q7 —3PR))
o p(-1+2566%¢ (Q* ~3PR)) !
120562 (Q? —4PR)(1+165efa/Q2 —3PR) 12se?
b, = a—_

B(-1+2565% (Q*~3PR)) 5(1-165ef,/Q2—3PR)'
e = ag
© _1+165¢7,[Q?~3PR

katsayilari i¢in (4.1) ¢6ziim fonksiyonu

(4.10)

Uy (75) =2+, [ ';((7777:)))2 +b, { I'::((’;Z)J L =extegt, (4.11)

seklinde olur. Eger F(7,)=sn(;,) olarak alimrsa C; = 165e1\l(1— m* + m‘l)el2 ,
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a(-C, +8(1+m?)e? Lase C:12a5ef(1—m2)2
B(-1+Cy) T B(1-Cy) 8 B(-1+Cy)

olmak

Cs =

luzere

(94
773=e1[X—1_C tJ, (4.12)
5

doniisiimii igin

Uy (77,) =Cs +C,es? ( 775)dn® ( 17,) +Cysc? ( 5 )nd® (775),
(4.13)

¢Ozlimii elde edilmistir.

100

i) Ul

15 10 5 5

Y

Sekil 4.1. (4.13) ¢oziim fonksiyonunun o =f=0=¢€ =1 m=1/3 degerleri i¢in ii¢
ve iki boyutlu grafik gdsterimi.

15

4. Durum:
8 =b=c=d=a=b=d,=0,
16a5€’ («/Q2 ~3PR(~1+16Q0%¢7 )+ Q-165€7 (Q? —3PR))
- p(-1+2565%] (Q* ~3FR)) ’
¢, = 12a5€} ,d,=0, e,=— ag (4.14)

1-165¢7\/Q* —3PR

B ﬁ(l—laaef,/Qz —3PR)

katsayilari i¢in (4.1) ¢6ziim fonksiyonu
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o (Fm)Fm)-F )
u4(774)_a0+02[ 77F(7747)7F,(774)77 J’m_eﬁ("'ezt’

(4.15)

seklinde olur. Eger F(7,)=sn(7,) olarak alinirsa C, =165€7v/1—-m* +m*,

—a(C, +165€] (1+m? 2
Cp= ( - el( )) ve Cn:—% olmak tizere
B(-1+C,) B(1-16C,)
o
= - t], 4.16
un e1[x 1-C, J (4.16)

doniisiimii i¢in

u, (774) =Cp +

5 5 = (4.17)
cn(n,) dn(n,) sn(n,)

¢Oziimi bulunmustur.

5. Durum:

H= elanz -3PR, K= (ZQ2 —?;PR)el ve T =1-256H°5%" olarak segildiginde

ag

~1+165e%\JQ”—3PR '

~8afise, (1+16H5e,)(T Qe ~3H )+ (K +2HQ) 7%,
T? ’

a1=b.l=C1=d1=a2=b2=CZ=0’ €=

a0=

-32a5(1+16H 5e1)(3PKe12T ~(H-Qe) (K +2HQ)eT? )

d,= ik

(4.18)

katsayilari i¢in (4.1) ¢6ziim fonksiyonu
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F(75)F' ()
775)F(775)_ F’(775)

2}, N =€ X+6t, (4.19)

us(ﬂs):ao"'dz{lz,,(

seklinde olur. Eger F(n,)=sn(7;) olarak almrsa H =g (l— m? + m4),

K=e (2+m’+2m*) ve T =1-2565%' (1-m*+m*)  ifadeleri igin

s (116708 7 (14 mz)eTi::sﬁ)\/(Kzﬁ(H m))T elj’

—32a5(1+16ﬁ5e1)(3PKef T—(H+(1+ mz)el)\/<R‘2ﬁ(l+ mz))efj

ClS = —2
LT

olmak lizere

(04
Y (O S 42
& el(x 1-1656,H j (4.20)

doniisiimii i¢in

Cmcn(rs)2 dn(z, )2 sn(z, )2

(_1+ mzsn(r5)4)2 ' (4.21)

U, (rs) =C,+

¢Oziimii bulunur.

18

20

22

24

5 0 k3 40 45

Sekil 4.2. (4.21) ¢6ziim fonksiyonunun o =f=95=¢€ =1, m=1/2 degerleri i¢in ii¢
ve iki boyutlu grafik gdsterimi.

6. Durum:
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16a.5¢? («/QZ +12PR (16Q0e? 1)+ Q -165¢7 (Q? +12PR))
= ﬁ(—1+ 2565%; (Q +12PR))

12a.5€?

ﬁ(l—lG&efanz +12PR) ’
 192PRade] (1+165e124/Q2 +12PR) e,

d, =

a1=b1=C1=dl=a2=b2=0’ C2=—

p(-1+2565% (Q* +12PR)) " 1-1666?\JQ? +12PR |

(4.22)

katsayilari i¢in (4.1) ¢6ziim fonksiyonu

o [F)F ) -F ) ) | F () F' (1)
e L F () () ] dz{F"(ne)F(ne)—F'(nafJ’ @29
M =& X+8,t,

seklinde olur. Eger F(75)=sn(7,) olarak alinirsa C,, =165e’V1+14m* +m*,

—a(C,, +165¢7 (1+m? 2 22
o, (CartOI ()  veasg o 19200
ﬁ(—1+C14) ,B(l—Cl4) ﬂ(—1+16Cl4)
lizere
(04
—e|x— t|, 4.24
s x- ] (420

doniigiimii i¢in

Cu(2emsn(n)'| cyon(ae) en(a) (o)
cn(7,)" dn(7,) sn(z, )’ (—1+ m?sn(z, ) )2

Ug (775) = Cs + . (4.25)

¢Oziimi bulunur.
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7. Durum:

8ase? (2 (Q2 +12PR) (1+8Q5ef)+Q +325€? (Q2 +12PR))

8 =~ » 8, =0,

,B(—1+ 2565%; (Q? +12PR))

2(0?2 2 2
L 12ase, i  1200%7(Q —4F>R)(1+165el (@ +12PR))
2 =~ , b, =

ﬂ(l—l%ef,/(Qz +12PR))

B(-1+2565% (Q* +12PR))

192PR5efa(1+16e125« [Q? +12PR)
b =0¢=0¢c=0d=04d,= , (4.26)
,B(—1+ 2565%; (Q° +12PR))

e

_ g,
© _1+1656%/Q? +12PR

katsayilari i¢in (4.1) ¢6ziim fonksiyonu

o aea[F0Y L (F)Y F (1,) F'(m,)
rbm)=2, Z[F(%)J bz[':'(m)j d{F”(m)F(m)—F’(m)ZJ’(4'27)

7, =exX+e.t,

seklinde olur. Eger F(7,)=sn(,) olarak alimrsa C,; =16e/5v1+14m’ +m*,

o (8(1+m?) 562 —C,y) 12050, 12a5€? (1-m?)’ (1+C,)
ClQ = 1-C ) 20" " A o~ N 21 = 2
IB( - 18) ﬁ(l_cls) ﬂ(_1+018 )
2 2
ve C, = 192m ade, (1J2rC18) olmak iizere
B(-1+Cy’)
a
= -t 4.28
Uy el(x 1-16eC, j ( )
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doniigiimii igin

2 2 2 2 szcn(777 )2 dn(777 )2 Sn(’77 )z 4.29
U(7,)=Cye +Cpoes® (7, )dn?( 17,)+C,i5¢*( 1, )nd? (77,)+ — (4.29)
(—1+ m?sn(1;) )

¢Oziimii bulunmustur.

Sekil 4.3. (4.29) ¢6ziim fonksiyonunun o = =0 =1 m=3/4,e =-1 degerleri igin
ii¢ ve iki boyutlu grafik gosterimi.

4.2. Davey-Stewartson Denklemine Uygulamalari

Genel formdaki lineer olmayan kismi tiirevli (3.24) DS2 denklemine 3. Boliimde

oldugu

H=EX+EY +ey, !//=§(X+y—]/t),
(4.30)

u(x,yt)=e"U(u), v(xy.t)=V(u),

yiirliyen dalga doniisiimii uygulanip, elde edilen adi diferansiyel denkleme uygulanan

gerekli integral islemlerinden sonra (3.27) adi diferansiyel denklemi ile (3.28) esitligi
elde edilmisti. Coziim fonksiyonu (2.7) igin (3.32) denkleminde U" ile U?®

terimleri arasinda kurulan dengeleme islemi yapilir.

(2.5) denkleminden

F'=+PF*+QF?+R =+/PF? +...
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seklinde yazilabileceginden ¢6ziim fonksiyonu (2.7) kisaca
FY"
u=ay (—j +..=+a PN EN 4.
F
olarak alinmistir. Buna gore Buna gore dengelemeyi saglayan terimler

N3N
uw=a (FF) +o

u"= N(N +1)al pV2EN2

N
I+

aZN P3N/2F3N +..

seklinde hesaplandiginda elde edilen U” ~U*® dengeleme bagintisindan balans N =1

olarak bulunmustur. Boylece

o-na B (£ E) FF((N))HFF((N;H @)

U

seklinde bulunmasi diisiiniilen ¢6ziim fonksiyonun genel hali elde edilmistir. (4.30)

ifadesinden elde edilen U” ve U?® karsihklann (3.32) denkleminde yerine

r

yazildiginda (2.8) Ve (2.9) yardimryla ( IFZ,(( ,Zl )) ] [ |F:'(( Z )) ) |

(r=0,1 p=0,1 2,...) Jakobi eliptik fonksiyonlarina bagl sifir polinomu elde edilir.

Bu polinomun katsayilar1 sifira esitlenerek elde edilen cebirsel denklem sistemi

Mathematica paket programryla ¢oziildiigiinde a,,a,,b,,c;,d,, ve e, katsayilar ile

4 ve y dontisimleri asagidaki durumlarda bulunmustur. Bulunan bu katsayilar ve

F(x) F(x)

eliptik fonksiyonlarina bagh U =U (u) ¢dziimleri bulunmustur. Daha sonra (4.29)

. F F'(u)) ., .
dontigimler (4.30) denkleminde yerine yazilarak (#) veya ( (,u)] Jakobi

dikkate alinarak 3. bdlimde bulunan ¢dziimlerden farkli olarak F(z)=sn(z) igin

u ( y) ve V( ,u) coziimleri elde edilmistir.
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1. Durum:
NP \/(ef +qe; )(ef +¢3)
| p(e —ae;)

e3=—%(el+e2)(;/+\/y2—16Q(e12+e22)), (4.32)

b =0,d,=0,¢=0, (z%(7+\/72—16Q(e12+e22)),

katsayilarina karsilik (4.30) ¢oziimi

.M =eX+ey+et, (4.33)

seklinde elde edilir. F(z,)=sn(z) olarak alindiginda

W= elx+e2y—%(el +e2)(7/+\/;/2 +16(1+ mz)(el2 +e22))t, (4.34)

1

t//l=Z(y+\/yz+16(1+m2)(ef+e§))(x+ y-nt), (4.35)

@2 e2)(e? 4+ @2 262 (&2 4 62

dntistimleri i¢in D, = ( L 22 )( 12+ 2) ve D, =_#+22) olmak iizere
e o(e—ael)
e"icn( g )dn
u(z4)=D, S(:?Za) (1) (4.36)
_ cn’ (ﬂz)dnz (ﬂz)

v(#,)=D, () (4.37)

¢cOziimleri elde edilmistir.

46



A \A\/\SFM/\ {\vs/\ A
V \JV Vv \}U U

Sekil 4.4. (4.36) ¢oziim fonksiyonunun e =1,e, =2, =10, p=—1, q=1 y=0, m=3/4
degerleri i¢in ii¢ ve iki boyutlu grafik gosterimi.

Sekil 4.5. (4.37) ¢oziim fonksiyonunun e =1,e,=2, y =10, p=-1, q=1 y=0, m=3/4
degerleri i¢in ii¢ ve iki boyutlu grafik gosterimi.

2. Durum:

a,=0,a=0,b=0,d,=0,c=0, bl:_\/(% +qe; )(ef +¢)(Q —4PR)’
p(ef —ce?)

¢ =3\ -10Q(E +el) ) o = 2o ve) (- + i -16Q(e +el) | (@.38)

katsayilarina karsilik (4.30) ¢oziimi
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, M, =eX+ey+eft, (4.39)

elde edilir. F (1) =sn(u) olarak segildiginde

m :e1x+e2y+%(e1 +e2)(—y+\/y2 +16(1+m? (el +e22))t, (4.40)

ve
1
l//2=z(y—\/y2+16(1+m2)(e12 +el) (x+y-1t), (4.41)
21 0el)(e +e 262 (1-m?)’ (e2 + 2
doniigiimleri igin D3:(1—m2) (el A 22)(612 2) ve D, =- 1( 2) (621 2)
p(ef —qe;) p(ef —qe3)
olmak tizere
e"2sn(u,)
u(u,)=D , (4.42)
)= P Gy an(a)
Snz(ﬂz)
v(u,)=D , (4.43)
(442) = B G o (5
¢Ozlimleri bulunmustur.
3. Durum:
‘+qe’)(e’+el
a,=0,a=0,b =0, c1=—\/(el ez ) 2),d1=0,b1=0,

Jp(ef —ae?)

¢:%(7,+\/72+32Q(912+922))a e3:—%(el+e2)(7/+\/y2+32Q(ef+e§)),

(4.44)

katsayilarina karsilik (4.30) ¢6ziimii
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F (1) F (1)~ F' (1)
U(ﬂ3)=cl£ (ﬂ::)(ﬂglf:),(;)(%) } [ =ex+ey+et, (4.45)

elde edilir. F(z)=sn(u) olarak alindiginda

1y = e1x+e2y—%(e1+e2)(7+\/y2 ~32(1+m?)(ef +e22))t, (4.46)

ve

1,//3=%(}/+\/7/2—32(1+m2)(ef+e§))(x+ y—t), (4.47)
dontigiimleri i¢in

u(p)=D e (1-m’sn’ (4z))

, 4.48
1cn(ﬂ3)dn(ﬂ3)sn(ﬂ3) ( )

(1—m25n4 (,us))2

) — > > , 4.49
o’ (1) A0 (1) s (1) 449

V(1;)=D

¢Ozlimleri elde edilmistir.

4. Durum:

4\/(e12 +qe; )(ef +¢ ) PR

a,=0,a8=00D0b=00c=04d=
p(ef —ae;)

9=~ +32(e vl & =5 (e ven) [+ [ r320(e )
(4.50)

katsayilarina karsilik karsilik (4.30) ¢oziimi

U(ﬂ4):d1[ F(ﬂ4)F,(ﬂ4)

, M, =ex+ey+et, (4.51)
F”(ﬂ4)F(ﬂ4)_F'(ﬂ4)2J t ’ ’
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elde edilir. Eger F ( ,u) =sn ( 1) olarak segilirse

1, =e1x+e2y+%(e1 +e2)(—}/+\/7/2 ~32(1+m?)(ef +e§))t, (4.52)

ve
W, = —%(—7/+\/72 —32(1+ mz)(el2 +e22))(x+ y—t), (4.53)
2 2 2 2 2 2 2 2
dontisiimleri i¢in D, =—4m (el +e22)(el tqez) ve Dy :_3261 (ezl +ezz)m olmak
p(ef —qe3) p(ef —qe3)
uzere

(4.54)

, (4.55)

Sekil 4.6. (4.54) ¢6ziim fonksiyonunun e =1,e,=1/2, y=10, p=-1 q=1 y=0,
m=1/5 degerleri igin ii¢ ve iki boyutlu grafik gosterimi.
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5 10

Sekil 4.7. (4.55) ¢oziim fonksiyonunun e =1 e,=1/2, y=10, p=-1 q=1 y=0,
m=1/5 degerleri i¢in ii¢ ve iki boyutlu grafik gosterimi.

5. Durum:

a, =0, alal\/<e12 +e§)(e12+q922)' blx/m\/(elz+e22)<ef+qe§),

p(ef —qe3) p(ef —qe})

c,=0,d, =0, ¢:%(7_\/72 _16(Q+3,/Q2 _4PR)(ef +e§)j,

e, =2eve)vo [P as(Qia @ PR vel) | s

bulunan katsayilarina karsilik

F'(us) F (1)
U(w)= + , . M =eX+ey+et, (4.57)
( 5) al F(ﬂ5) bl F (/15) 5 e1 2 3
(4.30) ¢ozlimii seklinde elde edilir.
F () =sn(u) olarak kabul edilirse
y5:e1x+e2y+%(e1+e2)(—y+\/y2—16(2—4m2)(e12+e22))t, (4.58)

ve
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1
l//s=Z(7/_\/7/2_16(2—4m2)(e12+e22))(x+y—;/t), (4.59)
dontisiimleri i¢in yeni Jakobi eliptik fonksiyon

e (en? (5 ) dn® () + (1-m*)sn’ (15))

5)=D, : 4.60
u(ss) on () dn( 1) 51 75 ) 0
(cn2(/45)dn2(ys)+(l—m2)sn2(ys))2
. )=D, 5 5 > , 4.61
V(ﬂ ) cn (,Us)dn (,uS)SI’] (/15) (64
¢oziimleri elde edilmistir.
6. Durum:
08050 o [N | oo [ )
p(e —ae;) p(ef —ae;)
1 2 2, .2
¢=Z(7/—\/y +32(Q+6VPR)) (¢ +e2)),
es:%(el+e2)(—y+\/72+32(Q+6ﬁ)(ef+e§)j, (4.62)
elde edilen katsayilarina karsilik (4.30) ¢6zimii
F”(/JG)F(:UG)_F'(/JB)Z F(IUG)F,(IUG)
U ()= / d, 2 |
() Cl[ F (1) F'(45) i " (1t) F (116) = F' (145) (4.63)

Us =€ X+ey+et,

elde edilir. F (,u) =sn (,u) olarak alindiginda ise

L :e1x+e2y+%(e1 +e2)(—7+\/y2 +32(—1— m? +6m)(ef +e22))t, (4.64)

ve
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v, =%(;/—\/}/2 +32(—1— m? +6m)(ef +e§))(x+ y—-1), (4.65)

doniigiimleri igin

u — D" (l—mzsn4 (‘uﬁ)) _4m cn( ) dn (%)sn(#e)J
(/‘6) - [Cn (ﬂes)dn(/"s)sn(:%) (1_ m’sn” (:ue)) &9
. ~ (1—m23n4(,u6)) _4m cn(ye)dn(ye)sn(,ue)]2

(#5) =D (cn( A R 7 I

¢Oziimleri bulunmustur.

Sekil 4.8. (4.66) ¢6ziim fonksiyonunun € =1e,=2, y=2, p=-1q=1 y=0,
m=1/5 degerleri i¢in ii¢ ve iki boyutlu grafik gosterimi.

Sekil 4.9. (4.67) ¢oziim fonksiyonunune, =q=21e,=y=2, p=-1, y=0,m=1/5
degerleri i¢in ii¢ ve iki boyutlu grafik gosterimi.
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7. Durum:

1J(ef+e§)(ef+qe§) p - JQ—4PR J(ef+e§)(ef+qe§)

—0a== b=
PINAT T b —ae) 2 p(ef —ae?)

cl =%J(e1 rellee) 4 o ¢=%(y—\/72—8(—Q+3«/Q2—4PR)(ef+e§)j

pe’ — pae;

e, = %(e1 +ez)(—7/+\/7/2 —8(—Q+3\/Q2 —4PR)<912 +ezz)j’ (4.68)

katsayilarina karsilik (4.30) ¢oziimii

) Fls)  (Frl)F(s)-F () | o ovier (4
U(IUS)_ai blF’(ﬂs) 1[ F(ﬂs)F’(/Js) } Hs =6 LY et (4 69)

elde edilir. F (y) = Sn(y) olarak kabul edildiginde

1 = elx+e2y+%(e1 +e2)(—;/+\/y2 -8(4-2m*)(ef +e22))t, (4.70)

ve

1
l//7:Z(V—\/yz_8(4—3m2)(e12+e22))(x+y—;/t), (4.71)
dontisiimleri igin

(1-m*—dn? (z,))sn ()

, 472
o () dn () @72

u(g, )=De"

, (4.73)

¢cOziimleri elde edilmistir.
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MV
il

Sekil 4.10. (4.72) ¢oziim fonksiyonunun € =q=1e,=2, =10, p=-1 y=0,
m=3/4 degerleri i¢in ii¢ ve iki boyutlu grafik gosterimi.

Sekil 4.11. (4.73) ¢6ziim fonksiyonunun ¢ =q=1¢e,=2, y=10, p=-1y=0,
m=3/4 degerleri i¢in ii¢ ve iki boyutlu grafik gosterimi.

Benzer bigimde DS1 denklemi iginde yukaridaki belirtilen durumlardakine benzer

¢Oziimler bulunabilir
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda pek cok fiziksel olayin sonucunda ortaya ¢ikan problemlerin
anlagilmas1 ve c¢oziilebilmesi i¢in elde edilen lineer olmayan kismi tiirevli
diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri iizerine bilinen bazi yontemlerin genellestirilmis
yeni durumlar1 verilmistir. One siiriilen bu yéntemler F -Acilim ve G'/G -Acilim
yontemlerinin birlestirilmesi sonucu olusturulmus yeni versiyon genellestirilmis F -
Agilim yontemi ile yeni genellestirilmis F'/F- Ag¢ilim yontemleridir. Bu
yontemlerden yeni versiyon genellestirilmis F -A¢ilim yontemi (2.5) adi diferansiyel
denklemi temel alinarak F Jakobi eliptik fonksiyon olmak iizere, terimleri
F,1/F, F'/F ve F/F' Jakobi eliptik fonksiyonlart olan (2.4) ¢6ziim fonksiyonu,
dengeleme teriminin belirlenmesiyle kismi tiirevli diferansiyel denklemlere
uygulanmistir. Daha sonra (2.4) ¢6ziim foksiyonunda F yerine F'/F yazilarak
ayni sekilde (2.8) adi diferansiyel denklemine ulasilarak (2.7) ¢6ziim fonksiyonu
dengeleme teriminin belirlenmesiyle yeni genellestirilmis F'/ F - A¢gilim yonteminin
kismi tiirevli diferansiyel denklemlere uygulanabilirligi gosterilmistir. Bu yontemler
BBM denklemi ve DS denklem sistemine ayri1 ayrt uygulanmig bulunan farkli

¢Ozlimler belirtilen durumlarda verilmistir.

Uygulanan her iki yontem sonucunda literatirde bulunmayan yeni Jakobi eliptik
fonksiyon ¢oziimleri elde edilmistir. Daha sonra bu ¢6iimler i¢in (2.5) denklemini

saglayan P,Q ve R katsayilarinin 6zel se¢imi ile F :sn(§) almarak ¢oziim

ornekleri verilmis ve bazi drnek ¢6ziim fonksiyonlarinin iki ve ii¢ boyutlu grafikleri
cizilmistir. Bu ¢6ziimlere karsilik gelen benzerlikler ve farliliklar soliton dalgalarla
gosterilmeye calisilmistir. Boylece fiziksel olaymn gorsel karakteri hakkinda

gbzlemlerr yapilabilmistir. Istenirse farkli P,Q ve R katsayilarimin se¢imleri Ek 1°

den alinarak farkli Jakobi eliptik fonksiyon ¢ozlimleri elde edilebilecektir.

Kullanilan bu yontemlerle dengeleme bagintisini saglayan kismi tiirevli diferansiyel
denklemler i¢in benzer Jakobi eliptik fonksiyon c¢o6ziimlerinin bulunabilecegi
goriilmistiir. Ayrica (2.5) denklemi yerine Riccati diferansiyel denkleminin uygun

formlar1 alinarak jakobi eliptik fonksiyonlarin disinda farkli tiirden fonksiyonlar



(iistel fonksiyon, trigonometrik fonksiyon, hiperbolik fonksiyon, ...) igeren yeni

¢Ozlimler bulunabilecegi dngdrilmiistiir.
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EKLER

Ek 1: (1.10) denkleminde verilen katsayilar i¢in Jakobi eliptik fonksiyonlar

NO p Q R F(&)
2
1 m? —(1+m ) 1 sng
2 —m? 2m? -1 1-m? cné
3 1 2-m? m? -1 dné
2
5 1-m? 2m? -1 —m? ncé
6 m? -1 2-m? -1 ndé
7 1-m? 2-m? 1 scé
8 1 2-m? 1-m? csé
2 2
g | —M (1—m ) 2m? -1 1 sd&
2 2
10 1 2m? -1 —-m (1—m ) ds¢
11 m? _(1+ mz) 1 cd&
2
12 1 _(1+m ) m? dcg
13 l 1—2m2 l
4 2 4 nsg £csé
14 1-m? 1+m?® 1-m?
4 2 4 ncg +scg
15 1 m2 -2 m2
4 2 4 nsé +dsé
16 (1— m2)2 1+ m2 l
4 2 4 dsg +csé
17 _l 1+ m? (1—m2)2
4 2 4 mené £dné
18| m'@-m?) 2(1—m?) 1-m?
2(2—m?) mZ_2 2(2-m?) deé +1-m’ncé
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N

N

19 m” m’ -2 m
4 2 4 SnE +icné
20 m_z m® -2 m?
4 2 4 J1-m?sdé +cdé
21 1 1-m? 1
4 2 4 med& +iv1-m?*nd&
22 1 1-2m? 1
4 2 4 msné +idn&
23 1 1-m? 1
4 2 4 J1-m?scé £ dcé
~1+m? 1+m? ~1+m?
24 4 2 4 msd& +nd&
m’ m* -2 1 sn&
25 4 2 4 1+dné
1 1—2m? 1 sné
26 4 2 4 1+cng
27 1-m? 1+m? 1-m? cng
4 2 4 1+sné
28 2—4m? snédné
cné
29 m* 2 1 snéené
dn&
30 1 m? +2 1-2m? +m* dnéeng
sné
31 _4 -m? +6m-1 m* —2m® +m? mengdng
m msn®& +1
32 4 —m*—6m-1 | m*+2m®+m? mengdng
m msn®& —1
mcnésné
33 4N1-m? —m? +631-m? +2 | -m?+2y1-m? +2 J1—m? —dn?e
___m’cnésné
34| A1-m’ —m? =631 +2 | —m? —231-m? +2 Ji-m? + dn®&
35| —(m+1)°B? 2m? 42 “m?+2m-1 msn?é —1
36| —(m-1) B 2m? +2 -m?-2m-1 msn’£ +1
B2 B(msn’& 1)
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(m-1)° A2

m? +1

(m-1)

37 +3m dnfeng
4 2 4A? A +sng)(1+msng)
3| (M+1) A m+1 a0 (m+1) dnéené
4 2 4N A(L+sn&)(d—msnS)
39 | -m-2fmi 2 [ M o p— | -m-2l-m 42 m’snéené
4 2 4 SN%E + (L+4/1-m?)dné —1—y1—m?
40 | -mteoficmia2 | M0 o i | -mPe2i-m? 42 m*snécné
4 2 4 SN°E + (~1+41-m?2)dné —1+1-m?
2
41 C2m47(BZ+C2)mZ+BZ m2 +1 T—Z_:LZ \/(BZ_CZ)/(BZ_CZmZ)+Sn§
2 2 4(C°m° —B?) Bené +Cdné
2,n2 2 2
42| C’m*+B —2m? +1 : 12 | O o o e
4 2 4(C°m"+B9) BSné + Cdné
4
43 C’+B’ m* -2 % JC+ B —m’Ch) /(B +C?) +dné
4 2 4(C*+B") Bsné +Cené
a-m")Q? | 5 J
44 P<0 Q>0 (m?—2)°P \(2-m*)p " (V2-m?"
m’(m’ -1)Q° ULk TP 2 é]
45 P<0 Q>0 (2m?—1)?P (2m*-1)P 2m? —1
m’Q’ _mQ o [Q 5]
6|  P>0 Q<0 (m?+1)°P (m*+1)P~ (Vm* +1
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