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OZET

Kismi tiirevli diferansiyel denklemler i¢in sinir deger - baslangic deger problemlerinin
¢Oziim yontemlerinin 6Zrenilmesi esas problemlerdendir. Bu ¢6ziim yontemlerinden en genis
kullanilan yontemlerden biri de Fourier metodu adlanan degiskenlerine ayirma yontemidir.
Fourier metodunda sinir deger - baslangi¢ deger probleminin trivial olmayan ¢6zimi her bir
degiskene bagli iki fonksiyonun g¢arpimi seklinde aranir. Bu ¢6ziim denklemde yerine
yazilmakla bu fonksiyonlar i¢in adi tiirevli denklemler alinir. Ele alinan problemin sinir ve
baslangi¢ sartlarinin dikkate alinmasiyla her bir denklem i¢in uygun sartlar bulunur. Bu tezde
hiperbolik ve parabolik tip kismi tiirevli diferansiyel denklemler i¢in sinir deger baslangic
deger problemlerinin Fourier metodunun uygulanmasiyla ¢oziimiiniin bulunmasi metodu
orneklerde Ogrenildi ve sinir deger - baslangi¢ deger probleminin Fourier metodunun ayri
ayrt Ornekler tlizerinde c¢oOziimiiniin bulunmasi1 gosterildi. Hiperbolik ve parabolik tip
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde degiskenlere ayirma (Fourier) yontemini 6grenirken

istifade edilmesi gereken kaynaklar kullanildi.

Anahtar Kelimeler: Hiperbolik ve parabolik tip diferansiyel denklemler, Fourier metodu,

Shturm — Liouville problemi, sinir deger — baslangi¢ deger problemleri.
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ABSTRACT

Learning the methods of solving limit value and initial value problems is one of the main
problems for partial differential equations. One of the most used methods is Fourier method
that is termed the separation of variables method. Non- trivial solve of limit value and initial
value problems is searched for a solution according to functions product related to each
variable in Fourier method. Ordinary differential equations are taken for these functions by
writing this solution in equation. Suitable conditions for each equation are found by
considering to the matter in problem’s limit and initial condition. In this thesis, limit value
and initial value problems’ solutions were learned with examples of the application by the
Fourier method for hyperbolic and parabolic type partial differential equations. Also, finding
the solution was shown application of limit value and initial value problems’ solutions by the
Fourier method in various examples. When learning of the separation of variables method,
resources that should be used was used to solution of hyperbolic and parabolic differential

equations.

Keywords: Hyperbolic and parabolic differential equations, Fourier method, Shturm -

Liouville problem, limit value - initial value problems
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1.GIRiS

Kismi tiirevli diferansiyel denklemler i¢in smir deger - baslangic deger
problemlerinin ¢oziim yontemlerinin 6grenilmesi esas problemlerdendir. Bu
¢cozlim yontemlerinden en genis kullanilan yontemlerden biri de Fourier metodu
olarak adlandirilan degiskenlerine ayirma yontemidir. Fourier metodunda sinir
deger - baslangic deger probleminin trivial olmayan ¢6zlimii, her bir degiskene
bagl iki fonksiyonun g¢arpimi seklinde aranir. Bu ¢oziim, denklemde yerine
yazilmakla bu fonksiyonlar i¢in adi tiirevli denklemler alinir. Ele alinan
problemin sinir ve baslangi¢ sartlarinin dikkate alinmasiyla her bir denklem ig¢in

uygun sartlar bulunur.

Bu problemlerden biri kendisinde parametre bulunduran sinir deger problemi
olur. Bu problemin parametrenin 6zel degerlerinde trivial olmayan ¢éziimii olur.
Parametrenin boyle 0zel degerlerine karakteristik degerler, bu karakteristik
degerlere uygun c¢oziimlere karakteristik fonksiyonlar denir. Bu karakteristik
degerlere spektr, karakteristik degerlerin ve onlara uygun karakteristik
fonksiyonlarin bulunmasi problemine spektral problem denir. Spektral probleme

shturm — liouville problemi denir.

Bulunan Kkarakteristik fonksiyonlar sisteminin, ortogonal sistem olusturdugu
ispatlanir. Bu yiizden ele alinmis kismi tiirevli diferansiyel denklemin ¢d6ziimii
karakteristik fonksiyonlar sisteminin Fourier serisi seklinde aranir. Bu serinin
Fourier katsayilar1 olan fonksiyonlar ise uygun Cauchy probleminin ¢dziimii olur.
Bu yontemle bulunmus ¢6ziimiin ele alinmis sinir deger - baslangic deger
probleminin klasik ¢6ziimii oldugunu ispatlamak icin, serinin diizglin ve mutlak
yakinsadigini, onu degiskenlere nazaran gercken mertebeden terim-terim
diferansiyellemenin miimkiin oldugunu ve sonsuz toplamin smir ve baslangi¢
sartlarin1 sagladigini gostermek gerekir. Bunlar ele alinan problemin verilenleri
belli sartlar sagladiginda ispatlanir. Problemdeki kismi tlirevli diferansiyel
denklemin tipine bagli olarak sinir deger ve baslangi¢ deger sartlar1 birbirinden

ayrilir.



Bu tezde hiperbolik ve parabolik tip kismi tiirevli diferansiyel denklemler igin
sinir deger - baslangi¢c deger problemlerinin, Fourier metodunun uygulanmasiyla

¢Ozlimiiniin bulunmas1 metodu 6rneklerle gosterildi.



2.FOURIER METODUNUN UYGULANMASIYLA
HIPERBOLIK TiP DIFERANSIYEL DENKLEMLER ICIN
SINIR DEGER — BASLANGIC DEGER PROBLEMLERININ
CcOzZUMU

Fourier metodu veya degiskenlerine ayirma metodu olarak adlandirilan metot,
kismi tlirevli diferansiyel denklemler i¢in sinir deger — baslangic deger
problemlerinin ¢oziimiiniin bulunmasinda uygulanan en Onemli metotlardan
biridir. Bu yontemin semasini, denklemi hiperbolik tip denklemler olan sonlu
uzunluklu telin titresimleri denklemi i¢in smir deger — baslangic deger
problemine uygulanmasini gésterelim.

2.1. Sonlu Uzunluklu Telin Titresimleri Denkleminin Fourier Metodunun
Uygulanmasiyla Coziimii

Sonlu uzunluklu telin titresimlerinin

0%u 5 0%u
sz = a5+ kD, £>0, 0<x<¢ (1.1)
denkleminin
(oc 6u+ ) ~0 \
0x Bu x=0 -
(1.2)
( 6u+ 5 > — 0 J
YaX ! x=4 B
sinir sartlarini ve
ulemo = ux,0) = @) ,
N (1.3)

— =0 = U(x,0) = P(x)

ot

baslangi¢ sartlarini saglayan ¢éziimiiniin bulunmasinin istendigini var sayalim [1]



Burada ele aldigimiz (1.1) — (1.2) — (1.3) problemine smir deger — baslangic deger
problemi denir. Bazen bu probleme karisik problem de denir. (1.1) denklemindeki
a? > 0 sayis1 sabit pozitif sayidir. (1.2) smnur sartlarindaki a, B,v, 8 katsayilari sabit
reel sayilardir. (1.1) denkleminin sag yanindaki f(x,t) fonksiyonu onceden
verilmis belli fonksiyondur. (1.1) denklemindeki f(x,t) fonksiyonu aynen sifira esit

oldugunda yani f(x,t) = 0 oldugunda

Fu_ 2 t>0 0<x<¢? 1.1’
o oxz O <X (119
denklemine (1.1) denklemine uygun homojen denklem denir.

Fourier metodunun semasina uygun olarak (1.1) denklemine uygun homojen
(1.1") denkleminin homojen (1.2) smir sartlarin1 saglayan aynen sifira esit

olmayan (trivyal olmayan)¢oziimii

u(x,t)=X(x)T(t) (1.4)
seklinde aranir. Bu (1.4) seklindeki ¢oziimii homojen (1.1") denkleminde yerine
yazip degiskenlerine ayirarak

X”(X) . T”(t)
X® ~ a?T(v)

(1.5

esitligini buluruz. Burada x ve t serbest degiskenler olduklarindan sag taraftaki
orant1 yalniz x degiskenine sol taraftaki oranti ise yalmz t degiskenine bagl
oldugundan (1.5) esitliginin her iki tarafi da aym bir sabit sayiya esit olmasi
gerekir, yani

XII(X) B T”(t) B
X(x)  a’T(y)

Burada A sabit sayidir (parametredir).

Sonuncu esitlikten X(x) ve T(t) fonksiyonlar1 i¢in uygun olarak asagidaki

diferansiyel denklemlerin saglamalarinin gerektigini buluruz:

X"(x) — X&) = o0, (1.6)

T (t) — aAT(t) = 0 (1.7)



u(x, t) fonksiyonunun (1.4) ifadesini (1.2) sinir sartlarinda yerine yazarak
(ax'(0) + BX(0))T(v) = 0,

ve
(vX'(£) + 8X(£))T(®) =0

esitliklerini buluruz. Burada T(t) # 0 oldugundan (aksi halde trivyal u(x,t) = 0

¢oziimii alinird1), (1.6) denklemi igin

(aX’(0) + BX(0)) =0,
(1.8)
YX'(&) +8X(#) =0

sinir sartlarinin saglanmasi gerektigini buluruz.

Boylece , (1.4) esitligindeki X(x) fonksiyonu (1.6) denkleminin (1.8) sinir

sartlarin1 saglayan ¢6zliimii olmalidir.
Simdi A parametresinin degerleri kiimesini belirleyelim.

[k olarak A parametresinin yalmz pozitif degerler aldigim varsayalim. Yani

A > 0 olsun. O zaman (1.6) denkleminin genel ¢oziimii
X(x) = Cle‘h—LX + Cze“b—‘X

seklinde bulunur. Burada C; ve C; keyfi sabit sayilardir. C; ve C; sabitlerini dyle
segmemiz gerekir ki (1.8) smir sartlarn da saglansin. (1.8) smir sartlarinin

saglanmasi sartindan C; ve C; sabitleri igin
Cl(B + a\/X) + Cz(B - aﬁ) = 0,
C1(B + a\/i)e‘/ﬂ + CZ(B - a\/i) =0

lineer homojen cebirsel denklemler sistemi almir. Bu cebirsel sistemin

determinanti
AQD) = (B + 0(\/7\)([3 - oc\/i) (e_‘/ﬂ - e‘m’)

seklinde olur. Burada A(A) # 0 oldugunda C; = C, = 0 olur. Bu yiizden de
A(A) # 0 halinde X(x) = 0 ve uygun olarak u(x,t) = 0 olur. Buise u(x,t) £ 0
sartina ¢eliski olusturdugundan A(A) = 0 olmasi gerekir.



A(A) = 0 olmasii¢in A = —(KTH)Z , k =12, ... olmas1 gerekir. Buise A > 0

sartina c¢eliski olusturur. Demek ki A > 0 olamaz.
Simdi A = 0 halini el alalim. Bu hal i¢in (1.6) denkleminin genel ¢oziimii
X(X) = C1 + C2X

seklinde yazilir. Sinir sartlarii dikkate aldigimizda bu halde C; = C; = 0 olmasi
gerekir, yani bu halde X(x) =0 ve u(x,t) =0 olur. Demek ki, A =0 da

olamaz.
Son olarak A < 0 halini ele alalm. A < 0 halinde (1.6) denkleminin genel
¢Ozumu
X(x) = CysinV—2Ax + C,cosV—2Ax
seklinde yazilir.

(1.8) sinir sartlarinin saglanmasi i¢in C; ve C; sayilar1 asagidaki lineer cebirsel

homojen denklemler sistemini saglamasini gerektirdigi bulunur:
avV—AC; + BC, =0
(y\/—_?\cosx/—_M + SSim/—_ME’)C1 + (SCOS\/—_M’ - y\/—_Asin\/—_M)Cz =0
Bu sistemin determinanti
AN = (=8B + A8y). tanV—A¢ — (By — a8)V—A (1.9)

seklinde bulunur. (1.9) esitliginden A(A) =0 denkleminin A <0 sartim
saglayan sonsuz sayida ¢oziimiiniin oldugu goriiliir. A sayisinin (1.9) denklemini
saglayan bu sonsuz degerlerine uygun (1.6) denkleminin (1.8) sartlarin1 saglayan

sonsuz sayida sifirdan farkli ¢6ziimleri bulunabilir.

Tammm: A parametresinin bulunmus belli degerlerinde (1.6) denkleminin (1.8)
sinir sartlarini saglayan trivyal olmayan ¢oziimii bulundugunda A parametresinin
bu degerlerine problemin karakteristik degerleri, problemin bu degerlere uygun
trivyal olmayan c¢oziimlerine problemin karakteristik fonksiyonlart denir. Bu

sekildeki probleme Shturm-Liouville problemi de denir [8].



Boylece, biz burada gosterdik ki, buradaki A parametresi A < 0 degerlerini

alabilir. Bu yiizden buradaki A parametresi yerine —A? parametresini alalim.
O zaman (1.6) denklemi
X"(x) +A%X(x) =0 (1.6”)
seklinde yazilir ve bu denklemin genel ¢6ziimii
X(x) = C;sinAx + C,cosAx
seklinde yazilir.

(1.9) esitligine dayanarak ele aldigimiz problemin karakteristik sayilari

(—By + ad)A

tanAf =
an oy + BS

transendental denkleminin pozitif kokleri olur. Bu denklemin koklerini A, ,n =
1,2,3,... ile, bu A, pozitif koklerine uygun problemin karakteristik
fonksiyonlarini uygun olarak X, (x), n = 1,2,3, ...ile isaret edelim. O zaman

karakteristik fonksiyonlar i¢in

X, (X) = cosA,x — sinA,x

ad,
ifadesini buluruz.

Kolaylikla  karakteristik ~ fonksiyonlarin  {X,(x)} sistemi [0, ] araliginda

ortogonal sistem olusturdugu gosterilir [8],
yani

Y 0 , k#n
f X, (x) X (x)dx = {
0

Il
=

IXnll? # 0 , k
esitlikleri saglanir.
Bununla Fourier Metodunun birinci merhalesi ( etab1) bitmis olur.

Simdi Fourier Metodunun ikinci merhalesini agiklayalim. Fourier metodunun
ikinci merhalesinde (1.1) denkleminin ¢6ziimii formal olarak  X,(X)

karakteristik fonksiyonlarinin



u(x, ) = Z T, (DX, (X) (1.10)
n=0

Fourier serisi seklinde aranmir. (1.10) serisi seklindeki ¢o6ziimini (1.1)

denkleminde yerine yazdigimizda asagidaki esitligi buluruz.

D [T (O + @A) TaOXa () = 0 (111)

n=1

Bu esitligin sag yanindaki f(x,t) fonksiyonunun {X,(x)} fonksiyonlari

sistemine nazaran Fourier serisine acilabilen fonksiyon oldugunu var sayalim ve

fxt) = ) f,(0)X,x) (1.12)
f.(t) = Hxlnz [ fx9DX,(0dx , n=123,.. (1.13)

acilimini (1.11) esitliginin sag yaninda yerine yazarak asagidaki esitligi buluruz.

(o] [ee]

D IO + @ TOX 0 = Y 6OX0  (L14)

n=1 n=1

Fourier sersinin katsayilarinin tekligi hakkindaki teoremi uygulyarak
T, (t) fonksiyonlarinin bulunmasi igin asagidaki
Ty (©) + (aAy)?T, () = f,(t) n=12,.. (1.15)

denklemini buluruz. (1.10) seklinde aranan ¢6zlimiin (1.3) baslangic sartlarin1 da

saglamasini isteyelim.
O zaman

N

U 0) = ) Ty(OXn() = ¢(x) |

0/ (%,0) = ) TH(0)Xa () = Y()
n=1 J



Bu esitliklerden T, (t) fonksiyonu i¢in

T,(0)=¢, n=123,.. |,
(1.16)

Ta(0) =y, n=123,..
baslangi¢ sartlarint buluruz. Burada ¢,, n=123,.. ve y,, n=1273,..
sayilart uygun olarak  @(x) ve Y(x) fonksiyonlarinin X, (X) sistemi tizere
Fourier katsayilar1 olup

¢ )

1
®p = —zf e X,(x)dx , n=1.23,..
I1Xnll% Jo

> (1.17)

1 £
= — xX) X, (x)dx , n= 1,2,3,
lIJn ”anlzfo ‘IJ( ) n( ) )

esitlikleri ile bulunurlar.

Boylece, (1.10) serisinin katsayilart  T,(t) n=1,2,.. (1.15) denkleminin
(1.16) baslangi¢ sartlarin1 saglayan ¢6ziimii olmasi gerekir. (1.15) - (1.16)

Cauchy probleminin ¢oziimii
To(t) = @ycos ad,t + ﬁ P,sinai,t + % fol fo (Dsinar,(t—1t)dt  (1.18)

formili ile bulunur.

T,(t) Kkatsayilar1 igin buldugumuz (1.18) ifadesini (1.10) agiliminda yerine

yazarak biz (1.1) - (1.2) - (1.3) probleminin formal olarak ¢6ziimiinii

- 1
u(x, t) = Z [(pncosaknt + —sinaA, t| X, (%)
bt aA,

+ Z[i f sinak, (t — ). £, (1) d]X, (x) (1.19)
0

n=1

seklinde bulmus oluruz.



(1.19) formiiliindeki birinci toplam (1.1") homojen denkleminin (1.2) sinir
sartlarin1 ve homojen olmayan (1.3) baslangi¢ sartlarin1 saglayan ¢oziimiidiir.
(1.19) formiiliindeki ikinci toplam homojen olmayan (1.1) denkleminin (1.2) sinir
satlarin1 ve (1.3) baslangi¢ sartlarina uygun homojen

u(x,0)=0

(1.3
u'(x,0) =0

baslangig sartlarini saglayan ¢oziimiidiir.
Bununla Fourier metodunun ikinci merhalesi bitmis olur.

Son olarak {iglincii merhalede (1.1)-(1.2)-(1.3) probleminin (1.19) formiilii ile
bulunmus ¢oziimiiniin klasik ¢éziim oldugu gosterilir. Bu merhalede Fourier
metodunun hiperbolik tip denklemlerinin ¢oziimiiniin bulunmasindaki islemler
esaslandirilir. Bu esaslandirmayr yapmak i¢in (1.19) serisinin x ve t
degiskenlerine nazaran iki kez terim-terim diferansiyellenmesinden alinan
serilerin diizglin yakinsadig1 (1.19) serisinin toplaminin smir ve baslangig

sartlarint sagladigi gosterilmelidir [2].

Teorem : @(x) fonksiyonu [0, #] araliginda iki kez siirekli diferansiyellenen
oldugunda, bu fonksiyon [0,#] araliginda par¢a par¢a lglincii mertebeden

stirekli diferaniyellenen fonksiyon oldugunda ve

P0) =@ =0, ¢"(0)=¢"(#) =0 (1.20)

sinir sartlarimi sagladiginda , Y(x) fonksiyonu ise siirekli diferansiyellenen
oldugunda, [0,#] araliginda Y(x) fonksiyonu ikinci mertebeden parga parga

stirekli diferansiyellenen oldugunda ve

y(0) =y) =0 (1.21)

smir sartlarini sagladiginda, f(x,t) fonksiyonu ise [0,#] % [0, T] dikdortgeninde
stirekli fonksiyon oldugunda her bir t € [0,T] i¢in x degiskenine nazaran
ikinci mertebeye dek siirekli diferansiyellenen oldugunda ve her bir t € [0, T]
icin

£(0,t) = f(£,£) = 0 (1.22)
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siir sartlarini sagladiginda (1.19) serisi ile tanimlanan u(x,t) fonksiyonun ikinci
mertebeye dek siirekli tiirevleri vardir, (1.1) denklemini sagliyor, (1.2) sinir
sartin1 ve (1.3) baslangi¢ sartlarini saglar. (1.19) serisi x ve t degiskenlerine
nazara iki kez par¢a parca diferansiyellenen olur. Bu diferansiyellemeden alinan
seriler mutlak ve diizglin olarak 0 < x < ¥ , ve t=> 0 i¢in, yakinsak seriler

olur.

Boylece, (1.19) serisi ile tamimlanan u(x,t) fonksiyonu (1.1)-(1.2)-(1.3)

probleminin klasik ¢6ztimii olur [9].

Bu teoremin ispat1 [9] kitabinda verilmistir.

Ozel bir hal igin bu teoremi yazip ispatlayalim.

2.2. Sonlu Uzunluklu Telin Serbest Titresimleri Denkleminin Fourier

Metodu file Bulunmus Coziimiiniin Mutlak Ve Diizgiin Yakinsakhg
Hakkinda Teorem

Onceki kisimda Fourier metodunun uygulanmasiyla

azu— 262u 0<x<? t>0 2.1

o Y axe X<t (21)
denkleminin

u(0,) =0, u@t)y=0, t>0 (2.2)

sinir sartlarini ve

u(x,0) = o(x), o<x<¢?,

(2.3)
u(x,0) = ¥(x), 0<x<?
baslangi¢ sartlarini saglayan ¢ozimii
( t)_i( annH_ £ ] annt) . nm 24
u(x, t) = 1 (P, COS 7 p P, sin 7 sin 7 X (2.4)
n=

serisi seklinde bulundu.

Bu serideki ¢, ve y, Kkatsayilart uygun olarak ¢, ve 1, fonksiyonlarinin

{sin HTR x} sistemi tizere [0, ¢] araliginda Fourier katsayilar1 olup

11



Y
2 nm

¢
_ 2 . nm
@n = ?f (p(x)sm7xdx, Y, = ?J LlJ(X)Sln?XdX (2.5)
0

0

Formiilleri ile hesaplanir.

(2.4) serisi toplamimnin (2.1) — (2.2) — (2.3) probleminin ¢6ziimii olmasini

kanitlayan asagidaki teorem dogrudur.

Teorem: (2.1) — (2.2) — (2.3) probleminde @(x) fonksiyonu [0, ¢] araliginda
tanimli iki kez siirekli diferansiyellenen ama fliciincii mertebeden parga-parca

stirekli diferansiyellenen ve

P =9 =0, ¢"(0)=¢"(#)=0 (2.6)

sinir gartlarini sagladiginda, y(x) fonksiyonu da uygun olarak [0, ¢] araliginda
tanimlanmis siirekli diferansiyellenen ama ikinci mertebeden tiirevi parca parca

surekli olmakla

Y(0) =y(£) =0 (2.7)

Sinir gartlari1 sagladiginda, (2.4) ve (2.5) formiilleri ile bulunan u(x,t)

fonksiyonunun ikinci mertebeye dek siirekli tiirevleri vardir ve (2.1) denklemini
saglar, (2.2) sinir sartlarin1 ve (2.3) baslangig sartlarin1 da saglar. (2.4) serisi ve X
ve t degiskenlerine nazaran iki kez terim-terim diferansiyellenendir ve bu
diferansiyellemelerden alinan seriler 0 < x < araliginda her bir t> 0 i¢in

mutlak ve diizgiin yakinsak serilerdir [8] , [9] .

Ispat: Bu teoremi kisaca ozetleyelim. (2.4) serisi ile bulunmus ¢éziimiin (2.1)
denklemini saglamasi igin, 6nce bu seri x ve t degiskenlerine nazaran iki kez
terim-terim  diferansiyellenebilmelidir. Bunun i¢in ise @(x)ve Y(x)

fonksiyonlarinin asagidaki sartlar1 saglamalari gerekir:

1) @(x) fonksiyonunun [0,#] araliginda birinci ve ikinci mertebeden tiirevleri
var ve bu tirevler [0,#] araliginda siireklidirler, bu ¢(x) fonksiyonunun
tiglincii mertebeden [0, #] araliginda tiirevi var ve tiglincii mertebeden tiirevi

[0, €] araliginda parga parga siireklidir ve ek olarak ¢(x) fonksiyonu
0 =9)=0, ¢@"(0)=¢"(H)=0

siir sartlarini da saglamalidir;

12



2) Y(x) fonksiyonu [0, #] araliginda birinci mertebeden tiirevi var ve [0, ]
araliginda (x) fonksiyonunun tiirevi siireklidir (x) fonksiyonunun [0, ¢]
araliginda ikinci mertebeden de tiirevi var ve bu tiirev [0, ] araliginda parca-

parca siireklidir ve ek olarak fonksiyonu

Py(0) =y) =0
sinir sartlarini saglar.

Boylece, @(x) ve Y(x) fonksiyonlar1 uygun olarak 1) ve 2) sartlarini
sagladiginda (2.4) serisi x ve t degiskenlerine nazaran iki kez terim-terim
diferansiyellenen olur ve diferansiyellenmeden sonra alman seriler [0, 7]
araliginda x degiskenine nazaran, 0 <t < T araliginda ise t degiskenine nazaran

mutlak ve diizgiin yakinsak olduklarin1 gostermemiz gerekir.

(2.4) serisinin toplami olarak bulunan u(x,t) fonksiyonu 1) ve 2) sartlarini
sagladiginda (2.1) denkleminin (2.2) smir sartlarint saglayan ve (2.3) baslangi¢

sartlarin1 saglayan ¢6ziimii olur.
Simdi teoremi ispatlayalim.

Bunun igin  @(x) fonksiyonunun Fourier katsayisi olan ¢, katsayisini alalim
ve kismi integrasyon formiiliinti uygulayarak @, katsayilarinin

degerlendirilmesini yapalim [9].
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Burada

©n #_f (p(x)sm—xdx

7 Zf 0d nm ¢ 2() nm |€
=~ 5| e®Wdcos—x=———. S@(X)cos—x]|,
Y ,
+{’ Zf ' nnd_(€> Zf ,()d_nn
7 | @’ ®cos—xdx = (—) .5 [ ¢"(X)d sin—x
0 0
Y
() oo 1= () 3 ot
~\nm {)cpxsm{) nT[ ' " n XX
0

NP2, nm 2N\*2 nmt_ |,
~(5r) 7] oo cosTx= () Goreeosnls

nt
0

3, ¢ 3, ¢

(f) 2] " mtd (f) Zf ") nnd
—) 7 (X)COS{)XX— —) 7 @ xcos{)xx

0 0

Boylece,
"N op
-
burada
Y
2 nm
=@, = ?J cp”’(x)cosTde (2.8)

0

Simdi (2.4) serisindeki ﬁwn katsayisini ele alalim. Yani

—lIJn = fl]}(x)sm—xdx

anT

Bu esitligin sag yanindaki integrale kismi integrasyon formiiliinii uygulayarak

buluruz:
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Y
£ f)Zf ()_mtd
annlljn_ nm/ af qJXSln{’XX
2 ¢ 2
—(f)zf()d nn_(f)z() nn|£,
= \tn) 77 P(x cos{)x— - aftpxcos{)x0
¢
+(5) f() x=(2) 2 [ wea
- a{’qJXCOS{’XX_mT {)pr sm x
0
_(£)3 ) |[ (3)32 v sin™ g
o 1]stm o) a7 qum{)xx
0
Y
_(£)32]” _nnd
= tn) 7 llJ(X)SlIl#XX
0
Boylece,
£ (€)3Bn
annwn_ n/ n3
burada

¢
2 , . Dm
Bn = gj U} 51n7xdx (2.9)
0
Boylece, biz ¢, ve ﬁlj}n katsayilari i¢in asagidaki ifadeleri bulduk:
\° ay, ¢ Bn
¢n = — (‘) = —y, =— (n) (2.10)

n/ n3’ anT n3

Burada

esitsizligini kullanarak

Un

%n <_(§+ Ian|2> (2.11)

nl™— 2

esitsizligini yazabiliriz.
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Simdi Fourier katsayilar

icin Bessel esitsizligini kullanarak

esitsizlikleri yazabiliriz:

e £
D lenl” < [ (0 09) dx < +eo
n=1 0

00 {
a ZIBHI2 < f(tb”(X))de < 4o
n=1 0

Bu esitsizliklerden

(00
Sl ve
n=1

Serilerinin yakinsak seriler olduklar1 goriiliir.

iwz
n=1

(2.11) esitsizliklerini kullanarak asagidaki esitsizlikleri buluruz:

Bu sonuncu esitsizliklerden

[oe) oo
Zlanl zIBnl
ve

n n
n=1 n=1

Serilerinin yakinsak seriler olduklar1 goriiliir.

asagidaki

@, Ve ﬁ‘l’n katsayilarinin (2.10) formiilleri ile bulunmus ifadelerini (2.4)

serisinde yerlerine yazarak (2.4) serisinin toplami olan u(x,t) fonksiyonu igin

asagidaki agilim bulunur:
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- n° o1 anm . anm \ . nm
u(x,t) = Z - (;) 3 (O(nCOSTt + anm7t) sin—-x (2.12)
n=1

(2.12) serisinin

3
anTt anTt nm
)

£ 1
up(x,t) = — (E) .F(anc057t+ BHT sin7x

terimleri i¢in asagidaki degerlendirme bulunur:

G 01 < (2) [ el + 150

Bu esitsizlikler her bir x € [0,#] ve her bir t € (—oo,+) igin saglanir.
Diger yandan pozitif terimli sayisal

(O S L el + 180D

n=1
yakinsak seri oldugundan Weierstrass teoremine esasen (2.12) serisinin
[0,€] X (—o0,+0) Bolgesinde mutlak ve diizgiin yakinsak oldugu bulunur.

Diger yandan,

serisinin terimleri i¢in

<C <M+ IB“') ,
n n

< D_(Ianl+lﬁnl>
n n

seklinde degerlendirmeler bulunur.

0%uy,
0x?

Bu degerlendirmelerdeki C ve D katsayilar1 n sayisina bagli olmayan belli sabit

sayilardir.
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Burada

[ee] [oe]
zlanl ZIBnI
ve

n n
n=1 n=1

serileri yakinsak sayisal seriler olduklarindan (2.4) serisinin x ve t degiskenlerine
nazaran terim-terim iki kez diferansiyellenebildigi ve diferansiyellemeden alinan
serilerin [0,#] X (—oo,+00) bolgesinde diizgiin ve mutlak yakinsak seriler
olduklar1 Wierstrass teoremlerinin uygulanmasiyla ispatlanmis olur. Boylece

teorem tam olarak ispatlandi [8].

2.3. Uclarindan Sabitlestirilmis Sonlu Uzunluklu Telin Serbest
Titresimlerinin Denkleminin Fourier Metodu ile Coziimiine Ait
Ornekler

Ornek 1: x = 0 ve x = £ uglarindan sabitlestirilmis £ uzunluklu telin t = 0

aninda profili (formast)

4h
u(x,0) =) = ﬁx({’ —X)

Parabolii seklinde oldugunu varsayalim (bak sekil 3.1).

o
MRl - —
LY

sekil 3.1

Sekil 3.1. @(x) = :—lzlx(t’ — Xx) fonksiyonunun grafigi
t = 0 aninda telin noktalarinin baglangi¢ hizinin

0 oldugunu yani

Jdu

o = ux 0 = =0

oldugunu varsayalim.
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t > 0 igin telin serbest titresimlerini bulalim. Bunun i¢in uclardan sabitlestirilmis
£ uzunluklu telin serbest titresimleri denkleminin

oo

( t)_z( annt_l_ ' ) amrt) . nm
u(x, t) = (P, COS 7 armtpnsm 7 sin 7 X

n=1
formiilii ile bulunan ¢éziimiinde Y, katsayilarimin y,, = 0 almamiz gerekir. @,
katsayilarint bulmak icin ise agsagidaki integralleri hesaplamamiz gerekir:

¢
2 nm

’
. 8h 5. . DT
@n = zjcp(x)mn?xdx =F,[(€X_X )sm7xdx.
0 0

Burada bu integrale kismi integrasyon formiiliinii iki kez uygulayarak buluruz:

¢
8h oy . DT
©n =€—3f({’x—x )sm7xdx
0

8h

+
nmé?

¢
nT
f(# — 2X%) COSTX dx
0

£

8h nm 8h . nm o,
= nﬂfzf(f—ZX)cos7xdx = nz—w({’—ZX) sm7x |0
0

e
N 16h . nm q
g | Sinxdx
0
16h 16h N
=53 (cosnmt—1) = ey a--=nmH
Boylece
= 16h nma _ nNm
u(x, t) = Z e a--nm cosTt.sm7x
n=1
veya
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oo

u(x, t) =

2n+1ma  2n+ Dmn
t.sin X

1
Zn+ 13 T 7

32h

T3 z
h=1

olur [2].

Ornek 2: x = 0 ve x = £ noktalarinda uglardan sabitlestirilmis £ uzunluklu telin

baslangi¢ andaki durumu
ux,0)=0x) =0
oldugunu varsayalim. Telin baslangi¢c anda noktalarinin hizi

( {’|<h
XTo1520

Vo

ue(x,0) = Y(x) = 4

? h
(0 |X‘§|>§

Formiilii ile verildigini varsayalim. Bu sartlarda telin titresimlerini bulalim.

Burada @(x) =0 oldugundan telin u(x,t) titresimlerinin formiiliinde

®, =0, n=1,2,.. almamiz gerekir. %lj}n katsayilar1 ise asagidaki formiil

ile hesaplanir:

£+h

2+h >

£ =2 (2 v sin™™® — _ 2o t g0T
anm Un = nma f% Vo SIN s xdx = nma nm cos £ %
2vyt [ nmt(f —h) nn({’+h)] 4voef  nm _ nmh
= cos — cos = sin— .sin—-
n?m?a 24 2¢ nzrza 2 My
Burada cosa—cosf =—2 sin()(%ssin%B formiilii kullanilds
Boylece,
( t)_4v0€ 1 nm _ nmh . nma _ nm
u(x, — 1r12smz.sm o7 Sin—p-sin—x
n=
olur [3].
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2.4. Uclardan Sabitlestirilmis Sonlu Uzunluklu Telin Mecburi Titresimleri
Denkleminin Fourier Metodunun Uygulanmasiyla Coziimii

Sonlu € uzunluklu telin u¢larmin x = 0 ve x = £ noktalarinda sabitlestirilmis
oldugunu varsayalim. Bu telin birim uzunluguna etkisi F(x,t) olan dis kuvvetin
etkisi altinda mecburi titresimleri problemini ele alalim. Bu problem

matematiksel olarak telin homojen olmayan

d%u d%u F(x,t)
_— = 2___ =
2= 52 +f(x,t), 0<x<?¥ ,t>0 (f(x,t) 5 ) (4.1)
denkleminin
u(0,t) =0 , u(®,t)=0 (4.2)

sinir sartlarini ve

ux,0) =0px), 0<x<?,
(4.3)
u(x,0)=yx), 0<x<?

baslangi¢ sartlarini saglayan ¢oziimiiniin bulunmasi problemine getirilir.

Burada biz (4.1) — (4.2) — (4.3) probleminin Fourier metodunun uygulanmasi

ile ¢ozlimiiniin bulunmasi yontemini gosterelim.

Bu amagla (4.1) denkleminin ¢6ziimiinii

oo

u(x,t) = Z u, (t) sin%x (4.4)

n=1
serisi seklinde arayalim.
Dikkate alalim ki, (4.1) denkleminin ¢6ziimiinii (4.4) serisi seklinde aradigimizda
(4.2) sinir sartlar1 saglanir. (4.4) serisinde u,(t) katsayilar t degiskenine bagl
aranan katsayilardir. (4.4) acilimindaki aranan u,(t) katsayilarini bulmak i¢in

u(x,t)  fonksiyonunun (4.4) formiilii seklinde aradigimiz ifadesini (4.1)

denkleminde yerine yazalim. O zaman buluruz:

i {un(t) + ) un(t)} sin%x = f(x, 1) (4.5)
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Burada (4.5) esitliginin sag yanindaki fonksiyonunda x degiskenine nazaran
0 <x<¥ araliginda {sinn?“X} sistemi lizere Fourier serisine agilabildigini

varsayalim. Yani

= nm
f(x,0) = an(t)sin7x , (4.6)
n=1
¢
2 . nm
fn(t) = ?f f(X, t) sm7xdx ’ (47)

0

seklinde agildigi varsayalim. f(x,t) fonksiyonunun (4.6) aciliminin (4.5)
denkleminin sag yaninda f(x,t) fonksiyonunun yerine yazarak asagidaki esitligi

buluruz:

i {Un(t) + ) un(t)} sm—x = Zf ) sm—x

Bu sonuncu esitlige Fourier serilerinin katsayilarmin tekligi teoremini

uygulayarak asagidaki esitlikleri buluruz:

un(t)+( ) u® =0t , n=123,.. (4.8)

(4.4) serisi seklinde aradigimiz ¢6ziimiin (4.3) baslangi¢ sartlarini saglamasi igin

u(x,0) = Z u,(0) sin%x =), 0<x<?, (4.9)
n=1
- nm
ui(x,0) = Z u, (0) sinTX =), 0<x<?, (4.10)
n=1

Esitliklerinin saglanmasi gerekir.
Burada biz (4.3) baslangi¢ sartlarinda verilen @(x) ve Y(x) fonksiyonlarinin
0 <x< ¥ araliginda {sin%ﬂx} sistemi lizere Fourier serisine agilabildiklerini

varsaydigimizda, o zaman (4.9) ve (4.10) esitliklerinden u,(t) fonksiyonu ve
onun u,(t) tiirevi i¢in agagidaki baslangi¢ sartlarinin saglanmasinin gerektigini

buluruz:
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un(o) = @n ,
(4.11)

l:ln(o) =Yy
Burada ¢, ve i, sayilar1 uygun olarak ¢, ve , fonksiyonlarinin 0 < x < ¢

- .. nTm . . e .
araliginda {sm 7X} sistemi tlizere Fourier katsayilar1 olup

¢
2 . NT
¢n = —f @(x) sin—xdx , (4.12)
4 ?
0

2 : . nm
Y, = Ef P(x) sm7xdx (4.13)
0

formilleri ile tanimlanir.

Boylece, (4.4) serisinin u,(t) katsayilarini bulmak i¢in homojen olmayan

2

anTt
in (0 + () w® = f© (4.14)

denkleminin homojen olmayan
u,(0) =@, (4.15)

U, (0) = Yy (4.16)

baslangi¢ sartlarini saglayan ¢6ziimiinii bulmamiz gerekir.
(4.14) — (4.15) — (4.16) baslangic deger problemini ¢ézmek icin (4.14)
denkleminin ¢6ziimiinii

up () = vy (1) + wy (1) (4.17)

toplami seklinde arayalim. Burada v,(t) fonksiyonu homojen

2

anTt
i, () + (7) v () =0 (4.18)

denkleminin homojen olmayan
vn(0) = @y (4.19)

Vn(0) = Yy (4.20)
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baslangi¢ sartlarini saglayan ¢oziimidiir. w,, (t) fonksiyonu ise homojen olmayan

0 + (55) wal0) = £u00) (421)
denkleminin homojen

w(0) =0, (4.22)

Wy, (0) = 0 (4.23)

baslangig¢ sartlarini saglayan ¢oziimiidiir.

Bu problemleri ¢6zmek icin homojen (4.18) denkleminin karakteristik

denklemini yazalim:

bu denklemin kokleri

Ky, =t (?)i , (i=v=0)

anT.

oldugundan (4.18) denkleminin  k; =—1 ve k, = —a%ni karakteristik

degerlerine uygun lineer bagimsiz ¢oziimleri uygun olarak

anm ; . anm ;
CoOS—— sin—
 ’ '

fonksiyonlar1 olur. Boylece, (4.18) denkleminin genel ¢oziimii

anTt anTt
V,(t) = A, cos Tt + B, sinTt (4.24)

Seklinde yazilir. Burada A, ve B, keyfi sabit sayilardir.

(4.18) denkleminin (4.24) genel ¢oziimiindeki A, ve B, katsayilarmi dyle
secelim ki (4.19) ve (4.20) baslangig sartlar1 saglansin. Yani

Va(0) =A, =B,
. anTtt
Vn(0) = TBn =Yy

sartlarinin saglanmasi gerekir.
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Boylece, (4.8) denkleminin (4.19) - (4.20) baslangig sartlarini saglayan ¢oziimii

V,(t) = amTt+ ¢ i amTt 4.25
n = @p COS ) anT[LanIH ) ( )

seklinde bulunur.

Simdi homojen olmayan (4.21) denkleminin homojen (4.22) ve (4.23) baslangic
sartlarin1 saglayan c¢oziimiinii Lagrange’in sabitlerin varyasyonu metodunu

uygulayarak bulalim.

Lagrange’in sabitlerin varyasyonu metoduna uygun olarak homojen (4.18)
denkleminin genel (4.24) ¢oziimiindeki A, ve B, sabitlerinin degiskenine
bagli fonksiyonlar olduklarin1 varsayarak homojen olmayan (4.21) denkleminin

homojen (4.22) ve (4.23) sartlarini saglayan ¢oziimiinii
anT ant
W, (t) = A,(t) cos Tt + B, (b) sinTt (4.26)

seklinde arayalim.

Sabitlerin  varyasyonu metodunda (4.26) ¢oziimiindeki A,(t) ve B,(t)
katsayilart Oyle segilir ki, W,(t) ¢Oziimiiniin birinci mertebeden tiirevini
aldigimizda A, (t) ve B,(t) katsayilarinin sabit katsayilar gibi olmast ve

W, (t) tiirevinin

. ant \’ ant \' anTt
W, (t) = An(t).(COSTt) + B, (b). (sinTt) +4G(0). cos 5t
anm
+ B, (t).sin—t
'
_ ant \' _ant '
—An(t).(c057t> + B, (b). (smTt) (4.27)

sekilli olmasi istenir.

Ikinci mertebeli W, (t) tiirevi

W, (t) = A, (D). (cosan7nt) + B, (). (sinaHTT[t) + A} (b). (cosEmTT[t) +

B! (t). sin (3“7" t) (4.28)
Burada W, (t) tiirevinin (4.28) ifadesini ve W, (t) fonksiyonunun (4.26)

ifadesini (4.21) denkleminde
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yerlerine yazdigimizda cos anTnt ve sin anTnt fonksiyonlarimin (4.18) homojen
denkleminin ¢dziimleri olduklarini dikkate aldigimizda asagidaki

AL (D). (cos ?t)l + B (t).sin (? t), = f,(t) (4.29)

esitliginin de saglanmasinin gerektigini buluruz.

Boylece, A,(t) ve Bp(t) tirevlerinin bulunmasi igin asagidaki cebirsel

denklemler sistemini bulmus oluruz:

anT anTt
( AL (D).cos—t + Bl (t) sin—t =0
? ?
(4.30)
| , anty . anm anm | anmt
kAn(t). (— 7) Sll’th + (7) Bn(t) COSTt = fn (t)

Bu sistemi A, (t) ve Bj,(t) bilinmeyenlerine nazaran Kramer yontemi ile
¢oziip AL(t) ve Bn(t) tirevlerini bulalm. Bunun igin Once sistemin

determinantini hesaplayalim:

anTt ¢ . anTt t
COS— Sin ——
¢ ¢
W anTt
B T ?
(ann) . anTt ¢ (am't) danTt ¢
—\— ) SIn—— — ) COS —
¢ ¢ ¢ ¢

Sonra uygun olarak Kramer yonteminin uygulanmasi ile buluruz:
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. anm
0 sin—5— t

anTt anT

fn (t) 7 COoS 7 t
' anTt
ALY = W =~ f,(t) sinTt ,
ant
cos—5— t 0
anm . anm
- T sin T t fn (t) ’
anT
BL(t) = W = f,(t) cosTt

Dikkate alalim ki, (4.21) denkleminin (4.26) seklinde aranan ¢6ziimiiniin (4.22)
ve (4.23) sartlarii saglamasi i¢in  A,(0) =0 ve B,(0) =0 sartlarinin
saglamasi (4.26) ve (4.27) esitliginden goriiliir. Bu yiizden
, £ _anm
An(t) = —Efn(t) SII’ITt )

, £ anT
Bn(t) = Efu(t) COSTt

denklemlerini uygun olarak A,(0) =0 ve B,(0) =0 sartlarinda ¢ozerek

buluruz:

t
' _anm
A,(t) = e f fn(‘t)sm—{) Tdt
0

t
{ ant
B,(t) = _annffn(T)Cos_{’ Tdt .
0
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A,(t) ve  B,(t) katsayilari i¢in buldugumuz bu ifadeleri (4.26) a¢iliminda
yerlerine yazarak buluruz:

t

£ ant ant
W, () = ﬁf [sm—t COSTT_SIHTT cos—t]f (Ddt =
0

t
{’
= sm— (t —0f,(D)dt
T anm
0

Boylece, homojen olmayan (4.21) denkleminin homojen (4.22) ve (4.23)

baslangi¢ sartlarini saglayan ¢oziimii
’ t
. anm
W, (t) = Ej sin 7 (t—of,(v)dr (4.31)

formiili ile bulunur.

Boylece, (4.14) denkleminin (4.15) - (4.16) baslangi¢ sartlarin1 saglayan

¢Oziimiini asagidaki sekilde bulmus oluruz:

an ' ant
U,(t) = @, cos—t + —lIJn sin—t
'3 '3
' _anm
+ — | sin—(t — D)f,(t)dr (4.31)
anT 4
0

Boylece, u,(t) Kkatsayilari i¢in buldugumuz (4.31) ifadesini (4.4) agiliminda
u,(t) katsayilarinin yerlerine yazdigimizda (4.1) denkleminin (4.2) siir
sartlarin1 saglayan ve (4.3) baslangi¢ sartlarinisaglayan ¢oziimiinii asagidaki

sekilde bulmus oluruz:

- ant ' antt \ . nm
U(xt) = Z ((pn cos—t+ lIJn sin— t) sin—x +
'3 £ ?
n=1
oo P t
nT
Z fsm—(t— of,(t)dt |sin—x (4.32)
— | anm '

0
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Burada dikkate alalim ki, (4.1) denkleminin sag yanindaki f(x,t) fonksiyonu
[0,€] x [0, T] bolgesinde ikinci mertebeye dek (ikinci mertebede dahil olmakla)
stirekli diferansiyellenen fonksiyon oldugunda ve her bir t = 0 i¢in
f(o,t) =0 , f(£,t) =0
sinir sartlarini da sagladiginda (4.32) formiiliindeki ikinci
o t
U ( t)—'zz ¢ j" AT ¢ — D, (Ddr | sin— 433
2(xt) = py sm{) tnrrsm{)x (4.33)

n=1 0

serisi ve bu serinin x ve t degiskenlerine nazaran iki kez diferansiyellenmesinden
alinan seriler mutlak ve diizgiin yakinsak olurlar ve (4.33) serisinin toplam1 olan

U,(x,t) fonksiyonu (4.1) denkleminin (4.2) sinir sartlarin1 ve homojen
U(x0)=0, U(x0)=0

baslangi¢ sartlarini saglayan klasik ¢6ztiimii olur.

Ama (4.32) formiiliindeki birinci toplam homojen

d0%u ., d0%u

oz~ % axz
denkleminin (4.2) siir sartlarin1 ve homojen olmayan (4.3) baslangi¢ sartlarini

saglayan ¢oziimiidiir.

2.5. Sonlu uzunluklu Telin Mecburi Titresimleri Denkleminin Homojen
Olmayan Lineer Smmir deger - baslangic deger Probleminin Fourier
Metodunun Uygulanmasiyla Coziimii

Simdi biz burada sonlu £ uzunluklu telin mecburi titresimlerinin

0’u 0%
ﬁzaﬁ+f(x,t), 0<x<?¢, t>0 (5.1)

denkleminin, 6rnegin homojen olmayan

w(0,0) = 1, (1), ul®t) = ny(t) (5.2)

sinir sartlarini saglayan ve

u,0) =),  ux0) =YX (5.3)

baslangi¢ sartini saglayan ¢oziimiiniin bulunmasi problemini ele alalim.
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Dikkate alalim k, (5.2) sartlar1 ele aldigimiz telin x = 0 ucunun u(0,t) = »,(t)
kural1 ile hareket ettigini, x = £ ucunun ise u(#,t) = #,(t) kurali ile hareket
ettigini gosterir.

(5.2) sinir sartlart homojen olmasindan dolayr Fourier metodunu direk bu
problemin ¢oziimiinin bulunmasma uygulayamiyoruz. Bu yiizden (4.1) —

(5.2) — (5.3) probleminin ¢6ziimiinii
u(x,t) = v(x t) + w(x, t) (5.4)

seklinde arayalim. Burada

(5.5)

S| X

w(x, 1) =11 (0 + [12(t) — 1y (0) |
seklinde tanimlanmis fonksiyondur. Bu fonksiyon (5.2) sinir sartlarini saglar.

w(x,t) =n, (), w(?,t) = 1, (1) (5.6)
(2.4) esitligindeki v(x, t) yeni aranan fonksiyon olup

v(i,t) =0, v(£,t)=0 (5.7)

siir sartlarini saglamasi ve

(Vo = uleco = Wmo = 0(0) = #1(0) = [z (0) — %, (0)]% = F(),
! (5.8)
(Vleeo = o = w' oo = 009 =1 0) = [5(0) = (01 = (0

baslangi¢ sartin1 saglamasi gerekir. (5.4) ifadesini (5.1) denkleminde yerine
yazdigimizda agagidaki esitlik bulunur:

0’v 0% c ,0%w  0*w
e e Tt 5 e

burada w(x, t) nin (5.5) ifadesini kullanarak buluruz.

v 0%
ﬁ = a ﬁ + f(X, t), (59)

burada
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f(x, ) = f(x, 1) — »f (1) =[5 (©) — »{ ()] (5.10)

| X

Boylece, v(x,t) fonksiyonunun bulunmasi igin asagidaki homojen smir sarth

problemi ¢6zmemiz gerekir.

d%v 0’v
W = a2ﬁ+ f(x,t)

v|t=0 =0, V|X=g =0,
v |t=0 =o(x), v |t=0 = (%)
Bu problemi Fourier metodunun uygulanmasi ile ¢6zebiliriz.

Dikkate alalim ki, (5.4) agilimindaki w(x,t) fonksiyonu farkli farkli yontemlerle

secilebilir. Bunu 6rneklerle gosterelim.
Ornek 1: Burada biz (5.1) — (5.2) — (5.3) probleminde &zel halde

f(x,t) = f(x), ®;(t) = a = const, u,(t) = B = const oldugunda (5.4)
acitlimindaki w(x,t) fonksiyonunun bagka bir yontemle secilebildigini

gosterelim. Bu halde ele alinmig problemin ¢oziimiinii
u(x, t) = v(x, t) + w(x, t) (5.11)

seklinde arayalim ve buradaki w(x) fonksiyonunu 6yle se¢elim ki, bu fonksiyon

w_ 1, 5.12
9%z a2 (x) (5.12)

denkleminin
w0)=a w@)=8 (5.13)

sinir sartlarini saglayan ¢6ziimii olsun.

(5.12) probleminin (5.13) sartlarini saglayan ¢oziimii

X y

£ y
_ 1
Wi =P - ax+%0fdy!f(z)d2—a—zbfdybff(z)d§+a (5.14)

seklinde bulunur.
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Bu halde v(x, t) fonksiyonu

0% _ 22V 0<x<? t>0 (5.15)

otz 2 ox2 XS E '
denkleminin

v(i0,Lt) =0, v(£,t) =0 (5.16)

sinir sartlarini ve

v(x0) = ox) —wx) =X
(5.17)

ve(x,0) = P(x)

baslangic sartin1 saglayan ¢oziimidir. (5.15) — (5.16) — (5.17) seklinde
problemin Fourier metodu ile ¢0ziimii yontemini Onceki paragrafta Ornek

gosterdik.

Ornek 2: Bu 6rnekte asagidaki homojen olmayan

0’u _ ,0%u
ﬁ=a ﬁ+$ln2tyo<x<€' t>0 (518)
denkleminin
u,(0,t) =0,
. 2 20 N (5.19)
uy (¢, —asm - sin
sinir sartlarini ve
u(x,0) =0,
. (5.20)
ui(x,0) = —2COS:

baslangi¢c sartlarini saglayan ¢o6ziimiin Fourier metodunun uygulanmasi ile

coziilebilecek sekle getirilmesini gosterelim.
Once (5.18) — (5.19) — (5.20) probleminin ¢dziimiinii
u(x, t) = v(x, t) + w(x, t) (5.21)

seklinde arayalim. (5.18) denkleminin sag yaninda f(x, t) fonksiyonunun
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f(x,t) = sin 2t

ve sinir sartinin sag yanindaki #, (t) fonksiyonunun

24
n, (1) = ;sm;sm 2t

seklinde olmas1 (5.21) a¢ilimindaki w(x,t) fonksiyonunun asagidaki seklinde

aranmasina imkan saglar.

w(x, t) = f(x,t).sin 2t

(5.22)

(5.21) ifadesini (5.18) denkleminde yerine yazip, sonra (5.21) ifadesini (5.19)

sinir sartlarinda da yerine yazip, daha sonra alinmis esitliklerde (5.22) acilimim

kullanarak (5.22) agilimindaki aranan f(x) fonksiyonu icin asagidaki sinir deger

problemini buluruz:
a’f"(x) +4f(x)+1=0,

£(0) =0, ()= si 2¢
=0, —asma

(5.23) — (5.24) probleminin ¢6ziimii
1 2x
f(x) = — (— + cos —>
4 a

seklinde bulunur.
Bu halde (5.21) esitligine dahil olan ve aranan v(x, t) fonksiyonu

d0%v 5 d0%v

W=aﬁ, O<x<?, t>0
denkleminin

vi(0,) =0, vi(4,t) =0

sinir sartlarini ve
1
v(x,0)=0, v{x0)= 3

baslangi¢ sartlarini saglayan ¢oziimii olur.
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(5.26) — (5.27) — (5.28) probleminin v(x,t) ¢oziimiinii bulup ve w(x,t) in
bulunmus ¢6ziimiinii (5.21) esitliginde yerine yazarak ele aldigimiz (5.18) —

(5.19) — (5.20) problemin ¢oziimiinii
( t)—t (1 ZX)' 2t 5.29
u(x, =3 4cosasm (5.29)

seklinde buluruz.

Degiskenlerine ayirma yontemi

2%u
Jx ot

ou

0%u
A(x) o3 + 2B(x) pYe

+D() 2=+ E(X) 5 + GEu = f(x, 1)

+ C(x)

Sekilli hiperbolik tip diferansiyel denklemlerin ¢dziimiiniin bulunmasinda da
uygulanir. Burada biz bunun fiziksel 6zelliklerine goére homojen olmayan telin
serbest titresimleri denkleminin sinir deger - baslangic deger probleminin 6zel

bir hali i¢in uygulanmasiyla ¢6zlimiiniin bulunmasinda gosterelim.

2.6. Homojen Olmayan Telin Serbest Titresimleri Denkleminin Fourier
Metodunun Uygulanmasiyla ¢oziimii

Homojen olmayan telin serbest titresimlerinin

2
P03 == (k@) —a®u , 0<x<f , t>0 (6.1)
denkleminin
u(0,t) =0,
(6.2)
u(?,t) =0

siir sartlarini ve

u(x,0) =ex ,
(6.3)

ug(x,0) = Y(x)
baslangig¢ sartlarini saglayan ¢6ziimiinlin bulunmasi problemini ele alalim.

(3.1) denklemindeki k(x),q(x) ve p(x) fonksiyonlart 0 < x <1 araliginda

tanimlanmais stirekli diferansiyellenen fonksiyonlar olmakla
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k(x) >0, qix) >0, p(x) >0
sartlarin1 saglayan pozitif fonksiyonlardir.

(6.1) — (6.2) — (6.3) probleminin Fourier metodunun uygulanmasiyla 6zel silindir

ile ve kiiresel fonksiyonlar vasitasiyla ¢6ziimii bulunur [2].
Bunu bir 6rnekle gosterelim

Ornek: Asagidaki

021,1 _ 2 0 Ou 2
Sz = A &(XE)-HDu , 0<x<¥ , t>0 (6.4)
denkleminin
u(0,t) <o , ul,t)=0 (6.5)

sinir sartlarini ve
ux,0) =ex ,
(6.6)
u(x,0) = Y(x)
baslangi¢ sartlarini saglayan ¢6ziimiinii bulalim.

Fourier metodu semasina dayanarak (6.4) denkleminin (6.5) sinir sartlarmi

saglayan homojen olmayan ¢oztimiinii
u(x,t) = X(x). T(t) (6.7)

seklinde arayalim. (6.7) seklindeki ¢oziimii (6.4) denkleminde ve (6.5) smir
sartlarinda yerlerine yazarak degiskenlerine ayirip, ele alinan problemin uygun

spektral denklemini
(xX'(x)) + p2X(x) = 0 (6.8)
X(0) <o, X(#)=0 (6.9)
seklinde buluruz. Burada
u? =A% + = (6.10)

seklinde parametredir.
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Bu (6.8) — (6.9) problemin ¢oziimii 0-mertebeli Bessel fonksiyonu vasitasiyla
bulunur [3].

Boylece, X(x) < oo sartin1 dikkate alarak
(6.8) — (6.9) probleminin genel ¢oziimiinii
X(x) = CJo(Wx) (6.11)

seklinde buluruz. Burada C # 0 olmalidir aksi halde trivial ¢6ziim alinirdu.

( Burada J,(pv'x) fonksiyonu 0 indisli Bessel fonksiyonudur.)

(6.11) ¢oziimiini (6.9) smir sartinin ikincisinde yerine yazip C # 0 oldugunu

kullanarak ele aldigimiz problemin karakteristik degerlerinin

Jo(mv) =0 (6.12)
denkleminin kdkleri olduklarini buluruz. Burada
Jow =0
denkleminin pozitif koklerini
M1, Uz -ee 5 My oo

gibi gosterelim. O zaman (6.12) denkleminin kokleri

Lo A R
NN RN A

olur.

Boylece ele aldigimiz problemin karakteristik sayilari

tn _
b n=1,23,.. (6.13)

Bu karakteristik sayilara uygun karakteristik fonksiyonlar

X,(x) =], (unﬁ) , n=1,23,.. (6.14)

fonksiyonlar olur.
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Burada {]0 (un \/%)} Bessel fonksiyonlar1 sisteminin [0,#] araliginda tam

ortogonal sistem oldugunu dikkate alarak ele aldigimiz (6.4) — (6.5) — (6.6) smur
deger - baslangi¢ deger probleminin ¢oziimiinii

o)

ux,t) = 2 Ta (OJo (%E) (6.15)

n=1

Fourier serisi seklinde arayip J, (un \/%)

Karakteristik fonksiyonlarina uygun T, (t) fonksiyonlar1 i¢in

TV(0) + (ah,)2T,(6) = 0, (6.16)
To(®) = @y
(6.17)
Ta(®) = Uy

Cauchy problemini aliriz.

Burada

(6.16) — (6.17) probleminin genel ¢6ziimii
T,(t) = A,cosal,t+ BpsinaA,t (6.18)
seklinde yazilir.

Boylece, (6.4) — (6.5) probleminin genel ¢oziimii

u(x,t) = Z{An cos aA,t + Bysinai,t}], <un\/§> (6.19)
n=1

seklinde bulunur.

(6.19) seklindeki ¢6ziimiin (6.6) baslangic sartlarin1 da saglamasi i¢in

1 ¢ X
Ay = f]%(lln)];) eX)]o (un\/%> dx ,
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1 ¢ X
By = mjo W(x)]o (F]-n\/%) dx

seklinde secilir.

Burada J;(x) 1-mertebeli Bessel fonksiyonudur ve

Ji (o) = %f]%(un\/%>dx= ]0<Un\/§> 2

Bakiniz [3].

Fourier metodu Kkatsayilart (Xx,y) veu degiskenlerine bagli ¢ok boyutlu
hiperbolik tip fonksiyonel denklemlerin ¢6ziimiiniin bulunmasinda da kullanilir.
Biz bunu dikdortgen sekilli zarn titresimleri denkleminin ¢dziimiiniin

bulunmasinda gosterelim.

2.7.Dikdortgen Sekilli Zarin Serbest Titresimleri Denkleminin Fourier
Metodu fle Coziimii

Dikdortgen sekilli zarin serbest titresimlerinin

azu_ , 0°u 9%u
0x? = dy

=== +—), 0<x<s, 0<y<p, t>0 (7.1)

denkleminin

u(0,y,t) =0, uy(s,y,t) =0
(7.2)
u(x,0,t) =0, u;,(x, p,t) =0

sinir sartlarini ve
u(x,y,0) = Ax.y ,
(7.3)
ur(x,y,0) =0

baslangic sartlarim1 saglayan ¢oziimiinii Fourier metodunun uygulanmasiyla

bulunmasini gésterelim. Burada A sabit sayidir.

Fourier metodu semasina dayanarak (7.1) denkleminin (7.2) smir sartlarim

saglayan trivial olmayan ¢oziimiinii

Ux,y,t) = Z(x,y). T(t) (7.4)
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seklinde arayalim. O zaman Z(x,y) ve T(t) fonksiyonlar1 i¢in

aZZ+azz+)\2 =0 7.5
ox% = dy? 2= (7.5)

ve
T”(t) + (ad)?T(t) = 0 (7.6)

denklemlerini buluruz.
Uygun olarak (7.5) denkleminin trivial olmayan ¢éztimiinii
Z(x,y) = X(GOY(y) (7.7)

seklinde arayarak X(x) ve Y(y) fonksiyonlari i¢in asagidaki smir deger

problemlerinin buluruz:

X" (x) + p2X(x) (7.8)
X(0) =0,
(7.9)
X'(s) =0
Y"(y) +Y?Y(y) (7.10)
Y(0)=0,
(7.11)
Y'(p)=0

Burada y? =A% — p?
(7.8) — (7.9) probleminin ¢dziimiinii

Cn+ Dm
—x

X = si
a() = sin=———x |

n=012, .. (7.12)

seklinde buluruz.

Uygun olarak (7.10) — (7.11) probleminin de ¢éziimiinii
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2k+ Dm

, k=0,1,2,...
2p y

Yk (y) = sin

seklinde buluruz.

Boylece, ele aldigimiz problemin karakteristik sayilari

Men = V2 + 12 = \/(Zﬂ—p(Zk + 1))2 + (5o + 1)

seklinde ve karakteristik sayilara uygun karakteristik fonksiyonlar

Cn+1)m | 2k+Dm
X.sin————y

Zin(xy) = sin————x 2D

seklinde bulunur. Bu yiizden ele alinan problemin ¢6ziimii
U0 =) ) Ta®Zny)
k=0 n=0
Seklinde aranir. Uygun olarak Ty, (t) fonksiyonlarinin alinmasi igin
Tin + (@Akn)?. Tin (D) = 0
Tin (0) = @PknTgn (0) = Yin
Cauchy problemini ¢ozmemiz gerekir.

Burada @y, ve Yy, sayilari uygun olarak u(x,y,0) = @(x,y) ve

(7.13)

(7.14)

(7.15)

(7.16)

(7.17)

(7.18)

u;(x,y,0) = Y(x,y) baslangi¢ fonksiyonlarinin {Zy,(x,y)} Sistemi tizere Fourier

katsayilaridir. Ele aldigimiz problemde y(x,y)= 0 oldugundan s, =0 olur,

@(x,y) = A.xy oldugundan

p s
1
df (%, V) Zin (%, y)dx
”anllzl- yo ¢ Y)Lxn y

QPxn =

formiiliine dayanarak direk hesaplayarak

p.s
| Zn 1% = 7

—1)k+ng4n. s
POxn = -1 P kn=0,12..

Ttk + D2(2n+ 12
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(7.19)

(7.20)

(7.21)



ifadelerini buluruz.
(7.17) — (7.18) probleminin bu hal igin ¢6ziimii

Tin (1) = @ypCOS ady,t (7.22)
seklinde bulunur.

Son olarak  Zy,(x,y) ve Tg,(t) i¢in bulunmus ifadeleri (7.16) agiliminda
yerlerine yazarak ele aldigimiz (7.1) — (7.2) — (7.3) probleminin ¢6ziimiinii

asagidaki sekilde buluruz.

(_1)k+n
(2n+ 1)2(2k + 1)?
k,n=0

u(x,y,t) = o cos aAp,t. sinpyx.sinyyy ,  (7.23)

burada

W, = 215(2n +1), (7.24)

T
=—2k+1
Yk Zp( +1)
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3. DEGISKENLERINE AYIRMA YONTEMININ
PARABOLIK DENKLEMLER ICIN SINIR DEGER -
BASLANGIC DEGER PROBLEMLERININ COZUMUNE
UYGULANMASI

En sade parabolik denkleme ornek 1s1 iletisimi denklemidir. Burada biz
parabolik denklemler i¢in sinir deger — baslangic deger problemlerinin
¢cozlimiine Fourier metodunun uygulanmasini, 1s1 iletisimi denkleminin sinir
deger — baslangic deger probleminin ¢odziimiiniin bulunmasina uygulayarak

gosterecegiz.

3.1.Sonlu Uzunluklu Telde Homojen Olmayan Is1 fletisimi Denkleminin
Fourier Metodunun Uygulanmasi fle Coziimii

Is1 iletisiminin homojen olmayan

du 0%
E=a ﬁ+f(x,t), 0<x<?,t>0 (1.1)
denkleminin
u(0,t) =0, u(®t)=0 (1.2)
sinir sartlarini ve
ux,0)=0x), 0<x<¥ (1.3)

baslangi¢ sartin1 saglayan ¢oziimiiniin bulunmasinin istendigini varsayalim

(1.1) — (1.2) — (1.3) problemini Fourier metodunun uygulanmasi ile ¢ézmek

icin, Fourier metodu semasina dayanarak (1.1) denklemine uygun homojen

u_ o2 0<x<?, t>0 1.1
ot Toxz 7 D SFSto (119

denkleminin homojen
u(0,t) =u(f,t)=0 (1.2)

siir sartlarini saglayan ve trivial olmayan ¢ézimiinii
U(x,t) = X(%). T(t)

seklinde arayarak X(x) fonksiyonunun bulunmasi i¢in



X"(x) +A%X(x) =0,

X(0) =0, X#) =0

spektral problemini aliriz. Bu sonuncu problemi ¢ézerek A, = % , n=1,2,..

karakteristik degerlerine uygun X,(x) = sin%x , n=1,2,.. karakteristik

fonksiyonlarini buluruz. Sonra da Fourier metodunun semasina dayanarak

(1.1) — (1.2) — (1.3) probleminin ¢6ziimiinii

u(x, t) = Z Tn(t)sin%x (1.4)
n=1

seklinde arariz. (1.4) seklindeki (1.2) smir sartlarini sagliyor. (1.4) serisindeki

aranan T, (t) katsayilar1 fonksiyonunu bulmak igin (1.4) agilimini ve
= nm
f(x, 1) = Z fa(Dsin—x ,
n=1

nT
4

nT
o(x) =ux,0) = z Tn(O)sin7x = 2 @pSin—x
n=1 n=1

acilimini dikkate alarak ve (1.1) denkleminin ve (1.3) baslangi¢ sartin1 kullanarak

asagidaki Cauchy problemini buluruz.
Ta(£) + (@A) T,y (1) = £, (1), (1.5)
T,(0)=¢, , n=1,2,.. (1.6)

(1.5) — (1.6) Cauchy probleminin ¢oziimii

t
T,(t) = cpne_(g) 4 f fn(‘t)e_(g) =Yg (1.7)
0

formiili ile bulunur.

T,(t) fonksiyonunun (1.7) formiilii ile bulundugu ifadesini (1.4) agiliminda
T, (t) katsayilarinin yerlerine yazarak (1.1) — (1.2) — (1.3) probleminin ¢éziimiinii

asagidaki sekilde buluruz:
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> ann nm
u(x,t) = Z{ sm7x}

fe (t ~9¢ (1)ds. sm%x (1.8)

(1.8) agilimindan goriiliir ki, (1.3) baslangi¢ sartinda verilen ¢(x) fonksiyonunu
[0,¢] araliginda siirekli fonksiyon oldugunda, [0,#] araliginda parca-parga
diferansiyellenen fonksiyon oldugunda,

¢(0) =) =0

sinir sartin1 saglandiginda, (1.1) diferansiyel denkleminin saga yaninda verilen
f(x,t) fonksiyonu [0,#] araliginda x’ e gore siirekli diferansiyellenen fonksiyon
oldugunda ve bu fonksiyonun ikinci mertebeden x’e gore tirevi [0, ]

araliginda sinirli oldugunda,
f(0,t) = f(£,t), t>0

siir sartlarii sagladiginda ve t>0 igin t’ye gore f(x,t) siirekli diferansiyellenen
fonksiyon oldugunda (1.8) formiilii ile bulunan u(x,t) ¢o6zimii klasik ¢6ziim

olur [3].
Ornek: Burada homojen

ou_ 262u 0<x<?¥ t>0 1.9
PR Fo XSt (1.9

151 iletisimi denkleminin
ux(0,t) —hu(0,t) =0, (h>0, h=constant)
u(£,t) =0 (1.10)
sinir sartlarini ve
u(x,0) = C = constant (1.11)

baslangi¢ sartinin saglayan ¢éziimiiniin bulunmasi problemini Fourier metodunun
uygulanmasiyla ¢Ozlimiinii bulalim. Bu amagla homojen (1.9) denkleminin

homojen (1.10) sinir sartlarinin saglayan trivial olmayan ¢6ziimiinii

u(x,t) = X(%).T(t) (1.12)
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seklinde arayalim. O zaman uygun olarak X(x) aranan fonksiyonu i¢in

X"+ A%X(x) =0 (1.13)
X'(0) —hX(0) =0,
(1.14)
X'#)=0
spektral problemi bulunur ki, bu problemin ¢éziimiinii
X (x) = A,cosA,x + hsinA,x (1.15)
seklinde buluruz. Burada A,
h
tan Apf = — (1.16)
A
transendental denkleminin pozitif kokleridir.
Xn(x) karakteristik fonksiyonlarina uygun T, (t) fonksiyonlari
Ta(D) + ((@A)? + BTy (H) = 0 (1.17)
denkleminin
Tn(o) = (pn ) (n = 0l1l2l3l ) (118)

baglangic sartlarini saglayan ¢éziimiidir. (1.17) — (1.18) Cauchy probleminin

¢Ozumu
T, () = @, . e~ [@n)*+B]t (1.19)
seklinde bulunur.

Xp(x) ve T,(t) fonksiyonlart i¢in buldugumuz degerleri kullanarak (1.9) —
(1.10) — (1.11) probleminin ¢6ziimiinii

u(x,t) = Z ppe [@* Bl () cosA, x + hsinA,x} (1.20)

n=0

seklinde buluruz.

Simdi @(x) = C = constant oldugunu dikkate alarak ve

£

1
On = W[ e(X)X,(x)dx , n=0,12,.. (1.21)
n
0
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formiiliint kullanarak

_ 2h.c
Pn = 2 +hD) e +h]

n=012,.. (1.22)

ifadesini buluruz.
@p icin bulunmus (1.22) ifadesini (1.20) agiliminda dikkate alarak ele aldigimiz
(1.9) — (1.10) — (1.11) problemin ¢dziimiinii

2 e—[@n)2+B]t .
u(x t) = thnz-())‘n[(’\% e (MaCoshaxbhsind)  (123)

seklinde buluruz.

3.2. Dikdortgen Sekilli Zarda Is1 fletisiminin Serbest Homojen Denklem i¢in
Simmir  Deger - Daslangic Deger Probleminin  Fourier Metodunu
Uygulanmasiyla Coziimii

Burada biz dikdortgen sekilli zarda 1s1 iletisiminin homojen

ou (62u 0%u

— = - 2.1
praak 6x2+6y2>' 0<x<p, O0<y<s, t>0 (21

denkleminin

u;(0,y,) =0, u(pyt) =0,
(2.2)
u(x,0,t) =0, u(x,s,t) =0

siir sartlarini ve
uxy,0) =eky), 0<x<p, 0<y<s, (2.3)

Baslangi¢ sartin1 saglayan c¢oziimiinii Fourier metodunun uygulanmasiyla
bulalim. Bu amagla Fourier metodunun semasina dayanarak (2.1) — (2.2)

probleminin trivial olmayan ¢dziimiinii 6nce
u(x,y,t) = T().V(x,y) (2.4)
seklinde aradigimizda aranan V(x,y) fonksiyonu igin

aZV+62V+7\2( )=0 2.5
ox2  dy? VXY = (2:5)
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(0, y) =0, v(py)=0,

(2.6)

v(x,0) =0, v(x,s) =0

spektral problemini ve T(t) aranan fonksiyonu igin
T'(t) + (Aa)?T(t) =0 (2.7)

denklemini buluruz.

Sonra da (2.5) homojen denkleminin homojen (2.6) smir sartlarini saglayan

trivial olmayan ¢oztimiinii

V(xy) = X(x)Y(y) (2.8)

seklinde arayarak aranan X(x) ve Y(y) fonksiyonlari i¢in asagidaki spektral

X" (x) + p2X(x) = 0, (2.9)

X'(0)=0, X() =0, (2.10)
Ve

Y' () +y?Yy) =0, (2.11)

Y0)=0, Y(s)=0, (2.12)

problemlerini buluruz. Burada
A2 —p?=vy? (2.13)
direk hesaplayarak (2.9) — (2.10) spektral probleminin karakteristik degerlerini

_(@n+Dm

, =012, .. 2.14
> n (214)

Hn

seklinde ve uygun olarak (2.11) — (2.12) spektral probleminin karakteristik

degerlerini

Ttk
Yk = Pk k=123,.. (2.15)

seklinde buluruz. Bu karakteristik sayilara uygun karakteristik fonksiyonlar ise

2n+ 1m
X,(x) = cos Tx , n=20,1,2, .. (2.16)
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ve

~ km
Yx(y) = sin ?y , k=123, .. (2.17)

seklinde bulunur. Burada (2.13) de u, Ve yy karakteristik sayilarinin degerlerini

yerlerine uygun olarak yazdigimizda

2
Aon = M3+ VR = (%) + (k?“)z (2.18)
degerlerini buluruz.
Her bir Ay, inuygun Vi, (x,y) fonksiyonu
Vin(x,y) = X, (x)Yk(y) = cos %X sin k?ﬂy (2.19)

olur. Vi, (x,y) fonksiyonuna uygun T(t) fonksiyonunu Ty, (t) ile gostererek

Tyn (t) fonksiyonu
Tin (1) + (@A4n)* Ty () = 0 (2.20)
denkleminin
Tk(0) = Pkn (2.21)
sartini saglayan ¢oziimii oldugunu buluruz. Burada
©Oxn » k=123,.. ; n=0,12..

sayilart @(x,y) fonksiyonunun Vi, (x,y) sistemi lizere Fourier katsayilari olup

p
4 S
o1 === [ 0G0 )Via o )dxdy (222)
. 00
formiilii ile hesaplanir.
(2.20) — (2.21) Cauchy probleminin ¢6ziimii
Tkn(t) = QPkn -e_(a)kkn)Zt (2'23)

seklinde bulunur.

Sonugta biz ele aldigimiz problemin ¢oziimiinii
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1Y, 0 = ) D Ta®@Via®y) 224)

n=0 k=1

veya

Spe Kkt 2n+1
u(x,y,t) = E E Pgnt ~(akn)® tsm—y cos%x (2.25)
n=0 k:

seklinde bulmus oluruz.

Boylece, biz burada Fourier metodunun parabolik denklemler i¢in baslangic
deger - sinir deger probleminin ¢oziimiiniin bulunmasinda kullanilabildigini

gostermis olduk.

49



SONUC

Bu tezde hiperbolik ve parabolik tip kismi tiirevli diferansiyel denklemler i¢in
sinir  deger deger baslangic deger problemlerinin Fourier metodunun
uygulanmasiyla ¢Oziimiiniin bulunmasi orneklerle gosterildi. Sinir deger -
baslangi¢ deger probleminin Fourier metodunun ayri ayri1 ornekler iizerinde
¢Ozlimiiniin bulunmasi1 gosterildi. Hiperbolik ve parabolik tip diferansiyel
denklemlerin ¢oziimiinde degiskenlere ayirma (Fourier) yontemini 68renmek

icin asagidaki kaynaklardan istifade edildi.
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