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ÖZET 

 

Beş bölümden oluşan bu çalışmanın amacı genelleştirilmiş quasi-Nörlund toplanabilme 

metodunu incelemektir.  

Birinci bölümde bir limitleme metodu olan matris dönüşümleriyle ilgili açıklamalar yapıldı. 

İkinci bölümde bu çalışmada kullanılan temel tanım ve teoremler verildi.  

Üçüncü bölümde genelleştirilmiş quasi-Nörlund toplanabilme ile ilgili teoremlerin ispatı 

incelendi. 

Dördüncü bölümde  mutlak genelleştirilmiş quasi-Nörlund toplanabilme ile ilgili bir 

teoremin ispatı incelendi. 

Beşinci bölümde genelleştirilmiş quasi-Nörlund metodu ile (J,q) metodu arasındaki ilişkiyi 

veren bir teoremin ispatı incelendi.  

 

Anahtar Kelimeler: Regülerlik, Mutlak Regülerlik, quasi-Nörlund Toplanabilme, 

Genelleştirilmiş quasi-Nörlund Toplanabilme, Mutlak quasi-Nörlund Toplanabilme 
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ABSTRACT 

 

The aim of this study which compose of five parts, is to investigate the method of  

generalised quasi-Nörlund summability. 

In the first section, the descriptions of matrix transformations as a method of limiting are 

given. 

 In the second section, the basic definitions and theorems used in this study are given. 

 In the third section, proofs of theorems with respect to generalised quasi-Nörlund 

summability are studied. 

In the fourth section, the proof of theorem with respect to absolute generalised quasi-

Nörlund summability is studied. 

In the fifth section, the proof of a theorem which gives relation between generalised quasi-

Nörlund method and (J,q) method is studied. 

 

Keywords: Regularity, Absolute regularity, quasi-Nörlund Summability, Generalised quasi-

Nörlund Summability, Absolute generalised quasi-Norlund Summablity. 
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SEMBOLLER ve KISALTMALAR LİSTESİ 

 

(N,p) : Nörlund Toplanabilme 

(N,p,q) : Genelleştirilmiş Nörlund Toplanabilme 

(N*,p,q) : Genelleştirilmiş quasi-Nörlund Toplanabilme 

|N ∗, p, q| : Mutlak Genelleştirilmiş quasi-Nörlund Toplanabilme 

(𝑎𝑛𝑣) : Satır ve Sütun Sayısı Sonsuz Olan Kompleks Terimli Bir Matris 

(𝑝𝑛),{𝑝𝑛} : Reel veya Kompleks Sayılar Dizisi 

∑ : Toplam Sembolü 

𝑎𝑛 =o(1) : (𝑎𝑛)dizisinin limiti 0 

𝑎𝑛 =O(1) : (𝑎𝑛)dizisi sınırlı 

∆𝑎𝑛 = 𝑎𝑛 - 𝑎𝑛+1  :  𝑎𝑛 nin simetrik farkı 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 
 

1. GİRİŞ  

Toplanabilme teorisi özel bir yakınsaklık türüdür. Analizde ve uygulamalı 

matematikte uygulamaları vardır. Serilerin yakınsaklığının incelenmesi çok eski bir 

bilim dalıdır. Leonard Euler (1707-1784) in döneminden önce  yapılan çalışma 

özellikle yakınsaklığın mantıklı incelemeleri ile gözönüne alındı. Yakınsak olmayan 

bu seriler çok az ilgi gördü veya hiç ilgi görmedi. Aslında bu tip seriler özellikle 

gözleme dayalı gerçek dünya düşüncesine göre mantıksız olarak algılandı ve bu 

yüzden birinin bu serileri incelemeyi bırakması akılcı olacaktı. 

Euler, 𝑓(1) = 𝑠 ve küçük z değerleri için ∑ 𝑎𝑛𝑧𝑛∞
𝑛=0  serisinin 𝑓(𝑧) değerine 

yakınsaması halinde  ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=0   ıraksak serisini ∑ 𝑎𝑛

∞
𝑛=0 = 𝑠 şekline dönüştüren 

toplam  metodunu geliştirdi. Bu yolla |𝑧| < 1 için 

                                                     ∑ (−1)𝑛𝑧𝑛∞
𝑛=0 =

1

1+𝑧
        

yakınsaması vardır. Böylece  

                                                     ∑ (−1)𝑛∞
𝑛=0 =

1

1+𝑧
|

𝑧=1
= 

1

2
  

dır. Bununla birlikte z≠1 için 

1−𝑧2

1−𝑧3 = 1-𝑧2+𝑧3-𝑧5+𝑧6 −...     

                                               
1−𝑧2

1−𝑧3 =  
1+𝑧

1+𝑧+𝑧2 

olduğundan  

1+𝑧

1+𝑧+𝑧2 = 1-𝑧2+𝑧3-𝑧5+𝑧6 −... 

dır. Bunun sonucu olarak 

∑ (−1)𝑛∞
𝑛=0  =  

1+𝑧

1+𝑧+𝑧2|
𝑧=1

=  
2

3
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dır. Bu şekilde birinin Eulerin yorumuyla  ∑ (−1)𝑛∞
𝑛=0  serisine neredeyse herhangi 

bir değer karşılık getirebileceği görünmektedir. 

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) sonsuz işlemlerin matematik analizde kullanılması 

fikrini tanıtmaya yardımcı olmuştur. Binom teoremi erken yaşlarda Gauss tarafından 

geliştirilmiştir ve bu onun bir kuvvet serisinin bir fonksiyona yakınsaması 

kavramıyla ilgilenmesine neden oldu. Bu tabii ki öncelikle matematikçiler tarafından 

ortaya atılan bazı anlamsız fikirleri ortadan kaldırdı. Halen gördüğümüz bu şekildeki 

anlamsız fikirler bu zamana öncelikli sır olarak terkedilmiştir.  

Gauss hayatı boyunca matematik dünyasına başka katkılar da yaptı. Bunlar arasında 

hipergeometrik seriler ve bu şekildeki serilerin yakınsaklığı tartışması olmuştur. 

Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) Gauss ve Abel ile birlikte matematik analizine 

dikkat çekilmesini tanıtmada öncülük etmiştir. Kuvvet serilerinin yakınsaklığı ve 

ıraksaklığıyla ilgili fikirlerini şekillendirmiştir. Onun çalışmalarının çoğu 

günümüzdeki birçok matematiksel aktivite için bir temel oluşturur. 

Niels Henrik Abel (1802-1829) 19. yüzyılın ilk zamanında yakınsaklık ve 

ıraksaklıkla ilgili fikirlere katkı yapan üçüncü öncülerdendi. Onun en önemli teoremi 

olarak bilinen Abel teoremi günümüzde çokça kullanılır. 

Öncelikle Cauchy, Gauss ve Abel'e atfedilen ıraksak  serilere olan ilgi 19. yüzyılın 

ikinci yarısında azaldı. Ama daha sonraki zamanlarda ıraksak serilere olan ilgi arttı. 

Iraksak serilerin yeniden incelenmesini başlatanların arasında 1890 yılında (𝐶, 1) 

yakınsaklık fikrini tanıtan E. Cesa'ro idi. Bu matematikçilere iki sonsuz serinin 

Cauchy çarpımının yakınsaklığını tartışma gibi imkan verdi. Bu zamandan itibaren 

bir çok matematikçi ıraksak serilerin araştırılmasında kapsamlı çalışmalar yayınladı. 

Quasi-Nörlund toplanabilme ile ilgili çalışmalar ilk olarak 1960 yılında B.Kutner,    

J. I. M. S tarafından  quasi-Cesaro toplanabilme ile başladı ve 1977 yılına kadar 

yapılan çalışmalarla geliştirildi.  
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Toplanabilme teorisi daha çok analiz ve uygulamalı matematikte kullanılan bir 

teoridir. Bu çalışmada (N*,p) quasi-Nörlund toplanabilme metodunun genel hali olan 

genelleştirilmiş (N*,p,q) quasi-Nörlund toplanabilme metodu |N ∗, p, q| mutlak 

genelleştirilmiş quasi-Nörlund toplanabilme metodu ve son olarak (J,q) metodu ile 

(N*,p,q) metodu arasındaki ilişki incelendi. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 
 

2.TEMEL TANIMLAR ve TEOREMLER 

Bu bölümde genel olarak çalışmamızda faydalanacağımız temel tanım ve teoremleri 

vereceğiz. 

Tanım 2.1: F reel veya kompleks sayıların kümesi v = 0,1,2,3... için anv ∈ F  olmak 

üzere A= (anv) sonsuz matrisi ve (Sn) de F de bir dizi olsun.  

 (Sn) dizisinden  (tn) dizisine bir dönüşüm  

tn= ∑ 𝑎𝑛𝑣  𝑆𝑣  ∞
𝑣=0      (n = 0,1,2...) 

olarak tanımlansın. 

Bu durumda (tn) dizisine (Sn) dizisinin A- dönüşümü dizisi denir. Bu A 

dönüşümünün var olabilmesi için Ɐn için ∑ 𝑎𝑛𝑣  𝑆𝑣  ∞
𝑣=0 nin yakınsak olması gerekir 

[1].    

Tanım 2.2: Bir A= (anv) sonsuz matrisi verilmiş olsun. Eğer A matrisi yakınsak her 

diziyi yakınsak diziye dönüştürüyor ve aynı zamanda limiti de koruyorsa A matrisine 

regülerdir denir [1]. 

Teorem 2.3: Bir A matrisinin regüler olması için gerek ve yeter şart  

i) Her v için   lim
𝑛→∞

𝑎𝑛𝑣 = 0 

ii)  lim
𝑛→∞

∑ 𝑎𝑛𝑣  ∞
𝑣=0  = 1 

iii) Her n için ∑ |𝑎𝑛𝑣|∞
𝑣=0 ≤  𝑀 olacak şekilde n den bağımsız bir M pozitif reel 

sayısının var olmasıdır [1]. 

Bu teoreme Silvermann-Toeplitz Teoremi denir. 

Tanım 2.4: Verilen bir ∑ 𝑢𝑛  ∞
𝑛=1 serisinin kısmi toplamlar dizisi (𝑈𝑛) olsun. Ayrıca 

A = (𝑎𝑛𝑣) sonsuz matrisinin yardımıyla ∑ 𝑢𝑛  ∞
𝑛=1 serisinin  veya (𝑈𝑛) dizisinin 

(𝑈𝑛
′ )  dönüşüm dizisi 𝑈𝑛

′ =∑ 𝑎𝑛𝑘 𝑈𝑘  ∞
𝑘=1 ile verilsin. Eğer A metodu, her mutlak 
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yakınsak ∑ 𝑢𝑘   ∞
𝑘=1 serisini 𝑢𝑘

′ =𝑈𝑘
′  - 𝑈𝑘−1

′   olmak üzere mutlak yakınsak bir 

∑ 𝑢𝑘
′   ∞

𝑘=1 serisine dönüştürüyorsa A metoduna mutlak regülerdir denir [1]. 

Tanım 2.5:  Verilen bir  ∑ 𝑎𝑛  ∞
𝑛=0 serisinin kısmi toplamlar dizisi  ( Sn )  olsun.  

Ayrıca  A = (𝑎𝑛𝑣) sonsuz matrisinin yardımıyla  ∑ 𝑎𝑛  ∞
𝑛=0 serisinin veya ( Sn ) 

dizisinin (tn) dönüşüm dizisi 

tn= ∑ 𝑎𝑛𝑣  𝑆𝑣  ∞
𝑣=0  

olarak tanımlansın. Eğer  lim
𝑛→∞

𝑡𝑛= lim
𝑛→∞

∑ 𝑎𝑛𝑣  𝑆𝑣  ∞
𝑣=0 = 𝑆  ise  ∑ 𝑎𝑛  ∞

𝑛=0 serisine veya 

(Sn) dizisine 𝑆 değerine A- limitlenebilir (toplanabilir) denir. 

 Ayrıca  ∑ |𝑡𝑛 − 𝑡𝑛−1|  < ∞ ∞
𝑛=1  ise ∑ 𝑎𝑛  ∞

𝑛=0 serisine veya (Sn) dizisine |𝐴| 

toplanabilirdir denir [1]. 

Tanım 2.6: Hepsi birden sıfır olmayan ve hiçbiri negatif olmayan sayıların bir (pn) 

dizisi verilmiş olsun. 

p0 > 0  ve  Pn = p0+ p1 +...+ pn  olmak üzere (Sn) dizisinden (tn) dizisine 

tn = 
1

𝑃𝑛
 ∑ 𝑝𝑛−𝑣  𝑆𝑣  𝑛

𝑣=0  

ile verilen dönüşüme Nörlund dönüşümü veya Nörlund metodu denir ve (N, pn) ile 

gösterilir.  

(N, pn) ortalamasının matrisinin elemanları  

𝑎𝑛𝑣 = {

𝑝𝑛−𝑣

𝑃𝑛
  ,    𝑣 ≤ 𝑛

  0      ,    𝑣 > 𝑛  
 

şeklinde tanımlanır [1]. 

 (N,p,q) Nörlund metodlarını genelleştirdiği gibi, aynı zamanda bu çalışmada  

Thorpe [2] tanımından quasi-Nörlund metodunu genelleştirerek, genelleştirilmiş 

(N*,p,q) quasi-Nörlund metodunun tanımı verildi.   
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Öncelikle belli bir durumda, genelleştirilmiş quasi-Nörlund matrisinin tersi 

belirlendi. Hem (N*,p,q) hemde mutlak (N*,p,q) toplanabilme için limitleme 

teoremleri verildi.  

Son olarak (J,q), Ɐnϵ IN  için qn = 1 alındığında (A)  Abel metoduna indirgenen bir 

kuvvet serisi metodu olmak üzere  (N*,p,q) ⇒ (J,q) ifadesi için bir Abelian 

teoreminin ispatı incelendi. 

Vermes [3] de, A = (𝑎𝑛𝑘) diziden diziye dönüşüm matrisi olmak üzere A matrisinin 

toplanabilme özellikleri ile bu özelliklerin seriden seriye A* = (𝑎𝑘𝑛) transpoze 

dönüşümleri arasında yakın ilişki olduğunu gösterdi.   

Kabul edelim ki; A diziden diziye bir dönüşüm ve ayrıca Ɐnϵ Ν için  

∑ 𝑎𝑛𝑘  =  1∞
𝑘=0    

olsun. Bu durumda mutlak regülerlik (Knopp ve Lorentz [4]) ve regülerlik (Hardy 

[5], Teorem 2) teoremlerini kullanarak A* ın seriden seriye bir dönüşüm olduğu 

görülebilir.  

Tersine olarak, C = (cnk) ile verilen seriden seriye mutlak regüler metodunun C* 

transpozu, n sabiti için k→ ∞ iken cnk → 0  şartı sağlanmak üzere diziden diziye 

regüler metottur. 

Ayrıca A mutlak regüler ve yukarıdaki şartlar sağlanıyorsa bu durumda  A*  ın 

regüler ve tersinin de doğru olduğu görülür. 

A ile birleştirilen (üretilen) quasi metodunu A* ile isimlendireceğiz ve unutmayalım 

ki  A *  seriden seriye dönüşümdür. 

Kuttner [6] de quasi-Cesaro toplanabilmeyi tanımladı ve onun temel özelliklerini  

quasi-Hausdorf dönüşümü (Ramunujan [7] ve White [8]) olarak inceledi. Thorpe 

[2]'de  quasi-Nörlund (quasi-Riesz) toplanabilmeyi tanımladı.  

 



 

 
 

3. (N*,p,q) METODU 

GENELLEŞTİRİLMİŞ QUASİ- NÖRLUND TOPLANABİLME 

Tıpkı (N,p,q)' nin  Nörlund metodlarını genellediği gibi, quasi-Nörlund metodlarını 

genelleyen (N*,p,q) genelleştirilmiş quasi-Nörlund metodunu tanımlayabiliriz. Bu 

tanımı aşağıdaki gibi verelim; 

Tanım 3.1: 𝑛 ≥  0  için   𝑟𝑛 ≠ 0   olacak  şekilde  verilen  pn  ve qn için  

𝑟𝑛 =∑ 𝑝𝑛 − 𝑣 𝑞𝑣  
𝑛
𝑣=0  

tanımlayalım. Ɐ𝑛 ≥  0 için 

                                                        𝑏𝑛 =  𝑞𝑛 ∑
𝑝𝑘−𝑛𝑎𝑘

𝑟𝑘

∞
𝑘=𝑛                                      (3.1) 

varsa (N*,p,q) metodunun verilen ∑ 𝑎𝑛  sonsuz serisine uygulanabilir olduğunu 

söyleyebiliriz. Buna ek olarak  ∑ 𝑏𝑛 =  𝑠  ise  ∑ 𝑎𝑛  serisine s değerine (N*,p,q) 

metoduyla toplanabilirdir denir ve ∑|𝑏𝑛| < ∞ ise ∑ 𝑎𝑛 serisine mutlak 

genelleştirilmiş quasi-Nörlund  toplanabilir ya da  |𝑁∗, p, q| metoduyla 

toplanabilirdir denir [9]. 

Eğer  qn = 1 ise  (N*,p,q) metodu quasi-Nörlund  (N*,p) metoduna, pn =1 ise (N*,p,q) 

metodu quasi-Riesz (N̅* ,q) metoduna indirgenir. 

pn =
𝛼𝑛𝜎𝑛

𝑛!
,    qn = 

𝛼𝑛

𝑛!
     (𝛼 > 0 , 𝜎 >  0) 

olduğunda (N*,p,q) metodu Euler-Knopp (E*,𝜎) metoduna indirgenir. 

pn = (𝑛+𝛼−1
𝛼

) ,   qn = (𝑛+𝛽
𝛽

) 

olduğunda (N*,p,q) metodu  (C*,𝛼, 𝛽) metoduna indirgenir. 
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Tanım 3.2: (N,p,q) matrisinin 

𝑎𝑛𝑘 = {

𝑝𝑛−𝑘𝑞𝑘  

𝑟𝑛
  , 𝑘 ≤ 𝑛

   0      ,       𝑘 > 𝑛  
 

ile verildiği bilinmektedir. 

(N,p,q) matrisinin transpozu ile verilen (N*,p,q) matrisi de 

𝑎𝑛𝑘
∗ = {

𝑞𝑛𝑝𝑘−𝑛  

𝑟𝑘
   ,   𝑘 ≥ 𝑛

    0          ,    𝑘 < 𝑛 
 

ile verilir [9]. 

Yukarıda tanımlanan (ank) için  

                                                        ∑ 𝑎𝑛𝑘  =  1∞
𝑘=0   

olduğundan yukarıdaki tartışmadan eğer  

k→ ∞ iken    pk-n = o(𝑟𝑘) 

ise Ɐn sabiti için (N*,p,q) regülerdir ⇔ (N,p,q) mutlak regüler ve  (N*,p,q) mutlak 

regülerdir  ⇔ (N,p,q) regülerdir sonuçları elde edilir. 

Bu çalışmanın esas amacı ∑ 𝑎𝑛 ∈ (N*,p,q) ⇒ ∑ 𝑎𝑛 ∈ (J,q)  olmasını gerektiren belli 

şartları incelemektir. 

(N*,p,q) metodunun uygulanabilir olduğu bir örnek verelim. 

Örnek 1: 𝑎𝑛 = (−1)𝑛  olsun. ∑ 𝑎𝑛 serisine (𝑁∗, 𝑝𝑛, 𝑞𝑛) = (N*,p,q) metodu 

uygulanabilir mi? 

 𝑝𝑛 = 𝑞𝑛  =  1 seçelim. 

            𝑏𝑛 =  𝑞𝑛 ∑
𝑝𝑘−𝑛𝑎𝑘

𝑟𝑘

∞
𝑘=𝑛  ile verilen  𝑏𝑛 yakınsaksa 𝑏𝑛 mevcuttur bu da 

∑ 𝑎𝑛 serisine (N*,p,q) uygulanabilirliğini gösterir. 
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Burada   𝑟𝑛 =∑ 𝑝𝑛 − 𝑣 𝑞𝑣  
𝑛
𝑣=0  = n +1  ve 

𝑏𝑛=∑
(−1)𝑘

𝑘+1

∞
𝑘=𝑛  olup, Leibnitz Teoremine göre ∑

(−1)𝑘

𝑘+1

∞
𝑘=𝑛   yakınsak olduğundan 𝑏𝑛 

mevcuttur. 

O halde ∑ 𝑎𝑛 serisine (N*,p,q) uygulanabilir. Ancak bu seri (N*,p,q) toplanabilir 

değildir. Çünkü ∑ 𝑏𝑛 ıraksaktır. 

Örnek 2: Bu örnekte 𝑎𝑛 =  
1

𝑛2
  ve  𝑝𝑛 = 𝑞𝑛  =  1 seçelim.  ∑

1

𝑛2
  yakınsak seridir. 

 𝑏𝑛 =  𝑞𝑛 ∑
𝑝𝑘−𝑛𝑎𝑘

𝑟𝑘

∞
𝑘=𝑛  = ∑

1

𝑘2(𝑘+1)

∞
𝑘=𝑛   yakınsak seri olduğundan ∑ 𝑎𝑛 = ∑

1

𝑛2    

serisine (N*,p,q) uygulanabilir. 

Peki (N*,p,q) toplanabilir mi? 

  ∑  𝑏𝑛  = ∞
𝑛=0 ∑ ∑

1

𝑘2(𝑘+1)

∞
𝑘=𝑛

∞
𝑛=0  = ∑

1

𝑘2(𝑘+1)

∞
𝑘=1  ∑ 1𝑘

𝑛=0  = ∑
1

𝑘2
∞
𝑘=1  

yakınsak olduğundan   ∑
1

𝑛2
   (N*,p,q)  toplanabilirdir. 

Yukarıdaki örneklerden her yakınsak seriye  (N*,p,q) uygulanabilir ve bu seri 

(N*,p,q) toplanabilirdir. 

(J,q)  metodu aşağıdaki gibi tanımlanır. 

Tanım 3.3: Kabul edelim ki  qn ≥ 0 ve n nin sonsuz değerleri için qn ≠ 0 olsun. 

 𝜌𝑞 (𝜌𝑞 < ∞),  q(z) = ∑ 𝑞𝑛 𝑧𝑛 ∞
𝑛=0 serisinin yakınsaklık yarıçapı olsun.  

Yani 𝜌𝑞 =  lim
𝑛→∞

|
𝑞𝑛

𝑞𝑛+1
| olsun.  

Eğer  0≤ 𝑥 ≤ 𝜌𝑞 için  

𝐽(𝑥) =  
∑ 𝑞𝑛 𝑠𝑛 𝑥𝑛 ∞

𝑛=0

∑ 𝑞𝑛  𝑥𝑛 ∞
𝑛=0
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şeklinde diziden fonksiyona bir dönüşüm varsa (J,q)  metoduna ∑ 𝑎𝑛 veya (𝑠𝑛)'e 

uygulanabilirdir denir.  

Buna ek olarak 𝑥 → 𝜌𝑞
−0 iken 𝐽(𝑥) →  𝑠  ise  ∑ 𝑎𝑛 veya  (𝑠𝑛)'e  𝑠  değerine  (J,q)  

toplanabilirdir denir (Hardy [5], Das[10]). 

(J,q)  metodunun iyi bilinen özel durumları   qn=1  iken Abel metodu,   qn = 
1

𝑛+1
 

 (Borwein [11], Hardy [5] sayfa 81) iken (L) metodu veya logaritmik metodu, 

qn=(𝑛+𝛼
𝛼

) iken (Borwein [12]) 𝐴𝛼metodu (A0, A Abel metoduyla aynıdır),  qn = 
1

𝑛!
  

(Hardy [5]) iken Borel metodudur. 

Tanım 3.4: 𝔐 = {𝑝𝑛 |
𝑝𝑛 

𝑝𝑛−1
 ≤

𝑝𝑛 +1

𝑝𝑛
≤  1,  𝑝𝑛 >  0} şeklinde tanımlanır. 

𝑝𝑛  ∈ 𝔐 iken  𝑛 > 0   için  
𝑝𝑛 

𝑝𝑛−1
 ≤

𝑝𝑛 +1

𝑝𝑛
≤  1  ve  𝑝𝑛 > 0 olduğundan 

𝑝𝑛 +1

𝑝𝑛
≤  1 olup (𝑝𝑛 ) hem artmayan hem de pozitif dizidir.  

O halde  lim
𝑛→∞

 𝑝𝑛    vardır. Buradan (𝑝𝑛 ) yakınsaktır ve  lim
𝑛→∞

 𝑝𝑛  ≥ 0 dır. 

 𝑛 > 0 olmak üzere 𝑝𝑛  > 0 ve  
𝑝𝑛 

𝑝𝑛−1
 ≤

𝑝𝑛 +1

𝑝𝑛
≤ 1 olduğunda 𝑝𝑛  ∈ 𝔐 olarak yazarız.  

Pn = ∑ 𝑝𝑣  𝑛
𝑣=0 ,   Qn = ∑ 𝑞𝑣  𝑛

𝑣=0   

olsun. cn de formal olarak 

                                     ( ∑ 𝑝𝑛  𝑥
𝑛) ∞

𝑛=0 ( ∑ 𝑐𝑛  𝑥
𝑛) ∞

𝑛=0 = 1                                      (3.2) 

özelliğiyle tanımlanır. Yani 

𝑝(𝑥) 𝑐(𝑥)  = 1 

dır. Şimdi (3.2) yi inceleyelim. Bunun için  sol tarafa Cauchy çarpımı uygulayalım. 

∑ ∑  (𝑝𝑛−𝑣 𝑐𝑣 ) 𝑥𝑛𝑛
𝑣=0

∞
𝑛=0  = ∑ (∑  𝑝𝑛−𝑣 𝑐𝑣 ) 𝑥𝑛𝑛

𝑣=0
∞
𝑛=0  =1 
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olur.  

Burada seri toplamının 1 olması  𝑥, 𝑥2, 𝑥3, … lerin katsayılarının 0 ve  𝑝0 𝑐0 = 1 

olması ile mümkündür. Yani  

                                              ∑  𝑝𝑛−𝑣 𝑐𝑣 
𝑛
𝑣=0 = {

 1   ,   𝑛 = 0
 0  ,   𝑛 > 0

  

dır. 

Quasi-Nörlund metodunda olduğu gibi (3.1) dönüşümünün tersini elde etmek her 

zaman mümkün olmayabilir. Fakat n ≥ 0 , qn ≠ 0 ve 𝑝𝑛  ∈ 𝔐 şartını sağlayan 

dizilerin sınıfı için bir inversini elde etmede başarılı oluruz bu aşağıdaki teoremlerle 

şekillenir. 

Teoremleri ispatlamak için aşağıdaki Lemmaya ihtiyacımız vardır. 

Lemma 3.1: 𝑝𝑛 ∈  𝔐  olsun. Bu takdirde  

i) ∑ |𝑐𝑛|∞
𝑛=0 < ∞ 

ii) c0 > 0 , cn ≤ 0 (n ≥ 1) 

iii) ∑ 𝑐𝑛  ≥ 0 

iv) ∑ 𝑐𝑛 = 0 ⇔ n → ∞ iken Pn → ∞  

dır [5]. 

İspat : 𝑝𝑛 ∈  𝔐 , 𝑝𝑛 >  0 ve 
𝑝𝑛 

𝑝𝑛−1
 ≤

𝑝𝑛 +1

𝑝𝑛
≤  1 olduğundan (𝑝𝑛) azalan, yakınsak bir 

dizidir. Diğer taraftan ( ∑ 𝑝𝑛  𝑥
𝑛) ∞

𝑛=0 ( ∑ 𝑐𝑛  𝑥
𝑛) ∞

𝑛=0 = 1  yani 𝑝(𝑥) 𝑐(𝑥)  = 1 olup 

Cauchy çarpımı kullanılarak 

( ∑ 𝑝𝑛  𝑥
𝑛) ∞

𝑛=0 ( ∑ 𝑐𝑛  𝑥
𝑛) ∞

𝑛=0 = ∑ ∑  𝑝𝑛−𝑣 𝑐𝑣  𝑥
𝑛𝑛

𝑣=0
∞
𝑛=0  =1 

                                                       ⇒ ∑  𝑝𝑛−𝑣 𝑐𝑣 
𝑛
𝑣=0 = {

 1   ,   𝑛 = 0
 0  ,   𝑛 > 0

 

dir. Burada  𝑛 = 0 için  𝑝0 𝑐0 = 1 olduğu açıktır. 
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iii) 𝑛 = 0 için  𝑝0 𝑐0 = 1 olduğu açıktır. Şimdi 𝑛 > 0 için ∑  𝑝𝑛−𝑣 𝑐𝑣 
𝑛
𝑣=0 = 0 olduğunu 

inceleyelim. 

0 = ∑  𝑝𝑛−𝑣 𝑐𝑣 
𝑛
𝑣=0 ≤  𝑝0 ∑  𝑐𝑣 ⇒𝑛

𝑣=0 ∑  𝑐𝑣 ≥ 0𝑛
𝑣=0   olup, buradan ∑ 𝑐𝑛  ≥ 0  

dır. 

ii) 𝑛 = 0 için  𝑝0 𝑐0 = 1 ise 𝑐0 =
1

 𝑝0 
> 0 yani 𝑐0 > 0 

dır. 

𝑛 > 0 için ∑  𝑝𝑛−𝑣 𝑐𝑣 
𝑛
𝑣=0 = 0 olduğundan  

 𝑝𝑛 𝑐0 + 𝑝𝑛−1 𝑐1 + ⋯ +  𝑝0 𝑐𝑛 = 0 

𝑐0 =
 − 𝑝𝑛−1 𝑐1 − 𝑝𝑛−2 𝑐2−⋯− 𝑝0 𝑐𝑛 

 𝑝𝑛 
  ifadesinde 

Ɐ 𝑛 , 𝑝𝑛 > 0 , 𝑐0 > 0 olduğundan 𝑐1 , 𝑐2 , ... , 𝑐𝑛  negatiftir. 

i) ∑ |𝑐𝑛|∞
𝑛=0 < ∞ olduğunu göstermek için iii) ve ii) den yararlanalım. 

∑  𝑐𝑛 ≥ 0∞
𝑛=0  olduğundan  

𝑐0 + ∑  𝑐𝑛 ≥ 0∞
𝑛=1    

⇒ 𝑐0 ≥ − ∑  𝑐𝑛 
∞
𝑛=1   

⇒ 𝑐0 ≥ ∑  −𝑐𝑛 
∞
𝑛=1  

⇒ 𝑐0 ≥ ∑ | 𝑐𝑛 |
∞
𝑛=1  

Buradan   

 ∑ | 𝑐𝑛 |
∞
𝑛=1 ≤ 𝑐0  ⇒ ∑ |𝑐𝑛|∞

𝑛=1 < ∞ 

iv) ⤇ Pn = ∑ 𝑝𝑣
𝑛
𝑣=0   ve  𝑐𝑛

(1)
= ∑ 𝑐𝑣 > 0𝑛

𝑣=0  olup, 

Pn 𝑐𝑛
(1)

= ∑ 𝑝𝑣
𝑛
𝑣=0 ∑ 𝑐𝑣 =𝑛

𝑣=0  ( 𝑝0  
+𝑝1 + ⋯ + 𝑝𝑛 ) ( 𝑐0  

+𝑐1 + ⋯ + 𝑐𝑛 )  



 

13 
 

                                        =  𝑝0 𝑐0 + ⋯ = 1 

dir. 

∑  𝑝𝑛−𝑣  
𝑐𝑣

(1)𝑛
𝑣=0  = ∑  𝑝𝑛−𝑣  

∑ 𝑐𝑗
𝑣
𝑗=0

𝑛
𝑣=0  = ∑ 𝑐𝑗

𝑛
𝑗=0 ∑  𝑝𝑛−𝑣  

𝑛
𝑣=𝑗  

                          = ∑ 𝑐𝑗
𝑛
𝑗=0 (Pn−j) 

                          ≤ Pn ∑ 𝑐𝑗
𝑛
𝑗=0  

                          = Pn 𝑐𝑛
(1)

 

olur. 

Diğer taraftan  

∑  𝑝𝑛−𝑣  
𝑐𝑣

(1)𝑛
𝑣=0 = ∑ 𝑐𝑗

𝑛
𝑗=0 ∑  𝑝𝑛−𝑣  

𝑛
𝑣=0  

=  𝑐0 ( 𝑝0  
+𝑝1 + ⋯ + 𝑝𝑛 ) 

= 𝑝0 𝑐0 = 1 

dir. 

1≤ Pn 𝑐𝑛
(1)

 

0≤
1

𝑃𝑛
≤ 𝑐𝑛

(1)
 olup 

 lim
𝑛→∞

𝑐𝑛
(1)

= 0 ⇒  lim
𝑛→∞

1

𝑃𝑛
 = 0 ⇒  lim

𝑛→∞
𝑃𝑛= ∞ 

⤆ (Pn ) (𝑐𝑛
(1)

) =1 olup  lim
𝑛→∞

𝑃𝑛= ∞ ifadesinide kullanarak 

 lim
𝑛→∞

𝑃𝑛  lim
𝑛→∞

𝑐𝑛
(1)

= 1 

 lim
𝑛→∞

𝑐𝑛
(1)

= 
1

 lim
𝑛→∞

𝑃𝑛
 = 0 = ∑ 𝑐𝑛  

dir. Böylece ispat tamamlanır. 
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Teorem 3.2: Kabul edelim ki   pn ∈ 𝔐 ve  qn ≠ 0   (n≥ 0) olsun. Bu durumda 

uygulanabilir olmak üzere (N*,p,q), matrisi  (N,p,q) nun inversinin transpozu olan 

invers  dönüşümüne  sahiptir  ki,  𝑏𝑛  (3.1)  dönüşümüyle  verilmişse  bu  durumda; 

 

                                      𝑎𝑛 =  𝑟𝑛 ∑
𝑏𝑘𝑐𝑘−𝑛

𝑞𝑘

∞
𝑘=𝑛                                                          (3.3) 

dır. Bu teorem burada ve başka yerlerde yaygın olarak kullanılması bakımından 

temel teoremdir ve qn= 1 olması halinde Thorpe [2]'e atfedilen bir sonucu sağladığı 

görülebilir [9]. 

İspat: 

( ∑ 𝑐𝑛  𝑥
𝑛)( ∑ 𝑝𝑛  𝑥

𝑛) ∞
𝑛=0  ∞

𝑛=0 = 1 

eşitliğinden 

                                         ∑ 𝑝𝑛 𝑐𝑘−𝑛   
𝑘
𝑛=0 ={

1    , 𝑘 =  0
0   ,   𝑘 >  0

                                         (3.4) 

olduğunu biliyoruz. Bu yüzden 

                      ∑ 𝑐𝑘−𝑛   𝑝𝑣−𝑘  
𝑁
𝑘=𝑛 = - ∑ 𝑐𝑘−𝑛   𝑝𝑣−𝑘  

𝑣
𝑘=𝑁+1     (v > n)                          (3.5) 

dir.  

Şimdi N > n için ve (3.1) ile (3.4) kullanılarak   

                𝑎𝑛 = 𝑟𝑛 ∑
𝑏𝑘𝑐𝑘−𝑛

𝑞𝑘

𝑁
𝑘=𝑛  = 𝑟𝑛 ∑

𝑐𝑘−𝑛

𝑞𝑘

𝑁
𝑘=𝑛   𝑞𝑘 ∑

𝑎𝑣𝑝𝑣−𝑘

𝑟𝑣

∞
𝑣=𝑘  

                      = 𝑟𝑛 ∑ 𝑐𝑘−𝑛
𝑁
𝑘=𝑛   (∑ + ∑ )∞

𝑣=𝑁+1
𝑁
𝑣=𝑘

𝑎𝑣𝑝𝑣−𝑘

𝑟𝑣
 

                      = 𝑟𝑛 ∑
𝑎𝑣

𝑟𝑣

𝑁
𝑣=𝑛  ∑ 𝑐𝑘−𝑛   𝑝𝑣−𝑘  

𝑣
𝑘=𝑛 +  𝑟𝑛 ∑

𝑎𝑣

𝑟𝑣

∞
𝑣=𝑁+1 ∑ 𝑐𝑘−𝑛   𝑝𝑣−𝑘  

𝑁
𝑘=𝑛  

                       =    𝑎𝑛 + 𝑟𝑛 ∑
𝑎𝑣

𝑟𝑣

∞
𝑣=𝑁+1 ∑ 𝑐𝑘−𝑛   𝑝𝑣−𝑘  

𝑁
𝑘=𝑛  
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elde edilir.  

Böylece (3.3) ün geçerliliği için gerek ve yeter şart her sabit n için N → ∞ iken  

∑
𝑎𝑣

𝑟𝑣

∞
𝑣=𝑁+1 ∑ 𝑐𝑘−𝑛   𝑝𝑣−𝑘  

𝑁
𝑘=𝑛 → 0 

olmalıdır ki bu (3.5) den dolayı her sabit n için N → ∞ iken  

                             ɸ
𝑁

 = ∑
𝑎𝑣

𝑟𝑣

∞
𝑣=𝑁+1 ∑ 𝑐𝑘−𝑛   𝑝𝑣−𝑘  

𝑣
𝑘=𝑁+1 → 0                             (3.6) 

olmasıyla aynıdır. Kabul edelim ki   

                                          b0 = 𝑞0 ∑
𝑝𝑘𝑎𝑘

𝑟𝑘

∞
𝑘=0  

                                         𝜔𝑣= 𝑞0 ∑
𝑝𝑘𝑎𝑘

𝑟𝑘

∞
𝑘=𝑣                                                            (3.7) 

olsun. (N*,p,q) metodu  ∑ 𝑎𝑛 serisine uygulanabilir olduğundan b0 sonlu ve bu 

yüzden  𝜔𝑣 iyi tanımlı olup v → ∞ iken  𝜔𝑣 → 0 dır.  

Yani  lim
𝑣→∞

 𝑞0 ∑
𝑝𝑘𝑎𝑘

𝑟𝑘

∞
𝑘=𝑣  = 0 

olur.  

Şimdi (3.7) den 
   𝑎𝑣

   𝑟𝑣
  oluşturmaya çalışalım. 

 𝜔𝑣= 𝑞0 ∑
𝑝𝑘𝑎𝑘

𝑟𝑘

∞
𝑘=𝑣  = 𝑞0

𝑝𝑣𝑎𝑣

𝑟𝑣
 + 𝑞0 ∑

𝑝𝑘𝑎𝑘

𝑟𝑘

∞
𝑘=𝑣+1  

 𝜔𝑣= 𝑞0
𝑝𝑣𝑎𝑣

𝑟𝑣
 +  𝜔𝑣+1 ise  𝜔𝑣 -  𝜔𝑣+1 = 𝑞0

𝑝𝑣𝑎𝑣

𝑟𝑣
  

 

Buradan ; 

   𝑎𝑣

   𝑟𝑣
 = 

𝜔𝑣−𝜔𝑣+1

𝑞0𝑝𝑣
 

dir. Bu nedenle 



 

16 
 

ɸ
𝑁

 = 
1

   𝑞0
∑

𝜔𝑣−𝜔𝑣+1

𝑝𝑣

∞
𝑣=𝑁+1 ∑ 𝑐𝑘−𝑛   𝑝𝑣−𝑘  

𝑣
𝑘=𝑁+1   

dır.   

Şimdi M > N için  

   
1

   𝑞0
∑

𝜔𝑣−𝜔𝑣+1

𝑝𝑣

𝑀
𝑣=𝑁+1 ∑ 𝑐𝑘−𝑛   𝑝𝑣−𝑘  

𝑣
𝑘=𝑁+1     

= 
1

   𝑞0
∑ 𝜔𝑣 [∑

 𝑝𝑣−𝑘 𝑐𝑘−𝑛  

𝑝𝑣

𝑣
𝑘=𝑁+1 − ∑

𝑝𝑣−𝑘−1 𝑐𝑘−𝑛  

𝑝𝑣−1

𝑣−1
𝑘=𝑁+1 ]𝑀

𝑣=𝑁+1 -        

1

   𝑞0

𝜔𝑀+1

𝑝𝑀
∑  𝑝𝑀−𝑘  

𝑀
𝑘=𝑁+1 𝑐𝑘−𝑛        

dır.  

Gerçekten (3.4) ifadesinden yararlanarak 

1

   𝑞0
∑

𝜔𝑣

𝑝𝑣

𝑀
𝑣=𝑁+1  ∑ 𝑐𝑘−𝑛   𝑝𝑣−𝑘  

𝑣
𝑘=𝑁+1 - 

1

   𝑞0
∑

𝜔𝑣+1

𝑝𝑣

𝑀
𝑣=𝑁+1  ∑ 𝑐𝑘−𝑛   𝑝𝑣−𝑘  

𝑣
𝑘=𝑁+1  

= 
1

   𝑞0
∑

𝜔𝑣

𝑝𝑣

𝑀
𝑣=𝑁+1  ∑ 𝑐𝑘−𝑛   𝑝𝑣−𝑘  

𝑣
𝑘=𝑁+1 - 

1

   𝑞0
∑

𝜔𝑣

𝑝𝑣−1

𝑀+1
𝑣=𝑁+2  ∑ 𝑐𝑘−𝑛   𝑝𝑣−𝑘−1  

𝑣−1
𝑘=𝑁+1  

= 
1

   𝑞0
∑

𝜔𝑣

𝑝𝑣

𝑀
𝑣=𝑁+1  ∑ 𝑐𝑘−𝑛   𝑝𝑣−𝑘  

𝑣
𝑘=𝑁+1 - 

1

   𝑞0
∑

𝜔𝑣

𝑝𝑣−1

𝑀
𝑣=𝑁+2  ∑ 𝑐𝑘−𝑛   𝑝𝑣−𝑘−1  

𝑣−1
𝑘=𝑁+1 -

1

   𝑞0

𝜔𝑀+1

𝑝𝑀
∑  𝑝𝑀−𝑘  

𝑀
𝑘=𝑁+1 𝑐𝑘−𝑛   

yazılabilir. 

Lemma 2.1den pn ∈ 𝔐 olduğundan M→ ∞ iken     

|∑  𝑝𝑀−𝑘  
𝑀
𝑘=𝑁+1 𝑐𝑘−𝑛  |  =  0(1)  

dır.Gerçekten 𝑀 > 𝑁 olmak üzere  

∑  𝑝𝑀−𝑘  
𝑀
𝑘=𝑁+1 𝑐𝑘−𝑛  =  𝑝𝑀−𝑁−1 𝑐𝑁+1−𝑛  + ⋯ +  𝑝0 𝑐𝑀−𝑛   

N+1 ≤ k ≤ M  olduğundan 𝑝𝑀−𝑘 < 𝑝0 ve 

|∑  𝑝𝑀−𝑘  
𝑀
𝑘=𝑁+1 𝑐𝑘−𝑛  | ≤ ∑  𝑝𝑀−𝑘  

𝑀
𝑘=𝑁+1 |𝑐𝑘−𝑛  | ≤ 𝑝0 ∑   𝑀

𝑘=𝑁+1 |𝑐𝑘−𝑛  | < ∞  
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dır. 

∑|𝑐𝑛| serisinin kısmi toplam dizisi sınırlı olduğundan, 

Yani M→ ∞ iken   |∑  𝑝𝑀−𝑘  
𝑀
𝑘=𝑁+1 𝑐𝑘−𝑛  |  =  0(1)  

dır. 

Ayrıca tanımdan  M→ ∞ iken   𝜔𝑀 = 0(1) olduğundan     

   ɸ
𝑁

=
1

   𝑞0
∑ 𝜔𝑣

𝑀
𝑣=𝑁+1 ∑ 𝑐𝑘−𝑛  (

𝑝𝑣−𝑘 

𝑝𝑣

𝑣−1
𝑘=𝑁+1 −

𝑝𝑣−𝑘−1 

𝑝𝑣−1
) 

dır. ( 𝜔𝑣) sıfıra yakınsayan keyfi bir dizi olduğundan bu nedenle (3.6) doğrudur yani  

sabit n için N → ∞ iken ɸ
𝑁

 → 0  ⇔JN = ∑ |∑ (
𝑝𝑣−𝑘 

𝑝𝑣

𝑣
𝑘=𝑁+1 −

𝑝𝑣−𝑘−1 

𝑝𝑣−1
)𝑐𝑘−𝑛  |

∞
𝑣=𝑁+1                          

=0(1) 

dır. Fakat (3.4) den dolayı  𝑣 >  𝑛 için  

 ∑ (
𝑝𝑣−𝑘 

𝑝𝑣

𝑣
𝑘=𝑁+1 −

𝑝𝑣−𝑘−1 

𝑝𝑣−1
)𝑐𝑘−𝑛  = − ∑ (

𝑝𝑣−𝑘 

𝑝𝑣

𝑁
𝑘=𝑛 −

𝑝𝑣−𝑘−1 

𝑝𝑣−1
)𝑐𝑘−𝑛    

dir ve ayrıca  𝑘 ≤  𝑣 − 1 için  

𝑝𝑣−𝑘 

𝑝𝑣
−

𝑝𝑣−𝑘−1 

𝑝𝑣−1
 ≤ 1  

dir (Hardy [5], Teorem 8). 

Bu yüzden 

     𝐽𝑁  = ∑ |∑ (
𝑝𝑣−𝑘 

𝑝𝑣

𝑁
𝑘=𝑛 −

𝑝𝑣−𝑘−1 

𝑝𝑣−1
)𝑐𝑘−𝑛  |

∞
𝑣=𝑁+1  

  ≤∑ 𝑐0  |
𝑝𝑣−𝑛 

𝑝𝑣
−

𝑝𝑣−𝑛−1 

𝑝𝑣−1
|∞

𝑣=𝑁+1 +∑ ∑ |𝑐𝑘−𝑛  (
𝑝𝑣−𝑘 

𝑝𝑣
−

𝑝𝑣−𝑘−1 

𝑝𝑣−1
)|𝑁

𝑘=𝑛+1
∞
𝑣=𝑁+1  

  =𝐽𝑁
(1)

+ 𝐽𝑁
(2)

 

diyelim.  
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pn ∈ 𝔐 olduğundan (
𝑝𝑛 

𝑝𝑛+1
)artmayan olup bu nedenle N → ∞ iken 𝐽𝑁

(1)
= 0(1) dir.  

𝑝𝑛 

𝑝𝑛+1
≥ 1  ve  (  

𝑝𝑛 

𝑝𝑛+1
)   artmayan dizi olduğundan  lim

𝑛→∞
  

𝑝𝑛 

𝑝𝑛+1
   mevcut ve  

A=  lim
𝑛→∞

  
𝑝𝑛 

𝑝𝑛+1
  ≥ 1  sonucu çıkar. 

Bu yüzden 

∑ (
𝑝𝑣−𝑘 

𝑝𝑣

∞
𝑘=𝑁+1 −

𝑝𝑣−𝑘−1 

𝑝𝑣−1
)  

= lim
𝑅→∞

 ∑ (
𝑝𝑣−𝑘 

𝑝𝑣

𝑅
𝑘=𝑁+1 −

𝑝𝑣−𝑘−1 

𝑝𝑣−1
)     

=  lim(
𝑅→∞

𝑝𝑅−𝑘 

𝑝𝑅
−

𝑝𝑁−𝑘 

𝑝𝑁
)=  lim(

𝑣→∞

𝑝𝑣−𝑘 

𝑝𝑣
−

𝑝𝑁−𝑘 

𝑝𝑁
) 

=lim
𝑣→∞

( 
𝑝𝑣−𝑘 

𝑝𝑣+1−𝑘
.

𝑝𝑣+1−𝑘 

𝑝𝑣+2−𝑘
…

𝑝𝑣−1

𝑝0
) −

𝑝𝑁−𝑘 

𝑝𝑁
 

= Ak - 
𝑝𝑁−𝑘 

𝑝𝑁
 

dır. Bu nedenle (3.4) den 

 𝐽𝑁
(2)

= ∑ ∑ |𝑐𝑘−𝑛  (
𝑝𝑣−𝑘 

𝑝𝑣
−

𝑝𝑣−𝑘−1 

𝑝𝑣−1
)|𝑁

𝑘=𝑛+1
∞
𝑣=𝑁+1   

  𝐽𝑁
(2)

 =∑ 𝑐𝑘−𝑛  
𝑁
𝑘=𝑛+1 ∑ (

𝑝𝑣−𝑘 

𝑝𝑣
−

𝑝𝑣−𝑘−1 

𝑝𝑣−1
)∞

𝑣=𝑁+1  

        =∑ 𝑐𝑘−𝑛  
𝑁
𝑘=𝑛+1 𝐴𝑘-∑ 𝑐𝑘−𝑛  

𝑁
𝑘=𝑛+1

𝑝𝑁−𝑘 

𝑝𝑁
 

        =∑ 𝑐𝑘−𝑛  
𝑁
𝑘=𝑛+1 𝐴𝑘-[ ∑ 𝑐𝑘−𝑛 

𝑁
𝑘=𝑛

𝑝𝑁−𝑘 

𝑝𝑁
− 𝑐0 

𝑝𝑁−𝑛 

𝑝𝑁
]    

        =∑ 𝑐𝑘−𝑛  
𝑁
𝑘=𝑛+1 𝐴𝑘 - 0 + 𝑐0 

𝑝𝑁−𝑛 

𝑝𝑛
      

         =  ∑ 𝑐𝑘−𝑛  
𝑁
𝑘=𝑛+1 𝐴𝑘 + 𝑐0 

𝑝𝑁−𝑛 

𝑝𝑁
 

dır. Lemma 3.1 den                                 

                                     ∑ 𝑐𝑘−𝑛  
𝑁
𝑘=𝑛+1 𝐴𝑘  ≤  0  
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olur.  

N → ∞ iken Lemma 3.1 den 𝑐0 > 0 ve (
𝑝𝑁−𝑛 

𝑃𝑁
) yakınsak ve dolayısıyla sınırlı 

olduğundan (
𝑐0 𝑝𝑁−𝑛 

𝑃𝑁
) sınırlıdır. Yani   𝐽𝑁

(2)
≤ 𝑐0 

𝑝𝑁−𝑛 

𝑃𝑁
 = 0(1)  

dir. 

Yani N→∞  iken  𝐽𝑁= 0(1)   elde ederiz ki bu teoremin ispatını tamamlar.  

Teorem 3. 3:  Kabul edelim ki 𝑝𝑛 ∈  𝔐,   𝑞𝑛 ≠ 0   (n≥ 0) ve {|𝑞𝑛|} dizisi 

azalmayan olsun. Eğer  ∑ 𝑎𝑛 , s değerine  (N*,p,q)  toplanabilirse bu durumda 

 𝑎𝑛 = o (
|𝑟𝑛|

|𝑞𝑛|
) dır. 

Eğer ilave olarak 𝑟𝑛≥ 0 ise bu takdirde 𝑠𝑛 = s+o (
𝑄𝑛

|𝑞𝑛|
) dır [9]. 

İspat: ∑ 𝑎𝑛 ,   (N*,p,q) toplanabilir olduğundan ∑ 𝑏𝑛  yakınsak ve bu yüzden de         

𝑏𝑛 = o (1) dır. Teorem 3.2 de verildiği gibi inversiyon formülünü ve teoremlerin 

hipotezini kullanarak ∑|𝑐𝑛| < ∞  ve 𝑏𝑛 = o (1) olduğundan 

 |𝑎𝑛| = |𝑟𝑛 ∑
𝑏𝑘𝑐𝑘−𝑛

𝑞𝑘

∞
𝑘=𝑛 | 

                    ≤ |𝑟𝑛|  ∑
|𝑏𝑘𝑐𝑘−𝑛|

|𝑞𝑘|
 ∞

𝑘=𝑛  

 ≤ 
|𝑟𝑛|

|𝑞𝑛|
 ∑  |𝑏𝑘𝑐𝑘−𝑛|∞

𝑘=𝑛  

 ≤ 
|𝑟𝑛|

|𝑞𝑛|
 ∑ |𝑏𝑘| |𝑐𝑘−𝑛|∞

𝑘=𝑛  

 = 
|𝑟𝑛|

|𝑞𝑛|
 ∑  o (1) |𝑐𝑘−𝑛|∞

𝑘=𝑛  

 = o (1) 
|𝑟𝑛|

|𝑞𝑛|
 ∑  |𝑐𝑘−𝑛|∞

𝑘=𝑛  

                   = o  ( 
|𝑟𝑛|

|𝑞𝑛|
 ) 
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elde ederiz.  

(∑  𝑐𝑛 𝑥
𝑛)∞

𝑛=0  (∑  𝑟𝑛 𝑥
𝑛)∞

𝑛=0   

= ∑  ∑  𝑐𝑛−𝑣 𝑟𝑣 𝑥
𝑛−𝑣𝑛

𝑣=0
∞
𝑛=0 𝑥𝑣 

= ∑  ∑  𝑐𝑛−𝑣 
𝑛
𝑣=0

∞
𝑛=0 𝑟𝑣 𝑥

𝑛 

= ∑  ∑  𝑐𝑛−𝑣 ∑  𝑝𝑣−𝑗
𝑣
𝑗=0

𝑛
𝑣=0

∞
𝑛=0 𝑞𝑗 𝑥

𝑛 

= ∑  ∑ 𝑞𝑗  ∑ 𝑐𝑛−𝑣  𝑝𝑣−𝑗
𝑛
𝑣=𝑗

𝑛
𝑗=0

∞
𝑛=0 𝑥𝑛 

= ∑  [𝑞𝑛 ∑ 𝑐𝑛−𝑣  𝑝𝑣−𝑛 + ∑ 𝑞𝑗 ∑ 𝑐𝑛−𝑣  𝑝𝑣−𝑗
𝑛−1
𝑣=𝑗 ]𝑛−1

𝑗=0
𝑛
𝑣=𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑛 

= ∑  [𝑞𝑛 
∞
𝑛=0 𝑐0  𝑝0 + ∑ 𝑞𝑗 . 0]𝑛−1

𝑗=0 𝑥𝑛 

= ∑ 𝑞𝑛 𝑥𝑛 

olur. Demek ki 

( ∑ 𝑐𝑛  𝑥𝑛  ) ( ∑ 𝑟𝑛  𝑥𝑛 ) = ∑ 𝑞𝑛  𝑥𝑛 

yani                                                        𝑐(𝑥)𝑟(𝑥) = 𝑞(𝑥) 

dir. Şimdi 

 𝑐𝑛
(1)

= ∑  𝑐𝑣 
𝑛
𝑣=0  olmak üzere 

(∑  𝑐𝑛
(1)

 𝑥𝑛 ∞
𝑛=0 ) (∑  𝑟𝑛 𝑥𝑛 ∞

𝑛=0 )  

= ∑  ∑  𝑐𝑣
(1)

 𝑥𝑣𝑟𝑛−𝑣 𝑥
𝑛−𝑣𝑛

𝑣=0
∞
𝑛=0  

= ∑  ∑  𝑐𝑣
(1)

 𝑟𝑛−𝑣 𝑥
𝑛𝑛

𝑣=0
∞
𝑛=0  dır. 

Burada,  

∑  𝑐𝑣
(1)

𝑟𝑛−𝑣  
𝑛
𝑣=0  = 𝑐0

(1)
𝑟𝑛 + ∑  𝑐𝑣

(1)
𝑟𝑛−𝑣  

𝑛
𝑣=1   

= 𝑐0 𝑟𝑛  + ∑  𝑐𝑣
(1)

𝑟𝑛−𝑣  
𝑛
𝑣=1  
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= 𝑐0 [ ∑ 𝑝𝑛−𝑣  𝑞𝑣
𝑛
𝑣=0 ] +∑  𝑐𝑣

(1)
𝑟𝑛−𝑣  

𝑛
𝑣=1   

= 𝑐0 [𝑝0  𝑞𝑛 + 𝑝1  𝑞𝑛−1 + ⋯ + 𝑝𝑛  𝑞0 ] + ∑  𝑐𝑣
(1)

𝑟𝑛−𝑣  
𝑛
𝑣=1  

= 𝑐0 𝑝0  𝑞𝑛 + 𝑐1
(1)

𝑟𝑛−1  + 𝑐2
(1)

𝑟𝑛−2 + ⋯ + 𝑐𝑛
(1)

𝑟0   

= 𝑐0 𝑝0  𝑞𝑛 + 𝑐0 𝑝0  𝑞𝑛−1  + ⋯ + 𝑐0 𝑝0  𝑞0  

=  𝑞𝑛 +  𝑞𝑛−1  + ⋯ +  𝑞0 

= 𝑄𝑛 

dir.  

Böylece 

( ∑ 𝑐𝑛
(1)

  𝑥𝑛 ) ( ∑ 𝑟𝑛  𝑥𝑛 ) = ∑ 𝑄𝑛  𝑥𝑛 

dir. Bu durumda 

                                    ∑ 𝑟𝑣 𝑐𝑛−𝑣  𝑛
𝑣=0 = 𝑞𝑛                                             (3.8) 

                                     ∑ 𝑟𝑣 𝑐𝑛−𝑣
(1)

  𝑛
𝑣=0 = 𝑄𝑛                                             (3.9) 

sonuçları çıkar. 

Böylece 𝑝𝑛 ∈  𝔐  oduğundan 𝑐𝑛
(1)

≥ 0 elde ederiz ve 𝑟𝑛 ≥  0 ise (3.9) dan 𝑞𝑛 ister 

pozitif olsun ister olmasın 𝑄𝑛 ≥  0 sonucu çıkar.  

Son olarak kabul edelim ki ∑ 𝑏𝑛 = 𝑠 olsun 

𝑆𝑚= ∑ 𝑎𝑛
𝑚
𝑛=0     (𝑚 > 𝑛) 

olsun. (3.8) den 

𝑆𝑚= ∑ 𝑟𝑛
𝑚
𝑛=0 ∑

𝑏𝑘𝑐𝑘−𝑛

𝑞𝑘

∞
𝑘=𝑛  

 = ∑ 𝑟𝑛
𝑚
𝑛=0 (  ∑  

𝑏𝑘𝑐𝑘−𝑛

𝑞𝑘
+𝑚

𝑘=𝑛 ∑  
𝑏𝑘𝑐𝑘−𝑛

𝑞𝑘
 ) ∞

𝑘=𝑚+1  
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= ∑ 𝑟𝑛
𝑚
𝑛=0  ∑  

𝑏𝑘𝑐𝑘−𝑛

𝑞𝑘
+𝑚

𝑘=𝑛 ∑ 𝑟𝑛
𝑚
𝑛=0 ∑  

𝑏𝑘𝑐𝑘−𝑛

𝑞𝑘
 ) ∞

𝑘=𝑚+1  

= ∑
𝑏𝑘

𝑞𝑘

𝑚
𝑘=0  ∑ 𝑟𝑛𝑐𝑘−𝑛

𝑘
𝑛=0 +  ∑ 𝑟𝑛

𝑚
𝑛=0 ∑   

𝑏𝑘𝑐𝑘−𝑛

𝑞𝑘

∞
𝑘=𝑚+1  

𝑆𝑚=∑ 𝑏𝑘 𝑚
𝑘=0  +  ∑ 𝑟𝑛

𝑚
𝑛=0 ∑   

𝑏𝑘𝑐𝑘−𝑛

𝑞𝑘

∞
𝑘=𝑚+1      

dır. 

|𝑆𝑚 − ∑ 𝑏𝑘 𝑚
𝑘=0  | ≤ ∑ 𝑟𝑛

𝑚
𝑛=0 ∑   

|𝑏𝑘| |𝑐𝑘−𝑛|

|𝑞𝑘|
∞
𝑘=𝑚+1    

                            ≤ ∑ 𝑟𝑛
𝑚
𝑛=0 ∑   

|𝑏𝑘||𝑐𝑘−𝑛|

|𝑞𝑚|
∞
𝑘=𝑚+1                       

Bu nedenle 𝑏𝑘 = o (1) olduğundan  

|𝑆𝑚 − ∑ 𝑏𝑘 𝑚
𝑘=0 | ≤  ∑ 𝑟𝑛

𝑚
𝑛=0 ∑   

𝑜(1) |𝑐𝑘−𝑛|

|𝑞𝑚|
∞
𝑘=𝑚+1   

                                        = o (1) 
1

|𝑞𝑚|
∑ 𝑟𝑛

𝑚
𝑛=0 ∑ |𝑐𝑘−𝑛|∞

𝑘=𝑚+1   

dır. 

Fakat Lemma 3.1 den 𝑝𝑛 ∈  𝔐  olduğundan          

𝑐𝑚−𝑛
(1)

  =  ∑  𝑐𝑣 
𝑚−𝑛
𝑣=0  ≥ 0 

dır. Bu yüzden 

∑ 𝑐𝑘−𝑛
∞
𝑘=𝑛 =∑ 𝑐𝑘−𝑛

𝑚
𝑘=𝑛 +∑ 𝑐𝑘−𝑛

∞
𝑘=𝑚+1  ≥ 0 

=𝑐0 + ∑ 𝑐𝑘−𝑛
𝑚
𝑘=𝑛+1 +∑ 𝑐𝑘−𝑛

∞
𝑘=𝑚+1  ≥ 0 

∑ 𝑐𝑘−𝑛
𝑚
𝑘=𝑛   +∑ 𝑐𝑘−𝑛

∞
𝑘=𝑚+1  ≥ 0   

  ∑ 𝑐𝑘
𝑚−𝑛
𝑘=0   +∑ 𝑐𝑘−𝑛

∞
𝑘=𝑚+1  ≥ 0   

𝑐𝑚−𝑛
(1)

 ≥ ∑ −𝑐𝑘−𝑛
∞
𝑘=𝑚+1     
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                                    ∑ |𝑐𝑘−𝑛|∞
𝑘=𝑚+1   ≤ 𝑐𝑚−𝑛

(1)
                                              (3.10) 

elde edilir. 

Bu yüzden   (3.9) eşitliğinden ∑ 𝑟𝑣 𝑐𝑛−𝑣
(1)

  𝑛
𝑣=0 = 𝑄𝑛   olduğundan    

|𝑆𝑚 − ∑ 𝑏𝑘 𝑚
𝑘=0 | = o (1) 

1

|𝑞𝑚|
  ∑ 𝑟𝑛𝑐𝑚−𝑛

(1)𝑚
𝑛=0  

     = o (1) 
𝑄𝑚

|𝑞𝑚|
   

dır. Bu ise ispatı tamamlar.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 
 

4. |𝑵∗, 𝐩, 𝐪 |- METODU 

MUTLAK GENELLEŞTİRİLMİŞ QUASİ-NÖRLUND TOPLANABİLME 

Bu kısımda |N∗, p, q | toplanabilirliği ile ilgili bir teorem ispatlanmıştır. 

Teorem 4.1: Kabul edelim ki 𝑝𝑛 ∈  𝔐,  𝑞𝑛 pozitif, {𝑞𝑛} azalmayan ve {
𝑞𝑛

𝑟𝑛
} dizisi 

artmayan olsun. Bu takdirde ∑ 𝑎𝑛 , |N∗, p, q  | toplanabilirse {
𝑠𝑛𝑞𝑛

𝑟𝑛
} ∈ BV  dir [9]. 

 İspat:   Kabul edelim ki   ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=0   serisinin kısmi toplamlar dizisi  (𝑠𝑛)  olsun. 

 ∑ |
𝑠𝑛𝑞𝑛

𝑟𝑛
−

𝑠𝑛+1𝑞𝑛+1

𝑟𝑛+1
| ∞

𝑛=0   

= ∑ |∆(
𝑠𝑛𝑞𝑛

𝑟𝑛
)|∞

𝑛=0  

=  ∑ |
𝑠𝑛𝑞𝑛

𝑟𝑛
−

𝑠𝑛𝑞𝑛+1

𝑟𝑛+1
+

𝑠𝑛𝑞𝑛+1

𝑟𝑛+1
−

𝑠𝑛+1𝑞𝑛+1

𝑟𝑛+1
| ∞

𝑛=0   

=  ∑ |
𝑞𝑛+1

𝑟𝑛+1
(𝑠𝑛 − 𝑠𝑛+1) + 𝑠𝑛 (

𝑞𝑛

𝑟𝑛
−

𝑞𝑛+1

𝑟𝑛+1
)| ∞

𝑛=0   

≤ ∑
𝑞𝑛+1

𝑟𝑛+1
|𝑎𝑛+1|∞

𝑛=0 +∑ |𝑠𝑛|  |
𝑞𝑛

𝑟𝑛
−

𝑞𝑛+1

𝑟𝑛+1
|∞

𝑛=0  

≤  ∑ |𝑎𝑛+1|∞
𝑛=0

𝑞𝑛+1

𝑟𝑛+1
+ ∑ |𝑠𝑛| |∆

𝑞𝑛

𝑟𝑛
|∞

𝑛=0  

 = 𝐿𝑛 + 𝑀𝑛   

olsun. 

(3.3)  ve {𝑞𝑛} in azalmayan olduğu kullanılarak  

𝐿𝑛 = ∑ |𝑎𝑛+1|∞
𝑛=0

𝑞𝑛+1

𝑟𝑛+1
 

=∑
𝑞𝑛+1

𝑟𝑛+1
|𝑟𝑛+1 ∑  

𝑏𝑘 𝑐𝑘−𝑛−1

𝑞𝑘
 ) ∞

𝑘=𝑛+1 |∞
𝑛=0  

≤ ∑
𝑞𝑛+1

𝑟𝑛+1

∞
𝑛=0 𝑟𝑛+1 ∑

|𝑏𝑘||𝑐𝑘−𝑛−1|

𝑞𝑘

∞
𝑘=𝑛+1  
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≤ ∑ 𝑞𝑛+1
∞
𝑛=0 ∑ |𝑏𝑘||𝑐𝑘−𝑛−1|∞

𝑘=𝑛+1  
1

𝑞𝑛+1
 

≤ ∑ ∑ |𝑏𝑘||𝑐𝑘−𝑛−1|∞
𝑘=𝑛+1

∞
𝑛=0  

=∑  |𝑏𝑘|  ∑ |𝑐𝑘−𝑛−1|𝑘−1
𝑛=0

∞
𝑘=1   

olup  ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=0   |N∗, p, q  | toplanabilirdir. Buradan ∑|𝑏𝑘| < ∞  ve 𝑝𝑛 ∈  𝔐  iken  

 ∑|𝑐𝑛| < ∞  olduğundan 

∑ |𝑐𝑘−𝑛−1|𝑘−1
𝑛=0  = 0(1) 

dir. Böylece 

 𝐿𝑛 ≤ ∑  |𝑏𝑘| ∑ |𝑐𝑘−𝑛−1|𝑘−1
𝑛=0

∞
𝑘=1    

 𝐿𝑛= 0(1) elde edilir. 

𝑀𝑛 = ∑  |𝑠𝑛|  |∆
𝑞𝑛

𝑟𝑛
|∞

𝑛=0   

=∑ |∆(
𝑞𝑛

𝑟𝑛
)|∞

𝑛=0  |∑ 𝑎𝑣
𝑛
𝑣=0 | 

=∑ |∆(
𝑞𝑛

𝑟𝑛
)|∞

𝑛=0  |∑ 𝑟𝑣 ∑  
𝑏𝑘 𝑐𝑘−𝑣

𝑞𝑘
  ∞

𝑘=𝑣
𝑛
𝑣=0 | 

≤ ∑ |∆(
𝑞𝑛

𝑟𝑛
)|∞

𝑛=0  ∑ 𝑟𝑣 ∑  
|𝑏𝑘||𝑐𝑘−𝑣|

𝑞𝑘
 ∞

𝑘=𝑣
𝑛
𝑣=0   

= ∑ 𝑟𝑣
∞
𝑣=0 ∑ |∆(

𝑞𝑛

𝑟𝑛
)|∞

𝑛=𝑣  ∑  
|𝑏𝑘||𝑐𝑘−𝑣|

𝑞𝑘
 ∞

𝑘=𝑣   

= ∑ 𝑟𝑣
∞
𝑣=0 ∑  

|𝑏𝑘||𝑐𝑘−𝑣|

𝑞𝑘
 ∞

𝑘=𝑣 ∑ |∆(
𝑞𝑛

𝑟𝑛
)|∞

𝑛=𝑣   

dir. {
𝑞𝑛

𝑟𝑛
} azalan olduğundan  

∑ |∆
𝑞𝑛

𝑟𝑛
|∞

𝑛=𝑣  = ∑  ∞
𝑛=𝑣 |

𝑞𝑛

𝑟𝑛
−

𝑞𝑛+1

𝑟𝑛+1
|=∑  ∞

𝑛=𝑣 (
𝑞𝑛

𝑟𝑛
−

𝑞𝑛+1

𝑟𝑛+1
) 

= lim
𝑀→∞

∑  𝑀
𝑛=𝑣 (

𝑞𝑛

𝑟𝑛
−

𝑞𝑛+1

𝑟𝑛+1
)  
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= lim
𝑀→∞

(
𝑞𝑣

𝑟𝑣
−

𝑞𝑀+1

𝑟𝑀+1
)  

= 
 𝑞𝑣

𝑟𝑣
  − lim

𝑀→∞

𝑞𝑀+1

𝑟𝑀+1
) ≤  

𝑞𝑣

𝑟𝑣
 

dir. Böylece 

𝑀𝑛 ≤ ∑ 𝑟𝑣
∞
𝑣=0  ∑

|𝑏𝑘||𝑐𝑘−𝑣|

𝑞𝑘

∞
𝑘=𝑣  

𝑞𝑣

𝑟𝑣
   

≤ ∑ ∑ |𝑏𝑘||𝑐𝑘−𝑣|∞
𝑘=𝑣

∞
𝑣=0   

=  ∑ |𝑏𝑘| ∑ |𝑐𝑘−𝑣|𝑘
𝑣=𝑜

∞
𝑘=0 < ∞ 

olup 

𝑀𝑛 = 0(1) dir. 

                            ∑ |∆
𝑠𝑛𝑞𝑛

𝑟𝑛
| ≤ 𝐿𝑛 + 𝑀𝑛 = 0(1) 

ve böylece {
𝑠𝑛𝑞𝑛

𝑟𝑛
} ∈ BV  dir. Bu ise Teorem 4.1 in ispatını tamamlar. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 
 

5. ( J,q ) - METODU 

Bu kısımda (N*,p,q) ile ( J, q )  metodu arasındaki ilişkiyi veren teoremin ispatı 

incelenecektir. Bu teorem Abel teoremi olarak bilinir ve çalışmamızın temel 

teoremidir. Ancak bu teoremin ispatını yapmak için aşağıdaki Lemmaya ihtiyaç 

vardır.  

Lemma 5.1:  𝑝𝑛 ∈  𝔐,  𝑞𝑛 > 0 ve {𝑞𝑛} azalmayan olsun. Bu takdirde   

                               𝑟𝑛 (𝑞𝑛+1  − 𝑞𝑛 ) = O(𝑞𝑛+1(𝑟𝑛+1  − 𝑟𝑛 ))                                  (5.1) 

olması 

0 ≤ 𝑞𝑘
2 ≤ ∑ 𝑞𝑣

𝑘
𝑣=0 𝑟𝑣𝑐𝑘−𝑣 = O(𝑞𝑘

2)  

olmasını gerektirir [9]. 

İspat :  𝑝𝑛 > 0 ,  𝑞𝑛 > 0 ve {𝑞𝑛} azalmayan olduğunda 𝑟𝑛 > 0 ve  𝑟𝑛 azalmayandır.  

Gerçekten   𝑟𝑛 = ∑ 𝑝𝑣
𝑛
𝑣=0 𝑞𝑛−𝑣 > 0  ve 

 𝑟𝑛- 𝑟𝑛+1 = ∑ 𝑝𝑣
𝑛
𝑣=0 𝑞𝑛−𝑣  − ∑ 𝑝𝑣

𝑛+1
𝑣=0 𝑞𝑛+1−𝑣 

               = ∑ 𝑝𝑣
𝑛+1
𝑣=0 (𝑞𝑛−𝑣  − 𝑞𝑛+1−𝑣) < 0 

Yani  𝑟𝑛 <  𝑟𝑛+1 dır. 

Lemma 3.1 den 𝑝𝑛 ∈  𝔐 iken  c0 > 0 , cn ≤ 0 (n ≥ 1) olduğundan ve  (3.8) eşitliğini de 

kullanarak 

∑ 𝑞𝑣
𝑘
𝑣=0 𝑟𝑣𝑐𝑘−𝑣  ≥  𝑞𝑘 ∑ 𝑟𝑣𝑐𝑘−𝑣

𝑘
𝑣=0 = 𝑞𝑘

2 ≥ 0 

elde ederiz. Şimdi 

∑ 𝑞𝑣
𝑘
𝑣=0 𝑟𝑣𝑐𝑘−𝑣 = ∑  𝑞𝑘−𝑣

𝑘
𝑣=0 𝑟𝑘−𝑣  𝑐𝑣 

= ∑  ∆(𝑞𝑘−𝑣
𝑘−1
𝑣=0 𝑟𝑘−𝑣)𝑐𝑣

(1)
 +  𝑞0 𝑟0  𝑐𝑘

(1)
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=∑  ∆(𝑞𝑘−𝑣
𝑘
𝑣=0 𝑟𝑘−𝑣)𝑐𝑣

(1)
- ∆ (𝑞0 𝑟0)  𝑐𝑘

(1)
+ 𝑞0 𝑟0  𝑐𝑘

(1)
 

=∑  ∆(𝑞𝑘−𝑣
𝑘
𝑣=0 𝑟𝑘−𝑣)𝑐𝑣

(1)
 

=∑  ( 𝑞𝑘−𝑣 𝑟𝑘−𝑣 − 𝑞𝑘−𝑣−1
𝑘
𝑣=0 𝑟𝑘−𝑣−1)𝑐𝑣

(1)
 

=∑  ( 𝑞𝑘−𝑣 𝑟𝑘−𝑣 −  𝑞𝑘−𝑣 𝑟𝑘−𝑣−1 +  𝑞𝑘−𝑣 𝑟𝑘−𝑣−1 − 𝑞𝑘−𝑣−1
𝑘
𝑣=0 𝑟𝑘−𝑣−1)𝑐𝑣

(1)
 

= ∑  𝑞𝑘−𝑣 (𝑟𝑘−𝑣 −𝑘
𝑣=0 𝑟𝑘−𝑣−1)𝑐𝑣

(1)
+∑  𝑟𝑘−𝑣−1 (𝑞𝑘−𝑣 −𝑘

𝑣=0 𝑞𝑘−𝑣−1)𝑐𝑣
(1)

  

olup Lemma 3.1 den ∑ 𝑐𝑛 ≥ 0 olduğundan 𝑐𝑛
(1)

≥ 0 dır. Diğer taraftan (3.9) 

ifadesinden 

∑  𝑞𝑘−𝑣 (𝑟𝑘−𝑣 −𝑘
𝑣=0 𝑟𝑘−𝑣−1)𝑐𝑣

(1)
≤  𝑞𝑘 ∑  (𝑟𝑘−𝑣 −𝑘

𝑣=0 𝑟𝑘−𝑣−1)𝑐𝑣
(1)

  

                                                    ≤  𝑞𝑘[∑  𝑟𝑘−𝑣𝑐𝑣
(1)

−𝑘
𝑣=0 ∑  𝑟𝑘−𝑣−1𝑐𝑣

(1)
]𝑘−1

𝑣=0   

      =  𝑞𝑘( 𝑄𝑘− 𝑄𝑘−1) = 𝑞𝑘
2 

elde ederiz. Yine  𝑟𝑛 (𝑞𝑛+1  − 𝑞𝑛 ) = O(𝑞𝑛+1(𝑟𝑛+1  − 𝑟𝑛 )) den yararlanarak ve önceki 

durumu da kullanarak 

0 ≤ ∑  𝑟𝑘−𝑣−1 (𝑞𝑘−𝑣 −𝑘
𝑣=0 𝑞𝑘−𝑣−1)𝑐𝑣

(1)
  

= ∑ 𝑂[ 𝑞𝑘−𝑣 (𝑟𝑘−𝑣 −𝑘
𝑣=0 𝑟𝑘−𝑣−1)] 𝑐𝑣

(1)
  

   = O(1)  𝑞𝑘 ∑  [𝑟𝑘−𝑣 −𝑘
𝑣=0 𝑟𝑘−𝑣−1]𝑐𝑣

(1)
= O(1) 𝑞𝑘

2   

elde ederiz. Bu nedenle 

0 ≤ ∑ 𝑞𝑣
𝑘
𝑣=0 𝑟𝑣𝑐𝑘−𝑣 = O(𝑞𝑘

2)  

dır. Bu ise Lemma 5.1 nin ispatını tamamlar.  

Teorem 5.2: Kabul edelim ki 𝑝𝑛 ∈  𝔐,  𝑞𝑛 >  0 ve {𝑞𝑛} ve {
𝑞𝑛

𝑞𝑛+1
} azalmayan diziler 

olsun. Ayrıca (5.1) şartı sağlansın. Bu takdirde                       
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∑ 𝑎𝑛= s ( N*,p,q )⇒  ∑ 𝑎𝑛= s (J,q ) 

dır. 

(N,p,q) ve ( J,q ) arasındaki ilişkinin Das [10] tarafından incelendiği belirtilmelidir. 

Teorem 5.2 de  𝑞𝑛 = 1 alarak ( N*,p ) ⇒ (A) ye ilişkin Thorpe [2] 'nin sonucu elde 

edilir [9]. 

İspat: İlk olarak ∑ 𝑎𝑛 , ( N*,p,q ) toplanabilir olduğunda ( J,q ) metodunun ∑ 𝑎𝑛 

serisine uygulanabilir olduğunu ispatlayacağız. 

Teorem 3.3 den dolayı 

𝑠𝑛 = s + o (
 𝑄𝑛

𝑞𝑛
) = 0(

 𝑄𝑛

𝑞𝑛
)  

 elde ederiz. Bu yüzden 

J(x) = 
∑ 𝑞𝑛 𝑠𝑛 𝑥𝑛

∑ 𝑞𝑛  𝑥𝑛  

ifadesinde 𝑠𝑛 eşitliğini yazalım. 

J(x) = 
∑ 𝑞𝑛 0(

 𝑄𝑛
𝑞𝑛

)   𝑥𝑛

∑ 𝑞𝑛  𝑥𝑛     

= 0(1) ∑
𝑄𝑛 𝑥𝑛

𝑞𝑛 𝑥𝑛    

= 0(1) ∑ 𝑥𝑛  

dır. 

|𝑥| <  1 için ∑ 𝑥𝑛 = 
1

1−𝑥
 olduğundan |𝑥| <  1 için J(x) mevcut ve bu nedenle ∑ 𝑎𝑛 

serisine (J,q) metodu uygulanabilirdir. 

Şimdi |𝑥| <  1 için 

J(x) = 
∑ 𝑞𝑛 𝑠𝑛 𝑥𝑛

∑ 𝑞𝑛  𝑥𝑛   
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= 
1

𝑞(𝑥)
 ∑ 𝑞𝑛

∞
𝑛=0  ∑ 𝑎𝑣

𝑛
𝑣=0 𝑥𝑛 

= 
1

𝑞(𝑥)
 ∑ 𝑎𝑣

∞
𝑣=0  ∑ 𝑞𝑛

∞
𝑛=𝑣 𝑥𝑛 

= 
1

𝑞(𝑥)
 ∑ ∑ 𝑞𝑛𝑥𝑛𝑟𝑣

∞
𝑛=𝑣  ∑

𝑏𝑘𝑐𝑘−𝑣

𝑞𝑘

∞
𝑘=𝑣

∞
𝑣=0   

=  
1

𝑞(𝑥)
 ∑ 𝑟𝑣

∞
𝑣=0  ∑

𝑏𝑘𝑐𝑘−𝑣

𝑞𝑘

∞
𝑘=𝑣  ∑ 𝑞𝑛𝑥𝑛∞

𝑛=𝑣                                                                  (5.2) 

= 
1

𝑞(𝑥)
 ∑

𝑏𝑘

𝑞𝑘

∞
𝑘=0  ∑ 𝑟𝑣

𝑘
𝑣=0 𝑐𝑘−𝑣  ∑ 𝑞𝑛

∞
𝑛=𝑣 𝑥𝑛 

= ∑ 𝑔𝑘(𝑥) 𝑏𝑘 ∞
𝑘=0 dır. 

Burada,  

𝑔𝑘(𝑥) = 
∑ 𝑟𝑣

𝑘
𝑣=0 𝑐𝑘−𝑣   ∑ 𝑞𝑛

∞
𝑛=𝑣 𝑥𝑛

𝑞(𝑥) 𝑞𝑘
 

dır. 

Double serisinin mutlak yakınsaklığıyla (5.2) ifadesini elde etmede işleme sokulan 

toplamın sırasını değiştirme, |𝑥| <  1 bölgesinde sağlanır. 

Şimdi (5.2), ∑ 𝑏𝑛 serisini J(x) fonksiyonuna dönüştüren seriden fonksiyona bir 

dönüşümdür. Teoremi ispatlamak için (5.2) dönüşümünün regüler yani regülerlik 

şartlarını (Cooke[13] , sayfa65) sağladığını göstermek zorundayız. 

(3.8) eşitliğinden 

𝑔𝑘(𝑥) = 
∑ 𝑟𝑣

𝑘
𝑣=0 𝑐𝑘−𝑣  (∑ 𝑞𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑛−∑ 𝑞𝑛

𝑣−1
𝑛=0 𝑥𝑛)

𝑞(𝑥) 𝑞𝑘
 

= 
∑ 𝑟𝑣

𝑘
𝑣=0 𝑐𝑘−𝑣  (𝑞(𝑥)−∑ 𝑞𝑛

𝑣−1
𝑛=0 𝑥𝑛)

𝑞(𝑥) 𝑞𝑘
 

= 
1

 𝑞𝑘
 ∑ 𝑟𝑣

𝑘
𝑣=0 𝑐𝑘−𝑣 (1 −

∑ 𝑞𝑛
𝑣−1
𝑛=0 𝑥𝑛

𝑞(𝑥)
)                                                                          (5.3) 
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= 1- 
(∑ 𝑟𝑣

𝑘
𝑣=0 𝑐𝑘−𝑣   ∑ 𝑞𝑛

𝑣−1
𝑛=0 𝑥𝑛)

𝑞(𝑥) 𝑞𝑘
 

elde edilir. 

 𝑞𝑛  > 0 ve {𝑞𝑛} artan olduğundan 𝑞𝑛  > 𝑞0 olup, 𝑥 → 1−  iken 

𝑞(𝑥) = ∑ 𝑞𝑛 𝑥𝑛 ≥ 𝑞0 ∑  𝑥𝑛 olup 

lim
𝑥→1−

∑  𝑥𝑛∞
𝑛=0  = lim

𝑥→1−

1

1−𝑥
 = ∞ 

elde ederiz.  

Bu yüzden (5.3) den  𝑥 → 1− iken 𝑔𝑘(𝑥)  → 1 dir. Biz sadece M bir pozitif sayı 

olmak üzere 0 < 𝑥 < 1 durumunda ispatı tamamlamak için 

                          ∑ |𝑔
𝑘
(𝑥) − 𝑔

𝑘+1
(𝑥)|∞

𝑘=1 ≤  𝑀                                       (5.4) 

olduğunu göstermeliyiz.  

Şimdi 

 ɸ𝑣(𝑥) = 
∑ 𝑞𝑘

∞
𝑘=𝑣 𝑥𝑘

𝑞(𝑥)
 

olsun. 

 ɸ0(𝑥) =  ∑
𝑞𝑘𝑥𝑘

𝑞(𝑥)

∞
𝑘=0  = 

∑ 𝑞𝑘
∞
𝑘=0 𝑥𝑘

∑ 𝑞𝑘
∞
𝑘=0 𝑥𝑘 =1 

dir. Buradan  ɸ0(𝑥) =  1 olduğu açıktır. 

Bu durumda 

𝑔𝑘(𝑥) = 
∑ 𝑟𝑣

𝑘
𝑣=0 𝑐𝑘−𝑣   ∑ 𝑞𝑛

∞
𝑛=𝑣 𝑥𝑛

𝑞(𝑥) 𝑞𝑘
 

          = 
∑ 𝑟𝑣

𝑘
𝑣=0 𝑐𝑘−𝑣  ɸ𝑣(𝑥)   

 𝑞𝑘
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dır. Bu yüzden  

𝑔𝑘(𝑥) − 𝑔𝑘+1(𝑥) = 
∑ 𝑟𝑣

𝑘
𝑣=0 𝑐𝑘−𝑣  ɸ𝑣(𝑥)   

 𝑞𝑘
 - 

∑ 𝑟𝑣
𝑘+1
𝑣=0 𝑐𝑘+1−𝑣  ɸ𝑣(𝑥)   

 𝑞𝑘+1
 

        = 
∑ 𝑟𝑣

𝑘
𝑣=0 𝑐𝑘−𝑣  ɸ𝑣(𝑥)   

 𝑞𝑘
 - 

∑ 𝑟𝑣+1
𝑘
𝑣=−1 𝑐𝑘−𝑣  ɸ𝑣+1(𝑥)   

 𝑞𝑘+1
 

                               = ∑ ( ɸ𝑣(𝑥)𝑘
𝑣=0

𝑟𝑣

𝑞𝑘
 - ɸ𝑣+1(𝑥) 

𝑟𝑣+1

𝑞𝑘+1
) 𝑐𝑘−𝑣 - 

 𝑟0 𝑐𝑘+1 ɸ0(𝑥)

𝑞𝑘+1
 

olup                         |𝑔
𝑘
(𝑥) − 𝑔

𝑘+1
(𝑥)| ≤ ∑ |( ɸ

𝑣
(𝑥)

𝑟𝑣

𝑞𝑘

 −𝑘
𝑣=0

 ɸ
𝑣+1

(𝑥) 
𝑟𝑣+1

𝑞𝑘+1

) 𝑐𝑘−𝑣|+|
 𝑟0 𝑐𝑘+1

𝑞𝑘+1
| 

dır. 

Buradan  ∑|𝑐𝑛| < ∞  hipotezinden ve 𝑛 artarken {
1

𝑞𝑛
} azalacağından  

∑ |
 𝑟0 𝑐𝑘+1

𝑞𝑘+1
|∞

𝑘=1  ≤ 𝑟0 ∑
| 𝑐𝑘+1|

𝑞𝑘+1

∞
𝑘=1  ≤ 

𝑟0

𝑞0
 ∑  | 𝑐𝑘+1|∞

𝑘=1  < ∞ 

elde ederiz.  

Bu nedenle (5.4) ün sağlandığını göstermek için 0 < 𝑥 < 1 olmak üzere 

𝜃(𝑥)= ∑ | ∑  𝑐𝑘−𝑣
𝑘
𝑣=0 ( ɸ𝑣(𝑥) 

𝑟𝑣

𝑞𝑘
 −   ɸ𝑣+1(𝑥) 

𝑟𝑣+1

𝑞𝑘+1
  ) |∞

𝑘=0  < 𝑀 

olduğunu göstermek yeterlidir.  

Şimdi 

 ɸ𝑣(𝑥) -  ɸ𝑣+1(𝑥) = 
∑ 𝑞𝑛

∞
𝑛=𝑣 𝑥𝑛

𝑞(𝑥)
 − 

∑ 𝑞𝑛
∞
𝑛=𝑣+1 𝑥𝑛

𝑞(𝑥)
 

  = 
𝑞𝑣𝑥𝑣

𝑞(𝑥)
 

 olduğundan, 
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𝜃(𝑥)=∑ | ∑  𝑐𝑘−𝑣
𝑘
𝑣=0 ( ɸ𝑣(𝑥) 

𝑟𝑣

𝑞𝑘
 − ɸ𝑣+1(𝑥) 

𝑟𝑣

𝑞𝑘
 + ɸ𝑣+1(𝑥) 

𝑟𝑣

𝑞𝑘
 −∞

𝑘=0

 ɸ𝑣+1(𝑥) 
𝑟𝑣+1

𝑞𝑘+1
  ) | 

=∑ | ∑  𝑐𝑘−𝑣
𝑘
𝑣=0 ( ɸ𝑣(𝑥)  − ɸ𝑣+1(𝑥)) 

𝑟𝑣

𝑞𝑘
 + ɸ𝑣+1(𝑥) (

𝑟𝑣

𝑞𝑘
 −   

𝑟𝑣+1

𝑞𝑘+1
  ) |∞

𝑘=0  

                                       ≤  𝑀(𝑥) +  𝑁(𝑥)                                                              (5.5) 

elde edilir. Burada 

𝑀(𝑥) = 
1

𝑞(𝑥)
 ∑

1

𝑞𝑘

∞
𝑘=0  | ∑ 𝑐𝑘−𝑣

𝑘
𝑣=0  𝑞𝑣𝑟𝑣 𝑥𝑣  | 

𝑁(𝑥) = ∑ | ∑  𝑐𝑘−𝑣
𝑘
𝑣=0  ɸ𝑣+1(𝑥) (

𝑟𝑣

𝑞𝑘
 − 

𝑟𝑣+1

𝑞𝑣+1
  ) |∞

𝑘=0  

dır. 

 ∑ 𝑐𝑘−𝑣
𝑘
𝑣=0  𝑞𝑣𝑟𝑣 𝑥𝑣 = ∑ 𝑐𝑘−𝑣

𝑘
𝑣=0  𝑞𝑣𝑟𝑣 (𝑥𝑣 − 𝑥𝑘 + 𝑥𝑘)  

                              = ∑ 𝑐𝑘−𝑣
𝑘
𝑣=0  𝑞𝑣𝑟𝑣 (𝑥𝑣 − 𝑥𝑘) + 𝑥𝑘 ∑ 𝑐𝑘−𝑣

𝑘
𝑣=0  𝑞𝑣𝑟𝑣 

        = ∑ 𝑐𝑘−𝑣
𝑘−1
𝑣=0  𝑞𝑣𝑟𝑣 (𝑥𝑣 − 𝑥𝑘) + 𝑥𝑘 ∑ 𝑐𝑘−𝑣

𝑘
𝑣=0  𝑞𝑣𝑟𝑣 

olduğundan, 

 𝑀(𝑥) ≤ 
1

𝑞(𝑥)
 ∑

1

𝑞𝑘

∞
𝑘=0 ∑ |𝑐𝑘−𝑣|𝑘−1

𝑣=0  𝑞𝑣𝑟𝑣 (𝑥𝑣 − 𝑥𝑘) + 
1

𝑞(𝑥)
 ∑

𝑥𝑘

𝑞𝑘

∞
𝑘=0 ∑ |𝑐𝑘−𝑣|𝑘

𝑣=0  𝑞𝑣𝑟𝑣  

dır. 

𝑀(𝑥) ≤ 𝑀′(𝑥) + 𝑀′′(𝑥)  

olsun. 𝑀(𝑥)= 0(1) olduğunu göstermek için  

 𝑀′(𝑥) = 
1

𝑞(𝑥)
 ∑

1

𝑞𝑘

∞
𝑘=0  ∑ 𝑐𝑘−𝑣

𝑘−1
𝑣=0  𝑞𝑣𝑟𝑣 (𝑥𝑣 − 𝑥𝑘) = 0(1) 

                          𝑀′′(𝑥) =  
1

𝑞(𝑥)
 ∑

𝑥𝑘

𝑞𝑘

∞
𝑘=0 ∑ |𝑐𝑘−𝑣|𝑘

𝑣=0  𝑞𝑣𝑟𝑣= 0(1) 

olduğunu göstermemiz gerekir. 
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𝑛 ≥ 1 için 𝑐𝑛 ≤  0 ve {
1

𝑞𝑛
} azalan olduğundan  

𝑀′(𝑥) = 
1

𝑞(𝑥)
 ∑

1

𝑞𝑘

∞
𝑘=0  ∑ |𝑐𝑘−𝑣|𝑘−1

𝑣=0  𝑞𝑣𝑟𝑣 (𝑥𝑣 − 𝑥𝑘) 

           = − 
1

𝑞(𝑥)
 ∑

1

𝑞𝑘

∞
𝑘=0  ∑ 𝑞𝑣𝑟𝑣𝑐𝑘−𝑣

𝑘−1
𝑣=0   (𝑥𝑣 − 𝑥𝑘) 

           ≤  − 
1

𝑞(𝑥)
 ∑ ∑ 𝑟𝑣𝑐𝑘−𝑣

𝑘−1
𝑣=0  𝑥𝑣  (1 − 𝑥𝑘−𝑣)∞

𝑘=0   

           = − 
1

𝑞(𝑥)
 ∑ 𝑟𝑣

∞
𝑣=0  𝑥𝑣 ∑ 𝑐𝑘−𝑣

∞
𝑘=𝑣+1   (1 − 𝑥𝑘−𝑣) 

           = − 
1

𝑞(𝑥)
 ∑ 𝑟𝑣

∞
𝑣=0  𝑥𝑣[ ∑ 𝑐𝑘−𝑣

∞
𝑘=𝑣+1  −  ∑ 𝑐𝑘−𝑣

∞
𝑘=𝑣+1 𝑥𝑘−𝑣 ] 

           = − 
1

𝑞(𝑥)
 ∑ 𝑟𝑣

∞
𝑣=0  𝑥𝑣( 𝑐(1) −  𝑐 (𝑥))  

           =  
1

𝑞(𝑥)
 ∑ 𝑟𝑣

∞
𝑣=0  𝑥𝑣( 𝑐(𝑥) −  𝑐 (1))  

           ≤ 
1

𝑞(𝑥)
 ∑ 𝑟𝑣

∞
𝑣=0  𝑥𝑣  𝑐 (𝑥) 

           = 
𝑟 (𝑥) 𝑐 (𝑥)

𝑞(𝑥)
  

         = 
𝑞(𝑥)

𝑞(𝑥)
 

         = 1  

elde ederiz . Buradan 𝑀′(𝑥)  ≤ 1 olduğundan  𝑀′(𝑥) = 0(1) dır. 

𝑀′′(𝑥) =  
1

𝑞(𝑥)
 ∑

𝑥𝑘

𝑞𝑘

∞
𝑘=0 ∑ |𝑐𝑘−𝑣|𝑘

𝑣=0  𝑞𝑣𝑟𝑣 

             ≤
1

𝑞(𝑥)
 ∑ 𝑥𝑘∞

𝑘=0 ∑ |𝑐𝑘−𝑣|𝑘
𝑣=0  𝑟𝑣 

             = 
1

 𝑞(𝑥)
 ∑ 𝑟𝑣

∞
𝑣=0 ∑ |𝑐𝑘−𝑣|∞

𝑘=𝑣  𝑥𝑘−𝑣+𝑣 
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             = 
1

 𝑞(𝑥)
 ∑ 𝑟𝑣

∞
𝑣=0 𝑥𝑣 ∑ |𝑐𝑘−𝑣|∞

𝑘=𝑣  𝑥𝑘−𝑣 

            = 
1

 𝑞(𝑥)
 ∑ 𝑟𝑣

∞
𝑣=0 𝑥𝑣[ 𝑐0 − ∑ 𝑐𝑘−𝑣

∞
𝑘=𝑣+1  𝑥𝑘−𝑣] 

              = 
1

 𝑞(𝑥)
 ∑ 𝑟𝑣

∞
𝑣=0 𝑥𝑣[ 𝑐0 − ∑ 𝑐𝑘

∞
𝑘=1  𝑥𝑘 ] 

             = 
1

 𝑞(𝑥)
 ∑ 𝑟𝑣

∞
𝑣=0 𝑥𝑣[ 𝑐0 − 𝑐(𝑥)+ 𝑐0 ] 

             = 
1

 𝑞(𝑥)
 ∑ 𝑟𝑣

∞
𝑣=0 𝑥𝑣[2𝑐0 − 𝑐(𝑥) ] 

             ≤
2𝑐0

 𝑞(𝑥)
 ∑ 𝑟𝑣

∞
𝑣=0 𝑥𝑣 

            < 2𝑐0 𝑝(𝑥) dır. 

Burada   𝑝(𝑥) = ∑ 𝑝𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑛  0 < 𝑥 < 1 , yakınsaktır. 𝑝𝑛 > 0 ve (𝑝𝑛) azalan 

olduğundan (𝑝𝑛) yakınsaktır. Bu durumda (𝑝𝑛) sınırlıdır.  

𝑝(𝑥) = ∑ 𝑝𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑛 ≤ 𝑘 ∑ 𝑥𝑛∞

𝑛=0  

𝑝(𝑥)  ≤  𝑘 
1

1−𝑥
  

𝑝(𝑥) = 0(1)           

olup 𝑀′′(𝑥)= 0(1) dir.  

Sonuç olarak 

                                                 𝑀(𝑥)= 0(1)                                                             (5.6) 

dır. 

𝑁(𝑥) = ∑ | ∑  𝑐𝑘−𝑣
𝑘
𝑣=0  ɸ𝑣+1(𝑥) (

𝑟𝑣

𝑞𝑘
 − 

𝑟𝑣+1

𝑞𝑣+1
  ) |∞

𝑘=0  

 = ∑ | ∑  𝑐𝑘−𝑣
𝑘
𝑣=0  (ɸ𝑣+1(𝑥)+ɸ𝑘+1(𝑥) − ɸ𝑘+1(𝑥))(

𝑟𝑣

𝑞𝑘
 − 

𝑟𝑣+1

𝑞𝑣+1
  ) |∞

𝑘=0  
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= ∑ |∑ 𝑐𝑘−𝑣
𝑘
𝑣=0 (ɸ𝑣+1(𝑥) − ɸ𝑘+1(𝑥))(

𝑟𝑣

𝑞𝑘
 −  

𝑟𝑣+1

𝑞𝑣+1
)+ɸ𝑘+1(𝑥) ∑  𝑐𝑘−𝑣

𝑘
𝑣=0 (

𝑟𝑣

𝑞𝑘
−  

𝑟𝑣+1

𝑞𝑣+1
)|∞

𝑘=0   

 ≤ ∑ |∑ 𝑐𝑘−𝑣
𝑘
𝑣=0 (ɸ𝑣+1(𝑥) − ɸ𝑘+1(𝑥))(

𝑟𝑣

𝑞𝑘
 −

𝑟𝑣+1

𝑞𝑣+1
)| +∞

𝑘=0   

∑ | ɸ𝑘+1(𝑥) ∑ 𝑐𝑘−𝑣
𝑘
𝑣=0 (

𝑟𝑣

𝑞𝑘
−  

𝑟𝑣+1

𝑞𝑣+1
)|∞

𝑘=0    

olup, 

𝑁′(𝑥) = ∑ |∑ 𝑐𝑘−𝑣
𝑘
𝑣=0 (ɸ𝑣+1(𝑥) − ɸ𝑘+1(𝑥))(

𝑟𝑣

𝑞𝑘
 −

𝑟𝑣+1

𝑞𝑣+1
)|∞

𝑘=0  

ve 

𝑁′′(𝑥)= ∑ | ɸ𝑘+1(𝑥 ∑ 𝑐𝑘−𝑣
𝑘
𝑣=0 (

𝑟𝑣

𝑞𝑘
−  

𝑟𝑣+1

𝑞𝑣+1
)|∞

𝑘=0  

olmak üzere 

                                  𝑁(𝑥) ≤  𝑁′(𝑥) +  𝑁′′(𝑥)                                                      (5.7)    

dır. 

 ɸ𝑣(𝑥) = 
∑ 𝑞𝑛

∞
𝑛=𝑣 𝑥𝑛

𝑞(𝑥)
  olup  0 ≤ 𝑣 ≤ 𝑘  için  

 ɸ𝑣+1(𝑥) -  ɸ𝑘+1(𝑥) = 
∑ 𝑞𝑛

∞
𝑛=𝑣+1 𝑥𝑛

𝑞(𝑥)
 − 

∑ 𝑞𝑛
∞
𝑛=𝑘+1 𝑥𝑛

𝑞(𝑥)
 

                                    = 
∑ 𝑞𝑛

𝑘
𝑛=𝑣+1 𝑥𝑛

𝑞(𝑥)
 

dir. Yine (3.8) den  

∑  𝑐𝑘−𝑣
𝑘
𝑣=0  (

𝑟𝑣

𝑞𝑘
 −  

𝑟𝑣+1

𝑞𝑘+1
 )  

 = ∑  𝑐𝑘−𝑣
𝑘
𝑣=0  

𝑟𝑣

𝑞𝑘
 −  ∑  𝑐𝑘−𝑣

𝑘
𝑣=0

𝑟𝑣+1

𝑞𝑘+1
      

 = 
𝑞𝑘

𝑞𝑘
 -  

1

𝑞𝑘+1
  ∑  𝑐𝑘−𝑣

𝑘
𝑣=0 𝑟𝑣+1                  
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= 1-  
1

𝑞𝑘+1
  ∑  𝑐𝑘−𝑣

𝑘
𝑣=0 𝑟𝑣+1 

= 1-  
1

𝑞𝑘+1
  ∑  𝑐𝑘+1−𝑣

𝑘+1
𝑣=1 𝑟𝑣 

= 1-  
1

𝑞𝑘+1
   ( ∑  𝑐𝑘+1−𝑣

𝑘+1
𝑣=0 𝑟𝑣- 𝑐𝑘+1𝑟0) 

= 1 −
𝑞𝑘+1

𝑞𝑘+1
+

 𝑐𝑘+1

𝑞𝑘+1
𝑟0  

= 𝑟0
 𝑐𝑘+1

𝑞𝑘+1
  

dir. Bu ifadeyi 

𝑁′′(𝑥)= ∑ | ɸ𝑘+1(𝑥) ∑ 𝑐𝑘−𝑣
𝑘
𝑣=0 (

𝑟𝑣

𝑞𝑘
−  

𝑟𝑣+1

𝑞𝑣+1
)|∞

𝑘=0   

eşitliğinde yerine yazalım. 

0 < 𝑥 < 1 için ɸ𝑘(𝑥) in iyi tanımlı olmasından biliyoruz ki 

0 ≤ ɸ𝑘(𝑥)  ≤ 1 

dır. Bu yüzden 

𝑁′′(𝑥)= 𝑟0 ∑ | ɸ𝑘+1(𝑥)
 𝑐𝑘+1

𝑞𝑘+1
 |∞

𝑘=0  

           ≤ 𝑟0 ∑ ɸ𝑘+1(𝑥)
| 𝑐𝑘+1|

𝑞𝑘+1

∞
𝑘=0  

           ≤ 
𝑟0

𝑞0
  ∑ | 𝑐𝑘+1|∞

𝑘=0  

           < ∞ 

oluduğundan 𝑁′′(𝑥) =0 (1) dir. 

 𝑁′(𝑥) = ∑ |∑ 𝑐𝑘−𝑣
𝑘
𝑣=0 (ɸ𝑣+1(𝑥) − ɸ𝑘+1(𝑥))(

𝑟𝑣

𝑞𝑘
 −

𝑟𝑣+1

𝑞𝑣+1
)|∞

𝑘=0  

≤ ∑ ∑ | 𝑐𝑘−𝑣|𝑘
𝑣=0  |

𝑟𝑣

𝑞𝑘
 −  

𝑟𝑣+1

𝑞𝑘+1
| 

∑ 𝑞𝑛
𝑘
𝑛=𝑣+1  𝑥𝑛

𝑞(𝑥)

∞
𝑘=0   
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= 
1

𝑞(𝑥)
 ∑ ∑ | 𝑐𝑘−𝑣|∞

𝑘=𝑣  |
𝑟𝑣

𝑞𝑘
 −  

𝑟𝑣+1

𝑞𝑘+1
| ∞

𝑣=0 ∑ 𝑞𝑛
𝑘
𝑛=𝑣+1  𝑥𝑛 

= 
1

𝑞(𝑥)
 ∑  ∞

𝑣=0 ∑ 𝑞𝑛
∞
𝑛=𝑣+1  𝑥𝑛 ∑ | 𝑐𝑘−𝑣|∞

𝑘=𝑛 |
𝑟𝑣

𝑞𝑘
 −  

𝑟𝑣+1

𝑞𝑘+1
| 

= 
1

𝑞(𝑥)
 ∑  ∞

𝑣=0 ∑ 𝑞𝑛
∞
𝑛=𝑣+1  𝑥𝑛 ∑ | 𝑐𝑘−𝑣|∞

𝑘=𝑛 |
𝑟𝑣

𝑞𝑘
 −  

𝑟𝑣

𝑞𝑘+1
+

𝑟𝑣

𝑞𝑘+1
 −

𝑟𝑣+1

𝑞𝑣+1
| 

≤ 
1

𝑞(𝑥)
 ∑  𝑟𝑣

∞
𝑣=0 ∑ 𝑞𝑛

∞
𝑛=𝑣+1  𝑥𝑛 ∑ | 𝑐𝑘−𝑣|∞

𝑘=𝑛 (
1

𝑞𝑘
 −  

1

𝑞𝑘+1
) 

+ 
1

𝑞(𝑥)
∑ ( 𝑟𝑣+1 − 𝑟𝑣

∞
𝑣=0 ) ∑ 𝑞𝑛

∞
𝑛=𝑣+1  𝑥𝑛 ∑ | 𝑐𝑘−𝑣|∞

𝑘=𝑛
1

𝑞𝑘+1
  

= 𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑥) 

diyelim. Şimdi 𝑛'e  göre {𝑞𝑛} ve {
𝑞𝑛

𝑞𝑛+1
} artan olduğundan ve ayrıca (5.1) hipotezi ve 

(3.10) kullanılarak, 0 < 𝑥 < 1 için  

(1 − 𝑥) 𝑝(𝑥) ∑  𝑐𝑛
(1)

𝑥𝑛∞
𝑛=0 = 1 eşitliğini de kullanarak 

𝛼(𝑥) =
1

𝑞(𝑥)
 ∑  𝑟𝑣

∞
𝑣=0 ∑ 𝑞𝑛

∞
𝑛=𝑣+1  𝑥𝑛 ∑ | 𝑐𝑘−𝑣|∞

𝑘=𝑛 (
1

𝑞𝑘
 − 

1

𝑞𝑘+1
) 

          =
1

𝑞(𝑥)
 ∑  𝑟𝑣

∞
𝑣=0 ∑ 𝑞𝑛

∞
𝑛=𝑣+1  𝑥𝑛 ∑ | 𝑐𝑘−𝑣|∞

𝑘=𝑛
1

𝑞𝑘
( 1 − 

1

𝑞𝑘+1
) 

          ≤
1

𝑞(𝑥)
 ∑  𝑟𝑣

∞
𝑣=0 ∑ 𝑥𝑛∞

𝑛=𝑣+1  ∑ | 𝑐𝑘−𝑣|∞
𝑘=𝑛 (1 −  

𝑞𝑘

𝑞𝑘+1
) 

          ≤
1

𝑞(𝑥)
 ∑  𝑟𝑣

∞
𝑣=0 ∑ 𝑥𝑛∞

𝑛=𝑣+1  ∑ | 𝑐𝑘−𝑣|∞
𝑘=𝑛 (1 −  

𝑞𝑣

𝑞𝑣+1
) 

          = 
1

𝑞(𝑥)
 ∑  𝑟𝑣

∞
𝑣=0 (1 −  

𝑞𝑣

𝑞𝑣+1
) ∑ 𝑥𝑛∞

𝑛=𝑣+1  ∑ | 𝑐𝑘−𝑣|∞
𝑘=𝑛  

           ≤
1

𝑞(𝑥)
 ∑  𝑟𝑣

(𝑞𝑣+1−𝑞𝑣) 

𝑞𝑣+1

∞
𝑣=0 ∑ 𝑐𝑛−𝑣−1

(1)
𝑥𝑛∞

𝑛=𝑣+1   

           = 
1

 𝑞(𝑥)
 ∑  𝑟𝑣 (1 −  

𝑞𝑣

𝑞𝑣+1
)∞

𝑣=0 𝑥𝑣+1  ∑ 𝑐𝑛
(1)

𝑥𝑛∞
𝑛=0  

           = 
1

 𝑞(𝑥)
 ∑  𝑟𝑣(1 −  

𝑞𝑣

𝑞𝑣+1
)∞

𝑣=0 𝑥𝑣+1  
1

(1−𝑥) 𝑝(𝑥)  
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           = 
1

(1−𝑥) 𝑝(𝑥)  𝑞(𝑥)
 ∑  𝑟𝑣(1 −  

𝑞𝑣

𝑞𝑣+1
)∞

𝑣=0 𝑥𝑣+1 

           = 
1

(1−𝑥) 𝑟(𝑥)  
 ∑  𝑟𝑣(1 −  

𝑞𝑣

𝑞𝑣+1
)∞

𝑣=0 𝑥𝑣+1 

          = 
1

(1−𝑥) 𝑟(𝑥)  
 ∑   

 𝑜 (𝑞𝑣+1 (𝑟𝑣+1−𝑟𝑣))

𝑞𝑣+1

∞
𝑣=0 𝑥𝑣+1 

          = 
1

(1−𝑥) 𝑟(𝑥)  
 0(1) ∑ ( 𝑟𝑣+1 − 𝑟𝑣

∞
𝑣=0 ) 𝑥𝑣+1 

          = 
1

(1−𝑥) 𝑟(𝑥)  
 0(1)[ ∑  𝑟𝑣+1𝑥𝑣+1 − ∑  ∞

𝑣=0 𝑟𝑣
∞
𝑣=0  𝑥𝑣+1] 

          = 
1

(1−𝑥) 𝑟(𝑥)  
 0(1) [ ∑  𝑟𝑣𝑥𝑣 − 𝑥 𝑟(𝑥)∞

𝑣=1  ] 

         = 
1

(1−𝑥) 𝑟(𝑥)  
 0(1) [ ∑  𝑟𝑣𝑥𝑣 − 𝑥 𝑟(𝑥)∞

𝑣=0 − 𝑟0] 

         = 
0(1) [𝑟(𝑥)(1−𝑥)− 𝑟0]

(1−𝑥) 𝑟(𝑥)  
  

         = 0(1)  

elde edilir.  

Böylece 𝛼(𝑥) = 0(1) dir. 

Ve son olarak 𝛽(𝑥) için bakalım. {𝑟𝑛} ve {𝑞𝑛} artan olduğundan ve (3.10) dan     

𝛽(𝑥) =   
1

𝑞(𝑥)
∑ ( 𝑟𝑣+1 − 𝑟𝑣

∞
𝑣=0 ) ∑ 𝑞𝑛

∞
𝑛=𝑣+1  𝑥𝑛 ∑ | 𝑐𝑘−𝑣|∞

𝑘=𝑛
1

𝑞𝑘+1
  

   ≤
1

𝑞(𝑥)
 ∑ ( 𝑟𝑣+1 − 𝑟𝑣

∞
𝑣=0 ) ∑ 𝑥𝑛∞

𝑛=𝑣+1  ∑ | 𝑐𝑘−𝑣|∞
𝑘=𝑛   

 ≤
1

𝑞(𝑥)
 ∑ ( 𝑟𝑣+1 − 𝑟𝑣

∞
𝑣=0 ) ∑ 𝑐𝑛−𝑣−1

(1)∞
𝑛=𝑣+1  𝑥𝑛 

= 
1

𝑞(𝑥)
 ∑ ( 𝑟𝑣+1 − 𝑟𝑣

∞
𝑣=0 ) 𝑥𝑣+1 ∑ 𝑐𝑛

(1)
𝑥𝑛∞

𝑛=0  

  = 
1

𝑞(𝑥)
 ∑ ( 𝑟𝑣+1 − 𝑟𝑣

∞
𝑣=0 ) 𝑥𝑣+1 1

(1−𝑥) 𝑝(𝑥) 
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= 
1

(1−𝑥) 𝑝(𝑥)  𝑞(𝑥)
 ∑ ( 𝑟𝑣+1 − 𝑟𝑣

∞
𝑣=0 ) 𝑥𝑣+1 

= 
1

(1−𝑥)   𝑟(𝑥)
 ∑ ( 𝑟𝑣+1 − 𝑟𝑣

∞
𝑣=0 ) 𝑥𝑣+1 

= 
1

(1−𝑥)   𝑟(𝑥)
[ ∑  𝑟𝑣+1𝑥𝑣+1 − 𝑥∞

𝑣=0  ∑  𝑟𝑣
∞
𝑣=0  𝑥𝑣] 

= 
1

(1−𝑥)   𝑟(𝑥)
[ ∑  𝑟𝑣𝑥𝑣 − 𝑥∞

𝑣=1   𝑟(𝑥)  ] 

= 
1

(1−𝑥)   𝑟(𝑥)
[ ∑  𝑟𝑣𝑥𝑣 − 𝑥∞

𝑣=0  𝑟(𝑥) − 𝑟0  ] 

= 
1

(1−𝑥)   𝑟(𝑥)
[𝑟(𝑥) − 𝑥 𝑟(𝑥) − 𝑟0]    

  <
(1−𝑥)   𝑟(𝑥)

(1−𝑥)   𝑟(𝑥)
 

  = 1 

dır.  

Böylece 𝛽(𝑥) = 0(1) dir. Yani 

∑ |𝑔𝑘(𝑥) − 𝑔𝑘+1(𝑥)|∞
𝑘=1 ≤  𝑀  

dir.  

Bu ise teoremin ispatını tamamlar. 

Şimdi Teorem 5.2 nin bazı sonuçlarını inceleyeceğiz. 

Sonuç 5.3 : (Thorpe [2]) Kabul edelim ki 𝑝𝑛 ∈  𝔐  olsun. Bu takdirde (A) Abel 

metodu olmak üzere ∑ 𝑎𝑛  ∊ (N*,p) ⇒∑ 𝑎𝑛  ∊ (A) dır. 

İspat: Teorem 5.2 de Ɐ𝑛 için  𝑞𝑛 = 1 alınırsa ispat yapılır. 

Sonuç 5.4 : Ɐ𝑛 için  𝑞𝑛 > 0 , {𝑞𝑛}  ve {
𝑞𝑛

𝑞𝑛+1
} de 𝑛 de artan dizi ve 
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𝑄𝑛(𝑞𝑛+1  − 𝑞𝑛) = 0 (𝑞𝑛+1
(2)

) 

olacak şekilde dizi olsun. 

Bu takdirde 

∑ 𝑎𝑛  ∊ (𝑁̅*,q) ⇒∑ 𝑎𝑛  ∊ ( J,q ) 

dır. 

İspat: Teorem 5.2 de Ɐ𝑛 için  𝑝𝑛 = 1 alalım. Bu durumda 

𝑐0 =  1, 𝑐1 = −1, 𝑐𝑛 =  0  (𝑛 > 2 ) 

elde ederiz. 

Sonuç 5.5 :  0 < 𝛼 ≤ 1 ≤ 𝛽   için   (𝐶∗, 𝛼, 𝛽 ) ⇒ 𝐴𝛽   dır. 

İspat: Teorem 5.1 de 𝑝𝑛 = 𝐴𝑛
𝛼−1 , 𝑞𝑛 = 𝐴𝑛

𝛽−1
 alalım. Bu takdirde 𝑟𝑛 = 𝐴𝑛

𝛼+𝛽−1
 ve 

(5.1) şartı şu halde geçerli olan  

𝑛𝛼+𝛽−1. 𝑛𝛽−2 = 0 (𝑛𝛽−1. 𝑛𝛼+𝛽−2) 

ifadesinin ispatına indirgenir. 

Ayrıca  0 < 𝛼 ≤ 1  olduğunda  𝑝𝑛 = 𝐴𝑛
𝛼−1 ∈  𝔐 ve 𝛽 ≥ 1 olduğunda 𝑞𝑛 = 𝐴𝑛

𝛽−1
 

azalmayandır. 

 

 

 

 

 



 

 
 

SONUÇ 

Bu çalışmada (N*,p) quasi-Nörlund toplanabilme metodunun (N*,p,q) 

genelleştirirlmiş quasi-Nörlund toplanabilme metodu incelendi. Bu metodla ilgili 

teoremlerin ispatını yapmak için gerekli olan lemmaların ispatı incelendi. Bu 

teoremlerdeki (𝑝𝑛) ∈  𝔐  şartının kaldırılamayacak şart olduğu gözlemlendi. (𝑝𝑛) ve 

(𝑞𝑛) dizisine konulan bazı şartlarla teoremlerin ispatı incelendi. Toplamların sırasını 

değiştirme metodunun teoremlerin ispatında sağladığı kolaylıklar gözlemlendi. Bu 

çalışmada, özellikle Lemma 3.1 in diğer lemmaların ispatında bile kullanıldığı 

görüldü. Genelleştirirlmiş quasi-Nörlund metodunun uygulanabildiği seri örnekleri 

verildi. Daha sonra bu metodun uygulandığı serilerin genelleştirirlmiş quasi-Nörlund 

toplanabilir olup olmadığı örneklerle gösterildi. Ayrıca mutlak genelleştirirlmiş 

quasi-Nörlund toplanabilme metodu ile ilgili bir teoremin ispatı verilirken sınırlı 

salınımlı kavamının önemi ve rolü gözlemlendi. Bu çalışmanın temel teoremini 

oluşturan Abel'e ait teoremin ispatı incelendi. Bu teorem genelleştirirlmiş quasi-

Nörlund toplanabilme ile (J,q) metodu arasındaki ilişkiyi veren önemli bir teoremdir. 

Teorem 5.2 nin çalışmanın esasını oluşturmasının sebebi (N*,p,q) ⊂ (J,q) 

bağıntısının varlığıdır. 

Son olarak (J,q) metodu ile (N*,p,q) arasındaki ilişkiyi veren teoremlerin sonuçları 

ve indirgendiği teoremlerin ispatı incelendi. 
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