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OZET

Bes boliimden olusan bu ¢aligmanin amact genellestirilmis quasi-Norlund toplanabilme
metodunu incelemektir.

Birinci boliimde bir limitleme metodu olan matris doniisiimleriyle ilgili agiklamalar yapildu.
Ikinci boliimde bu ¢alismada kullanilan temel tanim ve teoremler verildi.

Ugiincii boliimde genellestirilmis quasi-Nérlund toplanabilme ile ilgili teoremlerin ispati
incelendi.

Dordiincii boliimde  mutlak genellestirilmis quasi-Norlund toplanabilme ile ilgili bir
teoremin ispati incelendi.

Besinci boliimde genellestirilmis quasi-Norlund metodu ile (J,q) metodu arasindaki iligkiyi

veren bir teoremin ispati incelendi.

Anahtar Kelimeler: Regulerlik, Mutlak Regulerlik, quasi-Noérlund Toplanabilme,

Genellestirilmis quasi-Norlund Toplanabilme, Mutlak quasi-Norlund Toplanabilme
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ABSTRACT

The aim of this study which compose of five parts, is to investigate the method of
generalised quasi-Norlund summability.

In the first section, the descriptions of matrix transformations as a method of limiting are
given.

In the second section, the basic definitions and theorems used in this study are given.

In the third section, proofs of theorems with respect to generalised quasi-No6rlund
summability are studied.

In the fourth section, the proof of theorem with respect to absolute generalised quasi-
Norlund summability is studied.

In the fifth section, the proof of a theorem which gives relation between generalised quasi-
No6rlund method and (J,q) method is studied.

Keywords: Regularity, Absolute regularity, quasi-Noérlund Summability, Generalised quasi-

NOrlund Summability, Absolute generalised quasi-Norlund Summablity.



TESEKKUR

Bu ¢aligmanin belirlenmesi ve yiiriitiillmesi esnasinda ilgi ve alakasini kesmeyen,
ortaya ¢ikan her tiirlii problemin ¢oziimiinde yardimlarimi gordiigiim saygi deger
danismanim Yrd. Dog¢. Dr. Abdullah SONMEZOGLU'a ve hocalarim Dog. Dr.
Akin Osman ATAGUN, Do¢. Dr. Muammer KULA ile Yrd. Dog. Dr. Onur
OKTAY'a ayrica bana her zaman destek olan esim ve biricik ogluma sonsuz tesekkiir

ederim.



SEMBOLLER ve KISALTMALAR LIiSTESI

(N,p) : Norlund Toplanabilme
(N,p,q) :  Genellestirilmig Norlund Toplanabilme
(N*,p,q) - Genellestirilmis quasi-No6rlund Toplanabilme
IN %, p,q] * Mutlak Genellestirilmis quasi-N6érlund Toplanabilme
(any) - Satir ve Siitun Sayis1 Sonsuz Olan Kompleks Terimli Bir Matris
(P)Apa) - Reel veya Kompleks Sayilar Dizisi
Y - Toplam Sembolii
a, =o(1) - (ap)dizisinin limiti 0
a, =0(1) - (ap)dizisi sirh
Aa, = a, - Apyq - a, nin simetrik farki

Vi



1. GIRIS

Toplanabilme teorisi ©6zel bir yakinsaklik tiirlidiir. Analizde ve uygulamali
matematikte uygulamalar1 vardir. Serilerin yakinsakliginin incelenmesi ¢ok eski bir
bilim dalidir. Leonard Euler (1707-1784) in doneminden o6nce yapilan ¢alisma
Ozellikle yakinsakligin mantikli incelemeleri ile g6zoniine alindi. Yakinsak olmayan
bu seriler ¢cok az ilgi gordii veya hi¢ ilgi gérmedi. Aslinda bu tip seriler 6zellikle
gbozleme dayali gercek diinya diisiincesine gore mantiksiz olarak algilandi ve bu

yiizden birinin bu serileri incelemeyi birakmasi akiler olacakti.

Euler, f(1) =s ve kiigik z degerleri igin Y,_,a,z" serisinin f(z) degerine
yakinsamast halinde Y,_,a, 1raksak serisini )_oa, = s sekline donistiiren

toplam metodunu gelistirdi. Bu yolla |z| < 1 igin

o 1
Yn=o(=D)"z" = —

yakinsamasi vardir. Bdylece

©w ¢ ayn__1| _1
Zn=o(-1)" = 1+zl,2q1 2
dir. Bununla birlikte z#1 igin
1-z2
= 1-z2+23-25+2° —
1-2z3
1-z2 _ 14z
1-z3 1+z+2z2
oldugundan
14z
——— = 1-2%24+723-725+26 —
1+z+2z2
dir. Bunun sonucu olarak
1+z 2
Yn=o(=1D)" = -2

1+z+z21,-14 3



dir. Bu sekilde birinin Eulerin yorumuyla ) ,(—1)" serisine neredeyse herhangi

bir deger karsilik getirebilecegi gortinmektedir.

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) sonsuz islemlerin matematik analizde kullanilmasi
fikrini tanitmaya yardimci olmustur. Binom teoremi erken yaglarda Gauss tarafindan
gelistirilmistir ve bu onun bir kuvvet serisinin bir fonksiyona yakinsamasi
kavramiyla ilgilenmesine neden oldu. Bu tabii ki 6ncelikle matematikgiler tarafindan
ortaya atilan bazi anlamsiz fikirleri ortadan kaldirdi. Halen gérdiigiimiiz bu sekildeki

anlamsiz fikirler bu zamana 6ncelikli sir olarak terkedilmistir.

Gauss hayat1 boyunca matematik diinyasina baska katkilar da yapti. Bunlar arasinda

hipergeometrik seriler ve bu sekildeki serilerin yakinsakligi tartismasi olmustur.

Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) Gauss ve Abel ile birlikte matematik analizine
dikkat cekilmesini tanitmada onciiliikk etmistir. Kuvvet serilerinin yakinsakligi ve
wraksakligiyla ilgili  fikirlerini  sekillendirmistir. Onun calismalarinin  ¢ogu

giiniimiizdeki bircok matematiksel aktivite i¢in bir temel olusturur.

Niels Henrik Abel (1802-1829) 19. yiizyilin ilk zamaninda yakinsaklik ve
raksaklikla ilgili fikirlere katki yapan {i¢iincii dnciilerdendi. Onun en énemli teoremi

olarak bilinen Abel teoremi giinlimiizde ¢cokc¢a kullanilir.

Oncelikle Cauchy, Gauss ve Abel'e atfedilen 1raksak serilere olan ilgi 19. yiizyilin
ikinci yarisinda azaldi. Ama daha sonraki zamanlarda 1raksak serilere olan ilgi artti.
Iraksak serilerin yeniden incelenmesini baglatanlarin arasinda 1890 yilinda (C, 1)
yakinsaklik fikrini tanitan E. Cesa'ro idi. Bu matematikgilere iki sonsuz serinin
Cauchy ¢arpiminin yakinsakligini tartigma gibi imkan verdi. Bu zamandan itibaren

bir ¢ok matematikgi 1raksak serilerin arastirilmasinda kapsamli ¢alismalar yaymladi.

Quasi-Norlund toplanabilme ile ilgili ¢alismalar ilk olarak 1960 yilinda B.Kutner,
J. I. M. S tarafindan quasi-Cesaro toplanabilme ile basladi ve 1977 yilina kadar
yapilan caligmalarla gelistirildi.



Toplanabilme teorisi daha ¢ok analiz ve uygulamali matematikte kullanilan bir
teoridir. Bu ¢alismada (N*,p) quasi-Norlund toplanabilme metodunun genel hali olan
genellestirilmis (N*,p,q) quasi-Norlund toplanabilme metodu |N x,p,q| mutlak
genellestirilmis quasi-Norlund toplanabilme metodu ve son olarak (J,q) metodu ile

(N*,p,q) metodu arasindaki iliski incelendi.



2.TEMEL TANIMLAR ve TEOREMLER

Bu boliimde genel olarak ¢aligmamizda faydalanacagimiz temel tanim ve teoremleri

verecegiz.

Tamim 2.1: F reel veya kompleks sayilarin kiimesi v = 0,1,2,3... i¢in any € F olmak

Uzere A= (anv) Sonsuz matrisi ve (Sn) de F de bir dizi olsun.
(Sn) dizisinden (tn) dizisine bir doniisiim

th=2vs0dmw Sy (N1=012.)
olarak tanimlansin.

Bu durumda (t,) dizisine (Sn) dizisinin A- donisimi dizisi denir. Bu A
dontigtimiiniin var olabilmesi i¢in Vn igin ), a,, S, nin yakinsak olmasi gerekir

[1].

Tamm 2.2: Bir A= (any) Sonsuz matrisi verilmis olsun. Eger A matrisi yakinsak her
diziyi yakinsak diziye doniistiiriiyor ve ayni1 zamanda limiti de koruyorsa A matrisine
regulerdir denir [1].

Teorem 2.3: Bir A matrisinin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sart
i) Hervigin lima,, =0
n—-oo
i) imY,—pan, =1
n—-oo

iii) Her n icin Yy_ola,,| < M olacak sekilde n den bagimsiz bir M pozitif reel

sayisinin var olmasidir [1].
Bu teoreme Silvermann-Toeplitz Teoremi denir.

Tanmm 2.4: Verilen bir };7°_; u,, serisinin kismi toplamlar dizisi (U,,) olsun. Ayrica
A = (ayy,) sonsuz matrisinin yardimiyla Y;_; u, serisinin veya (U,) dizisinin

(Up) doniisiim dizisi Up=Y5rq any Uy ile verilsin. Eger A metodu, her mutlak



yakinsak Y5>, u, serisini u,=U, -U,_, olmak iizere mutlak yakinsak bir

Y=y Uy serisine doniistiiriiyorsa A metoduna mutlak regiilerdir denir [1].

Tanmm 2.5: Verilen bir Y,7°_, a, serisinin kismi toplamlar dizisi ( Sp) olsun.
Ayrica A = (a,,) sonsuz matrisinin yardimiyla Y5 a,, serisinin veya ( Sp)

dizisinin (tn) doniisiim dizisi
th= Z?:O Any Sv

olarak tanimlansin. Eger limt,=limY  ,a,, S, =S ise Y._,a, Serisine veya
n—-oo n—-oo

(Sn) dizisine S degerine A- limitlenebilir (toplanabilir) denir.

Ayrica Yo |ty —thoq| < oo ise Yo, a, serisine veya (Sn) dizisine |A|

toplanabilirdir denir [1].

Tamim 2.6: Hepsi birden sifir olmayan ve hicbiri negatif olmayan sayilarin bir (pn)

dizisi verilmis olsun.

po> 0 ve Pn=pot p1+...+ pn 0lmak Gizere (Sp) dizisinden (tn) dizisine

1
tn ~p. 4v=0 Pn—v Sv
n

ile verilen doniisiime Norlund déntisiimii veya Norlund metodu denir ve (N, pn) ile

gosterilir.
(N, pn) ortalamasinin matrisinin elemanlari

pn—v

seklinde tanimlanir [1].

(N,p,q) Norlund metodlarin1 genellestirdigi gibi, ayn1 zamanda bu calismada
Thorpe [2] tanimindan quasi-Norlund metodunu genellestirerek, genellestirilmis

(N*,p,q) quasi-No6rlund metodunun tanimi verildi.



Oncelikle belli bir durumda, genellestirilmis quasi-Norlund matrisinin tersi
belirlendi. Hem (N*,p,q) hemde mutlak (N*,p,q) toplanabilme icin limitleme

teoremleri verildi.

Son olarak (J,q), Vne IN i¢in gn = 1 alindiginda (A) Abel metoduna indirgenen bir
kuvvet serisi metodu olmak Uzere (N*,p,q) = (J,q) ifadesi icin bir Abelian

teoreminin ispati incelendi.

Vermes [3] de, A = (a,) diziden diziye doniisiim matrisi olmak tizere A matrisinin
toplanabilme ozellikleri ile bu 6zelliklerin seriden seriye A* = (a;,) transpoze

dontisiimleri arasinda yakin iliski oldugunu gosterdi.

Kabul edelim ki; A diziden diziye bir doniisiim ve ayrica Vne N igin

Zl?:o e = 1

olsun. Bu durumda mutlak regulerlik (Knopp ve Lorentz [4]) ve regllerlik (Hardy
[5], Teorem 2) teoremlerini kullanarak A* m seriden seriye bir doniisiim oldugu

gorulebilir.

Tersine olarak, C = (cnk) ile verilen seriden seriye mutlak regiler metodunun C*
transpozu, n sabiti i¢in k— oo iken cnk — 0 sarti saglanmak {izere diziden diziye

reguler metottur.

Ayrica A mutlak regiiler ve yukaridaki sartlar saglaniyorsa bu durumda A* 1

regliler ve tersinin de dogru oldugu goriiliir.

A ile birlestirilen (iiretilen) quasi metodunu A* ile isimlendirecegiz ve unutmayalim

ki A * seriden seriye doniisimdiir.

Kuttner [6] de quasi-Cesaro toplanabilmeyi tanimladi ve onun temel O6zelliklerini
quasi-Hausdorf doniisiimii (Ramunujan [7] ve White [8]) olarak inceledi. Thorpe

[2]'de quasi-NOrlund (quasi-Riesz) toplanabilmeyi tanimladi.



3. (N*,p,q) METODU

GENELLESTIRILMIiS QUASI- NORLUND TOPLANABILME

Tipki (N,p,q)' nin Norlund metodlarin1 genelledigi gibi, quasi-Norlund metodlarini
genelleyen (N*,p,q) genellestirilmis quasi-N6rlund metodunu tanimlayabiliriz. Bu

tanimi1 asagidaki gibi verelim;

Tanmmm 3.1: n > 0 icin 7, # 0 olacak sekilde verilen pn Ve Qn icin

—\"n
Th =2iw=0Pn-v v

tanimlayalim. Vn > 0 igin

b, = qn Z?coan (3-1)

Tk

varsa (N*,p,q) metodunun verilen ) a, sonsuz serisine uygulanabilir oldugunu
sOyleyebiliriz. Buna ek olarak Y b, = s ise ) a, serisine s degerine (N*,p,q)
metoduyla toplanabilirdir denir ve )|b,| <o ise Y a, serisine mutlak
genellestirilmis  quasi-No6rlund toplanabilir ya da IN*,p,q| metoduyla
toplanabilirdir denir [9].

Eger gn=11ise (N*,p,q) metodu quasi-Norlund (N*,p) metoduna, pn=1 ise (N*,p,q)

metodu quasi-Riesz (N”,q) metoduna indirgenir.

alo™

pr=—"—

n!

a,n

v On=— (d>0,0> 0)
oldugunda (N*,p,q) metodu Euler-Knopp (E”,o) metoduna indirgenir.

Do = (n+g—1) = (n;ﬁ)

oldugunda (N*,p,q) metodu (C”,a, 8) metoduna indirgenir.



Tamm 3.2: (N,p,q) matrisinin

Pn-kqk ' k<n
Apk = T
0 , k>n

ile verildigi bilinmektedir.

(N,p,q) matrisinin transpozu ile verilen (N*,p,q) matrisi de

Tk
0 , k<n

Ani” = {q”pk_" e=m
ile verilir [9].
Yukarida tanimlanan (a,y) i¢in
Yk=olnk = 1
oldugundan yukaridaki tartismadan eger

k— oo iken pkn= 0(7%)

ise Vn sabiti i¢in (N*,p,q) regiilerdir & (N,p,q) mutlak reguler ve (N*,p,q) mutlak

regulerdir < (N,p,q) regllerdir sonuglari elde edilir.

Bu ¢alismanin esas amaci ), a, € (N*,p,q) = X a, € (J,q) olmasimi gerektiren belli

sartlar1 incelemektir.
(N*,p,q) metodunun uygulanabilir oldugu bir 6rnek verelim.

Ornek 1: a, = (—=1)™ olsun. Y a, serisine (N*,pn,qn) = (N*,p,gq) metodu

uygulanabilir mi?
Pn = qn = 1secelim,

by = qnYe_, 2en jle verilen b, yakinsaksab, mevcuttur bu da

Y. a,, serisine (N*,p,q) uygulanabilirligini gosterir.



Burada 7,=)0_oPn-vqy =N+1 ve

—1)k _1\k
bn:Z‘;jzn% olup, Leibnitz Teoremine gore Z??=n% yakinsak oldugundan b,,

mevcuttur.

O halde }: a,, serisine (N*,p,q) uygulanabilir. Ancak bu seri (N*,p,q) toplanabilir
degildir. Clinkii }; b, raksaktir.

Ornek 2: Bu érnekte a,, = n—lz ve p, =q, = 1secelim. Z% yakinsak seridir.

Pk-nlk _ ywo 1 Kk . o w1
= _ —— msak seri ol ndan =)=
- Dk=n oD Yakmnsak seri o dugundan Y a, =Y =

b, = qn Z?:n

serisine (N*,p,q) uygulanabilir.

Peki (N*,p,q) toplanabilir mi?
oo 0 oo 1 —_ Y0 1 v 1
Y=o bn = Lo Xin ey = k=1 wagey 2n=o 1 = Xk e
yakisak oldugundan ¥ — (N*,p,q) toplanabilirdir.

Yukaridaki 6rneklerden her yakinsak seriye (N*,p,q) uygulanabilir ve bu seri

(N*,p,q) toplanabilirdir.

(J,q) metodu asagidaki gibi tanimlanur.

Tamm 3.3: Kabul edelim ki gn = 0 ve n nin sonsuz degerleri i¢in gn # 0 olsun.
Pq (g < ), 4(2) = Xy=o qn 2" serisinin yakinsaklik yarigap1 olsun.

Adn

dn+1

olsun.

Yani p; = lim

n—-oo
Eger 0< x < pyg igin

](x) — Zn:O Qn Sn ve

n
n=0 qn X



seklinde diziden fonksiyona bir doniisiim varsa (J,q) metoduna ), a, veya (s,)'e

uygulanabilirdir denir.

Buna ek olarak x — p;° iken J(x) - s ise Y a,veya (sp,)'e s degerine (J,0)
toplanabilirdir denir (Hardy [5], Das[10]).

(J,q) metodunun iyi bilinen 6zel durumlar1 gn=1 iken Abel metodu, gn= ﬁ

(Borwein [11], Hardy [5] sayfa 81) iken (L) metodu veya logaritmik metodu,

an(nZ“) iken (Borwein [12]) A metodu (Ao, A Abel metoduyla aymdir), qn = S

n!

(Hardy [5]) iken Borel metodudur.

Tamm 3.4: N = {pn

Pn_ <Prnilc g p, > 0} seklinde tanimlanur.
Pn-1 DPn

Pn_ < Pntio 1 ve p, > 0 oldugundan

pn EMPiken n >0 icin — o

% < 1 olup (p, ) hem artmayan hem de pozitif dizidir.

O halde lim p,, vardir. Buradan (p,, ) yakinsaktir ve lim p,, > 0 dur.
n—-oo n-—-oo

n

n >0 olmak Uizere p,, >0 ve 22 <Pr*1 < 1 oldugunda p, € M olarak yazariz.

Pn-1 Pn

Ph=X1—0Pv » Qn=21-0qw

olsun. ¢, de formal olarak

(Xn=oPn X™) (Xn=oCn ™) =1 (3.2)

Ozelligiyle tanimlanir. Yani

p(x)c(x) =1

dir. Simdi (3.2) yi inceleyelim. Bunun igin sol tarafa Cauchy ¢arpimi uygulayalim.

2?::0 Zg:o (pn—v Cv) xn = Z%ozo(zgzo Pn-v Cv) xn =1

10



olur.

Burada seri toplamimin 1 olmas1 x, x2, x3, ... lerin katsayilarinin 0 ve pyco=1
olmasi ile miimkiindiir. Yani

1, n=0
71;l=0 Pn-v Cy 2{0 n>0

dir.

Quasi-Norlund metodunda oldugu gibi (3.1) doniisiimiiniin tersini elde etmek her
zaman mumkin olmayabilir. Fakatn > 0, gn # 0 ve p,, € M sartin1 saglayan
dizilerin sinifi i¢in bir inversini elde etmede basarili oluruz bu asagidaki teoremlerle

sekillenir.

Teoremleri ispatlamak igin asagidaki Lemmaya ihtiyacimiz vardir.
Lemma 3.1: p, € M olsun. Bu takdirde

) Xn=olcn| <o

ii)co>0,cn<0(n>1)

i) Y ¢, >0

iv) ¢, =0 n— ooiken Py — o

dir [5].

ispat:p, € M, p, > 0ve pp—“ < P41 < 1 oldugundan (p,) azalan, yakinsak bir

n-1 Dn
dizidir. Diger taraftan ( Y5—oPn X™) (Xm=oCn x™) =1 yani p(x) c(x) =1 olup
Cauchy carpimi kullanilarak

(Z§=O Pn xn) (Zﬁzo Cn xn) = Z;zzozo Zg:o Pn-v Cy xn =1
1, n=0
=>23=o Pn-v Cy :{0  n>0

dir. Burada n =0 i¢in pycy= 1 oldugu agiktir.

11



iii) n=01ic¢in pyco=1 oldugu agiktir. Simdi n > 0 i¢in }.7_y pn_y, ¢, = 0 oldugunu

inceleyelim.
0=Y7"0 PrvCp < Do 2meo Cv = 2m=o C» = 0 olup, buradan ¥, ¢, >0
dir.

ii)n=0icin pyco=1isecy =pi>0yanic0 >0
0

dir.

n > 0i¢in Y7_y Pn_v ¢y = 0 oldugundan

PnCotPp-161 + -+ pocy =0
~Pn-1C1—Pn-—2C2""""Poln

Co = ifadesinde
Pn

vVn,p,>0,c, > 0oldugundanc;, ¢y, ..., ¢, negatiftir.

1) Ym=olcn| < o oldugunu gostermek igin iii) ve ii) den yararlanalim.
Ym—o Cn = 0 oldugundan

Co+2n=16n 20

=Co = —Xn=1 Cn

= Co = Xn=1 —Cn

= o = Xp=1l cnl

Buradan

Ym=1l cn | < cg = Xn—qlen] <

iv) ®Pn=20-0py V€ C£1)=ZL‘=0 c, > 0 olup,
1
Pn CT(l )= Zgzopvzgzocv = (pO +p1 + -+ pn) (CO +C1 + e 4 Cn)

12



= poco +--=1

dir.
b0 Prov €5 = Xm0 Prv Ti=06 = Xf=06 Xo=j Prov
= Z?:o ¢j (Pnj)
<P, i€
=Pn c,(ll)
olur.

Diger taraftan
®M_
3=0 Pn-—v €y "= Z?:o Cj E=0 Pn—v

co(po +p1 + -+ pp)

=Poco=1

dir.

1< Pr et

0< é < cnl) olup

lim c,sl): 0= lim—=0= lim P,= o0
n—oo n—-wo fn n—-oo

a (Pn) (c{P) =1 olup lim P,= w ifadesinide kullanarak
n—-oo
lim P, lim cfll)= 1

n-—-oo n—-oo

dir. Boylece ispat tamamlanir.
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Teorem 3.2: Kabul edelim ki pn € M ve gn # 0 (n=0) olsun. Bu durumda
uygulanabilir olmak tzere (N*,p,q), matrisi (N,p,q) nun inversinin transpozu olan

invers dontisiimiine sahiptir ki, b, (3.1) doniisiimiiyle verilmisse bu durumda;

w  DbkCk-n
@ = T Tien =" (33)

dir. Bu teorem burada ve bagka yerlerde yaygin olarak kullanilmasi bakimindan
temel teoremdir ve gn= 1 olmasi halinde Thorpe [2]'e atfedilen bir sonucu sagladigi

g6rlebilir [9].

Ispat:
(Xn=0Cn x™M)(Xr=obn x™") =1
esitliginden
SheoPrcen Jg k2 o (3.4
oldugunu biliyoruz. Bu yiizden
Yh-nCkon Po—k =~ Zk=n+1Ck-n Pv-r (V>n) (3.5)

dir.

Simdi N > n igin ve (3.1) ile (3.4) kullanilarak

_ N  bkCr—n _ N Ck-n o AwPv-k
an_TnZIc:n K _TnZk=n i qr Lv=k Ty

— AQyDy—k
=T Zg:n Cr—n (Zg=k + Z?=N+1) vr:

— N Qv xw © Qv N
=T Zv:nz Zk:n Cx—n Pv-k + T Zv=N+1ZZk=n Ck—n DPv-k

- © Ay N
= aptn v=N+1ZZk=an—n Pv—k

14



elde edilir.
Boylece (3.3) Un gegerliligi igin gerek ve yeter sart her sabit n igin N — oo iken

N

Zv N+1 Cknpvk_’o

olmalidir ki bu (3.5) den dolay1 her sabit n i¢in N — oo iken
¢N v= N+17, Zk =N+1Ck-n Pv—k — 0 (3.6)

olmasiyla aynidir. Kabul edelim Ki

Prak
Tk

bo = qo X%=0

= Qo Xk=v PiZk (3.7)

olsun. (N*,p,q) metodu ) a, serisine uygulanabilir oldugundan bo sonlu ve bu

ylzden w, iyi tanimli olup v — oo iken w, — 0 dur.

Yani lim o Pklk -
L do Zk—v ,

olur.

Simdi (3.7) den % olusturmaya ¢alisalim.

v

Dkak _ Dvay DAk
v= qo Die=v e do + qo Xi=v+1 .
Ty k
- Pvay H Pydy
wWy= (o ™ + Wytq 1se Wy - Wyt1 = (o
Buradan ;

Ay _ Wy—Wy41

Ty qoPv

dir. Bu nedenle

15



v=N+1 k=N+1Ck-n Pv-k
do Pv

¢ _ 1 © Wy—Wyp4+1 p
N
dir.
Simdi M > N i¢in
1 M wy—

Wy+1
— YN+l 2h=N+1Ck-n Pv—k
do Pv

—_ 1 oM v Pv—k Ck—n Pv—k-1 Ck-n
= — Yp=N+1 Wy [Zk=N+1— - Zk N+1— . |
do Pv Pv-1
1 wm+1
—_— _ —3 Cp_
%0 Dm Yk=N+1 PM—k Ck-n
dir.

Gergekten (3.4) ifadesinden yararlanarak

1 M Wy+1 v
L Av=N+1) = Yk=N+1Ck-n Dok

1 M
TO v= N+1 Zk N+1Ck-n Pv-k - q

1 yvM+1

Wy
__Zv =N+17, Zk N+1Ck-n Pv-k - 00 ZV=N+27, Zk N+1Ck n Pv—k-1

-1 yM Wy v } 1 vm Wy v—1
= v=N+1 k=N+1Ck-n Pv-k v=N+2 k=N+1Ck-n Pv-k-1 -
do Pv do Pv-1

1 wm+1 oM
— c
To py Zk=N+1 Pm-k Ck-n

yazilabilir.
Lemma 2.1den pn € M oldugundan M— o iken

|Xin+1 Pu-k Ck-n | = 0(1)
dir.Gergekten M > N olmak lzere

M —
Yk=N+1 PM—k Ck—n = PM-N-1CN+1-n T "+ Do Cm-n

N+1 <k <M oldugundan py,_, < poVve
|Z§\c/1=N+1 Pyv—k Ck-n | < le\cd=N+1 Pyv-k |Ck—n | < Do Z%=N+1 |Cr—p | < 00

16



dir.

Y.l ¢, | serisinin kismi toplam dizisi sinirli oldugundan,
Yani M— o iken |Xilyiq Pu—k Ck-n | = 0(2)
dir.

Ayrica tanimdan M— oo iken wy, = 0(1) oldugundan

Pv—k Py—k-—
Py :_Zv N+1 Wy k= N+1Ck -n ( = Z,v—_ll)

dir. ( w,) sifira yakinsayan keyfi bir dizi oldugundan bu nedenle (3.6) dogrudur yani

sabit n icin N — oo fken g, — 0 @Iv= Doy [Dhopan (2 - B2y,
v—1
=0(1)
dir. Fakat (3.4) den dolay1 v > n igin
Py-k _ Py— Dy— DPy—k—
= N+1( . pli “)Cn =~ k:n(p_vk—ﬁ)ck—n

dir ve ayrica k < v —1igin

Dy—k _ Pv—k-1 < 1
Pv Pv-1

dir (Hardy [5], Teorem 8).

Bu ylizden

—_ Py-k D
In= f=N+1|le¥=n( Lok rote 1)Ck -n |
Pv Pv-1

© Py—n Py—n-1 Pv—k Pv—k—-1
<Xv=n+1Co — R Y N1 DRent |Ck -n ( —-—)
Pv Pv-1 Pv-1
=Dy @
diyelim.

17



Pn_yartmayan olup bu nedenle N — oo iken ],E,l) = 0(1) dir.

Pn+1

pn € M oldugundan (

mevcut ve

Pn>1 ve () artmayan dizi oldugundan lim
Pn+1 Pn+1 n-o Pn+1

A= lim 2 >1 sonucu gikar.
n-o Pn+1

Bu ylizden

o0 Dv—k _ DPv—k-1
Zk=N+1( Dy Dy_1 )

Py-k pv—k—l)

=lim Y&_
R-w Zk_N+1( Py Pv-1

— lim(pR_k _ pN—k): hm(pv_—k _ pN—k)

Row PR N vooo Py PN

:hm( Pv—k ] Pv+1-k . pv—l) _ PN-k
v->w  Py+i-k Pv+2-k Po PN
= Ak - PN-k

PN

dir. Bu nedenle (3.4) den

2 _ Py —_—
N Z$=N+1 Zg=n+1 |Ck—n (;_k - v—kl)
v Dv-1

(2) _yN
N

Pv-k Pv—k-
=X k=n+1Ck-n Zp=N+1(— — = 1)

Dy Pv-1

—\'N k N PN-k
=Lk=n+1Ck-n A '2k=n+1ck—n PN

PN-k PN-n
—Co ]
PN PN

—\'N k N
=2k=n+1Ck-n A '[ k=n Ck-n

—\'N k PN-n
=Lk=n+1Ck-n A" -0+ co ===

- N k PN-n
- k=n+1Ck-n A +C0 DN

dir. Lemma 3.1 den

IA
o

N k
Zk=n+1 Crk-n A

18



olur.

N — oo iken Lemma 3.1 den ¢, > 0 ve (p” n

) yakinsak ve dolayisiyla sinirli

OpNn

oldugundan (———=) smurhdir. Yani | 1%2)< Co p’;—_" =0(1)
N

dir.
Yani N—oo iken Jy=0(1) elde ederiz ki bu teoremin ispatini tamamlar.

Teorem 3. 3: Kabul edelim ki p, € M, q,# 0 (n=0) ve {|q,|} dizisi

azalmayan olsun. Eger )’ a, , s degerine (N*,p,q) toplanabilirse bu durumda

a, =0 (%) dir.

|gnl

Eger ilave olarak r,,> 0 ise bu takdirde s,, = s+0 ( ) dir [9].

Ispat: Y a,, (N*p,q) toplanabilir oldugundan Y b, yakimsak ve bu yiizden de
b, = o (1) dir. Teorem 3.2 de verildigi gibi inversiyon formiiliinii ve teoremlerin

hipotezini kullanarak }:|c,| < oo ve b,, = o (1) oldugundan

— bycy—
|an| - Tnz;io:nTn

|bcr—nl
AP S

IrI
—= Zk =n |bka nl

Ir I
= |qn| Zk nlbkl |Ck n|

= i B 0 (D leienl
0 (1) 2 iy leknl

=0 (1)
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elde ederiz.

(Zn=o cn ™) Unto T X™)

n—-v ,.v

= Z?lo=0 Zg:o Cn—yHX X

= Z?lo=0 Zg:o Cn—v Wy xn
= Z?lo=0 1TJL=0 Cn—v Z?:O pv—j ij

— \'o n n n
—Zn=0 j=0qj Zv:jcn—v Dy—jx

— -1 -1
- Z?Lo=0 [qn ZE:n Cn—v Pv-n t ?:O qj 11}=j Cn—v pv—j] x™

=Yn=o [qn o Po + 2}1:_& q;-0]x™

=2 qnx"
olur. Demek ki
(Xen x") (X1 x™)=Xqn, x"

yani c(r(x) = q(x)

dir. Simdi
(1) =Yr_o ¢, olmak Uzere

By P x™) (T2 1 x™)

— \o n 1 v n-v
_Zn=0 v=0 Cp X Th—pX

= 2n=0 Lv=0 C( )Tn—v x™ dur.

Burada,

n 1 €Y, Y C(l)
v=

vOC rnv_corn -V

(1)
_COrn+Zv1C Th—v

20



= CO[ 2:0 pn—v QU] Zv 1 C rn—v
=¢o[Po Gn +P1 Gnor + -+ P Qo1+ X0y cVry,
1 1 W,

=CoPo qn t €y Th1 +Cy Ty ot Cy

=CoPo qn T CoPo Gn-1 + "t CoPo qo

dn + dn-1 + ot 90

Qn
dir.
Boylece
(Zep) 2)(Er x")=2Qp 2"

dir. Bu durumda

Lv=0" Cn-v = Qn (3.8)

B0t Cny = Qn (3.9)

sonuglari ¢ikar.

Boylece p,, € M odugundan c,(f) > 0 elde ederiz ve r;, > 0 ise (3.9) dan g, ister

pozitif olsun ister olmasin Q,, = 0 sonucu ¢ikar.
Son olarak kabul edelim ki ), b, = s olsun
Sn=Ym=0@n (M >mn)

olsun. (3.8) den

_ bgcg-
Sm_ ZT=O £ Zliozn Tn

byc byc
Zn Orn(z kkn+2k m+1 kql;n)
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_ byCi— byck—
= Yn=0Tn Zken . =+ Y0 Tn Dkem+1 . =)

b byc
—\'m k k m 9] kCk—n
- k=0q_k Zn:O TnCk-n t Zn:O T Zk=m+1 ax

by Cr—
Sm:ZZ;O bk + Z?:Orn Zloco=m+1 kq,; =

dir.

|bkl Ick—nl
1Sm = o be | S ST Bty 21l

m o) [brllck—nl
< ZTL=0 rn Zk=m+1 |G

Bu nedenle by = o (1) oldugundan

0(1) |ck—nl
1Sm — Xkeobr | £ Xntoh Xkem+1 Tﬂ

1
=0 (1) ZrT:O Th Zlc:)=m+1lck—n|
lqm]|
dir.

Fakat Lemma 3.1 den p,, € 9 oldugundan

C(l) — ym-n >0

m-n v=0 Cv
dir. Bu yuzden
Yk=n Ck-n=Lk=n Ck—ntXkem+1 Ck-n 2 0
=Co t Z?cnzn+1 Ck—n+21?=m+1 Cr—n >0
ZZl:n Ck—n +Zlio=m+1 Cr-n2 0

m-—-n [o'e]
k=0 Ck *Xk=m+1Ck-n=0

Cmn Z Lik=m+1 —Ck-n

22



P metlCknl < Sy (3.10)
elde edilir.

Bu yizden (3.9) esitliginden ),_o 7, € 7(11)17 = Q, oldugundan

[Sm = Zio bic [ 20 (1) = Zihotciy s
=0 (1) ]

dir. Bu ise ispat1 tamamlar.
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4.|N*%p,q|- METODU
MUTLAK GENELLESTIiRILMIiS QUASI-NORLUND TOPLANABILME
Bu kisimda |N*, p, q | toplanabilirligi ile ilgili bir teorem ispatlanmustir.

Teorem 4.1: Kabul edelim ki p,, € M, q,, pozitif, {q,} azalmayan ve { }dIZISI

artmayan olsun. Bu takdirde ), a,, , IN*, p,q | toplanabilirse {S’rﬁ} € BV dir [9].

Ispat: Kabul edelimki Y%, a, serisinin kismi toplamlar dizisi (s,) olsun.

Sndn _ Sn+1qn+1

27?:0

T Tn+1

oo Sndn
Tt [ACE)

_ Zoo Sndn _ Sndn+1 Sndn+1 _ Sn+1dn+1
=01 r, Tnt1 Tn+t Tn+1
_ o) dn+1 dn dn+1
- Zn:O (Sn 5n+1) + Sn ( - )
Tn+1 ™ Tn+1

< Zoo qn+1 __ Y9n+1

Tn+1

q q
< Fsolan | 22 + B olsy| [a 22

=L,+M,
olsun.

(3.3) ve {g,} in azalmayan oldugu kullanilarak

dn+1

Zn Olan+1|

—_voo  qdn+1 oo by Cr-n-1
=m=0— [Tn+1 Dke=n+1 )
Tn+1 Ak

|brllcr—n—1l

< Zoo qn+1
dr

Tn+1 Zk n+1



1
< Z?f:o dn+1 Zl?:n+1|bkllck—n—1| m

< Y=o Lken+1lbillc—n-1l

=Yy |bil TEZbler—n-1l

olup YX7—oa, IN% p,q | toplanabilirdir. Buradan Y}|b,| < oo ve p, € Dt iken
Ylcp| < o oldugundan

Yol ckn-1l =0(2)

dir. Boylece

Ly < 3oy bl Znzolcr—n—1

L,=0(1) elde edilir.

q
My = Stz Isal A%
n

|Xv=0avl

=0 |A®)

by Cj—
n o) k Ck—v
v=0Tv Zk:v Ak

=Sio|AGE

n o) [brllck—vl
v=0Tv Zk:v Ak

< T [AC)

q [bgllck—vl
= Z]c;ozorv Z‘l?lo=v A(T_n Z]iozv ke
n dk
_ ' oo [brllck—vl oo A dn
- Zv=0 Ty Zk:v q Zn=v (_
k Tn

dir. {3—2} azalan oldugundan

An _ 9n+1

™ Tn+1

Yn=v

= Yn=v

R )
n

AL
™ Tn+1

. an dn+1
=limY}M_ (= -2
M—o0 Zn_v ™ 7'n+1)

25



. q q
=lim (2 — 2
M—oo Ty ™M+1

- _ lim QM+1) < v
Ty Moo TM+1® Ty
dir. Boylece

o) o Ibrllck—vl qv
MTL S Zv:O rv Zk:v
dk Ty

< Yv=o Zk=vlbiel ||

= Yicolbil Z¥=olck—y| < oo
olup

M,, = 0(1) dir.

2 < Ln + My =0(1)

A Sndn
n

) s . . o
ve boylece {:—q"} € BV dir. Bu ise Teorem 4.1 in ispatin1 tamamlar.

n
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5.(J,q) - METODU

Bu kisimda (N*,p,q) ile (J,q) metodu arasindaki iliskiyi veren teoremin ispati
incelenecektir. Bu teorem Abel teoremi olarak bilinir ve c¢alismamizin temel
teoremidir. Ancak bu teoremin ispatin1 yapmak i¢in asagidaki Lemmaya ihtiyac

vardir.
Lemmab.1l: p, € M, q, > 0 ve {q,,} azalmayan olsun. Bu takdirde
T (@n+1 = dn ) = O@n+1(r1 — 1)) (5.1)

olmasi
0 < g < X5-0 v TCh—v = O(q)
olmasin1 gerektirir [9].
ispat: p, >0, g, > 0ve {g,} azalmayan oldugunda r;, > 0 ve 7, azalmayandur.
Gercekten n, = Y0Py Gn_p > 0 Ve
Ta” Tn41 = Lp=0Pv Gn-v — Lm0 Pv dn+1-v

= X351y (@n-v — Gn+1-v) <0
Yani r, < 15,44 dir.

Lemma 3.1 denp, € M iken co>0,ch <0 (n> 1) oldugundan ve (3.8) esitligini de

kullanarak
2115:0 Qv WCk—v = dx ZE:O 1 Cr—v— QI% = 0
elde ederiz. Simdi

k — \V'k
21}:0 Qv yCr—v = 21;:0 Qk—vTk—v Cy

- 1 1
= Th A@r-vTien)es” + qo 7o €



1 1 1
=¥k o AQr—v rk—v)c1(7 A (90 7o) C;(( )+ qo 7o C;(( )

1
:ZI;:O A(qx—-v rk—v)cfz )

1
:Zlﬁ:o (Qk-v Tk—v — Qr—v—1 Tk—v—l)cl(; )

vk €Y
_Zv=0 ( Qk—v Tk—v — Qk—v Tk—v-1 + Gk—v Tk—v-1 — Gk-v-1 rk—v—l)cv

1 1
= Zlﬁ:o Qk—v (T—p — rk—v—l)clg )'"Z’;:o Tk—v-1 (Qe—v — Qk—v—1)c1g )

olup Lemma 3.1 den ) ¢, =0 oldugundan c,(f) > 0 dir. Diger taraftan (3.9)

ifadesinden

1 1
21’5:0 Ak—v (M= —Tk—u—1)C1(; ) < Gk 21]2:0 (Tk-v _rk—v—l)clg )

1 _ 1
Qk[211§=0 Tk—vcl(; ) —Zf§=(1) Tk—v—1c1g )]

IA

= qx(Qx— Qk-1) = QI%

elde ederiz. Yine 7, (qn+1 — qn ) = O(qn+1(rme1 — 1)) den yararlanarak ve onceki

durumu da kullanarak

1
0< Y8 o Thevo1 (Qr—v — CIk—v—l)Ci(; )

= Y50 O Gy (Tmy — Tkep—1)] €
=0@) qi X0 [Meew = Te—p_1]csP= 0(2) g2
elde ederiz. Bu nedenle

0 < X0 qv TvCk—v = O(q)

dir. Bu ise Lemma 5.1 nin ispatin1 tamamlar.

Teorem 5.2: Kabul edelim ki p, € M, g, > 0ve {q,} ve {qq—"} azalmayan diziler
n+1

olsun. Ayrica (5.1) sart1 saglansin. Bu takdirde
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Y a,=s(N*p,q)= Xa,=s(J.q)
dir.

(N,p,q) ve (J,q) arasindaki iliskinin Das [10] tarafindan incelendigi belirtilmelidir.
Teorem 5.2 de g,, = 1 alarak (N*,p) = (A) ye iliskin Thorpe [2] 'nin sonucu elde
edilir [9].

Ispat: ilk olarak ¥ a,, , (N*,p,q ) toplanabilir oldugunda ( J,q ) metodunun ¥ a,,

serisine uygulanabilir oldugunu ispatlayacagiz.

Teorem 3.3 den dolay1
= Ony — (L

S0 =540 () =0()

elde ederiz. Bu yiizden

Y qnSp x"
X)=—/]—
Ix) Xdn x™

ifadesinde s,, esitligini yazalim.

San 02y xn
_

J(X) - Xqn x™

=0(1) X 2n

Anx™
=0(1) X x™

dir.

|x] < 1igin) x™ = i oldugundan |x| < 1 igin J(X) mevcut ve bu nedenle Y’ a,,

serisine (J,q) metodu uygulanabilirdir.

Simdi |x| < 1igin

2 qn Sn X"
X)=——
1) =&

qn X"
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q(x)ELl an zhz()av

}EU 0 U E:n 17qn

T q (X)

bka
—rx)Zv OZn Uan £ Zk =v dx -

(o] b v
= q(x) Zv 0 vZk =v k;i Zn inx (5-2)

b
q(x)zk 0 RZU 01y Ck—v Zn vdn X

= Zk=0 9k (X) by dur.

Burada,

Zv 0TvCk—v Lmev dnX™
q(x) qk

gr(x) =

dir.

Double serisinin mutlak yakinsakligiyla (5.2) ifadesini elde etmede isleme sokulan

toplamin sirasini1 degistirme, |x| < 1 bdlgesinde saglanir.

Simdi (5.2), Y b, serisini J(x) fonksiyonuna doniistiren seriden fonksiyona bir
doniistimdiir. Teoremi ispatlamak icin (5.2) doniigiimiiniin regiiler yani regiilerlik

sartlarini (Cooke[13] , sayfa65) sagladigini géstermek zorundayiz.
(3.8) esitliginden

Zv 0TvCk—v (Zn 0qnX _Zn oqnxn)
q(x) q

gr(x) =

Zv 0TwCk—p (q(X)=XV= oCInx ™
q(x) qk

Zn=04n
= — Bhoom iy (1 - BRI (5:3)
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-1 (2§=0rvck—v 21171_:%) qnx™)
q(x) qk

elde edilir.

qn > 0ve {q,} artan oldugundan q,, > q, olup, x —» 1~ iken

q(x) =X qnx™ =qo X x" olup

1

lim Y%, x™ = lim — = o0
x—-1" Zn—O x—-17 1-x
elde ederiz.

Bu yuzden (5.3) den x — 1~ iken g (x) — 1 dir. Biz sadece M bir pozitif say1

olmak tizere 0 < x < 1 durumunda ispati tamamlamak i¢in

Yie1lg, ) - g, < M (5.4)

oldugunu gostermeliyiz.

Simdi
—_ z:I;.ozv quk
d)'l](x) q(x)
olsun.
k 0 k
dolx) = Tiizg Wi = U0l =

a@) TP QXK
dir. Buradan ¢¢y(x) = 1 oldugu agiktir.

Bu durumda

g (X) — ZE:oerk—v Yoy An X"
k a(x) ar

k
_ 2Zv=0TvCk—v ,()
qx
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dir. Bu yiizden

- Z1I§=0 TyCr—y dp(X) 21,5;(% TyCr+1—v Pv(X)
X)— X) = -
i (X) = Gie+1(x) . Qo

k k
— Ly=0"vCk—v Pv(X)  Xy=—1"v+1Ck—v Pv+1(X)

dk qk+1

= Zi=0( v () 22 - bua (1)

Tv+1) c _ To Ckt1 $o(X)
ket Y

q dk+1

rU
olup 19, = 9, @] < X0 |(4,0* -
k
Tvt+1 To Ck+1
+|—-
by (0 ) Gy [+

dir.

. . 1
Buradan }:|c,| < oo hipotezinden ve n artarken {—} azalacagindan

Adn

70 Ck+1
dk+1

Z]iozl

| Creaal _ 7
< 7o Xke1 q:: Sﬁ Y1 | Crprl < oo

elde ederiz.

Bu nedenle (5.4) iin saglandigin1 gostermek i¢in 0 < x < 1 olmak Uzere

0(0)= Eio | Z=o Ckov (Gu(0) 2 = bpia(®) 22 )| <M

Tv+1
Ak+1

oldugunu gostermek yeterlidir.

Simdi
_.Zgqunxn __Zz;v+1qnxn
Do) - byia () = 2 pres
_ qux”
q(x)
oldugundan,
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0()=Eiz0 | Zho o (Bu(0) 2 = dua(0) 2 + pan (¥) 2 =

)|

cl)v+1(x)

Ty+1
dk+1

=%80| Zho cew (Do) = P (®) 2 + dpua (1) (2 - 1222

Ak+1
< M(x)+ N(x) (5.5)

elde edilir. Burada

1

M) =75

1 Kk
Zloco=0q_k | Zv:o Ck—v Qvy x” |

NG = Bitso | Zhe crmo (¥ (2 = 22|

qv+1

dir.

25:0 Ck—v QvTy xV = Zﬁ:o Ck—v QvTy (xv - xk + xk)
= Ztlg:O Ck—v QvTy (xv - xk) + x* 2115:0 Ck—v QvTy
= 25;% Ck—v GuvTv (xv - xk) + xk Zﬁ:o Ck—v GovTv

oldugundan,

1 1 k- 1 x* Qg
M(x) < ﬁ Zloco=0a2v=élck—v| Qv (xv - xk) + Fx) Z?:Oq_kzlmolck—vl Qv

dir.
M(x) < M'(x) + M"(x)

olsun. M(x)=0(1) oldugunu gdstermek igin

1

M’ =
(x) q(x)

o 1 - _
Zk:Oq_k Zﬁ:é Cr—v Gy (xv - xk) - 0(1)

M7(x) = —= 32 5k el qur=0(1)
q(x) k=0qk v=0I1“k—v q‘UU

oldugunu gostermemiz gerekir.
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. . 1
n=1liginc, < 0ve {—} azalan oldugundan

dn

M’(x) = (x) Zk 0 Zﬁ;ack—vl Qv (xv - xk)

- q(x) Zk O 2115;6 quTyCr—v (xv - xk)

< - q(x)Zk OZv Orvck v x¥ (1—X 17)

:_q(x)Zv oy X Zk v+1 Ck—v (1_x 1;)

= q(x) ZU 0 Ux [Z?:y.}l Ck_y - ZIC;O=U+1 Ck_vxk_v]

—— Zy=o T X" (c(1) = ¢ (%)

q(x)

LveoTy ¥V (c(x) — ¢ (1)

_M@

<= Fion a7 ()

_rx)cx)
q(x)

IG)
q(x)

elde ederiz . Buradan M'(x) < 1 oldugundan M'(x) = 0(1) dur.

M”(x) q(x) Zk =0y Z'§=0|Ck—v| vy

q(x) Zk 0X Zv OICk vlrv

k—v+v

=— q(x) Zv Oerk vlck le
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= (x)Zv oy X Zk vlck lek v

= (x) —— Yoty X[ Co — Xkev+1 Ck—v xk_v]
(x)Zv 0Ty x’[ 0—2f=1ckxk]
= (x)Zv 0Ty X[ co — c(x)+ ¢o ]

= (x)Zv 0Ty x"[2¢co — c(x) ]

2C0

q(x)

Zv=oTy X"
< 2¢¢ p(x) dir.

Burada p(x)=Y,—oPnx" 0 < x < 1, yakinsaktir. p,, > 0 ve (p,,) azalan
oldugundan (p,,) yakinsaktir. Bu durumda (p,,) sinirlidir.

P(x) = XazoPn X" < k Xpox™
p(x) < k —
p(x) =0(1)
olup M" (x)= 0(1) dir.
Sonug olarak

M (x)=0(1) (5.6)

dir.

N () = B | Zhep Chmp i (®) (2 = 22|

qv+1

= S0 | Zhoo kv (Dura (D +ras () = drn (D CE — 22

qv+1
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- Zf:o qv+1

+

b0 Ck-v (o421 (1) = Drar (G = )

qv+1

S0 | Grer (¥) Zhico o 2 — 2252

olup,

N'(2) = Eio |E5=0 ey (Por1 () = braa (DI = 25D
ve

T; T;
N" ()= Bz | drrn (x Dhog cpmy (2 — 1222
k qv+1

olmak tizere
N(x) < N'(x)+ N"(x)

dir.

_210'{3=U n n . .
Cl%(@—ﬁ olup 0 <v <k icin

[ee) n oo n
z:n=17+1 anx z:n=k+1 X

Gua1 (%) = Prerr (X) === 03— — T 05

k
— En=v+1 qnxn

q(x)
dir. Yine (3.8) den

k Ty Tv+1
Yp=0 Ck—v - —
v=0 “k-v dk dk+1 )

— Zk v _ Yk Tv+1
= 2w=0 Ck-v v=0 Ck-v
dk Ar+1

_qk 1 Zk
- — —0 Cr—p 1
i Qie+1 v=0 “k-v 'v+1
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k
21}:0 Cr—vTv+1
dk+1

k+1
Zv:l Cr+1—v Ty

dk+1

1

Kk
dire (Zv:% Ck+1-v Ty~ Ck+170)

q c
=1 - k+1_+ k+17b
Ak+1 dk+1

Ck+1
0
Ak+1

dir. Bu ifadeyi

17 _ Ty Ty
N" ()= 5o | B (1) oo Cicy (22 = 222)

esitliginde yerine yazalim.
0 < x < 1i¢in ¢ (x) in iyi tanimli olmasindan biliyoruz ki
0< (l)k(X) <1

dir. Bu yiizden

N"(x)=1y Zi=o | Dr+1(x)

Ck+1
dk+1

| Crtal
< 70 Xkmo Pr+1(x) ﬁ

T
<= ZI?=0| Crs1l
do

<

oludugundan N (x) =0 (1) dir.

_ k Iy T
N'(x) = Xie=o | Zv=0 kv (Pr+1(X) = brar (D (- — —
k qv+1
k n
< y® k_ Co v _ Tyt Yn=v+19n X
—Zk—OZv—Ol k vl q Qi1 q(x)
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Zv OZk vl Ck- vl

q(x) Qr+

T q (X)

T q (X)

v _ Ty

Zv 0 Zn v+1qn X Zk nlck vI -

Zv 0 Zn v+1qn X Zk nlck vI

Zn =v+1qn X
_ Tv+1
Ak+1
Ty Ty Ty+1
v _ + —
Ak+1 dk+1 qv+1

(x)Zv o T vZn v+1qn X Zk nl Ck- vl(_ - _)

q (X)

=a(x) +Bx)

1
— Yo Tyr1 — 1) 2pmvi1dn X" Xenl Ck—vl P

diyelim. Simdi n'e gore {g,} ve {qq”
n+

(3.10) kullanilarak, 0 < x < 1 i¢in

} artan oldugundan ve ayrica (5.1) hipotezi ve
1

(1—x)p(x) T2, cVx"=1 esitligini de kullanarak

a(x) =

q(x)

q(x)

q(X)

q(X)

T q (X)

—— D=0 Ty Ln=v+1dn X" Lkenl Ck- vl(_ -

ZUO Zn v+1qn X Zk nlck vl_(l_

1

)

Ak+1

—)

Ak+1

Zv 0 vZn v+1x Zk nlck vl(l - q_k)

dk+1

Zv 0 vZn v+1x Zk nlck vl(l - q_v)

dv+1

Zv 0 v(l o )Zn v+1x Zk nl Ck- vl

(Gv+1—qv) (€] n
Zv L U—Zn v+1cn v—1x

q(x) dv+1

qV [e'e) 1
S n (1 - ) B o

T q (x)

— ¥ (1 — ‘“)

_tr
1-x)p(x)
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—_ 1 3y _ v N v+l
= Core e 2veo w( — ) x

- = D v+1
T x)r(x) Zo=o H(1 — ") x

— 1 2 0 (v+1 (rpp1-10)) xv+1
(1-x) r(x) “v=0 Qv+1

1

= oo 00 Zozo( e — ) X7

1

T @ o O EvZo Torax”™ = Xglo T x7H]

m 0(1) [ X2y rx” —x1(x)]

—(1 oo 0 [Xozo 7x¥ —x7(x) = 7o)

_ 0@ [r(x)(1—x)— 7o]
1-x)r(x)

=0(1)
elde edilir.
Boylece a(x) = 0(1) dir.

Ve son olarak B (x) i¢in bakalim. {r,} ve {q,,} artan oldugundan ve (3.10) dan

B(x) =

1
q(x) Zv O( Ty41 — v) Z?lozv+1 qn x" ZI?:nl Ck—vl a

q(x) Zv 0( Ty+1 — rv) 21010=v+1 xn Zl?znl Ck—vl

o) 1
< E Zv 0( Ty+1 — rv) Zn=v+1 Cr(l )v 1 x™

1
(x) Zv 0( Ty+1 — rv) xv+1 Zn— C( )

1

—— Ypeo(Tpr1 — T) xvﬂm

T q (x)
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1

e — v+1
(1-x)p(x) q(x)

Z?:O( Ty+1 — rv) X

1

= o e Zveo(Toen — 1) X7

1

- (1-x) 7(x) [ oo Tor1 X"t —x Xlo 1 7]

1

— o0 v _
- (1_x) T(x) [ZU=1 rvx X r(x) ]

1

= 0on oo L 2v=0 X7 —x 1(x) — 1o |

3 1
= 0 voo T —xr(x) = 10]

a-x) )
1-x) r(x)

dir.
Bdylece S (x) = 0(1) dir. Yani
2k=1lgk(X) = g1 = M
dir.
Bu ise teoremin ispatin1 tamamlar.

Simdi Teorem 5.2 nin bazi sonuglarini inceleyecegiz.

Sonu¢ 5.3 : (Thorpe [2]) Kabul edelim ki p,, € 9t olsun. Bu takdirde (A) Abel

metodu olmak tizere Y a,, € (N*,p) =Y a, € (A) dur.

Ispat: Teorem 5.2 de Vn icin g, = 1 alinirsa ispat yaplir.

Sonu¢ 5.4 : Vnicin g, >0, {q,} ve {qq—"} de n de artan dizi ve
n+1
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Qn(Qn+1 - Qn) =0 (q1(12-31

olacak sekilde dizi olsun.
Bu takdirde

Ya, €(N*,q) =X a, €(/q)
dir.
Ispat: Teorem 5.2 de Vn icin p, = 1 alalim. Bu durumda

c=1c,=-1¢c,=0 n>2)

elde ederiz.
Sonug55: 0<a<1<p icin (C*,a, B)=A4p dir.

ispat: Teorem 5.1 de p, = A%™*, g, = AP~ alalim. Bu takdirde r;, = A% ™" ve

(5.1) sart1 su halde gecerli olan

na+[s’—1_nﬁ—2 =0 (nﬁ—l_na+[>’—2)
ifadesinin ispatina indirgenir.

Ayrica 0 < @ <1 oldugunda p,, = A% € Mve B > 1 oldugunda q,, = Afl_l

azalmayandir.
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SONUC

Bu c¢alismada (N*,p) quasi-Norlund toplanabilme metodunun (N*,p,q)
genellestirirlmis quasi-Norlund toplanabilme metodu incelendi. Bu metodla ilgili
teoremlerin ispatin1 yapmak icin gerekli olan lemmalarin ispati incelendi. Bu
teoremlerdeki (p,) € M sartinin kaldirilamayacak sart oldugu gézlemlendi. (p,) ve
(q) dizisine konulan bazi sartlarla teoremlerin ispati incelendi. Toplamlarin sirasini
degistirme metodunun teoremlerin ispatinda sagladigi kolayliklar gozlemlendi. Bu
calismada, Ozellikle Lemma 3.1 in diger lemmalarin ispatinda bile kullanildig:
goraldi. Genellestirirlmis quasi-Norlund metodunun uygulanabildigi seri 6rnekleri
verildi. Daha sonra bu metodun uygulandig: serilerin genellestirirlmis quasi-N6rlund
toplanabilir olup olmadig1 orneklerle gosterildi. Ayrica mutlak genellestirirlmis
quasi-Norlund toplanabilme metodu ile ilgili bir teoremin ispati verilirken simirh
salmimli kavamiin 6nemi ve rolii gézlemlendi. Bu c¢aligmanin temel teoremini
olusturan Abel'e ait teoremin ispati incelendi. Bu teorem genellestirirlmis quasi-
NOrlund toplanabilme ile (J,g) metodu arasindaki iligkiyi veren 6nemli bir teoremdir.
Teorem 5.2 nin ¢aligmanin esasin1 olusturmasinin sebebi (N*,p,q) < (J,q)

bagintisinin varligidir.

Son olarak (J,q) metodu ile (N*,p,q) arasindaki iliskiyi veren teoremlerin sonuglari

ve indirgendigi teoremlerin ispat1 incelendi.
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