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OZET

Bu calismada Banach uzaylarinda verilmis operatér denklemlerin Galerkin metodunun
uygulanmasi ile yaklagik ¢oziimlerinin bulunmasi gosterildi. Burada dnce bazi anlam ve
tammlar  verildi.  Ozellikle  Galerkin  serilerinin  uygulanmasiyla  Galerkin
approksimasyonunun yakinsakligi gosterildi. Galerkin approksimasyonunun kararlilik sarti
ve Galerkin semasmin yakinsakligi sarti yazildi ve incelendi. En kiigiik kareler metodu
Galerkin metodunun uygulanmasiyla ele alindi. Galerkin metodunun varyasyon sekli
incelendi. Sonlu elemanlar metodu Galerkin semasinin uygulanmasi ile ele alindi. Banach
uzayinda birinci mertebeden diferansiyel denklemler icin Cauchy probleminin Galerkin
metodunun uygulanmasi ile yaklasik ¢oziimii gosterildi. Bu problem Hilbert uzayinda ele
alindiginda ve bu problemdeki operator lineer 6z eslenik operatér oldugunda Galerkin
serilerinin Fourier serilerine doniistiigii gosterildi ve bu hal i¢in Galerkin metodunun daha

sade hal aldig1 goriildii.

Anahtar Kelimeler: Galerkin Metodu, Ortogonal projeksiyon operatorler, Galerkin

approksimasyonu, En kii¢iik kareler metodu, Sonlu elemanlar metodu.
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ABSTRACT

In this study, we showed Banach space operator in the implementation of equations Galerkin
approximate solution method. In here we gave some notions and definitions. Especially, we
showed the convergence of Galerkin’s approximations implementation of the Galerkin
series. The Galerkin approximations stability condition and Galerkin’s convergence of
scheme was written and examined. We considered the solution of certain variation problems
by the Galerkin method.We examined the finite elements method with implementation of the
Galerkin’s schema. We showed that the Galerkin series coincide with the Fourier series
when we considered the problem in the Hilbert space setting and when the operator is linear
self-adjoint operator. We showed how to use the Galerkin method to solve first order

differential equations as an example we applied this to the Cauchy Problem.

Keywords: Galerkin Method, Galerkin approximation, Least Squares Method, Finite

Element Method, Orthogonal Projection Operators.
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KISALTMALAR VE SEMBOLLER LISTESI

min A : A’nin en kiigiik elemani, minumumu

max A4 : A’nin en biiyiik eleman1, maksimumu

D(A) : Aoperatoriiniin tanim kiimesi

R(A) : A operatoriiniin deger bolgesi

Cla, b] : [a, b] € R tizerinde siirekli fonksiyonlar kiimesi
A : A kiimesinin limit noktalar1 kiimesi

|| A]| : A’nin normu

L(X,Y) : X den 'Y ye sinirlt lineer operatdrlerin kiimesi

Vi



1.GIRIS

Bu caligmada denklemlerin yaklasik ¢oziim metotlarinin biiylik bir grubu ele alindi.
Bunlar Ritz, Bubnov, Galerkin, Petrov metotlar1 grubudur [1-7]. Literatiirde bu
metotlar grubu Galerkin metodu olarak adlandirilir. Son zamanlarda Galerkin
metodu genelde sonlu elemanlar metodunun varyasyon farklar metodu seklinde de

verilmektedir. Bu tezde oncelikle yaklasik Galerkin semasi denklemleri sistemi
Ax =y

seklinde denklemleri igin verilmistir. Bu denklemde A operatérii X Banach

uzayindan Y Banach uzayina etki eden yogun tanimli lineer operatordiir [1].

Tezde Galerkin approksimasyonu ele alinip incelenmistir. Burada 6zellikle Galerkin
serilerinin uygulanmasi ile Galerkin approksimasyonunun yakinsakligi da
incelenmistir. Ayni zamanda Galerkin approksimasyonunun kararlilik sarti
belirlenmis ve arastirllmistir. Ele alinmis denklemler igin Galerkin semasinin
yakinsaklig1 sart1 verilmistir. Galerkin semasinin yakinsakligi hakkindaki teorem
tezde yazilmis ve arastirilmistir. En kii¢iik kareler metodu Galerkin metodu altinda
ele alinip incelenmistir. Galerkin metoduna ait oOrnekler gosterilmistir. Burada
Galerkin metodunun varyasyon seklide ele alinip incelendi. Bu tezde bir sade hal igin

sonlu elemanlar metodu Galerkin semasinin uygulanmasiyla ele alindi.

Banach uzayinda birinci mertebeli diferansiyel denklemler i¢in Cauchy probleminin
yaklasik ¢oziimii Galerkin metodu ile ¢oziildii. Bu yaklasim metodu Galerkin
serilerinin kullanim1 ile verildi. Galerkin serilerinin Fourier serilerine doniistiigii

gosterildi ve bu hal i¢in Galerkin metodu daha sade hal aldi.



2.TEMEL KAVRAMLAR VE ACIKLAMALAR

2.1. Lineer Uzay

2.1.1. Lineer Uzaylar

Tamm 2.1.1. x,y, z, ... elemanlariin E kiimesinde asagida gosterilen yontemle iki
islem, elemanlarn toplami ve elemanlar1 skaler sayr ile carpimi iglemi,
tanimlandiginda ve bu islemler asagidaki sartlar1 sagladiginda bu E kiimesine lineer

uzay denir:

I. Her bir x,y € E elemanlarina bu elemanlarin toplami olarak adlandirilan tamamen

belli bir x + y = z € E elemani kars1 getirilir.

I1. Her bir x € E ve her bir skaler 4 sayisina, tamamen belli bir Ax = y € E elemani

kars1 getirilir ki, bu eleman x elemaninin A skaleri ile ¢arpimi olarak adlandirilir.

Bu islemlerin keyfi x,y,z € E ve keyfi A, u skaler sayilari i¢in asagidaki 6zellikleri
sagladigi kabul edilir:

1) x+y=y+x (simetriklik)

) x+(y+z2)=(x+y)+z (gruplandirma)

3) Oyle 0 € E eleman: vardir ki, Vx € E i¢in x + 0 = x dir.
4) A(ux) = (Apw)x

5 1x=x, 0x=0

6) A(x+y)=Ax+ Ay

7) A+wx=Ax+ ux

Burada x € E elemaninin skaler sayi ile ¢carpiminda kullanilan A, u carpanlari reel
sayilar oldugunda lineer uzay reel lineer uzay olarak adlandirilir. Kompleks sayilar

alindiginda lineer uzay kompleks lineer uzay adini alir.

(=1)x = —x seklinde tanmimlanir. Buradanda 5. ve 7. aksiyomlara dayanarak

asagidaki esitlik bulunur:

x—x=x+(—1)x=(1+(—1))x=0x=0.



Boylece, lineer E uzayinda her bir x elemanmin toplamaya gore tersi —x elemani
tanimlanmis olur. Uygun olarak x —y farki (x —y) =x+ (—1)y seklinde

tanimlanmis olur [4].

2.1.2. Lineer Uzaylara Ornekler

Ornek 2.1.1. msayida reel sayilarin siralanmis takimindan olusan siitun

vektorlerinin R™ kiimesini ele alalim. Bu kiimede x, y, z, ... € R™ elemanlari

x= (D2, Yy =M)iZn 2 = ()21,
seklinde yazilirlar.

m

R™kiimesindex + y toplamint x +y = (&; + 1;);2, esitligi ile 4 reel say1 olmakla
Ax ¢arpimin Ax = (A&;)i%; esitligi ile tanimlayalim. R™’de sifir eleman1 0 = (0){%,
esitligi ile tanimlanir. Bu tanimlardan R™ kiimesinin reel lineer uzay olusturdugu
goruliir.

Ornek2.1.2. [a, b] araliginda tanimlanmus siirekli x(t), y(t), z(t) ... fonksiyonlarinin
Cia,p) kiimesini ele alalim. Bu kiimede x ve y elemanlarinin x + y toplamim ve x

elemaninin A sayisi ile carpimi olan Ax’1 asagidaki gibi tanimlayalim:

(x+ )0 = x(®) +y(©), (Ax)(0) = Ax(t).

[a,b] arahigindaki siirekli fonksiyonlarin toplami ve [a,b] araligindaki sirekli
fonksiyonlarin skaler say1 ile carpimi da bu aralikta siirekli fonksiyon oldugundan
Clap) kiimesinin lineer uzay olusturdugu goriiliir. Burada reel ve kompleks uzay

durumlar1 uygun olarak tanimlanir.
2.2. Normlu Uzaylar

2.2.1. Normlu Uzayin Tanim

Tanmim 2.2.1. Lineer E uzaymin her bir x elemanina negatif olmayan bir ||x|| sayisi
karsilik getirilirse bu say1r asagidaki sartlar1 saglarsa, o zaman E lineer uzayima

normlu uzay denir.

Dlx|| = 0; ||x|]| = 0 yalniz ve yalmzx = 0 oldugunda,
2) || Al = [Alllx|l,



3) llx + yll < llxlI+lyll-

Boylece, norm tiim lineer E uzaymda tanimlanmis 1-3 sartlarim1 saglayan negatif

olmayan degerli bir fonksiyondur.

Normun ii¢ggen esitsizliginin yardimiyla ters liggen esitsizligi olarak adlandirilan

asagidaki esitsizlikte elde edilir:

Hlxll = Iyl < flx =yl (2.1)

Bu esitsizligin ispati x,y € E vektorleri i¢in dogru olan asagidaki esitsizligin

yardimiyla ispatlanir:

lxll = N1Ce = y) + Il < llx = yll + Iyl
Normlu uzayda iki eleman arasindaki uzaklik

px,y) = llx -yl
formiilii ile tanimlanir [4].

Ornek 2.2.1. m-boyutlu siitun vektdrlerinin reel lineer R™ uzayinda
x = (§iZ4

elemaninin normunu

lxllsy = (X, £2)2

formiilii ile tanimladigimizda elde edilen uzay Euclid uzay: olarak adlandirirlir ve

E™ ile gosterilir.
2.2.2. Normlu Uzaylarda Dizilerin Limiti
Normlu E uzaymda {x,} dizisini ele alalim.

Tanmmm 2.2.3. x, € E eleman igin n — oo sartinda |[x, — xo|| = 0 oldugunda,
Xoelemanina {x,} dizisinin n —» oo sartindaki limiti denir ve lim,,_,, x, = x, veya

X, = X, gibi gosterilir [5].
Normlu uzaylarda yakinsak dizilerin asagidaki 6zellikleri kolaylikla ispatlanir:

1. x, noktast {x,} dizisinin limiti oldugunda, o zaman x, noktasinin keyfi € > 0
komsulugunda, yani S.(xy) = {x € E: ||x — x,|| < €} komsulugunda bu dizinin ilk

sonlu sayida elemanlari harig tiim terimleri S, (x,) komsulugunda kalirlar,



2. {x,,} dizisinin limiti varsa tektir,

3.{x,} dizisi x, elemanma yakinsadiginda, bu dizinin tiim alt {xnk} dizileride x,
elemanina yakinsar,

4. x, = xo Ve 1, = Ay oldugunda 4,,x,, = Ayx, olur,

5. Y, Yo € E olmak tizere x,, = x¢, y, = Vo Oldugunda x, + y, = xo + y, olur,

6. x, = xo oldugunda ||x,|| = [|xl| olur,

7. Normlu uzayda her bir yakinsak dizi sinirhidir.

Dikkate alalim ki, M c E kiimesi i¢in Oyle bir ¢ > 0 sayis1 bulunursa ki, her bir
X €M igin ||x|| < c esitsizligi saglandiginda, o zaman M kiimesine normlu E

uzayinda sinirli kiime denir.

Tanmm 2.2.4. E normlu uzay, {x,} ise bu uzaydan alinmis bir dizi olsun. Keyfi
alinmis € > 0 sayisina karsilik 6yle bir N > 0 sayist bulunursa ki, her birn > N i¢in

ve her bir dogal p = 1, 2, 3, ...sayilar1 i¢in
”xn+p - xn” <g

esitsizligi saglandiginda {x,} dizisine normlu E uzayinda fundamental veya Cauchy
dizisi denir [5].

Normlu uzaylarda fundamental dizilerin asagidaki 6zellikleri vardir:

1. Her bir fundamental dizi sinirhdir.

2. {x,} dizisi fundamental dizi oldugunda her bir A saysi i¢in {Ax,} dizisi de
fundamental dizi olur.

3. {x,} ve {y,} dizileri normlu E uzayinda fundamental diziler olduklarindan
{x, + yn} dizisi de fundamental dizi olur.

4. {x,} fundamental dizisinin bir alt dizisi {xnk} bir x, elemanina yakinsak
oldugunda, o zaman {x,,} dizisinin kendiside x, elemanina yakinsar.

5. Normlu E uzayinda her bir yakinsak dizi fundamental dizidir.

2.2.3. Banach Uzaymin Tanim

Tammm 2.2.5. Normlu E uzayinda her bir fundamental dizi yakinsak oldugunda

normlu E uzayma tam uzay denir. Tam normlu uzaya Banach uzay1 denir [2].



Ornek 2.2.2. Reel sayilar kiimesi Banach uzayidir. Gergekten de, reel sayilar
kiimesinde dizinin yakinsaklig1 i¢in bu dizinin Cauchy dizisi olmasi gerek ve yeter

sartidir.

Ornek 2.2.3. Crq,p] uzay1 bir Banach uzayidir. {x, (t)} € Cjqp) dizisini alalim. Cjg p

uzayinda {x,,(t)} dizisinin diizgiin yakinsak olmasi i¢in Cauchy kriteri dogrudur.

{x,(t)} dizisinin [a, b] araliginda diizgiin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart,
keyfi alinmisg € > 0 sayisi i¢in dyle bir N > 0 sayis1 varsa ki, her bir n > N sayilari
icin, tiim p = 1,2,3,... dogal sayilant ve tim t € [a,b] igin |x,4,(0) — x,(D)| < €
esitsizliginin saglanmasidir. Cp,,; uzayinda yakinsaklik fonksiyonlar dizisinin
yakinsakhigidir. Bu yiizden de {x,(t)} € Cqp dizisi i¢in Cauchy kriterinin
saglandigr goriilir.[a, b] araliginda siirekli fonksiyonlarin {x,(t)} dizisi x(t)
fonksiyonuna diizgiin yakinsak oldugunda x(t) fonksiyonu da [a,b] araliginda

siirekli fonksiyon olur. Boylece, Cf, p) uzay: bir Banach uzayidir.

2.2.4. Agik ve Kapah Kiimeler
E normlu uzay olsun.

Tamim 2.2.6. E normlu uzaymim M kiimesinin her bir x, € M noktasinin dyle agik
Sr(xg) ={x € E,|lx — x|l < r} komsulugu bulunursa ki, S,(x,) € M, 0 zaman M

kiimesine normlu E uzayinda ag¢ik kiime denir [1].

Tanmm 2.2.7. M c E olsun; E\ M = {x € E:x ¢ M} kiimesine Mkiimesinin E-ye

timleyeni denir [1].

Tanmm 2.2.8. M c E kiimesinin tiimleyeni E \ M kiimesi E uzaymnda acgik kiime

oldugunda M kiimesine kapali kiime denir [1].

2.2.5. Normlu Uzaylarda Alt Uzay ve Nokta ile Alt Uzay Arasindaki Uzaklik

Hatirlatalim ki, E lineer uzay E ise bu uzaydan alinmis herhangi bir kiime olsun. Her
bir x,y € E elemanlar1 ve her bir A, u skaler sayilar igin Ax + uy € E sarti
saglandiginda E c E kiimesine lineer E uzayinda lineer manifold veya lineer E

uzayinda alt uzay denir.

Tanmim 2.2.9. Normlu E uzayinda kapali lineer L manifolduna normlu E uzayinda alt

uzay denir [1].



Ornek 2.2.4. Derecesi n sayisin1 asmayan polinomlarin P, kiimesi Ca,p] uzaymnda

bir alt uzay olusturur.

x € E noktasindan L alt uzayina dik uzaklik asagidaki formiille tanimlanir,
p(x,L) = infye |lx — ull (2.2)

Asagidaki lemma dogrudur:

Lemma 2.2.1. x € L oldugunda p(x, L) > 0 olur.

2.2.6. Normlu Uzaylarda Her Yerde Yogun Lineer Manifoldlar

Tamim 2.2.10. E normlu uzay, L ise bu uzaydan alinmis bir lineer manifold olsun.
Keyfi alinmis x € E eleman1 ve keyfi alinmis € > 0 sayisina karst ||x —ul| < e
olacak sekilde 6yle bir u € L elemani bulunursa bu L lineer manifolduna E normlu

uzayinda her yerde yogun lineer manifold denir.

L lineer manifoldunun normlu E uzayinda her yerde yogun oldugunu varsayalim. O
zaman e=1,e= %, e, &= %, ... secerek Oyle u; €L,u,€L,..,u, €L,..
elemanlar1 bulunur ki, |[x — u, || < %,n = 1,2, ... olur. Boylece, L lineer manifoldu E

normlu uzayinda her yerde yogun oldugunda her bir x € E elemani igin Oyle
{u,} c L dizisi bulunur ki, u, = x olur. Boylece, L lineer manifoldunun kapanisi
yani L lineer manifolduna bu lineer manifoldun limit noktalarin1 da eklemekle

bulunan L kiimesi E normlu uzayi ile ¢akisir, yani L = E olur.

Ornek 2.2.5. Weierstrass teoremine gore tim P,(t) = ¥%_,a,t*,n=0,1,2,...
polinomlarinin kiimesi C, ) uzaymnda her yerde yogun lineer manifold olusturur.

2.2.7. Operatorler

X ve Y kiimelerini ele alalim. X kiimesinin bir D alt kiimesini alalim. Her bir x € D
elemanina karsi, belli bir F kurali ile, tamamen belli bir y € Y elemani1 karsilik
getirildiginde D kiimesinde bir y = F(x) operatdrii tanimlanmistir denir. Bu halde D

kiimesine F operatdriiniin tanim bolgesi denir ve D (F) ile gosterilir.
Asagidaki esitlikle tanimlanan

R=R(F)={y€eY:Y =F(x),x € D(F)}



kiimesine F operatoriiniin degerler bolgesi denir.

F operatorii sematik olarak asagidaki gibi gosterilir:

F
X2D(F)>R(F)CY
veya
FiX >Y.

Sonuncu gosteriliste D(F) = X ve R(F) = Yesitlikleri kastedilmiyor, D(F) € X ve
R(F) C Y dir.

Ozel olarak, F(D) = R(F) =Y sart1 saglandigindan F:D — Y operatdriine Orten

operator denir.

Keyfi alinmis x,y € D ig¢in F(x) = F(y) esitliginden x =y elde edildiginde

F:D - Y operatdriine bire-bir operator denir.

F:X - Y operatorii hem oOrten hem de bire-bir oldugunda bu operatére biyektif

operator denir.

F: X — Y operatorii biyektif operatdr oldugunda, bu operatoriin ters operatorii olarak
adlandirilan bir A~*: Y — D operatorii vardir, bu halde Ax = y oldugunda A1y = x
olur. Bu halde her bir y € Y i¢in dyle tek bir tanex € D (F) elemani var ki,

Fx)=y
olur.

Ornek 2.2.6. —0 < a << b < + olsun.

f(t,s,x) fonksiyonu [a,b] X [a,b] X R = (—0,+00) kiimesinde tanimlanmig

stirekli bir fonksiyon olsun. Bu sartlar saglandiginda

FO® =[] f(t.s,x(s))ds,  t€[a,b]
esitligi ile bir

F:Crap) = Clap

operatdrii tanimlanmis olur. Bu F operatoriine integral operatorii denir [2].



2.3. Skaler Carpimh Uzaylar

2.3.1. OKklid Uzay1

Tamm 2.3.1. E bir reel lineer uzay olsun. Bu uzayin her bir x,y € E elemanlar
ciftine, (x,y) ile gosterilen bir reel sayr karsilik getirildiginde ve x ve y
elemanlarinin skaler ¢arpimi olarak adlandirilan (x,y) sayisi asagidaki sartlari

sagladiginda lineer E uzayma Oklid uzay: denir:

1. (x,x) = 0, (x,x) = 0 yalnmz ve yalniz x = 0 oldugunda,
2. (x,y)=(y,x)

. Ax+uy,z)=Ax,z)+uly,z), VLUER

Her bir Oklid uzay1, bu uzaydaki her bir x € E elemanimin normunu

x|l =/ (x, x) (2.3)

formiilii ile tanimlayarak, normlu uzaya doniistiirtiliir.
Oklid uzayinda kolaylikla ispatlanan asagidaki Cauchy-Schwarz esitsizligi vardir:

|Ce, 1 < NlxlHlyll (2.4)

Bu esitligin uygulanmasiyla (2.3) esitligi ile tanimlanan normun iiggen esitsizliginin

saglandigi kolaylikla gosterilir [1].
Ornek 2.3.1. Reel E™ uzayinda skaler ¢arpim

(x,y) = Xi=1 Sk

formiilii ile tanimlanir. Buna uygun norm

1
llxll = (Zxeq )2
formiilii ile tanimlanir.
2.3.2. Elemanlarm Ortogonalligi, Ortogonal ve Ortonormal Sistemler

E uzay1 skaler ¢arpimli uzay olsun. (x,y) = 0 oldugunda, x ve y elemanlarina
ortogonaldir (diktir) denir ve x L y seklinde gosterilir. Buradan E uzayinin sifir

elemaninin tiim elemanlaria dik oldugu acik¢a goriiliir.



Lineer skaler ¢arpimli E uzayindan sifir olmayan xq,Xy,...,X,, elemanlarmi ele
alalim. Bu elemanlar i¢cin i #j oldugunda (xl-,xj) =0,i,j =1,2,.. sartlan

saglandiginda {x; };=, elemanlar sistemine ortogonal sistem denir.

X1, Xy, ... X,y €lemanlar sistemi i¢in

1, i=j
(xi %)) = 85 = {0, i #j
sart1 saglandiginda {x,, x5, ..., x,, } elemanlar sistemine ortonormal sistem denir [5].

2.3.3. Hilbert Uzay1

Skaler carpimli uzay, skaler ¢arpimin tanimladigi norma nazaran tam normlu uzay

oldugunda bu uzaya Hilbert uzay denir ve H ile gosterilir.

H bir Hilbert uzay1 olsun. L ise bu uzayda alt uzay olsun. x € H ama x ¢ L olsun. Bu

sartlar saglandiginda
p(x, L) = llx =yl
esitligini saglayan tek bir tane y € L eleman1 bulunur.
Asagidaki teorem dogrudur.
Teorem 2.3.1. ||[x — y|| = p(x, L) esitligi saglandiginda x — y L L olur.
Bu teoremden asagidaki Riesz teoremi alinir [4].

Teorem 2.3.2. L kiimesi H Hilbert uzayinda bir alt uzay olsun. O zaman her bir

x € H elemant i¢in

xX=y+z (2.5)

buraday € L, z L L. (2.5) agihimu tektir [4].

2.4. Lineer Operatorler

2.2.7’ de operatdrlerin genel tanimi verildi. Burada biz genellikle lineer operatorlerle

ilgili baz1 tanim ve teoremleri verecegiz.
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2.4.1. Normlu Uzaylarda Operatorler, Limit ve Siireklilik

X ve Y normlu uzaylar olsun. F:X — Y operatoriiniin verildigini varsayalim. F
operatoriiniin tanim kiimesini D(F), x, noktasinin bir S,(x,) komsulugunu

sagladigini varsayalim. Burada x, noktas1 D (F) kiimesine dahil olamayabilir.

Tamm 2.4.1. Keyfi bir € > 0 sayist i¢in 6yle bir § > 0 sayis1 bulunursa ki,
llx — xo|l < & sartin1 saglayan her bir x € S, (x,) i¢in ||F(x) — yoll < € esitsizligi
saglandiginda y, € Y elemanina F(x) operatoriiniin x — x, i¢in limiti denir ve

lim,_,,, F(x) = yo Veya x = x, i¢in F(x) — y, seklinde gosterilir.

Tammm 2.4.2. F:X —>Y operatoriiniin x, € X noktasinin bir S,.(xg) € X
komsulugunda tanimlanmis oldugunu varsayalim. x — x, icin F(x) = F(xg)

oldugunda F operatorii x, noktasinda stireklidir denir.

Tanim 2.4.3. F(x) operatoriiniin tanim bolgesi D(F) € X ve degerler bolgesi
R(F) €Y oldugunu varsayalim. Burada D(F) tanim bdlgesinden alinmis her bir
smnirli kiimeyi Y uzaymin sinirh kiimesine doniistiiren operatore sinirli operator

denir.
2.4.2. Lineer Operatorler
X ve Y uzaylarinin lineer uzaylar olduklarini varsayalim.

Tamim 2.4.4. D(A) bolgesi A: X — Y operatoriiniin tanim bolgesi lineer manifold

oldugunda ve her bir x, y € D(A) ve her bir A, u skaler sayilari igin
A(Ay + ux) = 1Ay + uAx

esitligi saglandiginda A operatoriine lineer operatér denir. Kolaylikla lineer

operatoriin degerler bolgesi R(A) bolgesinin de lineer manifold oldugu gosterilir.

Tiim X Banach uzayinda tanimlanmis lineer A operatorii 0 € X noktasinda siirekli
oldugunda bu operatoriin X Banach uzaymin her bir noktasinda siirekli oldugu

gosterilir.
2.4.3. Sinirh Lineer Operatorler
Tanim 2.4.5. D(A) = X ve R(A) C Y sartini saglayan A lineer operatorii i¢gin

{lAx]l, [lx]l < 1}
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kiimesi sinirlt oldugunda A operatdriine sinirli operator denir [1].
Lineer siirli operatorler i¢in asagidaki teoremler dogrudur:

Teorem 2.4.1. A lineer operatdriintin sinirli olmasi i¢in gerek ve yeter sart bir ¢ > 0

sayisinda her bir x € X i¢in
lAx|| < cllxI| (2.6)
esitsizliginin saglanmasidir [1].

Teorem 2.4.2. M € X olsun. M kiimesi smirl kiime oldugunda {||Ax||, x € M}

kiimesi de sinirl kiime olur [1].

Teorem 2.4.3. X ve Y Banach uzaylari ve A: X — Y operatorii D(A) = X olan lineer
operatdr olsun. A operatoriiniin siirekli olmast i¢in gerek ve yeter sart bu operatoriin

siirlt olmasidir [1].
2.4.4. Smirh Lineer Operatorlere Ornekler
Ornek 2.4.1. Burada
v(t) = [ K(t,s)u(s)ds 2.7)

esitligini ele alalim. Burada K (t,s) fonksiyonunun [a, b] X [a, b] karesinde stirekli
bir fonksiyon oldugunu varsayalim. O zaman (2.7) esitligi Cj,p) uzayinda bir sinirh

lineer A operatoriinii

(Au)(t) = f: K(t,s)u(s)ds

bi¢ciminde tanimlar. Bu operator bir integral operatdriidiir. Bu integral operatdrii igin

asagidaki degerlendirme elde edilir:

b
1Aullc,,, < (maxeeqp [} 1K (¢ s)ds]) llullc,,,
Ornek 2.4.2. Asagidaki esitlikle tanimlanan A diferansiyel operatdriinii ele alalim:
Au = a,(ODu™ () + a; Ou™ V(@) + -+ a,(Ou(t). (2.8)

Burada a,(t) # 0 sartinin saglanmasiyla ay(t), a,(t), ..., a,(t) katsayilar1 [a,b]

araliginda siirekli fonksiyonlardir. Burada asagidaki degerlendirme elde edilir:

”Au”C[a‘b] S maXOSl'Sh”ai(t)”C[a'b] maXtE[a,b] Z‘{l=1|u(n_l)(t)| S C”ullc[’}l,b]'
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burada

¢ = maXOsisn”ai(t)”C[a_b]:
ve

”u”C[Tzll,b] =X maXte[a,b]|u(n_i) (t)|
(2.9)

Boylece, (2.8) esitligi ile tanimlanan A diferansiyel operatorii n-kez siirekli
diferansiyellenen fonksiyonlarin C[T(‘l’b] uzaymdan (g, uzayma doniisim yapan

lineer siirl bir operatordiir.

2.4.5. Lineer Operatoriin Normu, L(X,Y) Normlu Uzayi

Normlu X uzayinin timiinde tanimlanmis degerleri normlu Y uzayinda olan lineer ve
stirekli 4, B, C, ... operatorlerinin tiim kiimesini ele alalim. Bu kiimede operatdrlerin

toplami ve skaler ¢arpimi iglemleri asagidaki esitliklerle tanimlanir:
(A+ B)x = Ax + Bx,
(AA)x = AAx.

Burada X ve Y uzaylarinin ikisi de ya reel ya da kompleks alinir. X ve Y nin her
ikisinin de reel olmasi halinde operatorlerin reel sayiyla ¢arpimi, X ve Y’nin her
ikisininde kompleks olmasi halinde ise, kompleks sayilarla ¢arpimi tanimlanir.
Boylece, bu yontemle lineer siirekli operatorlerin lineer uzayr elde edilir.

Operatorlerin bu lineer uzayinda normu asagidaki formiille tanimlanir:

|A|l = supjx<1 |l Ax]].
(2.10)

Bu tanima gore
lAx]| < [IAIl|x]l (2.11)

esitsizligi elde edilir. Tiim X uzayinda tanimlanmis degerleri normlu Y uzayinda olan

lineer stirekli operatdrlerin normlu uzayi sembolik olarak L(X,Y) gibi gosterilir [1].

Asagidaki teorem dogrudur:
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Teorem 2.4.4. X normlu uzay, Y ise Banach uzayi oldugunda L(X,Y) Banach uzay1

olur.
L(X,X) = L(X) seklinde gosterildigine dikkat edelim.

2.5. Lineer Uzaylar ve Eslenik Operatorler

2.5.1. Lineer Fonksiyonelin Tanimi

X reel ve normlu uzay, R = (—oo, +0) reel sayilar kiimesi olsun. Her bir f: X = R
operatoriine bir fonksiyonel denir. Burada lineer fonksiyonelleri ele alalim. Lineer f
fonksiyonelinin x € X elemanindaki degeri (x, f) seklinde gosterilir. Lineer
fonksiyonel D (f) tanim bolgesi lineer manifold olan ve her birx,y € D(f) ve her bir

a,f € R sayilari i¢in

(ax +,8y'f) = a(-x'f) +B<yrf>

sartlarint saglayan fonksiyoneline denir.

Sinirl lineer fonksiyonel

Il = maxxep(p),|{x, f)] < +oo
lxll<1

sartin1 saglayan lineer fonksiyonele denir. Normlu X uzayinda tanimlanmis lineer
siirli fonksiyonellerin normlu uzayr X* ile gosterilir[1], ve X* uzayna X uzayinin
dual uzay1 denir. Hilbert uzaylarinda tanimlanmis lineer fonksiyonellerin genel sekli

hakkindaki asagidaki Riesz teoremi dogrudur [1]:

Teorem 2.5.1.(Riesz) H bir reel veya kompleks Hilbert uzay1 oldugunu varsayalim.
Tiim H uzayinda tanimlanmis her bir lineer sinirh f fonksiyoneline karsi tek bir tane

y € H eleman1 bulunur ki, tim x € H elemanlar i¢in (x, f) = (x, y) esitligi saglanir
ve [IfIl = llyll olur.

Bu Riesz teoreminden goriiliir ki, H ve H* uzaylar1 arasinda elemanlarin normlarinin
esitligini saglayan tek degerli bir donilisiim vardir. Bu yiizden H uzaymin Hilbert

uzay1 olmasi halinde H* = H alinir. Bu anlamda Hilbert uzaylar1 6zeslenik uzaylar

olur [1].
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2.5.2. Eslenik Operatorler

A € L(X,Y) operatoriinii alalim. x € X ve f € Y* olmak {izere asagidaki ifadeyi ele

alalim:

(Ax, f).

Bu ifade ile bir ¢ (x) fonksiyoneli tanimlanmis olur:

@(x) = (x,9) = (Ax, f) . (2.13)
Bu (2.13) esitligi ile tanimlanan ¢ fonksiyonelinin asagidaki 6zellikleri vardir:
1) D(p) = X,
2) @ lineer fonksiyoneldir,
3) ¢ smirh fonksiyoneldir.

Bu ozelliklerden ¢ € X* oldugu bulunur. Buradan goriliir ki, (2.13) formiilii ile her
bir f € Y* elemanina X* uzayinda tek bir ¢ elemani karsilik getirilir. Boylelikle, bir
lineer ve siirekli A*f = ¢ operatorii tanimlanmis olur. Bu A" operatori,

A* € L(Y",X™) olmak iizere A operatdriiniin eslenik operatorii olarak adlandirilir [2].
Asagidaki lemma dogrudur:
Lemma 2.5.1. A € L(X,Y) oldugunda ||A*|| = ||A]| olur.

Ornek 2.5.1. X =Y = L,[a,b] olsun. Burada L,[a,b] uzay1 [a,b] arahiginda
tanimlanmis karesi Lebesque anlamda integrallenebilen fonksiyonlarin Hilbert

uzayidir. Bu uzayda

y() = [} K(t,5)x(s)ds

esitligi ile tanimlanan lineer A operatdriiniin eslenik operatoriinii bulalim. Burada
K(t,s) fonksiyonunun [a,b] X [a,b] karesinde siirekli fonksiyon oldugunu

varsayalim. O zaman buluruz:

b(b

(Ax,z) = (Ax, 2) =J JK(t, s)x(s)ds pz(t)dt

a a

= [P{I2 Kt 9)2(0)dt} x(s)ds
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= A"z) = (x,A*z).
Boylece, eslenik w = A*z operatdriide integral operatordiir:
b
w(t) = [ K(s,t)z(s)ds.

2.5.3. Ozeslenik Operatorler

Tamm 2.5.1. A € L(H) olsun. A* = A esitligi saglandiginda A operatoriine 6zeslenik

operator denir.

Bu tanimdan goriiliir ki, A 6zeslenik operatdr oldugunda veya A’nin 6zeslenik olmasi
icin gerek ve yeter sart her bir x,y € H igin

(Ax,y) = (x, Ay) (2.14)
esitliginin saglanmasidir [1].
Ornek 2.5.2. Ornek 2.5.1.’de tanimlanmus integral A operatoriiniin L, [a, b] uzayinda

Ozeslenik olmasi i¢in onun ¢ekirdegi K(t,s) fonksiyonu simetrik olmalidir, yani

K(t,s) = K(s,t) sartinin her bir t, s € [a, b] i¢in saglanilmasidir.

2.6. Ortogonal Projeksiyon Operatorler

2.6.1. Ortogonal Projeksiyon Operatorlerin Tanim

H Hilbert uzay1 M’de bu uzayda bir alt uzay olsun. O zaman terorem 2.3.2.°de
verilmis Riesz teoremine nazaran her bir x € H elemam1 x =y +2z, yEM, z €
M+seklinde tek olarak agilir. Burada y elemani x elemanmnin M iizerine ortogonal
projeksiyonudur. Simdi biz burada her bir x € H elemanina karsi bu elemanin
M’deki tek bir ortogonal projeksiyonu olan y € M elemanini karsi getirelim. Bu
yontemle H uzayinda bir y = Px olan P: H - M operatori tanimlanmis olur. Bu P

operatoriine ortogonal projeksiyon operator denir.
Burada x € M olmasi i¢in yalniz ve yalniz Px = x olmasinin gerektigi goriiliir.
x=y+z

agilimindaz € Mt elemanmi x elemanmm M* iizerine ortogonal projeksiyonudur.

Boylece, her bir x € H igin
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oldugundan
z=(—-P)x
olur.
Bu tanimdan da x € M~ olmasi i¢in gerek ve yeter sart Px = 0 olmasidir.

Ortogonal projeksiyon operatdriiniin en 6nemli o6zelliklerinden biri P? = P

esitliginin saglanmasidir. Keyfi x € H i¢in Px € M olur bu yiizden de
P(Px) = P?x = Px
olur [1].

2.7. Sonlu Boyutlu Lineer Operatorler

2.7.1. Sonlu Boyutlu Lineer Operatoriin Tanim

Tamm 7.1. @1, @5, ..., 0, EY Ve fi, f5, ..., fn € X™ 0lsun. Her bir x € X i¢in
Pux = Xk=1{%, fi)x

seklindeki bir lineer operatdre sonlu boyutlu lineer operator denir.

Her bir sonlu boyutlu lineer operatoriin siirlt operatér oldugu asagidaki esitsizlikten

goriliir:

IFuxll < Xge=11€x, fidll@iell < clixll,
burada

¢ = Zi=1llfell Nloll
olur.
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3. GALERKIN METODU

3.1.Yaklasik Galerkin Semasimin Denklemleri Sistemi Uzerine

A lineer operatoriiniin D(A) tanim bdlgesinin X Banach uzayinda her yerde yogun
oldugunu, yani D(A) = X oldugunu ve R(A) degerler kiimesinin Y Banach uzayinda
yerlestigini ve A operatoriiniin D (4) tanim bolgesini R(A) degerler bolgesine bire bir
donistiirdiigiinii varsayalim. y € R(A) elemaninin degismez saglanan bir eleman

oldugunu varsayalim.
Asagidaki
Ax =1y (3.1.1)

operatdr denkleminin yaklasik ¢Oziimiinii bulmak i¢in asagidaki insa yOntemini

uygulayalim.

D(A) tanim bolgesinden lineer bagimsiz {@,}r~, elemanlar sistemini segelim.
{or}r=1 Sistemine koordinat sistemi de denir. Sonra Y Banach uzayinin Y™ eslenik
uzayindan lineer bagimsiz {1, };2, elemanlar sistemini secelim. Bu {i;};2, elemanlar

sistemine projeksiyon sistemi de denir. (3.1.1) denkleminin yaklasik x,, ¢6ziimiinii
Xn = Bt EcPi (3.12)
lineer kombinasyonu seklinde arayalim.
Aranan &4, &5, ..., &, katsayilarim
(Ax, —y,¥)=0, [=12,..,n (3.1.3)
sartinin saglanmasindan bulalim. Burada kullandigimiz (y, ¥) isareti lineer
Y € Y*fonksiyonelinin y € Y elemanindaki degerini gosterir.

(3.1.3) esitligini acik sekilde yazarak aranan &;,¢,, ..., &, katsayilariin bulunmasi

icin agagidaki lineer cebirsel denklemler sistemini bulmus oluruz:

Li=1(A0 Y1) = v 1), 1=12,..,n. 3.14)

Genel halde (3.1.4) sisteminin determinanti sifirdan farkli olmayabilir.



(3.1.4) sisteminin determinanti sifirdan farkli oldugu halde, (3.1.4) sistemini
saglayan &;,¢,, ..., &, icin (3.1.2) esitligi ile bulunan yaklasik {x,} ¢oztiimleri dizisi

genel halde (3.1.1) denkleminin x ¢6ziimiine yakinsamayabilir.

Bu problemleri incelemek amaciyla 6nce X Banach uzayinin eslenik uzayi1 olan X*
Banach uzayindan 6yle {y;};=; elemanlar sistemini segelim ki, bu elemanlar sistemi
icin

det({@k, ¥iDki=1 # 0 n=123,.. (3.1.5)
sartlar1 saglansin.
Sonra ise asagidaki esitlikle {P,} < L(X) kisitlama operatoriinii tanimlayalim:

Pux = Xk=1{%, Vi) Q- (3.1.6)

Daha sonra Y Banach uzayimdan dyle {z;}2; elemanlar sistemini segelim ki,
det({z;, Y1) 1=1 # 0, n=1.2,.. (3.1.7)

sartlar1 saglansin. Burada uygun olarak {Q,} c L(Y) kisitlama operatorler dizisini

asagidaki esitlikle tanimlayalim:

Qny = Lk=1£y, Yi)zk - (3.1.8)
Ozel halde {y;} c X* sistemini ve {z;} c Y sistemini uygun olarak

1, k=i, .
<cpk,yi>=6k,i={0, % ik=12,... (3.1.9)

1, j=|

() = 8, = {0 oy =12, (3.1.10)

sartlarinin  saglanmasiyla sectigimizde (3.1.5) ve (3.1.7) sartlari uygun olarak
saglanacaktir. Bu hal i¢in B, ve Q,operatorleri uygun olarak X ve Y Banach

uzaylarinda sonlu boyutlu projeksiyon operatorleri olurlar. Gergekten de, bu hal i¢in
P?> =P, ve Q:=0,. (3.1.11)
esitlikleri saglanir.

Genel halde (3.1.9) ve (3.1.10) sartlarinin saglandig1 varsayilir. Bu yiizden Galerkin

metoduna bazen projeksiyon metodu da denir.
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Simdi Galerkin approksimasyonunu tanimlayalim:

X Banach uzayinda kapali degerler bolgeleri olan {P,} € L(X) operatorler dizisini

ele alalim. Varsayalim ki,
X, =R(B,) c D(A)

saglansin. Boylece,
P, € L(X, X,)

olur. Simdi x,, € X,, olmak tizere {x,,} dizisini ele alalim. n — oo sartinda
llxn — Buxll = 0

sart1 saglandiginda {x,,} dizisi x € X elemanina P-yakinsaktir denir [1,2].

Dikkate alalim ki, genel halde P-yakinsaklik X uzayindaki yakinsaklikla ¢akismiyor.

Bu yakinsakliklar arasindaki baglantiy1 agiklamak icin asagidaki tanimlar1 verelim.

Tammml. n - o sartinda P,x — x sarti saglandiginda x € Xelemanina P-limit

noktasi denir [1].

Tamim2. Her bir x € X elemani P-limit noktasi oldugunda, o zaman {X,,} alt uzaylar

dizisi X Banach uzayinda limit anlaminda yogundur denir [1].

Asagidaki lemmada X uzayindaki yakinsaklikla P-yakinsaklik arasindaki baglanti

gosterilir.
Lemmal. x € X noktasmin {X,} alt uzaylar dizisinin P-limit noktasi oldugunu
varsayalim. {x,} dizisinin x elemanina P-yakinsak olmas1 i¢in gerek ve yeter sart
{x,} dizisinin X uzayinda x elemanina yakinsak olmasidir.
. P
Ispat. x,, —» x oldugunu varsayalim.
O zaman
I, — xl < llxn, — Boxll + ||Pyx — x| = 0, n — oo.

Bu esitsizligin sag yanindaki birinci toplam P-yakinsakliga gore sifira yakinsar.

Ikinci toplam ise x’in P-limit noktas1 olmasindan dolay1 sifira yakinsar.

Simdi {x,} dizisinin X uzayinda x elemanina yakimsak oldugunu varsayalim. O

zaman benzer sekilde
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lx, — Pox|l < ||y, — x|| + [|[Pyx — x|| = 0, n—>o
olur. Boylece lemma ispatlandi.

Sonucl. {X,} dizisinin X Banach uzayinda limit anlamda her yerde yogun oldugunu

varsayalim. O zaman P-yakinsaklikla X uzayindaki norma gore yakinsaklik ¢akigir.

Simdi B, operatoriiniin  (3.1.9) sartinin saglanmasiyla (3.1.6) formiili ile

tanimlandigini varsayalim, yani

Fux = Xie=1(%, Vi) P (3.1.6)
ve

(01, Vi) = Okis k,i=1,2,... (3.1.9)
olsun.

(3.1.9) sartin1 saglayan {¢,}r=; Ve {y;}i=, Sistemlerine biortogonal sistemler denir.
(x,v;) sayilarma x € X elemaninin {y;};2, sistemi lizere Galerkin katsayilar1 denir.
Pyx = Yk-1(x,vk) @) ifadesine x € X elemanmin {¢;}?°,{y;};° sistemleri iizere

Galerkin polinomu denir.
Uygun olarak
221 v (3.1.12)

serisinex elemaniin biortogonal {¢;}7°,{y;}7" elemanlar sistemi iizere Galerkin serisi

denir.
Ozel halde {¢;} sistemi ortonormal sistem olusturdugunda
Pux = Xi1 (%, i) @i

esitligi ile tanimlanir. Bu halde P, projeksiyon operator olur ve P, = B, esitligi
saglanir. Yani bu halde P, operatorii H Hilbert uzayinda 6zeslenik operator olur.

Burada {¢;} sistemi tam sistem olusturdugunda B,x — x olur.

Bu durumda, ¢; = (x, ;) X elemaninin {¢;} sistemi tizere Fourier katsayilar1 olur.

Bu halde

llx — Px||? = X2, &2 (3.1.13)

olur.
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Simdi ise lineer operatorlerin Galerkin approksimasyonunu tanimlayalim:

A operatoriinin D(A) tanim bdlgesinin X Banach uzayinda her yerde yogun
oldugunu, R(A) degerler bolgesinin Y Banach uzayinda oldugunu varsayalim.

{X,} € D(A) ve {Y,;} c Y sonlu boyutlu alt uzaylar olduklarini ve

dimX,, = dimY, esitliginin saglandigin1 varsayalim. {P,} ve {Q,} sonlu boyutlu

operatorler olduklarini varsayalim. Varsayalim ki,
PX=X, Q=Y.

A operatoriiniin approksimasyonlar1 olarak Q,A operatoriiniin X, alt uzayma

kisitlanmasini alalim [4].
Tamim3. x € D(A) elemani i¢in n — oo sartinda
”QnAx - QnAan”Y - 0, (3-1-14)

sart1 saglandiginda bu x € D(A) elemaninda Galerkin approksimasyon sart1 saglanir

denir.
(3.1.14) approksimasyon sartin1 asagidaki sekilde yazmak daha faydali olur.
|QA(x — Bx)|ly = O, n— o. (3.1.15)
Burada
Wy = SUP1<gsnllQll (3.1.16)
isaret edelim.
Asagidaki lemma dogrudur [5].

Lemma2. A operatoriiniin sinirlt oldugunu, x € X noktasinin P-limit noktasi

oldugunu ve n — oo sartinda
llx — Poxll = o(wy )

sartinin Saglandigini varsayalim. O zaman x elemaninda Galerkin approksimasyonu

sart1 saglanir.
Bu lemmanin ispat1

102 A(x = B)lly < wallAllllx — Pl
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esitsizliginden alinir.

Sonu¢2. x noktasinin P-limit noktast oldugunu ve {Q,} dizisinin diizgiin smirh
oldugunu yani Oyle ¢ >0 sayis1 var ki, ||Q,ll <c, n=l1,2,...esitsizliklerinin
saglandigin1 varsayalim. O zaman x noktasinda Galerkin approksimasyon sarti

saglanir.
3.2. Galerkin Approksimasyonunun Kararhhk Sarti

Tanim: A operatorii icin n sayisina bagli olmayan Oyle y > 0 sayist bulunursa ki

tim x,, € X,, i¢in bir numaradan baglayarak

1QnAxnlly = yllxnllx 3.2.1)
esitsizligi saglandiginda A operatoriiniin Galerkin approksimasyonu kararlidir denir
[1].

Lemmal. Tim x € D(A) i¢in

[Ax|| = allx]| (3.2.2)
esitsizligi saglandiginda ve her bir y,, € AX,, i¢in

1Qnyull = Bllyall (3.2.3)
esitsizligi saglanirsa, o zaman A operatoriiniin Galerkin approksimasyonu i¢in
y = af olmak lizere kararlilik sart1 saglanir.

Bu lemmanin ispat1

|QnAx, |l = BllAx|l = Ballxyll

esitsizliginden alinr.

Simdi burada X ve Y Banach uzaylarinin Hilbert uzaylar1 olduklar: hali ele alalim.

Bu hal i¢in P, ve Q,, operatorleri ortoprojeksiyon operatorleri olurlar:

Pox = Y7, (%, 0) @1, Qnx = Yoy (1)) ;. (3.2.4)

Bu halde x,, = Yi-; &;¢; seklinde aranarak (Q,Ax,, Q,Ax,) carpimini agarak

1QnAxn 1 = o [2721 & (Agy, )]
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esitligini buluruz. Bu esitligi (3.2.1) esitsizliginde kullanarak A operatoriiniin

Galerkin approksimasyonunun kararlilik sartin1 asagidaki sekilde yazabiliriz:
X fo & = yE N & (3.2.5)
Burada
cij = Lie1(Api, vi) (Ap;, ).
(3.2.5) sartinin saglanmas Silvester kriterinin yardimiyla olur.

Simdi H = X =Y halini ele alalim. Bu halde A: H — H olur. Bu halde Q,, = B, olur
ve kararlilik sart1 kolaylikla saglanir. Gergekten de, tim x € D(A) igin bir y > 0

sayisl i¢in
(Ax,x) = y(x, x) (3.2.6)

sartinin saglandigini varsayalim. Burada B,x = Y[-,(x, ¢;); H Hilbert uzayinda

ortoprojeksiyon operatorii olsun. O zaman P, = P, olur ve timx,, € X,, i¢in
(PnAan xn) = (Axn' ann) = (Axn: xn) 2 V”xnllz
esitsizligi saglanir.

Diger yandan (P,Axy,, X,) < ||P Ax,||||x,|l esitsizligi saglandigindan buradan biz

asagidaki kararlilik sartin1 buluruz
IR Axnll = yllx,ll - 3.2.7)
Boylece burada asagidaki lemma ispatlandi.

Lemma2. (3.2.6) sart1 saglandiginda tiim P, projeksiyon operatorleri i¢in Galerkin

approksimasyonu A operatorii i¢in kararli olur.

Not. A = A; + A,olsun ve her bir x € D(A) igin
(A1x, %) Z y4llxll?,
(A2x,x) = v, lIx]I?

Y1 >0, y, >0 sartlann saglandiginda y = y; +y, olmak tlizere A= A;+ 4,

operatorii i¢in (3.2.6) sart1 saglanir ve bu A operatorii igcinde Lemma2 dogru olur.
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3.3. Galerkin Semasinin Yakinsakhk Sarti

Burada
Ax =y (3.3.1)

denklemini ele alalim. Bu denklemde A: X — Yoperatoriiniin genelde sinirli olmayan
operatdr oldugunu ve D(A) tanim bolgesinin X Banach uzayinda her yerde yogun
oldugunu varsayalim. P, € L(X,X,,) ve Q, € L(Y,Y,) kisitlama operatorlerinin
X, =B, X ve Y, =Q,Y degerler kiimesinin kapali kiimeler olduklarin1 varsayalim.
Sonra (3.3.1) denkleminin ¢6ziimiiniin Galerkin semasin1 ele alalim. Yani asagidaki

yaklasik denklemler dizisini ele alalim.

QnAx, = Qny (3.3.2)

Burada (3.3.2) denkleminin x,, ¢oziimii X,, kiimesinde aranir. Belli bir numaradan
baglayarak her bir n sayisi i¢in (3.3.2) denkleminin x,, ¢6ziimii var ve tek oldugunda
ve n — oo sartinda x, yaklasik ¢oziimler dizisi (3.3.1) denkleminin dakik x

¢Oziimiine yakinsadiginda, yani
lim,_,,x, =x
esitligi saglandiginda (3.3.2) Galerkin semasi1 yakinsaktir denir.
Asagidaki teorem dogrudur.
Teorem. Asagidaki sartlarin saglandigini varsayalim:

1) y € R(A), @,y € R(Q,AP,) yani (3.3.1) denklemi ve (3.3.2) yaklasik denklemi

¢oziilebilendir;
2) (3.3.1) denkleminin her bir dakik x¢6ziimii i¢in n — oo sartinda B,x — x olur;
3) Her bir y € R(A) i¢in n — oo sartinda Q,,y — y olur;
4) Galerkin approksimasyon sarti saglanir, yani n — oo sartinda
|QnAx — QnAPx]| > 0
olur,;

5) Galerkin semasinin kararlilik sart1 saglanir, yani bir numaradan baglayarak her bir

Xn € X, i¢in
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”QnAxn”Y = V”xn”X

esitsizligi bir y > 0 sayisi i¢in saglanir. Bu 1), 5) sartlar1 saglandiginda (3.3.1)
denkleminin dakik x ¢6ziimii tektir, bir numaradan baslayarak yaklasik x,, ¢Oziimii

tektir ve (3.3.2) Galerkin semasi1 yakinsaktir. Asagidaki degerlendirme saglanir:
llxn = xIl < IBx — x| + ¥ lQnAx — QuAPxIl (3.3.3)

Ispat. Yaklasik x,, ¢oziimiiniin bir n numarasindan baslayarak tekligi kararlilik
sartindan saglanir. Simdi burada Once kararlilik sartini sonra (3.3.2) ve (3.3.1)

denklemlerini kullanarak asagidaki degerlendirmeleri buluruz:
I = xIl < l|Fox = x| + llxn — Buxll,

vlx, — Buxll < [1QnAx, — QuAR x|l = 110y — QuABx|| = [|QAx — QAP x||

Bu esitsizlikten (3.3.3) esitsizligi alinir. {x,} dizisinin tek bir limitinin olmasindan
(3.3.3) esitsizliginden de dakik x ¢Oziimiiniin tek oldugu alinir. Boylece, teorem

ispatlandi.

Notl. X,, ve Y, kiimeleri sonlu boyutlu oldugunda ve dimX, = dimY, sarti
saglandiginda kararlilik sartindan bir numaradan baslayarak yaklasik denklemin bir

degerli ¢oziilebildigi alinir.

Gergekten de, A, operatorii @, A operatoriiniin X,, kiimesine kisitlanmasi oldugunu
varsayalim. O zaman A4, € L(X,,Y,) olur ve N(A) = {0} olur. Bu yiizden kararlilik
sartindan bir numaradan baslayarak teoremin 5) sart1 saglandigindan kararlilik sarti

da saglanir. Buradan da yaklagik denklemin bir degerli ¢6ziildiigii alinir.
Not2. ||Q.ll<c ve A€ L(X,Y) oldugunda (3.3.3) sartin1 asagidaki sart ile
degistiririz:
llxn — xIl < (1 + 7y~ ellAIDIPx — x| (3.3.4)
3.4. En Kiiciik Kareler Metodu Uzerine
Once lineer A operatdriiniin H Hilbert uzaymm H uzaymin kendisine doniistiirdiigiinii

yani A:H — H oldugunu tanim bolgesi D(A) kiimesinin H Hilbert uzayinda her

yerde yogun oldugunu varsayalim. D (A) kiimesinde tanimlanmis

p(x) = [|Ax — ylI?
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fonksiyonelini ele alalim.
Ax =y, y € D(A)

denkleminin x* ¢6ziimii ¢@(x) fonksiyoneline minumum deger verir. Verilmis
denklemin yaklasik ¢6ziimiinii bulmak i¢in D(A) tanim boélgesinden lineer bagimsiz
{p;}i=, sistemini secelim. H, kiimesi @1, @, ..., ¢, elemanlari lizerine ¢ekilmis alt
uzay olsun..

H, = sp{@1, ®3, ..., o} yaklasik x, = Yi-, ¢;; ¢6ziimiiniin ¢4, ¢, ..., ¢, Katsayilart
o(x,) = IX~, ciAp; — ylI> min{cy, ¢y, ..., cp} sartindan  segilir. Boylece, oOyle
C1,Cy, -, €, sabitlerinin bulunmasi gerekir ki, 2.1, c;A@; lineer kombinasyonu
denklemin sag yani olan y elemanini en iyi approksime etsin. Bu yonteme en kiiciik

kareler metodu denir [4].

Bu metodun yakinsakligini genel hal i¢in gdsterelim. Burada lineer A operatoriiniin
D(A) tanim bolgesinin X Banach uzayinda her yerde yogun oldugunu ve R(A)
degerler bolgesinin Y Banach uzaymda oldugunu varsayalim. {¢;};2; < D(A) lineer
bagimsiz elemanlar sisteminin ve {1,1; j} c D(A") lineer bagimsiz fonksiyoneller
sisteminin bulunmus oldugunu varsayalim.

{pi}iz1ve{y;}iL, sistemleri igin

<A§Di, 1!)1) = 61"]', l,_] = 1,2, (341)

sartlarin1 sagladigini varsayalim.

X Banach uzayinda P, projeksiyon operatdriinii ve Y Banach uzayinda ise Q,

projeksiyon operatoriinii asagidaki esitliklerle tanimlayalim:

Pox = YL A ) @ Quy = Xy, Yi)Ag; (3.4.2)

P, ve Q,projeksiyon operatorleri (3.4.2) formiilleri ile tanimlandiginda Galerkin

semasini en kii¢iik kareler semasi olarak adlandirilir. Bu halde her bir x € D(A4) igin

QnAx = Xis1(Ax, ;) Ap; = ATIL(x, A"Pi)gy)
olur. Boylece, D(A) tanim bolgesinde

Q,A = AP, (3.4.3)
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esitligi saglanir.

Asagidaki teoremde (3.4.1) denklemi igin en kii¢iik kareler metodunun semasinin

yakinsak oldugu gosterilir [4].

Teorem. A: X — Y operatoriiniin X Banach uzayinda yogun tanimli oldugunu ve tiim

x € D(A) igin
IAX]l = yIIXII (3.4.4)

esitsizliginin saglandigini varsayalim. Burada y € R(A) ve n = oo sartinda Q,,y = y

sartlar1 saglandiginda en kiigiik quadratlar semas1 yakinsak olur ve

llxn = 2"l < ¥~ Hly — Quyl (3.4.5)
degerlendirmesi saglanir [1].
Ispat. (3.4.3) esitligini ve (3.4.4) esitsizligini kullanarak buluruz

1QnAxy |l = [[AR X, || = |Axn |l = yllxnll-

Buradan da en kiigiik kareler semasi i¢in kararlilik sartinin saglandig1 goriiliir. Sonra

yine (3.4.3) esitliginden
QnAx = Q2Ax = Q,APx

esitligini buluruz. Buradan da D(A) kiimesinde approksimasyon sartinin tam olarak

saglandig1 bulunur:

O zaman (3.4.4) esitsizligini ve (3.4.3) esitligini kullanarak asagidaki

degerlendirmeyi buluruz:

ot — %7l < |1Pox — xIl < yTHIARx — Axll = y HIARx —yll =y M1 Quy — vl
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3.5. Galerkin Metoduna Ait Bir Ornek

Ornek. Burada H = L,[0,1] Hilbert uzayinda asagidaki

Ax = —x" + c(t)x = y(t) (3.5.1)
denkleminin

x(0)=0, x(1)=0 (3.5.2)

siir sartlarini saglayan ¢ozlimiiniin bulunmasi problemini ele alalim. Burada c(t)
katsayisi1 ve denklemin sag yani y(t) fonksiyonlarmin [0,1] araliginda siirekli

fonksiyonlar olduklart ve
dﬂZa>—% (3.5.3)
sartinin saglandigini varsayalim. Buradaki A operatdriiniin tanim bolgesi
D(A) = {x(t) € Cfy13:x(0) =0, x(1) =0}

esitligi ile tanimlanir. Boylece, A operatdrii sinirli olmayan operatordiir. Koordinat

sistemi olarak H Hilbert uzayinda ortonormal tam sistem olusturan
0 =V2sinkmt, k=12,.. (3.5.4)
sistemini secelim. Burada her bir x € D(A) i¢in
8
(Ax,0) 2 (2 +a) () (3.5.5)
esitsizligi saglanir.

(3.5.5) esitsizliginin ve (3.5.4) sisteminin ortonormal oldugunu Galerkin
approksimasyonunun kararlilik sartlari olan (3.2.6) ve (3.2.7) sartlarin1 kullanarak

Galerkin yaklasik semasinin kararlilik sart1 alinir. Bunun i¢in burada
Qnx = Bux = Yi=1(x, 1) Px

almak gerekir. Burada Galerkin yaklagmasi

HOEDRANG
k=1

seklinde olur. Buradaki &3, &5, ..., &, katsayilar
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(km)?& + Xy cin&i =My k=1,2,...,n (3.5.6)
sisteminden bulunur. Bu sistemde
cix = [, cO@e O (O)dt, mi = [, YO @ (t)dt

esitlikleri ile tanimlanir. (3.5.6) sistemi bir degerli olarak ¢dziiliir. Approksimasyon

sartinin saglandigini géstermek igin

d2
A= —E+c(t)1 =A; + A4,
2
almak gerekir. Bunun i¢in A; = —% ve A, = c(t)I operatorlerinin her birinin

approksimasyon sartin1 sagladigini gosterelim. Burada ||P,|| = 1 oldugundan ve c(t)
fonksiyonuna c¢arpma operatorii sinirlt  oldugundan bu A, operatéri igin
approksimasyon sart1 saglanir.

2
Simdi 4, = —:— operatoriiniin tanim bolgesinin D(A) oldugunu dikkate alarak

t2
Galerkin approksimasyonu sartint sagladigini gosterelim. ¢; fonksiyonu A,
operatoriiniin karakteristik fonksiyonu, A, = k?m? ise uygun olarak karakteristik

degeridir. Burada

dz I7; 12
P’l’l [_ ﬁ:l X = ;{lzl(_x ) (pk)(pk = Zzl:l(x’ _(pk)(pk

=X k=14 (X, ©r) @,

[~ L P = S5 G 00 [-04] = e A 01k

at?

Boylece,

d2
b, [— F] Pyx = Y1 A (X, @) @

Buradan da her bir x € D(A) igin
2

B, [—;—;] P,x — P, [—%]x =0

olur.

2

Yani A; = —% operatorli i¢in approksimasyon sartt dakik olarak saglanir. 3.3

boliimiindeki Galerkin semasimin yakinsakligi hakkindaki teoreme esasen bu 6rnek
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icin Galerkin semast yakinsaktir. Buradaki Galerkin yaklagmasi icin agagidaki

degerlendirme alinir:

8 -1
ln = 2l < 14 (24 @) le@llgllx = Baxl |
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3.6. jkinci Cesit Operator Denklemlere Galerkin Metodunun Uygulanmasi
Uzerine
X Banach uzayinda ikinci ¢esit
x —Kx = y (361)

denklemini ele alalim. Bu denklemde K € L(X), y € X oldugunu varsayalim. [ — K
operatoriiniin burada siirekli doniistiiriilebilen operatoér oldugunu varsayalim. Yani
R(I — K) = X oldugunu ve (I — K)~?! var ve smirh oldugunu varsayalim. P, c L(X)
projeksiyon operatdrler olduklarmi ve X, = B,X’in X’de alt uzay olusturdugunu

varsayalim. Galerkin yaklagmalar
Xn — PoKxn = By (3.6.2)

denkleminin ¢dziimii olur. Buradan x,, € X,, oldugu alimir. Ustte gdsterdigimiz tiim
tanimlamalari teorem ve lemmalar (3.6.1) ve (3.6.2) denklemleri iginde gegerli olur.
Kararlilik sart1 yukaridaki (3.6.2) denkleminin tiim miimkiin ¢6ziimleri igin apriori

degerlendirme olur:
lxall < v HIBII.
Bu kararhilik sart1 tiim I — B, K operatorleri siirekli dontistiiriilebilen olduklarinda ve
NI —-BK) <y, n=12,.. (3.6.3)
sartlar1 saglandiginda saglanacaktir.
IP.Il < ¢

sart1 saglandiginda ve K operatdriiniin sinirli olmasindan approksimasyon sartinin
saglandig1 bulunur. Bu hal icin 3. Bolimdeki (3.3.4) genel degerlendirmesi nispeten

daha iyi sekilde bulunur. Gergekten de, burada
Kx=x—y
olmasindan dolay1
x,—x=U—-P,K)Py—x
=(I — B,K)"Y(B,y — x + B,Kx)

:(I - PnK)_l(an - x)
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burada biz
I, — x|l < vllx — Buxll
degerlendirmesini buluruz. n — oo sartinda B,K — K ve P,y = y oldugunda,
Xp—x=U-RK) By —-y)+[T-PRK)™—U-K) ]y
=(I = BK) 'Ry —y) + U — RE)TH(PRK - K)U —K)™y
olur ve boylece,
lxn — xll < ¥Ry — yll + Il — K)7HIIPK — Kyl (3.6.4)
degerlendirmesi bulunur.
Dikkate alalim ki, burada alinan sonuglar ikinci ¢esit Fredholm integral denklemine
Cia,p] V€ Ly [a, b] uzaylarinda uygulanabilir [4]:

x(t) — f: K(t,s)x(s)ds = y(t) (3.6.5)

3.7. Galerkin Metodunun Varyasyon Sekli Uzerine

Lineer A operatoriiniin reel X Hilbert uzaymi kendisine dontistiirdiigiinii ve D (A)
tanim bolgesinin X Hilbert uzayinda her yerde yogun oldugunu varsayalim. X
uzayindaki skaler carpimi (x,y) gibi ve bu skaler ¢arpimin dogurdugu normu ise

|[x]|| gibi gosterelim. Burada
denklemini ele alalim.

H baska bir Hilbert uzay1 olsun. Bu uzaydaki skaler ¢arpimi [u, v] ve normu |[|ul|

gibi gosterelim. Asagidaki sartlarin saglandigini varsayalim:
I. H Hilbert uzaymin X Hilbert uzayina yatirilmis oldugunu varsayalim.

D(A) c H olsun. H+H direk toplaminda bilineer sinirli a(u,v) fonksiyoneli
tanimlanmis olsun. Yani a(u,v) fonksiyonelinin reel degerli oldugunu, v sabit

tutuldugunda u’ya gore lineer, u sabit tutuldugunda v’ye gore lineer oldugunu ve
la(u, V)| < cllullllvl] (3.7.2)

esitsizliginin saglandigini varsayalim. Tim x € D(A) ve tim v € H i¢in
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a(x,v) = (Ax,v) (3.7.3)
esitligininde saglandigini varsayalim.
I1. Oyle y > 0 sayis1 bulunur ki, tim u € H igin

a(u,u) = yllull? (3.7.4)
esitsizliginin saglandigini varsayalim.
Tamml. I ve II sartlarin1 saglayan A operatoriine H-eliptik operator denir [2].

Tamim?2. (3.7.1) denklemindeki A operatorii H-eliptik operator oldugu halde her bir

v € Helemani ve x € Helemani igin

a(x,v) = (y,v) (3.7.5)

ayniligr saglandiginda x € H elemanina (3.7.1) denkleminin genellestirilmis ¢oziimii

denir.

Burada biz X ve H Hilbert uzaylarinin separabel Hilbert uzaylari olduklarini
varsayalim. Galerkin metodunu kullanarak (3.7.1) denkleminin genellestirilmis

¢Ozliimiiniin varligini ve tekligini gosterelim.

H uzayindan {¢; };-, koordinat sistemini segelim. H, = sp{@4, ¢,, ..., ¢} olsun. B,

ise H’dan H,,’e projeksiyon operatorii olsun [2].
Tamm3. Her bir v, € H,, i¢in ve x, € H, i¢in
a(xn, V) = (¥, V) (3.7.6)

ayniligr saglandiginda bu x,, € H,, elemanina (3.7.1) denkleminin x genellestirilmis

¢ozlimiiniin Galerkin yaklagmasi denir [2].
Lemmal. (3.7.6) probleminin ¢6zimii
Xn = i1 §ii (3.7.7)

seklindedir ve bu acilimdaki &;,&,,...,&, katsayilart asagidaki lineer cebirsel

denklemler sisteminin ¢6ziimiidiir:

Yria(ene)éi=09) j=12,..,n (3.7.8)

Ispat. x,, € H,, oldugundan (3.7.7) seklindedir. x,,’in (3.7.7) ifadesini ve v,,’in
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Un = Xj=17;9; (3.7.9)

ifadesini (3.7.6)’da yerlerine yazarak a(u,v)’nin bilineer oldugunu ve skaler

carpimin lineer oldugunu kullanarak buluruz:

Z?j=1 a(‘Pi» <Pj)fi71j = Z}l=1(y; Y. (3.7.10)

v, € H, keyfi elemandir, yani 74,7,,..,1n, (3.7.10) esitliginde keyfi alinmis
sabitlerdir. Buradan da (3.7.6) ve (3.7.10)’un equivalent oldugu almir. Yani
N1, My, -, Nyn sabitlerini Oyle secebiliriz ki, (3.7.8) esitligi sistemi alinir. Lemma

ispatlandi.

Lemmaz2. A operatoriiniin H-eliptik oldugunu varsayalim. O zaman her bir n sayisi
icin (3.7.1) denkleminin genellestirilmis ¢6ziimiiniin tek bir tane x, Galerkin

yaklagmasi vardir.

Ispat. Lemmal’e nazaran x,,’in (3.7.6)’dan bulunmasi (3.7.8) sisteminin ¢oziimiine
equivalenttir. Bu yilizden (3.7.6)’da y = 0 aldigimizda alinan homojen problemin
yalniz trivial ¢oziimiiniin oldugu gosterildiginde, o zaman (3.7.8) sisteminin tek
¢Oziimiinlin oldugu gosterilmis olur. Buradan da (3.7.6) probleminin tek ¢oziimii

oldugu gosterilmis olacaktir.

IT sartin1 kullanalim. Her bir v,, € H,, i¢in a(x,, v,) = 0 oldugunda, burada v, = x,

aldigimizda da bu esitlik saglanacaktir. O zaman (3.7.4) esitsizliginden
0 = a(xp, xp) 2 Vllxyll?
olur. Boylece, x,, = 0 ve lemma2 ispatlandi.

Asagida biz (3.7.1) denkleminin genellestirilmis ¢ézlimiiniin varligini gosterecegiz
ve (3.7.7) Galerkin yaklasmalarinin bu genellestirilmis ¢6ziime yakinsadigini

gosterecegiz. Bunlar gostermek i¢in asagidaki lemma kullanilacaktir.

Lemma3. n — oo sartinda u,, = u, H-da zayif, n — oo sartinda v,, = v, H-da giiclii

yakinsadiginda a(u,, v,) = a(uy, vy) olur.
Ispat. Oncelikle bir lineerlikten
a(uy, v,) — a(ug, vo) = aluy, vy, — vo) + a(u, — ug, vy) (3.7.11)

esitligi bulunur. {u, } dizisi zayif yakinsak oldugundan sinirlidir. Bu yiizden
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n — oo sartinda (3.7.2) esitsizliginden
la(un, vn — vo)| < cllunlllvy — voll

esitsizligi bulunur. v, degismez saglandigindan tim u € H igin a(u,vy) H Hilbert
uzayinda bir lineer simirli fonsiyonel tanimlar. O zaman lineer fonksiyonelin genel
sekli hakkinda Riesz teoremine esasen 0yle wy € H elemani bulunur ki, tim u € H
icin a(u,vy) = [u,wy] olur. Bu yiizden n — oo sartinda {u,} dizisinin u,’a zayif

yakinsak olmasindan dolay1
a(un — g, Vo)=[ug — Un, wo] = 0

olur. Boylece, (3.7.11) esitliginin sag yanindaki toplamin her ikisi de sifira yakinsar.

Lemmas3 ispatlandi.

Teroem. H altuzayinin separabel oldugunu ve A operatoriiniin H-eliptik operator

oldugunu varsayalim. O zaman:

1) (7.1) denkleminin genellestirilmis ¢6ziimiinin her bir n i¢in x, Galerkin

yaklagmas1 var ve tektir;
2) (7.1) denkleminin genellestirilmis ¢oziimii var ve tektir;

3) n— o sartinda {x,} dizisi x, elemanina zayif yakinsaktir ve asagidaki

degerlendirme dogrudur
llxn = Xoll < cy™HIPux — x|l (3.7.12)

Ispat. Lemma2’ye esasen teoremin birinci iddiasi dogrudur. Teoremin ikinci
iddiasi1 ispatlamak i¢in H uzaymin separabel oldugunu kullanalim. Huzayindan
ortonormalbaz se¢elim ve bu baz elemanlarini da {¢;}7° gibi gosterelim. Keyfi v € H
igin n = oo sartinda PB,v — v olur, yani v elemaninin Fourier serisi kendisine

yakinsar.

Simdi {x,} Galerkin yaklagsmalar1 dizisini ele alalm. (3.7.6) esitliginde v, = x,,

alalim ve (3.7.4) esitsizligini kullanarak asagidaki degerlendirmeyi yapalim:

y”xn“IZ-I < a(xn; xn) = (y’xn) < “y”X”xn”X
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H Hilbert uzayr X Hilbert uzayma yatirilmistir. Bu yiizden dyle K > 0 sabit sayisi
bulunur ki, her bir x, € H igin ||x,|lx < K|lx,|ly esitsizligi saglanir. Boylece,

Ylxallz < Kllxallullyllx olur.

Buradan da

Ixalle < v~ Hlyllx
esitsizligi bulunur.
Boylece, {x,} Galerkin yaklagmalar1 dizisinin smirli oldugunu gostermis olduk. Bu
yizden {x,} smurh dizisi zayif kompakttir. {x,} dizisi {x,} dizisinin x, € H
elemanina H-da zayif yakinsak olan alt dizisi olsun. Simdi x, elemaninin (3.7.1)
denkleminin genellestirilmis ¢6ziimii oldugunu gosterelim. Keyfi v € H elemaninm
alalim ve bu v elemanini degismez kabul edelim. O zaman (3.7.6) esitliginden
a(xp, Pp,v) = a(y, Py, v)

esitligini yazabiliriz. Burada n’ — oo sartinda P,/v — v giiglii, ama n’ — oo sartinda
X, = Xo zaylf yakinsaktir. O zaman lemma3’e esasen ve skaler ¢arpimin siireklilik
ozelligine dayanarak a(x,,v) = (y,v) esitligini buluruz. v € H elemanmnin keyfi
olmasindan x, elemaninin (3.7.1) denkleminin genellestirilmis ¢6ziimii oldugu
bulunur. (3.7.1) denkleminin genellestirilmis ¢oziimiiniin tekligini ispatlamak igin II
sartim  kullanalim. x, ve x; elemanlarmm (3.7.1) denkleminin iki tane
genellestirilmis ¢6zimii olduklarini varsayalim. O zaman keyfi alinmis v € H

a(xO' U) = (y' U),
ve

a(xg,v) = (y,v)
esitlikleri saglanir. Bu esitlikleri taraf tarafa cikardigimizda a(xy, — xg,v) =0
esitligini buluruz. Bu esitlikte v = (x, — xg) alalim ve (3.7.4) esitsizligini kullanarak

0 = a(xo — xg, %o — Xg) 2 ¥llxe — Xl
buluruz. Boylece, buradan da x, = x| oldugu bulunur.

Simdi (3.7.12) degerlendirmesini ispatlayalim. Bu degerlendirme {¢;};=, sisteminin

tamlik sartin1 saglamadigi halde de dogru olur. (3.7.5)’de v = v, alip sonra
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(3.7.6)’dan ¢ikardigimizda a(x, — x,v,) = 0 esitligini buluruz. Bu esitlik her bir

v, € H,, i¢in saglanir. Ozel halde,
alx, —x,x,) =a(x, —x,Bx) =0
olur. O zaman II sartindan asagidaki degerlendirme bulunur:
lx, — x4 < a(x, — x,x, — x) = —a(x, — x,x)
=a(xn — x, Byx — x) < cllxn, — x|l Bx — x|l

Buradan (3.7.12) degerlendirmesi bulunur. Teorem ispatlandi.
3.8. Sonlu Elemanlar Metodu Uzerine

Burada asagidaki

—(a(®)x") + c(t)x = y(t), (3.8.1)
denkleminin

x(0) =0, x(1) =0 (3.8.2)
sinir sartlarini saglayan ¢6ziimiiniin bulunmasi problemini ele alalim.

(3.8.1) denklemindeki a(t) fonksiyonunun [0,1] araliginda siirekli diferansiyellenen
oldugunu ve c(t), y(t) fonksiyonlarmm [0,1] araliginda siirekli fonksiyonlar

olduklarini varsayalim. [0,1] araliginda

a(t) 2 a >0, c(t)=p>0 (3.8.3)

esitsizliklerinin de saglandigini varsayalim.
(3.8.1), (3.8.2) probleminin genellestirilmis ¢dziimii 7. boliimde gosterilmis (3.7.5)
ayniigim saglayan x(t) € H'(0,1) fonksiyonuna denir. Burada her bir v(t) €
H'(0,1) igin
a(x,v) = fola(t)x’(t)v’(t)dt + folc(t)x(t)v(t)dt,
1
W) = [ y@©v(o)dt

esitlikleri ile tanimlanir [4,1].
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Boylece, 7. bolimdeki (3.7.5) ayniligi (3.8.1) denkleminin her yanini L,(0,1)
uzayinda v(t) € H'(0,1) keyfi fonksiyonu ile ¢arpma ile bulunur. Sonra bulunmus

esitligin sol yaninda parga-parca integrasyon formiilii uygulanir.

H, c H'(0,1)’de koordinat sistemi olarak,

1—nt, tE€ [0%

~-

Po(t) = :
° 0, tEE,l

~-

0, te _0,1—%],

qpn(t): - 1
n—1+nt, te 1—;,1],

(i—1+nt, tE[l ! l]

qol(t)—Jl+1 nt, tE[
|
k 0' t$[111+1

i l+1

fonksiyonlar sistemini alalim.

Burada Galerkin yaklasmas1 7. boliimdeki (3.7.7) a¢ilimi1 seklinde aranir. &g, &5, ..., &,

katsayilar1 7.boliimdeki (3.7.8) sisteminin ¢oziimii olur:

Loalen9))é = (v.9)), =012 ..,n

Burada h = n~?! olmak iizere
a(@o, @o) = N foh a(t)dt + [ c(t)(1 - ne)?dt,

a(@,, p,) = n? _pa®de + f LM -1+ nt)?dt

(k+1)h
(@i Prr1) = A(Pp-1, @)= —n* [, a®)dt +

JEDR () (nt = K) (nt — K - D,

a(r, @) =0, l+k—-1,1l+k+1.

Burada (y, @) carpimi da benzer formiillerle hesaplanir. Boylece &, ¢, ..., ¢,

katsayilar1 ti¢ diagonal matrisli cebirsel denklemler sisteminin ¢éztiimii olur.
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3.9.Banach Uzayinda Diferansiyel Denklemler Icin Cauchy Problemine
Galerkin Semasiin Uygulanmasi

X Banach uzayi, A € L(X) ve x, € X eleman1 verilmis olsun. y(t) fonksiyonu [0, 6]
araliginda tanimlanmis siirekli ve degerleri X Banach uzayinda olan abstrakt

fonksiyon olsun. Asagidaki Cauchy problemini ele alalim:

dx

— =Ax+y(1), (3.9.1)

x(0) = x,, (3.9.2)

(3.9.1) ve (3.9.2) Cauchy probleminin yaklasik ¢oziimiinii bulmak i¢in Galerkin

metodunu uygulayalim. {¢;} sisteminin X Banach uzayinda lineer bagimsiz
elemanlar sistemi, {y;} sisteminin ise {(pj} sistemine biortogonal olan X* eslenik

uzaymdan alinmis lineer sinirl fonksiyoneller sistemi oldugunu varsayalim. Burada

P, projeksiyon operatoriinii

Pax = Xisa{xvi) (3.9.3)
esitligi ile tanimlayalim.
y(t) abstrakt fonksiyonunun yakinsak olan Galerkin serisine agildigini varsayalim:

y() = Xiza M (O P, () = (y(©,yx) (3.9.4)

(3.9.2) baslangic sartindaki x, elemaninin yakinsak Galerkin serisine agildigini

varsayalim:

Xo = Xke1 Sok Prr ok = (X0, Vi) (3.9.9)

(3.9.4) ve (3.9.5) varsayimlarini asagidaki sekilde yazabiliriz:

n—-oo n—oo
Py (t) — y(t), Pyxo — X (3.9.6)
(3.9.1), (3.9.2) Cauchy probleminin yaklasik ¢oziimiinii asagidaki sekilde arayalim:

Xn () = L= S (D) P (3.9.7)
Galerkin metoduna dayanarak x,(t) yaklasik ¢6ziimiinii bulmak i¢in asagidaki
Cauchy problemini buluruz:

dxn
% = P, Ax, + By(b), (3.9.8)
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x,(0) = B,x,. (3.9.9)
(3.9.8) ve (3.9.9) Cauchy probleminin ¢oziimii

x,(t) = ePn4tp x, + fOtePnA(t‘S)Pny(s)ds. (3.9.10)
seklinde bulunur.
Burada

BNl <c, n=12,.. (3.9.11)

(3.9.11) esitsizliginin saglandigini varsayalim. O zaman (3.9.10) esitligini kullanarak

asagidaki degerlendirmeyi buluruz:

max{o,g] % (O < K(@){l|P.xoll + max(oe;l[B.y(OII},
(3.9.12)
burada

clalle _q)

K(6) = max{eclale ¢ — (3.9.13)

(3.9.12) degerlendirmesi (3.9.8), (3.9.9) Galerkin semasinin kararlilik sartini gosterir.
Approksimasyon sart1 igin

B, (% - Ax) — R (5 - A) Px = P,A(Pyx — x) (3.9.14)

e d N o .
esitligi bulunur. Burada B, ve = operatorlerinin komiitatif operatorler olduklarini

kullandik. A operatoriiniin sinirli operatér olmasindan dolayr ve (3.9.11) sartinin

saglanmasindan dolay1 approksimasyon sart1 saglanir. Bunun igin
Px(t) = x(t) n— o (3.9.15)

sartinin saglanmas1 gerekir. Boylece, (3.9.4), (3.9.5) sartlar1 saglandiginda ve
(3.9.10) sart1 saglandiginda tiglincii bolimdeki genel teoreme gore (3.9.8), (3.9.9)

Galerkin semas1 yakinsak olur.

Ozel halde, X uzay1 Hilbert uzay1 oldugunda ve {¢,} = {y,} ortonormal tam sistem

oldugunda bu sartlar dogrudan saglanir.

Ama Ozel halde burada A Ozeslenik tamamen siirekli operatér oldugunda X ise

separabel Hilbert uzay1 oldugunda, {¢;} sistemi olarak A operatoriiniin karakteristik
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vektorlerini alabiliriz. B,AP, diagonal matrise doniisiir. Bu halde (3.9.4), (3.9.5) ve
(3.9.7) deki &, (t), k = 1,2, ...katsayilar1

B = A + (D) (3.9.16)
£(0) = &poy k=12, .1 (3.9.17)

Cauchy probleminin ¢6ziimii olur. Buradaki A;, sayilar1 A operatoriiniin karakteristik

degerleridir:
A(Pk = Ak(pk! k= 1,2, (3918)

Bu hal i¢in Galerkin metodu Fourier metoduna donismis olur [3,4].
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SONUC

Bu calismada Banach uzaylarinda operatér denklemlerin Galerkin metodunun
uygulanmasi ile yaklasik ¢oziim yoOntemleri ele alinip 6grenildi. Galerkin serileri
tanimland1  Galerkin serilerinin uygulanmasi ile Galerin aproksimasyonunun
yakinsaklig1r gosterildi. En kiigiik kareler metodu Galerkin metodunun uugulanmasi
ile ele alinip incelendi. Galerkin metodunun varyasyon sekli gosterildi. Sonlu

elemanlar metodu Galerkin semasinin uygulanmasi ile ele alindi.

Banach wuzayinda birinci mertebeden diferansiyel denklemler ic¢in Cauchy
probleminin yaklagik ¢oziimii Galerkin metodunun uygulanmasi ile bulundu. Bu
problem Hilbert uzayinda ele alindiginda ve problemdeki operatér 6z eslenik

oldugunda Galerkin serilerinin Fourier serilerine doniistiigti gosterildi.
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