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OZET

Bu calismanin birinci boliimiinde loksodromun genel tanimi verildi ve loksodromun
uygulama alanlarindan bahsedildi. Ayrica bu alanda yapilan ¢aligmalarin literatiir 6zeti
verildi. Ikinci béliimiinde Minkowski 3-uzayinda bazi temel tamm ve formiiller verildi.
Ugiincii dordiincii ve besinci boliimlerde Minkowski 3-uzayinda space-like veya time-like
meridyenli helikoidal yiizeyler {izerindeki space-like loksodromlarin diferansiyel
denklemleri bulundu. Buna ek olarak bazi 6rnekler gosterildi ve grafikleri Mathematica
programi ile ¢izildi. Alt1 ve yedinci boliimlerde Minkowski 3-uzayinda space-like veya time-
like meridyenli helikoidal yiizeyler iizerindeki time-like loksodromlarin diferansiyel
denklemleri bulundu. Ayrica bazi ornekler verildi ve grafikleri Mathematica programi

kullanilarak ¢izildi.

Anahtar Kelimeler : Loksodrom, Helikoidal yiizey, Minkowski 3-uzayi.
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ABSTRACT

On the first part of this paper, the general definition of the loxodromes was given and the
practice fields of the loxodromes were mentioned. Also the literature abstract of the studies
carried on this field was given. On the second part, some fundamental definitions and
formulas were given in Minkowski 3-space. On the third, fourth and fifth parts, differential
equations of the space-like loxodromes on the helicoidal surfaces which have space-like or
time-like meridians in Minkowski 3-space were found. In addition, some examples were
shown and their graphics were drawn by Mathematica program. On the sixth and seventh
parts of the paper, differential equations of the time-like loxodromes on the helicoidal
surfaces which have space-like or time-like meridians in Minkowski 3-space were found.

Also some examples were given and their graphics were drawn by Mathematica program.

Key words: Loxodrome, Helicoidal surface, Minkowski 3-space.
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1. GIRIS

Loksodromlar, Diinya iizerindeki biitiin meridyenleri sabit a¢1 ile kesen egrilere
karsilik gelir. Genel olarak loksodromlar biiyilk ¢ember yaylari degildirler. Bu
yiizden loksodromlar Diinya tizerindeki iki nokta arasindaki en kisa uzakligi
vermezler. Fakat loksodromlar navigasyon igin ¢ok Onemlidir. Bu yilizden ugak
pilotlar1 ve gemi kaptanlar1 tarafindan bilinmelidir [1]. 3-boyutlu Oklid uzayinda
donel yiizeyler iizerindeki loksodromlarin diferansiyel denklemi 1905 yilinda Noble
tarafindan bulunmustur. Ayrica kiire iizerindeki loksodromlarin stereografik ve
Merkator izdiistimii kullanilarak sirasiyla logaritmik spirallere ve dogrulara karsilik
geldigi gosterilmistir [16]. Kiire {lizerindeki loksodromlarin steografik izdiistimii

logaritmik spirallere karsilik gelir (Sekil 1.1).

Sekil 1.1. Loksodromun stereografik izdiisiimii [5].

Ayrica loksodromlarin Merkatér izdiisiimii de dogrulara karsilik gelir. Ornegin; Cape
Town’ dan bir gemi vasitasiyla kuzey batiya dogru 49 derecelik agiyla sabit bir

dogrultuda gidilirse New York’a ulasilir (Sekil 1.2) [14].



{New York- : f ! | s

\ Cape Town

Sekil 1.2. Loksodromun Merkator izdiisiimii [14].

Kiire iizerindeki loksodromlarin uzunlugu Kos, Vranic ve Zec tarafindan
hesaplanmistir [10]. Ayrica elipsoid tizerindeki loksodromlarin uzunlugu Petrovic

tarafindan bulunmustur [17].

Diinyanin sekli yaklasik olarak donel yiizey ornekleri olan kiire veya elipsoid olarak
diisiiniilebilir. Bu nedenle loksodromlar bu yiizeyler iizerinde calisilmistir. Ddnel
ylizeylerin dogal bir genellemesi helikoidal yiizeylerdir. Ayrica dogada, bilimde ve
miihendislikte navigasyonla baglantili olan helikoidal yapilara ve nesnelere siklikla
karsilagilir.  Ornegin; sarmasik  bitkileri, helikoidal merdivenler, helikoidal
konveyorler, otopark rampalari, helikoidal tren yollari, ylirliyen merdivenler, yiiriiytis
yollart [5], helikoidal gokdelenler [6], jeolojideki helikoidal kiriklar [18], tropik
kasirgalar [12], helikoidal yiizey {izerindeki elektronik durumlar [7] ve helikal
kanallar [15].

3-boyutlu Oklid uzay1 ile karsilastirildiginda 3-boyutlu Minkowski uzayinda daha
karisik ve zengin geometrik yapilar vardir [11]. Metriklerindeki farkliliktan dolayr 3-
boyutlu Minkowski uzayinda vektorler, agilar ve pargaciklarin hareketleri degisir [8].



Babaarslan ve Munteanu, Minkowski 3-uzayinda meridyenleri sirasiyla time-like ve
space-like olan donel ylizeyler iizerindeki time-like loksodromlarin diferansiyel

denklemlerini olusturmuslardir [3].

Ayrica Babaarslan ve Yayli, Minkowski 3-uzayinda meridyenleri sirasiyla space-like
ve time-like olan donel yiizeyler iizerindeki space-like loksodromlarin diferansiyel

denklemlerini bulmuslardir [4].

Minkowski 3-uzayinda bir Lorentz vida hareketi sabit bir eksen etrafindaki Lorentz

donmesi ve bir 6teleme ile tanimlanabilir [8].

Minkowski 3-uzayinda eksenin space-like, time-like ve light-like olmasina gore ii¢
farkl1 vida hareketi vardir [9]. Bu Lorentz vida hareketleri altindaki helikoidal

yiizeyler bir¢ok yazar tarafindan ¢alisilmistir ([2], [8] ve [9]).

Bu tezde Minkowski 3-uzayinda meridyenleri space-like ya da time-like olan
helikoidal yiizeyler lizerindeki loksodromlarin diferansiyel denklemleri arastirilacak
ve baz1 6rnekler verilecektir. Ayrica Mathematica programi kullanilarak 6rneklerin

grafikleri ¢izilecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde Minkowski 3-uzayinda bazi temel tanimlar ve formiiller verilecektir.
Ayrica farkl tipteki helikoidal yiizeyler ve onlarin 6nemli geometrik yapilari tekrar

verilecektir.
E?, X, Xy, X, lineer koordinatlari ile Minkowski 3-uzay1 olsun ve

ds® =dx} +dx5 —dx? (1)
Lorentz metrigi ile verilsin. Bu metrik indeksi 1 olan non-dejenere metriktir.

Tamim 2.1. <>, Lorentz metriginden indirgenmis skaler ¢arpimi gdstermek {izere,

E? deki herhangi bir u vektoriiniin koszul karakteri asagidaki gibidir;

i. Eger <u,u>>0 veya u=0 ise u space-like (uzay benzeri) vektor,

ii. Eger <u,u> <0 ise u time-like (zaman benzeri) vektor,

. Eger <u,u>=0 ve u=0 ise u light-like (1s1k benzeri) vektordiir [13].

Tamm 2.2. E; de biitiin time-like vektérlerin olusturdugu kiimeye time-koni denir

ve
T:{(x,y,z)eEf:x2+y2—zz<O} 2)
ile verilir [13].

Tanim 2.3. U e Ef olmak tizere, u vektoriiniin normu (uzunlugu)
Jull = < u.u>] 3)

seklindedir. |u| =1 ise u ya birim vektdr denir [13].



Tamm 2.4. a:1 cR —E} regiiler bir egri olsun (yani Vtel cR icin a(t) #0

dir).

I. Eger a(t) hiz vektorii space-like ise a(t) egrisi space-like,

ii. Eger a(t) hiz vektorii time-like ise a(t) egrisi time-like,

lii. Eger a(t) hiz vektori light-like ise «(t) egrisi light-like dir [13].

Tamm 2.5. E? de u=(u,u,,u;) ve v=(V,V,,V;) iki vektor olsun. Bu iki vektoriin

vektorel ¢arpimi

& €& —&
Uxv=lu, U, U, 4)
v, V, V,

formiiliiyle bulunur [13].

Bir S E? yiizeyinin teget diizlemi iizerindeki indirgenmis metrik non-dejenere ise
S ye non-dejenere yiizey denir. Eger indirgenmis metrik pozitif tanimli ise S yiizeyi
space-like dir. Ayrica indirgenmis metrik Lorentz metrigi ise S yiizeyi time-like dir.
Yani, S yiizeyinin N normali space-like ise yiizey time-like, N normali time-like

ise ylizey space-like dir [13]. Bdylece asagidaki tanim verilebilir:
Tamm 26. B:1 cR —P regiler bir egri, PcE’ bir diizlem ve | de P

diizleminde bir dogru olsun. E> de H helikoidal yiizeyi, | eksenini sabit birakan

g,:E} >E; Lorentz vida hareketleriyle elde edilen non-dejenere yiizey olarak

tanimlanir [2].

EJ de I-eksenli H helikoidal yiizeyi, Lorentz vida hareketlerinin bir parametreli alt
grubu altinda degismezdir. Boylece E; de iig tip helikoidal yiizey denklemi vardur.

Eger sirastyla | -ekseni space-like veya time-like ise |-eksenini sirasiyla x, -eksenine



ve X,-eksenine doniigtiiren bir Lorentz doniisimii vardir. Ayrica eger |-ekseni
light-like ise bu eksen (x,X;)-diizleminin agiortay dogrusu olarak almabilir [2].

Eger |-ekseni space-like ise |-eksenini sabit birakan Lorentz grubunun alt grubu

asagidaki dénme matrisi ile verilir:

1 0 0
0 coshv sinhv |, veR. (5)
0 sinhv coshv

Eger |-ekseni time-like ise |-eksenini sabit birakan Lorentz grubunun alt grubu

asagidaki donme matrisi ile verilir:

cosv -sinv 0
sinv cosv 0], 0<v<2r. (6)
0 0 1

Eger |-ekseni light-like ise |-eksenini sabit birakan Lorentz grubunun alt grubu

asagidaki donme matrisi ile verilir:

1 Y, -V
viooov?
v 1-— — |, veR
2 2 )
2 2
-V _V_ 1_|__
L 2 i

[13].

H helikoidal yiizeyi non-degenerate oldugundan P diizlemini space-like veya time-
like olarak diisiinmek yeterlidir. Fakat caligmamizda bu diizlemlerde yatan profil
egrileri space-like veya time-like olabilir. Bu yiizden biz yalnizca P nin time-like

olmasini dislinecegiz. Boylece P diizlemi (XX;)-diizlemi veya (X,X;)-diizlemi

olarak alinabilir.



L=pU)=(f),0,g()), uel <R profil egrisi ve (5) matrisi kullanilarak

asagidaki helikoidal yiizeyi elde edilir:

1 0 0 f(u) 1
H(u,v)=|0 coshv sinhv |0 +Av| 0|,
0 sinhv coshv || g(u) 0
veya
H(u,v) =( f (u)+Av, g(u)sinhv, g(u)coshv), (8)

burada g(u)#0 ve A€ R" dir.

L=pLU)=(, f(u),g()), uel =R profil egrisi ve (6) matrisini kullanarak

asagidaki helikoidal yiizeyi elde edilir:

cosv —sinv 0| O 0
H(u,v)=|sinv cosv O] f(u)|+Av|O0|,
0 0 11/ g(u) 1
veya
H (u,v) =(—f (u)sinv, f (u)cosv, g(u)+ Av), (9)

burada f(u)=0ve A1eR" dir.

Ayrica S =p£u)=(0, f(u),g()), f(u)=g(), uel <R profil egrisi ve (7)

matrisini kullanarak asagidaki helikoidal yiizeyi elde edilir:

1 Vv -V
, , 0 0
H(u,v)=|—-v 1—\% V? f(u)|+A4v|l
s elliw]
v —— 14+—
L 2 |

veya



V2

H (u,v) :(( f(u)-g(u))v, f(u)(1—§)+g(u)?+lv, g(u)(1+§)— f(u)§+lvj, (10)
burada 1 eR* dir.

A=0 alindiginda (8), (9) ve (10) deklemleri E? deki donel yiizeylere karsilik gelir
[2].

Tamim 2.7. H helikoidal yiizeyi
H:UcE* —»E)H(V)=(H,(u,v),H,u,v),H,(u,v)) (11)

seklinde tanimlansin ve H yiizeyinin birim normali N olsun. Bu durumda

LML (12)
[H,>xH,
dir. Burada H, :ﬁ ve H, =ﬁ dir [20].
ou ov

Tammm 2.8. H helikoidal yilizeyinin her noktasindaki teget diizleminin bir bazi

{H,,H,} olsun. Budurumda H helikoidal yiizeyinin birinci temel formu

ds® = Edu® + 2Fdudv + Gdv? (13)

dir, burada birinci temel formun katsayilann E=<H ,H,>, F=<H,H, > ve

G=<H,,H, > seklindedir. Ayrica;
i. Eger det(1)=EG—-F?>0 ise H helikoidal yiizeyi space-like,
ii. Eger det(1)=EG—F? <0 ise H helikoidal yiizeyi time-like olur [13].

H helikoidal yiizeyinin {izerindeki light-like olmayan bir egrinin u, ile u,

araligindaki yay-uzunlugu



2
E+2Fy+6(yj du (14)

du du

“l

ile verilir.



3. SPACE-LIKE MERIDYENLiI SPACE-LIKE HELIKOIDAL
YUZEY UZERINDEKI SPACE-LIKE LOKSODROMLAR

Bu boliimde, sirasiyla space-like, time-like ve light-like donme eksenlerine sahip
space-like helikoidal yiizeyler iizerindeki space-like meridyenlerle sabit a¢1 yapan
space-like loksodromlarin diferansiyel denklemleri olusturulacaktir. Ayrica bazi

ornekler verilecektir.

Tanim 3.1. E} de, u ve v space-like vektorleri bir space-like diizlemi geriyor olsun.

Bu durumda
<u,v>= |uf[[v]|cosy (15)

olacak sekilde bir tek y e Ri(0< @ <2x) reel sayist vardir. Burada w ye u ile v

arasindaki Lorentz space-like a¢1 denir [19].

Tanim 3.2. E} de, space-like meridyenli time-like helikoidal yiizey iizerindeki
space-like meridyenleri sabit y Lorentz space-like agisiyla kesen space-like egriye

loksodrom denir.

3.1.  Space-like Meridyenli Space-like Eksenli Space-like Helikodal Yiizey
Uzerindeki Space-like Loksodromlar

(8) deki helikoidal yiizeyi diisiinelim ve ayrica YueJ cR igin f’?(u)-g’*(u)=1
oldugunu varsayalim. Yani L =) profil egrisi yay-parametresiyle

parametrelendirilsin. Boylece meridyen egrisi (v =sabit)
H(u) =(f (u)+Av, g(u)sinhv, g(u)coshv) (16)
seklindedir. Bu ifadenin u ya gore tiirevi alinirsa:
H, (u)=(f'(u),g'(u)sinhv, g'(u)coshv) (17)

elde edilir. H (u) meridyen egrisi ile S(u) profil egrisi ayn1 koszul karaktere sahiptir.

Cinkii Yue J <R igin <H, (u),H,(u) >= f'?(u)—g’?(u) =1 dir.



H helikoidal yiizeyinin birinci temel formunun katsayilar1 asagidaki esitliklerdeki

gibidir:
E=<H,,H,>=1, F=<H_, H, >=Af'(u) ve G=<H,,H, >=g°(u)+4°>. (18)
Bu esitlikler (13) de yerine yazilirsa H helikoidal yilizeyinin birinci temel formu
ds® =du®+ 24 f'(u)dudv + (g*(u) + A*)dv? (19)
seklindedir.

H helikoidal yiizeyinin space-like olmasi igin gerek ve yeter sart YueJ c R i¢in

EG-F?=g*(u)—A4°g"*(u) >0 olmasidur.

a(t) space-like loksodrom egrisinin, (uv)-diizlemindeki (u(t),v(t)) egrisinin H
altindaki goriintiisi  oldugunu varsayalim. Space-like loksodromun space-like

meridyeni sabit y Lorentz space-like agiyla kestigi H (u,Vv) noktasinda

cosy = <a'(t)H,> _ Edu + Fdv
|l @] |H. | JE?du? + 2EFdudv + EGdv?
du+Af'(u)dv

Jdu? + 22 /(u)dudv + (g2 (u) + A2)dv2.

(20)

esitligi vardir. Burada {HU,HV} bazina gore «'(t) tanjant vektori (u',Vv’)

koordinatlarina ve H, tanjant vektoriide (1,0) koordinatlarina sahiptir.

Bu denklem diizenlenirse space-like meridyenli space-like eksenli space-like

helikoidal ylizey tlizerindeki space-like loksodromlarin diferansiyel denklemi
2 2 2 2¢12 dv )’ PPN ¢\ A
(cos®w(g®(u)+A4%) - A* £ (u)) o —24siny f (u)d—:sm v (21)
u u

dir. Boylece space-like loksodromun diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimii
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u -~ , ) 2 _22¢12 2
v [ 2450 p W refsin (@@L WA g g

2cos’ w(g®(u)+A%)—24%f"*(u)
seklindedir.

Ornek 3.1. f(u)=u, gu)=2, 1=1 w=7x/4, £6=1 ue(-2,2) ve u,=0 alinirsa
ve(—2,2) elde edilir. Space-like loksodromun yay uzunlugu 872 olarak bulunur.
Helikoidal yiizey H(u,v) nin, meridyen egrisinin (V=0) ve space-like loksodrom

H (u,v(u)) nun grafikleri asagidaki gibidir:

Sekil 3.1. Space-like donme eksenli space-like helikoidal yiizey, space-like
loksodrom (mavi), space-like meridyen egrisi (yesil)

3.2.  Space-like Meridyenli Time-like Eksenli Space-like Helikoidal Yiizey
Uzerindeki Space-like Loksodromlar

(9) daki helikoidal yiizeyi diisiinelim. Boylece meridyen egrisini (v =sabit)
H(u) =(—f (u)sinv, f (u)cosv, g(u)+Av) (23)

seklinde yazabiliriz. Bu esitligin u ya gore tiirevi
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H, (u) =(—f'(u)sinv, f'(u)cosv, g'(u)) (24)
dir.

H (u) meridyen egrisi space-like oldugundan YueJ cR igin f’*(u)—g”(u)=1
dir.

H helikoidal yiizeyinin birinci temel formunun katsayilari
E=<H, H,>=1 F=<H,,H,>=-4g'(u) ve G=<H_,H, >= f?(u)-A? (25)

dir. Bu esitlikler (13) de yerine yazilirsa H helikoidal yilizeyinin birinci temel formu

asagidaki gibi yazilir:
ds® =du® —24g’(u)dudv + (f 2(u) — A*)dv? (26)

H yiizeyinin space-like olmasi icin gerek ve yeter sart YueJcR igin

EG-F*=f?U)-A*f"*(u) >0 olmasidir.

Space-like loksodrom egrisi ile space-like meridyen egrisi arasindaki sabit y
Lorentz space-like agis1 onlarin H (u, V) noktasindaki tanjant vektorleri arasindaki ac1

ile tamimlanir ve asagidaki esitlikle verilir:

cosy = du—Ag'(u)dv 27)

Jau? —22g"(u)dudv + (F2(u) - A%)dv? |

(27) esitligi diizenlenirse space-like loksodromun diferansiyel denklemi
2 2 2 2,12 dv )’ Lo e adv
(cos®y(F7(u)-2%)-A7g”(u)) o +22sin’yg (u)d—:sln w (28)
u

seklindedir. Boylece (28) diferansiyel denkleminin genel ¢dziimii

o f 225in? g'(u) + ysin? 2 (£ 2 (u) + 229" (u) — 12)

du, e=#1 29
—2cos?y (F2(U) =A%)+ 24797 (U) ¢ (29)

Uo
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dir.

Ornek 3.2. f(u)=2u, g(u)=+3u, 1=2, w=rl6, £¢=1, ue(2.0522) ve u,=0
alimirsa v € (—0.604841,0.990717) elde edilir. Space-like loksodromun yay uzunlugu
1.32681 dir. Helikoidal yiizey H(u,v) nin, meridyen egrisinin (v =0.8) ve space-
like loksodrom H (u,v(u)) nun grafikleri asagidaki gibidir:

Sekil 3.2. Time-like donme eksenli space-like helikoidal yiizey, space-like
loksodrom (mavi), space-like meridyen egrisi (yesil)

3.3.  Space-like Meridyenli Light-like Eksenli Space-like Helikoidal Yiizey
Uzerindeki Space-like Loksodromlar

(10) daki helikoidal yiizeyi diisiinelim. Boylece meridyen egrisi (v =sabit)
2 2 2

H(u) = (v( f(u)— g(u)),(l—VE) f (u) +V?g(u)+ﬂv,—V? f (u) +(1+V?)g(u) +va (30)

seklindedir. Bu ifadenin u ya gore tiirevi
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2

! ! V2 ! V ! VZ ! V2 !
H, (u) = vf'(u)-vg (U),(l—z)f (U)+?9 (U),—Ef (U)+(1+?)9 (u) (31)
dir. H(u) meridyen egrisi space-like oldugundan VYueJcR  igin
f'2(u)—g*(u) =1 dir.
H helikoidal yiizeyinin birinci temel formunun katsayilari
E=1, F=A(f'(u)-g'(u)) ve G=(f(u)-g(u))’ (32)

dir. Boylece (32) esitlikleri (13) de yerine yazilirsa H helikoidal yiizeyinin birinci

temel formu
ds® =du® +24( f'(u)—g'(u))dudv+( f(u)—g (u))” dv? (33)
dir.

H(u,v) ylizeyinin space-like olmasi i¢in gerek ve yeter sart YueJ c R igin

EG-F2=(f(u)-g(u))’ —A*(f'(u)-g'(u))’ >0 olmasidir.

Daha oncede belirtildigi gibi H helikoidal yiizeyinin her H (u,Vv) noktasinda space-
like loksodrom egrisi ile space-like meridyen egrisi arasindaki sabit y Lorentz

space-like acis1 asagidaki formiil ile bulunur:

du+A(f'(u)—g'(u))dv

cosy = . (34)
\/du2+2/1(f'(u)—g'(u))dudv+(f(u)—g(u))2 dv®
Bu denklem diizenlenirse
2 2 2 , , 2 dv ?
(oos' v (10)-0(@)) -2 () -g @) ) & |
(39)

—2Asiny(f'(u) - g’(u))g—v =sin’y
u
diferansiyel denklemi elde edilir. Bu diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii
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- I 22sin?y (1(u) - g'(L)) + &ysin? 2://2((f(u)—g(u))2 —ﬂz(zf’(u)—g’(u))z)du, —a1 (36)
W 2cos’y (f(u)—g(u)) —24%(f'(u)-g'(u))

dir.
Ornek 3.3. f(u)=sinhu, g(u)=coshu, 1=05, w=7/2, ¢=-1 ue(-0.505) ve

U, =0 alinirsa ve(—1.2944,0.786939) elde edilir. Space-like loksodromun yay

uzunlugu x/S_’ diir. Helikoidal ylizey H(u,Vv)nin, meridyen egrisinin (v=0) ve

space-like loksodrom H(u,v(u)) nun grafikleri asagida verilmistir:

Sekil 3.3. Light-like donme eksenli space-like helikoidal yiizey, space-like
loksodrom (mavi), space-like meridyen egrisi (yesil)

Yorum 3.1. (22), (29) ve (36) esitliklerinde A=O0almirsa E> deki space-like

meridyenli space-like helikoidal yiizeyler iizerindeki space-like loksodromlarin

diferansiyel denklemleri E? deki space-like meridyenli space-like dénel yiizeyler

tizerindeki space-like loksodromlarin diferansiyel denklemleri ile ¢akisir.
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4. SPACE-LIKE MERIDYENLI TIME-LIKE HELIKOIDAL
YUZEY UZERINDEKI SPACE-LIKE LOKSODROMLAR

Bu bdliimde sirastyla space-like, time-like ve light-like donme eksenlerine gore time-
like helikoidal yiizeyler iizerindeki space-like meridyenlerle sabit ac1 yapan space-
like loksodromlarin diferansiyel denklemleri bulunacaktir. Ayrica bazi Ornekler

verilecektir.

Tanmm 4.1. E} de u ve v space-like vektorleri bir time-like diizlemi geriyor olsun.

Bu durumda
|<u,v>|=|u|v|coshz (37)

olacak sekilde bir tek 7 >0 reel sayist vardir. Burada n ya u ile v arasindaki

Lorentz time-like ac1 denir [19].

Tamm 4.2. Space-like meridyenli time-like helikoidal yiizey tizerindeki space-like

meridyenleri sabit 7 Lorentz time-like agisiyla kesen space-like egriye loksodrom

denir.

4.1. Space-like Meridyenli Space-like Eksenli Time-like Helikodal Yiizey
Uzerindeki Space-like Loksodromlar

(8) deki helikoidal yiizeyi diigiinelim. A(u) profil egrisi birim hizli oldugundan

f'2(u)—g'?(u) =1 dir. Meridyen egrisini (v =sabit)
H(u) =(f (u)+Av,g(u)sinhv, g(u)coshv) (38)
seklinde yazabiliriz. Bu ifadenin u ya gore tiirevi
H, (u) =(f'(u),g'(u)sinhv,g'(u)coshv) (39)

dir. H(u) meridyen egrisi ile S(u) profil egrisi ayn1 koszul karaktere sahiptir. Clinkii

YueJ <R igin f?(u)—g?(u) =1 dir.



H helikoidal yilizeyinin birinci temel formun katsayilari
E=1, F=Af'(u) ve G=g°(u)+4? (40)

dir. Boylece (40) esitlikleri (13) de yer azilirsa H helikoidal yiizeyinin birinci

temel formu
ds® = du® + 24 f'(u)dudv + (g*(u) + A*)dv? (41)
ile verilir.

H helikoidal ylizeyinin time-like olmasi i¢in gerek ve yeter sart YueJ c R i¢in

EG-F?=g%(u)-A4°g"*(u) <0 olmasidr.

Space-like loksodromun space-like meridyeni kestigi H(u,v) noktasinda tanjant

vektorler arasindaki sabit 7 Lorentz time-like agisi

du+Af'(u)dv

gcoshn =
Jdu? + 22 "(u)dudv + (g2 (u) + 22)dv?

,e=71 (42)

esitligi ile verilir. Bu denklemden space-like meridyenli space-like eksenli time-like
helikodal yiizey Ttzerindeki space-like loksodromlarin diferansiyel denklemi
asagidaki gibi elde edilir:

2
(—cosh?n(g®(u)+A%)+A° 'Z(u))(j—‘ﬂ —2f'(u)sinh? n% =sinh?7. (43)

Bu diferansiyel denklemin genel ¢oziimii

u ' k2 foh2 212 2 2
v 228 '(u)sinh? 7+ syfsinh? 27(A% £ 2 (u) + g% (u) + 4 V. soi1 ()

2cosh® n(g?(u) +A%) +24%f*(u)
dir.

Ornek 4.1. f(u)=3u, gu)=2J2u, 1=1, n=r/4, =1, ue(-0.5,0.25) ve u, =0
alinirsa VE(—O.45578J, 0.197374) elde edilir.  Space-like loksodromun yay
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uzunlugu 2.04566 dir. Helikoidal yiizey H (u,V)nin, meridyen egrisinin (V=0) ve
space-like loksodrom H (u,v(u)) nun grafikleri Sekil 4.1 deki gibidir:

Sekil 4.1. Space-like donme eksenli time-like helikoidal yiizey, space-like
loksodrom (mavi), space-like meridyen egrisi (yesil)

4.2. Space-like Meridyenli Time-like Eksenli Time-like Helikoidal Yiizey
Uzerindeki Space-like Loksodromlar

(9) daki helikoidal yiizeyi diisiinelim. Bundan dolay1 meridyen egrisini (v =sabit)
H(u) =(—f (u)sinv, f (u)cosv, g(u) +Av) (45)
seklinde yazabiliz. H(u) meridyen egrisinin u ya gore tiirevi
H, () =(—f'(u)sinv, f'(u)cosv, g'(u)) (46)

seklindedir. H(u) meridyen egrisi space-like oldugundan VYueJcR igin

f2(u)—g%(u) =1 dir.
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H helikoidal ylizeyinin birinci temel formunun katsayilar1 asagidaki gibidir:
E=1, F=-Ag'(u) ve G=f?*(u)-A° (47)
(47) esitlikleri (13) de yerine yazilirsa H helikoidal ylizeyinin birinci temel formu
ds® =du® —24g’(u)dudv + (f *(u) — A*)dv? (48)
seklindedir.

H helikoidal yilizeyinin time-like olmasi i¢in gerek ve yeter sart YueJ — R igin

EG-F?=f?(u)-A°f'?(u) <0 olmasidr.

Space-like loksodrom egrisi ile space-like meridyen egrisi arasindaki sabit 7 Lorentz

time-like agis1 onlarin tanjant vektorleri arasindaki a¢i yardimiyla tanimlanir ve

asagidaki formiil ile bulunur.

du—Ag'(u)dv

- 49
Jdu? =229’ (u)dudv + (£ 2(u) — A2)dv? (49)

gcoshn =

Bu esitlikten space-like loksodromun diferansiyel denklemi
2 2 2 2.2 dv )’ ' L, dv
(—cosh n(f (u)—4A)+A4°g (u)) 3 +229'(u)sinh ﬂa=5mh n  (50)

dir. Buradan genel ¢6ziim

. I 225inh? g'(u) + &+Jsinh? 25p(= £ 2(u) + 2292 (u) + 47)

du, e=+1 51
—2cosh? (2 (u)—22)+ 24292 (u) ¢ (1)

Ug
dir.

Ornek 4.2. f(u)=u, g(u)=3, A1=3, n=x/6, e=-1, ue (—2,2) ve u, =0 alinirsa
Ve (—0.350614, 0.350614) elde edilir. Space-like loksodromun yay uzunlugu
3.50804 tiir. Helikoidal yiizey H (u,Vv) nin, meridyen egrisinin (V=0) ve space-like
loksodrom H (u,v(u)) nun grafikleri Sekil 4.2 deki gibidir:
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Sekil 4.2. Time-like donme eksenli time-like helikoidal yiizey, space-like
loksodrom (mavi), space-like meridyen egrisi (yesil)

4.3. Space-like Meridyenli Light-like Eksenli Time-like Helikoidal Yiizey
Uzerindeki Space-like Loksodromlar

(10) daki helikoidal yiizeyi diisiinelim. Bundan dolay1r meridyen egrisini (v =sabit)
2 2

H(U){V(f(U)—g(u))&l—vg)f(U)+V39(U)+iv,—VEf(U)+(1+VE)9(U)+/1VJ (52)

seklinde yazabiliriz. Bu denklemin u ya gore tlirevi

V2

HU(U){Vf '(u)—Vgl’(u),(l—g)f’(u)+ 5

g'(u),—vg f(u) +(1+V5)g'(u)j (53)

dir.  H(u) meridyen egrisi space-like oldugundan VYueJcR igin

f'2(u)—g'*(u) =1 dir.
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H yiizeyinin birinci temel formunun katsayilari
E=-1, F=A(f'(u)-g'(t)) ve G=(f(u)-g(u))’ (54)
dir. Boylece (54) ve (13) esitliklerinden H yiizeyinin birinci temel formu
ds? =—du® + 24 ( f'(u)—g'(u))dudv+( f (u)- g(u))2 dv? (55)
seklindedir.

H(u,v) helikoidal yiizeyinin time-like olmas1 igin gerek ve yeter sart Vue J c R

igin EG—F2=(f(u)-g(u))’ —A%(f'(u)—g'(u))’ <0 olmasidir.

Daha o6nce de belirtildigi gibi space-like loksodrom egrisinin space-like meridyen

egrisini kestigi H (u,Vv) noktasinda olusan sabit r Lorentz time-like ag1

du+A(f'(u)—g'(u))dv
\/duz +2A(f'(u)—g'(u))dudv +( f (u)- g(u))2 av®

gcoshzy = (56)

esitligi ile verilir. (56) esitliginden space-like loksodromun diferansiyel denklemi

asagidaki gibi elde edilir:

(—COSh2 77( f(u)— g(U))2 + 12 ( f'(u)— g’(U))z)(j_Zj
(57)

—2Asinh?n(f'(u) - g’(u)):—: =sinh’7n

(57) diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimii

VZ}Z/‘tsinh n(f'(u)—g’(u))+g\/sinh 2772(4 (f'(u)-g'() _(zf(U)_g(U)) )du, ¢ —+1(58)
. —2cosh® n( f(u)—g(u)) +22%(f'(u)-g'(u))

dir.
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Ornek 4.3. f(u)=sinhu, g(u)=coshu, 1=+2, n=7/3, =1 ue(-05,0.25) ve
U, =0 alinirsa ve(—2.130116,2.95097) elde edilir. Time-like loksodromun yay

uzunlugu 4.50221 dir. Helikoidal yiizey H (u,v) nin, meridyen egrisinin (Vv=1) ve
space-like loksodrom H (u,v(u)) nun grafikleri Sekil 4.3 deki gibidir:

Sekil 4.3. Light-like donme eksenli time-like helikoidal yiizey, space-like
loksodrom (mavi), space-like meridyen egrisi (yesil)
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5. TIME-LIKE MERIDYENLI TIME-LIKE HELIKOIDAL
YUZEY UZERINDEKI SPACE-LIKE LOKSODROMLAR

Bu boliimde sirasiyla space-like, time-like ve light-like donme eksenlerine gore time-
like helikoidal yiizeyler tizerindeki time-like meridyenlerle sabit a¢1 yapan space-like
loksodromlarin diferansiyel denklemleri bulunacaktir. Ayrica bazi Ornekler

verilecektir.
Tamm 5.1. E} de u space-like vektor ve v time-like vektor olsun. Bu durumda
|<u,v>|=]|uf|v|sinh ¢ (59)

olacak sekilde bir tek ¢ >0 reel sayisi vardir. Burada ¢ ye u ile v arasindaki

Lorentz time-like ac1 denir [19].

Tamim 5.2. Time-like meridyenli time-like helikoidal yiizey tizerindeki time-like

meridyenleri sabit ¢ Lorentz time-like agisiyla kesen space-like egriye loksodrom

denir.

5.1. Time-like Meridyenli Space-like Eksenli Time-like Helikodal Yiizey
Uzerindeki Space-like Loksodromlar

(8) deki helikoidal yiizeyi diigiinelim. Buradan meridyen egrisini (v =sabit)
H(u) =(f(u)+Av,g(u)sinhv, g(u)coshv) (60)
seklinde yazabiliriz. Bu ifadenin u ya gore tiirevi
H, (u) =(f'(u), g'(u)sinhv, g'(u)coshv) (61)

dir.  H(u) meridyen egrisi time-like oldugundan YueJcR  igin

<H, (u),H,u)>=f?u)-g”?u)=-1 dir.
H helikoidal ylizeyinin birinci temel formun katsayilar

E=-1, F=Af'(u) ve G=9g°()+A4° (62)



dir. Boylece (62) ve (13) esitliklerinden H helikoidal yiizeyinin birinci temel formu
ds® =—du® + 24 f'(u)dudv + (g (u) + A*)dv? (63)
ile verilir.

H helikoidal yiizeyi  time-like  tir. Ciinkti YuelJ cR icin
EG-F*=-1°g"*(u)-g°(u) <0 dir.

Space-like loksodrom ile time-like meridyen arasindaki sabit ¢ Lorentz time-like

acist diferansiyel geometride asagidaki formiille verilir:

—du+Af'(u)dv
J—du? + 22 f'(u)dudv + (g% (u) + 22)dv?

esinhgp = (64)

(64) esitliginden space-like loksodromun diferansiyel denklemi asagidaki gibi elde

edilir:
2 2 2 2¢12 dv )’ 2 erp o QV 9
(sinh? p(g° (u) + A7) - A* £ % (u) ) o +2cosh? pf (u)a=cosh o. (65)

(65) diferansiyel denkleminin genel ¢oziimii

u 2 , . 2 2 2¢£12 2
v [ A o () +osinh? 2p(g* (W + A*F (W +2%) (66)

~2sinh? p(g?(u) + A?) + 247 ?(u)
dir.

Ornek 5.1. f(u)=1 g(u)=u, A=1 p=7x/4, ¢=1u e(—2,2) ve u, =0 alinirsa
Ve (—2.20135, 2.20135) elde edilir. Space-like loksodromun yay uzunlugu 4.60474
tir. Helikoidal ylizey H(u,Vv)nin, meridyen egrisinin (v=0.1) ve space-like

loksodrom H (u,v(u)) nun grafikleri asagidaki gibidir:
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Sekil 5.1. Space-like donme eksenli time-like helikoidal yiizey, space-like
loksodrom (mavi), time-like meridyen egrisi (yesil)

5.2. Time-like Meridyenli Time-like Eksenli Time-like Helikoidal Yiizey
Uzerindeki Space-like Loksodromlar

(9) daki helikoidal yiizeyi diisiinelim. Meridyen egrisi (v =sabit)
H(u) =(—f (u)sinv, f (u)cosv, g(u) +Av) (67)
seklindedir. H(u) meridyen egrisinin u Yya gore tiirevi
H, (u) =(—f'(u)sinv, f'(u)cosv, g'(u)) (68)

seklindedir. H(u) meridyen egrisi time-like oldugindan YueJcR igin

f2(u)—g?(u) =1 dir.
H helikoidal ylizeyinin birinci temel formunun katsayilari
E=-1, F=-Ag'(u) ve G= f?(u)-A? (69)

dir. Boylece (69) ve (13) esitliklerinden H helikoidal yiizeyinin birinci temel formu
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ds? = —du? —24g’(u)dudv + (f 2(u) — A?)dv? (70)
seklindedir.

H(u,v) yiizeyi time-like dir. Ciinkii YueJcR icin
EG-F*=-A°f"*(u)— f*(u) <0 dir.

Space-like loksodrom egrisi ile time-like meridyen egrisi arasindaki sabit ¢ Lorentz

time-like agisi onlarin tanjant vektorleri arasindaki agidir. Asagidaki formiil ile

bulunur.

—du—Ag'(u)dv
J—du? =249’ (u)dudv + (2 (u)— 22)dv?

esinh g = (71)

Bu esitlikten space-like loksodromun diferansiyel denklemi
s 12 2 2 2,12 dv ’ s .~ adv 9
(sinh? p(2(u) - 4%) - A% (u) +) o —2Acosh? pg (u)d—=cosh o (72
u u

dir. Buradan genel ¢6ziim

. j» 24.cosh® pg’(u) +g\/”sinh2 20(f2(U)+A%9"%(u) - 1%)

du, e=+1 (73
25inh? (2 (U) - A7) — 279" (u) e (73)

dir.
Ornek 5.2. fU)=+3u, gu)=2u, 1=2, p=7r/6, =1 ue(119) ve u,=0
alinirsa VE(—O.907812,—0.441097) elde edilir. Space-like loksodromun yay

uzunlugu 1.76481 dir. Helikoidal yiizey H(u,v) nin, meridyen egrisinin (V=-0.7)

ve space-like loksodrom H (u,v(u)) nun grafikleri asagidaki gibidir:
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Sekil 5.2. Time-like donme eksenli time-like helikoidal yiizey, space-like
loksodrom (mavi), time-like meridyen egrisi (yesil)

5.3. Time-like Meridyenli Light-like Eksenli Time-like Helikoidal Yiizey
Uzerindeki Space-like Loksodromlar

(10) daki helikoidal yiizeyi diisiinelim. Boylece meridyen egrisini (v =sabit)

2 V2

H(u) = [v( f(u)-g(u)), (1—"?) f (u)+VEg(u) 2y, () +(1+V?)g(u)+/1vj (74)
seklinde yazabiliriz. Bu ifedenin u ya gore tiirevi
V2 V2 V2 V2
H, ()= [Vf "(u)—vg'(u), (1—?) f'(u) 5 g'(u), ) f'(u)+ @1+ ?)g'(u)J (75)

dir. H() meridyen egrisi time-like oldugundan VYueJcR  igin

f'?(u) —g'*(u) =1 dir.
H helikoidal yiizeyinin birinci temel formunun katsayilar

E=-1, F=A(f'(u)-g'(u)) ve G=(f(u)-g(u))’ (76)
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seklindedir. Boylece (76) ve (13) esitliklerinden H helikoidal yiizeyinin birinci

temel formu
ds? = —du? + 22 ( £'(u) - g'(u) )dudv+( f (u)—g(u))’ dv? (77)

seklindedir.

H helikoidal ~ ylizeyi  time-like  tir. Ciinkt YueJ cR igin
EG-F2=-22(f'(u)-g'(u))’ —(f(u)-g(u))’ <O du.

Daha o6nce de belirtildigi gibi H(u,Vv) noktasinda space-like loksodrom egrisi ile

time-like meridyen egrisi arasindaki sabit ¢ Lorentz time-like agis1

—du+A(f'(u)—g'(u))dv
\/—duz +2A(f'(u)—g'(u))dudv +( f (u)- g(u))2 av?

esinhp = (78)

esitligi ile verilir. (78) esitliginden space-like loksodromun diferansiyel denklemi

asagidaki gibi elde edilir:

H 2 2 i ’ d ’
(sinh® o (u)-g(u))* = 2%('(u)-g (u))z)(d—n
(79)
+2Acosh® p(f'(u)—g'(u)) j—z =cosh® ¢
(79) diferansiyel denkleminin genel ¢oziimii
w 24.cosh? o( f'(u)—g' inh? 20 (( f (U)—g(u))’ +22(F'(U)-g'(u))’
ot (')~ g'(e))+2,sinh* 20(( () - g(W) + 27 (') -g'W) R

. —~2sinh? p( f (u)-g(u))’ +242(f'(u)-g'(u))’

seklinde bulunur.
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Ornek 5.3. f(u)=coshu, g(u)=sinhu, 1=2, p=1, e=-1, ue(-21) ve u, =0
alimrsa v e(-5.785,2.9111) elde edilir. Space-like loksodromun yay uzunlugu
14.6361 dir. Helikoidal yiizey H(u,v) nin, meridyen egrisinin (Vv=-2) Ve space-
like loksodrom H (u,v(u)) nun grafikleri asagidaki gibidir:

Sekil 5.3. Light-like donme eksenli time-like helikoidal yiizey, space-like
loksodrom (mavi), time-like meridyen egrisi (yesil)

Yorum5.1. (66), (73) ve (80) denklemlerinde A=O0alimrsa ES deki time-like

meridyenli time-like helikoidal yiizeyler tiizerindeki space-like loksodromlarin

diferansiyel denklemleri E} deki time-like meridyenli time-like donel yiizeylerdeki

space-like loksodromlarin diferansiyel denklemi ile ¢akisir.
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6. SPACE-LIKE MERIDYENLI TIME-LIKE HELIKOIDAL
YUZEY UZERINDEKI TIME-LIKE LOKSODROMLAR

Bu boliimde sirasiyla space-like, time-like ve light-like donme eksenlerine sahip
time-like helikoidal yiizeyler tizerindeki space-like meridyenlerle sabit a¢1 yapan
time-like loksodromlarin diferansiyel denklemlerini olusturulacaktir. Ayrica

Mathematica programi yardimiyla bazi 6rnekler verilecektir.

Tanmm 6.1. E} de, u space-like vektor ve v time-like vektor olsun. Bu durumda
|<u,v>|=]|uf|v|sinh ¢ (81)

olacak sekilde bir tek @ >0 reel sayis1 vardir. Burada ¢ ye u ile v arasindaki

Lorentz time-like ac1 denir [19].

Tamm 6.2. E’ de, space-like meridyenli time-like helikoidal yiizey iizerindeki
space-like meridyenleri sabit ¢ Lorentz time-like agisiyla kesen time-like egriye

loksodrom denir.

6.1. Space-like Meridyenli Space-like Eksenli Time-like Helikodal Yiizey
Uzerindeki Time-like Loksodromlar

(8) deki helikoidal yiizeyi diisiinelim ve ayrica YueJ cR igin f'?(u)—g*(u)=1
oldugunu varsayalim. Yani p=pU) profil egrisi yay-parametresiyle

parametrelendirilsin. Meridyen egrisi (v =sabit)
H(u) =(f (u)+Av,g(u)sinhv, g(u)coshv) (82)
seklindedir. Bu esitligin u ya gore tiirevi
H, (u)=(f'(u),g'(u)sinhv, g'(u)coshv) (83)

dir. H (u) meridyen egrisi ile S(u) profil egrisi ayn1 koszul karaktere sahiptir. Clinkii

YueJ cR igin f'*(u)—g’*(u) =1 dir.



H helikoidal yiizeyinin birinci temel formunun katsayilar
E=<H,,H,>=1, F=<H_, H,>=4f'(u) ve G=<H,_,H, >=g°(u)+A4° (84)
dir. Boylece (84) ve (18) esitliginden birinci temel form
ds® =du®+ 24 f'(u)dudv + (g*(u) + A*)dv? (85)
seklindedir.

H helikoidal yiizeyinin time-like olmast i¢in gerek ve yeter sart YueJ — R igin

EG-F?=1%g"*(u)—g*(u) >0 olmasidir.

a(t) time-like loksodrom egrisinin (uv)-diizlemindeki (u(t),v(t)) egrisinin H
altindaki goriintiisii oldugunu varsayalim. {Hu, HV} bazina gore «'(t) tanjant
vektorii (u’,v') koordinatlarina ve H tanjant vektériide (1,0) koordinatlarmna sahip
oldugundan dolay1 time-like loksodromun space-like meridyeni sabit ¢ Lorentz

time-like agiyla kestigi H (u,v) noktasinda

esithg = <a'(t)H, > _ Edu + Fdv
e’ @[ H. | J—Edu? - 2Fdudv — Gdv? \E
du+Af'(u)dv

J—du? =22 '(u)dudv — (g?(u) + 22)dv?.

(86)

esitligi vardir.

Bu denklem diizenlenirse space-like meridyenli space-like eksenli time-like

helikoidal yiizey tizerindeki time-like loksodromlarin diferansiyel denklemi
212 . 2 2\ AV ’ ' , \av 2
(477 (u)+sinh? p(g®(u) + 2%) ) o +(24'(u)cosh (p)d—=—cosh ¢ (87)
u u

dir. Boylece time-like loksodromun diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimii
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y , 2 S 12 2£12 201y — 22
e AKOLEL p+oySin’ 20 AW+ G W-A)y 4y gg

2sinh?® p(g*(u) + A%) +247 1% (u)

dir.

Ornek 6.1. f(u)=2u, g(u)= J3u, 1=2, p=2, ¢=1 ue(-11) ve u, =0 alinirsa
Ve (—0.139041, 0.139041) elde edilir. Time-like loksodromun yay uzunlugu
0.845363 diir. Helikoidal yiizey H(u,v) nin, meridyen egrisinin (v=0) ve time-
like loksodrom H (u,v(u)) nun grafikleri asagidaki gibidir:

Sekil 6.1. Space-like donme eksenli time-like helikoidal yiizey, time-like
loksodrom (mavi), space-like meridyen egrisi (yesil)

6.2. Space-like Meridyenli Time-like Eksenli Time-like Helikoidal Yiizey
Uzerindeki Time-like Loksodromlar

(9) daki helikoidal yiizeyi diisiinelim. Bdylece meridyen egrisini (v =sabit)

H (u) =(—f (u)sinv, f(u)cosv, g(u) +Av) (89)
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seklindedir. Bu ifadenin u ya gore tiirevi
H,(u) =(—f'(u)sinv, f'(u)cosv, g'(u)) (90)

dir. H (u) meridyen egrisi ile f(u) profil egrisi ayn1 koszul karaktere sahiptir. Clinkii

YuelJcR igin f'?(u)—g’*(u)=1 dir.
H helikoidal yiizeyinin birinci temel formunun katsayilari
E=<H, H,>=1 F=<H,,H,>=-4g'(u) ve G=<H_,H, >=f*u)-1*> (91)
dir. Buradan birinci temel form
ds® =du®—2Ag'(u)dudv + ( f *(u) — A*)dv? (92)
seklindedir.

H(u,v) yilizeyinin time-like olmasi i¢in gerek ve yeter sart YueJcR igin

EG-F?=22f"(u)— f?(u) >0 olmasidr.

Time-like loksodrom egrisi ile space-like meridyen egrisi arasindaki sabit Lorentz

time-like agisi onlarin H(u,v) noktasindaki tanjant vektorleri ile tanimlanir ve

asagidaki esitlikle verilir:

du—Ag'(u)dv
J-du? +24g'(u)dudv — (f?(u)— A%)dv?

gsinhg = (93)

Bu esitlik diizenlenirse time-like loksodromun diferansiyel denklemi

(/lzg’z(u)+sinh2(p(f2(u)—/12))(%j —(ug'(u)coshzgp)j—‘lj:-cosh2(p (94)

seklindedir. Buradan da genel ¢6ziim

u ' 2 ) 2,020\ £2 2
V:J-ZAg (u)cosh g0+8\/SInh 2p(A°g" (W) - (u)+4 )du, f=tl (95)

2sinh® (% (u) - A%)+24%9"*(u)

Uo
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dir.

Ornek 6.2. f(u)=u, gu)=2, 1=2, p=1 =1 ue(-2,2) ve u,=0 alirsa
Vv e(—2.06251, 2.06251) elde edilir. Time-like loksodromun yay uzunlugu 0.70184
diir. Helikoidal yiizey H(u,v) nin, meridyen egrisinin (v=0) ve time-like

loksodrom H (u,v(u)) nun grafikleri asagidaki gibidir:

Sekil 6.2. Time-like donme eksenli time-like helikoidal yiizey, time-like
loksodrom (mavi), space-like meridyen egrisi (yesil)

6.3. Space-like Meridyenli Light-like Eksenli Time-like Helikoidal Yiizey
Uzerindeki Time-like Loksodromlar

(10) daki helikoidal yiizeyi diisiinelim. Meridyen egrisini (v =sabit)
% % % %
H(u) = [V( f(u)- g(u)),(l—?) f(u) ey g(u) +Av, ) f(u)+@+ ?)g(“) +iVJ (96)

seklindedir. Bu ifadenin u ya gore tiirevi

H, (u) =(vf '(u)—vg'(u),(l—%) f '(u)%g'(u),—% f(u) +(1+V5)g'(u)]. (97)
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dir. H(u) meridyen egrisinin space-like olmasi i¢in gerek ve yeter sart VueJ c R

icin f'?(u)—g'*(u) =1 olmasidur.
H helikoidal yiizeyinin birinci temel formunun katsayilar
E=1, F=A(f'(u)-g'(u)) ve G=(f(u)-g(u))’ (98)
dir. Boylece birinci temel form
ds? = du® +24( f'(u)—g'(u))dudv +( f (u)— g(u))2 dv? (99)
ile verilir.

H(u,v) vylizeyinin time-like olmasi i¢in gerek ve yeter sart YueJ cR igin

EG-F2=22(f'(u)-g'(u))’ —(f(u)—g(u))* >0 olmasidir.

Buradan time-like loksodrom egrisi ile space-like meridyen egrisi arasindaki sabit

Lorentz time-like acis1 asagidaki formiil ile bulunur:

du+A(f'(u)—g'(u))dv

gsinhg = — (100)
\/—duz—22(f’(u)—g'(u))dudv—(f(u)—g(u)) dv®
Bu denklem diizenlenirse time-like loksodromun diferansiyel denklemi
2 ' ' 2 ) 2\( dv ?
(/1 (F/(u)—g'(u))’ +sinh? o( f (u)—g(u)) ) o
u (101)

+ (21( f'(u)-g’(u))cosh’ go)ﬂ =—cosh® ¢
du

dir. Bu denklemin genel ¢6ziimii

V='“[2/1(f’(u)—g’(u))cosh2go+g\/sinh22(p(/12(f’(u)—g’(u))z—(f(u)—g(u))z)du g (102)
. 2sinh? o (f (u)—g(u))* +222( f'(u)—g'(u))’ o

dir.
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Ornek 6.3. f(u)=sinhu, g(u)=coshu, 1=2, =1 e=1 ue(-11) ve u,=0
almirsa v e (—0.192045,0.505886) elde edilir. Time-like loksodromun yay uzunlugu

0.338181 dir. Helikoidal yiizey H (u,Vv)nin, meridyen egrisinin (v=0.2) ve time-
like loksodrom H (u,v(u)) nun grafikleri asagidaki gibidir:

Sekil 6.3. Light-like donme eksenli time-like helikoidal yiizey, time-like
loksodrom (mavi), space-like meridyen egrisi (yesil)
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7. TIME-LIKE MERIDYENLI TIME-LIKE HELIKOIDAL
YUZEY UZERINDEKI TIME-LIKE LOKSODROMLAR

Bu boliimde sirasiyla space-like, time-like ve light-like donme eksenlerine gore time
like helikoidal yiizeyler lizerindeki time-like meridyenlerle sabit ag1 yapan time-like

loksodromlarin diferansiyel denklemlerini bulacagiz.

Tanim 7.1.E} de u ve v aym time-like konide yatan iki time-like vektor olsun. Bu

durumda
<u,v>=—|ul|V]|cosh & (103)

olacak sekilde bir tek €>0 reel sayisi vardir. Burada € ya u ile v arasindaki

Lorentz time-like a¢1 denir [19].

Tamim 7.2. Time-like meridyenli time-like helikoidal yiizey tizerindeki time-like
meridyenleri sabit & Lorentz time-like agisiyla kesen time-like egriye loksodrom

denir.

7.1. Time-like Meridyenli Space-like Eksenli Time-like Helikodal Yiizey
Uzerindeki Time-like Loksodromlar

(8) deki helikoidal yiizeyi diistinelim. S(u) profil egrisi birim hizli oldugundan

f'?(u) —g'*(u) =1 olacaktir. Meridyen egrisini (v =sabit)
H(u) =(f(u)+Av,g(u)sinhv, g(u)coshv) (104)
seklindedir. Bu ifadenin u ya gore tiirevi
H, (u) =(f'(u), g'(u)sinhv, g'(u)coshv) (105)

dir. H(u) meridyen egrisinin time-like olmasi i¢in gerek ve yeter sart YueJ c R

icin f'?(u)—g'*(u) = -1 olmasidr.



H helikoidal yiizeyinin birinci temel formun katsayilar
E=-1, F=Af'(u) ve G=9g°)+A? (106)
dir. Boylece birinci temel form
ds® =—du® + 2 f'(u)dudv + (g (u) + A*)dv? (107)
ile verilir.

H helikoidal yizeyi  time-like  tir.  Cilinki YueJcR icin
EG-F*=2%g"*(u)+g*(u) >0 dir.

a(t) time-like loksodrom egrisinin (uv)-diizlemindeki (u(t),v(t)) egrisinin H
altindaki goriintiisii oldugunu varsayalim. {Hu, HV} bazina gore «'(t) tanjant
vektorii (u’,v’) koordinatlarina ve H, tanjant vektoriide (1,0) koordinatina sahip

oldugundan dolay1 time-like loksodromun time-like meridyeni sabit & Lorentz time-

like acis1yla kestigi H (u,Vv) noktasinda

—du+Af'(u)dv

108
\/du2 —2Af'(u)dudv —(g*(u) + A*)dv? (108)

—cosh @ =

esitligi vardir. Bu denklemden time-like meridyenli space-like eksenli time-like
helikodal yiizey tizerindeki time-like loksodromlarin diferansiyel denklemi asagidaki

gibi elde edilir:

(A% (u) +cosh? 9(g2(u)+12))(ﬂj +(24f(u)sinh? e)ﬂ =sinh?6. (109)
du du

Bu diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii

u o ' o2 P2 2¢12 2 2
V:J- 2AF'(u)sinh 0+g\/3|nh 204 f"“(u)+g°(u)+ 4 )du, fo4l (110)

2cosh? 8(g*(u) + A%) + 212 "% (u)
dir.
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Ornek 7.1. f(u)=1 gu)=u, 1=1 6’=%, e=1,ue(01) ve u,=0 almrsa

Vv 6(0,0.407298) elde edilir. Time-like loksodromun yay uzunlugu 0.886819 dur.
Helikoidal yiizey H(u,v) nin, meridyen egrisinin (v =0.25) ve time-like loksodrom

H (u,v(u)) nun grafikleri asagidaki gibidir:

Sekil 7.1. Space-like donme eksenli time-like helikoidal yiizey, time-like
loksodrom (mavi), time-like meridyen egrisi (yesil)

7.2. Time-like Meridyenli Time-like Eksenli Time-like Helikoidal Yiizey
Uzerindeki Time-like Loksodromlar

(9) daki helikoidal yiizeyi diisiinelim. Meridyen egrisini (v =sabit)
H (u) =(—f (u)sinv, f (u)cosv, g(u) + Av) (111)
seklindedir. H (u) meridyen egrisinin u ya gore tlirevi

H, (u) =(—f'(u)sinv, f'(u)cosv, g'(u)) (112)
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seklindedir. H(u) meridyen egrisinin time-like olmasi i¢in gerek ve yeter sart

VueJ cR igin f'?(u)—g"*(u) =-1 olmasidir.
H helikoidal yiizeyinin birinci temel formunun katsayilari
E=-1, F=-Ag'(u) ve G=f?*(u)-A4° (113)
dir. Boylece birinci temel form
ds® = —du®—24g’(u)dudv + ( f *(u) — A%)dv? (114)
seklindedir.

H(u,v) ylizeyi time-like dir. Cunki YueJcR icin
EG-F?=22f"*(u)+ f?(u) >0 du.

Time-like loksodrom egrisi ile time-like meridyen egrisi arasindaki sabit Lorentz

time-like agis1 asagidaki formiil ile bulunur.

—du—Ag'(u)dv

—cosh @ = .
Jdu? + 229’ (u)dudv — ( 2(u) — A2)dv?

(115)
Bu esitlikten time-like loksodromun diferansiyel denklemi
dv

(479" (u) +cosh’ e(fZ(u)—zZ))(aj —(249'(u)sinh’ 0)3—5=sinh2 0  (116)

dir. Buradan genel ¢6ziim

u ' P2 ) 2412 200 _ 32
V:.[Zﬂ,g (u)sinh 9+g\/3|nh 20479 (W+f(u)—4 )dU,SZil (117)

2cosh? @(f2(u)-A%)+24%g"*(u)
dir.

Ornek 7.2. f(U)=u, g(u)=v2u, A=1 0=1/4, e=-1 ue(01/4) ve u,=0

almirsa v e(-0.07159,0) elde edilir. Time-like loksodromun yay uzunlugu
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0.129974 tiir. Helikoidal yiizey H(u,v) nin, meridyen egrisinin (vV=-0.04) ve

time-like loksodrom H (u,v(u)) nun grafikleri agagidaki gibidir:

Sekil 7.2. Time-like donme eksenli time-like helikoidal yiizey, time-like
loksodrom (mavi), time-like meridyen egrisi (yesil)

7.3. Time-like Meridyenli Light-like Eksenli Time-like Helikoidal Yiizey
Uzerindeki Time-like Loksodromlar

(10) daki helikoidal yiizeyi diisiinelim. Meridyen egrisini (v =sabit)

V2 V2 V2 V2
H(u)= [V( f(u)- g(u)),(l—?) f(u) +EQ(U) +/1v,—3 f(u)+@+ E)g(“) +/1VJ (118)
seklindedir. Bu denklemin u ya gore tlirevi

Hu(u){vf'(u)—vg'(u),(l—%)f'(u)%g'(u),—v?f'(u)+(1+V5)g'(u)j (119)

dir. H(u) meridyen egrisinin time-like olmasi i¢in gerek ve yeter sart VueJ c R

i¢in f'?(u)—g'?(u) = -1 olmasidr.
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H helikoidal yiizeyinin birinci temel formunun katsayilari
E=-1, F=A(f'(u)-g'(u)) ve G=(f(u)-g(u))’ (120)
dir. Boylece birinci temel form
ds? =—du® + 24 ( f'(u)—g'(u))dudv+( f (u)- g(u))2 dv? (121)
ile verilir.

H helikoidal yiizeyi time-like tir. Ciinkii YueJcR icin
EG-F2=22(f'(u)-g'(u))’ +(fu)-g(u))* >0 dr.

Time-like loksodrom egrisi ile time-like meridyen egrisi arasindaki sabit time-like

acl

du+A(f'(u)—g'(u))dv

—coshd =
\/—duz —22(f'(u)-g'(u))dudv—( f(u)- g(u))2 dv®

(122)

esitligi ile verilir. Bu esitlikten time-like loksodromun diferansiyel denklemi

asagidaki gibi elde edilir:

(/12 (f'(u)—g'(u)) +sinh? o ( f (u)- g(u))z)(j_\lj)
(123)

+(24(f'(u) - g'(u)) cosh? e)ﬂ =—cosh? 6
du

Bu diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii

- f 2(f'(u)- g’(u))-coshz 9+g\/sinh2 2?(12 (f'(u)-g'(u)) —2( f(u)— g(u))z)du’ o 11(124)
" 2sinh? §( f (u)—g(u)) +24°(f'(u)-g'(u))

dir.
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Ornek 7.3.  f(u)=coshu, g(u)=sinhu, 1=1 =1 ¢=1, ue(12) ve u,=0
almirsa Ve (—0.601447, 2.23635) elde edilir. Time-like loksodromun yay uzunlugu
1.256 dir. Helikoidal yiizey H (u,Vv)nin, meridyen egrisinin (v=1.5) ve time-like
loksodrom H (u,v(u)) nun grafikleri asagidaki gibidir:

Sekil 7.3. Light-like donme eksenli time-like helikoidal yiizey, time-like
loksodrom (mavi), time-like meridyen egrisi (yesil)

Yorum 7.1. (110), (117) ve (124) denklemlerinde A=0alinirsa E} deki time-like

meridyenli time-like helikoidal yiizeyler tizerindeki time-like loksodromlarin
diferansiyel denklemleri E deki time-like meridyenli time-like donel yiizeylerdeki

time-like loksodromlarin diferansiyel denklemi ile ¢akisir.
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SONUC

Babaarslan ve Munteanu, Minkowski 3-uzayindaki space-like veya time-like
meridyenli donel yiizeyler iizerindeki time-like loksodromlarin diferansiyel
denklemlerini bulmustu [3]. Ayrica Babaarslan ve Yayli, Minkowski 3-uzayinda
space-like veya time-like meridyenli donel yiizeyler tizerindeki space-like
loksodromlarin diferansiyel denklemlerini bulmustu [4]. Donel ylizeylerin bir dogal
genellemesi helikoidal yiizeyler oldugundan bu ¢alismalart genellestirerek
Minkowski 3-uzayinda space-like veya time-like meridyenli helikoidal yiizeyler
tizerindeki space-like ya da time-like loksodromlarin diferansiyel denklemleri

bulundu ve Mathematica program kullanilarak bazi 6rnekler verildi.
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