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OZET

Gilindelik yagamimizda, pratik problemlerin ¢oziimiinde, ilmi arastirmalarda kesin
determinizmin saglanmadigi hallerle daima karsilagiriz. Dogada karsilagtigimiz olaylarda
rastlantiligin olgusunu yalmz tespit etmek dogadan istifade etmek i¢in veya bir sira olaylart
kontrol etmek igin yeterli olmuyor. Olaylarin miktarca degerlendirilmesi yontemlerini ve
boyle olaylarin gidisini 6nceden belirleme metotlarini 6grenmek giinceldir. Bu hem pratik
hem de teorik problemlerin ¢oziimii i¢in gereklidir. Boyle problemlerin ¢oézimi ve
incelenmesi metotlar1 matematigin iki dalinda olasilik teorisi ve matematiksel istatistik

dallarinda yapilir.

Bu tezde olasilik teorisi ve matematiksel istatistigin esas elemanlar1 ve prensipleri ele alinip
Ogrenildi ve bir¢cok ornekte incelenmesi yapildi. Bu tezde olasilik teorisinin ve matematiksel
istatistigin onemli teoremleri ispatlar ile birlikte verildi ve bu esas ozellikler 6rneklerde

incelendi.

Anahtar Kelimeler: Olasilik Teorisi, Istatistik, Kolerasyon, Tesadiifi Fonksiyonlar
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ABSTRACT

In our daily/casual life we face ,in scientific research the state which exact determiantion
isn’t provided in thr solution or practical problems.It isn’t enough to control the events series
or to benefit from nature to only detect the concept of coincidence in the events of nature that
we face.The learning of methods of detecting in advanse of such events and the methods of
detecting in advance of such event and the methods of the amount of the events is
current. This is necessary fort he solutsons of the problems and examination methods are
done in two branches of mathematic,the possibility hteary and mathematical statistic.In this
paper/thesis.It is handled and leanit that possibility theary,the main elements of mathematic
statistic and its principles and it is examined in a lot of examples.In this paper/thesis it is
given that the proof of important mathematical statistic teorems and possibility theoryy and

these main features are examined with examples.

Keywords: Probability theory , statistics, correlation , Random Functions
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR LiSTESI
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. n Elemanli Kiimenin Kombinasyonlarinin Sayisi
. n Elemanin m Elemanli Kombinezonlarinin Sayisi

. A Olaymnin Olasilig1

:n Sayida A, A, A..., A Olaylarmin Toplami

:n Sayida A, A, A,..., A Olaylarinin Carpimi

: A Olaymin Aksi Olay1

: A olaymin B Olay1 Gergeklesmis Olmasit Durumunda Gergeklesmis

Olmasinin Olasilig1

: x Degiskeninin Beklenen Degeri

: x Rastgele Degiskenin Varyansi

: x Rastgele Degiskenin Varyansi

: X (t) Stokastik Prosesinin Matematik Gézlemesi Fonksiyonu

: Kolerasyon Fonksiyonu
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1.GIRIS

Gilindelik yasamimizda, pratik problemlerin ¢ozlimiinde, ilmi arastirmalarda kesin
determinizmin saglanmadigi hallerle daima karsilasiriz. Dogada karsilastigimiz
olaylarda rastlantiligin olgusunu yalniz tespit etmek dogadan istifade etmek i¢in veya
bir sira olaylar1 kontrol etmek icin yeterli olmuyor. Olaylarin miktarca
degerlendirilmesi yontemlerini ve bdyle olaylarin gidisini Onceden belirleme
metotlarint 6grenmek giinceldir. Bu hem pratik hem de teorik problemlerin ¢oziimii
i¢cin gereklidir. Boyle problemlerin ¢oziimii ve incelenmesi metotlar1 matematigin iki
dalinda olasilik teorisi ve matematiksel istatistik dallarinda yapilir.

Boylece, olasilik teorisinde tesadiifi olaylarin olasiligi, tesadiifi kemiyetler ve bu
kemiyetlerin sayisal karakteristikleri, beklenen degerleri, dispersiyonu, dagilim
fonksiyonlar1 tanimlanir ve 6zellikleri incelenir[1].

Her bir tesadiifi kemiyetin {istte gosterilen sayisal ve karakteristiklerini ve
kanunlarini belirlemek icin yeterli sayida deneyler ve miisahideler yapmak gerekir.
Bu deney ve miisahidelerin sonucglar1 ve ayn1 zamanda kaynaklardan alinmis olan
bilgiler ve degerler etrafli olarak Ogrenilir, analiz edilir, incelenir ve bdylece ele
alindig1 olay i¢in sayisal karakteristikler (beklenen degerler, dispersiyonlar) ve
kanunlar (dagilim fonksiyonlar1) belirlenir[2]. Rastgele (tesadiifi) olaylar tizere
yapilan miisahedelerin ve deneylerin sonuglarini nota almak, onlar1 gruplastirmak ve
analizini yapmak metotlar1 ve yontemleri matematiksel istatistikte belirlenir ve
Ogrenilip incelenir. Matematiksel istatistikte bir¢ok problemler ele alinir. Bunlardan
mesela, istatistik bilgilerin toplanilmasi ve gruplastirilmasi; rastgele (tesadiifi)
kemiyetlerin dagilim fonksiyonlarinin belirlenmesi; dagilim fonksiyonunun ele
alinmig rastgele (tesadiifi) kemiyete uygun gelen parametrelerin belirlenmesi; bir
tesadiifi (rastgele) kemiyetin baska bir rastgele kemiyetle baglantisinin
degerlendirilmesi[3]; belli olmayan dagilimin tipinin belirlenmesi; tipi belli olan
dagilimin parametrelerinin degerleri hakkinda faraziyelerin istatistik olarak
yoklanilmasi gibi problemleri gostermek olur[4].

Olasilik teorisinin ve matematiksel istatistigin metotlar1 ve sonuglar1 birgok alanda
uygulandigi gibi biyolojide, biyosistemlerde ve tipta cok genis sekilde istifade olunur
ve uygulanilir[5]. Mesela, néronlarin impulsunun aktifligi, beynin fonksiyonel
sistemi vs. Ogrenilir ve incelenir. Hafiza i¢in matematiksel modeller verilir ve

hafizanin ¢alisma mekanizmasi aragtirilir. Genetik problemlerinin incelenmesinde de



olasilik teorisi ve matematiksel istatistigin metotlar1 genis sekilde kullanilir. Hiicrede
enerjinin olusumu mekanizmi olasilik ve matematiksel istatistik yontemleriyle
incelenir. Hastaliklarin  belirlenmesindeki problemler olasilik teorisinin  ve
matematiksel istatistik metotlarinin uygulanmasiyla ¢o6ziiliir. Bu tezde olasilik
teorisinin ve matematiksel istatistik teorisinin uygulamada kullanilan metotlar1 ele
alinip incelenir[6-11].

Boylece, bu tezde olasilik teorisi ve matematiksel istatistigin esas elemanlar1 ve
prensipleri ele alinip 68renilir ve 6rneklerde incelemesi yapilir. Olasilik teorisinin ve
mateatiksel istatistigin Onemli teoremleri ispatlanir ve esas Ozellikleri 6rneklerde

incelenir.



2. KOMBINATORIAL ANALIZIN ESAS ANLAMLARI VE
SAYMA TEKNIiKLERIi

Bu boliimde herhangi bir sonlu kiimedeki elemanlarin sayisint veya herhangi bir
deneyin olast sonuglarinin sayisinin  sayilmadan bulunmasi ve hesaplanmasi
yontemlerinin Orneklerini verecegiz. Bu tir problemlerin ¢6ziim ydntemleri
matematigin kombinatorial analiz veya kombinatorika bolimiinde verilir.
Kombinatorial analizde genelde kiimeler ve onlarin elemanlarindan yapilmis
kombinasyonlarla ilgili problemler ¢oziiliir. Mesela, birbirinden farkli rakamlardan
olusan {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} kiimesinin elemanlarindan yapilmis 345, 534, 1036,
5671, 45 kombinasyonlarini ele alalim. Elemanlarin bu kombinasyonlarina dikkat
edersek goriiyoruz ki, bu kombinasyonlarin bazilar1 biri birinden rakamlarinin sirasi
ile ( mesela, 345 ve 534 ) bazilar1 onlara dahil olan rakamlarla (mesela, 1036 ve
5671), bazilar1 ise bunlarda bulunan rakamlarin sayisi ile (mesela, 345 ve 45)
farklilik gosterir.
Boylece, kiimenin elemanlarindan yapilan kombinasyonlarin ¢ok cesitli olduklarim
ve farklh sartlar1 sagladiklarini kolaylikla goriiyoruz. Kombinasyonlarin yapilma
kuralina bagli olarak, bunlardan sade ve Onemli olan {i¢ c¢esit kombinasyon
secilebilir:

1-Yer degistirme (permiitasyon),

2-Yerlestirme(aranjman),

3-Birlestirme (kombinezon).
Bunlarin burada ayr1 ayr1 tanimlarin1 verelim. Ama 6nce, kombinatorial analizde ve

matematigin diger boliimlerinde sik sik rastlanan faktoriyelin tanimini verelim.

2.1.Faktoriyel Anlam

1’ den n’ e kadar pozitif tam sayilarin carpimina n faktoriyel denir ve
n=1.2-3---(n-1)-n
olarak yazilir.

Ayrica, I'=1 ve 0!=1 olarak tanimlanir[2].

Ornek 2.1:
21=1-2 =2, 31=1-2-3 =6, 41=1-2-3-4 =24,
51=41 .5 =24-5 =120, 6!=5!-6 =120-6 =720,



71-51=51.6-7—-51 =51 (6-7- 1) =5! - 41 =120- 41 = 4920,
745 5l(6-7+1) 5M43 43
6! 56 56 6

Ornek 2.2: Asagidaki ifadeleri sadelestirin.

g gy (et L

(n-1)
Coziim:

a) (n+1)1=1.2-3---n-(n+1) ve n'=1.2.3---n
oldugundan

(n+2)_ oy
n!

bulunur.
b) (n+1)1=1-2-3---(n—1)-n-(n+1)
(n-1)=1-2-3---(n-2)-(n-1)

oldugundan
n+1)!
ﬁ =n(n+1)
bulunur.
¢c) (n+1)'=1-2-3---n(n+1)
n'=1-2-3---n
oldugundan

1 1 1+(n+1) n+2
(n+1)t nt (n+1)!  (n+1)

bulunur.
2.2.Yer Degistirme (Permiitasyon)

Farz edelim ki, A, B,C harfleri verilmistir. Bu harflerden tiim miimkiin olan ii¢ harfli
kombinasyonlart yazalim[11].

ABC, CAB, BCA,
ACB, CBA, BAC.



Burada miimkiin olan kombinasyonlarin sayis1 6 tanedir. Bu kombinasyonlar
birbirinden yalnizca harflerin yerlesme sirasi ile farklilik gosteriyor. Dikkat edecek
olursak bu kombinasyonlarin her birinde harfler birbirinden farkli ve sayisi iige
esittir.
n elemanin kombinasyonlar1 birbirinden yalnizca elemanlarinin sirasi ile farklilik
gosterirse; n elemanin bdyle kombinasyonlarina onlarin yer degistirmesi veya
permutasyonu denir ve P, ile gosterilir. Burada n kombinasyona (yer degistirmeye)
dahil olan elemanlarin sayisin1 gosteriyor.
n elemanli kiimenin kombinasyonlarinin sayisini

P,=n(n-1)(n-2)---3-2-1 2.1)
veya

P, =nl (2.2)
formtilii ile hesaplariz.
Boylece A,B,C elemanlarinin kombinasyonlarmin sayist (2.2) formiiliine esasen
P; =31=3-2-1=06 secklinde bulunur.
Gergektende kombinasyonun (yer degistirmenin) birinci yerine igiincii harf gelir.
Ikinci yerine ii¢ harften yalnizca ikincisini kullana biliriz. Ugiincii yerine ise kalan

yalniz bir harf gelebilir. Boylece, 3-2-1=6 =P, elde edilir.

n elemanl kiime oldugunda n eleman, birinci yer n farkli yolla yerlestirilir. Bu
yapildiktan sonra ikinci yere geri kalan n-1 eleman n-1 farkli yolla yerlestirilir.

Benzer olarak {igiincii yere ise n-2 eleman n-2 farkli yolla yerlestirilir ve bdylece,

carpma ile P, i¢in (2.1) formiiliini kullaniriz.

2.3.Yerlestirme (Aranjman)

Farz edelim ki A,B,C,D harfleri verilmistir. Bu harflerden yalniz 2 tanesini

kullanarak kombinasyonlar1 yazalim:

AC, AB, AD:
BA, BC, BD:
CA, CB, Cb:
DA, DB, DC.

Burada miimkiin olan kombinasyonlarin sayis1 12 tanedir.



Bu kombinasyonlara baktigimizda goriiyoruz ki tim aldigimiz kombinasyonlar
birbirinden ya harfleri ile ya da harflerin siras1 ile farklilik gosteriyor (AB ve BA
kombinasyonlar1 farki algilanir).

Birbirinden ya elemanlar1 ya da elemanlarinin sirasi ile farklilik gosteren n elemanin
m elemanli kombinasyonlarina yerlestirme veya aranjman denir. (Buna bazen de n
elemanin m elemanli yer degistirmeleri veya n elemanin m elemanli permiitasyonlari

da denir.)

n elemanm m elemanl: yerlestirmelerinin (aranjmanlarmin) sayist A" sembolii ile

gosterilir. Burada n tiim verilen elemanlarin sayisi, m ise her bir kombinasyondaki
elemanlarin sayisidir[10]. Dogal olarak 0 < M < N oldugu farz edilir.
n elemanin m elemanl yerlestirmelerinin sayisini
A" =n(n-1)(n-2)---(n—m+1) (2.3)
veya
n!

formiilii ile hesaplariz.

Ai =4-3=12 oldugundan bu say1 iistte ele aldiimiz Ornegin sonucu ile

cakisiyor. Boyle ki, Ornekte siralarin sayist verilmis tiim harflerin sayisina uygun
geliyor, yani n = 4, siitunlarin sayisi ise 3 oldugundan tiim farkli kombinasyonlarin

sayis1 ornekte de 4-3=12 oluyor.
Anm icin (2.3) formiiliinii ele aldigimizda ornekteki hesaplama yontemi ile elde

ederiz. Gergektende, n farkli eleman verilmis olsun. Bu elemanlardan m eleman
almakla yerlestirmeler yapmamiz gerekir. Yani n farkli elemant m yere ya
elemanlari, ya da elemanlarinin sirasinin degismesiyle yerlestirmemiz gerekir.
Burada birinci yere n eleman n farkli yolla yerlestirilebilir. Ikinci yere geride kalan
n-1 eleman n-1 farkli yolla yerlestirilebilir ve sonugta m- ci yere geride kalan n- (m-
1) eleman n — (m-1) farkli yolla yerlestirilebilir. Boylece carpma ile tim
yerlestirmelerin sayisin1  bulursak (2.3) formiiliinii aliriz. (2.4) formiili (2.3)

formiiliinden direk alinir[10].

Not: Aj =P, =n! esitligi aciktrr.



Ornek 2.3:
a) Ad=6-5-4=120.

b) Ajs+Als 15-14-13+15-14-13.12 15.14.13(1+12) 13

A> 15-14.13.12.11  15.14-13-12.11 132

Ornek 2.4: 1, 2, 3, 4, 5 rakamlarin1 birer defa kullanmak sart1 ile kag tane iki rakamli
say1 olusturulur.

Coziim: Sarta gore yapilacak iki rakamli sayilar birbirinden ya rakamlar1 ya da
rakamlarinin sirasiyla farklilik gosterdiginden olusturulacak ikililerin sayisi bes

elemandan iki elemanli yerlestirmelerinin (aranjmanlarinin) sayisina esittir:

Aé =5-4=20. Boylece, iki rakaml1 yirmi farkli say1 olusturulur.

Ornek 2.5: Ag ifadesini faktoriyel formiiliinii kullanarak hesaplayin.

|
Coziim. AQ:L—6-5-4=120.

(6-3)

2.4. Birlestirme (Kombinezon)

Birbirinden en az bir elemani ile farklanan n elemanin m elemanli tiim miimkiin olan
kombinasyonlarina birlestirme veya kombinezon denir[10] (n ve m dogal sayilar
m<n).

n elemanin m elemanlh birlestirme (kombinezon) sayisini sembolik olarak
Cn,C (n, m) veya (Pn) seklinde gosterilir.

Cnm sayisini hesaplamak icin genel formiilii vermeden 6nce bir 6rnegi inceleyelim.
A,B,C,D harflerinden olusan ve en az bir elemam (harfi) ile birbirinden farklanan
asagidaki iki elemanli (harfli) kombinasyonlar1 yazalim:

AB, AC, AD, BC, BD, CD .

Buradan dort elemanin iki elemanli birlestirmelerinin (kombinezonlarinin) sayisinin
Ci = 6 oldugunu goriiyoruz.
Simdi yazdigimiz birlestirmelerin her bir kombinasyonunun tiim yer degistirmelerini
de yazalim:

AB, AC, AD, BC, BD, CD ;

BA, CA, DA, CB, DB, DC .



Sonugta dort elemanin iki elemanli yer degistirmelerini (arranjmanlarini) bulmus

oluyoruz.

Buna bagli olarak da Ci icin agsagidaki denklemi yazabiliriz

Ci.-P,=Aj.
A2
Buradan da C3 igin CZ = P—4 ifadesini buluruz. Boylece,
2
A; 43
Ci=—4=""-6
P, 1

olur.

Genel olarak n elemanm m elemani C

o sayida birlestirmelerinin

(kombinezonlarinin) her biri i¢in P, =m! sayida yer degistirmeleri

(permiitasyonlar1) oldugundan n elemanin m elemanli birlestirmelerinde elemanlarin

tim mimkiin olan yer degistirmelerini de yaparsak sonucta alinan
yerlestirmelerin(arranjmanlarin) Anm sayis1 icin asagidaki esitligi yazabiliriz
Al'=CI-P. . (2.5)

Buradan ise C' i¢in asagidaki formiilii elde ederiz

Am
Ch=—"1. (2.6)
Pm
m n!
Bu formiilde A, =-——- ve P, = m! oldugunu dikkate alirsak,
(n—m)!
m n!
Ch= 2.7)
(n—m)-m!

buluruz. Buradaki Cnm birlestirmeler sayisi igin asagidaki

cm—crm (2.8)

ozelligin dogru oldugunu gdsterelim.

Gergektende,

Cnm _ n! UL n! _ n!
(n—m)!-m! " (n—=n+m)!'(n-m)! m!(n-m)!



esitliklerinden (2.8) esitliginin dogru oldugu bulunur.
1
Bu ozellige esasen, E N<M<nN oldugunda birlestirmeler sayisini Cﬂ_m ile

hesaplamak daha kolaydir.
Ornek 2.6: Sekiz kisiden kag tane ti¢lii kurul olusturulabilir.
Coziim: Her kurul ii¢ kisi alinarak yapilan sekiz kisinin bir birlestirmesidir
(kombinezonudur). Buna gore’ de
ci=(2)- 27856
1.2-3

kurul olusturulabilir.

Ornek 2.7:
2) G2 = 81 _ 8l 51678
(8-3)!3! 5131 513.2.1
| | 19.
) co - 10! 10! _8!19-10 _ .

C = = —
7 (10-8)1-81 2181 1.2-8!
Ornek 2.8: 80 asker ve 3 subay vardir. 3 askerden ve 1 subaydan olusan kag tane

yontemle gozcii olusturulur.

Coziim: Askerleri

|
= B0 9160
7713

yontemle, 3 subay ise C% = 3 yontemle segildiginden 3 asker ile 1 keyfi subay

secildiginden aranan yontemlerin sayisi

CL-C3, = 246480  olur.



3.0LASILIK TEORISININ ESAS ANLAMLARI

3.1 Olasilik Teorisinin Konusu

Olasilik teorisi matematigin, tesadiifi (rastlanti veya kesin olmayan) olaylarda
kanuna uygunluklar1 inceleyip arastiran ve belirleyen bir dalidir[2].

Tesadiifi veya rasgele olaylar belirli kosullar altinda tekrarlandiginda her zaman ayni
sonuglart vermeyen olaylara denir[1].

Mesela, bir yarisa katilan atict hedefi vurabilir de vuramaya bilirde. Mesela, ayn
sartlarda (aym tiifegi kullanarak, mesafe ayni oldugunda, ayni hava sartlarinda vs.)
atict 100 atistan 92 defa hedefi vurmustur (yani atict 8’ e yakin basarisizliga
ugramistir). Stiphe yok ki, atict her 100 atesten 92 basar1 kazanamaya bilir. Aticinin
basarist bazen 90 veya 91, bazen 93 veya 94, bazen ise 92° den daha az veya daha
fazla olabilir.

Boylece, bu 6rnekten goriiyoruz ki, bir deneyin sonucunda herhangi bir rastgele olay,
ya gergeklesiyorsa yada gergeklesmiyorsa o zaman bu deneyi ayni sartlarda ¢ok
sayida tekrar etmekle olayin deneylerde gergeklesmesinin sayisinin deneylerin
tekrarlanma sayisina orantisi ile bu rastgele olay1 karakterize etmek olur.

Olasilik teorisi matematigin bir dali olmakla burada tesadiifi olaylar incelenerek
olaylarn kiitlevi tekrarlanmasinda bdyle kanuna uygunluklar: bulunur ve incelenir.
Bu kanuna uygunluklar1 yazmak ve incelemek icin burada 6nce olasilik teorisinin
bazi esas anlamlari ve tanimlarin1 verelim.

3.2. Deney. Tesadiifi (rastgele) Olayin Olasihig:

Bir takim verilmis kosullarda tekrarlanarak gerceklestirilen ve farkli sonuglar
verebilen her bir olaya, faaliyete, belirtiye, deney denir. Ornegin paranin, zarin
atilmalari, hedefe ates edilmesi olaylar1 deneydir[3].

Olasilik teorisinde tesadiifi (rastgele) olay anlami bu teorinin esas anlamlarindandir.
Belirli ve degismez kosullar altinda gergeklestirilen bir deney sonucunda hasil
olabilen veya hasil olamayabilen her bir olguya tesadiifi veya rastgele olay denir.
Boylece, tesadiifi olaylar gerceklesmesi rastlantiya bagli olan olaylardir. Mesela,
paranin atilisinda yazi yiiziiniin gelmesi veya atilan giillenin tespit edilen alana
diismesi esadiifi (rastgele) olaydir. Ciinkii bu deneylerde beklenen sonuglar (yazinin
cikmasi, giillenin verilmis alana diismesi) gerceklesmeye de bilir.

Orneklerdeki bu olaylarm her birinin gergeklesmesinin belli bir imkan derecesi

vardir. Olaylar1 imkan derecesine gore karsilastira bilmemiz i¢in her bir olaya onun



imkan derecesini karakterize eden belli bir sayr karsi tutulur. Bu say1 biiyiik
oldugunda olaylarin gerceklesmesi imkani da biiyiilk olur. Boyle sayiya olaym
olasilig1 veya ihtimali adi verilir. Olaymn olasiligl, onun miimkiinliigii (olanaklig1)
derecesinin sayisal bir objektiv dl¢iisiidiir.

Verilmis deneyde mutlaka gerceklesen olaya kesin olay denir. Kesin olay deneyde
her zaman elde edilen olaydir. Mesela, bir zar1 attigimizda 6 sayisindan biiyiik
saymin elde edilememesi olay1 kesin olaydir. Kesin olayin olasiligimi 1 alirsak, o
zaman tlim diger miimkiin, ama kesin olmayan, olaylar birden kii¢iik olan ve birimin
hisselerinden olusan olasilikla karakterize edilirler.

Kesin olaya zit olan olay olanaksiz (miimkiin olmayan) olaydir. Olanaksiz olay
verilmis deneyde elde edilemeyen olaya denir. Mesela, bir zar1 attigimizda 12
sayisinin elde edilebilmesi olanaksiz (miimkiin olmayan) olaydir. Dogal olarak
olanaksiz olayin olasilig sifir gotiiriiliiyor. Boylece, keyfi olayin olasiligi sifirla bir
arasinda yerlesiyor.

Dikkat edelim ki, olayin olasiliginin bdyle tanimlanmasi ile olasiligin tanimina bir
pratik anlam verilmis oluyor.

Gergektende, deney esnasinda en ¢ok gerceklesen olaylar daha olasilikli olay, ¢ok az
gerceklesen olaylar daha az olasilikli ve hemen hemen hi¢ ger¢eklesmeyen olaylar
ise ¢ok az olasilikla hesaplaniyor.

Boylece, olayin olasilig1 olayin deneyde gerceklesmesi frekansi (siklig1) ile baglantili
oldugunu goriiyoruz. Bu yontemin devami olarak olaymn frekanst anlamini ve

olasiligin istatistiksel tanimin1 verelim.
3.3. Olayin Rolatif (nispi) Frekansi

Farz edelim ki, herhangi bir deney yapiliyor. A, bu deneyde gergeklese bilen ve
gerceklesemeye de bilen tesadiifi (rastgele) bir olaydir.
Farz edelim ki, ayni sartlar altinda deney N kez yapilmistir. A olay1 bu deneylerde M

kez gerceklesmistir ve (N-M) sayida ise gerceklesmemistir. O zaman W orantisina,

A olaymin bu deneyler dizisindeki nispi (rolatif) frekansi denir[4].
Ornek 3.1: Farz edelim ki, hedefe verilmis olan top dan ayn1 kosullarda 6 seri ates
edilmistir:

1-ci seride 5 ates edilmis, degme sayis1 2,

2- ci seride 10 ates edilmis, degme sayisi 6,
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3- ci seride 12 ates edilmis, degme say1s1 7,

4- cii seride 50 ates edilmis, degme sayis1 27,
5- ci seride 100 ates edilmis, degme sayisi 49,
6- c1 seride 200 ates edilmis, degme sayis1 102.

Hedefe degme olayini A ile gosterelim. A nin serilerdeki nispi frekansi asagidaki gibi

bulunur:

1- ci seride gz 0,40 ;
5

2- ci seride E = 0,60 ;
10

L 7

3- ciseridle —=0,58;
12

4- cii seride g =054 :
50

5- ci seride ﬁ = 0,49 :
100

6- ci1seride & =0,51.
200

Ornekten goriildiigii gibi olayin nispi frekans: tesadiifi olmakla tiim deneyler sayisi
N’ e baglt olan bir sayidir. N sayist ¢ok biiyiik oldugunda bu saymin sonraki
biiyiimesine bakmayarak, genelde olayin nispi frekans1 ¢ogu zaman az degisiyor ve
bdylece deneylerin sayisi arttik¢a nispi frekans gittikce rastgele say1 olmayip genelde
determinik bir say1 oluyor. Yani nispi frekans istatistik olarak karsimiza ¢ikiyor.
Ama Oyle olaylar var ki, onlarin nispi frekanslar1 deneylerin sayisini artirmamiza
bakmayarak kararlagsmiyor.

Fizikte, Biyolojide, Ekonomide ve {lmin baska alanlarinda nispi frekanslari istatistik
kararli olan tesadiifi (rastgele) olaylara ¢ok rastlaniyor.

Istatistik kararli nispi frekans A olaymin gelisinin olasiligini degerlendirmeye
objektif olarak imkan veriyor. Boylece, iistteki boliimde not ettigimiz gibi olasilik

anlami1 deneylerle belirlenen pratik anlami olan istatistik kararli nispi frekans anlami
ile baghdir ve W orantis1 yaklasik olarak olasilig1 istatistiksel olarak

tanimlamamiza bir yaklasim (bir yontem) veriyor.
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3.4. Olayin Olasihiginin statistiksel Tanim

Cogunlukla ayr1 ayr1 olaylarla yapilan deneylerin sonuglari gosteriyor ki, biiyiik
ekseri hallerde (nadir-az rast gelen hallerden baska) verilmis tesadiifi A olayinin
bliyiik sayida deneylerde gelisinin nispi frekansi bu olaya bagli olan bir p sayisindan
¢ok az farklanir.

Tecriibelerden goriinen bu pratik olgu sembolik olarak

N =P (3.1)

gibi gosterilir. Burada N deney sayisi, M bu deneylerde A olaymnin ger¢eklesmesidir.
Buradaki p sayisina tesadiifi A olayinin olasiligi veya ihtimali denir ve sembolik
olarak

P(A)=p (3.2)
gibi yazilir.
(3.1) baglantisini asagidaki gibi ifade edebiliriz:
N deneyler sayisim1 sinirsiz artirdigimizda A olayinin nispi frekanst bu olaymn
gelisinin p olasiligina yaklasiyor.
Dikkate alalim ki p olasihigi A olaymin verilmis deneylerde gelisinin
miimkiinliigliniin objektif karakteristigi olmakla A olayinin kendi karakteri (6zelligi)
ile belirleniyor[5].
Ornek 3.2: Bir zarin 100 kez atilmasinda 20 kez 1, 17 kez 2, 15 kez 3, 18 kez 4, 14
kez 5, 16 kez 6 gelmistir. Gergeklestirilmis bu deneyler serisinde 6 sayisinin gelmesi
olasiligin1 bulunuz.
Coziim: 100 atista 16 kez 6 elde edilmistir. Burada N=100 ve M=16, A=6. Bu

nedenle 6 sayisinin gelmesi olasilig1 yaklagik olarak asagidaki gibi hesaplaniyor:

M 16
A)Jr—=—=016.
PlA) N 100

lleride gorecegiz ki olaylarm olasiligini bulurken her zaman onlarin deneylerde
gerceklesmesinin nispi frekansinin bulunmasina gerek yoktur. Bir c¢ok hallerde
olaylarin olasilig1 verilen olayin gergeklestigi deneyi incelemek de bu olaymn
olasiligini hesaplamakla oluyor. Bir ¢ok hallerde ise verilmis olaylarin olasiligi, bu
olaylarla bagli olan diger olasilig1 belli olan olaylardan istifade ederek bulunur.

Olasilik teorisinde boyle yontemler vardir. Bu yontemler olasilik teorisinin esas
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konusunu olusturuyor. Ama bdyle yontemlerde elde edilen yontem sonugta deneyler
esasinda bulunan tecriibi belirtilere dayaniyor.
Once olaylarin olasiliginin (deneyler yapilmadan) vasitasiz hesaplama ydntemleri ile

tanigalim. Bunun i¢in olasiligin klasik tanimini verelim.
3.5. Olasihgin Klasik Tanim ve Olasiigin Vasitasiz Hesaplanmasi

Bir sinif deneyler vardir ki, onlarin miimkiin sonuglarinin olasilig1 deneyin kendi
kosullar1 esasinda bile vasita degerlendirilebilir. Bunun i¢in deneyin her bir farkl
sonucu simetriklige sahip olmalidir. Bu esastan da deneyde her bir sonucun objektif
olarak ayni olanaga sahip olmasi gerekir.

Mesela, homojen ve simetrik yapilmis ve yiizlerinde 1,2,3,4,5,6 yazilmis oyun zarini
attigimizda st yiizde ¢ (1S < 6) sayisinin gelmesi olayinin olasiligini bulalim.

Zar simetrik ve homojen yapildiginda 1- den 6- ya kadar keyfi saymin gelisi ayni

olanaklidir. Zar1 ¢ok biiyiik N sayida attigimizda / sayis1 veya herhangi 1,2,3,4,5,6
sayilarindan biri iist yiizde M = E kez gele bilir. Bu tecriibelerde tasdik edilir

(dogrulaniyor).
Boylece, / sayisinm iist yiizde gelisinin nispi frekansi

N

N_s6 _1
M N 6

sayisina yakin oluyor. Buna gore, / sayisinin veya herhangi 1,2,3,4,5,6 sayilarindan
birisinin iist ylizde gelmesinin olasiliginin g oldugu hesap edilir. Bu say1 deneydeki

altt miimkiin sonucun simetriklik 6zelligini objektif olarak karakterize ediyor.

Tiim sonuglar1 simetrik olan deneylerde olaylarin olasiligini hesaplamak icin benzer
sekilde yontem kullanmak ve uygulamak gerekiyor. Olaylarin olasiliginin bdyle
hesaplanmas1 yontemine olasiliklarin vasitasiz hesaplanmasi yontemi denir[6].

Bu yontemi uygulamaya daha yararl sekilde vermemiz i¢in 6nce asagidaki yardimci
anlamlar1 verelim.

Tamm 3.1: Eger verilmis tesadiifi (rastgele) olaylardan keyfi ikisi verilmis deneyde
birlikte hi¢ bir zaman gerceklesemezse, o zaman bdyle olaylara bagdagmayan

(uyusmayan) olaylar denir[2].
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Bagdasmayan olaylara 6rnekler:
1) Paranm atilisinda yazi ve tura yiizlerinin gelisi olaylari;
2) Bir ateste hedefi vurma ve yan vurma olaylart;
3) Opyun zarinin bir atilisinda 1,3,4 sayilarmin birlikte gelisi olaylari.
Tammm 3.2: Verilmis deneyde (simetriklik esasinda) birka¢ olaydan higbirinin
digerinden (objektif olarak) daha iistiin imkanli oldugunu sdylemek miimkiin degilse,
0 zaman bu olaylara esit imkanli olaylar denir[2].
Esit imkanli olaylara 6rnekler:
1) Para atildiginda yazi ve tura yiizlerinin gelisi olaylart;
2) Zar attigimizda 1,2,4,5 sayilariin gelisi olaylart;
3) Icinde birden ona kadar numaralanmis on tane bilardo bilyesi olan sandiktan
bir bilye aldigimizda 1,2,3 numaral bilyenin gelisi olaylari.
Tamm 3.3: Verilmis deneyde birkag olaydan her bir deneyde bu olaylardan keyfi
biri kesin gerceklesirse ve bu olaylarla bagdagsmayan (uyusmayan) higbir olay bu
deneylerde gergeklesmezse, o zaman bu olaylar tam gurup olusturuyor denir[2].
Tam gurup olusturan olaylara 6rnekler:
1) Parayi attigimizda yazinin ve turanin gelis olaylari;
2) Ateste hedefe degme ve yan degme olaylari;
3) Zan attigimizda 1,2,3,4,5,6 sayilarinin gelisi olaylart;
4) ki ak ve iig siyah bilardo bilyesi olan sandiktan bir bilye gétiirdiigiimiizde
ak bilyenin ve siyah bilyenin gelisi olaylari;
5) iki ateste hedefi en az bir defa vurma ve en az bir defa yan vurma
olaylart.
Genelde, 0yle olaylar sistemine rast gelmek oluyor ki, bunlar tam gurup olusturuyor
ve ayn1 zaman da esit imkanli ve bagdasmayan olurlar. Boyle olaylar sistemine sans
veya hal denir. Mesela, ayn1 zar attigimizda 1, 2, 3, 4, 5, 6 sayilarinin gelmesi olay1
sanstir.
Esit imkanli, bagdagmayan olaylarin tam gurubunun ele alalim.
Boyle gurubun bir olaymin gergeklesmesi herhangi bir verilmis A olaymnin
gerceklesmesini getirirse o zaman gurubun bu olayi, A olayinin gerceklesmesi icin
elverisli serait yaratir denir.
Ornek 3.3: Sandikta 1- den 8- e kadar numaralanmis 8 bilardo bilyesi vardir. 1,2,3

rakamli bilyeler kirmizi, kalanlar1 ise siyah renktedir. Sandiktan bir bilye
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gotlirdiigiimiizde 1 rakaml bilyenin gelisi (2 veya 3 rakamli bilyenin gelisi) olay1
kirmiz1 bilyenin gelisi olayina elverisli serait yaratir.

Tamm 3.4: Eger verilmis deneyde iki olay tam gurup olusturuyor ve bagdasmiyor

ise, 0 zaman bu olaylara zit veya aksi olaylar denir. A olayma zit olan olay A ile
isaret edilir.

Mesela, parayi attigimizda yazinin ve turanin gelisleri olay1 zit olaylardir.

Eger herhangi bir deneyin miimkiin sonuglar1 deneyin kendi yapisina gore
simetriklige sahip ise, o zaman deneyin tiim miimkiin sonuglar1 halleri bir birini inkar
eden (bagdasmayan) esit imkanli olaylarin tam gurubunu (sistemini) olusturuyor.
Boyle deneyler “sanslar semasina,, veya “kutu semasina,, getirilir denir[3]. Eger
deney sanslar semasina getirilebilirse, o zaman bu deneydeki A olayinin olasiligini
asagidaki gibi tanimlamak olur.

Tanmm 3.5: Farz edelim ki verilmis deneyin tiim sonuglari esit imkanli, bagdasmayan
olaylarin tam gurubunu olusturuyor. Bu deneyde A olayinin gergeklesmesi olasilig
bu olay i¢in elverisli haller sayisinin deneyin tiim miimkiin sonuglar1 halleri sayisina

orantist gibi tanimlaniyor, yani

P(A):% . (3.3)

Burada P(A) — A olayinin olasiligi; m, A olay i¢in elverisli haller sayisi; n - tam

gurup olusturan esit imkanl bagdagmayan tiim miimkiin haller sayisidir.
Eger herhangi bir U olay1 i¢in tam gurup olusturan esit imkéanl, bagdagmayan
olaylarin tiim n hallerinde U olayi i¢in elverisli hal dogursa, o zaman bu olay kesin

olay olur ve bu olayin olasilig1

pU)="=1
n
olur.
Eger herhangi bir V olay1 i¢in tam gurup olusturan esit imkanli, bagdasamayan
olaylarin n halinden hig¢ biri elverisli hal dogurmuyorsa, o zaman bu olay miimkiin

olamayan (olanaksiz) olay oluyor ve bu olayin olasiligi

=0

olur. Bdylece, bu tanimindan anlasiliyor ki,

0<p(A)<1.
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Gergektende, keyfi A olay icin
0<m=<n

oldugundan bu esitsizligin her yaninin n, e bolersek iistiindeki esitsizligi aliriz.
Olasiligin bu tanimima olasiligin klasik tanimi denir. (3.3) formiili ise olasiligin
klasik formiiliidiir. Bu formiilden yalniz ve yalniz miimkiin sonuglar1 simetriklige
sahip olan, yani sanslar semasina getirilen deneylerde geceklese bilen olaylarin
olasiligini vasitasiz hesaplamak i¢in istifade edilebilir[4].
Ornek 3.4: Tyi karistirilmis 36 karttan bir kart secilir. Bu karttin maga renkten olmasi
olasiligin1 bulunuz.
Coziim: Bu sanslar semasidir. A ile g¢ekilen kartin maga renkten olmasi olayini
gosterelim. A olayimnin elverisli haller sayist m=9 ve tiim haller sayis1 n=36.
Boylece, aranan olasilik asagidaki gibi hesaplanir:

P(A) h, WY

36 4

Ornek 3.5: Ayni zamanda iki para atiliyor. Her iki paranin da tura gelmesi olasiligin
hesaplayiniz.

Coziim: Miimkiin hallerin semasini yapalim

Birinci Para Ikinci Para
1 —ci hal Tura Tura
2 —ci hal Tura Yazi
3 —cii hal Yazi Tura
4 — cii hal Yazi Yazi

Tim haller sayis1 4, Elverisli haller sayisi ise 1 dir.

Boylece, her iki parada da turanin gelisinin olasilig1 P(A)i(;in buluruz:

1

Ornek 3.6: Sandikta 2 beyaz ve 3 siyah bilardo bilyesi vardir. Sandiktan rastgele bir
bilye ¢ikartiliyor. Bu bilyenin beyaz olmasi olasiligini bulunuz.
Coziim. Beyaz bilyenin gelisi olaym A ile gosterelim. Tiim miimkiin haller sayist n

=5 ; A olay1 i¢in elverigli haller say1s1t m = 2 dir.
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Boylece; P(A)zé dir.

Ornek 3.7: Sandikta a sayida beyaz ve b sayida siyah bilardo bilyeleri vardir.
Sandiktan rastgele iki bilye alinir. Alinan her iki bilyenin de beyaz olmasi olasiligini
hesaplayiniz.

Coziim: Segilen bilyelerin her ikisinin de beyaz olmasi olayim B ile gdsterelim. Tiim

miimkiin haller sayisini n ve B olayr i¢in elverisli haller sayisini m sayilarini

hesaplayalim:
n=C §+b ; m= Cz :
boylece,
C 2
P(B)=—2 dir.
a+b

Ornek 3.8: 100 mamul esyadan 10 mamul esya bozuk maldir. Rasgele 4 mal
seciliyor. Bunlardan 3’inlin bozuk olamamasinin olasiligin1 bulunuz.
Coziim: 100 maldan 4 mal asagidaki miimkiin yollarla gotiiriiliir.

4
4 maldan 3’iiniin bozuk olmamasi olay1 A i¢in elverisli halleri sayisi

3 1

m=Cyg - Cyo
olur. O zaman aranan P(A) olasilig1 asagidaki gibi hesaplanir:
_m_CgyCip_1424
n Cilyo 4753

P(A)

Ornek 3.9: N mamul esyalardan M mamul esya bozuk maldir. Rastgele ¢/ mal

gotiriiliiyor. Gotiiriilen ¢/ sayida maldan tam p tane malin bozuk olmasinin

olasiligini bulunuz.
Coziim: N sayida maldan / sayida mali n :Cﬁ, miimkiin yolla se¢cmek olur.
Elverisli haller sayisi
/—
m=Cy C\lw
formiilii ile hesaplaniyor. Boylece, aranan olasilik asagidaki formiille hesaplanir:
ChCnh
P(A)="M=NM
Cf
N
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Ornek 3.10: Kutuda ayni dlgiide 10 beyaz 5 siyah top vardir. Bu kutudan rastgele 5
top alinir.alinan toplardan 3 beyaz, 2 siyah olmasinin olasiligini bulunuz.
Coziim. Kutudan alinan toplardan 3’iiniin beyaz 2’sinin siyah olmasi olayim A ile

gosterelim. Kutuda olan 15 toptan 5 topu genelde

s 15-14-13-12-11

5 = =3003
1.2.3.4.5
yolla sece bildigimizden A olay1 i¢in miimkiin haller sayis1
5
n=Cls

olur.
A olayi i¢in elverisli haller 6yle hallerdir ki, bu hallerin her birinde 3 beyaz ve 2

siyah top vardir. Boyle hallerin sayisin1 bulalim.

Kutudaki 10 beyaz toptan 3 beyaz topu C fo yolla sece biliriz. Kutudaki 5 siyah
toptan 2 siyah topu C é yolla gotiirebiliriz.

C :130 sayida segile bilen her 3 beyaz topla birlikte Cé sayida her defa 2 siyah top

istirak edebilir. Buna gore A olayi i¢in elverisli haller sayist

m=C3,-CZ =1200
olur.
Boylece olasiligin klasik formiiliinden buluruz:
p(a)="_1290 44
n 3003
Ornek 3.11: Kutuda 1’den m’e kadar numaralanmis kiipler vardir. Kutudan ardigik
olarak rastgele kiipler alinir. Ardisik alinan kiiplerin artma sirasiyla dizilmesinin

olasiligin1 bulunuz.
Coziim: Burada miimkiin haller sayis1 N=P., =ml sayisina esittir. Elverisli haller

sayisi ise 1 dir. Buna gore de olasiligin klasik tanimina esasen aranan olasilik

P(A)z%

olur.

Ornek 3.12: Zar1 bir defa attigimizda iist yiizde cift say1 gelmesi olasiligini bulunuz.
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Coziim: Zar bir kez atarken ¢ift say1 elde edilmesi olaymi A ile isaret edelim. A
olay1 i¢in tiim miimkiin olan haller sayis1 n=6. A olay1 i¢in elverisli haller sayis1 m=3
olur.
Buna gore de,

P(A)= 3_L i

6 2

Ornek 3.13: iki zan birlikte attigimizda zarlarin iist yiiziinde gelen sayilarm toplami
uygun olarak 2, 6, 10, 12 olmasindan olusan A, B, C, D olaylarinin olasiliklarini
bulunuz.
Coziim: iki zan birlikte attigimizda birinci zarm her bir yiizii ile ikinci zarin her bir
yiizli diise bildiginden tiim miimkiin olaylar sayis1 n=36 olur. A, B, C ve D olaylar

icin elverisli haller sayisi ise asagidaki tabloda verilmistir.

A | 1+1=2 m=1

B | 1+5=6, 2+4=6, 3+3=6, 4+2=6, 5+1=6 | m=5

C | 4+6=10, 5+5=10, 6+4=10 m=3

D |6+6=12 m=1

Boylece,

1 5 3 1

P(A)=—, PB)=—, P(C)=— , P(D)=—.
(A)=o5+ PB)=5p + PC)=or . PD)=5

Ornek 3.14: Hedefe iki toptan ates ediliyor. Birinci topun hedefin vurmasi olasilig
E , ikinci topun hedefi vurmasi olasiligr ise E dur. Iki toptan ayn1 anda bir hedefe

ates edildiginde hedefin vurulmasi olasiligini bulunuz. Bu zaman herhangi bir toptan
atilan ates hedefe degerse hedef vurulmus oluyor.

Céziim: Bu problem asagidaki gibi modellestirilerek kutu semasina getirilebilir. iki
kutuda her birinde 10 tane olmak tizere 1’den 10’a kadar numaralanmis bilardo
bilyeleri vardir. Birinci kutudaki bilyelerin 8 —i kirmizi 2’si siyah, ikinci kutudaki
bilyelerin 7’si kirmizi 3’1 siyahtir. Her kutuda bir bilye gotiiriiliir. Boylece,
gotiirtilmiis iki bilyeden en azindan birinin kirmizi olmasi olasiligini bulunuz.

Birinci kutunun her bir bilyesi ikinci kutunun keyfi bilyesi ile birlikte gétiiriile bilir.

Buna gore miimkiin haller sayis1 bu olaydan =10 - 10 =100 oluyor.
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Simdi elverigli haller sayisini hesaplayalim.
Birinci kutunun her bir 8 kirmizi bilyesini ikinci kutunun keyfi bilyesi ile
gotiirdiiglimiizde gotiiriilen bilyelerin her defa en az biri kirmizi olacaktir. Boyle

haller sayis1 8 - 10 = 80 oluyor. Birinci kutunun her bir siyah bilyesi ile ikinci

kutunun keyfi 7 kirmiz1 bilyesin de gotiirdiigiimiizde gotiirdiiglimiiz bilyelerin biri

daima kirmizi olacaktir. Boyle haller sayis1 2 - 7 = 14 oluyor.

Boylece tiim elverisli haller sayis1

m=80+14=94 oluyor.

Gotiiriilen bilyelerden en azindan birisinin kirmizi olmasi olasilig
p(A)=T= _ 004
00

oluyor.

Not: Bu problemde biz ates de olasilik problemini kutudan bu veya diger bilyenin
gotiirlilmesinin olasilik problemine getirdik. Olasilik teorisinin bir¢ok problemlerini
de benzer yontemle “kutu semasina” getirmek oluyor. Buna gbre kutudan bilyelerin
gotiiriilmesi ile ilgili olasilik problemlerine genellesmis olasilik problemi gibi

bakmak gerekir.
3.6. Tesadiifi Kemiyet Anlam

Olasilik teorisinin en Onemli anlamlarindan biri tesadiifi kemiyet anlamidir.
Rastladigimiz istteki orneklerde tesadiifi olaylarin sayilarla ifade edilerek sayilarla
karakterize olduklarin1 gérmiistiik. Mesela, bozuk mamul mallarin sayisi, ates de
vuruslarin sayisi, bir yilda herhangi bir iilkede dogan erkek ve kiz ¢ocuklarinin
sayilart vs. Boyle durum olasilik teorisi i¢in tipik haldir. Bununla ilgili olarak
sonucun tesadiifi (rastlant1) karakterli olmasi sayisinin da tesadiifi (rastgele) olmasina
getiriyor. Bu o anlama geliyor’ ki deneyi tekrarladigimizda say1 beklenmedik sekilde
degisiyor.

Deneyin sonucunda onceden belli olmayan bu veya diger degerler alan kemiyete
tesadiifi kemiyet denir. Bdylece, tesadiifi kemiyet rastlantiya bagh olarak bu veya
diger degerler alan degiskendir.

Tesadiifi kemiyetleri genelde biiyiik Latin harfleri X, Y, Z vs. gibi ve onlarin

degerlerini ise kiigiik harflerle x, y, z vs. gibi isaret edecegiz[1].
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Tesadiifi Kemiyetlere Ornekler

1) Ug ates de hedefin vurulmalarinin sayist ;

2) Bir is giinii siiresinde telefon santrallerine miiracaatlarinin sayist;

3) 10 tane ates de vuruslarin frekansi.
Bu ii¢ drnegin her birinde de tesadiifi kemiyetler (rastgele degiskenler) dnceden
sayila bilen ayr1 ayri, izole edilmis degerler aliyor.
Birinci 6rnekte bu degerler:

0,123
Ikinci 6rnekte:

1,2,3,4..;
Ucgiincii 6rnekte:

0;0,1;0,2;...;1,0;
sayilaridir.
Sonlu veya sayilabilir (hesabi) sayida birbirinden ayrilmis, izole edilmis sekilde
degerler alan tesadiifi kemiyetlere (rastgele degiskenlere) siireksiz, kesitli veya
diskret tesadiifi kemiyetler denir.
Baska tipli tesadiifi kemiyetlerde vardir, mesela;

1) Bir bolgeye ates zamani giillenin diistiigii noktalarin apsisi;

2) Analitik terazide cisimlerin tartilmasindaki hatalar;

3) Ugagin verilmis yiikseklige kalktig1 andaki hizi;

4) Keyfi bir 6grencinin boyunun uzunlugu.
Boyle tesadiifi kemiyetlerin miimkiin degerler kiimesi birbirinden ayrilmamustir,
izole edilmemistir; onlarin degerleri siirekli olarak herhangi bir sonlu veya sonsuz
araligi dolduruyor. Bu araliklarin sinirlar1 bazen keskin ifade olunmus oluyorlar.
Ama genelde tesadiifi kemiyetlerin degerler kiimesinin sinirlart belirsiz sekilde
oluyor. Miimkiin degerleri siirekli olarak sonlu veya sonsuz bir araligi dolduran
tesadiifi kemiyetlere siirekli tesadiifi kemiyetler (siirekli rastgele degiskenler) denir.
Tesadiifi kemiyet anlami olasilik teorisinde ¢ok Onemli rol oynar. Olasiligin
“’klasik’” teorisinde Ozellikle olaylarla islemler yapildiginda, olasiligin ¢agdas
teorisinde miimkiin oldukca tesadiifi kemiyetlerle calismaya ve faydalanmaya
uistiinliik verilir. Cagdas olasilik teorisinde miimkiin olduk¢a ¢’olaylar semasindan’’,
“tesadiifi kemiyet semasina” gegis yapiliyor.

Burada olaydan tesadiifi kemiyete gecisin bir 6rnegini gdosterelim.
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Farz edelim ki, deneyin sonucunda A olay1 gerceklese de bilir gergeklesmeye de
bilir. A olay1 yerine A olay1 geldiginde 1 degerini, A olayr gelmediginde ise 0
degerini alan X tesadiifi kemiyetini ele alabiliriz. Bu tesadiifi kemiyetin diskret
(kesitli) tesadiifi kemiyet oldugu agiktir. Onun iki miimkiin 1ve 0 degerleri vardir. Bu
tesadiifi kemiyete A olayinin karakteristik tesadiifi kemiyeti denir.

Pratikte olay yerine onlarin karakteristik tesadiifi kemiyeti lizerinde matematik

islemler yapmakla pratik problemlerin ¢6ziimii daha kolaylasmis oluyor.

3.7. Geometrik Olasilik Anlami

: m . .
Olasiliklarin olasiligini klasik P(A) =— formiilii ile hesapladigimizda esit imkanli,
n

bagdasmayan olaylarin tam gurubunu olusturdugu miimkiin haller sayisi n ve A olay1
icin elverisli haller sayis1 m sonlu sayida olmasi farz ediliyordu. Ama Oyle olaylar
vardir ki, onlar i¢in miimkiin ve elverisli haller sayis1 sonsuz oluyor. Boyle olasilik
problemlerinin bir kismin1 ¢ézmek i¢in geometrik olasilik anlami veriliyor.
Asagidaki problemi ele alalim.

Farz edelim ki, diizlem iizerinde bir ¢ bolgesi ve onun dahilinde yerlesen bir Q
bolgesi verilmistir. (bk sekil 3.1) ¢ bolgesinden rastgele segilen bir noktanin Q

bolgesinden olmasinin olasiliginin bulunmasi istenir.

Sekil 3.1: Diizlemde o bolgesi ve onun i¢indeki Q bdlgesinin sekli

Bu problemi olasiligin klasik tanimimnin yardimi ile ¢6zmek miimkiin degildir. Bu
problem i¢in miimkiin haller sayisi, G boélgesindeki noktalar sayisi, elverigli haller
sayist ise Q bolgesindeki noktalar sayist oluyor. Bu sayilar “sonsuz” oldugundan
klasik formiilden istifade ederek aranan olasiligi hesaplamak ic¢in elverisli haller

sayisinin miimkiin haller sayisina orantisi bir sonu¢ vermez.

23



Boyle problemleri ¢ézmek igin geometrik olasilik anlamindan istifade ediliyor. Bu
tanim1 vermek ig¢in, farz ediliyor ki, rastgele secilen noktalarin Q bdlgesinden
olmasinin P (Q) olasiligi bu bolgenin Ol¢iisii (alani) ile miitenasip olup onun
formasina (sekline) ve tuttugu yere baglh degildir.

O zaman
P(Q)=k-s(Q)
olur. Burada k miitenasiplik katsayisi ve s(Q) ise Q bolgesinin alanidir. Miitenasiplik

katsayist K y1 bulmak i¢in Q=G gotiirelim. Bu halde olay kesin olay oldugundan
P(c)=1 olur ve

1=k-S(o)
Buradan da k i¢in asagidaki ifadeyi buluruz:

K=o

S(c)

P(Q)= () (3.4)

formiiliinii buluruz.
(3.4) formiilii ile bulunan olasiliga geometrik olasilik denir.
Geometrik olasiligin (3.4) formiilii iki boyutlu uzayda verilmistir. Bir boyutlu ve {i¢

boyutlu uzaylarda verilmis problemleri ¢c6zmek i¢in (3.4) formiiliinde uygun olarak

alan (S(Q)) uzunluk (€ (Q)) ve hacim (V (Q)) gotiiriiliiyor ve uygun formiiller;

P(A):% ve P(A):@ (3.5)

gibi yazilir.
Genel olarak bu formiiller

P(Q)= mesQ

 meso

(3.6)

seklinde yazabiliriz. Burada mes Q, Q bdlgesinin dl¢iisiinii gosteriyor.
Ornek 3.15: Bir kenarinin uzunlugu a’ya esit olan karenin dahiline daire gekilmistir.

(bk. Sekil 3.2)
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Sekil 3.2: Kare icinde daire sekli

Karenin dahilinde rastgele goriinen noktanin dairenin dahilinden olmasimin
olasiligini bulunuz.

Coziim: Bir kenarmin uzunlugu a- ya esit olan karenin alani
S(K)=a?
ve onun dahiline ¢ekilen dairenin alani ise

S(D)= n(gjz P

2 4

oldugundan (3.4) formiiliine esasen buluruz

Ornek 3.16: R yarigaph daire 2n sayida esit pargalara ayrilmistir ve bu parcalar
siras1 ile kirmizi ve siyah renkte boyanmistir. Hizla dondiiriilen bu daireye atilan
giillenin kirmiz1 pargaya degmesi olasiligin1 bulunuz.

Coziim: Dairenin alani,
S(D)=nR?
ve kirmizi renkle boyanmis pargalarin toplam alani

1 1

S(S)=n-—nR*==nR?
2n 2
oluyor. Buna gore de istenilen olayin olasilig1 (3.4) formiiliine de esasen
1 Lo
ss) ™R 1

S(b) =R?* 2

olur.
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Ornek 3.17: [— 2,2] Araligindan rastgele secilen noktanin [0,1] aralifindan olmasi
olasiligin1 bulunuz.

Coziim:

o=[-22],Q=[01], ¢t=[c]=mesc=2-(-2)=4, ¢/(Q)=mesQ=1-0=1

oldugundan istenilen olayin olasili1 (3.6) formiiliine esasen

P(Q)-= mesQ _1

" mesc 4

olur.
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4.0LASILIK TEORISININ ESAS TEOREMLERI

Bir 6nceki boliimde biz olasiligin klasik tanimini ve olasiligin bulunmasi i¢in klasik
formiil olarak adlandirilan formiilii verdik. Bu formiil ile sans semasina getirile bilen
olaylarin olasilifinin hesaplanabildigini gordiik. Bu bdliimde biz bir olaym
olasiliginin bulunmasini bu olayla bagli olan diger olasilig1 belli olan veya olasilig
kolaylikla hesaplanan olaylarin olasiliklarinin yardimi ile bulunmasmna getiren
bilvasita (dolayl1) yontemlerle tanisacagiz. Genelde tiim olasilik teorisi, esasen boyle
bilvasita metotlar sisteminden yapilmistir. Boyle yontemlerin esas amaci gerekli
deneylerin, tecriibelerin  sayisini  minimuma indirgemektir. Bu metotlari
kullandigimizda her zaman bu veya diger sekilde olasilik teorisinin esas
teoremlerinden istifade etmis oluruz. Bu teoremler iki ¢esittir: olasiliklarin
toplanmasi teoremi ve olasiliklarin ¢carpimi teoremleridir. Bu teoremler genelde sans
semasina getirilen olaylar i¢in ispatlaniyor. Sans semasina getirilemeyen olaylar i¢in
bu teoremler prensip veya 6n dogru (postulat) gibi kabul olunur (kullanilir).

Bu teoremleri formiile etmemizden ve ispatlamamizdan once bazi yardimci

anlamlar1: olaylarin toplami1 ve olaylarin ¢arpimi anlamlarini verelim.
4.1. Olaylarin Toplam ve Olaylarin Carpimi Anlam

Matematikle ilgili bilimlerin ¢ogunda ayr1 ayr1 objeler iizerinde aritmetik islemlere
benzer sembolik islemler, toplam ve ¢arpma islemleri tanimlaniyor ve uygulaniyor.
Mesela, mekanikte vektorlerin toplami ve carpimi, cebirde matrislerin toplami ve
carptmi bdyle islemlerdendir. Bu islemler belirli kurallar1 saklamakla ifadelerin
matematik yazi seklini sadelestirir ve ilmi sonuglarin alinmasina énemli yardimi olur.
Olaylar iizerinde tanimlanan bdyle benzer toplam ve c¢arpim islemlerinin
tanimlanmasi olasilik teorisinde ¢ok faydali olmustur[11].

Tanmm 4.1. A, B olaylarimin hi¢ olmazsa birinin gelisinden, ya A olaymin
gelisinden, ya da B olaymin gelisinden, ya da A ve B olaylarinin her ikisinin
gelisinden olusan C olayina bu olaylarin toplami denir.

A ve B olaymin toplami sembolik olarak A+B ya da A\UB ya da A ya B gibi isaret
ediliyor. A+B isareti bagdasmayan olaylarin toplami i¢in kullaniliyor. A ya B toplam
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isaretinde ’’ya’’ yazist bu toplamda ¢ikarma karakteri tagimiyor. 4.1. tanimina
uygun olarak bu olaylardan hi¢ olmazsa birinin ger¢eklesmesi anlamini tasiyor.

Mesela, A olay1 hedefin birinci ateste vurulmasi olay1 B olay1 hedefin ikinci ates de



vurulmasi olay1 olursa C=A+B olay1 hedefin genelde vurulmasi olayidir. C olay1 igin
hedefin hangi ates de vuruldugu fark etmez. Birinci ates demi ikinci ates demi ya da
her iki ates demi C olayi i¢in 6nemli olan hedefin vurulmasidir.

Eger 0zel halde A ve B olaylar1 bagdagsmayan olaylar olursa, o zaman bu olaylarin
birlikte gelisi aradan kalkiyor A ve B olaylarinin toplami1 ya A olayinin ya da B
olayinin gelisi oluyor.

Genelde sonlu sayida olaylarin toplamlar1 hi¢ olmazsa bu olaylarin birinin gelisinden

olusan olaya denir. n sayida A; ,A, ,Ags,...,A, olaylarinin toplami uygun olarak

ya

n
A +A,+...+A, veya UAK

k=1

ya da
A, yaA,yaA;ya.yaA,

gibi isaret olunuyor.

Ikiden ¢ok olaylarin toplamima 6rnek olarak asagidaki deneye bakalim. Farz edelim
ki, deney hedefe 5 kez ates den ulasiyor. Bu deneyde asagidaki olaylari ele alalim:
A, — Hedefin bir tanede olsa vurulmamasi;
A, — Hedefin diiz bir kez vurulmas;
A, —Hedefin diiz iki kez vurulmasi;
A, — Hedefin diiz li¢ kez vurulmasi;
A, — Hedefin diiz dort kez vurulmas;
A, — Hedefin diiz bes kez vurulmasi.
O zaman
A=A,+A +A,
olay1 hedefin en ¢ok iki kez vurulmasi olay1 olur,
B=A,+A,+A
olay1 hedefin en az {i¢ kez vurulmasi olay1 olur[2].
Ornek 4.1: Farz edelim ki A atilan giillenin G bdlgesine diismesi olay1, B ise atilan

giillenin Q bolgesine diismesi olaylaridir. O zaman A+B olayr giillenin G U Q

bolgesine diismesi olay1 oluyor (bk. Sekil 4.1).
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Sekil 4.1: G ve Q bolgelerinin sekli

Tanmm 4.2: A ve B olaylarinin her ikisinin de kesin gergeklestigi, yani A olay1 ve B
olayinin birlikte gerceklestigi olaya bu olaylarin ¢arpimi denir.

A ve B olaylarmin ¢arpimi AB veya AM\B ya da A ve B gibi isaret ediliyor.
Mesela, eger bir hedefe iki ates ediliyorsa ve A hedefin birinci ates de vurulmasi, B
hedefin ikinci ates de vurulmasi ise C=AB hedefin her iki ates de vurulmas1 olayidir.

Ikiden fazla sonlu sayida olaylarin ¢arpimi bu olaylarin her birininde kesin

gergeklestigi olaydir. n sayida A1,Az,...,An olaylarimin carpm A, - A, --- A, veya

n
(A« vada A, veA, ve.veA, gibiisaret ediliyor[3].
k=1

Ornek 4.2: A ve B ile ates de giillenin uygun olarak G ve Q bdlgesine diismesi
olaylarin1 isaret edersek, o zaman C=AB carpimi giillenin G NQ bédlgesine

diismesi olay1 oluyor. (bk. sekil 4.2)
GNnQ

Sekil 4.2: G ve Q bolgelerinin kesisimi sekli
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Tamm 4.3: Verilmis deneyde A ve B olaylarimin her ikisi de gergeklese bilirse bu
olaylara bagdasabilen (uyumlu) olaylar denir[2].
Ornek 4.3: Farz edelim ki, hedefe top dan ii¢ kez ates ediliyor. Bu ates de asagidaki

olaylar1 tanimlayalim:
B, Birinci ates de yan vurma,
B, Ikinci ates de yan vurma,
B, Ugiincii ates de yan vurma,
olsun.
O zaman B= Bl 82 BS olay1r li¢ ates de hedefin hi¢bir kez vurulmamasi olay1

oluyor.
Olaylarin toplam ve ¢arpiminin tanimindan dogrudan dogruya asagidaki ozellikler
aliiyor:
A+A=A,
A A=A.
Eger B olay1 A olayinin 6zel bir hali ise o zaman
A+B=A
A B=Bolur.

4.2. Olasiliklarin Toplama Teoremi

Olasiliklarin toplama teoremi asagidaki gibi ifade ediliyor.

Teorem 4.1: Farz eldim ki, verilmis deneyde A; olay P(Al) olasihgr ile ve A,
olay1 P(AZ) olasihgi ile gergeklese bilir. A; V€ A, olaylari bagdasmayan
olaylardir. O zaman A; Ve A, olaylarnin toplamimin olasiligi yani ya A, olay1 ya

da A, olaymin gerceklesmesi olayinin olasilig1 asagidaki formiille hesaplaniyor[2]:
P(A, veya A,)= P(A,)+P(A,). (4.1)

Ispat: Farz edelim ki,

P(Al):?l ’ P(Az):%

Burada n deneyde ki miimkiin haller sayisi, M; V€ M, ise uygun olarak

A, ve A, olaylan igin elverisli haller sayisidir. A; V& A, olaylar teoremin
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kosuluna gére bagdasmayan olaylar oldugundan A, V& A, olaylarimin birlikte

gerceklesmesi i¢in elverisli haller sayis1 0’ sayisina esit olur. Ama ya Al olayimin

ya da A, olaymin gergeklesmesi, yani A; + A, olayi igin elverisli haller sayisinin
M, + M, olmas1 agiktir. Boylece,

m+m, M My

MM M _p () (A,)

P(A, veya A,)=

dir. Bunun ispat1 isteniyordu.
Benzer sekilde bu teoremi ¢ift ¢ift bagdasmayan A, ,A, ,...,Ay olaylarinin
toplami i¢inde tam matematik indiiksiyon yontemi ile ispatlanabilir.

P(A, veya A,veya.veyaA,)= P(A)+P(A,)+.+P(A ).
(4.2)
Bu esitligi asagidaki gibi yazabiliriz

P Zk:Ai :iP(Ai). (4.3)
I=1 i=1

Not: Goriindiigli gibi biz bu teoremi sans semasma getirilebilen olaylar i¢in
ispatladik. Ama biz hesap edecegiz ki, bu teorem olasiliklarin vasitasiz hesaplana
bilmedigi hallerde de saglaniliyor. Bdyle kabul etmemiz asagidaki diislincelere
dayaniyor. Olaylarin olasiliklar1 biiyiik sayida deneylerde (cok az rastlanan hallerden
bagka) olaylarin ger¢eklesmesinin nispi frekanslarindan az farklaniyor. Nispi
frekanslar1 verilmis bagdasmayan olaylar i¢in teorem iistteki teoremin benzeri
seklinde ispatlaniyor. Bu not olaylarin ¢arpimi teoremi i¢inde gecerlidir. Olaylarin

carpimi teoreminde biz kutu semasi esasinda ispatlayacagiz.
Ornek 4.4: Kesismeyen G;,G,,G; bolgelerinde olusan bir G bdlgesine ates
ediliyor (bk. Sekil 4.3).
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Gs

Sekil 4.3: G,,G, ve G, bolgelerinden olusan bolgenin sekli

Gaullenin
. y 5
G, bolgesine diismesinin olasiligi P (A 1): Ay
100
10
G, bolgesine diismesinin olasilig1 P (A 9 )= ﬁ ,

17
G, bolgesine diismesinin olasilig1 P (A 3) —— olsun.

~ 100
Giillenin G bolgesine diismesi olasiligin1 bulunuz.

Coziim: G bolgesine giillenin diismesi olasiligini A ile isaret edelim. O zaman
A=A +A, +A; oldugunu elde ederiz. A;,A, ,A; Olaylan ift cift
bagdagmayan olaylar oldugu i¢in;

P(A)=P (A +A,+A;)=P(A)+P(A,)+ P(As)

) 5+1o+17_32_
100 100 100 100

olur.

Ornek 4.5: Ug silah deposu yalniz bir bomba ile bombalaniyor. Bombanin birinci
depoya diismesi olasilig1 0,01; ikinci depoya diismesi olasiligi 0,008; {i¢iincii depoya
diismesinin olasilig1 0,025 dir. Bomba silah deposunun herhangi birine diistiigiinde
deponun {i¢ii de pathiyor. Silah deposunun patlamasinin olasiligini bulunuz.

Coziim: Asagidaki olaylar ele alalim:

A — depolarin {igiliniin de patlamasi,
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A, — birinci depoya diisme,
A, — ikinci depoya diisme,
A, — {gilincii depoya diisme.
O zaman
A=A +A, +A;
olur. Bir bomba atildiginda A, A, ,A3 olaylar1 bagdagsmayan olaylar oldugundan
buluruz:
P(A)=P(A)+P(A,)+P(A;)
=0,01+ 0,008+ 0,025
=0,043.

Hatirlatalim ki tam gurup olusturan iki bagdasmayan olaya zit veya aksi olay

demistik ve A olaymin aksi olaymi A ile isaret etmistik.
Mesela, asagidaki olaylar zit olaylara 6rnektir:

1)A— ates de hedefin vurulmasi,

A — ates de yan vurma;

2)B — parayi attigimizda turanin gelisi,

B — yazinin gelisi;
3) C — teknik sisteminin tiim elemanlarin1 siradan ¢ikmadan (arizalanmadan)

caligmasi,

C — en azindan sistemden arizalanip sistemden ¢ikmasi(bozulmasi).
Tanima gore A ve A olaylar1 tam gurup olusturdugundan deneyde bu olaylardan

hiikmen biri ger¢eklesecektir, yani A ve A olaylar1 igin A + A olay1 kesin olay olur.
Bu durumu (4.1) formiiliinde dikkate alirsak olasiliklarin toplama teoreminden
asagidaki sonucu aliriz.

Sonug 4.1: Zit olaylarin olasiliklarinin toplami 1- e esittir.
P(A)+P(A)=1 (4.4)
Bu sonucu olasilik teorisinin pratik uygulamalarinda ¢ok biiyilk 6nemi vardir.

Pratikte ¢ogu zaman aksi A olaymm olasiligim hesaplamak A olaymn olasiligmi
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hesaplamaktan daha kolay oluyor. Boyle hallerde P(Z\) olasiligin1 hesaplayip ve
P (A) =1-P (,K) formiilii ile A olaymin olasilig1 bulunur.

Ornek 4.6: Hedefe bir kez ates ediliyor. A hedefin vurulmasi olayidir. Hedefin
vurulmasinin olasiligr verilmistir: P(A)= p. Hedefin yan vurulmasi olasiligim

bulunuz.

Coziim: Hedefin yan vurulmasi olay1 A olayina zit olan A olayidir. Buna gore de

(4.4) formiilinden hedefin yan vurulmasi olasiligini asagidaki gibi hesaplariz:
P(A)=1-P.
Ornek 4.7: Dairevi hedef ii¢ bolgeden olusmustur.(bk. Sekil 4.4). Bir ates de birinci

bolgenin vurulmasinin vurulmasi olasiligi 0,23; ikinci bdlgenin vurulmasi olasilig

0,15; ticlincii bolgenin olasiligi 0,17 dir. Hedefin yan vurulmasi olasiligini bulunuz.

Sekil 4.4: Ug dairevi bolgenin sekli

Coziim: A ile yan vurulma olayinin isaret edelim. A hedefin vurulmasi olay1

oluyor. O zaman;
A=A1+Az +As
Burada Z\l, Az ,Z\g uygun olarak birinci, ikinci ve tiglincii bolgelerin vurulmamasi
olaylaridir. Boylece
P (Z\)z P(A_1+Z\2 +A_3 )
—P(A1)+P(Az)+P(As)
=015+0,23+0,17=0,55.

Buradan
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P(A)=1-P(A)=0,45.
Olasiliklarin toplama teoreminden alinan ve sonug (4.1)’1 genellestiren asagidaki
sonucu inceleyelim.
Sonuc¢ 4.2: Eger Alv A2 ) A3 T An olaylar1 bagdagsmayan olaylarin tam gurubunu
olusturuyorsa, o zaman onlarin olasiliklarinin toplami 1°e esittir.

P(A)+P(A ,)+..+P(A ,)=1 (4.5)
Ispat: Al,Az ) A3 R An olaylar1 tam gurup olusturduklarindan bunlarin herhangi
birisinin gergeklesmesi olay1 kesin olaydir. Boylece,

P(A, veya A ,..veyaA )=1.

A A, -+ A, olaylar bagdasmayan olaylar oldugundan bunlara olaylarin

toplama teoremini uygulariz. Bdylece

P(A, veya A,..veyaA )=P(A,)+P(A,)+..+P(A )=1

Buradan ise

2P (A)=1

i=1

esitligi bulunur. Sonug ispatlandi.

Uzerine dikkatini g¢ektigimiz gibi, olasiliklarin toplama teoremi (4.1) yalniz
bagdagmayan olaylar i¢in dogrudur. Bagdasan olaylarin toplaminin olasili1 igin
asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 4.2: Bagdasan olaylarin toplaminin olasilig1 agagidaki formiille hesaplaniyor

P(AveyaB)=P(A)+P(B)-P(Ave B) (4.6)

Ispat: Bu formiilin dogrulugunu geometrik olasilik anlaminin yardimi ile
gosterelim. Bunun i¢in farz edelim ki, diizlemde G bolgesinin i¢inde kesisen iki P ve
Q bolgeleri verilmistir (bk. Sekil 4.5). G bolgesinden rastgele bir nokta gotiiriiliiyor.
Noktanin P veya Q bdlgelerinde olmasi olaylarin uygun olarak A ve B gibi

gosterelim.
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Sekil 4.5: Diizlemde G bolgesinin i¢inde kesisen P ve Q bdlgelerinin sekli

O zaman noktanin P U Q, P Q bolgelerinden olmasi olaylan ALUBve AN B
gibi  gosterilebilir. P, Q,PMNQ  boélgenin  alanlarim1  uygun  olarak
S (P), S (Q), S (PmQ) ile gosterirsek P UQ bolgesinin S (P ) Q) alan1 icin
asagidaki esitligi yazariz:

S(PUQ)=S(P)+S(Q)-S(PNQ).
Bu esitligin her yanint G bolgesinin S(G);t 0 alanina bolersek, o zaman geometrik

olasiligin tanimina esasen buluruz:
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB).
Bu formiile benzer olarak ii¢ bagdasan A,B,C olaylarinin olasiligi i¢in asagidaki

formiil dogrudur.
P(A+B+C)=P(A)+P(B)+P(C)-P(AB)-P(AC)-P(BC)+P(ABC).
Bu formiilde geometrik gosterilisle ispatlanabilir ( bk. Sekil 4.6).

G
Sekil 4.6: Kesisen bolgelerin sekli
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Not edelim ki, 4.2 teoremini ve bu sonuncu esitligi geometrik gosterilisle degil kutu
semasinin yardimi ile de ispatlaya biliriz.
Tam matematik indiiksiyon yonteminin yardimi ile keyfi sonlu sayida bagdasmayan

olaylarin toplaminin olasilig1 i¢in daha genel asagidaki formiilii ispatlamak olur:

P[> (A) = 2PA)- 2P A D P(A A A

i=1 i i,jk
+(CD)P(AA, LA,

4.7)
burada toplamlar i, j, k vs. indislerinin farkli degerleri i¢in agilir.
Benzer formiilleri olaylarin ¢arpimlari i¢in de elde edilebilir. Mesela, sekil (4.5) den

dogrudan dogruya aciktir ki,
P(AB)=P(A)+P(B)-P(A+B). (4.8)

Sekil 4.6 dan asagidaki formiiliin dogrulugu goriiliiyor:
P(ABC)=P(A)+P(B)+P(C)- »
~P(A+B)-P(A+C)-P(B+C)+P(A+B+C) (49)

Keyfi sonlu sayida olaylarin carpimu i¢in ise asagidaki formiil dogrudur:

P(ALAL A )= P(A)- D PA +A )+

£ PA A FA ) (CL)TP(A, A
i,j,k

(4.10)

(4.7) ve (4.10) formiilleri olaylarin toplaminin ve ¢arpiminin olasiliklarini saglayan
ifadelerin doniistiirmelerinde ifadeleri sadelestirmek icin pratik olarak uygulanir.

4.3.0laylarin Bagdasmayanhg, Bagdasmayan Olaylarin Olasihklarinin
Carpim Teoremi

Once olaylarin bagdasmayanlig1 anlamini tantyalim
Tamim 4.4: Eger A olaynin gelisinin olasilig1 B olayinin gerceklesmis olmasina ve
gerceklesmis olmamasina bagl degilse, o zaman A olayr B olaymna bagli degildir

denir[2].
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Mesela, iki paranin atilis1 olayinda A olay1 birinci parada turanin gelisi olay1, B olay1
Ise ikinci parada turanin gelisi olay1 olsun. Burada A olayinin gelisinin olasiliginin B
olaymnin gergceklesmis olmasina ve gerceklesmis olmamasina baglh olmadig agiktir.
Boylece, A olay1 B olayina bagli degildir.
Simdi bagdagmayan olaylar i¢in olaylarin olasiliklarinin ¢arpimi teoremini verelim.
Teorem 4.3: Eger A ve B olaylar1 bagdagmayan ise, o zaman A ve B olaylarinin
birlikte ger¢eklesmesinin olasiligt A ve B olaylarinin uygun olasiliklarin ¢arpimina
esittir[11].

P(AveB)=P(A)-P(B) (4.11)

Ispat: Bu teoremi kutu semasi esasinda ispatlayalim iki kutunun her birinde uygun

olarak N; VE N, sayida top vardir. Birinci kutuda toplarmm M; tanesi kirmizi

kalanlari siyahtir. Ikinci kutudaki toplarin M, tanesi kirmizi kalanlari siyahtir.

Her kutudan bir tane top alintyor. Almnan her iki topun kirmizi olmasi olasiligini
bulunuz.
A birinci kutuda kirmizi topun gelisi olay1r olsun. B ikinci kutudan kirmizi topun
gelisi olsun. Bu olaylar bagdagmayandir.
p(A)=""ve p(B)="2 4.12)
ny n,
oldugu aciktir.

Her bir kutudan ayni zamanda birer topun alinmasinda tiim miimkiin haller sayisi
N =nN;-N, oluyor. Her iki kutudan kirmiz1 topun gelisi i¢in elverisli haller sayisi
M =m,; - M, oluyor. A ve B olaylarinin birlikte gelisinin olasilig1 i¢in,

m m;-m m; m
P(AveB)=—=-—1—2="1.-2

buluruz.
Burada (4.12) esitliklerini dikkate alacak olursak

P(AveB)=P(A)-P(B)
Bununda ispatlanmasi isteniyordu.
Benzer sekilde n bagdasmayan Al,Az,---,An olaylar1 i¢in asagidaki esitlik

ispatlaniyor:
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P(A, ve A,..veA )= P(A)-P(A,)-...P(A,) (4.13)

Ornek 4.8: Hedefe iki tank dan birer ates ediliyor. Birinci tankin hedefi vurmasi
olasiligt —, ikinci tankin hedefi vurmasi olasiligt — dir. Her iki tank dan aym

zaman da birer ates edildiginde hedefte iki vurusun olmasi olasiligini bulunuz.

9 5
6ziim: Burad P(A)=— P(B)=2
Coziim: Burada ( ) 0 ( ) :
Hedef de iki vurusun olmasi olasiligi P (A ve B) (4.11) formiiliine esasen asagidaki
gibi hesaplaniyor.
9 5 3
PIAveB)=P(A)-P(B)=—.-—=—
(AveB)-p(a)-p(B)- 522

Ornek 4.9: Cihazin kesintisiz ¢alismasi bu cihazi olusturan ii¢ parg¢anin her birinin

kesintisiz c¢alismasina baglhdir. Pargalarin belirli bir slirede (devirde) kesintisiz
calismasmin uygun olarak olasiliklart P, =0.6,P, =0.7,P, =0.9 esitlikleri ile
veriliyor. Verilen bu devir i¢in cihazin kesintisiz ¢alismasinin olasiligini1 bulunuz.
Coziim: Bagdasmayan olaylarin olasiliklarinin ¢arpimi teoreminin (4.13) formiiliine
esasen buluruz :

p=p,;-P, P;=06-0.7-09=0.378
Not: Eger (4.6) formiiliinde a ve b olaylar1 bagdagsmayan olaylar olursa, o zaman bu
formiil asagidaki sekilde yazilir.

P(AveyaB)=P(A)+P(B)-P(A)-P(B). (4.14)
Ornek 4.10: Burada 6rnek 2.14 de verilmis problemi (4.14) formiiliinden istifade

ederek ¢oziiniiz.

Coziim: A olay1 hedefin birinci toptan vurulmasi olayidir. B olay1 hedefin ikinci

8 7
toptan vurulmasidir. P(A) = E ) P(B) = E Olasiliklar1 bu esitliklerle verilmis iki

toptan ayn1 zamanda bir hedefe ates edildiginde hedefin vurulmasi olasiligini (4.14)

formiilu esasinda bulacak olursak
P(AveyaB)=P(A)+P(B)-P(A)-P(B)
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Burada da dogal olarak 6nce aldigimiz sonucu aldik.

Ornek 4.11: Bir atista hedefin imha edilmesi olasilig1 p dir. Hedefin Q sayisina esit
ve bu sayidan biiyiik olasilikla vurulmasi i¢in gerekli olan atislarin sayisini bulunuz.
Coziim: Olasiliklarin toplami ve carpimi teoremine esasen asagidaki esitsizligi

yazabiliriz.

n
1-(1-p)'<Q
Bu esitsizligi n sayisina gore ¢ozersek

| 0,1-Q)
~7,[1-P)

sonucunu buluruz.

4.4.Bagimh Olaylar, Kosullu Olasihik, Olasiliklarin Carpimi Teoremi (Genel
Hal)

Tamim 4.5: Eger A olayinin geliginin olasilig1 B olaynin gerceklesmis olmasina ve
gerceklesmemis olmamasina bagli ise, 0 zaman A olay1 B olayina baglidir denir.

A olaymim, B olay1 gerceklesmis olmasi durumunda ger¢eklesmis olmasinin
olasiligin1 P(A/B) ile isaret edecegiz ve A olayinin B kosulundaki kosullu olasilig
diyecegiz[6].

Ornek 4.12: Kutuda ii¢c ak ve iki siyah top vardir. Kutudan ardisik olarak iki top

alimiyor. Birinci alis da kutudan ak topun gelisi olayidir. A ikinci alis da kutudan ak

topun gelisi olayidir. P(A/ B) olasiligin ve P(A/ E) olasiligini hesaplayiniz.

Coziim: A olayinin B olay1 gerceklesmis olmasi kosulundaki gergeklesmesinin

olasilig1 asagidaki gibi bulunur:

P(A/B):%:l.

A olaymin B olay1 ger¢eklesmis olmamasi kosulundaki ( yani birinci ¢ekiliste siyah

=\ 3
top gelmistir) gergeklesmis olmasi olasilig P(A/ B): 2 oluyor.

Bu sonuglari karsilastirdigimizda

P(A/B)= P(A/B)
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oldugunu goriiyoruz. Bdylece, bu ornekte A olaymin B olayma bagli oldugunu
gordiik.

Simdi genel halde olasiliklarin ¢arpimi teoremini formiile edelim ve ispatlayalim.
Teorem 4.4: 1ki olaym birlikte gerceklesmesinin olasilig1 olaylardan birinin
olasiliginin digerinin, birinci olay gerceklesmis olmasi kosulunda hesaplanmis,

kosullu olasiligina ¢arpimina esittir.

P(AveB)=P(A)-P(A/B) (4.15)

Ispat: Teoremin ispatini kutu semasina getirilen olaylar igin (yani olasiliklari

olasiligin klasik tanimi1 esasinda hesaplana bilen olaylar igin) ispatlayalim.

Bunun i¢in, farz edelim ki, kutuda N, tanesi beyaz ve N, tanesi siyah olan n tane

top vardir. Farz edelim ki, N; tane beyaz topun nl* tanesi * (yildiz) isareti ile

isaretlenmistir.

Kutudan bir top alimiyor. Alinan topun * isaretli beyaz top olmasin olasiliginm
bulalim.

Farz edelim ki, B beyaz topun gelisi olayidir. A ise * isaretli beyaz topun gelisi

olayidir. O zaman

n
P(B)=—2 (4.16)
n
olmasi agiktir. Farz edelim ki, ¢ekiliste beyaz top gelmistir. Bu kosulda * isaretli
beyaz topun gelisinin olasilig1

*

P(A/B)="1- (4.17)

ny
oluyor.
* isaretli beyaz topun gelisi A ve B olaylarinin carpimi (A ve B) olay1
oldugundan * isaretli beyaz topun gelisinin olasiligit P(A ve B) olasiligina esit

oluyor:

*

P(AveB)="

L (4.18)
n

Ama
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Bu sonuncu esitlikte (4.16), (4.17), (4.18) esitliklerini dikkate alirsak buluruz:
P(AveB)=P(B)-P(A/B)

Boylece, (4.15) formiilii ispatlanmis oluyor.

Eger baktigimiz olay klasik semaya getirilemiyorsa, o zaman (4.15) formiilii kosullu

olasiligin tanimi olarak alinir.

Soyle ki, genelde B olaymin gerceklesmis olmasi kosulunda A olayinin gerceklesmis

olmasinin kosullu olasilig1

P(A/B)= P(AveB) ,(P(B)>0)

P(B)
formiilii ile tanimlaniyor.

Not 1: Sonuncu formiilii P (A ve B) i¢in yazarsak buluruz:
P(BveA)=P(A)-P(B/A). (4.19)
(4.15) ve (4.19) formiillerinin sol yanlari esit oldugundan sag yanlar1 da esittir.Buna
gore de asagidaki esitligi yazabiliriz.
P(AveB)=P(B)-P(A/B)=P(A)-P(B/A) (4.20)
Not 2: Eger A olay1 B olayina bagl degilse,

O zaman;
P(A/B)=P(A). (4.21)
Gergekten de A olay: B olayina bagl degilse;
P(AveB)=P(A)-P(B)
ve
P(AveB)=P(B)-P(A/B).
Bu esitliklerden buluruz
P(A)-P(B)=P(B)-P(A/B).
Sonuncu esitligin her yanmi P(B)# 0 sartinda P(B) sayisina bélsek (4.21) esitligini

aliriz.
Not 3: A olay1 B olayma bagh degilse de, o zaman B olayr da A olayma bagh
degildir.
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Gergektende
P(AveB)=P(A)-P(B)=P(A)-P(B/A)
sonuncu esitligin her yanini1 P(A) # 0 sartinda P(A) ya bolsek
P(B)=P(B/A)
esitligini aliriz. Boylece, B olaymin da A olayima bagli olmadigini anlariz.
Ugiincii not dan goriiyoruz ki, olaylarm bagimlilig: ve bagdasmayanlig karsiliklidur.
Buna gore de, genelde iki olayin bagdasmayanligint asagidaki gibi tanimlariz.
Iki olaydan birinin gerceklesmesi digerinin  gerceklesmesinin  olasiligini
degistirmiyorsa boyle olaylara bagdagsmayan olaylar denir.

Olaylarin bagdagmayanliginin anlamini keyfi sayida olaylar i¢inde tanimlaya biliriz.
Verilmis Ay, A, -+, A, keyfi gotiiriilmiis biri geride kalan olaylarin her birine ve

onlarin tiim miimkiin olan keyfi ¢arpimina bagh degildirse o zaman bu olaylara ,
karsilikli bagli olmayan veya bagli olmayan olaylar denir.

Bagli olmayan olaylar ¢ift-¢ift bagli olmayan olay oluyor. Ama bunun aksi her
zaman dogru olmuyor.

Olasiliklarin ¢arpimi teoremi de keyfi sayida olaylar i¢in genellestirilebilir.

Sonlu n sayida Ay, A,,- A, olaylarimin birlikte gergeklesmis olmasmin

n

P (A1V6A2VG . VEeA, ) olasilig1 i¢in asagidaki formiil dogrudur:
P(A,veA,ve...ve A, )=P(A,)-P(A,/A,)-P(A; 1 AA,)..
~PA/AA,. A, ) (4.22)

Bu formiil matematiksel indiiksiyon yontemi ile de ispatlana biliyor.

Farz edelim ki, burada 6zel halde A, A,, -+, A olaylar1 bagdasmayan olaylardur.

O zaman bagdagmayan olaylarin tanimina esasen asagidaki esitlikleri yazabiliriz
P(Az /Al) = P(Az )’
P(As [AA, ) = P(As )’

Olaylarin bagdagsmayanlig1 halinde bu esitlikleri (4.22) formiiliinde yerine yazilirsak

asagidaki formiil bulunur:
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P (A,veA,ve..veA )=P(A,)P(A,).P(A,).
Boylece (4.13) formiilii 6zel halde bagdagmayan olaylar i¢in (4.22) formiiliinden
almabiliyor.
Ornek 4.13: Kutuda 2 beyaz 3 siyah top vardir. Kutudan ardisik olarak iki top
alintyor. Alinan toplarin her ikisinin de beyaz olmasi olasiligini bulunuz.
Coziim: A ile iki beyaz topun gelisini isaret edelim. A, birinci alis da beyaz topun
gelisi, A, ikinci alista beyaz topun gelisi olsun. A =A;VeA, oldugu agiktir.
Olasiliklarin ¢arpimi teoremine esasen

P(A)=P(A,veA,)=P(A,)-P(A,/A,)= % -% =0.1

Ornek 4.14: Onceki 6rnegin sartlar1 saklaniyor. Ama topun birinci alistan sonra top

yeniden kutuya konuluyor ve kutuda toplar iyice karistiriliyor.

Céziim: Bu halde A; ve A, olaylar1 bagdasmayan olaylar oluyor ve

P(A)=P(A,veA,)=P(A,)-P(A,)= é% =0.16.
Ornek 4.15: Bir zar1 bir defa attigimizda onun iist yiiziinde gelen saymin cift olmasi
olaymi B ile, 6 sayisinin gelisi olayini ise A ile isaret edelim. A olaymin kosulsuz
olasiligin1 ve B olayin gergeklesmis olmasi kosulunda A olaymin gergeklesmis
olmasinin kosullu olasiligini bulunuz.
Coziim: Burada miimkiin haller sayis1 n=6 ve A olay1 i¢in elverigli haller sayis1 m=1

dir. Buna gore de

1

olur.
Simdi farz edelim ki, B olay1 gergeklesmistir, yani ¢ift say1 gelmistir. Cift sayinin

gelmesi igin tiim haller says1 {igtiir, yani N; =3 diir. zarda 6 gelmesi, aym zamanda

cift say1 gelmesinin elverisli haller sayisi I’II = 1dir. Boylece,
1
P(A/B)= 3

olur. Bu sonucu kosullu olasiligin genel tanimi

44



P(AveB)
P(B)
formiiliine esasen de hesaplayabiliriz. Gergektende,

P(B):%:% ve P(AveB):%

P(A/B)= . (p(B)>0)

oldugundan

P(A/B):M:

P(B)

2_1
6 3

NP~

Ornek 4.16: Bir kutuda 3 beyaz ve 2 siyah top vardir. Kutudan her defa bir top
gotiiriilmekle, kutudan ardigik olarak iki defa top alinir (alinan toplar yeniden kutuya
konulmuyor). Alinan birinci topun beyaz oldugunu (B olayini) bilerek, ikinci kez
alinan topun siyah olmasinin (A olay1) olasiligini bulunuz.

Coziim: B olay1 gerceklestikten sonra kutuda 2 beyaz ve 4 siyah top kaliyor. Buna

gore siyah topun geliginin olasilig

P(A/B)= *_4
6
olur. Bu sonucu
P(A/B)= PlAves)
P(B)

formiili ile de bulalim

3 12 2
P(B)=—,P(AveB)=—=—
() 7 ( ve) 42 7
oldugundan
2
P(A/B):P(AveB)zlzg
PB) 3 3
7
buluruz.

Ornek 4.17: Kutuda 8 tane beyaz, 5 tane siyah ve 7 tane kirmizi top vardir. Kutudan

her defa bir top gotiiriilmekle, iic defa ardisik olarak kutudan top alinir ve alinan

45



toplar geri kutuya konulur. Alinan birinci topun beyaz (A olayi), ikinci topun siyah
(B olayn), tigiincii topun kirmizi (C olay1) olmasi olasiligint bulunuz.
Coziim: Kutudan birinci alinan topun beyaz olmasinin (A olayinin) olasiligi
p(A)=2 =2
20 5
olur. A olayr gergeklestikten sonra 19 top kalir ve onlarin 5 tanesi siyah renklidir.
Buna gore de A olaymin gergeklesmis olmasi kosulunda siyah topun gelisinin

olasilig

P(B/A):%

oluyor. A ve B olaylarinin her ikisinin gerceklesmis olmasi kosulunda kutudan

kirmizi1 topun gelisinin olasilig1

P(C/AB):%

gibi hesaplaniyor. Boylece, A, B ve C olaylarinin birlikte gerceklesmesinin olasilig

(4.22) formiiliine esasen bulunur:
P(AveBveC)=P(A)-P(B/A)-P(C/AB)
2 5 7 7

45. Tam Olasihik Formiilii

Olasilik problemlerinin ¢oziimiinde olasiliklarin toplama teoremi ve olasiliklarin
carpma teoremleri her ikisi de birlikte uygulaniyor. Tam olasilik formiilii olarak
adlanan formiil bu iki teoremlerin birlikte sonucu gibi alinan formiildiir[1].

Tam olasilik formiiliinii yazalim. Bunun i¢in farz edelim ki, A olay1 gift-cift

bagdagmayan olaylarin tam gurubunu olusturan
Hl’ H2"'Hn
olaylarindan yalmiz ve yalmiz herhangi biri ile gergeklese biliyor. Buradaki

H,,H,..H, olaylarina hipotez denir. Farz olunur ki, H;,H,...H olaylarinin
uygun P(Hl), P(Hz),...,P(Hn) olasiliklar1 ve A olayinin kosullu
P(A/H,),P(A/H,),...P(A/H,)
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olasiliklar1 bellidir.

O zaman A olayinin P(A) olasiliginin tam olasilik formiilii asagidaki gibi hesaplanir:

P(A)=P(H,)P(A/H,)+P(H, )P(A/H,)+...+P(H, P(A/H,). (4.23)
Boylece, bu formiile gore A olaymin olasiligt her bir hipotezin olasiliginin A
olaymin uygun hipotezin gerceklesmis olmasi kosulundaki kosulla olasiliklarina

carpimlarinin toplamlarina esittir.

Tam olasilik formiiliinii ispatlayalim.
Hl, H 2 ..H n hipotezleri tam gurup olusturdugundan ve A olay: H 1) H 2 ..H n
olaylarindan yalniz biri ile gergeklese bildiginden

A=AH, +AH, +..+AH
gibi yaza biliriz.
H,,H,,,,H, ift-cift bagdasmayan olaylar oldugundan AH,,AH,,....AH
olaylar1 da cift-¢ift bagdasmayan olaylardir. Buna gore de sonuncu esitlikle ifade

olunmus A olayna olasiliklarin toplama teoremi uygulanirsa asagidaki sonucu

buluruz:

P(A)=P(AH,)+P(AH, )+...+P(AH, ).
Bu toplamm her bir teoremindeki P(AH),i=12,...,n olasiliklarina olasiliklarin
carpimi teoremini uygularsak

P(AH,)=P(H,)-P(A/H,),i=12,..n

esitliklerini aliriz. Bunlar tstteki esitlikte dikkate alacak olursak

P(A)=3 P(H, P(ATH,)

olur.

Ornek 4.18: Ayni sekilde iki kutunun birincisinde 2 siyah ve 3 beyaz, ikincisinde 2
siyah ve 1 beyaz top vardir. Bu kutulardan biri rastgele gotiiriiliiyor ve ondan bir top
aliniyor. Alian topun beyaz olmasi olasiligin1 bulunuz.

Coziim: A herhangi bir kutudan beyaz topun ¢ikarilmasi olay1 olsun. H, hipotezi
c¢ikarilan beyaz topun birinci kutudan olmasi hipotezi, H, hipotezi ise ¢ikarilan

topun ikinci kutudan olmasi hipotezi olsun. Kutularin segilmesi ayni olasilikl

oldugundan
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H,ve H, olaylarinin gerceklesmis olmasi kosullarinda A olayinin kosulla olasiliklari

uygun olarak asagidaki gibi hesaplaniyor

P(A/Hl):g, P(A/Hz):l.

Boylece, tam olasilik formiiliine esasen buluruz
P(A)=P(H,)-P(A/H,)+P(H,)-P(A/H,)

21 3 11 3 3.1 1_7

"2 5 23 10 6 15
Ornek 4.19: Ayn1 sekilde {i¢ kutunun birincisinde 2 beyaz ve 3 siyah, ikincisinde 4
beyaz ve 5 siyah ve ligiinciisiinde 3 beyaz ve 4 siyah top vardir. Bu kutulardan biri
rastgele gotiiriililyor ve ondan bir top alintyor. Alinan topun beyaz olmasi olasiligin
bulunuz.
Coziim: H, birinci kutu gotiiriilmiistiir hipotezidir, H, ikinci kutu gotlirilmiistiir
hipotezidir, H, tgiincii kutu gotiiriilmistiir hipotezidir. Alinan topun beyaz olmasi

olay1 A olsun.

Kutularin secilmesi ayni olasilikli oldugundan

oluyor. H1 H2 H 3 Olaylarmm her birinin ayr1 ayriik da gergeklesmis olmasi

kosullarinda A olaymin kosullu olasiliklar1 uygun olarak

P(A/Hl):g, P(A/Hz):g, F>(A/H3)=§

gibi hesaplaniyor. O zaman A olayinin ger¢eklesmesi olasiligi (4.23) tam olasilik

formiilii ile bulunuyor.

P(A)=P(H,)-P(ATH, )+P(H, )-P(A/H, )+ P(H, )- P(A/ H,)
1 g+1 ﬂ+1 §:ﬂl~0.424.
35 39 37 945

Ornek 4.20: Hl, H2 , H3 gibi lic makine bir fabrikada ki {iriinlerin sirasiyla %50,

%30, %20 sini tretmektedir. Bu makineler %3, %4, %S5 gibi bozuk {iriin

vermektedir. Rastgele secilen bir {iriiniin bozuk olmasi olasiligini bulunuz.
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Coziim: A iriiniin bozuk oldugu olay olsun. O zaman olasiliklar1 tam olasilik

formiiliine gore buluruz.
P(A)=P(H,)-P(A/H,)+P(H,)-P(A/H,)+P(H,)-P(A/H,)
(0.50)-(0.03)+(0.30)- (0.04)+(0.20)-(0.05) = 0.037 .

4.6 Hipotezlerin Olasiliklar1 Problemi. Bayes Formiilii

Burada olasiliklarin ¢arpimi teoreminin ve tam olasilik formiiliiniin sonucu olarak
aliman ve olasilik teorisinde ¢ok onemli yeri olan Bayes formiiliinii veya hipotezler

teoremini verelim.

Farz edelim ki, ¢ift ¢ift bagdasmayan ve tam gurup olusturan H;,H,..H

hipotezlerin P(Hl), P(H 2),...,P(Hn) olasiliklar1 gergeklestirilmeli olan bir
deneyden once bellidir. Deney gerceklestiginde sonu¢ da A olayr gerceklesiyor. A
olaymin H, olaylarina nazaran P(A/ Hk) k=1,2,...,n kosullu olasiliklarinin belli

oldugunu var sayalim. A olaymnin gergeklesmesinin H,,H,...H_ hipotezlerinin
P(H 1 ), P(H 9 ), . ,P(H N ) olasiliklarini nasil degistirdigini bulalim.

Bunun ig¢in biz A olaymin gergeklesmesi ile ilgili olarak H;,H,..H,

hipotezlerinin A olayinin gerceklesmis olmasi kosulundaki kosullu olasiliklarini
P(H,/A),P(H,/A),...P(H,/A)

bulmamiz gerekiyor.

Olasiliklarm ¢arpimi teoreminden buluruz
P(AH;)=P(A)-P(H;/A)=P(H; P(A/H;)
veya
P(A)-P(H,/A)=P(H,P(A/H,).
Buradan
P(H, P(A/H,)
P(A)
Burada P(A) olasiligiin (4.23) formiiliindeki ifadesini yerine yazarak buluruz:

P(H;P(A/H;)

P(H,/A)= i=12,...N.

P(H;/A)= (4.24)

> P(H, plarH;)

Bu (4.24) formiiliine Bayes formiilii veya hipotezler teoremi denir.
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(4.24) formiilinde bulunan, deneyden Once hesaplanmis P(Hk) olasiliklarina

apriori (6nceki anlamini veren Latin soziidiir) olasiliklar ve deneylerden sonra
hesaplanan P(Hk/ A) (k=1,2,...,n) olasiliklarma ise apesteriori (sonraki

anlamini veren Latin soziidiir) olasiliklar denir[2].

Not: Dikkate alalm ki, P(Hi / A) olasiliklar1 i¢in aldigimiz (4.24) Bayes

formiiliiniin paydas1 “’1’” indisine bagli degildir.

Ornek 4.21: Bir hedefe iki tank bir birine bagli olmadan her biri ates ediyor. Birinci

tankin hedefi vurmasi olasihigi P; =0.8 , ikinci tankin hedefi vurmasi olasiligi

P, =0.4 diir. Atislardan sonra hedefin bir atesle vuruldugu belli oluyor. Hedefin

birinci tank tarafindan vuruldugunun olasiligini bulunuz.
Coziim: A ile hedefin bir giille ile vurulmas1 olayini isaret edelim. Ates edene kadar

asagidaki hipotezler miimkiindii:

H, — iki tankin ikisi de hedefi vuramaz,
H,—iki tankin ikisi de hedefi vurur,
H;— birinci tank hedefi vurur ikinci tank hedefi vuramaz,

H ,— birinci tank hedefi vuramaz ikinci tank hedefi vurur.

Bu hipotezlerin olasiliklarini olasiliklarin ¢arpimi teoremine gore bulalim:

P(H,)=(-p,)-1-p,)=0.2-06=0.12,
P(H,)=p,-p,=0.8-04=0.32 ,
P(H,)=p,(1-p,)=0.8-06=0.48 ,
P(H,)=(—p,)-p, =0.2-0.4=0.08 .

H,,H,,H;,H, hipotezlerinin ger¢eklesmis olmasi kosullarinda A olaymin kosullu
olasiliklarini bulalim:

P(A/H,)=0, P(A/H,)=0, P(A/H,;)=1 P(A/H,)=1.
Bayes formiiliiniin yardima ile

P(Hl/A), P(H2 /A), P(H3/A) ve P(H4 /A) kosullu olasiliklarini

hesaplayalim:
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P(Hl)' P(A/Hl)

PH:/A)= P(H,)-P(A/H,)+P(H,)-P(A/H,)+P(H,)-P(A/H,)
_ 0-0.12 _ 0 5
0-0.12+0-0.32+1-0.48+1-0.08 0.56
P(HﬂA)z%:O,
P(HJA)z%:g,
P(HﬂA)z%:%.

Boylece birinci tankin hedefi vurmasi olasiligi ? dir.

Ornek 4.22: Aym sekilde 2 kutunun birincisinde 2 beyaz 5 siyah, ikincisinde ise 4

beyaz ve 7 siyah top vardir. Bu kutulardan biri rastgele se¢ilir ve icerisinden bir siyah

top almir. Topun birinci kutudan ¢ikarilmasi hipotezi H,; ve topun ikinci kutudan
¢ikarilmasi hipotezi H,. Hipotezlerinin deneyden sonraki olasiliklarini bulunuz.

Coziim: Birinci kutunun gotiiriilmesi hipotezi H,, Ikinci kutunun gotiiriilmesi
hipotezi H, olsun ve alinan topun beyaz olmasi olay1 A olsun H, ve H, hipotezleri

ayn1 imkanl olduklarindan

1
P(H,)=P(H,)= > oluyor.
2
Alnan beyaz topun birinci kutudan olmasi olasiligi P(A/ Hl) = ? , IKinci kutudan

4
olmasi olasiligi P(A/ H, ) = T oldugu agiktir. Tam olasilik formiiliine esasen

P(A)=P(H,)-P(A/H,)+P(H,)-P(A/H,)
1214 2
27 211 77

olur.
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Bayes formiiliine esasen aranan P(H ! A) veP(H,/ A) olasiliklari,

12
P(H, /A)= P(Hl);S/WL o =;—é ,
77
14
P(Hz/A): P(HZ)P(P'&?/HZ) = 22:5L1 = %
7
gibi bulunur.
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5. TEKRARLANAN DENEYLER DiZziSi

Olasilik teorisinin pratik uygulamalarinda siksik dyle problemlerle karsilasiyoruz ki,
bu problemlerde ayni1 deney ayn1 kosullarda veya farkli kosullarda birden ¢ok sayida
tekrarlaniyor ve her deneyin sonunda herhangi bir A olay1 ya gergeklesiyor ya da
ger¢eklesmiyor. O halde bizi, genelde her deneyin sonucu degil, gergeklestirilen
kompleks deneyler serisinin sonucunda A olaymin gelisinin genel sayisi
ilgilendiriyor.

Mesela, ayn1 hedefe bir grup ates edildiginde bizi, her atesin sonucu degil vuruslarin
genel sayisi ilgilendiriyor. Boyle problemlerde kompleks deneyler serisinde olayin
keyfi verilmis sayida gergeklesmesinin olasiliginin bulunmasi esas problemlerdendir.
Bu boliimde bdyle problemler ele alinip, bu tiir problemlerin ¢éziim yontemleri
verilecektir.

5.1. Bagimsiz Deneyler

Kompleks deneyler dizisinde deneylerin sonucu olan rastgele A olaymin verilmis
sayida gergeklesmesinin olasiliginin  bulunmasi problemi deneyler bagimsiz
oldugunda ¢ok basit sekilde ¢oziiliir.

Eger verilmis deneyler kompleksinde her bir deneyin bu veya diger sonucglarinin
olasiliklar1 kalan deneylerin hangi sonuclar gergeklestirilmis olmalarima bagh
degilse, o zaman bu deneylere bagimsiz deneyler denir. Mesela, paranin ardisik
olarak birkag kez atilis1 deneyleri bagimsiz deneylerdir. Iyice karistirilmis iskambil
destesinden rastgele bir kartin ardisik birkag¢ kez ¢ekilisi deneyleri, her defa ¢ekilen
kart yerine konulup, iskambil destesi iyice karistirildiginda bagimsiz deneyler oluyor.
Her atesten Once nisan alma yeniden gergeklestirilirse, o zaman birkac¢ ates etme
deneyi bagimsiz deneyler olur.Ama bir nisan almakla bir ka¢ ates ediliyorsa, o
zaman atesler serisi bagimli deneyler olur[3].

Bagimsiz deneyler ayni kosullarda ve farkli kosullarda gerceklestirilebilir.Eger
bagimsiz deneyler dizisi ayni1 kosullarda gergeklestirilirse, o zaman A olaymnin tiim
deneylerde gergeklesmesi olaymnin olasiligi her deneyde aymi olur. Ikinci halde, yani
deneyler farkli kosullarda gergeklestirildiginde A olaymin olasilii deneyden deneye

degisir. Bu halleri ayr1 ayri ele alalim.



5.2. Bernoulli Deneyleri, Bernoulli Formiilii

Once iki sonuglu tekrarlanan bagimsiz deneyler dizisi ile ilgili bir konkre 6rnek ele
alalim.

Hedefe birbirine bagli olmayan ii¢ ates ediliyor. Her bir ateste hedefin vurulmasi
olasiligi p’dir. Ug atesten iki vurusun gregeklesmesi olaymin olasiligini bulalim.

Bunun i¢in hedefe iki giillenin degmesi olaymni By ile Ai, A2, As ile uygun olarak
birinci, ikinci ve liglincli ateste hedefin vurulmalari olaylarini, E,E,E ile uygun
olaylarin zit olaylar, yani yan vuruslar igaret edilmistir.
Ug atesten tam olarak iki kez hedefin vurulmasi olay1 By ii¢ halde gerceklesebilir:
1) AAA, - birinci ve ikinci ateste vurma, iigiincii ateste ise hedefin
vurulamamasi;
2) AiKA3 - birinci ateste vurus, ikinci ateste yan vurma, ticlincii ateste vurus;
3) AA,A, - birinci ateste yan vurma, ikinci ve iigiincii ateste vurus.
Boylece, B2 olayini bu olaylar ¢arpiminin toplami gibi yazabiliriz:
B, = AA A+ AAATAAA,
Bu toplama dahil olan AA A, AAA,, AAA, olaylari bagdasmayan olaylar ve
A, A, A olaylar ise bagimsiz olaylar oldugundan olasiliklarin toplama ve ¢arpma
teoremlerine gore buluruz:
P(B,) = p.p(1- p)+ p(L—p)p+(1-p)p.p=3p°(L-p) .
Burada 1- p =q ile gosterirsek:
P(B,)=3p*q .
Bu ornekte biz ilk kez Bernoulli tarafindan bir sinif deneyler dizisi i¢in incelenmis
problemin genel semasi ile tanismis olduk.
Simdi bu problemi asagida genel halde ele alalim.
Farz edelim ki, aymi bir deney tekrarlaniyor, yani aymi kosullar kompleksinde

tekrarlantyor ve her bir deneyin yalniz iki sonucu vardir. A olay1 ya gergeklesiyor, ya

da gergeklesmiyor. Her bir deney sonucunda A olaymin ger¢eklesmesi olasilig1 ayni
sabit p(A)=p (0<p<l) sayisi, gerceklesmemesi (yani A olaymnin gergeklesmesi)
olasilig1 p(A)=1-p=q saylisina esittir.

Gergeklestirilen boyle deneyler bagli olmadiginda bu deneylere Bernoulli deneyleri

denir. Hatirlatalim ki, deneylerin bagli olmamasi o demekdir ki, her bir deney
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soncunda A olaymin gerceklesmesi olasiligi, diger deneylerin sonuglarma baglh
degildir.
Ozel halde bu deneyler dizisinde p =q =% oldugunda boyle Bernoulli deneylerine

simetrik deneyler denir[2].

Simdi farz edelim ki, bagli olmayan bu deneyler n kez gerceklestiriliyor. Bu deneyler
sonucunda A olaymin tam m kez ger¢eklesmesinin P (M) olasiligini bulmamiz
isteniyor.

Ornekte gordiigiimiiz gibi gerceklestirilen n bagimsiz deneyler serisinin sonucunda A
olaymnin m kez ve bu olayla karsilikli zit olan A olaymmin n-m kez gergeklesmesi
farkli ardisiklikla (kombinasyonlarla) miimkiin olabilir. Bunu gostermek ig¢in A
olaymin n deneyde m kez gerceklesmesi olayini Bm ile isaret edelim. A olayinin i —
inci deneyde gerceklesmesi olayin1 Aj ve gergeklesmemesi olayini ise K ile isaret
edelim.

Bm olaymnim her gerceklesmesinde A olaymin m kez ve A olaymin ise n — m kez
farkli indislerle ger¢eklesmesi gerektigi agiktir.
Boylece,

B, =AA..A A . ..A +AAA.A A+ FAA LA LA LA
ve burada her bir carpimda A olay1 m kez A olay1 ise n — m kez dahil olur.
Boyle kombinasyonlarin sayist C sayidadir. Bu say1 n deneyden m sayisinda A

olaymin gelmesinin varyantlari sayisidir.

A&,Az,...,ﬁ,z\“...,z\n olaylar1 bagimsiz olaylar oldugundan bu toplamda yer alan

her bir kombinasyonun olasilig1 olasiliklarin garpimi teoremine gére p"q" " sayisina
esittir. Her bir kombinasyona ise kendi aralarinda bagdasmayan oldugundan toplama
teoremine gore Bm olayimin olasilig1 i¢in sonugda asagidaki ifadeyi aliriz:

P(B,)=PR(m=p"g""+...+9""p" =CTp"q"".

Ci'kez

Boylece, eger n tane bagimsiz deney gerceklestiriliyorsa ve bu deneylerin her birinin
sonucunda p olasiligr ile A olayr gergeklesiyorsa, o zaman A olaymin m kez

gerceklesmesinin olasilig1 agsagidaki formiille ifade edilir:

P,(m)=C"p"q"™". (5.1)

n

Burada q=1— p. Bu formiile Bernoulli formiilii denir[1].
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Bir ¢ok problemleri inceledigimizde ise bdyle bagli olmayan deneylerin n kez
gerceklesmesinde A olayinin en azindan k kez gergeklesmesi olaymin olasiligini
bulmamiz isteniyor.

Bu halde gergeklestirilen n deneyde A olaymin en azindan k kez gergeklesmesinden

olusan B, olayt A olayinin k kez ger¢eklesmesinden olusan B, _, olayinin,
m=k+1 kez gergeklesmesinden olusan ve B, _,,...,B,_, olaylarinin toplamina
esittir:

B,, =B, +B

m>k

n
ot ot B =D B
=k

Buna gore de B, olaymin, yani A olaymin en az k kez gergeklesmesinin
Pimek) =Pe o) olasthign B _;(j=k,k+1..,n) olaylarmin uygun olarak

Py (1 =k k+1,...,n) olasiliklarmin toplamina esit olur:
(m>k)= Z P(j) 5.2
veya
k-1
P(m>k)=1->"P(j) . (5.2)
=0

Bazi hallerde (5.2) formiilii ile P,(m >K) olasiligini hesaplama daha elverisli olur.
Ornek 5.1: Her 100 yeni dogan ¢ocugun genelde orta hesapla 51-i erkek ¢ocuk ve
49-u kiz cocuk oluyor. Bir ailede 5 ¢ocugun en az 3’linlin erkek ¢ocuk olmasinin
olasiligini bulunuz.
Coziim: Bu problemde n=5, p=0,51 ve q=0,49 oldugundan (5.1) ve (5.2)
formiillerine gore buluruz:

P,(m>3)=PR,(3)+P,(4)+P,(5)=CSp°g” +C{ p“q+

C2p° =10,0,51)°(0,49)" +5.0,51)".(0,49)+(0,51)°

=0,318+0,166 + 0,035 ~ 0,519.

Ornek 5.2: Metal para 10 kez atiliyor. Turanin ii¢ kez gelisinin olasiligin1 bulunuz.

Coziim: Farz edelim ki, Pi1o(3), para 10 kez atildiginda {i¢ kez turanin gelisi

olasiligidir. Bu halde turanin bir atista gelisinin olasiligi p=% dir. O zaman

q= 1—% = % olur. Bunlari1 Bernolli formiilii (5.1.) de yerine yazarsak buluruz.
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3 7 10
wo-cil3) (3] 573 -
_ 718910 1 835 15
71123 °9° 1024 128
Ornek 5.3: Cereyan lambasimin 1000 saat ¢alisttkdan sonra bozulmasinin olasiligi p
= 0,2 dir. 5 lambadan en az 3’niin 1000 saatten sonra bozulmasinin olasiligini
bulunuz.
Coziim: Her bir lambanin 1000 saat ¢alismasini bir deney gibi diisiinelim. Bu halde
5 deney gergeklestirildigini diislinebiliriz. Bizi “5 lambadan 3 lamba yaniyor” “5
lambadan 4 lamba yaniyor” “5 lambadan 5 lamba yaniyor” olaylarin herbiri bizi
ilgilendiriyor. Bu olaylarin her birinin olasiliklarin1 ayr1 ayr1 Bernoulli formuliine

gore hesaplayip toplarsak istenilen olasiligi bulmus oluruz:
R(m>3) = R(3)+R(4) +R(8) =C.p’q* +Cip'q +

5,50 O 3 2 bl 4
C5pq —ﬁ(O,Z) (0,8) +H(0,2) 0,8+

|
+%(0, 2)°.1=0,0512 +0,0084 +0,000320
= 0,0579.

5.3. Tekrarlanan deneyler dizisinde genel haller

Bernoulli deneylerinin genellesmesi olan daha genel tekrarlanan bagimsiz deneyler

dizisine bakalim.

Farz edelim ki, A, A,,....., A¢ ¢ift ¢ift bagdagsmayan ve tam grup olusturan olaylardir.
Gergeklestirilen deney sonucunda bu olaylar uygun olarak B, P,,...., B, olasiliklart ile

gerceklesebilirler. Burada B, +P, +...+ B, =1 sart1 saglaniyor.O halde gergeklestirilen

bagimsiz n deney sonucunda A olaymin my kez, Az olaymin my kez, ...., Ax
olaymnin ise mk kez gerceklesmesinin olasiligi

n!

:—mll.mzl...mklpl1'P22""PKK (5.3)

P.(m,m,,...,m)

formiilii ile hesaplaniyor. Burada m +m,+..+M, =N sartinin saglandigini

farzedelim.

Bu formiiliin ispat1 Bernoulli formiiliiniin ispatinin benzeri seklinde ispatlanir[2].
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Ornek 5.4: Bir zar 10 kez atiliyor. Bu halde 1 sayisinin 3 kez, cift sayilarin 6 kez
gelisi olaylarinin olasiligini bulunuz.

Coziim: Bu halde A1 zarin 1 sayili yliziiniin gelisi olayl, A2 2,4,6 sayili yiizlerin
gelisi olayi, Az ise 3 ve 5 sayili yiizlerin gelisi olayidir. Boylece,

P(A) =< P(A) =2, P(A) == ve

K,=3 K,=6, K,=1 oluyor.

(5.3.) formiiliine gére buluruz:

100 (1Y (1) 1

Ornek 5.5: Zar n kez atiliyor. i-inci yiiziin k; kez gelisinin pn(kl,kz,kg,k4,k5,k6)

olasiligini bulunuz. Burada K, +K, +Kk; +Kk, +k; +k, =n.
Coziim: Her bir yiiziin gelisinin olasilig % oldugundan (5.3.) formiiliine gore

buluruz:

n! 1
Pk, Ky K )= ————— . —.
G k,'k,1..K,! 6"

Bernoulli deneyinin ikinci bir genellesmesi haline bakalim.

Bernoulli deneylerinde tekrarlanan deneylerin sonucu olan A olaymin her bir

deneyde aym sabit P(A)=p olasiligi vardir. Bernoulli deneylerinde bu olasilik

deneyden deneye degismez. Ama pratikde deneyleri aym1 kosulda gerceklestirmek
olmuyor. Olayin olasilig1 deneyden deneye degisir.

Mesela, degisen kosullarda (diyelim ki, hedefe kadar mesafa degistiginde) hedefe
ates edildiginde atesten atese hedefin vurulmasinin olasilig1 degisir.

Simdi bdyle halleri ele alalim.

Farz edelim ki, n bagl olmayan deney gerceklestiriliyor. Her bir deneyin sonucunda

A olay1 gergeklesebilir yada gergeklesmeyebilir. A olaymin i numarali deneyde

gerceklesmesinin  olasiigt  Pi, gergeklesmemesinin olasiligt ise 1-p, =0
(i=12,..,n) olsun. n deneyde A olaymin m kez gelisinin P,(m) olasiligin

bulmamiz isteniyor.

n deneyde A olayinin m kez gelisi olayini yine Bm ile gosterelim. Bu halde de

B.=A. A, .A A ..A +AA. A A+ . ..+AAA LA AL
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Burada her bir ¢carpima A olayt m kez, A olay! ise n-m kez dahildir. Buradaki
kombinasyonlarin sayist yine C" olur.
Bu esitlige olasiliklarin toplama ve ¢arpma teoremlerini uygulayarak bulunuz:
Po(M)= Py-Py Py Gyaern + Pry-Paee Gy 4Py +
et OOy Py Py -

Bu esitligin her bir teriminde p farkli indisle m kez, q ise farkli indisle n-m kez dahil

oluyor. P, (m) olasiliklarmni hesaplamak igin;
[ 1@ +pz)= ZP 2" (5.4)
i=1

esitliginden faydalanilir.
Buradaki

)=T](a+p2)

polinomuna iiretici polinom denir.

Buradaki By, B,,..., B, olaylari tam grup olusturdugundan

Zn: P(m)=1 (55)

esitligi saglanir.
Bu hallerde de gerceklestirilen n deneyde A olaymin en azindan k kez

gerceklesmesinin B, olaymin P, (m > k) olasili1 ¢cok 6nem tasir. Bu halde de
(m>k) Z P(j) (5.6)

veya
K—

P(m>k)=1->"P(j) (5.6

n
i

LN

Il
o

formiilleri dogrudur.
Ornek 5.6: Ayn1 bir hedefe farkli mesafelerden 4 kez baglh olmayan ates ediliyor.

Bu ateslerde hedefin vurulmasinin olasiliklari

P=01 P =02 P=03 P =04.
Hedefin hi¢ vurulamamasi, bir kez, iki kez, ii¢ kez ve dort kez vurulmalarinin
P,(0),P,(1). P,(2), P, (3). P, (4)

olasiliklarint bulunuz.
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Coziim: Uretici fonksiyonu yazalim:

4

o,(2)=]](a+pz)=(0,9+0,1.2)(0,8+0,2.2).(0,7+0,3.).

j=1
.(0,6+0,42) =0,302+ 0,440z +0, 2157°

+0,040.2® +0,002.2*
Buradan
P,(0)=0,302; P,(1)=0,440; p,(2)=0,215;, P,(3)=0,040; P,(4)=0,002.

Ornek 5.7: 1ki zarin 4 kez atilisindaki toplaminin 7 olmas1 sayilarinin gelisi olayinin
hi¢ gerceklesmemesi olayinin olasiligini bulunuz.
Céziim: iki zarm atilisinda tiim miimkiin olan haller sayis1 36-dir. Toplaminin 7’ye

esit olmasi ylizlerinin gelisi olay1 A igin elverisli haller sayis1 6 oluyor:

1+6=7; 6+1=7; 2+5=7; 5+2=7; 3+4=7; 4+3=7.

Buna gore de p(A):%:% ve p(ﬂ):%.

Dért deneyde A olaymin hi¢ gerceklesmemesinin olaymi By ile isaret edersek,

p(B,)=P,(0) olur. Boylece, (5.1)formiiline gére buluruz:

5)* 5)*
P,(0)=c{p’q* =H p.(0)=C;p’q" =[—J

6 6

Ornek 5.8: (0,T) arahgindan rastgele n tane nokta gdtiiriiliiyor. Bu noktalarin m

tanesinin (Tl,Tz) araligindan olmasinin olasiligini bulunuz (bakiniz sekil 5.1.).

m nokta
—_———0—0—0—0—0—0—0— O—0=0
0 T, T, T

Sekil 5.1: (0,T) araliginda yerlesen noktalarin sekli

Coziim: Bu problemi tekrarlanan deneyler semasina (Bernoulli semasina)
getirebiliriz. Gergektende rastgele se¢ilmis herhangi bir noktanin (t1,t2) aralifindan

olmasinin (A olayimnin) olasilig1 geometrik olasilik formiiliine gore:
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oluyor. A olaymin m kez gergeklesmesi olayina ise n noktadan m sayida noktanin

(t,,t,) arahinda olmasi olay: gibi bakabiliriz. Bu olay1 Bm ile isaret edersek:
P(B,)=P,(m)=C/p"q"" (5.7)
formtiliinii almis oluyoruz.

Ornek 5.9: n parcadan olusmus cihaz t=0 aninda calismaya bashyor. Cihazin

herhangi par¢asinin (0,t) zaman araliginda bozulmasinin olasiligi

P=[alss, alt)>0, [altht=1 (58)

0 0
formiilii ile hesaplaniyor.
t anina dek cihazin m tane pargasinin bozulmasinin olasiligini bulunuz.
Coziim: Bu problemin ¢odziimiiniide Bernoulli semasina getirebiliriz. Bu problemin
¢Oziimiide (5.7) formiili ile ifade edilir.

En biiyiik olasilikli sayr. P, (m)olasiigimin n sabit saglandiginda m sayisina bagh

fonksiyon gibi inceleyelim. P, (m) olasiliginin m sayisina bagliligi (5.1) Bernoulli

formiilii ile verilir. P,(m) olasiligiin en biiyiik deger aldi§i mmax sayisina en biiyiik

olasilikli say1 denir.

Kolaylikla gosterebiliriz ki, (n+1)p sayist kesir oldugunda Pn (m) olasiligt m-nin
fonksiyonu gibi en biiyiik degerini

M =[(N+1)p] (5.9)
degerinde alir. Burada [ (n+1) p] sayisi (n+1)p sayisindan kiigitk olan en biiyiik

tam sayidir. (n+1)p tam sayr oldugunda Pn(m) olasiligt maksimum degerini m
sayisinin iki ardisik degerlerinde
m=m =(n+1)pve m=m,=m —1=np—q
alir.
Gergektende P,(m) olasihigmin iki ardisik p,(m—1) ve p, (m) degerlerinin

oranlarini alirsak buluruz:

p.(m-1)  mg

p,(m)  (n-m+1l)p

61



Burada eger

mq
(n—m+1)p

<1
oluyorsa, yani eger;
m<(n+1)p
esitsizligini saglayan m sayilar1 i¢in;
P.(m-1) <P,(m)
esitsizligi saglanir.
Buna gore de P, (m) fonksiyonu m sayist (5.9) esitligi ile tanimlanan mmax tam

sayisina kadar arttikca artiyor ve m=m__ degerini aldiginda Pn(m) maksimum

degerini alir.
Eger (n+1)p tam olursa, 0 zaman m=(n+1) p oldugunda
I:)n (m _1) _
P.(m)

olur. Béylece, m =(n+1)p ve m,=(n+1)p—1 oldugunda P,(m) maksimum

1

degerini alir.

Ornek 5.10: a) n=10 ve p= 1 oldugunda, (n+1)p =1—;' oldugundan

3
m.. = [1%} =3 olur.

b) n=11 ve p :% oldugunda (n +1)% =6. Buna gore de en biiyiik olasilikli say1

bu halde iki tane olur. Yani m, =6, m, =5.
Bir ¢ok pratik problemlerin ¢oziimiinde n deneyde A olaymm k kez m <k<m,
gergeklesmesinden olusan B, ., olaymin olasiiginin  bulunmasi isteniyor.

B olaymm1 B ,B B,, 1, B, olaylarinin toplami seklinde yazarsak

my<k<m, m T my+lr Tt P my -1 T my

M,
Bmléksm2 = UBm:k .

k=m,

O zaman olasiliklarin toplama teoremine gore buluruz:

P(Bry e, )= icnk pq"". (5.11)

k=m,
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Ornek 5.11: Fabrikada 10* sayida mal hazirlanmistir. Bir malin bozuk olmasinin
olasiligt p=0,1 - dir.

Bozuk olan mallarin toplam sayisinin 1100 sayisindan fazla olmamasinin olasiligini
bulunuz.

Coziim: Burada n=10*, p=0,1, m =0, m, =1100 veriliyor ve (5.11) formiiliine

gore buluruz:

1100

P(Bryciam, )= 20104 ) (0,9)7 . (5.12)
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6.RASTGELE DEGISKENLER VE ONLARIN DAGILIM
KANUNLARI

Biz olasilik teorisinin esas anlamlar1 boliimiinde rastgele degisken anlamini
vermistik. Burada biz bu anlamin daha genis anlamini verelim. Rastgele
degiskenlerin karakteristiklerini belirleyelim.

Tanimladigimiz gibi deney zamani dnceden belli olmayan bu veya diger degerler
alan degiskenine rastgele degisken denir. Biz kesikli ve siirekli rastgele degisken
anlamlarim1 da verdik. Kesikli rastgele degiskenlerin alabilecegi degerler onceden
sayilabilirler. Ama siirekli rastgele degiskenlerin karakteristiklerini onceden
sayilamaz ve belli bir aralig1 doldurur.

Once biz kesikli rastgele degiskenlerin karakteristiklerini dgrenelim.
6.1.Kesikli rastgele degiskenler, kesikli rastgele degiskenlerin dagilim kanunlari
Tanmm 6.1: Eger x degiskeni deney zamani sonlu veya sonsuz sayilabilir

Xy Xy yeeey Xy yene
degerlerini uygun olarak

O
olasiliklari ile aliyorsa o zaman x degiskenine kesikli rastgele degisken denir.
Tanimdan anlagiliyor ki, kesikli rastgele degiskenin her bir xk degerine pk olasiligi
uygun gelir.
P, olasiligmin xk degerine fonksiyonel bagliligina kesikli rastgele x degiskeninin

olasilik dagilim kanunu denir[5].

Boyle bir baglant1 agagidaki tablo ile verilebilir:

Rastgele x degiskeninin miimkiin degerleri X, X, X,

Bu degerlerin olasiliklari P, P, P,

Bu tabloya uygun olarak xOp diizleminde (X, p,) noktalarmi bulup, bu noktalar:

dogru parcalart ile birlestirirsek dagilim kanununu grafik olarak olasilik dagilim

cokkosegeni seklinde alabiliriz (Bak. Sekil 6.1).




P, B: P; Py

L 4

Xl X2 X3 A X
Sekil 6.1: (xk, P, ) noktalarini birlestiren dogru pargalarinin sekli

Dagilim kural analitik olarak
Px = f(Xk)
seklinde verilebilir.

x degiskeni X, X,,...X,, X, degiskenlerinden kesin birini alacagindan

esitligi saglanir.
Rasgele degisken sonsuz sayida X, X,,... degerler aldiginda ise bu esitlik
>, -1 a
k=1
seklinde olur.
x rastgele degiskeninin en biiylik olasilikli x; degerine bu rastgele degiskeninin
modasi denir. Sekil 1-de X2 rastgele degiskeninin modasidir.
Ornek 6.1: x degiskeni oyun zarini bir kez attigimizda gelebilecek sayilarin

degiskeni olsun. x degiskeni 1,2,3,4,5,6 degerlerinden birini alabilir. Bu degerlerin

her birini P:% olasiligr ile alabilir. Boylece, bu degiskenin dagilim tablosu

asagidaki gibi olur:

X 1 2 3 4 5 6

P 1 1 1 1 1 1
6 6 6 6 6 6
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Ornek 6.2: Sonsuz sayida deneyde A olaymin her deneyde gelmesi olasilig1 p olsun.
X, A olaymin birinci kez gelis numarasi olsun. x rastgele degiskeninin dagilim
kanununu yaziniz. p, olasiligi, A olaymin birinci deneyde A olaymin gelis olasiligt
olsun:

p=p(A)=p.
p2 olasilig1 A olayinin birinci deneyde degil ikinci deneyde gelisi olasilig1 olsun

p, = p(AveA)=(1-p)p.
ps olasiligi A olayinin birinci ve ikinci deneyde A olayinin gergeklesmemesi 3-lincii

deneyde gerceklesmesi olasilig1 olsun. O zaman.

p, = p(Ave Ave A)=(1-p)(1-p).p =

=(1-p) p
Ve S.
p=(1-p).p . (6.2)
Bu kesikli rastgele degiskenin dagilim tablosu asagidaki gibi olur.
X 1 |2 3 | k .
p p (1-p)p (1- p)2 p |- (1- p)k—l p |-
Burada
c c - 1
2p=p)-p) =p hp)

Hedefi birinci kez vurana dek ates hakkinda problem bu dagilima getiriliyor.

Farz edelim ki, hedefi vurana dek ates ediliyor. Her bir ateste hedefin vurulmasi
olasilig1 p’dir. x birinci kez hedefin vuruldugu deneyin numarasi olsun. x rastgele
degiskeninin dagilimi iistteki tablo ile verilir.

Ornek 6.3: Her bir ateste hedefin vurulmasi olasihigi p = 0,8 olsun. Bir giillenin, iki
giillenin ve ii¢ giillenin harc¢landig1 olaylarinin olasiligini bulunuz.

Coziim: x harglanmus (tiiketilmis) giillelerin sayis1 olsun. P(x=x) x, sayida

giillenin tiiketilmesi olasilig1 olsun. O zaman,
P(x=1)=p=08

birinci ateste hedefin vurulmasi olasilig1 oluyor.
P(x=2)=(1-p)p=(1-0,8)(08)=016

birinci ateste hedef vurulmamais, ikinci ateste vurulmasi olasiligidir.
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P(x=3)=(1-p)’ =(1-0,8).(1-0,8)=0,04
ticlincii ateste hedefin vurulup, vurulmamasina bagli olmayarak ates kesilir.
Sonuncu olasilig1
1-P(x=1)-P(x=2)=1-0,8-0,16 = 0,04
gibi hesaplayabiliriz.

Dagilim tablosu asagidaki gibi olur.
X 1 2 3

P(x=x,) |08 0,16 0,04

6.2. Nispi frekans ve nispi frekansin tekrarlanan deneylerde olasilig

Farz edelim ki, n tane seri deney (deneyler dizisi) yapiliyor. Her bir deney sonucunda
A olayt p olasihigr ile gerceklesebilir. n deneyler dizisinde A olayinin
gerceklesmesinin (gelisiminin) nispi frekansini gosteren rastgele degiskeni x’ le
gosterelim. Boylece, x n deneyler dizisinde A olayinin gelisinin nispi frekansidir[3].
n deneyler dizisinde x rastgele degiskeninin dagilim kanununun bulunmasi istenir.

n deneyler dizisinde x rastgele degiskenin agagidaki degerlerden birini almasi agiktir:

012 n
S

nlnlnl"'l

Asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 6.1: x degiskeninin m degerini almasinin P(X:mj olasilig1, yani n
n n

deneyde A olaymin m kez, ama A olayinin ger¢eklesmemesi olay1 olan A olaymin

n —m kez gerceklesmesinin olasilig
P(X = mj = Cr']“ pmg" "
n

I
formiilii ile hesaplanir. Burada C =L|, p sayist A olaymin bir deneyde
m

(n—m)!m!
gerceklesmesi olasiligt olup p= P(A) ve q ise A olaymm gerceklesmemesi
olasihgidir, yani q=1-p = P(z\)
Ispat: n deneyler dizisinde A olay1 m kez asagidaki ardisiklikla gergeklesebilir:
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AA.AAA..A
m n-m

yani birinci m deneyde A olayr gergeklesir, sonraki n — m deneyde A olay1
gerceklesmiyor (yani A olayi gerceklesiyor). Boylece,
P(A)=p, P(A)=1-p=q

oldugundan olasiliklarin ¢arpimi teoremine gore A, A..AAA..A olaymnin
P

m

m

olasilig1

P

m n-m

q
olur.

Ama A olay1 n deneyde m kez asagidaki ardisiklikla da gergeklesebilir:
AA.AAA.AA
%r_/

m-1 n-m 1

Bu olayin olasilig1 da

m.n—-m

P p=p"q
olur.
n deneyde A olaymmin m kez, A olaymin ise n —m kez boyle gerceklesmesi hallerinin
miimkiin sayis1

nl

Co = (n—m)!m!

n

sayis1 kadardir.

Boylece, toplama teoremine gore buluruz:

m m n-m m n-m m_n-m
P(Xz;jzp-q +p"q" " +p"g" " =

Co

=C'p"q"" . (6.3)
Bununla da teorem ispatlanmis olur.

(6.3)formiilii zaten x degiskeninin dagilim kanununu ifade eder. x degiskeninin

dagilim kanununu tablo ile asagidaki gibi gosterebiliriz:

R [m n
n n n n n
P(X:mj 1qn Cr]]. pqn—l an pzqn—z Cr:n pmqn—m 1pn
n

68




Aldigimiz dagilim kanuna binom dagilim kanunu denir. Buna gore , P(X:—j

olasihg (q+ p)" ifadesinin binom agils formiiliindeki

n

(q+p)"=>.Crp"g""  (6.4)

m=0

uygun terime esittir.
Dikkate alalm ki, (p+q)"=1"=1 oldugundan x degiskeninin tiim miimkiin

alabilecegi degerlerin olasiliklarinin toplami goriildiigi gibi 1°e esittir.

Bir ¢ok problemleri ¢ozerken n deneyler dizisinde A olaymnin, mesela en az bir kez

gerceklesmesinin olasiligint belirlemek isteniyor. Bu olaymn nispi frekansi le
n

esitsizligini saglar. Bu olasilik asagidaki esitlikten bulunur:

P(x > 1) =1- P(x = 9) =1-q" . (6.5)
n n

A olaymin en az k sayida ger¢eklesmesinin olasiligi ise asagidaki formiille bulunur:
P(XZE):ZC? p"g" " (6.6)
m=k
veya
k k-1
P(x > —] =1-> Crp"g"™"
n m=0

Ornek 6.4: n=8, p :%, q :% oldugunda x rastgele degiskeninin binom dagilim

kanununu grafikle gosteriniz.

Coziim: Bunun i¢in asagidaki olasiliklar1 hesaplayalim:

8
P(x=0)=Cgq’ =1.6] -1

256
7
plx=tloctifiy 8 L _1
8 2\ 2 1256 32
8
o(x-2ciy] 211
8 2 12 2° 64
8
P X:§ :C: E = 876]{;:1’
8 2 1.23.2° 32
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8
b x:f :C‘?Gj :8.7.6.5%: 35’
8 2) 1234°2° 128
p(x=5)ocsi T,
8 28 32
p(x-8)ocr L T
8 28 64
7 1 1
Plx==|=C/==—,
8 828 32
1

(e f)ctto b
8 2° 256

Bu degerlere uygun olarak dagiliminin grafigi asagidaki gibi olur:

A
35
128
o 1 2 3 4 5 6 7
8 8 8 8 8 8 8

Sekil 6.2: Dagilimin grafigi

Ornek 6.5: A olaymin her bir deneyde gerceklesmesinin olasihigi p = 0,4’diir. A
olayinin:

a) 2 deneyde; b)3 deneyde; ¢) 10 deneyde iki kez gerceklesmesi
olasiliklarint hesaplayiniz.

Coziim:

a) Bu halde n =2; p=0,4; q = 0,6:
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p(x: ) 2p°q° = 221(0 4) =0,16;

b) Buhalde n=3, p=0,4, q=0,6;
p(x:—jzcﬁpqu—lz(o 4) .0,6=0,288;
c¢) Bubhalde n=10, p=0,4; q=0,6

2 s 109 -
p(x-loj Cop’a’ = Do —>(0,4)(0,6)’ =0,121.

Ornek 6.6: Hedefe 5 tane bagimsiz ates ediliyor. Her bir ateste hedefin vurulmasinin
olasilig1 p = 0,2°dir. Hedefin iptal edilmesi i¢in hedefin {i¢ kez vurulmasi yeterlidir.
Hedefin iptal edilmesinin olasiligini bulunuz.

Coziim: Burada n =5, p = 0,2, q = 0,8. Hedefin iptal edilmesinin olasiliginin

asagidaki formiille hesaplanacagi aciktir:

3 4 5
PiptaI:p X:g +p X:g +p X:g

veya asagidaki formiille hesaplanir.

o2

Birinci formiile gore buluruz:

5.4.3

Py =C2P’” +Cpla’ +C3p° = (0, 2)°.(0,8)" +

iptal

5.4.3.2

1234 0 2)'.0,8+1(0,2)° =0,05792~0,06 .

Ornek 6.7: Bagimsiz dort deney yapiliyor. Her bir deneyde A olayinin

gerceklesmesinin olasiligi p=0,5’dir. A olaymin en az iki kez gerceklesmesinin

olasiligimi bulunuz.

Coziim: Burada n=4, p=0,5 ¢=0,5:

o))l oot
foso o)

Asagidaki olasilig1 hesaplayalim.

veya
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2 0 1 4 3.1
—_ | = = — = — = 4 =
p(X<4j p(X 4)4— p(X 4) g +4qp

=(0,5)" +4.(0,5)* =0,3125 .

Boylece ikinci formiile gore asagidaki sonucu buluruz:
2 4 4
p(xzzj =1-[(0,5)+4.(0,5)" | =0,6875~0,69 .

Ornek 6.8: Hazirlanmis kisimlardan birinin bozuk olma olasihgi p =0,1’dir.
Hazirlanmis 3 kisimdan olusan kisimlarm m=0, m=1, m=2, m=3 tanesinin

bozuk olmasi olasiligini hesaplayiniz.

Coziim:

P x=g =C2q°* =1(0,9)’ =0,729,

P x=1 =Cipg® _30 0,1.(0,9)° =0,243,
3 1

Pl x=2]- Cip q_ﬂ( 01)°.09=0,027,
3 1.2
3 3.3 3

Pl x=3]=Cip =(0,1)’ =0,001 .

6.3. Kesikli rastgele degiskenin beklenen degeri(matematik gézlemesi)

Genelde rastgele degiskenin olasilik dagilim kanunu rastgele degiskeni tam

karakterize eder. Pratikte ¢ok halde rastgele degiskenin olasilik dagilimi kanununu
vermek miimkiin olmaz. Boyle durumlarda rastgele degiskenin olasilik 6zelliklerini
onun baska karakteristikleri ile ogrenmek gerekir. Rastgele degiskenin bdyle
karekteristikleri onun sayisal karakteristikleridir[2].

Rastgele degiskenin sayisal karakteristikleri onu yaklasik olarak miktarca karakterize
eder. Bu sayisal karekteristiklerin yardimi ile bir ¢ok problemler daha basit
¢oziilebilir.

Rastgele degiskenin alabildigi degerlerin mesela, sayisal eksende nasil dagildigini,

nasil yerlestigini karakterize etmek igin beklenen deger, varyans, momentler ve s.

gibi karakteristiklerden istifade edilir.
Rastgele degiskenin beklenen degeri onun en 6nemli sayisal karakteristiklerindendir.

Farz edelim ki, kesikli rastgele degiskenin alabilecegi
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X[, Xy e Xy oone

degerlerini uygun olarak

P R

olasiliklart ile alir.

O zaman

PX + PX, ++ P X o (6.7)
serisi mutlak yakinsak oldugunda bu toplama rastgele x degiskeninin beklenen degeri

denir ve
M[x]=> P (6.8)
k=1
ile gosterilir. Rastgele degiskeninin beklenen degerini bazen E[X], m, ve s. gibi de

gosterilir.
(6.7) serisi mutlak yakinsak olmadiginda x rastgele degiskeninin beklenen degeri

yoktur denir.

x rastgele degiskeni sonlu sayida X, X,,..., X, degerleri aldiginda, o zaman (6.7) serisi

daima mutlak yakinsak olur ve boylece, sonlu sayida degerler alan rastgele

degiskenin her zaman beklenen degeri var ve asagidaki
M[x]=> P (6.9)
k=1

formiila ile tanimlanir.

Rastgele degiskenin beklenen degerine onun ortalama degeride denir. Beklenen

degere rastgele degiskenin Oyle ortalama degeridir ki, rastgele degiskenin alabilecegi
tiim degerler bu ortalama degerin komsulugunda yerlesmis olur.

Gergektende, farz edelim ki N tane bagimsiz deneyler dizisinde x rastgele degiskeni
X1 degerini n1 kez, X2 degerini n2 kez ve s., Xm degerini ise nm kez almigtir. O zaman

olasiligin istatistik tanimina gore

n
Py :P(X:Xk)zﬁk
olur (n,+n,+...+n, <N).

Boylece, bu rastgele degiskenin beklenen degeri icin asagidaki yaklasik formiilii

almis oluruz:
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m m
N, X +.oc+N_X
M[x]=2 pX =D % = o
=} = N N

Bu yaklasik formiiliin sag yanindaki ifade rastgele degiskenin bu deneyler dizisinde

aldig1 degerlerin aritmetik ortalamasidir.

Bir c¢ok hallerde deneyler sayist N biiyiikk oldugunda rastgele degiskenin X,
degerinin gerceklesmesinin nispi frekansi nWK, X, degerinin gerceklesmesinin pk

olasiligina yaklastigindan, buradan bdyle bir sonug ¢ikar.
Bir ¢ok rastgele degiskenlerin ¢ok sayida deneyler sonucunda aldigi degerlerin
sayisal ortalamasi, bu rastgele degiskenin beklenen degerine yaklasir:

X, +NyXy .+ N X
N N—o0

>M[x] .  (6.10)

Eger 6zel halde x rastgele degiskeni X, X,,....X, degerlerini ayn1 p = 1 olasilig1 ile
n

alirsa o zaman bu rastgele degiskenin beklenen degeri i¢in
M [X]= PX, +oot PoX, = P(X X+t X, ) =

XXX
n

(6.11)

formiiliinii almis oluruz.
Dikkate alalim ki, eger biz i¢inde N tane kiire olan bir kutu diisiiniirsek ve bu

kiirelerden nz tanesini x; ile, n2 tanesini Xz ile, ve s. nm tanesini Xm ile gosterirsek
(n,+n,+..+n =N), o zaman kutudan bir tane kiire aldigimzda beklenen m
sayisi

= X ENX X

) . (6.12)

formiilii ile hesaplanir.

Ornek 6.9: Farz edelim ki, bir ateste hedefin vurulmasmnn olasilig1 p = 0,4’tiir. Ug
ateste hedefin vurulmasi sayis1 x ile gosterelim. x rastgele degiskeninin beklenen
degerini bulunuz.

Coziim: x rastgele degiskeni asagidaki degerleri alabilir:

=0, X,=1 X=2, X,=3 .
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Bu rastgele degiskenin dagilim tablosunu yapalim. Bunun icinn=3,p=0,4 ve q=

0,6 olmakla x rastgele degiskeninin

olasiliklarini tekrar deneyler esasinda bulalim:

p(x=0)=C2(0,6)° =0,216 ,

p(x=1)=C%(0,4).(0,6)" =0,432 ,

p(x=2)=C2(0,4)".(0,6)=0,288 ,

p(x=3)=C3(0,4)° =0,064 .

X, X5, X3, X, degerlerinin  gergeklesme

Buna gore de rastgele degiskenin dagilim tablosu asagidaki gibi olur:

X

0

1

2

3

P(X=Xx)

0,216

0,432

0,288

0,064

Beklenen degerini (6.7) formiilii ile hesaplarsak buluruz:

m, =0.0,216+1.0,432+2.0,288+3.0,064 =1,2 vurma.

Ornek 6.10: Hedefe bir ates ediliyor. Hedefin vurulmasinin olasilig1 p’dir. x rastgele

degiskeni hedefin vurulmalar1 sayist olsun. x’in beklenen degerini bulunuz.

Coziim: Rastgele x degiskeninin dagilim tablosunu yapalim

X

0

1

Pk

1-p

p

Boylece, m, =0.1-p)+1l.p=p

Ornek 6.11: Binom dagilimh x kesikli rastgele degiskeninin beklenen degerini

bulunuz.

Coziim: Farz edelim ki, x rastgele degiskeni

0,1,2,..

degerlerini

.n

P(x=k)=Cyp*(L-p)""

olasiliklari ile alir. Bu rastgele degiskeninin beklenen degerini hesaplayalim.

Tanima gore
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olur. Buradan da buluruz
x]=> kCxp“(1- p)”_k :
k=0
Burada
kCS=nC\}

esitliginden yararlanarak buluruz:
=n. pZan 1P (1-p)"

=n.p| p+(1- p)]n_1 =np .
Boylece
M[x]=n.p . (6.13)
Buradan boyle bir sonu¢ c¢ikar. Bagli olmayan n deney gerceklestiginde ve her
deneyde A olaymnin gerceklesmesinin olasilig1 p ise, o zaman A olaymin n deneyde
gerceklesmesi sayisini gosteren x rastgele degiskeninin beklenen degeri M [X], (6.13)

formiilii ile heaplanir.

Ozel halde (6.13) formiilinde n hedefe edilen ateslerin genel sayisi, p bir ateste
hedefin vurulmasi olasiligi olursa, o zaman M [x]zn.p sayist n ateste hedefin
beklenen vurulmasi sayisini gosterir. (6.13) formiiliinden yararlanilarak 6rnek 10
asagidaki gibi ¢oziliir:

M [x]=n.p=3.0,4=1,2vurma.
Eger (6.13) formiiliinde M [X] ve p belli olursa bu formiilden yararlanarak verilmis

beklenen degerini veren deneyler sayisini asagidaki formiille hesaplayabiliriz.
M [x]
n= T . (6.14)

Ornek 6.12: Bir ateste hedefin vurulmasimin olasithg p = 0,2°dir. Hedefin
vurulmalari sayisinin beklenen degerin 5 olmasi i¢in gerek olan giille harglanmasinin
sayisini bulunuz.

n= S =25 giille.
0,2

Benzer sekilde arastirmalar her alanda yapilabilir.

Ornek 6.13: Rastgele x degiskeninin dagilim tablosu asagida verilmistir:
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X 1 2 3 k

P [P [ (-p)p | @-p)’p| - |(@-p)Tp

Yani bu rastgele degisken geometrik dagilima sahiptir. x rastgele degiskeninin
beklenen degerini bulunuz.
Coziim: (6.7) formiiliine gore, q = 1-p ile gostermekle buluruz:

m =1.p+2pq+39°p+..+kq“ " p+..=

= p(1+ 20+ 30> +...+kq“+...): p(q+q2 +0 +...+0" +...)q =

=p(ij —p3d__P__P_2
-q),” "o @af »* P
Boylece, m ©
P
Dikkate alalim ki,
limm, =1
p—1
ve
limm, = oo
p—0

Son baglantilar1 problemin anlamina gore agiklayabiliriz.

Gergektende, eger her bir deneyde A olaymnin gerceklesmesinin olasiligi 1’e yakin
olursa yani p=1 olursa, o zaman A olaymin birinci deneyde gergeklesmesini
beklemek olur, yani m, 1. Eger A olaymin deneylerde gergeklesmesi olasiligi ¢ok
kiigiik ise p~0 ise, 0 zaman A olaymin ger¢eklesmesi i¢in ¢ok sayida deney
yapmak gerekecektir yani m, = oo,

Bazen x rastgele degiskeninin beklenen degerine x rastgele degiskeninin

olasiliklarinin dagilim merkezi de denir.

Burada olasiliklarin dagilim merkezi ismi mekanikteki “agirlik merkezi” ismine
benzer olarak kullanilmistir. Eger ox ekseni iizerinde X, X,,....X, apsisli noktalarda
kiitleleri uygun olarak P, p,,....p, e esit olan cisimler yerlestirilmis olursa, analitik

geometriden bellidir ki, bu cisimlerin agirlik merkezinin apsisi asagidaki formiille

belirlenir:

77



n

PRAS
— k=1
PN

k=1

n
Eger ) p, =1 olursa, o zaman
k=1

X, :kznllxk p, (6.15)
olur. (6.15) formiilii (6.9) formiilii ile sekline gore ¢akisiyor. Ama (6.9) formiilii
beklenen deger formiiliidiir.
Boylece, kiitle merkezinin koordinatlar1 ve beklenen degerin benzer formiillerle
hesaplandigini gosterdik. Olasiliklarin dagilim merkezi s6zii de buradan benzer
sekilde kullanilmustir.
Farz edelim ki, x rastgele degiskeninin dagilimi kuralinin grafigi verilmistir (bkz.
Sekil 6.3)

Sekil 6.3: Rastgele x degiskeninin dagiliminin grafigi

r

5

=]

v

Sekil 6.4: X—m, dagiliminin grafigi
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Farz edelim ki, bu rastgele degiskeninin beklenen degeri m, *dir. x rastgele degiskeni
ile onun beklenen degerinin farkini ele alalim: X—m,.

Bu Xx—m, rastgele degiskenine merkezlestirilmis rastgele degisken denir ve X°

seklinde gosterilir.

Bu rastgele degiskeninin dagilim kanunu asagidaki gibi olmasi agiktir:

Koo | =X =M |G =X =M, | X =X —m

X

Pe | P P, Py

Bu dagilimin grafigi sekil 3’te verilmistir.
6.4. Beklenen degerin ozellikleri

Genelde beklenen degerin bir ¢ok Ozellikleri vardir. Bu 0Ozelliklerden bazilarini
kesikli rastgele degiskenler i¢in burada verelim.

1. Sabitin beklenen degeri kendisine esittir:
M[c]=c . (6.16)
Gergektende, sabit ¢ sayisina ancak bir ¢ degerini p = 1 olasilig1 ile, diger degerleri

ise p = 0 olasilig1 ile alan bir rastgele degisken gibi diislinebiliriz. Buna gorede,

sabitin beklenen degeri i¢in, tanima gore asagidaki esitligi yazabiliriz:

M[c]=cl=c .
2. Merkezlestirilmis rastgele degiskenin beklenen degeri sifira esittir.
Gergektende,
M [X_mx] = (Xk _mx) Py :Zxk Py _mepk =
k=1 k=1 k=1

:mx—mxzn: p,=m —-m.1=0 .

k=1

3. Sabiti beklenen deger isaretinden disar1 ¢ikarabiliriz:

M[cx]=cM[x]  (6.17)
Ispat: x rastgele degiskeni xk degerini pk olasilig1 ile alirsa, yani p(X =X, ) =P, ise,
o zaman y = cx rastgele degiskeni de cxk degerini bu pk olasiligi ile alir:

P(y:CXk): P -

Buna gore de
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ox]=>ex p =¢>. peX =cM[x] .
1 P

4, 1ki rastgele degiskenin toplaminin beklenen degeri onlarin beklenen degerlerinin

toplamina esittir:

M[x+y]=M[x]+M[y] . (6.18)
Ispat: Farz edelim ki, x kesikli rastgele degiskeni X, X,,...,X,,... degerlerini uygun
olarak p;, P,,..., Py ,..-olastliklar ile y kesikli rastgele degiskeni ise Y, Y,,..., Yps-ee
degerlerini Q,,0,,...,q,,,... olasiliklar1 ile alir. O zaman X+Y Kesikli rastgele
degiskeni X, +Y, (k, n=12, ) degerlerini p, , = P(X =X,Y= yn) olasiligr ile alir.

Bu halde asagidaki esitliklerin dogru oldugu aciktir:

o0

Py« :P(X:Xk)zzp(xzxk’y:yn):zpk,n
n=1

n=1

ve

G =P(Y=Y,)=D. PX=%X.Y=Y,)= Pen
k=1 k=1

O zaman beklenen degerin tanimina gore buluruz:

0

M[X+y] Zp Xk+yn Z Xk+yn P =
k=1 n=1
=D X (Zpkn}Zyn(Zpkn}Zxkpk +
k=1 -1 -1 k=1 k=1

+Zynqn [x]+My]

Bu ozellikle keyfi sonlu sayida rastgele degiskenlerin toplami i¢inde saglanir:

M[x+y+z+..+t]=M[x]+M[y]+M[z]+..+M[t] (6.19)

ntane ntane

Sonuc 1: a ve b sabit ve x kesikli rastgele degisken oldugunda y=ax+b rastgele
degiskenin beklenen degeri i¢in asagidaki esitlik dogrudur:

M[y]=aM[x]+b . (6.20)
Sonuc¢ 2: Iki rastgele degiskenin farkinin beklenen degeri onlarmn beklenen

degerlerinin farkina esittir:

M[x-y]=M[x]-M[y] . (6.21)
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Gergektende,
M[x=y]=M[x]+M[(D)y]=M[x]+ (DM [y]=M [x]-M[y] .
5. Bagimsiz iki rastgele degiskenin carpiminin beklenen degeri, onlarin beklenen

degerlerinin ¢arpimina esittir:

M[xy]=M[x]+M[y] . (6.22)
Ispat: Farz edelim ki x rastgele degiskeni X;,X,,...,X,,... degerlerini uygun olarak
Py Pyseesy Pyse--olasiliklart ile y rastgele degiskeni ise Y,,Y,,...,¥Y,,.. degerlerini
0,,0,,-.,0,,... olasiliklar ile alir. O zaman XY rastgele degiskeni X, Y, degerlerini
uygun olarak

P[{x=x}.{y=¥.}|=P(x=%).P(Y=V,)=p.4,

olasilig1 ile alir. Buna gore

M [XY]:ZXkYn Pd, = Zxkyn Pd, =
k,n k=1 n=1
:zxk pkz ynqn =M [X]M [y]
k=1 n=1
Bu 6zellik keyfi sonlu sayida bagimsiz rastgele degiskenler i¢in dogrudur:
M[x.y.z..t]=M[x]M[y]M][z]..M[t] . (6.23)
ntane ntane

(6.23) 6zelligine beklenen degerin multinlikativlik 6zelligi denir[6].
6. Keyfi x rastgele degiskeni i¢in

IM[x]<M[]x]]  (6.24)
esitsizligi dogrudur.

(6.24) esitsizligi agagidaki

Zk)xkpk SZkllxkl-lok

esitsizliginin yardimu ile ispatlanir.

6.5.Varyans (dispersiya), Orta kuadratik (standart) sapma, Momentleri
anlamlan

x rastgele degiskeninin olasiliklarmin dagilim merkezini belirleyen beklenen
degerinden baska, onun dagiliminin miktarca karakterize eden degisken rastgele

degiskenin varyansidir[5].
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x rastgele degiskeninin varyansini D[X] veya o7 ile gosterecegiz.

"Varyans” s0zl dagilma anlamindadir. Varyans rastgele degiskenin degerlerinin onun
beklenen degerinden sapmalarinin sayisal karakteristigidir.
Tamim 6.1: Rastgele x degiskeninin ve onun beklenen degerinin farkinin karesinin
beklenen degerine rastgele x degiskeninin varyansi (dispersiyasi) denir[4] (yani
uygun merkezlestirilmis rastgele degiskenin karesinin beklenen degerine bu rastgele
degiskenin varyansi denir):
D[x]=M|(x-m,}'| ,  (6.25)
veya
n
2
D[x]=>.(%-m) p, . (6.26)
k=1
Varyans (dispersiya) rastgele degiskenin karesinin Ol¢iisiine esittir. Bazen oOlgiisii
rastgele degiskenin Olciisii ile cakisan degiskenle dagilimi karakterize etmek daha
faydali olur.
Boyle bir degisken orta kuadratik (standart) sapmadir.

Tamim 6.2: Rastgele degisenin standart sapmasi varyansinin kare kokiine denir[4]:
o[x]=,/DM,

veya acik sekilde asagidaki gibi yazilir

o[x]= \/Zn:(xk —mx)2 p. .(6.27)

k=1
Standart sapma ox ile gosterilir.
Not 6.1: Varyansi hesaplamak i¢in (6.25) formiiliinii asagidaki sekilde ifade etmek
daha faydal1 olabilir:

n

D[x]=>_(x —mx)2 D, =k2xk2pk —ZKZXKmx P, JFI(ZmX2 P, =
=1 =1 =1

k=1

n n n
— 2 2 _
- Xy pk_zmxzxkpk +m, Zpk -
k=1 k=1

S
Il
N

=M [x2]—2mx.mX +m?’ =M [xzj—mx2 .
Boylece,
D[x]=M[x*]-m? (6.28)
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yani varyans rastgele degiskenin karesinin beklenen degeri ile onun beklenen
degerinin karesinin farkina esittir.

Ornek 6.14: Hedefe bir kez ates ediliyor. Hedefin vurulmasinin olasihigi p’dir.
Hedefin vurulmasi sayisinin beklenen degerini, varyansin1 ve standart sapmasini
bulunuz.

Coziim. Vurulma sayisinin tablosunu yapalim

X 1 0

Pk P q

Burada g =1—p. Boylece;
M[x]=1.p+0g=p
D[x]=(1- p)z.p+(0— p)2 g=0%p+p>q=pg, (6.29)
o[x]=pa

Standart sapma ve varyansinin anlamini daha iyi anlamak amaci ile Orneklere

bakalim.

Ornek 6.15: x rastgele degiskeni asagidaki tabloda verilen dagilim kuralli bir

rastgele degiskendir (bak. Sekil 6.5): A
X 1 3 4
Pk 0,3 0,4 0,3

2

3

4

X

v

Sekil 6.5: x rastgele degiskeninin dagilim grafigi

Bu rastgele degiskenin, beklenen degerini, varyansini ve standart sapmasini bulunuz.
Coziim:

M[x]=20,3+30,4+4.0,3=3 ,

D[x]=(2-3)2.0,3+(3-3)?0,4+(4-3)?0,3=0,6 ,

o[x]=|/D[x]=\0,6=0,77 .
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Ornek 6.16: Rastgele x degiskeninin dagilim tablosu asagidaki gibidir ( bak. Sekil
6.6)

Coziim: A

0]
X 1 3 5
Pk 0,3 0,4 0,3

»
[ [ o

1 3 5 X
Sekil 6.6: x rastge le degiskeninin dagilim grafigi

Bu rastgele degiskenin beklenen degerini, varyansini ve standart sapmasini bulunuz.
Coziim:

M[x]=1.0,3+3.0,4+5.0,3=3 ,
D[x]=(1-3)".0,3+(3-3)".0,4+(5-3)°.0,3=2,4 ,

o[x]=y2,4=155 .

Birinci ornekte rastgele degiskenin dagilimi ikinci Ornekteki rastgele degiskenin
dagilimindan azdir. Bu rastgele degiskenlerin uygun varyanslar1 0,6 ve 2,4 tiir.

Ornek 6.17:  Rastgele x degiskeninin dagilim tablosu asagidaki gibidir

( bak. Sekil 6.7). A
p

X 1 3 4

Pk 0,3 0,4 0,3

2 3 4 X
Sekil 6.7: x rastgele degiskeninin dagilim grafigi
Bu rastgele degiskenin beklenen degerini, varyansini ve standart sapmasini bulunuz.
Coziim.
M [X] =3.1=3 ,

D[x]=(3-3)".1=0 ,
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O'[X] =0 .
Bu rastgele degiskenin dagilimi yoktur.

Not 2: Sabit sayiya olasiligi 1 olan rastgele degisken gibi diislinlirsek o zaman
D[C]=0 dir.Gergektende, M[C]=C oldugunu gostermistik. Buna gore de (1)
formiiliine gore

D[c]=M|(c-c)*|=Mm[0]=0 .

Not 3: Mekanikteki terimlere uygun olarak (x—mx), (x—mx)2 degiskenlerin

beklenen degerine birinci ve ikinci merkezlestirilmis momentler ad1 verilir.

Uciincii mertebeden merkezlestirilmis moment anlamina da bakilir:
n
3

Z(Xk - mx) Py

k=1
Eger rastgele degisken olasilik dagilim merkezine gore simetrik dagilmigsa, o zaman
onun li¢lincii mertebeden merkezlestirilmis momenti sifira esit olmasi agiktir.
Eger rastgele degiskenin ii¢iincii mertebeden momenti sifirdan farkli ise, o zaman

rastgele degisken simetrik dagilamaz.
6.6. Rastgele degiskene bagh fonksiyonlar

Farz edelim ki, x rastgele degiskeni tablo seklinde dagilimi ile verilmistir.

X X1 X2 Xk Xn

Pk p1 p2 Pk Pn

x rastgele degiskenine bagh f(x) fonksiyonunu ele alalim:
y="F(x)
Y, = F(X,) degerleri y rastgele degiskeninin degerleri olacaktir. Eger Y, = f(X,)

degerlerinin her biri farkli ise o zaman y rastgele degiskeninin dagilim kuralini

asagidaki tablo ile verebiliriz:

y=F() | =100 | v=F(x) | ... Yo =) | ... Yo = 1X,)

Pk p1 p2 Pk Pn

Eger y, = f(X,) degerlerinden esit olanlar varsa o zaman uygun siitunu birlestirmek

gerekir. O zaman fonksiyonun degerini saklayip uygun olasiliklar1 toplariz.
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x rastgele degiskeninin y = f (X) fonksiyonunun beklenen degeri asagidaki formiille

bulunur:

MIFOO]= f ()P, - L)

k=1

Ayni yontemle bu fonksiyonun varyansi belirlenir:

DL 0] =M[([(f (x)]-M[f)])] =

:kzril:(f(xk)_mf(x)) Pe -

Ornek: ¢ rastgele degiskeni asagidaki dagilim kanunu ile verilmistir:

o T V4 0 z

2 4

z
4 2
Pk 01 |01 |02 (03 (03

Bu rastgele degiskene bagli asagidaki fonksiyonu ele alalim:
y=Asing .

y rastgele degiskeni i¢in dagilim tablosunu yapalim:
y -A B A_«E 0 A_«E A
2 2
Pk 01 |01 0,2 0,3 0,3

Bu fonksiyonun beklenen degerini bulalim:

A2 A2

M [Asing]=—A0, 1—— 0,1+0.0, 2+— 0,3 ,

N7

+A.0,3= A£0,2+7.0,2J = A(0, 2+O,14) =0,34A .

Bu tip problemlerle titresim proseslerinde karsilagabiliriz.
6.7. Siirekli Rastgele Degisken, Siirekli Rasgele Degiskenin Dagilim Yogunlugu

Rastgele degiskenin alabildigi degerler herhangi bir sonlu veya sonsuz araligi
dolduruyorsa, o zaman boyle rastgele degiskene siirekli rastgele degisken denir.

Siirekli rastgele degiskene bir 6rnek gosterelim. Bir siire igletildikten sonra silindirin

yarigapi r 6lgiiliir. Olgme zaman: silindirin yari ¢apinin X degiskeni kadar biiyidiigi
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goriiliir. Problemden anlasilir ki, X degiskeni rastgele degisken olup belli bir (a,b)
araligindan keyfi deger alabilir[2].
Boylece, bu degisken siirekli rastgele degiskendir.

(a,b) araliginda verilmis stirekli X rastgele degiskenini ele alalim. (a,b) aralig1 sonlu
veya sonsuz aralik olabilir. Mesela (a,b) araligi sonsuz (—oo,b),(a,oo) veya (—OO,OO)
araliklar1 seklinde aralikta olabilir. (a,b) araliginm1 keyfi X, X, ..., X, noktalari ile kiigiik
(XH, X; ), (AXH =X — XH) araliklarina ayiralim.

Farz edelim ki, X rastgele degiskeninin (X_;,X ) aralifina diismesinin olasilig1
bellidir. Bu olasilik

P(x_, <X<X)
ile gosterilir ve bu olasiligi geometrik olarak taban1 AX; olan dikdortgenin alani gibi

gosterelim (bkz. Sekil 6.8).

y

AN

0 Xo X X Xi X4 X X

Sekil 6.8: X rastgele degiskeninin dagilim grafigi
Her bir (XH, Xi) aralig1 icin X rastgele degiskeninin bu araliga diigmesinin olasiligi
belirlenir ve buna gorede taban1 AX; ; olan uygun dikdortgen yapilabilir. Boylece biz

merdiven sekilli dogrular gibi gosterebiliriz (bak sekil 6.8).
Tamm 1:Eger dyle bir y = f(X) fonksiyonu vardir ki,
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p(x<>_<< x+Ax)

o=t =0

1)
esitligi her bir Xe(a,b) i¢in saglanirsa, o zaman f(x) fonksiyonuna X rastgele
degiskeninin olasilik dagilim yogunlugu denir. Bazen bu f(x)fonksiyonuna

“dagilim kanunu” veya “dagilim yogunlugu” veya da “olasilik yogunlugu” da denir.

X ile biz siirekli rastgele degiskeni gosterecegiz. x ile ise veya xk ile bu rastgele
degiskenin degerini gosterecegiz. Ama, bazen anlasilmasia engel olunmadiginda x
lizerindeki ¢izgiyi yazamayacagiz Yy = f (X) egrisine ise olasilik dagilim egrisi veya
dagilim egrisi denir[1] (bak. Sekil 6.9).

Limitin tanimina goére asagidaki yaklasik esitligi yazabi

P(x <X < x+AX)~ f(x)Ax )

7

<
Py
0 X T+ x

Sekil 6.9: y = f (x) egrisinin grafigi
Burada AX kiigiik oldugunu kabul ederiz.

6.8. Rastgele degiskenin verilmis araliga diisme olasihig:

(2) yaklagik formiiliiniin yardima ile rastgele degiskenin verilmis araliga diigmesinin

olasiligin1 hesaplamak i¢in formiil yazabiliriz.
Gergektende, farz edelim ki, f(x) fonksiyonu X rastgele degiskeninin dagilim
yogunlugudur. O zaman X rastgele degiskeninin degerinin herhangi bir (a, ﬁ)

araligina diismesi olasilig1 asagidaki formiille hesaplanir:
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P(a<>‘(<ﬁ):_ff(x)dx . )

Bu esitligin - dogru  oldugunu  gosterelim. Bunun igin (Ot, p ) araligini
o =X, Xy,...., X.,; = B noktalari ile n tane kiigiik araliklara ayiralim (bak. Sekil 6.10).

v

0 G=x X x, ﬁ:?ix x

Sekil 6.10: y = f (x) egrisinin ayrilma grafigi
Bu araliklarin her biri i¢in (2) yaklasik formiiliinii uygulayalim:
p(x1 <X< xz)z f(x).Ax
p(x2 <Xx< x3) ~ (%) Ax,

Bu esitlikleri taraf tarafa toplarsak, o zaman sonugta sol yanda P(a <x< p)

olasiligini aliriz. Boylece,
Pla<x<f)~ Z f(x :

bu yaklagik esitliktir. Bu esitligin her yanindan maxA;Xx — Osartinda limit alirsak

esitligin sag yanindaki ifade f (X) fonksiyonu integral toplaminin limiti olur:

Pla<x< f)= ma)[IAT—)Oizﬂ: f(x)AX,.
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Farz edelim ki, sagda duran limit f(x) fonksiyonu i¢in vardir. O zaman bu limit f (X)

fonksiyonunun (a p ) araligindaki belirli integrali olur. Boylece

p(a<>_<<ﬁ):if(x)dx .

Bununla da (3) formiiliiniin dogrulugu ispatlanmis olur.

Boylece, rastgele degiskenin dagilim yogunlugunu bildigimizde rastgele degiskenin
degerinin verilmis aralikta olmasmin olasiligini hesaplayabiliriz. Bu olasilik
geometrik olarak uygun egrisel yamugun alanina esit olur (bak sekil 6.11).

Dikkate alalim ki, siirekli rastgele

degisken halinde X rastgele v
degiskeninin X = X, Oegerinin olasilig )
sifira esittir.
Gergektende, bunu gdstermek i¢in (2) M,
formiilinde X=X, yazarsak o zaman M,
alinz:
P(x, < X <X, +AX)~ f(x,)AX | A .
Buradan o N
AI)i(TOP(Xo<)_(<Xo+AX):O’ X
veya Sekil 6.11: y = f (x) egrisinin grafigi

P(X=x,)=0 .
Burada dikkate alalim ki, siirekli rastgele degiskenlerde bir olayin olasiliginin 1

olmas1 veya 0 olmas1 bu olayin kesin veya miimkiin olmayan olanaksiz olay olmasi

anlamina gelmez. Bu dediklerimize gore (3) formiiliinde P(a <X< ﬂ) yerine
P(a <X < ,B) ifadesinide yazabiliriz.
Gergektende,

Pla<x<p) =P(X=a)+Pla<x< )+P(X=p)=Pla<x< ) .
Eger X rastgele degiskeninin tim miimkiin degerleri (a, b) araliginda olursa, o
zaman rastgele degiskenin degerinin (a, b) araliginda olmasi kesin olur ve buna gore

de asagidaki formiil yazilir:

90



f(x)dx=1 . (4)

D ey T

Ozel halde, rastgele degiskenin aldig1 degerler arahigi, (—O0,00)arahgl olursa, o

zaman (4) formiilii asagidaki gibi yazilir:
[ f(x)dx=1". (5)

Ama, ele aldigimiz problemin karakterinden alinirsa ki, f (X) fonksiyonu sonlu bir

(a,b) araliginda tanimlanmistir, o zaman bu fonksiyonu tiim sonsuz (—OO,OO)
araligina

f(x)=0, xg(ab)
esitligi ile tanimlayabiliriz. Bu halde (4) ve (5) esitliklerinin her ikiside saglanir.
Rastgele degiskenin dagilim yogunlugu rastgele degiskeni tam olarak belirler.

6.9. Ratsgele degiskenin dagilim fonksiyonu veya integral dagihm kanunu
Farz edelim ki, f (X) fonksiyonu degerleri (—oo <X< +oo) araliginda yerlesen

herhangi bir X rastgele degiskeninin dagilim yogunlugudur.

O zaman asagidaki integralle tanimlanan
Foo =] f(£)de (@)

fonksiyonuna X rastgele degiskeninin olasilik dagilim fonksiyonu veya integral

dagilim kanunu denir[1].
Olasilik dagilim fonksiyonu geometrik olarak tabani (—OO, X) araligl olan egrisel

yamugun alanini gosterir. (bak sekil 6.12)
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Yy

Sekil 6.12: Olasilik dagilim fonksiyonunun grafigi

Kesikli rastgele degiskenler i¢in dagilim fonksiyonu rastgele degiskenin x’den kii¢iik

olan X, degerlerinin olasiliklarinin toplami gibi tanimlanir:

F(X)=>.p, - (1)

X <X

Dikkate alalim ki,

Pl <X < B)=] f(x)ix

formiiliine gore, F(x) dagilim fonksiyonunun X rastgele degiskeninin x’den kiigiik

degerler almasinin olasiligi oldugunu goriiyoruz (bak. Sekil 6.13):

F(x)=P(o<X<Xx) . (2

F(x)

Sekil 6.13: y = f (x) egrisinin grafigi

Sekil 6.13’ten ise goriiyoruz ki, F(x) fonksiyonunun degeri dagilim egrisi ile x
noktasinin ordinati ile ve ox ekseninin x’den soldaki kismi arasinda kalan alana
esittir.

F(x) fonksiyonunun grafigine dagilimin integral egrisi denir (bak sekil 6.13).

(1) esitliginde x — +oo kosulunda limite gecersek bulunur:

92



o0

XILTWF(X):XILQ’LT f(x)dx=] f(x)dx=L .

Rastgele X degiskeninin (a, p ) aralifinda olmasinin olasilig1 i¢in asagidaki formiili
de ispat edelim:

Pla <X<p)=F(B)-F(a) @)
Bu formiili ispat etmek igin X rastgele degiskeninin (a,ﬂ ) araliginda olmasinin

olasilig1 i¢in Once ispat ettigimiz formiilden yararlanarak bulalim:

a

Pl <5< B)= [ 1(x)x= [ 1) | £ (k= F(8)~ Flar)

a —00 —00

(3) formiilii sekil 6.14 ve sekil 6.15’de geometrik olarak gdsterilmistir.

y

:: Pla<x<f)

Sekil 6.14: P(a <X< p ) =f ( ,B)— f (a) formiiliiniin sekilde geometrik gosterilisi

Pla<x < B)=F{8)-Fle

F(x _
) Fla) Al A

Sekil 6.15: P(a <X < f8)=F(B)—F («) degerinin sekilde gosterilisi
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Dikkate alalim ki, f(X) yogunluk dagilim fonksiyonu ile uygun F(x) dagilim

fonksiyonu asagidaki formiille baglidir:

F'(x)=f(x). 4)
6.10. Diizgiin dagilhmh rastgele degisken

Diizgiin olasilik dagilim kanunlu rastgele degiskeni ele alalim. Boyle rastgele

degiskenlerin dagilim kanunlari veya f (X) dagilim yogunlugu asagidaki gibi verilir:

0 , X<a
f(x)=4c , a<x<b (1)
0 ,  X>Db

(a, b) arahginda f (X) yogunluk fonksiyonu sabit ¢ degerine esit olur ve bu araligin

disinda ise sifira esittir[2] (bak sekil 6.16.).

Boyle dagilima diizgiin yogunluk kanunu da denir.

Diizgiin yogunluk kanunundaki ¢ sabiti I f(x)dx =1 kosulundaki asagidaki gibi

—00

bulunur.

v

BN\

Sekil 6.16: (a,b) araliginda f (x)yogunluk fonksiyonunun c sabitine esit olan

degerinin gosterilisi
o0 b
j f (x)dx =jcdx =c(b—a)=1 .

Boylece,

Sonuncu esitlikten goriiliiyor ki, diizgiin dagilim ig¢in (a,b) araligir sonlu olmasi
gereklidir.

Rastgele idegi§keninin (0!, p ) araligindan deger almasi olasiligini hesaplayalim:
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B A1 -a
Pla<X< f)=]f(x)dx= ax =
werxep)=froom=fgt o=
Boylece, aradigimiz olasilik i¢in
P(a<>‘(<ﬂ):ﬂ_a (2)

b-a
formiiliinii aliriz. Bu geometrik olasiliga benzer bir formiildiir.

Simdi dagilimin integral kanununu belirleyelim:
F(x)=[ f(¢)d¢ .

Eger x <a olursaozaman f(x)=0 oldugundan

F(x)=0 , a<x .

oldugundan

Eger a<Xx<b,olursa, o zaman f (x)= = 1

r 1 X—a
F(x)= dx = , asx<b .
(x) !b—a X=1— v asX

Eger b < Xolursa, o zaman

f(x)=0, b<x
ve

T f(x)dx=0

b
oldugundan

X b1 b-a
F(x)=] f = = =1 x>
(x) 7{0 (x)dx { b—adx oL X b

Boylece, dagilimin integral kanunu i¢in asagidaki fonksiyonu buluruz.

0 , X<a oldugunda
F(x)= g . a<x<b oldugunda 3)
0 ,  b<x oldugunda

Bu diizglin dagilimin dagilim integral kanunudur. Bu fonksiyona diizglin dagilimin

dagilim fonksiyonu denir. Diizgiin dagilimin yogunluk fonksiyonu
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0 , X<a oldugunda

f(x)= L , a<x<b oldugunda

b-a

0 , x>0 oldugunda
formiilii ile tanimlanir.
Diizgiin dagilim fonksiyonunun grafigi sekil 6.17°da verilmistir:
Ornek 1: Herhangi bir degiskenin oOlciilmesi zamani yuvarlaklastirma yapilir.
Yuvarlaklastirma zamani yapilan hata diizgiin olasilik dagilimli rastgele bir
degiskendir.
Mesela, eger 2| bir bolgii birimindeki birimler sayisi ise, o zaman bu rastgele

degiskenin dagilim yogunlugu asagidaki formiille belirlenir.

y=F(x)

A 4

Sekil 6.17 Diizgiin dagilim fonksiyonunun grafigi

0 , o ox<-l oldugunda
f(x)= % . —l<x<l  oldugunda
0 , | <x oldugunda
Burada a=-I, b=1I, c L

:E .
Ornek 2: Donel hareket eden simetrik teker siirtinme sonucunda durur. Bu zaman
hareket eden yarigapla, hareket etmeyen yarigap arasinda kalan aginin tekerinin
durdugundan sonra aldig1 deger rastgele degiskendir. Bu rastgele degiskenin dagilim

yogunlugu asagidaki gibi olur:

0 , <0 oldugunda
f(0)= % , 0<6<2n oldugunda
0 , 2r<0 oldugunda
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Ornek 3: X rastgele degiskeni -2 ve +2 degerlerini p :% olasilig1 ile alan kesikli

rastgele degiskendir. Bu rastgele degiskenin dagilim fonksiyonunu yaziniz.

Coziim: Kesikli rastgele degiskenin dagilim fonksiyonu

F(x)Xp, =P(x <x)

X <X

formila ile verilir.

X < -2 oldugunda {)_( < X} olay1 miimkiin olmayan olay oldugundan

F(x)= P(x< xj=0

olur. (-2<x <2 ) oldugunda {>_( < X} olay1 {X = —2} olayina esittir ve

olur. x >2 oldugunda ise {)_(< X} olay1 {X:—Z} ve {XzZ} olaylarmin toplamina

esittir.

Bu halde

F(x)= p{>_<<x}: p{x:—2}+ p{>_<:2}=1
bulunur.

Boylece X rastgele degiskeninin dagilim fonksiyonu agagidaki gibi olur.

0 , X<=-2 oldugunda
F(x)= % ,  —2<X<Z2 oldugunda
1 ,  2<X oldugunda

6.11. Normal ve iistel dagilimlar

Olasilik teorisinde diizgiin dagilimla beraber normal ve {iistel dagilimlar en ¢ok

kullanilan dagilimlardandir.

1. Normal Dagilim: X rastgele degiskeninin yogunluk dagilim fonksiyonu

(x-a)’

f(X)= e_ 252 —0<X<ow, >0 (1)
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formiili ile verildiginde, ona normal kanunlu veya Gauss kanunu ile dagilmis stirekli

rastgele degisken denir. @ V€ o sayilarina normal dagilim parametreleri

denir[2]. Bu parametrelerin olasilik ve geometrik anlamlar1 sonra agiklanacaktir.
(1) fonksiyonunun grafigine normal egri veya Gaus egrisi denir. Bu egrinin sekli

o parametrenin degerine baghidir (bak sekil 6.18).

f(x)
1
oN2m
—
a X,
Sekil 6.18: Normal egrinin grafigi Sekil 6.19: f (x) fonksiyonunun

grafigi

Sekil 6.19°de a=0 ve o? :%, o?=1,0"° =4 degerleri i¢in f(x) fonksiyonunun

grafigi verilmistir. Sekilden goriildiigi gibi o parametresi kiigiildikkge normal egri
ordinat eksenine y18ilir ve bu eksen boyunca iiste dogru toplanir.
o parametresi arttik¢a ise normal egri apsis eksenine sikilir ve bu eksen boyunca

taraf tartilir.
2. Ustel dagilim: irastgele degiskeninin yogunluk fonksiyonu

f(x)=

)

ae™ ™ , x>0 oldugunda
0 , X<0 oldugunda

oldugunda, ona iistel kanunla dagilmis rastgele degisken denir[11]. « sayisina iistel

dagilimin parametresi denir. Bu halde X rastgele degiskeninin dagilim fonksiyonu

asagidaki gibi yazilir:

1-e®, x>0 oldugunda,
F(x) = 0 , X<0 oldugunda. ©)
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6.12. Baz1 Kkesikli dagilimh rastgele degiskenlerin dagilim fonksiyonlari

Kesikli rastgele X degiskeni aldig1 sonlu ve sayilabilir X, X,,..., X, ... degerlerinin ve
bu degerleri alma olasiliklar
p(X=x)=p,, k=12,.. (1)

verildiginde bu rastgele dgiskenin dagilim kanunu belirlenmis olur. Bu halde rastgele

degiskenin dagilim kanununu tablo seklinde de yazabiliriz:

X X, X, ... Xn

P P; p, P,

Kesikli rastgele degiskenin dagilim kanunu verildiginde onun dagilim fonksiyonunu

F(x)= (x<x) >op

formiilii ile belirleyebiliriz.

Kesikli rastgele degiskenin (2) formiilii ile belirlenen dagilim fonksiyonu her bir X,

noktasinda siirekli fonksiyon olup, bu noktada si¢rayisi p, sayisina esittir:

F(x+0)-F(x)=p (k=12..).
Olasilik teorisinde en ¢ok uygulanan kesikli dagilimlar binom, Poisson, geometrik ve
hipergeometrik dagilimlardir. Bu dagilimlarin burada dagilimi fonksiyonlarini
yazalim.
1. Binom dagilimi: Farz edelim ki, bagli olmayan n tane deney gerceklestirilir. Her

bir deneyde A olaymin gerceklesmesinin olasiligi her bir deneyde p sayisina esittir.

Bu deneyler dizisinde A olaymin ger¢eklesmesi sayisi xolsun. X rastgele

degiskendir. X rastgele degiskeninin m sayisina esit olmasinin olasiligi Bernoulli
formiilii ile hesaplanir:

P(m)=P(X=m)=C"p"q"™", 0<p<l q=1-p . (3)

n

Olasilig1 (3) formiilii ile hesaplanan kesikli rastgele degiskenlere binom dagilimli
kesikli rastgele degiskenler denir. Bu formiildeki n ve p sayisina binom dagiliminin
parametreleri denir.

Bu rastgele degskenin dagilim fonksiyonunu asagidaki gibi yazabiliriz:
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, X<0 oldugunda

F(x)= (x < x) kz P, (K , 0<x<n oldugunda (4)
1 ,  X>n oldugunda

Bu fonksiyon X=0,1,2,....n noktalarinda siireksizdir ve onun grafigi merdiven sekilli

dogrulardir (bak sekil 6.20).

A F(X)
1
—
Py(0) é | | g g
1 2 n-1 n x

Sekil 6.20: F (x) fonksiyonunun grafigi

F(x) fonksiyonunun x =m noktasindaki sigrayisi
F(m+0)-F(m-0)=P,(m)
sayisina esit olur.
2. Poisson dagihmi: m=012,... degerlerini alan X rastgele degiskenini ele alalim.
Farz edelim ki, X rastgele degiskeni m(m =01, 2,...) degerlerini

e
m!

P(m)=P(x=m)= ()

olasiligi ile alir. Bu formiilde 4 sabit bir sayidir. (5) formiilii ile olasilig1 hesaplanan

X rastgele degiskenlerine 4 parametreli poisson dagilimli rastgele degisken denir[2].
Bu rastgele degiskenin dagilim fonksiyonu asagidaki formiille yazilir:

0, x<0 Oldugunda,
F(X) (X<X) Z p(k , x> 0oldugunda (6)

k<x
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Bu fonksiyon x:m(m:O,l,....) noktalarinda siireksizdir ve bu noktalarda onun

sigrayist P(m) sayisina esittir. F(x) fonksiyonunun grafigi sonsuz sayida basamagi

olan merdiven sekilli fonksiyondur (bak sekil 6.21.).

A F(X:]

.
|

PO) ——

L J

n n+l X

Sekil 6.21: F (x) fonksiyonunun grafigi

3. Geometrik daglhm:; rastgele degiskeni m(m = 0,1,2,...) degerini
P(x=m)=p(d-p)", 0<p<l (7)

olasiligr ile aldiginda, bu rastgele degiskene p parametreli geometrik kanunla

dagilmis kesikli rastgele degisken denir[2].

Bu rastgele degiskeninde dagilim fonksiyonu (6) formiilii ile verilir ve bu grafigi de

sekil 14’de gosterilmis merdiven sekilli dogrulardir. Bu fonksiyonun her bir x=m

noktasindaki sigcrayist
F(m+0)-F(m-o0)=p(m)=p(l-p)"
sayisina esit olur.

4. Hipergeometrik dagilim:
X rastgele degiskeni m=0,1,...,min (n, M ) miimkiin degerlerini

n~n-m
C:mCN—M

p(x=m)==22= ()

olasilig1 ile aldiginda, bu rastgele degiskene hipergeometrik kanunla dagilmis kesikli
rastgele degisken denir. N, M ve n sayilarina hipergeometrik dagilimin parametreleri
denir[3].
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Bu rastgele degiskenin dagilim fonksiyonu da (4) formiilii ile verilir ve grafigide
sekil 13’deki gibidir. Ama bu halde F(x) fonksiyonunun her bir x =m noktasindaki
sigrayist
F(m+o)—F(m—o):CmC%
C:N

sayisina esit olur.

6.13 Dagilim fonksiyonunun o6zellikleri

Farz edelim ki, reel degisenli F(x) fonksiyonu herhangi X rastgele degiskeninin

dagilim fonksiyonudur:

F(x)=F (x)= p(x<x) .
Bu halde keyfi X, <X, sayilar i¢in

P(Xl S)_(sz): F<X2)_F(X1) (1)
esitligi dogrudur. Bu formiilde X =X,X, =X+AX degerlerini alirsak asagidaki
ifadeyi buluruz:

P(x<x<x+AX)=F(x+MX)-F(x) . (2
F(x) fonksiyonu x noktasinda siirekli oldugundan AX — Osartinda (2) esitliginin her
yanindan limite gegersek (2) esitliginin sag yanindaki fark sifira yakinsak olur, ama

F(x) fonksiyonu x noktasinda siireksiz oldugunda ise bu limit dagilim fonksiyonunun

bu noktadaki sigrayisina esit olur:
P(X =x)=F(x+0)-F(x) . (3)
Boylece, siirekli X rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu F(x) siirekli oldugunda

rastgele X degiskeninin her bir konkre x degerini almasi olaymnin olasilig1 sifira
esittir:

P(x=x)=0 .
Bu sonucu “miimkiin olmayan olaym olasiligi sifira esittir” sonucundan
farklandirmak gerekir. Stirekli X rastgele degiskenlerinde X degiskeninin x degerini

sifir olasiligl ile almas1 miimkiindir.

Dagilim fonksiyonunun bir sira genel 6zellikleride vardir.
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1) Dagilim fonksiyonu azalmayan fonksiyondur

Gergektende, olaymn olasiligr negatif say1r olmadigindan X <X, kosulunu saglayan

keyfi X, X, sayilari i¢in (1) formiiliinden aliriz:

F(%)-F(x)=0

veya
F(%)=F(x) .

Bu ise azalmayan fonksiyonunun tanimidir.

2) Dagilim fonksiyonu i¢in asagidaki esitlikler dogrudur:
F(+0)=lim F(n)=1 4

N—+w

F(—e)=limF(n)=0  (5)

Ispat:

A = {)_( < —n} ve B, = {)_( < n} olaylar dizileri i¢in

Burada & ile olanaksiz (miimkiin olmayan) olay, Q ile ise kesin olay gosterilmistir.

Buradan

F(~o0)=limF(-n)=limP(A, )= P(ﬂAn)= P(@)=0,

8

N—o0 nN—o0 n=1

nN—o0 N—o0

F(+)=limF(n)=limP(B, )= P(CJBH) =P(Q)=1 .
n=1
3) Dagilim fonksiyonu keyfi noktada soldan siireklidir, yani keyfi x noktasinda
F(x—0)=F(x)  (6)
esitligi saglanilir.
Ispat: Monoton artan ve x noktasina yakisak olan keyfi {Xn} dizisini ele alalim:

lim x, = x. Bu dizi x noktasina soldan yakinsaktir. Buna gore

Nn—oo
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limF(x,)=F(x-0).

n—o

Dizinin elemanlar ile tanimlanmais
C,= {x < xn}

olaylari dizisini ele alalim. Bu olaylar dizisi i¢in

C,cC,cC,c..cC ...,

ve

i C, ={x<x
U C={x<x
baglantilar1 saglanir.

Bu olaylar i¢in asagidaki esitligi yazabiliriz:

nN—o0

F(x)=P(X < )= p(ucj _limP(C, )=

=limP(x <x,)=limF(x,)=F(x-0) .

N—o0

Bu ozellikler dagilim fonksiyonunu tam olarak belirler. Ispatlamak gerekir ki,

verilmis keyfi F(x) fonksiyounun bir X rastgele degiskeninin dagilim fonksiyonu
olmasi i¢in bu fonksiyonunun 1), 2), 3), ozelliklerini saglamas1 gerekli ve yeterli

sarttir. Bu radan asagidaki sonug cikar.

Sonug. Reel degiskenli f (x) fonksiyonu

f(x)=0 , —o<x<w
Tf(x)dx=1 (7)

—00

kosullarin1 sagladiginda

X

F(x)=[ f(&)d©) ©

—00

fonksiyonu dagilim fonksiyonudur.

Her bir rastgele degisken kendi dagilim fonksiyonu ile bir degerli belirlenir. Ama
dagilim fonksiyonunun verilmesi ile rastgele degisken bir degerli tanimlanmayabilir.
Her rastgele degiskenin ancak bir dagilim fonksiyonu oldugu halde, bir fonksiyon

farkl rastgele degiskenlerin dagilim fonksiyonu olabilir.
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6.14. Siirekli rastgele degiskenlerin sayisal karakteristikleri

Dagilim  yogunlugu f(X) olan X siirekli rastgele degiskeninin sayisal
karakteristiklerini ele alalim.
Dagilim yogunlugu f(X) olan X siirekli rastgele degiskeninin beklenen degeri

asagidaki ifade ile tanimlanir:
M [x]= I xf (x)dx . (1)

Eger rastgele X degiskeni yalniz [a,b] araligindan degerler alirsa, 0 zaman M [X]

beklenen degeri

formila ile ifade olunur.

(1’) formiiliinii kesikli rastgele degiskenin beklenen degerinin tanimindan elde

ederiz. Gergektende, bunun i¢in [a, b] araligini (Xk_l, X, ) araliklarma ayiralim. Her bir

araliktan bir &, noktasini ele alalim. Asagidaki
C1:62m G
degerlerini alabilen yardimci kesikli & rastgele degiskenini dahil edelim. & kesikli

degiskeninin uygun &,.....,& degerlerini almasmin olasihgt p;, p,,..., P, olsun. O

n

Zaman

pr = F(C)AX, P, = TGN Py = F(S)AX

P, = f(X)AX, .

Dikkate alalim ki, f (§k )AXk sayis1 ayn1 zamanda X rastgele degiskeninin (XH, Xk)

araligindan deger almasinin olasiligidir.

Boylece, & kesikli rastgele degiskeninin beklenen degeri:

M[E)=Y4m,
veya

MS]=&T (&) A% +&T (&) M+ + &8, T (6, ) A%, =
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= Zn:é:k f (é:k )Axk :

Sonuncu esitlikte max Ax, — 0 sart1 ile limite gegersek aliriz:

lim =i§k f (& )AX, =]1xf (x)dx .

max Ax, —0

Bu esitligin sag yanindaki ifade [a, b] araligindan keyfi x degerini alabilen X siirekli

rastgele degiskeninin beklenen degeridir. (1) formiiliinii de benzer sekilde kesikli
rastgele degiskenin beklenen degerinden yazabiliriz. Beklenen deger myx gibide

gosterilir.

Beklenen degere rastgele X v
degiskeninin olasiliklarinin dagilim
merkezi olarak adlandirilir (bak. v = f{x)
Sekil 6.22).

Eger dagihm egrisi y="f(x) —/

Oy eksenine gore simetrik olursa,

yani 0 mx x

f(x) fonksiyonu ift  fonksiyon Sekil 6.22: Olasilik dagilim

olursa, 0 zaman fonksiyonunun grafigi

M [;(}:_]ixf(x)dx:O :

olmasi aciktir. Bu halde y =1{x)

olasiliklarin ~ dagilim  merkezi
koordinat baslangici ile c¢akisir
(bak sekil 6.23).

Merkezlestirilmis X— m, rastgele

Sekil 6.23: Olasilik dagilim

siskenini ele alal - -
degiskenini ele alahm fonksiyonunun grafigi

Merkezlestirilmis rastgele degiskeninin
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beklenen degerini bulalim.

M [x—mx}: T(x—mx) f (x)dx :zxf (x)dx—mXTw f (x)dx=m,—m,.1=0.

—00

Boylece, merkezlestirilmis rastgele degiskeninin beklenen degeri sifira esittir.

X rastgele degiskeninin varyanst uygun merkezlestirilmis rastgele degiskenin

karesinin beklenen degeri gibi tanimlanir:

D[x}:]ﬁ(x—mx)zf(x)dx . (2)

—00

X rastgele degiskeninin varyansinin kare kokiine ise bu rastgele degiskenin standart

(orta kuadratik) sapmasi denir ve

GM= D[] =Jj (x=m ) f()dx @)

formiilii ile tanimlanir.
Varyans ve standart sapma rastgele degiskenin degerlerinin beklenen degerden

sapmalarini karakterize eder.

Rastgele X degiskeninin dagilim yogunluk fonksiyonuna en biiyiikk deger veren
degerine onun modasi denir. Rastgele degiskenin modasini Mg ile gosterecegiz. Sekil
15 ve 16’da rastgele degiskenin modast onun beklenen degeri ile ¢akisir.

Asagidaki,

o0

tl[f(x)dx:jf(x)dx:% 4)

M

e

esitligini saglayan M sayisina rastgele degiskenin medianas1 denir. Sonucu esitligi

asagidaki gibi de yazabiliriz:

P(x<M,)=P(M, <>‘<)=% :

Yani rastgele X degiskeninin M¢’den kiigiik ve biiyiik deger almasi esit olasiliklidir.

Dikkat edelim ki, X rastgele degiskeni Me degerini almayadabilir (bak. Sekil 6.24).
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A

Ms x

Sekil 6.24: f (x) fonksiyonunun grafigi

6.15. Normal dagilimh rastgele degiskenin beklenen degeri

Normal dagilimli rastgele degiskenin olasilik dagilim yogunlugu

e 2 (1)

formiilu ile ifade edilir.

Once gosterilim ki, (1) dagilim yogunlugu

Tf(x)dx:l

esitligini saglar.
Bunu gostermek i¢in
X—a _

——=t, dx=+20dt .
o V2o

Degisken degistirmesi yapalim. Bu halde buluruz.

_(x—a)2

T 1 1 7 e 1
—— e 2 dx=— |etdt=—"bA7r =1 .
_'[0(7\/272' \/7[:[0 N7
Burada biz

T etdt =7

esitliginden yararlandik.

Simdi normal dagilimli rastgele degiskenin beklenen degerini bulalim. Tanima gore

w (x-a)?
m, = | X Lg% dy. (2)
o ON27
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Burada asagidaki degisken degistirmesini yaparsak

X—a
27t

2.0

buluruz.
X= a+J§at, dx = \/Eadt .
Boylece ,

m, :% T (a+\/§at)e’t2dt :%ajf eVt +
T °, T s

wN2o [tedt .
NP

Sagda birinci integral \/; degerine esittir. ikinci integrali hesaplayalim:

Ite“zdt=dt=—%e“2 [ =0

Boylece,
m =a . (3)
(1) formiiliindeki a parametresi rastgele degiskenin uygun beklenen degerine esit

oldugunu buluruz. x=a noktasi olasiliklarin dagilim merkezi olur. Bu noktaya

dagilim merkezi de diyebiliriz.
X=a oldugunda f (X) en biiyiik degerini alir. Buna gore de X=a sayist X rastgele

degiskeninin modasi olur. (1) egrisi X=a eksenine gore simetrik oldugundan

oldugundan x =a normal dagilimin medianasi olur.

Eger (1) formiilinde a =0 aliirsa asagidaki fonksiyon elde edilir:

(4)
Bu egri Oy eksenine gore simetriktir.

6.16. Normal dagilim kanunlu rastgele degiskenin varyansi ve standart (orta
kuadratik) sapmasi

Farz edelim ki, X rastgele degiskeninin dagilim yogunlugu
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formiili ile verilmistir. Bu halde m, =a =0 dir. Bu rastgele degiskenin varyansini

hesaplayalim. Tanima gore asagidaki ifadeyi buluruz:
D[ﬂ = T N e72X7dx .
s oN2rx

Asagidaki degisken degistirmesi yapilirsa

X

=t
o2

0 zaman

D[i] - 2;\/‘_2 thetzdt - GTZ Tt.Zt.etzdt .
/2 /.

Bu integrali parca parga integrallersek buluruz:

- 2 .
D[x] = %{—tetz I+ I e‘zdt} :
T —00
Burada

limte™ =0 ve je“zdt=\/; ,

t—oowo

oldugundan son olarak buluruz:
D[x]=0" . (2
Buradan da buluruz:
ol x]=\D[x]|=0 . ©)
Boylece, (1) formiiliindeki o parametresi uygun rastgele degiskenin varyansi

oldugunu gosterdik. Buradan goriiyoruz ki, o’ varyans1 kiiciik oldukca rastgele

degiskenin dagilimida kii¢iik olur.
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7.STOKASTIK PROSESLER (SURECLER) TEORISININ
ELEMANLARI

7.1 Tesadiifi (Stokastik) Proses Anlami

Simdiye dek biz rastgele degiskenleri 6grendik. Hatirlatalim ki, her bir rastgele
degisken gerceklestirilen deney sonucunda dnceden belli olmayan, yalniz bir deger
alan degisendir. Baska bir ifadeyle rastgele degisken olaylar kiimesi Q={w} da
tanimlanmis bir degerli sayisal fonksiyonlardir. Elemanlar1 basit olaylar olan Q
kiimesine elementer olaylar uzay1 da denir[7]. Boylece, her bir rastgele degisken, her
bir olaya kars1 dnceden belli olmayan yalniz bir say1 karsi grtiren bir sayisal degerli
fonksiyondur. Mesela, ates zamani giillenin degdigi noktanin apsisi, bir ateste
nisanlamanin yatay hatas1 vs. boyle rastgele degiskenlere 6rnek olarak gosterilebilir.
Boyle benzer olaylari ele alarak, yani uygun rastgele degiskenleri inceleyerek biz
tesadiifi olaylart sanki “statikada” o6grenmis olduk. Bu halde her bir deney
yaptigimizda kosullarin degismedigini farz ederdik. Ama biz pratikte dyle olaylara
rastlariz ki, deney prosesinde (deneyin gerceklestigi siirede) bu olay zamana bagh
olarak siirekli degisir. Mesela, hareket eden hedefe ates zamani, hedefi takip etme
acis1, kontrol edilen roketin kontrol prosesinde teoretik yoriingesinden sapmasi boyle
rastgele degiskenlere 6rnek olabilir.

Deney prosesinde boyle degisen rastgele degiskenlere adi rastgele degiskenlerden
farkl1 olarak, tesadiifi fonksiyonlar veya tesadiifi prosesler veyahut da stokastik
prosesler denir.

Boyle tesadiifi olaylar, yani tesadiifiligi bir proses gibi 6ne ¢ikan olaylar olasilik
teorisinin stokastik prosesler boliimiinde 6grenilir. Bu bilime bazen tesadiifi olaylarin
dinamigi de denir[8].

Simdi biz tesadiifi fonksiyonun tanimim verelim. Tesadiifi fonksiyonun tanimini
rastgele degiskenin tanimina benzer sekilde verebiliriz.

Bunun igin rastgele degiskenin tanimini bir daha hatirlayalim. Biz deney zamani
sonucunda Onceden belli olmayan bu veya diger degeri alan degiskene rastgele
degisken dedik.

Bu tanima uygun olarak tesadiifi fonksiyonu tanimlamak istersek, bu tanim soyle
olur:

Deney sonucu bu veya diger sekil alan fonksiyona tesadiifi fonksiyon denir[8].



Deney sonucunda tesadiifi fonksiyonun aldig1r konkret sekle tesadiifi fonksiyonun
realizasyonu denir.
Eger bir stokastik proses ilizerinde deneyler grubu gergeklestirsek, o zaman biz bu

stokastik prosesin realizasyon ailesini veya realizasyon grubunu almis oluruz.

Buradan goriiriiz ki, stokastik proses t >0 parametresine bagli bir parametreli
E(t)=£(tw), weQ , 120
fonksiyonlar ailesidir.

Diger yandan, & (t) =¢ (t,a)) stokastik prosesi (tesadiifi prosesi) her bir t>0 sabiti

icin Q uzayinda tanimlanmis reel degerli bir fonksiyondur.
Stokastik prosesin parametresi adlandiran t argumenti adeta zaman roliinii oynar. t
degiskeni kesikli degerler (mesela t=0,12,...,n,...) alirsa boyle stokastik prosese

kesikli zamanli stokastik proses denir. Eger t parametreli sonlu veya sonsuz araliktan
degerler alirsa boyle stokastik prosese siirekli zamanli stokastik proses denir[7].

Genelde her bir adi & rastgele degiskenine de stokastik proses gibi bakilabilir.

Gergekten de, t parametresinin aldigi degerler kiimesi olarak {to} bir elemanli

kiimesini alirsak, o zaman &(t,)= & olur.

Boylece, her bir stokastik proses gercekte bir iki degiskenli,

E=¢(tow), weQ, t>0
fonksiyonudur. & fonksiyonunun t ve o degiskenlerine bagli oldugu agiktir. Bu
fonksiyon t-nin her bir t=to degerinde bir rastgele degiskendir. & (to,w) degerine
& (t,a)) stokastik prosesinin to anindaki durumu denir. Ama ® degiskeninin her bir
o=mo degerinde & (t,a)) stokastik prosesi t>0 degerlerinde tanimlanmis bir reel
degerli &(t,@,) fonksiyonu olur. Bu &(t,@,) fonksiyonuna &(t,@) stokastik

prosesinin bir realizasyonu veya stokastik prosesinin yoriingesi denir. Bdylece,

stokastik prosesin her bir realizasyonu adi bir fonksiyon, adi bir ydriinge verir.

Boylece, stokastik prosese bir t parametresine baglh rastgele degiskenlerin bir & (t)

kiimesi gibi bakabiliriz, ya da stokastik prosesin realizasyonlarinin & (t)

fonksiyonlar kiimesi gibi bakabiliriz.
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7.2. Stokastik Proseslere Ornekler

Ayrt ayr orneklere gegmeden Once dikkate alalim ki, determinik sistemlerde boyle

belirsizliklerle karsilagilir. Mesela, teorik mekanikte sistemin her hangi bir t anindaki
durum vektorii x(t) herhangi bir to (to <t) anindaki xo durumu ile tam olarak

belirlenir. Mekanikte sistemin durumu denildiginde sistemin maddesel noktalarinin
uzaydaki koordinatlarinin verilmesi ve bu noktalarda maddesel noktalarin hizinin
verilmesi anlagilir.

Ama klasik mekanik diginda durum boyle degildir, karmasiktir. Burada herhangi to
aninda sistemin durumunu bilmekle to anindan sonra gelen anlar igin (t >t;)

sistemin durumu tek degerli olarak belirlene bilinmiyor. Yalniz biz sistemin
durumunun belli bir olasilikla belli bir kiimedeki durumlardan biri olacagini
soyleyebiliriz. Eger biz xo ile sistemin to anindaki durumunu isaret etsek ve E ile
sistemin tanimdaki durumlar kiimesini isaret etsek, o zaman t aninda sistemin

durumu,
P{t,, X;t; E} (7.1)

olasiligt ile E durumlar kiimesinde bir duruma gegecegini sdyleyebiliriz. Eger biz
ilave olarak t<t, araliginda sistemin durumunu bildigimizde (7.1) olasiligmnin
degeri degismezse, o zaman boyle prosese Markof tipli prosesler veya irsiyetsiz
(sonugsuz sistem) prosesler de denir. Simdi ayr1 ayr1 6rnekleri ele alalim.

Ornek 7.1: Savas ucag1 dovils kursunda, u¢agin daima havada teorik olarak sabit V
hiz1 ile ugmasi gereklidir. Ama ugagin hizi, bu ortalama nominal V hiz1 etrafinda

daima degisir ve zamana bagli tesadiifi bir fonksiyon olur. Tatbikat daki bu ucusa bir

deney gibi bakabiliriz. Bu halde biz tesadiifi V(t) hiz fonksiyonunun bu ucusta bir

realizasyonunu almis oluruz (Bak. Sek.7.1).
V(1)

A

Sekil 7.1: Tesadiifi V(t) hiz fonksiyonunun bir realizasyonunun grafigi

113



Ugustan ugusa (deneyden deneye) V(t) fonksiyonunun realizasyonunun sekli degisir.
Eger biz ucaga hizin degisimini otomatik yazan bir pribor yerlestirsek her bir ugusta
onceki uguslardan farkli sekiller aliriz. Sonucta birka¢ ucusta tesadiifi V(t)

fonksiyonunun realizasyonlarinin ailesini almis oluruz (Bak. Sek. 7.2).

V(t)
A

Sekil 7.2: V(t) tesadiifi fonksiyonunun realizasyonu ailesinin sekli

Ornek 7.2: Kontrol edilen roketi hedefe yonlendirdigimizde yonlendirmenin R(t)
hatas1 roketin agirlik merkezinden teoretik yoriingesine dek mesafesini gosterir ve

zamanin tesadiifi fonksiyonudur (Bak. Sek. 7.3).

R(t)
A

0

Sekil 7.3: R(t) hata fonksiyonunun grafigi

Pratikte boyle 6rnekler ¢ok sayida gosterebiliriz. Gosterdigimiz 6rneklerde argument
t zamandir. Ama Oyle 0rnekler gosterilebilir ki, degisen argument baska parametreler
olur. Mesela atmosferin ayri, ayr1 katlarinda havanin temperaturu h yiiksekliginin
tesadiifi fonksiyonudur.

Ayni zamanda bir¢cok degiskene bagl tesadiifi fonksiyonlara da rastlanir. Mesela,

atmosferin durumu (temperatura, basing, riizgar) dort degiskenli tesadiifi
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fonksiyonlardir. Bu fonksiyonlar X, y, z koordinatlarina ve t zamanina baglh tesadiifi
fonksiyonlardir. Herhangi bir X(t) tesadiifi fonksiyonunu ele alalim. Farz edelim ki,
bu tesadiifi X(t) fonksiyonu i¢in n tane bagli olmayan deney yapilmistir. Sonugcta ise

X(t) tesadiifi fonksiyonunun n tane,

X, (1), X, () X, (1)
realizasyonu alinmistir (Bak. Sek. 7.4).
X(t)

A

X, (1

X; ()
>t

X; (1
X, (0

Sekil 7.4: X(t) rastgele fonksiyonunun realizasyonlarinin grafikleri

X(t) fonksiyonunun her bir realizasyonu adi bir fonksiyondur.
Simdi t argumentinin herhangi bir degerini sabitleyelim. Bu halde X(t) fonksiyonu
rastgele degiskene doniisiir. Bu rastgele degiskene bazen X(t) tesadiifi
fonksiyonunun kesigi denir. Eger biz X(t) tesadiifi fonksiyonunun n deneyde
realizasyonlarinin kesigini alirsak X(t) rastgele degiskenin n deneyde aldig1 degerleri
alinz.
Boylece, biz goriiyoruz ki, tesadiifi fonksiyon rastgele degiskenin ve fonksiyonun
ozelliklerini 6ziinde saglar. Boylece, eger biz argumentin bir degerini sabit tutarsak
bu fonksiyon adi tesadiifi degiskene doniislir, ama deneyde ise adi fonksiyona
doniistir.
Buna gore de bazen biz X(t) fonksiyonuna tesadiifi fonksiyon, bazen ise rastgele
degisken gibi bakacagiz.

7.3. Tesadiifi Fonksiyonun Tesadiifi Degisenler Sisteminin Genislemesi  Gibi

(Tesadiifi Fonksiyonun Dagilim Kanunu)

Belli bir zaman aralifinda her hangi bir tesadiifi X(t) fonksiyonunu ele alalim

(Bak. Sekil 7.5).
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X(t)
A
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Sekil 7.5: Tesadiifi X(t) fonksiyonunun grafigi

Genelde biz tesadiifi fonksiyonun yalniz her hangi bir realizasyonunun grafigini
cizebiliriz. Ama geometrik olarak tesadiifi fonksiyonu belirlemek amaci ile kesik
kesik hatlarla gosteririz. Bu halde X(t) tesadiifi fonksiyonunun miimkiin realizasyon
kiimesini gostermis oluruz.

Farz edelim ki, tesadiifi fonksiyonun degismesi ti, to,..., t» zaman anlarinda herhangi
bir priborla yazilir.

Ustte sdyledigimiz gibi herhangi bir t aminda tesadiifi fonksiyon adi rastgele
degiskene doniisiir. Buna gore de priborun yardimi ile ti, to,..., tn anlarinda tespit

edilmis,

X (1), X (ty), X (t,) (7.2)

degerleri n tane rastgele degiskenlerdir. Eger priborun imkanlari biiyiik olup ayr1 ayn
zaman araliklarinda tesadiifi fonksiyonun degerlerini yazmis olsa, o zaman tesadiifi
fonksiyonun degismesi halinde daha cok bilgi elde etmis oluruz. Boylece, biz
tesadiifi fonksiyonun incelenmesini yaklagik olarak (7.2) rastgele degiskenler
sisteminin incelenmesine getirmis oluruz. Eger n sayis1 bilyiitiiliirse boyle degisme
nispeten daha dakik olur. n sayisini sonsuza yaklastirdigimizda (7.2) sisteminde olan
tesadiifi kemiyetler sayisi sonsuz olur[8].

Boylece, genelde tesadiifi fonksiyonu biz sonsuz sayida rastgele degiskenler kiimesi
gibi ele alabiliriz.

Bu tiir yonteme esasen biz tesadiifi fonksiyonun dagilim kanunu anlamini verebiliriz.
Bellidir ki, bir rastgele degiskenin dagilim kanunu bir degiskenli fonksiyon, iki
rastgele degiskenin birlikte dagilim kanunu iki degiskenli fonksiyon olur,... vs.
Dikkate alalim ki c¢ok degiskenli olasilik karakteristiklerinden istifade edip

uygulamak genelde ¢ok zorluklarla karsilanir.
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Boylece, farz edelim ki ti, tz,..., th sonlu sayida zaman anlarina uygun olarak X(t)

tesadiifi fonksiyonunun,
X, =X(t), X,=X(t,),.. X, =X(t,)
degerleri tespit edilmistir. n tane
X1, X2,..; Xn
rastgele degiskenlerinin birlikte dagilim fonksiyonuna X(t) tesadiifi fonksiyonunun n

boyutlu daglim fonksiyonu denir. Boylece X(t) tesadiifi fonksiyonunun n boyutlu

dagilim fonksiyonu,

R (X% X ) = P(X () < X, X (8) < Xp0e X () < X)) (7.3)

formiili ile yazilir.
Genellikle t aninda X(t) tesadiifi fonksiyonunun degerlerinin dagilim fonksiyonu,
F(x)=P(X(t)<X) (7.4)
dagilim fonksiyonu ile tanimlanir. (7.4) fonksiyonuna X(t) tesadiifi fonksiyonunun
bir boyutlu dagilimi denir. (7.4) fonksiyonunun t-nin tim degerlerinde belli
olmasiyla X(t) prosesi hi¢ de tam belli olmaz. Fiy(x) fonksiyonu X(t)-nin keyfi t
aninda dagilim kanununu karakterize etse de t-in farkli degerlerinde X(t)-in
baglantis1 hakkinda hi¢cbir malumat vermiyor. Buna gore de tesadiifi prosesin tam
karakteristigi i¢in onun miimkiin olan tiim sonlu dl¢iilii dagilimlart verilmelidir. n=2
halinde alinan dagilim fonksiyonuna X(t) rastgele degiskeninin iki boyutlu dagilim
fonksiyonu denir. Ayni sekilde X(t) tesadiifi prosesinin 3, 4,... boyutlu dagilim
fonksiyonlar1 tanimlanir.

Boylece, kesikli tesadiifi prosesin sonlu boyutlu dagilimlarini,

olasiligi ile verebiliriz.

Siirekli tesadiifi prosesinin sonlu boyutlu dagilimlari ise,
Foi tn(xl,...,xn)z I j P.. tn(xl,...,xn) dx;...dx,

formiilii ile tanimlayabiliriz. Burada R (Xl,. X ) yogunluk fonksiyonudur.

Sonlu boyutlu dagilimlardan istifade ederek tesadiifi proseslerin esas 6zelliklerini ve
onlarla bagli olan ayr1 ayr1 olaylarin olasiliklarini bulabiliriz. Ama sdyledigimiz gibi
cok degiskenli dagilim fonksiyonlarindan istifade etmek ¢ogu zaman zordur. Buna

gore de tesadiifi proseslerle ilgili bir sira problemleri ¢dozmek i¢in, stokastik
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proseslerin esas karakteristikleri olan matematik gézlemeden (beklenen degerden),

varyans (dispersion) ve kovaryans fonksiyonlarindan istifade edilir[8].
7.4. Stokastik Proseslerin Karakteristikleri

Dikkate alalim ki, rastgele degiskenlerin ve uygun olarak tesadiifi fonksiyonlarin
dagilim kanunlarindan istifade etmeden onlarin sayisal karakteristiklerinden istifade
etmekle problemleri ¢6zebilmek uygulamali olasilik teorisinin esasidir.

Sayisal karakteristiklerin yardimi ile problem basit sekilde ve ¢abuk ¢6ziilebilir.
Dikkate alalim ki, rastgele degiskenlerin sayisal karakteristikleri belli sayilar olur.
Ama stokastik proseslerin karakteristikleri genelde say1 degil fonksiyonlardir.

X(t) stokastik prosesinin matematik gézlemesi (beklenen degeri)
m, (t)=M[x(t)] (7.1)
fonksiyonuna denir. Bu fonksiyon tesadiifi degildir.

mx(t) fonksiyonunun herhangi bir t=to noktasindaki degeri, t-nin bu degerine uygun

olan X(to) rastgele degiskeninin matematik gozlemesine esittir:

m, (t) =M X (t,)]

Kesikli ve siirekli stokastik proseslerin matematik gézlemesi uygun olarak,

mx(t):zk:kP(X(t):k),

ve

esitlikleri ile hesaplanir.
Tanimdan agiktir ki, X(t) prosesinin matematik gozlemesi dyle orta fonksiyondur ki,

bu prosesin tiim realizasyonlari bu fonksiyonun etrafinda yerlesir (Bak. Sekil 7.6).

X(t)
A

MIx(D]

Sekil 7.6: X(t) fonksiyonunun realizasyonu ve M[x(t)] orta degerinin grafigi
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Benzer sekilde tesadiifi prosesin varyansi (dispersionu) tanimlanir.

Boylece, X(t) tesadiifi prosesinin varyansi Dx(t), tesadiifi olmayip,
D, (t)=D[ X (t)] (7.2)
fonksiyonuna denir.

Bu fonksiyonun keyfi t=to noktasindaki degeri t-in bu degerine uygun olan X(to)

rastgele degiskeninin varyansina esittir:

D, (t,) = D[X (to)] '

Tesadilifi prosesin varyanst negatif olmayan fonksiyondur. Bu fonksiyonun

karekokiine, yani,

o (t)=+/D[X(t)] (7.3)

fonksiyonuna bu prosesin orta kuadratik sapmasi denir[7].

Tesadiifi prosesin varyansi t-nin her bir degerinde onun tiim realizasyonlarinin orta
fonksiyonu etrafinda nasil “dagildigin1” karakterize eder. Bagka bir deyisle varyans,
tesadiifi prosesin “tesadiifilik derecesini” karakterize eder.

Matematik gozleme ve varyans, tesadiifi prosesin en esashi karakteristikleri
olmalarina ragmen bu karakteristikler tesadiifi prosesin esas ozelliklerini tam ifade
etmiyor. Ayn1 matematik gozlemesi ve varyansi olan, ama farkli i¢ yapiya sahip olan
tesadiifi proseslerin farkli durumlari arasindaki bagliligi kovaryans fonksiyonunun
yardimu ile karakterize edebiliriz.

X(t) tesadiifi prosesinin kovaryans fonksiyonu tesadiifi olmayan iki degiskenli

K, (t,t') fonksiyonu olup asagidaki esitlikle tanimlanir:

K, (L) =M [x (t)X (t’)} (7.4)
burada,
X(0)=X@0)-m0)  XE)=x({t)-m,()
esitliginde t =t’ yazarsak,

(0= M) X0 = mx)-m 0] 0.0

oldugu goriiliir. Yani t=t" oldugunda prosesin kovaryans fonksiyonu onun
varyansina esit olur.
Kovaryans fonksiyonunun tanimindan aciktir ki, bu fonksiyon negatif deger almiyor

ve simetriktir:
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K, (t,t") =K, (t"t)
Kovaryasyon fonksiyonuyla bagli, normallestirilmis kovaryasyon fonksiyonu
asagidaki formiille tanimlanir:
K, (t,t")

o, (t) o, (1)

Bu fonksiyon X(t) ve X(t') degiskenlerinin korelasyon katsayisini ifade eder. t =t

r(tt)= (7.5)

oldugunda,

(t1) = K, (t,t)  D.(1) _q (7.6)

o] [a0]

Kovaryans fonksiyonunun baska ozellikleri de vardir. Bunlardan bazilarin1 burada

verelim.
X(t) tesadiifi fonksiyonuna tesadiifi olmayan y(t) fonksiyonunu ilave etsek (toplasak)

yeni tesadiifi fonksiyon elde ederiz:

Y(t)=X(t)+y(t). (7.7)
Bu fonksiyonun matematik gozlemesi asagidaki formiille hesaplanir:
m, (t)=m, (t)+y(t). (7.8)

Bu formiile matematik gézlemeyi uygularsak:
M[Y]=M[X]+M[y].

Tesadiifi Y(t) fonksiyonunun kovaryasyon fonksiyonunu bulalim:

K, (t,t')=M [\? ()Y (t')} =M (Y (t)-m, (0))(Y (t)-m, ()]
=M[(X(O)+y(O)-m (O)-y(O) (X (©)+y()-m ()-y(1))] (79
=M[(X (t)=m, (1))(X (t)-m, () ]=K, (Lt).

Boylece, tesadiifi fonksiyona tesadiifi olmayan toplam ilave edildiginde tesadiifi
fonksiyonun kovaryans fonksiyonu degismiyor.
Simdi tesadiifi X(t) fonksiyonunu tesadiifi olmayan y(t) fonksiyonu ile ¢arpalim, o

Zaman:

Y(t)=y(t)X(t) (7.10)
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Y(t) fonksiyonunun matematik gozlemesini buldugumuzda tesadiifi olmayan y(t)

carpanint matematik gozleme isaretinden digar1 alirsak buluruz:
m (1) =M[y(O)X (1)]=y(O)m, (1) (7.11)
Simdi (7.10) formiilii ile tanimlanmis Y(t) tesadiifi fonksiyonunun kovaryasyon

fonksiyonunu bulalim:

K, (t,t)=M [9 (t)Y (t')} MY (©)-m, (O)(¥ (©)-m, (t))]

=y(t)y(t)K (t.Y).
Boylece, tesadiifi fonksiyon tesadiifi olmayan y(t) fonksiyonu ile carpildiginda bu
tesadiifi fonksiyonun kovaryans fonksiyonu y(t) y(t') fonksiyonu ile garpilir[7].
Ozel olarak y(t)=c olursa, o zaman,
K, (t,t')=c*K, (t,t') (7.12)
formiilii elde edilir.

Burada kullanilan
X (t)= X (t)-m, (t) (7.13)

tesadiifi fonksiyonuna merkezlestirilmis tesadiifi fonksiyon denir.

Merkezlestirilmis tesadiifi fonksiyonun matematik gozlemesinin sifir oldugu aciktir.

o

Merkezlestirilmis X(t) fonksiyonunun kovaryansi X(t) fonksiyonunun kovaryansi

ile gakisir:

K. (tL1)=M [x (t)X (t’)} K (1) . (7.14)
Asagidaki,

X, (t)= > (7.15)

o (t)
fonksiyonuna normallestirilmis tesadiifi fonksiyon denir.

Normallestirilmis tesadiifi fonksiyonun kovaryansi i¢in asagidaki formiil bulunur:
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Ky, (t.1) __ KUY r.(t,t). (7.16)

Bu fonksiyonun varyanst bire esittir: K, (t,t) =1.

7.5 Tesadiifi Fonksiyonlarin Lineer Doniisiimleri

L operatorlii lineer sistemin girisine X(t) tesadiifi fonksiyonu etki etsin. O zaman
sistemin bu X(t) etkisine reaksiyonu genelde tesadiifi Y(t) fonksiyonu olur. Bunu

sembolik olarak agagidaki gibi gosterebiliriz:

X(t) Y(t)
—_— L  —

Sekil 7.7: Girigi X(t) ¢ikis1 Y(t) olan L operatorlii sistemin sembolik gosterilisi
Bu sematik yazilis1 matematiksel sembolla
Y(t)=L[X(t)] (7.1)
seklinde yazilir.

Farz edelim ki, tesadiifi X(t) fonksiyonunun karakteristikleri, matematik gézlemesi

mx(t) ve kovaryans fonksiyonu K, (t,t') verilmistir.

Cikis fonksiyonu, Y(t) tesadiifi fonksiyonunun my(t) ve K, (t,t') karakteristik

fonksiyonlarint bulalim. Kisaca girigin karakteristik fonksiyonlari, esasinda ¢ikisin
karakteristik fonksiyonlarini bulalim.
Once gosterelim ki, bu problemi homojen lineer operatér i¢in ¢dzmek yeterlidir.
Gergekten de farz edelim ki, L operatorii homojen degildir ve asagidaki formiille
verilir:

L[X () ]=L[ X (1) ]+Yy(t) . (7.2)
burada Lo-Lineer homojen operatordiir, y(t)-belli tesadiifi olmayan fonksiyondur. O

zaman,
m, () =M [ L (X (1)) ]+ y(t) (7.3)

yani ¢ikisin matematik goézlemesine sadece y(t) ilave olunur. Kovaryasyon
fonksiyonunun ise tesadiifi olmayan fonksiyon ilave ettigimizde degismedigini
biliriz. O halde biz, bundan sonra L operatdrii olarak lineer homojen operator ele
alacagiz.

Once bu problemi 6zel lineer operatorler halinde ¢6zelim.
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7.5.1. Tesadiifi Fonksiyonunun Integrali

X(t) tesadiifi fonksiyonu ve bu tesadiifi fonksiyonun matematik gézlemesi mx(t) ve
kovaryasyon fonksiyonu K, (t,t') verilmis olsun. Tesadiifi Y(t) fonksiyonu X(t)
fonksiyonu ile ve lineer homojen integralleme operatorii ile asagidaki gibi

baghdir[9]:

Y (t)=[X(s)ds (7.4)

(7.4) formiil ile tanimlanmis Y(t) fonksiyonunun my(t) ve K, (t,t')

karakteristiklerini bulalim.

Bunun igin (7.4) integralini toplamin limiti gibi aliriz:

t

Y(t)= [ X(S)ds = lim > X (S,)AS;. (7.5)

AT, -0 !
0

(7.5) esitliginin her yaninda matematik gozleme operatoriinii alirsak, matematik

gbzlemenin toplama teoremine esasen,

t

my(t):M[Y(t)]:AlTi_rDOZM[X(Si)]ASi = lim > m,(S,)AS, = j m,(S)dS. (7.6)
Boylece,
m, (t)= [m,(S)ds. (7.7)

Yani, integralin matematik gozlemesi integral alt1 tesadiifi fonksiyonun matematik

gbzlemesinin integraline esittir.

Simdi K, (t,t') kovaryans fonksiyonunu bulalim. Bunun i¢in merkezlestirilmis

tesadiifi X (t) ve Y (t) fonksiyonlarina gegelim:

X (t)=X (t)-m,(t) , Y (t)=Y (t)-m, (t) .

Bu halde asagidaki esitligin dogru oldugu agiktir:
t
Y (t)=[X(s)ds. (7.8)
0
Kovaryasyon fonksiyonunun tanimindan:

K, (1) =M [\? (t)Y (t')}
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Y(t)=[X(s)ds, Y(t)=[X(s')dS" . (7.9)
(7.9) ifadelerini taraf tarafa carpalim:
~[x(s dij s, (7.10)
0
Buradan da, buluruz
= f f X ( ')dsds’. (7.11)
2 3

Bu esitligin her yanindan matematik gozleme gotiiriirsek asagidaki formiil elde

edilir:

o o t ot
Kﬂuqzmﬁaw@ﬂ:jjm[ )}wy
00
Boylece, Y(t) tesadiifi fonksiyonunun kovaryans fonksiyonu i¢in asagidaki formiilii

aliriz:

t ot

= [ [ K,(s,8")dsds’. (7.12)

7.5.2. Tesadiifi Fonksiyonun Tiirevi

Tesadiifi X(t) fonksiyonunun my(t) ve K, (t,t') karakteristikleri verilmistir. Y(t)

tesadiifi fonksiyonu X(t) tesadiifi fonksiyonu ile lineer homojen diferansiyelleme
operatorii esasinda asagidaki gibi baglanmistir[9]:

dX
Y (t):% : (7.13)

Y (t) tesadiifi fonksiyonunun matematik gézlemesi my(t) ve kovaryasyon fonksiyonu

olan K, (t,t), fonksiyonlarini bulalim.

Bunun i¢in tlirev operatoriinii limit seklinde ifade edelim:

. X(t+AL) =X (t
Y (t)=Ilim ( )X (Y :
At—0 At
Sonuncu, esitligin her iki yanindan matematiksel gézleme alsak buluruz:

m, (t) = MY (t)] = lim m, (t+At)—m, (t) _dm, (1) |

At—0 At dt

(7.14)

Boylece,
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m (t)= : 7.15

(== (7.15)

yani, tiirevin matematik gézlemesi, matematik gdzlemenin tiirevine esittir.

K, (t,t') fonksiyonunu bulmak i¢in Y (t) ve X (t) merkezlestirilmis
fonksiyonlaria gegelim. O zaman

\;(t)=d>;—t(t) (7.16)

esitliginin dogrulugu aciktir.

Tanima esasen,
K, (Lt)=M [Y (t)Y (t')} .
Bu esitlikte Y(t) ve Yo(t') fonksiyonlarinin ifadelerini yerine yazarsak:

dX(t) dX (1)
dt = dt’

K, (t.t')=M

simdi Matematik gozleme altinda olan bu ¢arpimi karisik tiirev seklinde yazalim:

dX(t) dX(t) X ()X (t)
dt ~ dtt  atatt

(7.17)

Diferansiyelleme ve matematik gozleme islemlerinin yerlerini degistirebildigimizden

buluruz:

o

N azx(t)xft’) & PRSI ,
K, () =m | S0 —&&,M[X(t)x(t)}—atat,Kx(t,t). (7.18)

Boylece, asagidaki
O*K, (t,t)

K, (t,t")=
)’( ) atati

(7.19)

formiilii elde edilir.

Integralleme ve diferansiyelleme icin ispat ettigimiz bu formiillerin tiim lineer
homojen operatérler i¢in saglandigini ispatlayabiliriz. Bu genel formiilleri ispatsiz
olarak burada verelim. Eger X(t) tesadiifi fonksiyonu lineer homojen L operatorii ile

Y(t) tesadiifi fonksiyonuna doniistiiriiliirse, yani,

Y (t)=LX(t)
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ve X(t) fonksiyonunun matematik gozlemesi mx(t) ve kovaryans fonksiyonu
K, (t,t') fonksiyonlar1 belli ise, o zaman Y(t) fonksiyonunun matematik gézleme

fonksiyonu my(t) ve kovaryans K, (t,t’) fonksiyonlari asagidaki formiillerle bulunur:
m, (t)=Lm,(t), (7.20)
K, (tt) =LK, ()] . (7.21)

Bu (7.21) formiiliinde L operatorii K, (t,t") fonksiyonuna iki kez etki eder, bir kez t'

diger kez ise t argumentine gore alinir.

Y(t) tesadiifi fonksiyonunun varyansi ise asagidaki formiille bulunur:
D, (t)=K, (t,t). (7.22)
Dikkat edilirse varyans, tesadiifi yan etkiler ortaminda sistemin ¢alismasinin
dakikligini karakterize eder.
Ornek 7.3: X(t) tesadiifi fonksiyonunun matematik gozlemesi m, (t)=sint

fonksiyonu ile verilir, kovaryasyon fonksiyonu ise,
KX (t,t,) r Dxefa(t'ft)z

fonksiyonu ile verilir. Burada Dx pozitif sabit olup X(t) fonksiyonunun varyansidir.
X(t) fonksiyonunun tiirevinin matematik gézlemesini ve varyansini bulunuz.
Coziim. Bunun i¢in,
d
Y(t)=—X(t
0=5x(
fonksiyonunun matematik gozlemesini ve kovaryansini bulalim.

Genel kural1 uygularsak:

m, (t)= %mx(t) = cost

K, (t,t')= ata;t' K, (t.t')=2D,0e Y [1-2a(t'~1?)]

Bu esitlikte t =t" alarak buluruz:
D, (t)=2D,a

veya
D, =2D,«

olur.
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7.6. Tesadiifi Fonksiyonlarin Toplanmasi

Bu paragrafta toplanan tesadiifi fonksiyonlarin karakteristikleri verildiginde toplamin
karakteristik fonksiyonlarinin bulunmasi probleminden bahsedilecektir.

Bu problem, toplanan tesadiifi fonksiyonlar birbiriyle bagli olmadiginda ¢ok basit
sekilde ¢oziiliir. Genel halde ise verilmis toplanan fonksiyonlarla karsilikli
kovaryasyon fonksiyonlarinin da bilinmesi gerekir.

X(t) ve Y(t) tesadiifi fonksiyonlarinin korelasyon (veya kovaryasyon) fonksiyonu t
ve t' argumentlerine bagli asagidaki esitlikte tanimlanan tesadiifi olmayan

fonksiyondur:

R, (L") = M [x (t)Y (t’)} . 1)
Karsilikli korelasyon fonksiyonunun tanimindan onun asagidaki 6zelligi alinir:
R, (t,t")=R,(t't). 2)
Cogu zaman R, (t,t") yerine normallestirilmis karsilikli korelasyon fonksiyonundan

istifade edilir:

R, (t,t")

Ly (t1) = o (1) o, (1) 3)

Eger her bir t ve t' icin karsilikli korelasyon fonksiyonu sifira esit ise, o0 zaman X(t)
ve Y(t) tesadiifi fonksiyonlar1 bagli degildir veya korelasyon olmamiglardir denir.

Tesadiifi X(t) ve Y(t) fonksiyonlarin matematik gozlemesini kovaryasyon
fonksiyonlarii ve karsilikli kovaryasyon fonksiyonlarii bularak bu fonksiyonlarin

toplaminin karakteristik fonksiyonlarin1 da bulabiliriz. Boylece,

Z(t)=X(t)+Y (1) (4)
olsun. O zaman matematik gozlemenin toplama teoremine esasen buluruz:
m, (t)=m, (t)+m,(t). (5)

Yani iki tesadiifi fonksiyon toplandiginda onlarin matematik gézlemeleri de toplanir.

Z(t) fonksiyonunun kovaryans fonksiyonu Kz(t,t') fonksiyonunu bulmak igin

merkezlestirilmis tesadiifi fonksiyonlara, yani 2('[), X(t) ve Y(t) fonksiyonlaria
gecelim:

Z(t)=X (1)+Y (1) (6)
oldugu agiktir (Gergekten de (4)-den (5)-i taraf tarafa ¢ikarirsak (6) bulunur).
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Kovaryasyon fonksiyonunun tanimindan:

KJLV%:M[20)2@)]:M{(i(ﬂ+?(0](i@)+?(ﬂ0}
:M[imiaﬂ+m[ﬂqiaﬂ+ml£@9@4+mﬂH09wﬂ

- K, (tt) =K (t.1)+K, (tt)+R, (t,')+R (t'1) (7)

yazilir,

X(t) ve Y(t) fonksiyonlar1 korelasyon baglantisinda olmadiginda R, (t,t")=0 olur ve
(7) formiilii daha basit sekil alir:

K, (t.t) =K, (tt')+K, (1), (8)
yani korelasyon bagintisinda olmayan iki tesadiifi fonksiyonu topladigimizda onlarin
kovaryasyon fonksiyonlari toplanir.
Bu formiiller keyfi sayida toplam i¢inde genellestirilebilir.

Eger X(t) tesadiifi fonksiyonu n tane tesadiifi fonksiyonun toplamindan olusmus

olursa, yani,

X(t)=2_%(t) ©)

o zaman bu fonksiyonun matematik gézlemesi asagidaki formiille ifade edilir:

mngmﬁy (10)

kovaryasyon fonksiyonu ise,
K, ()= K, tt)+ D R, (tt) : (11)
i=1 i
Eger Xi(t) fonksiyonlarinin tiimii korelasyon baglantisinda degillerse, o zaman (11)

formiilii asagidaki basit sekli alir:

K (tt)=> K (tt). (12)
i=1
Simdi burada 6zel bir hali ele alalim. Farz edelim ki, X(t) tesadiifi fonksiyondur ve

bu fonksiyonun matematik gézlemesi myx kovaryasyon fonksiyonu ise Kx(t,t') dir. Y

ise rastgele degiskendir. Bu rastgele degiskenin matematik gézlemesi my ve varyansi
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ise D, dir. Farz edelim ki, X(t) fonksiyonu ve Y tesadiifi degiskeni korelasyon
bagintisinda degildirler. Yani her bir t igin,
M {x (t)\;} ~0
dir. X(t) ile Y-yi toplarsak,
Z(t)=X(t)+Y (13)
tesadiifi fonksiyonunu buluruz.
Z(t) fonksiyonunun karakteristiklerini belirleyelim:
m, =m, (t)+m, (14)

esitligi aciktir.
Dikkat edilirse,

K, (t.t')= M[\o((t)\o((t')} = MV} -D,. (15)

Buna gore de,

K, (t,t") =K, (t,t')+D, . (16)

7.7. Kompleks Tesadiifi Fonksiyonlar

Tesadiifi fonksiyonlar teorisine matematik metotlar uygulanirken tesadiifi
fonksiyonlarin kendisini ve onlarin karakteristik fonksiyonlarimi kompleks seklinde
yazmak daha faydali olur. Bununla ilgili olarak kompleks rastgele degisken ve
kompleks tesadiifi fonksiyon anlamlarini vermeliyiz.

Once biz kompleks rastgele degiskeni taniyalim:

Farz edelim ki, X ve Y herhangi rastgele degiskenlerdir. O zaman,

Z =X +iY (1)

seklinde olan rastgele degiskene kompleks rastgele degisken denir. burada 1 =+/-1
sanal birimdir.
Kompleks rastgele degiskeni geometrik olarak kompleks diizlemde bir tesadiifi nokta

gibi gosterebiliriz (Bak. Sekil 7.8).
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A 4

Sekil 7.8: Kompleks rastgele degiskenin kompleks diizlemde gosterilisi

Z = X +1Y kompleks rastgele degiskenin matematik gozlemesi,
m, =m, +im, 2)
kompleks sayisina denir.
m, sayist Z kemiyetinin bir ortalama degeridir. Geometrik olarak, bu bir orta

noktadir dyle ki, bu noktanin etrafinda z tesadiifi noktasinin dagilimi gerceklesir.

Kompleks tesadiifi Z =X +iY degiskenin varyanst,

S o 2
DzzM{ZZ}zM[m } 3)
formiilii ile tanimlanir. Burada,

2:2—m
olup merkezlestirilmis rastgele degiskendir. Geometrik olarak kompleks rastgele
degisken varyansi tesadiifi Z noktasindan onun matematik gozlemesine kadar olan
mesafesinin karesinin geometrik ortalamasina esittir. Varyans tesadiifi Z noktasinin
matematik gézleme etrafindaki (komsulugundaki) dagilimini karakterize eder.

Kompleks rastgele degiskeninin varyansinit onun reel ve sanal kisimlarinin

varyanslari ile ifade edelim.

2=Zﬂm=X+W—mfﬂm=i+ﬁ

oldugundan,
L2 L2 .2 .2 .2
DZ:M{|Z| }:M{X +Y }:M{X }M[Y }
veya
D, =D, +D, (4)

formiilini buluruz.
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Yani kompleks rastgele degiskenin varyanst onun reel ve sanal kisimlarinin
varyanslarinin toplamina esittir.

Varyansin tanimindan bellidir ki, varyans daima pozitiftir. Yalniz tesadiifi olmayan
degiskenin varyansi sifira esit olabilir.

Simdi iki kompleks rastgele degiskenin korelasyon momentini tanimlayalim.
Z, =X, +1Y, ve Z,=X,+iY, gibi verilmis iki kompleks rastgele degiskenin

korelasyon momenti asagidaki formiille tanimlanir:

Ky, = M{iliz}. ®)

Dikkat edelim ki, iistteki hat kompleks eslenigi gosterir.
ki kompleks rastgele degiskenin korelasyon momentini onlarin reel ve sanal

kisimlarimin korelasyon momentleri ile ifade edelim:
KZlZ2 =M {2122 }2 M {()o(l—kiYolj()o(z-l-iYoz)}
s R A EICIESARYES A e

= (K +K,, )+ i(KXZyl ~K,,, )

K., . sayilar sirasiyla (X1, X2), (Y1, Y2), (X2, Y1),

yiXp ! X1Y2

Burada K K K

xxz ! Ny, 0
(X1, Y2) rastgele degiskenlerinin korelasyon momentleridir.

Bu degiskenler kendi aralarinda korelasyon bagintisinda degillerse, o zaman Z1 ve Z2
degiskenlerinin de korelasyon momenti sifira esit olur.

Simdi kompleks tesadiifi fonksiyonu ve onlarin karakteristiklerini tanimlayalim.

Asagidaki sekilde verilen fonksiyonlara kompleks tesadiifi fonksiyonlar denir:
Z(t)=X(t)+iY (). (7)
Bu esitlikte X(t) ve Y(t) reel tesadiifi fonksiyonlardir.

(7) formiilii ile verilen kompleks tesadiifi fonksiyonun matematik gézlemesi
m, (t)=m, (t)+im, (t) (8)
formiilii ile tanimlanir.

Varyansi ise agagidaki formiille tanimlanir:

D, (t)=M P(t)+§(t)}=M Dz&)q . 9)

Burada,
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Z(t)=2(t)-m, (t)=X (t)+iY(t). (10)
(9) formiiliinden goriiyoruz ki, kompleks tesadiifi fonksiyonun varyansi reel ve

pozitiftir. Kolaylikla asagidaki formiiliin dogru oldugunu gosterebiliriz:
D, (t): D, (t)+Dy (t) : (11)
Kompleks tesadiifi fonksiyonun korelasyon fonksiyonu ise asagidaki formiille

tanimlanir:

K, (t,t')=M {2 ()2 (t’)} , (12)

burada,

Z(t)=X (t)+iY (),
t" =t oldugunda kompleks fonksiyonun varyansi
K, (t,t)=D, (t) (13)
olur. (12) formiiliinden direkt olarak asagidaki formiilii bulabiliriz:
K, (L) =K, (Lt)+K, (L) +i(R, (t't) =R (t,t')) . (14)
Burada X(t) ve Y(t) tesadiifi fonksiyonlar1 Z(t) kompleks tesadiifii fonksiyonunun
reel ve sanal kisimlandir. R, (t,t") ise X(t) ve Y(t) fonksiyonlarmin karsilikl

korelasyon fonksiyonlaridir. Eger kompleks tesadiifi fonksiyonun reel ve sanal

kisimlari korelasyon baglantisinda degillerse, o zaman R (t,t")=0 ve
K, (t,1) =K, (t,t')+K, (t,t') (15)

formiilina buluruz.
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8.TESADUFI FONKSIYONLARIN SPEKTRAL (KANONIK)
ACILIMLARI

8.1. Spektral (Kanonik) Acihm Metodunun ideyasi (Anafikri). Tesadiifi
Fonksiyonlarin Elementer (Sade) Tesadiifi Fonksiyonlarin Toplamm
Seklinde Gosterilisi

Onceki boliimde biz tesadiifi fonksiyonlarm lineer doniisiimlerinin genel kurallari ile
tanistik. Gordiik ki, tesadiifi fonksiyonlarin lineer doniisiimiinde bu fonksiyonlarin
matematik gozlemeleri lizerinde ayni lineer doniigiim yapilir, ama bu fonksiyonlarin
korelasyon fonksiyonlari {izerinde ayni lineer doniisiim iki kez (bir defa t' degisenine
gore ikinci kez ise t degisenine gore) yapilir[8].

Boylece, matematik gdzlemenin bu lineer doniisiimdeki doniistiiriilme kurali ¢ok
sadedir ve pratik olarak hicbir zorlukla karsilasilmaz. Ama korelasyon
fonksiyonunun iki kez doniistiiriilmesi kurali pratikte bir¢ok hallerde karmasik
islemleri beraberinde getirir ve genel metotlarin uygulanmasinda bir¢ok zorluklarla
karsilasilir.

Gergektende, sade bir lineer integral operator
Y (t)= [ X(s)ds (1)

integralini ele aldigimizda, bu doniisiime uygun olarak korelasyon fonksiyonuna

asagidaki gibi bu operatorle iki kez doniisiim yapilir:
t t
K, (tt)=[ [ K,(s,5)dsds’ )
0 0

Cogu durumda Kx(t,t') korelasyon fonksiyonu deneyden alinmis olur ve tablo
seklinde verilmis olur. Analitik ifadesi belli degilse, bu durumda (2) integralini
sayisal olarak hesaplamak gerekir, bu ise bircok zorluklara baghdir. Kx(t,t')

fonksiyonunu analitik olarak interpolasiya ettigimizde veya analitik olarak
approksime ettigimizde ise yine (2) integralinin hesaplanmasinda bir¢ok hesaplama
zorluklar1 ile karsilasilir. Lineer doniisiim diferansiyel operatér oldugunda bu
zorluklara yeni zorluklar da eklenir.

Bununla ilgili olarak, pratik problemleri ¢6zdiiglimiizde ¢ogu zaman daha basit
doniisiim metotlar uygulanir. Bunlardan biri tesadiifi fonksiyonlarin spektral agilimi

metodudur.



Spektral acilim metodu uygulanirken doniisiim yapilacak tesadiifi fonksiyon,
dontisiimden once elementer tesadiifi fonksiyonlarin toplami seklinde seriye veya
integrale a¢ilir. Asagidaki,

X(t)=Vy(t) 3)
Seklinde yazilmis fonksiyonda y(t) tesadiifi olmayan determinik fonksiyon, V ise adi
rastgele degisken oldugunda (3) seklinde gosterilen X(t) tesadiifi fonksiyonuna
elementer tesadiifi fonksiyon denir.
Elementer tesadiifi fonksiyonlar en basit tip tesadiifi fonksiyonlardir. (3) esitliginde
yalniz V tesadiifidir.
X(t) tesadiifi fonksiyonunun tiim realizasyonlari, y(t) fonksiyonunun grafiginden
ordinat ekseninde Olgliciiyii degistirmekle almak miimkiin olur. Absis eksenide X(t)
tesadiifi fonksiyonunun realizasyonlarindan biri olur.

Sekil 8.1 ve Sekil 8.2-de uygun olarak elementer
X(t)=Vsint

ve
X(t)=Vt

tesadiifi fonksiyonlarinin realizasyonlar1 gosterilmistir.

X(t)
A

Sekil 8.1: X (t) =V sint fonksiyonunun grafigi

X(t)
A

Sekil 8.2: X (t)=Vt* fonksiyonunun grafikleri
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Elementer tesadiifi fonksiyonun esas 6zelligi odur ki; bu fonksiyonlarda iki 6zellik
tesadiifilik ve degiskene baglilik birbirinden ayrilmistir. “’Tesadiifilik’” V
katsayisinda birlestirilmistir, ‘’zamana baglhilik’> ise determinik (adi) y(t)
fonksiyonunda birlestirilmistir

Elementer tesadiifi fonksiyonun karakteristigini bulalim. Boylece,
m, () =M [Vy(t)] =m,y(t).
burada my sayis1 V rastgele degiskeninin matematik gézlemesidir.

Ozel olarak my=0 oldugunda X(t) tesadiifi fonksiyonunun matematik gdzlemesi sifir

olur:

m,(t)=0.
Bellidir ki, tesadiifi fonksiyonlar1 merkezlestirilmis sekle saldigimizda
merkezlestirilmis tesadiifi fonksiyonlarinin matematik gézlemesi sifira esit olur.

Bundan sonra biz merkezlestirilmis elementer tesadiifi fonksiyonlari ele alacagiz.

Yani,

V=V, m, =0 ve m,(t)=0
oldugunu farz edecegiz.
Elementer tesadiifi fonksiyonlarin korelasyon fonksiyonunu hesaplayalim. Boylece,
tanima esasen X(t) elementer tesadiifi fonksiyonunun korelasyon fonksiyonu i¢in
buluruz:

K, ()= M[XOXE)]= vyt My ?|= yt)y(t)D, .
Burada Dy sayis1 v rastgele degiskeninin varyansidir.

Elementer tesadiifi fonksiyonlarin lineer doniistimleri ¢ok kolay sekilde bulunur.
Mesela, X (t) =Vy (t) elementer tesadiifi fonksiyonunu diferansiyelledigimizde V, t-
ye bagli olmadigindan tiirev isaretinden disar1 alinabilir:

X'(t)=w'(t).

Benzer sekilde,

t t

[ X(s)ds=V [ y(s)ds.
0 0

Genel halde, lineer L operatorii i¢in

L[X (£)]=VL]y(t) (4)

formiilii dogrudur.
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Boylece, tesadiifi fonksiyonlarin spektral acilimi, esasinda onlarin elementer tesadiifi
fonksiyonlarmin toplami seklinde ifade edilmesidir.

Asagidaki tesadiifi fonksiyonu ele alalim:

X(t)=m,(0)+ X (1) (5)
Farz edelim ki, bu tesadiifi fonksiyon asagidaki sekilde gosterilmistir:
XM)=m 0+ viy) (6)
i=1

Burada Vi matematik gézlemeleri sifir olan rastgele degiskenler, yi(t) fonksiyonlar
belli determinik fonksiyonlardir. mx(t) fonksiyonu ise X(t) tesadiifi fonksiyonunun
matematik gézlemesidir.

Tesadiifi X(t) fonksiyonunun (6) seklinde gosterilisine spektral agilimi veya kanonik
acilimi denir. Vi, V2,..., Vm rastgele degiskenlerine agilimin katsayilari denir. yi(t),...,
Ym(t) fonksiyonlarina koordinat fonksiyonlar1 denir.

Bu halde L lineer doniisiimiin ¢ikisi icin asagidaki ifadeyi buluruz:

()= L[ 0]= Lm, ()] 2 v,y (0] O
Burada,
m, (t) = Lm, ()]
i (0)= Ly, 0]
ifadeleri yerine yazilirsa:
Y()=m, 0+ Vw0 ®
sade (kanonik) a¢ilimi bulunur. (8) formiilii Y(t) tesadiifi fonksiyonun spektral
acgilimdir.
8.2. Tesadiifi Fonksiyonun Spektral (Kanonik) Acilimi

X(t) tesadiifi fonksiyonunu ele alalim. Farz edelim ki, X(t) asagidaki sekilde toplama

acilmistir:
X(0)=m 0+ v,y 1), @

Burada Vi, V.., Vm Kkatsayillar1 tesadiifi degiskenler olup, matematik

gozlemelerenin sifir oldugu kabul edilir[2]. Farz edelim ki Vi, Va.., Vm
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katsayilarinin korelasyon katsayilari HKij H matrisi ile wverilir. Tesadiifi X(t)

fonksiyonunun korelasyon fonksiyonunu ve varyansini bulalim.

Tanima esasen,
K, (t)=M [x (t)X (t’)} . %)

Bu formiilde

x@):iviyi(t), 3)

=2V, ), @

alip (3) ve (4) ifadelerini birbirine ¢arpip ve ¢arpimdan matematik gozleme islemi

alirsak buluruz;
Kx(t,t'):M{)o(( } {21; VY (1), }
=37 MW, I (1), (1)

i=1 j=1

(5)

Burada,
1= oldugunda,
MMV, ]=MMz2]=K, =D,.
Di gorilindiigu gibi Vi rastgele degiskeninin varyansidir.
Burada i#j oldugunda ise,
M b/iV,- J: Ky
olup, Vi ve V;j rastgele degiskenlerinin korelasyon momentleridir. Bunlari (5)
formiiliinde yerine yazarsak, asagidaki acilim1 buluruz:
m
)=2 %0y )0+ 3y,(0) (6)
= i
(6) formiiliinde t=t" alsak X tesadiifi fonksiyonunun varyansmi buluruz:
ILTCIE I WAL IO IR
Vi katsayilar1 birbiriyle korelasyon baglantilarinda olmadiginda yani i#j oldugunda
K = 0 olursa o zaman (6) ve (7) ifadeleri ¢ok basit sekil alir:

Kx(t’t’)zzyi(t)yi(t,)Di : (6,)

i=1
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Boylece, bu halde

0, ()= [%()]'D )

olur.
Bu halde tesadiifi fonksiyonun (1) a¢ilimina ¢ogu zaman “Kanonik” acilim denir.

Boylece, X(t) tesadiifi fonksiyonunun
X(t)=m, (t)+ 2 Vi¥i(t) (8)
i=1

aciliminda my(t) tesadiifi fonksiyonun matematik gozlemesi, yi(t), y2(t),..., Ym(t)
koordinat fonksiyonlar1 veya baz fonksiyonlari, Vi, V2,..., Vm matematik gozlemeleri
sifir olan ve birbirleri ile korelasyon baglantisinda olmayan rastgele degiskenler
oldugunda bu agilima X(t) tesadiifi fonksiyonunun “kanonik’ ac¢ilim1 denir.

Bu halde X(t) tesadiifi fonksiyonunun korelasyon fonksiyonunun

Kx (t’t’):ZYi (t)yi (t’) Di (9)
i=1
ifadesine korelasyon fonksiyonunun kanonik a¢ilimi denir. X(t) tesadiifi

fonksiyonunun varyansi ise

D, (1)=> [ ()] D (10)

formiilii ile verilir.
Bu formiillerde toplamlarin sayisi sonsuza gotiiriilebilir. Bundan dolayr kanonik
acilim integral seklinde de ifade edilir.
Kanonik agilimdan (spektral a¢ilim) kompleks tesadiifi fonksiyonlar i¢in de istifade
edilir.
Burada kompleks tesadiifi fonksiyonlarin kanonik agilimlarinin da tanimini verelim.
Asagidaki sekilde verilen

X (t)=Vy(t) (11)
tesadiifi fonksiyonunda, V rastgele degiskeni ve y(t) fonksiyonu determinik olmakla
uygun olarak kompleks sayr ve kompleks fonksiyon oldigunda X(t) tesadiifi
fonksiyonuna elementer kompleks tesadiifi fonksiyon denir.
(11) formiilii ile verilen elementer kompleks tesadiifi fonksiyonunun korelasyon

fonksiyonunu bulalim. Tanima esasen, buluruz:

K, (L0) =M vy (Hvy ()] (12)
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Buradanda
K, (1) =y () y(t')M V7]
veya
K, (tt)=y(t)y(t)D (13)
alimr, burada D =M |V[* | Kompleks tesadiifi V' degiskenin varyansidir.

Kompleks X(t) tesadiifi fonksiyonunun
X (t)=m,(t)+ > Vyi(t) (14)
i=1

aciliminda; Vi1,Va,..., Vm matematik gozlemeleri sifir olan birbiriyle korelasyon
bagintilarinda olmayan rastgele degiskenler oldugunda ve mx(t), yi(t),..., ym(t)
kompleks tesadiifi olmayan fonksiyonlar oldugunda X(t) kompleks tesadiifi

fonksiyonunun kanonik acilimi denir. Burada mx(t) X(t) nin  matematik

gbzlemesidir.
Kompleks tesadiifi X(t) fonksiyonu (14) formiilii ile verildiginde onun korelasyon

fonksiyonu asagidaki formiille ifade edilir:
&@m:imwiﬁb“ (15)

burada D; sabitleri uygun olarak Vi rastgele degiskenlerinin varyansi olup,
D, =M|N[] (16)

ifadesi ile tanimlanir.

(15) formiilinde t=t' alirsak (14) formiilii ile verilen kompleks X(t) tesadiifi

fonksiyonunun varyansi i¢in asagidaki formiilii buluruz:
D, (1)=2-Iv (1) D, - (1)
i=1

8.3.Kanonik Acilimlarla Verilmis Tesadiifi Fonksiyonlarin Lineer Doniisiimleri

Farz edelim ki, operatorii L ile verilen bir lineer sistemin girisine X(t) tesadiifi

fonksiyonu verilir, yani sembolik olarak[2]:

X(t) Y(1)
— L 4

Sekil 8.3: Girisi X(t) ¢ikis1 Y(t) olan L operatorlii lineer sistemin sembolik gosterilisi
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Bu halde sistem X(t) fonksiyonunu L operatorii ile doniistiiriir ve sistemin ¢ikiginda

tesadiifi Y(t) fonksiyonunu buluruz:

Y(t)=L[X(t)] 1)
Simdi farz edelim ki, X(t) fonksiyonu asagidaki kanonik agilimla verilmistir:
k
X (t)=m, (t)+ D Viy; (t). )
i=1

Bu etkiye sistemin reaksiyonunu hesaplayalim. Sistemin operatorii L lineer

oldugundan, buluruz:

)= LX) Lm0+ 2V 0] ®

Bu son (3) esitligine dikkat edersek bu esitligin Y(t) tesadiifi fonksiyonunun kanonik

acilimi1 oldugunu goriiriiz. Gergekten de,

m, (t)=L{m, ()] @
Y (t) fonksiyonunun matematik gézlemesidir ve
L[Yi (t)] =V (t) ®)

fonksiyonlar1 ise Y(t) fonksiyonu i¢in koordinat (baz) fonksiyonlaridir.

Boylece sistemin ¢ikisinda,
K
Y(t): my(t)+zvi‘//i (t) (6)
i1

tesadiifi fonksiyonunu bulmus oluruz. Bu fonksiyonun korelasyon fonksiyonu ve

varyansi agagidaki formiillerle bulunur:

&@ﬂ=2wﬁ%@bn ™

K

Dy (t) = Z[‘//i (t)]2 D, . (8)

i=1
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9.STASIONAR TESADUFI PROSESLER

9.1 Esas Anlamlar

Pratikte boyle tesadiifi proseslere rastlanir ki , bu tesadiifi proseslerin olasilik
karakteristikleri t zamanina bagli olmuyor, daha dakik desek t ekseni boyunca
argiimentin keyfi Otelemesine (siiriistiirmesine) baghi olmuyor. Boyle tesadiifi
proseslere stasionar tesadiifi prosesler denir[7].
Boyle stasionar tesadiifi prosesler i¢in

K,tt+0)=K (1) 1)
kosulunun keyfi t ve keyfi t i¢in saglanmasi istenir. Stasionar tesadiifi proseslerin

matematik gézlemesi ve dispersiyas: d, sabittir

D, ® =K, t)=K (0)=Const. 2
Bundan sonra yalniz merkezlestirilmis tesadiifi prosesleri ele alacagimizdan stasionar
tesadiifi ~ proseslerin  matematik  gdzlemesi lizerine sart  getirmiyoruz.

Merkezlestirilmis tesadiifi proseslerin matematik gozlemesi sifira esittir. Boylece
stasionar tesadiifi prosesin korelasyon fonksiyonu t, t' degiskenlerine bagli olmayip

yalniz bu degiskenlerin farkina yani t = t-t' baglidir.

K, (1)

=]

Sekil 9.1: K, (7) korelasyon fonksiyonunun grafigi

Her bir prosesin korelasyon fonksiyonu t ve t' arglimentlerine gore simetrik

olduklarindan :



Kx(t,t’): Kx(tl,t)
stasionar tesadiifi prosesleri i¢in burada t' -t = t ele almakla ;
K, =K, @)
esitligini elde ederiz,yani stasionar tesadiifi proseslerin korelasyon K (1)

fonksiyonlarmin, t argiimentinin ¢ift fonksiyonu oldugunu aliriz.
Buna gore de stasionar tesadiifi proseslerinin korelasyon fonksiyonlarini
T > 0 i¢in tamimlamak yeterli olur (bak sekil 9.1).

Pratikte K (t) korelasyon fonksiyonu yerine ¢ogu zaman normallestirilmis

korelasyon fonksiyondan istifade olunur :

K.,(®)
(D= —— (4)
px T D.

burada ) = K, (0) stasionar prosesin sabit dispersiyasidir. px(r) fonksiyonu

stasionar tesadiifi fonksiyonun t araliginin u¢ noktalarindaki kesiklerin korelasyon

katsayisidir. jo (0) =1 oldugu aciktir. Genelde
K(0) >0 ; K(r) =K(-7) ; K(r) < K(0) sartlar1 saglanur.
9.2 Sonlu Zaman Arahiginda Stasionar Tesadiifi Prosesin Spektral A¢ilim

“Spektr” anlam1 tek tesadiifi prosesler teorisinde degil , bu anlam matematikte ,
fizikte ve teknik problemlerin ¢oziimiinde ¢ok genis kullanilir.

Eger herhangi bir titresim yapan proses ayri ayrt frekansh titresimlerin
harmonikalerinin toplami seklinde gosterilmigse (yani  harmonik titresimlerin
toplam1 seklinde gosterilmisse), o zaman titresim yapan prosesin spektri farkl
frekanslar tizerinde genlik dagilimini gosteren fonksiyondur.

Spektr verilmis proseste hangi tip titresimin daha fazla oldugunu ve genelde
titresimin dahili yapisin1 gosterir. Tamamen bunun analojisi olarak (benzeri olarak)
stasionar tesadiifi prosesinde spektral gosteriligini verilebilir. Ama burada yalniz
tesadiifi prosesin genligi tesadiifi kemiyet olur.Boylece, stasionar tesadiifi prosesin

spektri onun dispersiyasinin farkli farkli frekanslara gore dagilimimi gosterir[8].

0
Stasionar tesadiifi prosesin spektrini tanimlamak igin merkezlestirilmis X (t)

tesadiifi stasionar prosesini ele alalim. Farz edelim ki bu prosesi biz miisahede ederiz

(bak sekil 9.2).
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0
Sekil 9.2: X (t) fonksiyonunun grafigi

Farz edelim ki, bu tesadiifi fonksiyonun korelasyon fonksiyonu verilmistir ve

K. tt+7) = K (2),

K, (z) cift fonksiyondur:

K@ = K, (2.

Buna gore bu fonksiyonun K (r) eksenine gére grafigi simetrik olacak.(bak sekil
9.3).

K.

Sekil 9.3: K, (7) korelyasyon fonksiyonunun grafigi

[

tvet' degiskenleri 0’dan T ’ye dek degistiginde T = t'-t deSiskeni —T ‘den T ‘ye dek
degisir.
Bellidir ki, (-T,T) araliginda ¢ift olan fonksiyon bu aralikta Fourier serisine agilir. Bu

halde yalniz ¢ift harmonikalerden (yani kosiniislerden) istifade olunur. Gergekten de:
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K. =2 DCoso,r (5)
k=0
burada

2r _ &
wk:kwl;a)lzﬁz?;wk:%! (6)

D, katsayilar ise agagidaki formiillerle tanimlanir:

N

1 T
D, = 5 JK.7,

s (7)

)
D. %ij(r)COSa}kr dz,  k=#0.
-T

Bu formiillerdeki, K (r) ve Cosw,7 fonksiyonlari ¢ift fonksiyonlar olduklarindan

(7) ifadesindeki formiilleri asagidaki sekilde yazabiliriz:
\

D. =7 [K.(dr
(8)

.
D, = TEJKX(T)COSa)kr dz, k#0. -
0

K, (z) korelyasyon fonksiyonunun (5) ifadesinde t = t-t almakla yine t ve t'
degiskenlerine gecelim. Bunun i¢in
Cosw,r = Cosw, (t' —t) = Cosm,t'Cosm,t + Sinw,t’Sinw,t

acilimindan faydalanarak buluruz.

Kx(t,t’):kz_(; D.Coso t'Cosat + D, Sinew,t'Sine,t. 9)

(9) agilimi Kx(t,t/) korelyasyon fonksiyonunun kanonik ac¢ilimidir. Bu agilimin

koordinat fonksiyonlar1 @, in tekrarlar1 olan frekanslarin kosiniis ve siniisleridir
Cosm,7 , Sino,z  , (k=0,1,2,3,...).

Korelyasyon fonksiyonunun kanonik acilimima dayanarak tesadiifi fonksiyonun
kendisinin bu koordinat fonksiyonlar1 iizerine agilimlarim1 yazabiliriz. Bu halde bu

tesadiifi fonksiyonun dispersionlari uygun olarak [, olur. Bu [, lar korelyasyon
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fonksiyonunun kanonik agilimindaki katsayilardir. (7) formilleri ile ifade edilen [,
katsayilarmin keyfi korelyasyon K (r) fonksiyonlari i¢in negatif olmadiklarini

gosteririz.

0
Boylece X(t) tesadiifi fonksiyonu asagidaki sekilde kanonik seriye agililir:
0 o
X(t)=> U Cosot+\/ Sinm,t). (10)
k=0

Bu agilimdaki Vk ve U . katsayilar birbiri ile korelyasyon baglantisinda olmayan

ve matematik gozlemleri sifir olan ayni indisli katsayilarin ayni dispersionu olan

tesadiifi kemiyetlerdir:
bU) =DbV) = D.- (11)
D, dispersiyalar ise korelyasyon fonksiyonunun yardimu ile (7) veya (8) formiilleri

ile belirlenir.

0
Boylece (0,T ) araliginda biz X(t) tesadiifi fonksiyonunun Cosw,t ve Sine,t

koordinat fonksiyonlar1 iizerine kanonik acilimini yazdik. Stasionar tesadiifi
fonksiyonunun (10) seklindeki, acilimina stasionar tesediifi fonksiyonun spektral
ac¢ilimi denir.

Stasionar tesadiifi fonksiyonlarn spektral teorisi onlarin bu spektral agilimlarina

dayanir.
Spektral acilim stasionar tasadiifi fonksiyonun farkli farkh @,,0,,...,0,,...

frekanslarda harmonik titresimler iizerine acilimini gosterir. Bu agilimda genlikler

0
tesadiifi kemiyetlerdir. (10) spektral agilimi ile verilmis X(t) tesadiifi

fonksiyonunun dispersionunu bulalim.
Korelyasyon olunmamis tesadiifi katsayili lineer agilimli fonksiyonlarin dispersionu

hakkindaki teoreme esasen buluruz
0 o0 0
D, =D[X({)]=> (Cos’m,t+Sin*wt) D,=D.D,- (12)
k=0 k=0
Boylece stasionar tesadiifi fonksiyonun dispersionu onun spektral ag¢ilimindaki

0
harmoniklerinin dispersionlarinin toplamina esittir. (12) formiilii gosterir ki, X (t)

fonksiyonunun dispersionu belli sekilde ayr1 ayr1 frekanslar tizerine dagilmistir. Bazi

frekanslara daha cok dispersion, bazilarina ise daha az dispersion uygun gelir.
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Dispersionlarin frekanslar tizerine dagilimlarini grafik olarak gosterebiliriz (bak sekil

9.4)

D,

Sekil 9.4: Dispersiyonlarin frekanslar iizere dagilim grafigi

9.3.Sonsuz Arahkta Stasionar Tesadiifi Fonksiyonun Spektral Acilim,
Stasionar Tesadiifi Fonksiyonun Spektral Yogunlugu

Once , stasionar tesadiifi fonksiyonun spektral yogunlugu anlamini verelim. Bu bize
sonsuz aralikta stasionar tesadiifi fonksiyonun spektral acilimini almaya imkan

verecektir. Komsu frekanslar arasindaki mesafeyi Aw ile gosterelim:

A 2r «
w=—=== .
o7 T W
Her bir Aw araligmi esas (taban) almakla alani [, dispersionuna esit olan
dikdortgen yapalim (bak sekil 9.5).

Gy @y @y @

Sekil 9.5: P, (&, ) dagilimin grafigi
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Boylece, biz istatistik dagilimin histogramini hatirlatan bir merdiven sekilli diyagram
alirnz. @, noktasinin yaninda yerlesen Aw bolgesindeki diyagramin yiiksekligi :

S, (@) =A%: (13)

formiilii ile gosterilir, ve bu bolgede dispersionun ortalama yogunlugunu ifade eder.
Tiim diyagramin toplam alani tesadiifi prosesin dispersionuna esittir[11].

Simdi biz eger T araligin1 sinirsiz biiyiitsek, o zaman Aow—0 ve merdiven sekilli egri,
diizgiin bir § (@) egrisine yakinsar (bak sekil 9.6).

o.la)

Sekil 9.6: S (w) egrisinin grafigi

Bu egri dispersionlarin stirekli spektrin frekansina goére yogunluk dagiliminm ifade
eder. Sx(a)) fonksiyonuna dispersionlarin spektral yogunlugu adi verilir. Kisaca,

stasionar tesadiifi X (t) fonksiyonunun spektral yogunlugu da denir.

0
Sx(a)) egrisi ile sinirlanmig alan X (t) egrisinin disperyasina esit olmast agiktir:

D, =[S (@)do. 14)

Stasionar tesadiifi kemiyetin bu yeni karakteristigi spektral yogunlugu stasionar
prosesin frekans terkibini tasvir eder (gosterir). Ama bu karakteristik tam serbest
olmayip prosesin korelasyon fonksiyonu ile tamamen belirlenir. Diskret [,
spektrlerinin | (z) korelasyon fonksiyonu ile ifade edilebildigi gibi § (@)

spektral yogunluk fonksiyonu da korelasyon yogunluk fonksiyonu ile ifade edilir. Bu

baglant1 asagidaki formiillerle verilir :
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5
S, (@)= ;.([ K, (#)Coswdz, (15)
ve
K,@)= TS (@)Coswitw. (16)

Bu formiiller Fourier donisiimleridir. Boylece, korelasyon fonksiyon ve spektral

yogunluk fonksiyonlar1 birbirleriyle Fourier doniisiimleri ile ifade edilirler.
Pratikte S (@) spektral yogunluk fonksiyonu yerine ¢ogu zaman normallestirilmis

spektral yogunluk fonksiyonundan yararlanilir.

(17)

Kolaylikla gosterebiliriz ki, normallestirilmis korelasyon IOX(T) fonksiyonu ve

normallestirilmis spektral yogunluk fonksiyonlari Sx(a)) ayni Fourier doniistimleri

ile baghdirlar:
yo3 (7) = TSX(a))COSa)(T)da), )
S, (@)= %Tpx(r)COSa)(r)d T. e (18)
J

Birinci esitlikte 7 =0 alsak ve P, (0) =1 oldugunu dikkate alirsak, buluruz:

TSX(a))da}=1. (19)

Yani normallestirilmis spektral yogunluk fonksiyonunun sinirladigi alan bire esittir.

Ornek 9.1:  X(t) tesadiifi fonksiyonunun normallestirilmis korelasyon fonksiyonu

( T
1—T— OSTS'Z'O,
0
<
px(r): 0 T>TO'
\

X(t) tesadiifi fonksiyonunun normallestirilmis spektral yogunlugunu bulunuz.
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. T
Cozim: § (o) = Ejp (r)Cosw(r)dr = 2 J(l—i)COSa)(r)dz'
. % To
2
= 72'2'0602 (1-Coswr,).

Ornek 9.2:  Normallestirilmis spektral yogunluk § (@) fonksiyonu [a)l,a)z]

araliginda sabittir. Bu aralik disinda ise sifira esittir. Tesadiifi X(t) fonksiyonunun

normallestirilmis korelyasyon K (r) fonksiyonunu bulunuz.
Coziim: 0, <®, < wyaraliginda § (w) fonksiyonunun degeri

Sx(a))(ca - o) =1

esitliginden bulunur. Buradan

1
S.() = :
W, — W,

Boylece,

[ [0 1
p.(2)= [ S (@)Cosa(r)dr = [ Coso(r)dr =——=—(Sinw,r - Sinw,7)

X s i D2~ D o (0, -,
b cos(2E ysin@e =y,
(0w, —w,) 2 2
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10.MATEMATIKSEL ISTATISTiGiN ELEMANLARI

10.1 Matematiksel Istatistigin Esas Anlamlar
10.1.1 Matematiksel Istatistigin Problemleri Hakkinda

Olasilik teorisinde tesadiifi olaylarin olasiligi, tesadiifi kemiyetler ve bu kemiyetlerin
sayisal karakteristikleri: Matematik beklentisi, dispersionu v.s. tanimlandi.

Her bir tesadiifi kemiyetin iistte gosterdigimiz kanuna uygunluklarin1 ve sayisal
karakteristiklerini belirlemek i¢in yeterli kadar deneyler ve miisahedeler yapmak
gerekir. Bu deney ve miisahedelerin sonuglar1 ve ayn1 zamanda diger kaynaklardan
alinmig istatistik bilgiler etraflica 6grenilir, analiz edilir ve bdylece ele alinan
(incelenen) olay i¢in uygun gelen kanuna uygunluklar (olasilik yogunluk fonksiyonu
v.s.) belirlenir[8].

Kiitlevi tesadiifi olaylar ilizerinde yapilan miisahedelerin sonuglarini nota almak,
onlar1 gruplastirmak ve analiz etmek metodlar1 matematiksel istatistik ilminde
belirlenir. Matematiksel istatistikte bir cok problemler 6grenilir. Bunlardan istatistik
bilgilerin (malumatlarin) toplanmasi ve gruplastirilmasini, aranan (belirlenen)
dagilim  fonksiyonunun ve dagilimin belli olmayan parametrelerinin
degerlendirilmesini (onlarin yaklasik degerlerinin bulunmasini), bir tesadiifi
kemiyetin bagka tesadiifi kemiyetlere bagliliginin degerlendirilmesini, belli olmayan
dagilimin tipi ve tipi belli olan parametrelerinin degerleri hakkinda iddialarin
istatistik yoklanmasimi vs. gostermek olur. Biz burada bu problemlerin ¢oziim

metotlarini aciklayacagiz.
10.1.2 Bas Y181m ve Se¢cme Y1gim Anlamlar:

Farz edelim ki, sonlu veya sonsuz sayida ayni cesitli (ayni tip) objeler ¢cokluguna
bakilir ve bu ¢oklugun elemanlarinin bir X alametini (veya 06zelligini) saglayip
saglamadig1 incelenir. Genelde, baktifimiz X alameti tesadiifi kemiyettir ve onun
degeri bir elemandan baska elemana ge¢ildiginde degisebilir.

Mesela, bir fabrikada hazirlanmis mamulatin talep olunan 6lgiilere uygun olmasi
alameti, detalarin belli dlgiilerinin dakikligi alameti vs. incelenebilir.

Baktigimiz ¢okluga bas yigim, ¢okluga dahil olan her bir elemana ise bas yigimin
eleman1 denir. Bas yigima N sayida eleman dahil olursa N sayisina bas yigimin

hacmi denir[7].



Mesela, Ankara’da bir yil siiresinde dogan ¢ocuklarin sayisi, bas yi1gim olabilir. Bu
cocuklarin kilosu veya onlarin boyu X alameti olarak gosterilebilir.

Istanbul’da veya Ankara’da yasayan niifus bas y1gim olabilir.

Coklugu olusturan elemanlarin sayist az oldugunda, onun tiim elemanlarmin
gosterilen X alametini (veya 0zelligini) saglayip saglamadigini yoklamak olur. Ama
elemanlarin sayist ¢ok oldugundan bu alametin tiim elemanlar ic¢in yoklanmasi
miimkiin olmayabilir. Genelde, ¢oklugun elemanlarmin gosterilen X alametini
saglaylp saglamadigii yoklamak ¢ok zaman biiyiik zorlukla bagli olur. Ve bu is
biiylik masraf talep eder. Buna gore de, cogu zaman bakilan ¢oklugun (bas yigimdan)
tesadiifi olarak sonlu az sayida secilen elemanlar incelenir ve alinan sonuca esasen
genel c¢oklugun (bas yigimin) elemanlarinin gosterilen X alametini saglayip
saglamadig1 hakkinda belli bir fikir sdylenir.

Bu halde miisahede olunan bas yigimdan tesadiifi segilen kiigilk n < N hacimli
cokluk segme y1gim veya kisaca segme ile adlandirilir. Segme yigimi olusturan n
elemanlar sayisina se¢gme y1igma hacmi denir.

Se¢me y1gim farkli farkli yontemlerle yapilabilir. Mesela, varsayalim ki, hacmi N
olan bas yigimdan tesadiifi(rasgele) olarak bir eleman segilir, arastirilir, onun X
alametini saglayip saglamadigi belirlenip not alindiktan sonra bu eleman yine bas
y1igima kaydirilir. Sonra rasgele olarak baska bir eleman segilip 6grenilir ve bas
y1gima kaydirilir. Bu proses n kez tekrar edilir. Bu yontemle yapilan se¢gme yigim
tekrarli segme yigim adlanir[2].

Tekrarli segcmede, bir eleman birkag kez secilebilir.

Eger rasgele secilip 6grenildikten sonra bir daha bas y1gima kaydirilmazsa, o zaman
bu yontemle yapilan se¢meye tekrarsiz secme yigim denir. Tekrarsiz segmede bir
eleman yalnizca bir kez secilebilir. Buna gore de tekrarsiz segmede daha ¢ok eleman
miisahide olunabilir. Tekrarsiz se¢gmede aliman sonuglar bas yigimi daha iyi
karakterize eder.

Genellikle segme y1gim 6yle olmalidir ki o bas y1gimin 6zelliklerini daha dogru ifade
etsin. Buna se¢me y1§imin temsilci (nlimayendeli) olmas1 6zelligi denir.

Bas y1gimin tiim elemanlarinin segme y1gima diismesi olasilig1 ayni olmalidir. Segme
yigimin tiim elemanlar1 bas yigimdan tesadiifi se¢ilmelidir. Bu halde se¢gme y1gimin

niimayendelilik(reprezentaivlik) 6zeligi saglanilir.
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Genellikle matematiksel istatistifin esas problemi bas yigimdan tesadiifi(rasgele)
secilen X,,X,,...,X, az sayida segme yigiminin 6zelliklerine esasen bas yi1gimin

uygun 6zellikleri hakkinda dogru diiriist sonuglar almaktir.
10.1.3 Basit istatistik Yigim, istatistik Dagilim Fonksiyonu

Farz edelim ki, her hangi bir tesadiifi kemiyeti 6grenilir ve bu kemiyetin dagilim
kanunu Onceden bize belli degildir. Bu tesadiifi kemiyetin olasilik dagilim
fonksiyonu F(X)—in belirlenmesi bizden talep olunur. Bu amagla X tesadiifi
kemiyetini gerceklestirebilecek bir seri, bagli olamayan deneyler yapilir ve
miisahedeler edilir. Bu deneylerin her birinde X tesadiifi kemiyeti belli degerler alir.
Tesadiifi kemiyetin deneyler serisi sonucunda miisahide olunmus degerlerin kiimesi
birinci (ilk) istatistik materyali (bilgileri) olusturuyor. Bu bilgiler yigimi iizerinde
islemler yapilacak, ilmi analizler yapilacak ve anlamli sonuglara varilacaktir.
Tesadiifi kemiyetin boyle degerler kiimesine veya bas yi§imina sade (basit) istatistik
seri veya yigim denir[7]. Adeta sade istatistik yigimi tablo seklinde yazirlar.
Tablonun birinci satirinda (veya siitununda) deneyin i numarasi ikinci satirinda ise i
numarali deneyde tesadiifi kemiyetin miisahide olunmus degeri yazilir.

Ornek 10.1: B acis1 ucaktan hedefe bomba atarken ucagm simetrik diizlemi ile hiz
vektorii arasindaki a¢1 olsun. Bu acgiya diizenleme agis1 da denir. Bu proseste f3
tesadiifi degerler alan kemiyetdir. Bu ugaktan 20 tane bomba atilmistir ve her bir
atista binde bir radyan hata ile B acisinin degerleri Ol¢lilmiistiir. Miisahedenin
sonuglar1 basit istatistik seri seklinde tabloda verilmistir:

Basit istatistik seri tablosu

! Bi ! Bi ! Bi
1 -20 8 -30 15 -10
2 -60 9 120 16 20
3 -10 10 -100 17 30
4 30 11 -80 18 -80
5 60 12 20 19 60
6 70 13 40 20 70
7 -10 14 -60
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Basit istatistik seri istatistik materyalin(bilgilerin) ilkin seklidir. Onun {izerinde farkli
farkl1 yontemlerle islemler yapilabilir. Bunlardan biri mesela basit istatistik seri
esasinda tesadiifi kemiyetin istatistik dagilim fonksiyonu F " (X) - in yazilmasidir.
Verilmis istatistik materyalde(bilgilerde) X <x olaymin frekansina tesadiifi X
kemiyetine istatistik dagilim fonksiyonu denir ve asagidaki gibi isaret edilir:

F'(X) =P (X<x) (3.1)
Burada P" (X < x) , X < x olayini istatistik bilgiler yigimindaki frekansi, mesela N

deneyler dizisinde X tesadiifi kemiyetinin x degerinden kii¢iik degerlerinin sayis1t M
ise 0 zaman P (X < X) = %, F'(x) ise X tesadiifi kemiyetinin istatistik dagilim

fonksiyonudur.

Boylece, verilmis x’de istatistik dagilim fonksiyonunun degeri F (x)’i bulmak i¢in X
tesadiifi kemiyetinin x’den kiiciik degerler aldig1 deneylerin sayis1t M’i bulup genel
deneyler sayist N’e bolmek yeterlidir.

Ornek 10.2: Onceki 6rnekte degerleri verilmis B tesadiifi kemiyetinin istatistik
dagilim fonksiyonunu yazalim.

Coziim: B’ nin miisahide olunan en kiigiik degeri -100’ e esittir ve buna gore de F (-

100) = 0. -100 degeri yalniz bir kez miisahide olunmustur. Buna gére de -100

degerinin frekansi % = 2i0 olur. Béylece, F (B) fonksiyonunun p = -100 noktasinda
2—]6 degerine esit olan sigrayisi vardir. [-100,-80] araliginda F(B) fonksiyonunun

degeri 2—10 olur. B = -80 noktasinda F’(B) fonksiyonunun degeri % olan sigrayis

vardir. Ciinkii, -80 degeri iki kez miisahide olunmustur v.s.

Bu tesadiifi kemiyetin istatistik dagilim fonksiyonunun grafigi asagidaki sekilde olur:

Fig

—
-1

-5 50 100 120 .-L:

Sekil 10.1: F(B) istatistik dagilim fonksiyonunun grafigi
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Olayin ger¢eklesme frekansit onun olasiliginin yaklasik degeri oldugu gibi ve ¢ok

hallerda deneyler sayis1 ¢ok biiyiik oldugunda olayin olasiligina yaklastig1 gibi F (X)

istatistik dagilim fonksiyonu tesadiifi X kemiyetinin F(x) dagilim fonksiyonunun

yaklasmas1 gibi gotiiriilebilir ve deneyler sayis1 N sonsuz biiyiidiigiinde F’(X)

istatistik dagilim fonksiyonu tesadiifi kemiyetin teorik dagilim fonksiyonu F(x)’ e

yaklasir. Istatistik dagilim fonksiyonu F'(x) teorik dagilim fonksiyonu F(x)’ in

Ozelliklerini saglar:
1. F'(x) fonksiyonu azalmayan fonksiyondur.
2. F'(x) fonksiyonunun degerleri [0,1] araliginda bulunur, yani
0<F (x)<1.
3. X, degeri X tesadiifi kemiyetinin en kiiciik degeri ise, 0 zaman X < X, i¢in
F'(x) =P (X <x,)=0,
Xk degeri X’ in en biiyiik degeri ise, 0 zaman X > X k 1i¢in;
F'(x) =P (xk <X)=1
olur.

Hatirlatmak gerektir ki, F~ (x), X < x olaymin olasiligmi degil, bu olaym frekansin

gosterir.

Prensipge, istatistik dagilim fonksiyonu F’(x)’ i yazdiktan sonra tesadiifi kemiyetin
deneyden alinan degerlerinin tasvir edilme problemi bitmis, ¢oziilmiis hesap
edilebilir.

Ama deneyler sayisi ¢ok biiyiik oldugunda F’ (x) iistte gdsterilen ydntemle yazilmast

cok zorlagir. Boyle hallerde istatistik yigimdan yani bas yigimdan  x,,X,,...,X

n
tesadiifi secme y1gim ayrilir. Secilen bu x, degerlerine variantlar, bu degerlerin
artan ardisik seklinde

< <
Xg £ X <X

yaziligina ise variasiya serisi(dizisi) denir.
Xy =MINLX )X Gy 500X (0 F o Xy =MAXLX g X 50X (o }-
Bulunmus bu variasiya dizisi i¢in F (x) istatistik dagilim fonksiyonuna emprik

dagilim fonksiyonu denir ve F (x)’ le isaret edilir.
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Eger tesadiifi se¢meni teskil eden x  ,X sayllariin x’ den kiigiik

@ @)X (ny

olanlarinimn sayisint ff_ (X) ile isaret edersek o zaman
(x)
Fr(x)= M 3.2)
n

formiiliinti almis oluruz.

Se¢menin emprik dagilim fonksiyonunun grafigini ¢izelim. y = F (X) fonksiyonu
se¢cmenin iki komsu elemanlar1 arasinda —’ in katina(misillemesine) esit olur, yani
n

— seklinde sabit degerler alir. Se¢menin x, noktalar1 bu fonksiyonun sonlu
n

1
sigrayish siireksiz noktalaridir ve bu noktalarda onun sigrayisi — (veya m tane X,
n

- m -
noktasi cakistifinda — sayisina esittir.
n

Bu onu gdsteriyor ki, F* (x) fonksiyonunun grafigi de F"(x)’ in grafigi gibi merdiven

sekillidir (bak sekil 10.1 ve sekil 10.2):

»

Sekil 10.2: F’, (x) fonksiyonunun grafigi

Baz1 hallerde daha agik ve daha kolaylik i¢in tesadiifi kemiyetin dagilim fonksiyonu

F(x) yerine tesadiifi kemiyetin dagilim fonksiyonu f(x)’ nunu bulurlar.
10.1.4 istatistik Seri(Dizi). Histogramma

Onceki paragrafta gosterdik ki deneyler sonucunda, veya olgmeler sonucunda
tesadiifi kemiyetin miisahide olunmus degerleri ilkin basit material olup iki satirdan

olusan bir tablo da yerlestirilir. Birinci satirda deneylerin(6l¢gmelerin) numaralart |,
ikinci satirda ise Olgililen x tesadiifi kemiyetinin i-inci dlgmedeki aldig1r x; degeri

yerlestirilir.
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i 1 2 3 i n

X, X, X3 cer X ces Xn

Boyle tabloya basit istatistik seri(veya dizi) adini verdik.
Deneyler(veya ol¢meler) sayist ¢ok biliyiik oldugunda bu tabloyu analiz etmek,
incelemek cok zorluklar tiiretir. Buna gore de elde edilmis basit istatistik seri

esasinda gruplastirma yapilir. Gruplastirma asagidaki sekilde yapilir.

x tesadiifi kemiyeti icin alinmig degerlerin tiim aralig1 esit kismi (a;,a,),(a;,a5, ),....(a
1.1, ;) araliklarina boliniir ve (a,_;,a, ) araliginda x tesadiifi kemiyetinin aldig1

degerler sayisim1t m, 1ile isaret edelim. Araligin sonuna diisen degerleri ise ya sol

yada sag araliga ait ederler(bazen bu araligin sonuna diisen degerlerin sayisini yariya
boliip sag ve sol araliklarin her ikisine de ait ederler.) Bu zaman m, sayisi[a, .4, ]

araliginda x kemiyetinin degerleri frekansini,

= My
n

P (4.1)

P
sayist ise x kemiyetinin [q,,,q, ] aralifina uygun degerlerin nispi frekansini

gosteriyor. Asagidaki esitligin saglandigi agiktir:

A
Z P =1 (4.2)
k=1
Boyle islemler sonucuna esaslanarak ii¢ satirdan olusan bir tablo yazilir. Bu tablonun

birinci satirinda a, sayilarimin artmasi yoniinde [a, ;,a, | araliklar yerlestirilir,

ikinci satirinda bu araliklara uygun m | frekanslari, tiglincii satirinda uygun olarak P

) % nispi frekanslar: yerlestirilir:

Araliklar | (3, q,) (a,a,) |- (@yq.ag) | - (@,1.a;,
)

m, m, m,, m m,

P, pI p; P, P’
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Bu islem gruplastirilmalidir. Gruplastirma islemi geometrik olarak da gosterilir. Bu

asagidaki gibi yapilir. 0X ekseni iizerinde a, ,a;,a5 ,...,8; noktalarini isaretlerler.

Her bir [a,_;,a, ] parcasinda, bu parca tabana gétiiriilmekle alan1 P, sayisma esit

olan dik dortgen yapilir. Sonugta alina figiire(sekle) histogramma denir (bak sekil

10.3).

— ]

ay a

Sekil 10.3: Histogramin grafigi

a, 0la,

“_

Ornek 10.3:Yer iizerinde hedefe ugaktan ates etme zamani nisanlamanin hatasimin

500 kez olgiilmesi yapilmistir. Olgmelerin sonuglari radyanin binde biri kadar hata

ile asagidaki istatistik seri de tablo seklinde verilmistir:

I, (-4-3) | (-3-2) | (-2-1) | (-10) | (O1) | (L) | (23) [ (34
aralik

m, 6 25 72 133 120 80 46 10

= 0,012 [0,050 [0,144 [0,266 |0,240 |0,176 |0,092 |0,020

Burada I; ile nisanlamalarin hatalarinin degerlerinin araliklar igsaret olunmus, m; bu

araliktaki miisehideler sayisi(hatalarm degerler sayisi), P; =

frekanslardir.

uygun nispi

Bu 6rnegin, yani nisanlamanin histogramini1 yapsak asagidaki gibi aliir (bak sekil

10.4).
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Sekil 10.4: Ele alinmis Ornek 10.3 iin histogramimin sekli

Histogramin yapilma yonteminden goriiliiyor ki, onun tam alan1 birime esittir.

Eger biz deneyler sayisin1 cogaltsak(artirsak) ve (a .8, ) araliklarinin
uzunlugunu(dlciisiinii) gittikge kiigiiltsek tesadiifi kemiyetin histogrami bir egriye
y = f(x) egrisine yaklasir ki, bu egrinin 0X ekseni ile arasindaki alan 1’ e esit olur. Bu
egri x tesadiifi kemiyetinin olasilik yogunluk dagilimidir, yani

P(x<>_(<x+Ax)

0= lim——

AX—0

fonksiyonudur (bak sekil 10.5).

fix)

x
Qy @y Ay 4 a,ds ds a; 4y dy ap ap dan

Sekil 10.5: f(x) fonksiyonunun grafigi

Gruplastirma ve histogramma esasinda yaklasik olarak daha az hata ile istatistik

dagilim fonksiyonu F*(X)-i bulmak olur. Pratikte istatistik dagilim fonksiyonunu

bulmak i¢in birkag nokta gotiiriirler. Bu noktalar olarak istatistik seride istirak eden
(@y_1,ay ) araliklarmin smir noktalart olan ay,a4 ,...,a,; noktalarmi gotiirmek daha

elverisli(faydali) olur. O zaman
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F*(aO)zol

F*(al):PI ,

F'@)=P, +P5,

.......................... (4.3)

F'(@,)=P; +P, +..+P} =1
xoy diizleminde (a  , F (a, )) noktalarimi ¢izip bu noktalar1 kirik cizgi veya bir

diizenli egri ile birlestirsek alinan egri istatistik dagilim fonksiyonunun yaklagik
grafigi olur.

Ornek 10.4: Omek! de bakilan nisanlamanmn hatalarmin istatistik serisine esasen
yaklasik olarak istatistik dagilim fonksiyonunu bulun.

Coziim: (4.3) formiiliinii esasen, aliriz:

F'(-4) =0; F'(-3) = 0,012; F"(-2) = 0,012+0,050 = 0,062; F" (-1) = 0,206;
F"(0)=0,472; F" (1) =0,712; F(2) = 0,888; F" (3) = 0,980; F"(4) = 1,000

Boylece bu bulunanlara esasen istatistik dagilim fonksiyonunun grafigi Sekil 10.6

daki gibi olur.

Sekil 10.6: Istatistik dagilim fonksiyonunun grafigi

Istatistik materyal {iizerinde sonraki islemler asagidaki gibi yapilir. (@,_,8)

araliginin orta noktas1 X, ile isaret edilir ve bu deger 6lgmenin (miisahidenin) m -

kez tekrarlanan degeri gibi gotiiriiliiyor. Bundan sonra gruplagtirmay1 veren tablo

yerine asagidaki tablo yapilir.
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Bu islem Oyle hesaptan yapilmistir ki, (@,4,8,) araligindaki tiim degerler apsisler
lizere birbirine yakindir ve buna gore de bunlarin her birini X, araligin orta noktasina
esit oldugunu hesap ederler.

Ornek 10.5: Hedefin 100 kez uzakligi belirlenmesindeki sonuglara esasen
asagidaki gruplastirma yapilmistir.

Araliklar | 80- 110- 140- 170- 200- | 230- 260- 290-
110 140 170 200 230 260 290 320
m, 2 5 16 24 28 18 6 1

P, 0,02 0,05 1,16 0,24 0,28 0,18 0,06 0,01

Bu tablo esasinda agagidaki histogramma ¢ekilebilir:

025

0,24

016 o1a

0,05 0,06

0,02 — .

S0 110 140 4qF0 200 230 260 290 320

Sekil 10.7: Histogramin grafigi

Sonra ise iistte gosterilmis yontem ile esasinda asagidaki tabloyu yapariz:

X, 95 125 155 185 215 245 275 305

2 5 16 24 28 18 6 1

P, 0,02 0,05 0,16 0,24 0,28 0,18 0,06 0,01
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Ornek 10.6: Asagidaki tabloya gore emprik dagilim fonksiyonunu bulunuz.
Tablo:

Xk 1 4 6

P, 10 15 25

Coziim: Once se¢gme y1gimin hacmini bulalim:
n=10+ 15+ 25=50.

Bu fonksiyonun grafigi asagida gosterilmistir:

b ()

0,5 —

0.2

Sekil 10.8: F(x) fonksiyonunun grafigi

Bu tablo esasinda gruplastirma yapin ve dagilim yogunlugu f “(x) histogrammasini
¢iziniz.
Variantin en kiiciik degeri bir dir:
X, =1
X < X; olaymin nispi frekans1 sifir oldugundan

F (%) =P (x<x;)=0.

X, =4 degerinde x < 4 olayinin nispi frekansi =0 oldugundan

. . 10
F'(x2) =P (x<4)=

— =02
50

olur. Boylece 1 <x <4 oldugunda F'(x ) =0,2, x < 6 gétiirsek x’ in 6° dan kiigiik
degerleri iki tanedir :1 ve 4. X degiskeni 1 degerini 10 kez, 4 degerini ise 15 kez
aldigindan
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\ . .« 10 15 25 1
F(x;)=F (6)=P; +P, :%-‘-%:%:E.

Béylece, 4 < x < 6 oldugunda F'( x ) = 0,5. X’ in en biiyiik degeri X; =6
oldugundan x > 6 oldugundan F( x ) =1 olur.

Boylece,
(0 : x <1
0,2 , l<x<4
Fr(x)=<
0,5 , 4<XxX<6
\1 , X>6

10.1.5 istatistik Dagihmin Sayisal Karakteristikaleri

Biz tesadiifi kemiyetlerin sayisal karakteristikalarini, matematik go6zlemesini,
dispersiyasasini, orta kuadratik sapmasimi ve farkli mertebeden momentlerini
tanimladik. Tesadiifi kemiyetin bu sayisal karakteristikalar1 olasilik teorisinde esas
rol oynar. Istatistik dagilimlar i¢inde analojik sayisal karakteristikalar tanimlanur.
Tesadiifi x kemiyetinin her bir sayisal karakteristikasinin istatistik analojisi vardir.

Farz edelim ki, her hangi bir x tesadiifi kemiyetini miisahide ettigimizde(veya 6lgme

yaptigimizda ) x tesadiifi kemiyeti i¢in asagidaki sonuglar elde edilmistir:
X1,X2 XgpeesXp -
Bu degerlere biz X tesadiifi kemiyetinin 6zel degerleri gibi bakabiliriz. Boylece, x;

b

tesadiifi x kemiyetinin 1° inci miisahededeki(deneydeki) degeri, n ise

miisahidelerin(deneylerin) sayisidir.
Belirlenen x tesadiifi kemiyetinin miinasip degeri olarak alinmis x;,X, ,X3,....X,,
degerlerini sayisal ortalamasi(hesabi ortalamasi) giitiirtiliiyor:

n
D%
- i=1

n

1)

m;,
m, kemiyetine istatistik ortalama denilir. istatistik ortalamanin matematik gozleme

ile baglantisin1 gostermek igin, farz edelim ki, x tesadiifi kemiyeti x; degerini n; kez,

X, degerinin, kez, X; degerini ise n; kez v.s. almistir. O zaman
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X+ X, ..+ X n n n * * *
* 1 2 n _ 1 2 L=
m = . =X T X E X, r‘; =P +X,P, +..+Xx,P, (2)

(2) formiiliinden tesadiifi kemiyetin istatistik ortasinin yaklasik olarak onun

matematik gézlemesine esit oldugunu gérmek olur. Boylece

*

m, =my

Ornek 10.7: 10 yasinda 100 kiz cocugun cekisi asagidaki tabloda verilmistir:

Xy (19 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30

m 2 11 6 8 20 | 21 | 18 | 17 3 4 2 3

10 yasinda kiz ¢ocugu i¢in miinasip ¢ekini bulalim:

m* = 192+20.1+21.6+228+...+30.3
* 100

Eger deneyler sayis1 n ¢ok biiyiik olursa o zaman istatistik ortanin (1) formiili ile

= 24,26 Kg.

hesaplanmasi zorlagir. Buna gore de istatistik artan1 hesaplamak igin {istteki

paragrafin sonunda verilmis asagidaki tablodan istifade etmek faydalidir:

Xk Xl X2 Xk X/I
m m, m, m m,
Py P, P, Py P

Burada X, degeri (ay_;,ay ) araliginin ortasidir. Boylece tesadiifi X kemiyetinin
istatistik orta degeri i¢in agagidaki formiilii aliriz.
L XM XM XM,

m, = ,
n

veya
* A *
m, = ZXk R : 3)
k=1
Istatistik orta i¢in aldigimiz bu (3) degerin orta cekilestirilmis(agirlastirilmis) deger

denir. n — oo halinde istatistik ortanin matematik gézlemeye yaklagtigin1 gdstermek

olur.

Uygun olarak istatistik dispersiya asagidaki formiille tanimlanir:
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” (% —my)?
D= 4)
n

Bu kemiyet X tesadiifi kemiyetinin miinasip degeri olan istatistik ortadan ssapma

derecesini karakterize eder. Istatistik kuadratik sapma ise uygun olarak o = VD’
formiilii ile belirlenir.
Deneyler sayisi n ¢ok biiyiik oldugunda ise istatistik dispersiya iistteki tablo esasinda

asagidaki formiille hesaplanir:
A
D= Z(Xk_mx)zpk : )
k=1

Ornek 10.8: Ustteki paragrafta 6rnek:3’ iin sonunda verilmis tablo esasinda
istatistik orta ve istatistik dispersiyanin degerlerini hesaplayin.

Coziim:

in A

i=1

- X P = 95.0,02 + 125.0,05 + 155.0,16 + 185.0,24 + 215.0,28 +
k

1

*
x = =

m
245.0,18 + 275.0,06 + 305.0,01 = 201,20

A
¥ Z(Xk _mk)2 il A, .
D*[x]: “7 = (% —m)*P =D xkP, —(my)® = 957 .0,02 + 125° .0,05
k=1

k=1
+ 1552 .0,16 + 1852 .0,24 + 2152 .0,28 + 2452 0,18 + 2757 .0,06 + 3052 .0,01 —
(201,20) > =1753,56.

Dikkat edelim ki, istatistik dispersiyay1r (4) formiilii yerine asagidaki formiille
hesaplamak daha faydalidir:

D= ©)

Bu notun ispati iizerinde durmayacagiz.(6) formiiliiniin sag yani (4) formiiliiniin sag

yanindan Ll carpimu ile farklanir. Bu ¢arpim genelde 1°e ¢ok yakin oldugundan

pratik problemlerde bunlar1 birbirine esit gotiirebiliriz.

Tesadiifi kemiyetin r mertebeli istatistik momenti(veya istatistik baglangici)

g =23 x )

[ ey
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formiila ile tanimlanir. Buradan

*

g =my
oldugu agiktir.

Tesadiifi kemiyetin r mertebeli merkezi istatistik momenti ise
1 N * r
m, = _Z(Xk - mx)
N\
formiilii ile tanimlanir. Burada r = 2 oldugunda
m, =D'[X]
oldugu agiktir.

10.1.6 Dagihm Kanununun Parametrelerinin Belirlenmesi Lyapunov Teoremi

Farz edelim ki, X tesadiifi kemiyettir. Mesela, a dlgililen kemiyetinin 6lgme zamani

sonuclaridir. Boylece, X 6l¢menin sonucudur. 6 6lgmenin hatasi olsun. O zaman bu

kemiyetler agagidaki bagint1 vardir:

5=X-a , X =a+? )

Cok sayida deneyler ve miisahideler gosterir ki, sistematik hatalar1 kaldirdiktan, yani
her 6lgmede sabit olan hatalar1 kaldirdigimizdan sonra dagilim merkezi koordinat
baslangicinda olan normal dagilim kanununa tabe olur. Bunu teorik olarak
esaslandirmak olur.

Bundan ilave, eger herhangi bir tesadiifi kemiyet ¢ok sayida tesadiifi kemiyetlerin
toplamindan olusursa, o zaman bu tesadiifi kemiyet birka¢ sinirlama kosulu altinda
normal dagilim kanununa tabii olur. Bu iddia Lyapunov’ a mahsus olan merkezi limit

teoremi ile verilir. Bu teoremi biz bir kadar sadelestirilmis sekilde verelim.
Teorem 10.1: Eger bagimsiz ;1 , X_2 - X_n tesadiifi kemiyetlerinin her birinci
matematik gozlemesi a olan (genelligi bozmadan farz edelim ki a=0) dispersiyasi ise

6 olan aym bir dagilim kanununa sahiptirler, 0 zaman n sayis1 sinrsiz artiginda

J— 1 n __
yn _J—\/H;Xi

toplaminin dagilim kanunu normal dagilim kanunundan ¢ok az farklanir. Burada Y,

Syle normallestirilmistir ki, M[ Y, 1= 0 ve D[y, ] =1 olur.
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Lyapunov teoreminin pratik 6nemi asagidakinden ibarettir. Farz edelim ki, bir
tesadiifi kemiyet ele alinmistir. Mesela, bu tesadiifi kemiyet her hangi kemiyetin
verilmis degerden sapmasi (meyli) olabilir. Bu sapma(bu meyil) bir ¢cok faktorlerin
(amillerin) etkisi altinda olusmustur. Bu amiller sapmaya 6z kendi toplamim
vermistir. Mesela ates edildigi zaman, giillenin hedeften sapmasit bir ¢ok amillere
baglidir. Hedefin uzakliginin belirlenmesi hatasina, nisan alma hatasina, giillenin
hizlanmasi hatasina v.s. baghdir. Bize tesadiifi kemiyete etki gosteren tiim amiller ve
onlarin dagilim fonksiyonlari1 da belli olmayabilir. Ama  Lyapunov  teoreminden
alimir ki, genel sapma tesadiifi kemiyetinin dagilim kanunu normal dagilim
kanunudur.

Lyapunov teoreminden alinir ki, eger

X0 Xy 5, X))

kemiyetleri herhangi bir kemiyetlerin 6l¢gmeleri (miisahedeleri) sonuglari ise ve
bunlarin her biri tesadiifi kemiyet ise bunlarin aritmetik ortalamasi

X, 4+ Xy + o+ X,
n

X =

bir tesadiifi kemiyet olmakla n’ in biiylik degerlerinde normal dagilima ¢ok yakin bir
dagilim kanununa sahip olur. Burada ;, tesadiifi kemiyetlerinin her birinin aym

dagilim kanununa sahip olmasi farz edilir.

Teoremin birkag ilave kosullarda toplamlarin dagilim kanunu ayni olmadig: hallerde
de dogru oldugu ispatlanir. Ele alinan pratik problemlerde bu kosullar adeta saglanir.
Deneyler gosteriyor ki, terimlerin sayist 10 oldugunda toplamin normal dagilim

kanununa tabii olmasini kabullenmek oluyor.

- —2
d ve o ile matematik gozlemlerinin ve dispersiyanin yaklasik degerlerini isaret

edelim. O zamanda 5 ve X tesadiifi kemiyetlerinin yaklagik dagilim kanunlarimi

asagidaki gibi yazabiliriz:

62

T (5)=5127[e | (2)
1 _(xa)?

(= =—¢ 2 3)
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- —2
Burada @ ve o parametreleri deney sonuglarinin (miisahide degerlerinin) yardimi

ile asagidaki gibi tanimlanir:

a=-Yx, @
Nz

— 1 Q@ —,

o = r;(xi—a) . (5)

Ornek10.9: 1.4’ de 6rnek:3’ de alinmis tablo ve bu tablo esasinda §.5°de 6rnegin
sonuglaria esasen tesadiifi kemiyetin dagilim kanununun ifadesini yaziniz.

Coziim: 1.5°de gosterilmis 6rnekteki hesaplamalar esasinda buluruz:

a=m, =201,

=

o =" o =0 4a_1771,
n— 99

o=1T7T1=41

Parametrelerin bu degerlerini (3) formiiliinde nazara alsak buluruz:

_(x=207)?
g 21771

1
TN

Not: Eger biz herhangi bir x tesadiifi kemiyeti i¢in istatistik dagilimin fonksiyonunu
yazmigsak verilmis x tesadiifi kemiyetinin normal dagilim kanununa sahip olup
olmadigini belirlemek i¢in agsagidaki yontemden istifade olunur.

Farz edelim ki, x tesadiifi kemiyeti i¢in asagidaki degerleri almisiz
X1,X2 1 X300 Xy

Sonra ise merkezlestirilmis tesadiifi kemiyetin asagidaki degerleri belirlenmistir:

yl ay2 ay31---1yn

y; degerlerinin mutlak degerlerinin artmas: yoniinde bu degerleri siralarlar. Eger n

tek ise 0 zaman orta sapma veya orta hata E olarak |y0rt| degerini nT—1+1 yerde

duran degere gotiiriiliir. n ¢ift sayr oldugunda ise % ve %+1 yerinde duran

degerlerinin ortalamas1 gotiirtiliir.

Sonra ise ortalama aritmetik hatay1 asagidaki formiille tanimlariz:

§|yi|

n

d

(6)
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(5) formiilii ile orta kuadratik formiilii buluruz:

_ 18,
UZW/E;M (7)

Sonra ise
Eu yo Bnt
d o

orantilarini belirleriz.

Normal kanuna tabii olan tesadiifi kemiyetler i¢in 5 ve E orantilar1 0,8453 ve
o

E
0,6745 olur. Eger IZ“ ve TSI, 0,8453 ve 0,6745 den %10 tertibinde farklanirsa, o
o

zaman sart1 olarak tesadiifi y kemiyeti normal kanuna tabidir denir.
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11.MATEMATIK iISTATISTIiKTE DEGERLENDIiRMELER

11.1. Bas Yigim Parametrelerinin Degerlendirilmesi

Farz edelim ki, baktigimiz x tesadiifi kemiyetinin (ve bas yigimin) dagilim
fonksiyonu belli degildir. Bu fonksiyonu bulmak i¢in bagli olmayan n tane deney
yapilmistir ve sonugda x tesadiifi kemiyetinin X1, X2,..., Xn degerleri bulunmustur (bas
yigim verildiginde ise bas yigimdan rasgele olarak x1, X2,..., Xn segme y1gim ayiririz).
Bulunmus x1, X,...,Xn degerleri esasinda x tesadiifi kemiyetinin dagilim fonksiyonu
F(x) belirlemek ola bilir mi sorusu karsimiza c¢ikmaktadir. Elbette (muhakkak)
miisahide sonucunda alinmis xi1, X2,..., Xn degerlerine esasen aranan F(x) dagilim
fonksiyonu hakkinda belli bir fikir sdylemek icin bu miisahedelerin sayisi (se¢cmenin
hacmin n sayis1) ¢ok biiylik olmalidir. Pratikte ise adeta miisahidelerin sayis1 sinirh
olup 10, 20 veya daha az sayida olur. Boyle hallerde bu degerlere esasen dagilim
fonksiyonu hakkinda esasl fikir sdylemek miimkiin olmuyor.
Ama bir ¢cok durumda dagilim fonksiyonu F(x) belli olmasa da, onun hangi sekilde
fonksiyon oldugu veya belli bir sayida parametrelere bagli olan fonksiyonlar sinifina
dahil oldugu belli olur:
F(x)= F(x,61, 02,..., On) .
Boyle hallerde, belli olmayan F(x) dagilim fonksiyonunun bulunmasi problemi bu
fonksiyonun 01, 02,..., On parametrelerinin X1, Xo,..., Xn segme yigimin degerlerine
esasen uygun sekilde se¢ilmesine getirilir. Elbette (Muhakkak) bu yontemle 01,..., On
parametrelerinin yalniz yaklasik degerlerinin bulunmasindan bahsedebiliriz.
Parametrelerin yaklagik olarak degerlerinin bulunmasina bu parametrelerin
degerlendirilmesi denir[7].
Matematiksel istatistigin bu Onemli problemini bir parametreye bagli dagilim
fonksiyonu halinde ele alalim. farz edelim ki, x tesadiifi kemiyetinin bagli olmayan
deneyler sonucunda,

X1, X2,...y Xn
degerleri alinmistir (veya bas yigimdan segme X1, X2,..., Xn y1g&imi alinmistir). Farz
edelim ki, bu tesadiifi kemiyetin dagilim fonksiyonu bir 0 parametresine bagli bir
F(x,0) fonksiyonlar sinifindan olmasi bize bellidir. 6 parametresinin Xi, Xo,..., Xn

degerlerine esasen degerlendirilmesi istenir. Yani 0 parametresinin X1, X2, ..., Xn

degerlerine bagl olan bir yaklagik 0, (Xl,---, Xn) degerinin bulunmasi talep edilir.



Se¢me y1gima bagli olan her bir

07 =0 (X1, X, X, )

n
fonksiyonuna istatistik denir. Her bir 0, istatistigi dagilim fonksiyonunun belli
olmayan parametrelerinin degerlendirilmesi adlanir.
Boyle bir soru karsiya ¢ikar. Hangi kosullar1 saglayan 0, (Xl,..., Xn) fonksiyonuna 6
parametresi i¢in en iyi degerlendirme hesap edilir.
Bu sorunu inceleyelim. Farz edelim ki, Xi, X2,..., Xn sayilar1 aym dagilim
fonksiyonuna sahip olan X1, Xo,..., Xn tesadiifi kemiyetlerinin uygun degerleridir. O
zaman,

0, =0, (X, X, X,)
fonksiyonu bagli olmayan ve ayni F(x,0) dagilim fonksiyonu olan n sayida Xi, Xo,...,
Xn tesadiifi kemiyetin veya bir tane n-boyutlu,

X =(X;, Xy, X))

tesadiifi vektdriiniin fonksiyonu olur. Her bir se¢meye 0, (Xl,Xz,...,Xn)
fonksiyonunun bir degeri, argumentlerin,

Xy =Xy (k=1,2,...,n)
degerlerine uygun olan degerleri gibi bakabiliriz.
Tesadiifi Xk kemiyetleri bagl degildir ve onlarin ayn1 F(x,0) dagilim fonksiyonu
vardir. Buna gore n-boyutlu,

X=(X1,X2,...,Xn)
tesadiifi fonksiyonunun dagilim fonksiyonu,

F (t,ty,..t )=P(X, <t,.X, <t )=
=P(x, <t,)P(X, <t,).P(X, <t )=

= F(t, R (t, )-F(t, )

esitligi ile bir degerli tanimlanmis olur ve aranan 0 parametresine baglhidir. O zaman,

0" (X)=0 (X, X,,.... X))

*

n

fonksiyonunun dagilim fonksiyonu da 6 parametresine bagli olur.
0, (Xl,Xz,...,Xn) fonksiyonu dyle secilmelidir ki, onun degerleri aranan (tesadiifi

olmayan) 6 parametresinin degerine ¢ok yakin olsun. Bdylece,
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*

M[B (%, X, )= 0
esitligi saglanmalidir.

Tamm 11.1: Her bir n sayisi i¢in,

M[67 (X, X,.... X, )] =0 )
esitligini saglayan 0, (X,,..,X,) fonksiyonuna © parametresinin kaydirilmamis
degerlendirilmesi denir. Aksi halde

M| 0 (X,, X, X, ) |0
oldugunda ise 0, (X;,X5,..., X, ) kaydirilms degerlendirme adlantyor.
Degerlendirme kaydirilmamis oldugunda, bazen ona diizelis vermekle onu
kaydirilmamis degerlendirme sekline getirmek olur. Eger 9; degerlendirmenin 6
parametresinden 0, —0 kaydirilmasi (veya sapmast) ¢ok kiiciik ise onda se¢gmenin
hacmi biiyiik oldugunda dikkate almamak olur. Se¢gmenin hacmi kiigiik oldugunda bu
6: —0 kaydirmasim dikkate almamak olur. Buna gore de segmenin hacmi kiigiik
oldugunda kaydirmanin olmamasi ¢ok biiyiik ehemmiyet olusturur.

0, fonksiyonunun degerlerinin aranan 6 parametresine yakin olmasi igin 0,
kemiyetinin © komsulugunda dagilimi da kiigiik olmalidir. 0, kemiyeti degerlerinin

0 komsulugunda dagilimi iki mertebeli M[(O;—O)ZJ momenti ile karakterize

olunuyor. Bu momentin en kiigiik deger almasi sartindaki degerlendirilme daha iyi
hesap edilir. 6, degerlendirmesi kaymamis oldugunda Ml(@;—G)ZJ iki mertebeli
moment onun D[@;] dispersiyasina esit olur, yani 6, - in varyansina esit olur[2].
Tamm 11.2: Verilmis 9; ve 9:* degerlendirmeleri igin,

mo; —oF |< Mo o] )

esitsizligi saglandiginda, 9; degerlendirilmesi 9:* degerlendirmesine nazaran daha

efektif degerlendirme adlanir[11].
y=inf |5, -0 | ©

esitligini saglayan 9; fonksiyonuna efektif degerlendirme denir.

Efektif degerlendirmenin dispersiyasi(varyansi) en kii¢lik miimkiin dispersiya olur.
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Se¢cme y1g1im biiyiik oldgunda parametrenin degerlendirilmesi her hangi bir anlamda

(olasiliga gore, orta kuadratik anlamda) bu parametrenin kendisine yaklassin.

Tamm 11.3: 9: degerlendirmesi n — oo kosulunda olasiliga gore 6 parametresine

yakinsak ise, yani Ve>0 sayisi i¢in,
lim P(
n—0

esitligi saglanirsa 9; — € 0-nin esasli degerlendirilmesi denir[11].

e:—e‘<gj:1

11.2. Degerlendirmenin Dakikligi (Tamhigi) ve itibarhhik Arahg

Farz edelim ki, bas yigimin F(x,0) daglim fonksiyonu bir 6 parametresine baglidir.
Bu parametrenin se¢menin uygun karakteristik sayilari ile degerlendirilmesinin
yontemlerini bir 6nceki paragrafta verdik. Orada parametreler i¢in bulunmus degerler
bir say1 oldugu icin onlara noktavi (noktasal) veya skaler degerlendirme denir.
Noktavi degerlendirmeler belli tesadiifi kemiyetlerin 6zel degerleridir ve bunlar
aranan parametrenin kendi degerlerinden genelde farklanabilir. Buna gore de belli
olmayan parametrelerin bulunan degerlerinin dakikligi ve itibarliliginin 6grenilmesi
matematik istatistigin onemli problemlerinden biridir.

Parametreler i¢in bulunmus degerlerin dakiklik ve itibarlilik problemleri aralik

degerlendirme yontemi ile incelenir.

Farz edelim ki, aranan 6 parametresi i¢in 0, degerlendirilmesi bulunmustur. £>0

keyfi pozitif say1 olsun. 6: degerlendirmesinin 0-ya yakin olmasini,

0, -6 <e (1)
esitsizligi ile karakterize etmek olur. Bu esitsizligi saglayan €>0 sayis1 ne kadar

kiiciik olursa, 6: degerlendirilmesi de 6-ya o kadar yakin olur.
Boylece, (1) esitsizligini saglayan € sayist degerlendirmenin dakikligini ifade eder.

Ama 9; genelde tesadiifi kemiyet oldugundan (1) esitsizliginin hiikmen
saglanmasimi hiikmetmek olmaz. (1) esitsizliginin ancak, belli bir olasilikla
saglanmasini sdylemek olur.

Farz edelim ki, keyfi 0<a<1 sayis1 i¢in dyle £>0 sayis1 varsa ki,

{

*

0 -0

<8]:P[—8<6:—9<8):P[6:—8<6<6:+8):a
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esitsizligi saglanir. Yani uclari tesadiifi kemiyetler olan
(6; —£,0 + s)
araliginin belli olmayan 0 parametresini oértmesinin (onu 0z ig¢ine almasinin) olasilig

oL sayisina esittir.

Bu halde
(6; —£,0] +s)

araliginda itibarlilik araligi, 0, — ¢ ve 0, + ¢ sayilarina itibarlilik sinirlart ve o

sayisina itibarlilik olasilig1 veya olasilik katsayis1 denir.
Itibarlilik araligi, bulunmus degerlendirmenin dakikligini, itibarlilik olasilig1 ise
degerlendirmenin itibarliligini karakterize eder.
itibarlilik araliginin daha genel tanimimi da verebiliriz.
Uglar1 az=ai(X1, X, ..., Xn) V& @2=a2(X1, X2, ..., Xn) tesadiifi kemiyetleri olan ve
P[a1 <9<anJ:(x
esitsizligini saglayan (a1, a2) araligina 0 parametresinin itibarlilik aralig1 denir.
Bir¢cok pratik problemlerin ¢oziimiinde belli olmayan dagilimin parametrelerinin
degerlendirilmesinin itibarlilik araliklarinin bulunmasimi talep eder. Verilmis o
itibarlilik olasiligina uygun olan itibarlilik araliklar1 ayri-ayr1 yontemlerle bulunur.
Elbette, bu zaman caba gosterirler ki, bulunan itibarhilik araliklarinin uzunlugu
miimkiin oldugu kadar kiiciik olsun.
Burada biz normal dagilimin belli olmayan parametrelerinin degerlendirilmesi i¢in
itibarlilik araliklarini bulalim.
Farz edelim ki, dagilimi normal kanuna tabi olan bas yigimin (veya x tesadiifi
kemiyetinin) dispersiyasi (varyansi) bellidir:
= Dl
Ama bu tesadiifi kemiyetin matematik gézlemesi belli degildir: a=?
Bu belli olmayan a parametresinin Xi, X2, ..., Xn segmesinin
1 h

= " zl X
orta degeri vasitasiyla degerlendirilmesinin itibarlilik araligini bulmak gerekir.
Eger biz segmeyi teskil eden x1, X, ..., Xn sayilarini bagli olmayan ve ayni bir normal
kanunla dagilmis tesadiifi x1, X2,..., Xn kemiyetlerinin degerleri gibi gotiirsek o zaman

X kemiyeti de bu a, o parametreli normal kanunla dagilmis olur ve
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M[X]=a=M[x]
-

esitlikleri saglanirlar.

Bu halde

X3

P(x1 < X < xz) = F(xz)— F(xl) = .[f(t)dt

Xy

formiiliine esasen normal dagilimli x tesadiifi kemiyeti i¢in buluruz:

(t-af
_ 1 % - 25 _
P(x1<x<x2)_—6m£e dt =
zo—a i 1 xlo—a L
.([ 2 27[ .(l; e 2d

e

esitligini aliriz.
Burada,

¢(s) N L fe 22Zdz

21 5

fonksiyonu belli Laplace fonksiyonudur.
Ozel halde,

PUx—a‘ <s)= P(a—g< X <a+s)=
AR

PQx—a|<s):P(x—s<a<x+s):2¢(§j

veya

olur.

2
(&)

Burada x yerine X gbtiirdiigiimiizde o? yerine ise ry yazmamiz gereklidir ve

sonucta,
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P(X—s<a<i+g):2¢[%J

esitligi alinir.

he
Sonuncu esitlikte t = —— isaret edersek buluruz:
c
PlX——t<a<X+——t ?)
——=t<a<X+-— =a
Jh Jh

esitligi alinir ki, bu a parametresinin o itibarlilik olasiligina uygun olan itibarlilik

araliginin,

[iﬁta,i—kﬁtaJ

araliginin oldugunu gosterir.

Dikkate alalim ki, o sayis1 verildiginde,
200t,)=a
esitligine esasen Laplace fonksiyonunun degerleri tablosunda tq bulunur.
Mesela, a=0,98 gotiiriildiiglinde,
2(t,)=0,98
veya
P(t,)=0,49
olur ve tablodan t«= 2,3263 bulunur.

0=0,999 gotiirdiigiimiizde t«=3,29 bulunur.
Boylece,

araliginin belli olmayan a=M][x] parametresinin 6z i¢ine almasinin, yani onu
ortmesinin olasilig1 a sayisina esittir. (2) esitliginden klasik degerlendirme adlanan,

- (o)
‘x—a‘<—t

\/F o

veya
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esitsizlikleri alinir.
Ornek 11.1: Farz edelim ki, a kemiyetini belirlemek icin 10 kez 6lgme yapilmustir.
[ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Xi 35,6 [359 (36,1 |359 |36,1 |36,2 {36,6 [36,1 |359 |36,2

o=D[x]= 0,28 oldugunda a kemiyetinin a= 0,99 olasilig1 ile yerlestigi aralig1 bulun.
Coziim: Olgme sonuglarinin orta degerini bulalim:
X = iixi = 36,06
10 =

o= 0,99 oldugundan ¢(ta):0,495 olur ve Laplace fonksiyonunun degerleri

tablosundan te= 2,576 buluruz. Boylece 6l¢menin dakikligi,

0,28
e = —.256 = 0,23

Jo

olur. Boylece, a= 0,99 olasiligi ile itibar etmek olur ki, a-nin esil degeri
(X - 0,23 x + 0,23) veya (335,83; 36,29) itibarlilik araliginda yerlesir.

a ~ X = 36,06 da gotiirebilirdir.

Burada Laplace fonksiyonunun uygulanmasi olarak Laplace teoremini de ispatsiz
verelim. Laplace teoreminde n bagimsiz deney zamani her bir deneyde A olaymnin
olasilig1 p oldugunda A olaymin a sayisindan az olmamak ve p sayisindan biiyiik
olmamak sartiyla gerceklesmesi sayisinin olasiligr gosterilir.

Laplace teoremi asagidaki gibi ifade olunur:

Teorem: n sayida bagimsiz deney gergeklestirildiginde, her bir deneyde A olaymin

gerceklesmesinin olasiligi p ise o zaman asagidaki esitlik dogrudur:

Pla<m< B)%M fgﬂﬁq]%ﬁizgqﬂ

Burada m sayis1 n deneyde A olayimin gergeklesmesi sayisi ve uygun olarak g= 1-p,

p(a<m<p) sayilar1 n deneyde A olaymin gergeklesmesi sayist ve m-nin o ve 3
sayilar1 arasinda olmasinin olasiligidir.

Ornek 11.2: Fabrikada hazirlanan mamuliin yararsiz olmasinin olasiligi p= 0,01-dir.
1000 mamulden arizali olanlarin sayisinin 20-den ¢ok olmamasinin olasiligim
bulunuz.

Coziim: Bu halde,
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h= 1000, p= 0,01, g= 0,99, 0:=0, B= 20

Boylece,
a—-np 0-10 _ 995
J2,/opa 2[99 o
- 20 -1
B—np 0-10 295

NN

Laplace teoremine esasen buluruz:
P(O <m< 20) = % [¢(2,25)— ¢(— 2,25)]: ¢(2,25) . 0(X) igin tablodan buluruz:

P(0<m<10)=0,9985

11.3. Normal Dagilim Kanunun Parametrelerinin Student Dagilimimnin Yardim
ile Degerlendirilmesi (Student Dagilimi)

Biz onceki paragrafta normal kanunla dagilmis x tesadiifi kemiyetinin 6 = D[X]

dispersiyast belli oldugunda ve matematik gozlemesi ise belli olmadiginda, belli
olmayan a=M[x] matematik gozlemesinin x tesadiifi kemiyetinin bagimsiz n

deneylerden alinmis, x1, X, ..., Xn degerleri esasinda bulunmus,

orta degeri vasitasiyla degerlendirilmesinin asagidaki araligini bulduk:
c
x—a < —=t,
Jn

veya

Burada ta 2¢(ta):a denkleminin kokiidiir. o itibarlilik olasiligt olup a

= . 9 o . -
parametresinin | X — — t_, X + —— t_ | araligma diismesi olasiligidir. ¢(t) Ise

o n
Laplace fonksiyonudur.

Eger x tesadiifi kemiyetinin dispersiyasi belli olmazsa, yani O':w/D[x] kemiyeti

belli olmazsa, iistte yazdigimiz degerlendirmesinden istifade etmek olmaz[11].
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Bu halde x tesadiifi kemiyetinin n tane bagimsiz deney sonucunda elde edilen x1, Xo,

. . C e o .. =2
..., Xn degerleri esasinda x tesadiifi kemiyetinin X orta degeri ve S’ (varyansi)

dispersiyasi agagidaki formiillerle bulunur:

I L
X—HEXK ,
ve (1)
o Eex)
S — K=1
n-1

Bu parametreler esasinda asagidaki esitlikle belirlenen T tesadiifi kemiyetine bakilir:

) — ey @)

Genelde, gosterilir ki, T tesadiifi kemiyetinin dagilim yogunlugu asagidaki formiille

verilen Student dagilimina malikdir (sahiptir).

0 ey
— F(Mj£1+nlj . 3)
2

S,(t)=

Burada T (t) fonksiyonu Gama fonksiyonudur.

Student dagilimi (3) den goriildiigii gibi bu dagilim x tesadiifi kemiyetinin a ve
normal dagilim parametrelerine bagl degildir. Student dagilimi yalniz deneyler
sayisi n sayisina baghdir (burada n sayist bas yi§imin veya se¢gme yigimin hacmini
de gosterilebilir).

Student dagilim1 yogunlugu fonksiyonu ¢ift fonksiyon oldugundan,

esitsizliginin saglanmasi olayinin olasilig1 asagidaki olasilikla hesaplanir:
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veya

- S - S 8
P[X_ﬁ8<a<x+ﬁ8j=2~[8”(t)dt

baglantis1 alinir.

Bu sonuncu baglantiy1
t(l
2[s,(t)dt = (4)
0
esitliginden bulunan tu sayisinin yardimu ile agagidaki gibi yazabiliriz:

P(|X—a|<%taJ=a

veya

Boylece, (X — T t,, X + —t_ | araligmin belli olmayan a=M[x] parametresini
n

n

0z dahiline almas1 olasilig1 o sayisina esittir. Burada to sayisi (4) esitliginden bulunur

X §tigt
\/ﬁa’ na

aralig1 a parametresinin a itibarlilik olasiligina uygun itibarlilik araligidir. Dikkate

ve

alalim ki, a sayis1 verildiginde ta sayis1 Student dagiliminin degerler tablosundan
bulunur.

Boylece, belli olmayan a parametresinin itibarlilik araliginit bulmak i¢in x1, X2, ..., Xn

degerlerine esasen X ve S kemiyetleri, (4) esitliginden t. kemiyeti bulunur. Sonra
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S
ise bu degerlerden istifade etmekle aranan araligin uglart olan X — T t, ve
n

S
X + T t, itibarlilik sinirlar bulunur.
n

Ornek 11.3: x tesadiifi kemiyeti normal dagilim kanununa sahiptir. Bu tesadiifi
kemiyetin n= 15 bagli olmayan deney sonuglari esasinda orta X degeri igin,
X =183 degeri bulunmustur. Diizeltilmis, orta kuadratik sapma igin S=0,6
bulunmustur. Matematik gézleminin itibarlilik araligini bulun. Bunun igin itibarlilik
olasiligr o= 0,95 gotiiriin.
Coziim: o= 0,95 sayisina uygun olarak Student dagiliminin degerler tablosundan
uygun to degerinin

t, = 2145
oldugunu buluruz. Bulunmus bu deger esasinda,

S 0,6 1.2870

“n

= 0,32 .

Boylece,
X-¢=183-032 =1797 ,
ve
X +¢ =183+ 0,32 = 18,63 .
Buradan da itibarlilik aralig1 i¢in
P(17,97 <a<18,63) = 0,95
olasilig1 ile verilmis tesadiifi kemiyetin matematik gozlemesi (17,97; 18,63)

araliginda yerlesir.
11.4 Ol¢me Sonuclarimin Matematik Istatistik Yontemleriyle islenmesi

Olgtiigiimiiz kemiyetin reel degeri x oldugunda ve dlgme zamam sonugta aldigimiz

deger ise xn olursa, 0 zaman,

x. - x| < alx.)

esitsizligini saglayan A(X*) sayisina mutlak (absolyut) hata denir.
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esitsizligini saglayan S(xn) sayisina ise nispi hata denir.
Simdi farz edelim ki, her hangi bir x kemiyeti n defa dl¢iilmiistiir. Olgme sonucunda
alinan degerler,
X1, X2, ..., Xn
olsun. Tiim dlgmelerin ayn1 yontemle 6lciildiigiinii farz edelim. Olgmelerden alinan
orta degeri,
X, + X, + oo + X,

1n
o M 2 _ -
X = _an

n i

ile gosterelim. Olgme zamani alman sonuglarin orta X degeri etrafinda dagilmasimin
orta kuadratik meyili ¢ ile karakterize olunur. Orta deger reel degere yaklagsmay1
gosterir.
Diizeltilmis dispersiya ( varyans )

2 B

S = n_lZ(Xi—i)z

i=1

formiilii ile hesaplanir.

Orta degerin orta kuadratik hatasi,

S 1 : —\2
= gt

formiilii ile hesaplanir.

Her bir 6lgme zamani en biiyiik hata
mim=3.S
ile hesaplanir. Bu formiille hesaplamaya {i¢ sigma kurali denir.
Olgmenin dakikligi ise asagidaki yontemle bulunabilir. Olgmenin mutlak hatasini
biz,
-~

Jn

formiilii ile bulabiliriz. Buradaki to Student dagilim Sp(t) fonksiyonunun yardimu ile,

2tf S,(t)dt = a
0

denkleminden bulunur.
Boylece, ol¢iilen kemiyetin itibarlilik araligi,
X - Alxg) < a < x + Alx)

veya
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X —t i <a< X+t i
“Jn “Jn

olur.
Boylece, 6l¢menin sonuglarini islemek icin asagidaki islemleri yapmak gerekir:
1. Orta X degerini bulmali,
2. Olgmede orta kuadratik hatay1 bulmali S hesaplanmali;
3. En biiyiik hatay1 hesaplamali

Smim=3.S ,
4. Orta degerin orta kuadratik hatasini

S. = —

oo
hesaplamali;

5. n sayida Olgme zaman itibarlilik olasiligi a-ya gore dlgmenin A(X) absolut

hatasini bulmall.

Ornek 11.4: Kapilyarin diametri (cap1) 10 kez Olgiilmiistiir. Asagidaki degerler

alinmustir:
X1= 2,93mk, X2= 2,82mk, X3= 2,81mk, X4= 2,85mk,
Xs= 2,87mK, Xe= 2,86mk, X7= 2,85mk, Xg= 2,85mK,
X9= 2,93mk, X10= 2,84mk .

Bu olctimler i¢in tistte gosterdigimiz iglemleri yapalim:

1. Orta degeri bulalim:
. 285+282+281+285+ 287+ 286+ 285+ 285+ 283+ 284
s 10

= 2,84mk .

2. orta kuadratik hatay: bulalim:

sani_li@i_x)z:

i=1

(283 - 284F + (2,82 —284)" + (281 - 284F + (284 — 2,84 + )
9

=0,019mk .
3. Miimkiin olan en biiyiik hata
Sen biiyiik hata=3.5=3.0,019= 0,057mk .
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4. Orta degerin orta kuadratik hatasi
S 0,019 0,019 19
~Jn J10 3162 3162

5. Olgmenin mutlak hatas1

= 0,006mkK .

Sy

S
AX) =1t, ——= = 2,262.0,006 = 0,013 .
-1, 2

Nisbi hata

Boylece, kapilyarlarin diametri (¢ap1)
X = (2,84 t 0,01)mk olacaktir.
Yani,
X - Alx) < a < x + A[R)
itibarlik araligt,
2,84-0,01< a <2,84+0,01 veya 2,83 < a < 2,85 olur.
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12. KOLERASYON TEORISININ ELEMANLARI

12.1. Istatistik ve Korelasyon Baglantis1 Regresyon Denklemleri

Olasilik teorisinde ve matematik istatistikte x ve y kemiyetleri arasinda baglilik bu
teorilerin kendi agisindan dgrenilir. Genelde x ve y degiskenleri arasinda baglilik iki
bakimdan fonksiyon baglilik gibi ve korelasyon baglilig1 gibi ayr1 ayr1 6grenilir.
Bilindigi gibi x ve y kemiyetleri (degiskenleri) arasindaki baglilik fonksiyon bagliligi
ise, 0 zaman X-in her bir degerine y-nin ancak bir tane degeri kars1 tutulur(getirilir).
Fonksiyon bagliliklarla biz matematigin analiz kursunda ¢ok genis olarak tanistik. x
ve y degiskenlerinin fonksiyon bagliligin1 biz genelde y = f(x) gibi yazariz ve y
degiskeni x-in fonksiyonudur deriz. Bu baglilikta x degiskeninin her bir degerine y
degiskeninin yalniz bir degeri karsilik gelir. Mesela, dogrusal sabit v hizli harekette
gidilen yol s, t zamaninin fonksiyonu olup,

s=wvt
formiilii ile gosterilir. Burada gidilen yol zamanin fonksiyonudur.
Dogada, cemiyet baglantilarinda, biyolojide ve ilmin baska dallarinda x ve y
degiskenleri arasinda dyle bagliliklara rastlanir ki, x-in bir degerine y degiskeninin
birden ¢ok sayida y1, Yo, ..., Yn degerleri uygun gelir[2].
Boylece,

Mesela, insanlarin ¢ekisini y- ile, boyunu ise x ile isaret etsek, ayni1 boylu insanlarin
(kisilerin) agirligr (cekisi) genelde farkli olabildiginden aynmi bir x degerine karsi
farkll y1, Y2, ..., Yn degerleri karsilik gelebilir. Boylece, bu 6rnekte oldugu gibi x
degiskeninin bir degerine y-nin birka¢ degeri uygun gelebilir.

Aksine ayni agirlikta ama farkli boylu kisiler bulabildigimizden x-in X1, X2, ..., Xn

degerlerine y degiskeninin bir tane y degerinin karsilik geldigi halde olabilir:



Xy
X

Xn

Degiskenlerden birinin (mesela x-in) her bir degerine y-nin ¢ok sayida degerleri
uygun gelirse degiskenler arasindaki boyle baglantiya istatistik bagint1 denir.
Istatistik bagmtinin 6zel bir hali korelasyon baglantisidir.
Bir kemiyetin degismesi diger bir kemiyetin orta degerinin degismesine sebep olursa
bdyle baglantiya korelasyon bagintis1 denir.
Sinav zamani 6grencinin bilgisi ile onun aldig1 puan arasindaki baglanti, deniz ve
gollerde suyun tuzlulugunun konsantrasyonu ile atmosfer ¢okiintlisiiniin miktari
arasindaki baglant1 vs. korelasyon bagintisidir.
Tipta diagnoz belirlemede korelasyon bagintisindan ¢ok genis istifade edilir. Boyle
ki, organizmanin dahili organlari, tokuma ve hiicreleri tiimliikte bir sistem olusturur
ve bir biri ile korelasyon bagintisindadir.
Simptomlarin (alametlerin) belirlenmis degerlerine gore hastaligin cesidi (nevi)
belirlenir.
Cok sayida simptomlarin degerlerini toplamakla belli bir hastaliga diagnoz belirlenir.
Farz edelim ki, miisahade zaman1 ayn1 zamanda o6l¢tiiglimiiz x ve y kemiyetleri i¢in
asagidaki degerler alinmstir:

X =Xy, Xy yeernrey X

Y=Y Yo Yoo

Alinan bu degerlere uygun olarak XoYy diizleminde

(X1, Y1)y (X1 Yau)svvvees (X1, ¥i)
ciftlerine uygun noktalar1 gosteririz. Alian noktalar kiimesine korelasyon alam
denir.
Bu halde eger x ve y arasinda baglant1 varsa, o zaman korelasyon alani elips seklinde

olur.
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Sekil 12.1: Diiz miitenasip asililigin Sekil 12.2: Tesadiifi kemiyetin
dagilim aldig1 degerler

b
»

SN

Sekil 12.3: Ters miitenasip

asililigin dagilimi

Bu halde noktalar en ¢ok elipsin bas ekseni lizere daha ¢ok toplanir. Yanlara gittikce
noktalarin sayis1 azalir.
Elipsin bag eksenine baglantinin regresyon hatt1 denir.

Eger regresyon hatti x ekseni ile iki ac1 olusturursa baglanti dogrusal baglant1 olur(

y=kx sekilli baglant1 olur). Aksi halde baglant1 y = k seklinde olur.
X

x ve y arasindaki baglant1 zayif olursa o zaman noktalarin dagilimi ¢ok olur.
¥

A

» X

x ve y degiskenleri arasindaki baglanti regresyon hatlari ile degerlendirilebilir.
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X-in her bir degerine uygun y degiskeninin orta degerini bulalim:

=y1+y2+'"+yn
n .

X

Orta deger olasilik yogunlugunun merkezi oldugundan bu halde korelasyon

baglantis1 agsagidaki fonksiyon baglantiya doniistir:

Y, = flx). )
(1) esitilgine y-nin X-e nazaran regresyonu denir. Ayni sekilde her bir y-ye uygun
olan x-in orta degerini bulursak:

%, =¢(y) )
fonksiyon baglantisi yazariz. (2) baglantisina ise x-in y-ye nazaran regresyonu denir.
Korelasyon analizinde esasen iki problem incelenir:
1. Degiskenler arasindaki baglantiyr bulmak. Yani (1) ve (2) denklemlerinin hangi
sekilde denklemler oldugunu belirlemek.
2. Baglantinin gii¢lii veya zayif olmasini agiklamak.
Once birinci problem {izerinde dayanalim.
(1) ve (2) denkemleri dogru denklemleri de olabilir. Regresyon hatlar1 dogru hat
oldugunda (1) ve (2) denklemleri de dogru denklemleri ile yazilir:

Ve =axX+b ve X, =cy+d. ?3)

Regresyon hatt1 parabolik hat oldugunda onun denklemi
y = ax® + bx + ¢

seklinde yazilabilir.

Bu denklemlerdeki katsayilar a, b, ¢, d parametreleri farli farkli yontemlerle bulunur.
Mesela bu parametrelerin bulunmas: icin en yaygin kullanilan yontem en kiigiik
kareler yontemidir.

x ve y degiskenleri arasinda korelasyon baglantisinin formasinin sekli belirlendikten
sonra, yani (1) ve (2) denklemleri yazildiktan sonra bu denklemler esasinda x ve y
degiskenleri arasindaki baglantinin giiclii veya zayif olmasi problemi incelenir. Yani
ikinci problemin ¢6ziimiine gecilir. Bu problemi ¢dzmek i¢in de yeni anlamlardan

istifade edilir. Mesela korelasyon katsayis1 anlami dahil edilir[2].
12.2. Korelasyon Katsayisi

Bir degiskenin regresyon hatti komsulgunda (etrafinda) ikinci (diger) degisenin

degerlerinin sapmalarin1 degerlendirmek i¢in bazi yeni anlamlardan istifade edilir.
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x ve y degiskenleri arasinda olan korelasyonda sapma derecesi gruplar arasi
dispersiya (orta kuadratik sapma) ile karakterize olunur.
X-e gore gruplar arasi dispersiyon

N

n iz

ile, y-¢ gore gruplar arasi dispersiyon ise,

o= 23 -

i=1

formiilleri ile belirlenir.
x ile y arasinda olan bagmtiyr karakterize etmek icin Gxy baglanti momenti

tanimlanir:

Gx,y baglanti momenti x ve y degiskenlerinin orta degerlerinden (sarti merkezlerden)
olan sapmalarinin (meyillerinin) ¢carpimidir.
x ve y tesadiifi kemiyetleri veya tesadiifi prosesler arasindaki baglantiy1 R korelasyon

katsayis1 ile karakterize etmek olur. Korelasyon katsayisi R asagidaki esitlikle

tanimlanir:
G
R = x|
c,0,
veya
u
R =
O_xG.y

gibi tanimlanir.
R katsayisinin degeri negatif birim ile pozitif birim arasinda degisir:

-1<R<1.
R-nin negatif deger almasi x ve y-nin arasinda ters miitanasiplik(y = 5) baglantisi
X

oldugunu gosterir, yani kemiyetin birinin artmasi ile ikinci buna miitenasip olarak
azalir.
R sayis1 pozitif deger aldiginda ise x ve y arasindaki baglanti diiz miitenasip baginti

oldugunu gosterir. Birinin artmasiyla digeri de artar.
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»
»

X =

R = %1 olmas1 x ve y arasinda tam korelasyon olmasini gosterir.

Eger R=0 olursa x ve y arasinda baglant1 yoktur.

0,4 <R <0,7 araliginda oldugunda baglant1 zayiftir. Ama 0,7 <R <1 oldugunda x
ve y arasinda baglanti gii¢lii hesap edilir.

Korelasyon alaninda noktalarin regresyon hattina yakin olmasi (bu hattin etrafinda

toplanmasi) kriteri,

n 2

> -xfve Dy -v)
i=1 i=1
toplamlarinin minimum deger almasi1 demektir. Bagka bir deyisle bunun icin
dispersiyonlar regresyon hatlari komgulugunda noktalarin toplanmasi i¢in minimum

degerler almalidir.

Baglantinin giiglii veya zayif olmasi regresyon katsayilar1 ile de karakterize
edilebilir.

Regresyon katsayilar1 asagidaki esitliklerle tanimlanir:

o

—~ ve p, =R
o, o

X

Pyx =R
y

Regresyon katsayilar1 biiylik oldukga baglant: gii¢lii olur.

Baglantinin yogunlugu x ve y kemiyetleri arasinda olan yakmlik (baglilik)
derecesiyle belirlenir.

Kemiyetin her hangi birinin, mesela x-in herhangi bir degerine, diger kemiyetin y-nin
orta degeri ne kadar yakin olursa o zaman baglant1 bir o kadar yogun olur. Eger bu
degerler birbirinden ¢ok farklaniyorsa o zaman baglanti da zayif hesap olunur.

Baglantinin yogunlugu regresyon hatlar1 arasinda kalan ¢ acis1 ile de belirlenebilir.
@ acis1 bilyiik olduk¢a baglant1 zayif olur. @ — 0 oldugunda x ile y arasinda baglanti

yogun olur ve baglanti giiglii olur. ¢ =0 oldugunda yogunluk biiyiiktiir.
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Dikkate alalim ki, (Xi, Vi) noktalar1 ve (>_(i, yi) noktalar1 dogru bir hat boyunca

yerlesirse o zaman regresyon hatlar1 dogru hatlar olur.

Bu halde x ve y arasindaki baglilik dogrusal baglilik olur ve asagidaki sekilde yazilir:
y, =ax +b, X, =cy+d,

Buradaki a, b, ¢, d parametrelerini y, X, ox, oy ve R karakteristiklerine gore de

belirlenebilir.
Mesela:
()
a=R—,
cYX
b=y, —ax

gibi bulunabilir. Bu yazdigimiz esitlikler x ve y ¢iftinin birlikte dagilimi normal
dagilim olursa dogru olur.

12.3. En Kiiciik Kareler Yontemiyle Deney Sonuglar1 Degerleri Esasinda
Fonksiyonun Parametrelerinin Hesaplanmasi

Farz edelim ki, deney sonuglar1 esasinda y degiskeninin x degiskenine bagliliginin
fonksiyonunu yazmak talep olunur:

y=y(x) : 1)
Farz edelim ki, deney esasinda x-in uygun degerlerine esasen y-nin asagidaki

degerleri bulunmustur:

X X1 | X2 | X3 |... Xn

Y (Y1 |Y2 |Y3 |... |VYn

y = y(x) fonksiyonunun sekli belirlenmistir:
y=y(x,ab,c,..)
Burada a, b, c, ... parametrelerinin degerlerinin belirlenmesi istenir. Bu parametreleri

belirlemek i¢in en kii¢lik kareler metodunda asagidaki,

n 2
S(a b,c....)=>(y, - y(x;.ab,c,...)) )
i=1
fonksiyonu yapilir. a, b, c,... parametreleri 6yle secilir ki, bu toplam i¢in
n 2
S(ab,c..)=>"[y; - y(x;.ab.c,..)] —min. 3)

i=1
olsun.

Bunun i¢in asagidaki gerekli kosular yazilir:
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0S 0S 0S

= —_— = y —_— = O,...
oa ob oc

(4) sartlarini agik yazarsak buluruz:

Iy, -yl 20,0, 2K 0.C) o

i-1 oa

iZ:l:[yi —y(x,,a, b,c,...)]ay(x"g’bb’c"") =0,

Buradaki denklemlerin sayis1 bilinmeyen parametrelerin sayisina esit olur.
Ornek 12.1: Baglantinin genel sekli
y=ax+b

formasinda oldugunda,

n 2

S(a,b)=>"[y, —(ax; +b)] (6)

i=1

gibi olur. Bu halde (5) sistemi,

Zn:yixi —azn:xiz —bZn:xi =0,
i=1 i=1 i=1
(7

n n

Dyi—a) . x;—b, =0.

i=1 i=1

seklini alir.
Ornek 12.2: Aranan fonksiyonun sekli,

y=ax’+bx+c
seklinde oldugunda,

2
S(a, b, c) = i {yi — (ax,2 + bx; + cﬂ (8)
i=1

gibi yazilir.

(5) sistemi ise asagidaki sekilde yazilir:
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Zn:yixf —azn:xf‘ —bzn:x? —czn:xi2 =0,
i=1 i=1 i=1

i=1

n

Zyixi—azn:xf—bzn:xf—czn:xi:O, 9)
i1 i1 i1

i=1

Zn:yi —azn:xf —bzn:xi —cn=0.
i=1 i=1

i=1

Bu sistemden a, b, ¢ parametreleri bulunur.
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13.ISTATISTIK FARZIYELERIN (HIPOTEZLERIN)
YOKLANILMASI

x tesadiifi kemiyetinin (veya x tesadiifi kemiyetine uygun olan bas yigimin) dagilim
fonksiyonu bazen bize belli olmuyor. Bazen ise dagilim fonksiyonunun genel sekli
belli olur (mesela, normal dagilim, Poisson dagilimi, Bernolli dagilimi vs. gibi) ama
bu dagilimlarin incelenen tesadiifi kemiyet i¢in parametrelerinin bulunmasi gerekir.
Bu zaman ele alman tesadiifi kemiyet halinde dagilimm 6 parametresinin belli bir 6"
degerine esit olmas1 veya 0"-dan biiyiik veya kiiciik degerler almas1 vs. gibi belli
hipotezler, iddialar sdylenilir. Tiim boyle faraziyelere, iddialara istatistik faraziyeler
veya hipotezler denir[11].

Mesela, ele alinmis tesadiifi kemiyetin normal dagilimli tesadiifi bir kemiyet olmasi
fikri, dagilimin © parametresinin 0° degerine esit, yani 6 = 0" deger almasi fikri vs.
istatistik faraziyelerdir.

Istatistik faraziyelerin dogru olup olmamasi empirik (deneyler) sonuglar1 veya secme
yigim esasinda yoklanilir, belirlenir. Buna ise istatistik yoklama veya istatistik
belirleme denir.

Faraziyeleri yoklamak igin bir tesadiifi K kriterinden (6l¢iisiinden) istifade edilir. K
kriterisi olarak istatistikte farkli farkli kriterler alinir. Mesela, K kriteri olarak
istatistik dagilim fonksiyonu F(x) ile teorik dagilim fonksiyonu F(x)-i¢in farkinin
modiliiniin maksimal degeri,

D= max‘ F'(X) —F(X ‘

alinabilir veya

D= | F(x) - F(xrg(x)dx ,p>1,9(X)=0vs.

— o0

Istatistik faraziyelerin yoklanmasinda baska krizerler de goriilebilir. Mesela,
Pirsonun “ x2 Kriterisi” vs.

lleri siiriilen (iddia edilen) her bir faraziyeye esas veya sifirinci faraziye denir. Esas
faraziye Ho ile isaret edilir. Esas faraziyeye zit olan her bir faraziyeye alternatif (esas
faraziyeyi redd eden faraziye) denir ve Hy ile isaret edilir.

Faraziyeler genelde basit ve karmagik (miirekkep) olur.

Iddia edilen faraziyede ancak bir fikir, bir niyet olursa bu faraziye basit faraziye

adlanir. Basit faraziye adeta bir hiikiimden ibaret olur. Mesela, tesadiifi kemiyetin



dagilimi normal dagilim oldugunda ve bu dagilimda tesadiifi kemiyetin
dispersiyonunu gésteren o? parametresi belli oldugunda normal dagilimda matematik
gbzlemini gosteren a parametresinin 3 sayisina esittir fikri (iddiasi) basit faraziyedir.
Karmagsik (miirekkep) faraziye sonlu veya sonsuz sayida basit faraziyelerden
olusmus olur.

Mesela, tstel dagilimin A parametresinin A > 4 olmasi faraziyesi karmasik
faraziyedir. Bu faraziye sonsuz sayida A = ax (ak > 4) basit faraziyelerden olusmustur.
Bdylece, her bir esas faraziyenin dogrulugunu belirlemek i¢in dagilim kanunu belirli
olan bir K kriterisi gotiiriiliir. x tesadiifi kemiyetinin her bir segme veya deney
sonuglarina: x1, X2, ..., Xn bir K kriterisinin bir degeri uygun gelir.

Esas faraziyeyi yoklamak icin gotiiriilen K tesadiifi kriterisi farkli farkli yontemlerle
tanmimlanir. Mesela, ele alinan x tesadiifi kemiyetinin dagilim fonksiyonunun F(x)
fonksiyonu olmasindan olusmus faraziyeyi yokladigimizda x tesadiifi kemiyetinin

deney sonuglari X1, X2, ..., Xn esasinda F, (X) istatistik dagilim fonksiyonu arasindaki

meyle esasen farkli farkli meyiller belirlenir:

D(F, F*) = Slxjp F:(x)— F(XX,
D[F, F*) - _Zg(x1F:(x)— F(xfdx, p>1

g(x) >0

VS.
Boyle tanimlanmis tesadiifi D=K(x) kemiyetleri ile farkli uzlasma kriterleri alinir.
Secilmis uzlagsma kriterine esasen baktigimiz K kriterinin degerleri kiimesi
kesismeyen iki alt kiimeye ayrilir:

1. S bohran bolgesine
ve

2. Faraziyenin kabul olunma G bdlgesine ayrilir.
Deney sonucunda alinan

X1, X2, .oy Xn
degerlerine esasen K(x) kemiyeti hesaplanir. Bu deger S bohran bolgesine ait olursa,
yani

K(x) € S
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olursa o zaman Ho esas faraziyesi reddedilir (kabul edilmez) K(x)-in bulunmus
degeri G kabul edilme bolgesine dahil olursa, yani

K(x) e G
olursa 0 zaman Ho esas faraziyesi kabul edilir.
Istatistik faraziyeler yoklanirken iki gesit sehve (yanlishga) tesadiif edilir. Yani iki
nevi hata ile karsilasiriz.
Birinci nevi sehv (yanlis), Ho esas farziyesi dogru oldugu halinde onun
reddolunmasidir. Boyle sehvler (hatalar), dogru olan Ho faraziyesinin reddedilme

a = P, (Kx) e 8)
olasilig ile karakterize edilir.
Ikinci gesit hata ise Ho esas faraziyesi dogru olmadig1 halde onun kabul olunmasidir.
Bu halde alternatif Hi faraziyesi dogru olur. Ama sehven dogru olmayan Ho
faraziyesi kabul olunur. Boyle sehvler,

B =P, (K(x)eG)
olasiligi ile karakterize edilir.
1-B sayisina ele alinan kriterinin giicli (kuvveti) denir.
Birinci ¢esit sehvin karakterize eder. o olasilig1 belli oldugunda 3 sayisini en kiigiik
se¢cmeye calisilir. Bununla kriteriler icerisinde giicii biiyiik olan secilmeye ¢aligilir.
Esas faraziyeyi yoklamak i¢in kriter segme yontemini bir 6rnekle gosterelim.
Farz edelim ki, tesadiifi x kemiyetinin dagilim fonksiyonunun F(x) fonksiyonu
olmasi faraziyesini deney sonucunda x kemiyetinin almis oldugu

X1, X2, .oy Xn
degerlerinin vasitasiyla yoklamak gerektir. Bu amagla Ox eksenini a1 < a2 < ... < am
noktalar1 ile m+1 sayida kesismeyen,

(-o0, 1), [a1, a2), [a2, @3), ..., [am-1, @m), [am,0) (1)
yarim araliklarina ayiralim.

(1) araliklarinda yerlesen X1, X2, ..., Xn sayilarinin artma sirasyila siralandigini farz
. * . e . * Vx
edelim ve P, ile (ak_i, ak) araliginda olmas tezligi gosterilsin: P, = e Burada V

k, (&, ak+1) araliginda x tesadiifi kemiyetinin degerlerinin sayisi, n ise deneyler
sayidadir.
X kemiyetinin degerlerinin (1) araliklarinda yerlesmesinin pk olasiliklarin1 F(x)

teorik fonksiyonunun yardimai ile hesaplayabiliriz:
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Simdi farz edelim ki, esas faraziye Ho faraziyesi x tesadiifi kemiyetinin F(x) dagilim
fonksiyonuna sahip olmasidir. Ho iddiasini kabul etmek veya reddetmek i¢in bir K
kemiyeti dahil edelim. Bu K kemiyeti dyle se¢ilmelidir ki, istatistik dagilim
fonksiyonu F’(x) ile F(x) teorik dagilim fonksiyonunun farklanma derecesini

gostersin. K kemiyeti farkli farkli yontemlerle secilebilir. Mesela, K kriterisi olarak,

m+1 2

Kl=;[pK—p*K] ,

m-+1

K, =ZCK[pK _p,};]z .
K=1
(Bu arada ck > 0 olmakla “agirlik”lardir.)
Ky = max‘F(x) - F*(x1

vs. gotiirebiliriz.
Simdi farz edelim ki, K kriterisi her hangi bir yontemle secilmistir. Bu kriterinin
kendisi tesadiifi bir kemiyettir. Bu tesadiifi kemiyetin dagilim kanunu x tesadiifi
kemiyetinin dagilim kanununa ve x1, X2,..., Xn sonuc¢larin1 almak i¢in yapilan deneyler
sayisina da baghdir. Eger Ho esas iddiast dogru ise, o zaman K kemiyetinin dagilim
kanunu x tesadiifi kemiyetinin dagilim kanunuyla (F(x) fonksiyonuyla) ve n sayisiyla
belirlenebilir.
Simdi farz edelim ki, K kemiyetinin dagilim kanunu bize bellidir. Farz edelim ki,
deneyler sonucund bizim gétiirdiiglimiiz 6l¢ii K kriteri bir Ko degeri almistir. Bu Ko
degeri esasinda Ho iddiasin1 kabul edip ya da reddedebilir miyiz?
Bunu agiklamak i¢in dnce farz edelim ki, Ho iddias1 dogrudur. Bu zaman,

K> Ko
olaymin olasiligin1 hesaplariz. Eger bu olasilik ¢ok kii¢iik olursa, o zaman Hg
iddiasin1 reddetmek gerekir. Bu halde Ho reellige uygun degildir. Eger P(K > Ko)
olasilig1 yeterli kadar biiyiik ise, o zaman deneylerden alinan degerlerin Ho iddiasina

z1t olmadigini aliriz.
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K kriterinin secilmesi problemi incelenmistir. K kriterinin bazi segilislerinde K
kemiyetinin dagilim kanununu basit Ozellikleri oldugu ve n sayisinin biiylik
degerlerinde F(x) fonksiyonuna bagli olmadigr gosterilmistir. Matematiksel
istatistikte 6l¢ii kriteri olarak boyle uzlasma kriterlerinden istifade edilir.

Boyle uzlasim kriterlerinden biri de Pirsonun “y?-Kriterisi”dir.

K. Pirson gdstermistir ki,

m+1

* 2
K:ZCi(pi_pi) 1)
i=1
kriterinde agirlik katsayilarinm
n
Ci = — ()
Pi

seklinde secersek, o zaman n deneyler sayisinin biiyiik degerlerinde K tesadiifi
kemiyeti basit 6zelliklere sahiptir ve bu K kriteri pratik olarak dagilim fonksiyonu

F(x)-e ve deneyler sayisi n sayisina bagh olmaz. Yalniz araliklarin bélge sayisina
bagli olur. n sayisinin biiyilk degerlerinde K-nin dagilim kanunu “n’ dagilimina”
yaklasir.

Ci katsayilarimi (2) seklinde sectigimizde sapma Olciisii kriterisi X2 seklinde isaret

edilir.
m+l (™ _ .2
i1 P
Bu formiilde,
* V.
pi =— )
n

oldugunu dikkate alirsak bu formiilii,

= z% (5)

seklinde de yazabiliriz
a dagilimi bir r parametresine baglidir. r parametresine dagilimin serbestlik derecesi

denir. Serbestlik sayis1 r araliklarin sayisi ile bagimsiz kosullar sayist farkina esittir.

Bagimsiz kosullar p? nispi frekanslari tizerine konur. Bu kosullara baglant1 kosullar

da denir. Boyle kosullara 6rnek olarak,
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(Bu kosul her zaman yazilir) kosulu ola bilir.
Eger biz teorik dagilimi Oyle segmeye calisirsa ki, teoretik ve istatistik ortalamalar

birbirine esit olsun, o zaman,

i=1
kosulu yazilir. Burada ii (ai_l, ai) araliginin orta noktasidir.

Bundan ilave teoretik ve istatistik dispersiyalarin(varyanslarin) da g¢akismasini

saglamisi taleb olunabilir, yani

m+1

Z(Xi _mx)zpi = Dx

i=1

kosulunun saglanmas: istenebilir.

deaglhml igin 6zel tablo tertip edilmistir. Bu tablodan istifade ederek x> her bir

degerine gore ve serbestlik derecesi r sayisinin degerine gore 1’ kanunu ile dagilmis
kemiyetin verilmis degerden biiylik olmasi olasiligt p olasiligint bulmak olur.

Tabloda olan sayilar . dagiliminin degerleridir.

e dagilimi teoretik ve istatistik dagilimlarin uzlasma derecesini degerlendirmeye
imkan verir. Farz edelim ki, X tesadiifi kemiyeti F(x) dagilim kanunu ile dagilmstir.
O zaman tablodan bulunmus p olasilig: teorik ve istatistik dagilimlarmin (5) farkinin
Olcli kriterisi deneylerden divek miisahide olunmusg e degerinden kiiclik olmadigi
olasiligimi gosterecektir. Eger bu olasilik p ¢ok kiiciik olursa, o zaman deneyler
sonucunun Ho hipotezine zit olmasi alinir. O zaman Hp faraziyesini dogruya uygun
gelmeyen faraziye gibi atmak gerekir. Aksine alinan p olasilig1 biiyiik olursa o zaman
Ho faraziyesini deney verilenlerine zit gelmeyen bir faraziye gibi saglamak
gereklidir.

Boylece, %° kriterinden teoretik ve itsatistik dagilim fonksiyonlarimin uzlagmasini

degerlendirilmesini asagidaki etaplara ayirabiliriz:

1. (4) veya (5) formiilii esasinda a degerini bulmal.

2. Serbestlik derecesini bulmali

r=m+1-S
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burada m+1 araliklarin sayis1 S ise bagimsiz kosullarin sayisidir.
3. Bulunmus r ve xz degerlerine esasen xzdag111m1 tablosundan verilmis X2

degerinden dagilimi1 x° olun r serbestlik derecesine sahip kemiyetin degerinin biiylik

olmasinin olasiligi bulunur.
4. Eger bu olasilik ¢ok kiiciik olursa, o zaman Ho faraziyesi dogruluga uygun

olmayan fikir gibi atilir. Eger bu olasilik biiyiik ise o zaman Ho hipotezi saglanir.

199



SONUC

Giindelik yasamimizda, pratik problemlerin ¢éziimiinde, ilmi arastirmalarda kesin
determinizmin saglanmadigi hallerle daima karsilasiriz. Dogada karsilastigimiz
olaylarda rastlantiligin olgusunu yanliz tespit etmek dogadan istifade etmek i¢in veya
bir sira olaylar1 kontrol etmek icin yeterli olmuyor. Olaylarin miktarca
degerlendirilmesi yontemlerini ve bodyle olaylarin gidisini onceden belirleme
metodlarin1 6grenmek giinceldir. Bu hem pratik hem de teorik problemlerin ¢oziimii
icin gereklidir. Boyle problemlerin ¢éziimii ve incelenmesi metodlart matematigin iki
dalinda olasilik teorisi ve matematiksel istatistik dallarinda yapilir.

Bu tezde olasilik teorisi ve matematiksel istatistigin esas elemanlar1 ve prensipleri ele
aliip 6grenildi ve bircok 6rnekde incelenmesi yapildi. Bu tezde olasilik teorisinin ve
matematiksel istatistigin dnemli teoremleri ispatlar ile birlikte verildi ve bu esas

ozellikler orneklerde incelendi.
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