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OZET

Bu tezde X Banach uzaymi X Banach uzaynin kendisine doniistiiren lineer ve lineer
olmayan A:X — X operatorleri igin sikistiran operatorler prensibi ele alindi,
incelendi ve Ogrenildi. Banach uzayinda sikistiran operatorlii denklemlerin ardisik

yaklasimlar metodu ile ¢dziim yontemi ele alind1 ve incelendi.

Ayri ayr1 orneklerde ardisik yaklagimlar metodunun uygulanmas: ile cebirsel lineer
denklemlerin, integral denklemlerin, adi tiirevli diferansiyel denklemlerin yaklasik

¢ozlimiiniin bulunmalar1 gdsterildi.

Anahtar kelimeler: Sikistiran operatorler prensibi, Ardisik yaklasimlar metodu,

Operatdr denklemler, Integral denklemler, Diferansiyel denklemler.
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THEIR APPLICATIONS
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ABSTRACT

In this thesis, principle of compression operators was studied, examined and learned for
linear and nonlinear A: X — X operators which transforms X Banach space to X Banach
space itself. Solution method for equations those have compression operators in Banach
space with successive approximation method, was studied and examined. In different
examples, finding approximate solutions of algebraic linear equations, integral equations and

ordinary differential equations with successive approximation method was shown

Keywords: principle of compression operators, successive approximation method, operator

equations, integral eqvations, differential equations.
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1. GIRiS
Bu tezde X Banach uzayin1 X Banach uzayina doniistiiren A: X — X operatorlii

@ = A(p) (D

sekilli operatdr denklemlerin ardisik yaklagimlar metodu ile ¢6ziim yontemi ele
alind1 ve incelendi. Sikistiran operatorler prensibi verildi. (1) denklemindeki A
operatorii sikistiran operator oldugunda, bu operator denklemin ¢oziimiiniin var ve
tek oldugu gosterildi. Sikistiran operatorler prensibinin geometrik agiklamasi

gosterildi.

(1)  denklemindeki A operatorii lineer operator oldugunda bu hal iginde sikistiran

operatorler prensibi ele alindi ve incelendi.

A operatorii X Banach uzaymi X Banach uzaymna doniistiiren lineer operator

oldugunda ve bu operator igin [|A|| < 1 sart1 saglandiginda

¢ —Alp) =1 )
denkleminin her bir }eX i¢in peX ¢ozliimiiniin oldugu gosterildi.

Sikistiran  operatorler prensibinin  ve ardisik yaklasmalar metodunun bazi

uygulamalar gosterildi. Mesela,

a) Ardisik yaklagmalar metodu ile lineer cebirsel denklemler sisteminin ¢ozim
yontemi gosterildi.

b) Integral denklemlerin ardisik yaklasmalar metodu ile ¢6ziim ydntemi
gosterildi.

c) Lineer olmayan integral denklemlere sikistiran operatorler prensibinin
uygulanmasiyla ardisik yaklagmalar metodu ile ¢oziim yontemi gosterildi.

d) Sikistiran operatorler prensibinin ve ardisik yaklasmalar metodunun adi
tirevli diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢Oziimiiniin bulunmasina

uygulanmasi gosterildi.



2. TEMEL BIiLGILER

2.1. Lineer Uzaylarin Tanimi

Tanmm 2.1. x,y,z ... Elemanlarinin E kiimesinde her bir x,y € E c¢iftine kars1 bu
x vey elemanlarmin toplami olarak adlandirilan x +y e E eleman1 karsi
getirdiginde ve her bir x € E eleman1 ve her bir a (reel veya kompleks ) sayisinin
carpimi adlanan ax € E elemanina karsi getirildiginde ve bu islemler asagidaki

ozellikleri (aksiyomlar1) sagladiginda E kiimesine lineer uzay denir.

l. x+y=y+x

2. (x+y)+z=x+(y+2)

3. Oyle 0 € E elemani bulunur ki, her bir x € E igin x + 0 = x (sifir
elemaninin varlig1)

1.x =x, 0.x = 0 (soldaki sifir sayis1 sagdaki sifir E-nin sifir elemanidir)
a(fx) = (af)x

(a+B)x = ax + Bx

a(x+y)=ax+ Ly

S -

2.2. Lineer Uzaylara Ornekler

Ornek 2.2.1. M sayida reel sayilardan siitun vektorler yapilmis oldugunu, yani

vektorlerin kiimesini ele alalim. Buradaki &4, &5, ... , &, Sayilarina x vektoriiniin

koordinatlar1 denir. Bu vektorler kiimesinde x + y toplami ve A. x carpimi
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esitlikleri ile tanimlanir. Siitun vektorlerin bu kiimesi bu islemlerle lineer uzay

olusturur. Bu lineer uzay R™ gibi gosterilir.

Ornek 2.2.2; [a,b] Arahginda tamimlanmis tiim siirekli fonksiyonlarinm tiim
kiimesini Cp,p) gibi gosterelim. x (t),y(t) € Cj4p) fonksiyonlarinin toplami olan
x(t) + y(t) fonksiyonunda [a,b] araliginda siirekli olur.A reel sayisi olmakla
Ax(t) fonksiyonuda [a, b] araliginda siirekli fonksiyon olur. Boylece Cpg ) kiimesi

lineer uzay olur.

2.3. Normlu Uzaylarin Tanim

Tamim 2.3. Lineer E uzayinda her bir x € E elemanina karsi reel negatif olmayan
x|l = 0 sayis1 kars1 getirildiginde ve x elemanmin normu olarak adlandirilan
bu ||x|| sayis1 asagidaki norm aksiyomlarini sagladiginda lineer E uzayma normlu

uzay denir.

1. |lx]| = 0; ||x]| = 0 yalmz ve yalniz x = 0 oldugunda
2. |lax|| = |a|llx]|| , (burada a skaler sayidir.)

3. llx +yll < llxll + llyll, (iggen esitsizligi)
Yukaridaki norm aksiyomlarindan kolaylikla ters ticgen esitsizligi alinir.

Il = Nyl < llx =yl (2.1)

normlu uzayda iki x,y € E noktalar1 arasindaki uzaklik

pxy) = llx—yll (2.2)

formiilii ile tanimlanir.



Normlu uzaylarda asagidaki 6nemli kiimeler tanimlanir
Sr(xo) = {xeE : |lx — x|l <7}
merkezi x, noktasinda yari¢api r olan agik yuvar
Sr(x0) = {x€E : ||X — Xoll <7}
merkezi x, noktasinda yari¢ap1 r olan kapali yuvar;
or(xo) = {x€E: || X — X,ll = 7}

merkezi x, noktasinda yarigapt r olan kiireye [|x|| sayismma x € E elemaninin

uzunlugu denir.

E normlu uzaymdan alinmis M c E kiimesi i¢in 6yle R > 0 sayis1 bulunursa ki, her
bir x € M igin ||x|| < R esitsizligi saglandigin M kiimesi normlu E' uzaymda sinirlt

kiime denir.

2.4. Normlu Uzaylara Ornekler
Ornek 2.4.1. Sayisal dogru R = (—oo, +0). Burada norm ||x|| = |x| esitligi ile

tanimlanir.

Ornek 2.4.2. m —boyutlu Euclide uzay1 E™. R™ Lineer uzayinda

$1
$2
x=|
$m
elemanin normu,
x|l =

formiilii ile tanimlandiginda bu normlu uzay E™ gibi gosterilir ve m — boyutlu

Euclide uzay1 adlandirilir.



Ornek 2.4.3. C™ Uzayr R™ lineer uzayinda xeR™ elemaninin normu,
llx]l = max |&;]
1<i<m
formiilii ile tanimlandiginda bu normlu uzay C™ gibi gosterilir.

Ornek 2.4.4. Cy,p Uzay. Bu uzaymmn elemanlart [a,b] arahifinda siirekli

fonksiyonlardir ve bu uzayda x(t)eCp,p; elemanin normu,
llxll = max x(¢)]
formiilii ile tanimlanir.
Ornek 2.4.5. Ciq,p) Uzay1. Bu uzaym elemanlari
x1(t)
x(t)
r .4
x(t) = I |

\xm:(t)/

vektor fonksiyonlar: olmakla [a, b] araliginda siirekli olan vektor fonksiyonlardir. Bu

uzayda x(t)eCigp) elemanmim normu

x| = max ( max |x;(t
Il = max (max ()]

formiilii ile tanmimlanir.

Ornek 2.4.4°de x(t) fonksiyonlar [a, b] araliginda tanimlanmus siirekli reel degerli

ve kompleks degerli fonksiyonlar olabilirler.

2.5. Normlu Uzaylarda Dizilerin Limiti

E Normlu uzaymda x4, x5, X3, ... , Xp, ... €lemanlar dizisini ele alalim. x, €E olsun.

Tanim 2.5. x, € E Elemani i¢in n — oo sartinda ||x,, — x,|| = 0 sart1 saglandiginda
{x,} € E dizisi x, € E elemanina yakinsar denir veya x, elemam {x,} dizisinin
limitidir denir.

S, (xg) Agik yuvarina x, noktasinin r komsulugu denir.

5



Limitin agagidaki 6zellikleri vardir.

1. xy =lim,_ . x, Oldugunda x, noktasinin keyfi &, (x,) komsulugunda {x,}
dizisinin ilk sonlu sayida xq,x,,.. ,X, €lemanlart hari¢ tim n > N igin
X, € 6,(xy) olur.

{x,} Dizisinin x, limiti tekdir.

{x,} Dizisinin keyfi alinmis alt {xnk} diziside x, elemanina yakinsar.

An = Ay, X = X, oldugunda A,,x,, = Ayx, olur.

o > w

W} <cEA{X,} <E,x, > x0€E,y, »y,€E oldugunda x,, +y, — xo +
Vo olur.

6. Ters iiggen esitsizliginin kullanilmasiyla x,, = x, oldugunda ||x,| = ||xol|
oldugu ispatlanir.

7. Normlu Uzayda her bir yakinsak dizi sinirl dizi olur.

Ornek 2.5.1. C™ ve E™ uzaylarinda dizilerin yakmsaklig1 koordinatlar iizerinedir.

Yani

m)

1 &

(n) L &9 <
x=|°2 |dizisininxy, =| °? | elemanma yakinsaklig

g Em

lim,, o fi(n) = fl.(o),i =12, ..,m yakinsakligidir.

Ornek 2.5.2. Cp, ) Uzayinda {x,,(t)} dizisinin x(¢)eC, »; fonksiyonuna yakimsaklig:
diizgiin yakinsaktir. Gergektende , Cy, ) de yakinsaklik

lim max |x,(t) —x(t)| =0

n-oo tefa,b]

esitligi ile tammlanir. Bu aym1 zamanda siirekli {x,, (t)} fonksiyonlar dizisinin [a, b]

araliginda siirekli x(t) fonksiyonuna diizgiin yakinsakliginin bir tanimidir.



Ornek 2.5.3. Clap) Uzaymnda {x,(t)} vektdr fonksiyonlar dizisinin x(t) vektor
fonksiyonuna yakinsaklig: [a, b] araliginda {x,(t)} dizisinin her bir koordinatinin
uygun olarak x(t) vektor fonksiyonunun uygun koordinatlarina diizgiin

yakinsakligidir.

xi(n)(t) S x(t),i=12,..,m

2.6. Banach Uzaylarimin Tanim

Banach uzaylarini tanimlamak igin 6nce Caucyh dizilerin tanimini verelim.

Tanmm 2.6. X uzayl normlu uzay olsun. {x,,} € X dizisi i¢in keyfi € > 0 sayisim
aldigimizda 6yle N numarasi bulunursa ki, her bir n > N ve her bir p = 1,2,3, ...

dogal sayilar1 i¢in
[2tnsp = xal| < €

esitsizligi saglanirsa {x,} dizisine normlu X uzayinda fundamental dizi veya Cauchy
dizisi denir.
Kolaylikla gostermek istersek her bir yakinsak dizi Cauchy dizidir. Ama bunun aksi

her zaman dogru olmayabilir.

Tamm 2.6.1. Normlu X uzayinda her bir Cauchy dizisi yakinsak oldugunda bu X
normlu uzayma tam normlu uzay denir. Her bir tam normlu uzaya Banach uzayi

denir.

R, C™, E™, Ciqp] V€ Cpq,p) normlu uzaylar: tam normlu uzaylardir. Yani bu uzaylarin

her biri Banach uzayidir.

2.7. Normlu ve Banach Uzaylarinda Seriler

X uzaymin normlu uzay oldugunu varsayalim. x,, € X olmak {izere sonsuz

o

x1+x2+...+xn+...:Zxk
k=1

toplamina normlu X uzayinda seri denir.



Bu serinin kismi toplamlar dizisi asagidaki

Sy = X, ,n=12,..

k=1
esitlikleri ile tanimlanan dizidir. Bu kismi toplamlar dizisi X uzayinda yakinsak

oldugunda Y7, x; serisi yakinsakdir denir.

Ele aldigimiz Y7, x;, serisine uygun sayisal

(o8]
el + Hall o Dl o= > el
k=1

serisi yakinsak oldugunda ).;°_; x; Serisine mutlak (absolyut ) yakinsak seri denir.

Asagidaki teorem dogrudur.

Teorem: X uzayi Banach uzay olsun. O zaman bu uzayda her bir mutlak yakinsak

D=1 X serisi yakinsak olur.

Ispat: Ele aldigimiz serinin kismi toplamlar dizisinin Cauchy dizisi oldugu asagidaki

esitsizliklerden goriiliir.

n+p n+p
ISnep +Sall = || D 2ell= D il
k=n+1 k=n+1

Boylece Yi,llxkll serisi yakinsak oldugundan Cauchy kriterisi saglandigindan bu
esitsizlikden {S,} dizisi fundamentaldir. X Banach uzay1 oldugundan {S,} dizisi

yakinsaktir. Teorem ispatlandi.

2.8. Operatorlerin Genel Tanimi

XveY keyfi dogal kiimeler oldugunu varsayalim. D kiimesi X kiimesinin alt
kiimesi olsun, yani D € X olsun. Keyfi alinmis xeD elemanina kars1 belli bir kuralla
bir tane belirli y € Y eleman:1 kars1 getirildiginde burada bir y = F(x) operatorii
verilmistir denir. D kiimesine F operatoriiniin tanim bolgesi denir ve D(F) gibi

gosterilir. Burada



R(F)={yeY:y=F(), x € D}
kiimesine F operatoriiniin degerler bolgesi denir.

F operatoriiniin yaptig1 donilisiimii sematik olarak

X2D(F) » R(F) €Y

gibi gosterebiliriz. Bu gosterilisi kisaca olarak F:X — Y gibi gosterirler. Bu

gosteriliste D(F) = X ve R(F) =Y oldugu distiniilmiiyor.

Burada y = F(X) , x € D(F), y € R(F) oldugunda y €Y elemanina x € D(F)

elemaninin izdiisimii(obrazi) x € D(F) elemanina ise y € R(F)-in proobrazi denir.



3. ARDISIK YAKLASIMLAR METODU

Burada X uzaymin Banach uzayi oldugunu ve A operatoriiniin X Banach uzayini
X Banach uzaymna doniistiirdiigiinii (yani X Banach uzaymin elemanlarin1 X Banach

uzayinin elemanlarina doniistiiren operator oldugunnu) varsayalim.
Burada peX olmakla
@ =A(p) (3.1)

denklemini ele alalim. (3.1) denklemi i¢in ardisik yaklasmalar metodu asagidaki

sekilde olusturan metottur. X Banach uzayindan keyfi bir ¢yeX elemanin1 alip

asagidaki

01 = A(@o), 92 = A(@1), ..., Pn+1 = A(@p), . .

dizisi insaa edilir. @y, @1, ..., @p, ... €lemanlar dizisine ardisik yaklasmalar denir.
Burada varsayalim Ki, {¢,} ardisik yaklagsmalar dizisi bir ¢p€X elemanina yakinsaktir.
(3.1) denklemindeki A operatoriiniin dyle bir operatdr oldugunu varsayalim ki , A

operatorii altinda limite gegmek miimk{indiir.
Yani lim,,_, o, A(¢,) = A(lim,,_,, @, ) isleminin miimkiin oldugunu varsayalim.
Bu durumda,
Pns1 = Alpn)
esitliginin her yanindan n — oo sartinda limite gectigimizde
¢ = A(p)
esitligi bulunur.

Bu sartlar saglandiginda (3.1) denkleminin ¢6zliimii vardir ve (3.1) denkleminin
¢oziimii ardisik yaklasimlar metodu ile bulunmus olur. Ondeki kisimda bu ardisik

yaklagmalar ~ metodunun  yakinsakligi  icin  yeter sart  gOsterilecektir.



4. SIKISTIRAN OPERATORLER PRENSIBI

Tammm 4.1. M kimesinin X Banach uzayinda bir kiime oldugunu
varsayalim.M kiimesinde tanimlanmis A operatorii i¢in asagidaki iki tane sart

saglandiginda yani

1) A:M - M(yani her bir peM igin A(p)eM sarti saglandiginda)
2) 0 <k <1 sartin1 saglayan Oyle k sayis1 bulunursa ki, her bir ¢4, ¢, € M

i¢in
1ACp1) — A(@ )l < kll@1 — @l (4.1)
sart1 saglanirsa A operatdrii M kiimesini sikistirir denir.

Ornek 4.1.1. X uzayinm x o y diizlemi oldugunu varsayalim. Asagidaki

a(®)=(p), 0<k,<1,0<k,<1

esitligi ile tanimlanan A operatdrii M = X diizlemini sikistirir.

Sikistiran operatoriin - geometrik anlamindan, bu sikistiran operatér noktalar

arasindaki uzakhigi kisadir.

Burada biz ardisik yaklagmalar metodunun yakinsakligini garanti eden sikistiran

operatOrler prensibi adlandirilan teoremi yazip ispatlayalim.

Teorem 4.1: Sikistiran Operatorler Prensibi

M kiimesinin X Banach uzayinda kapali sinirli kiime oldugunu varsayalim. A
operatoriinlin M kiimesini sikistiran operatdr oldugunu varsayalim. Bu sartlar

saglandiginda

@ = Al(p)

denkleminin @eM ¢6ziimii var ve bu ¢oziim tekdir.



Ispat 4.1. Bu teoremin ispatina gegmeden once hatirlatalim ki, aeX noktast M
kiimesinin limit noktas1 denir. Oyle ki, a noktasinin keyfi S, (a) komsulugunda M

kiimesinden a noktasindan baska en azindan bir noktas1 olsun. Dikkate alalim ki,

a € X noktasinin M kiimesinin limit noktas1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart M
kiimesinden elemanlar1 a dan farkli olan x,, # a ve a noktasina yakinsak olan

bir{x,,} € M dizisinin olmasidir.

Tiim limit noktalarin1 igeren M kiimesine X uzayinda kapali kiime denir. Simdi
teoremi ispatlayalim. Bu amagla (3.1) denklemine ardisik yaklagsmalar metodunu
uygulayalim. Keyfi ¢,eM noktasini alalim ve asagida ki ardisik yaklasimlarini insa
edelim:

91 = A(Qo), 92 = A(@1),- -, Pns1 = A(@p), .
burada A: M — M oldugundan tim ¢,,eM olur.

Simdi {¢,} dizisinin yakinsak dizi oldugunu ispatlayalim. Bu {¢,} dizisinin

yakinsaklig1 asagidaki

0o+ (01— @) + (02 — @) + -+ (Pn1 — @) + (4.2)

serisinin yakinsakligina esdegerdir (eguvalentir). Cilinkii bu serinin kismi toplami

Sn , ¢, elemanina esittir. Yani S, = ¢,

M kiimesi teoremin sartina gore sinirlt oldugundan dyle ¢ > 0 sayisi bulunur ki, her
bir peM igin ||@]|| < C esitsizligi saglanir. Matematiksel tiimevarim (indiiksiyon)

yonteminin uygulanmasiyla

l@ns1 — @nll < 2.c.k™,n=0,1,2,.. (4.3)
esitsizliginin saglandigini ispatlayalim. (4.3) esitsizliginin sag yanindaki 0 < k < 1
sayist (4.1) esitsizliginin sag yanindaki sayidir.

(4.3) esitsizliginin n = 0 hali i¢in saglandig1 aciktir. Simdi (4.3) esitsizliginin n
sayisi i¢in saglandigini kabul edelim ve n+ 1 saywst icin (4.3) esitsizligini

ispatlayalim. Boylece

loni1 — @ull = 1A(@n) — A(@n-DIl < klloy — @pall < 2.c. k™1
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Esitsizligi (4.3) esitsizligini ispatlamis olur. (4.3) esitsizliginden goriiliir ki,

[0e]

Yakinsak serisi (4.2) serisinin majorant serisi oldugundan (4.2) serisi mutlak
(absolgut) yakinsak seridir. X Banach uzayi oldugundan (4.2) serisi X uzayinda bir ¢
elemanina yakinsar. Boylece lim,,_,, S, = lim,,o, ¢, = ¢ limiti vardir. M kiimesi

kapali kiime oldugundan @eM olur.
Simdi
limy, 0 A(@n) = A(@) (4.4)
esitliginin saglandigini ispatlayalim. (4.4) esitligini ispatlayalim
Pne1 = Algn)

esitliginin her yanindan n — oo sartinda limit aldigimizda ¢ elemanmin (3.1)

denkleminin ¢6zlimii oldugunu gérmiis oluruz.

Boylece n — oo sartinda

1ACp,) — A(@)|l < kllp, — @l = 0
oldugu goriilir. Bu (4.4) esitliginin ispatidir.

Simdi (3.1) denkleminin ¢dziimiiniin tek oldugunu ispatlayalim. Aksini farz edelim

varsayalim ki, ¢, peM elemanlari (3.1) denkleminin iki farkli ¢ézlimleridir. O zaman
= =A(p) —A®W)

olur. Bu esitligin her yanindan norm olarak

llo — Y|l < k|l — | olur.0 < k <1 oldugundan ||@ — || =0,yani @ =
oldugunu aliriz. Boylece sikistiran operatorler prensibi hakkindaki teorem tam olarak

ispatlandi.
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5. SIKISTIRAN OPERATORLER PRENSIBININ GEOMETRIK
ACIKLAMASI (INTERPRETASYONU)

X uzaymin diizlem oldugunu ve M c X kiimesinin ise diizlemde kapali sinirli kiime

oldugunu varsayalim
y A

M

o

v

Sekil 1 Sikistiran operatdr prensibinin geometrik gdsterimi (Interpretasyonu)

A operatoriiniin M kiimesini sikistirdigini varsayalim. d > 0 sayisinin M kiimesinin

cap1 (diametri, kdsegeni) oldugunu varsayalim.

Bu durumda A(M) kiimesinin diametri kd sayisindan kiigiik veya esit olacaktir ve
A(M) € M olacaktir. Benzer sekilde A™(M) kiimesinin diametri k™d sayisindan
kiigiik veya esit olacaktir. Boylece biri digerine dahil olan kapali siirli kiimeler

dizisini almis oluruz.
M > AM) 2 A2(M) ... 2 A*"(M) ..

Bu kiimelerin caplar sifira yakinsak olur. Biri digerine dahil olan ¢aplart sifira
yakinsayan kapali sinirli kiimeler dizisinin bu kiimelerin her birine dahil olan tek bir
tane ortak noktasi oldugunu biz matematik analizden biliyoruz. Bu ¢ noktas: (3.1)

denkleminin ¢6ziimii olur.



6. LINEER OPERATORLU SIKISTIRAN OPERATORLER
PRENSIBI

Burada A operatoriiniin tim X Banach uzayinda tanimlanmis oldugunu varsayalim.
Bu A operatorii icin keyfi alinmis ¢4, @, € X elemanlar1 keyfi alinmis a; ve a,

skaler sayilar1 igin
Ala 91 + a2902) = a1 A1) + a2 A(@2)
esitligi saglandiginda bu A operatoriine lineer operator denir.A operatoriiniin normu
Al = supye<1llA(@)II (6.1)
formiilii ile tanimlanir.
|A]] < +oo sart1 saglandiginda lineer A operatoriine sinirli operator denir.

Biz burada yalniz lineer sinirlt operatorleri ele alacagiz. (6.1) tanimindan keyfi peX

i¢in
A1 < 1Al llell (6.2)
esitsizliginin saglandig alinir.
A ve A operatdrlerinin toplami
(A +A)(p) = Alp) + A(p)

esitligi ile tanimlanir.A operatoriiniin « sayisina ¢arpimi aA asagidaki sekilde

tanimlanir.
(ad)(a) = aA(yp)
burada A ve A operatérlerinin AA ¢arpimi
(44)(p) = A(A(p))

formiili ile tanimlanir.



A ved operatérleri lineer operatorler olduklarinda A + A ve aA operatorleride lineer

operator olurlar.
Asagidaki lemmayi ispatlayalim.

LEMMA: AveA operatérlerinin X Banach uzaymi X Banach uzayina doniistiiren

operator olduklarini varsayalim.

O zaman
laAll = lalllAll ||A + A < Al + ||4]],

[a4]] < nall.[|A] (6.3)
dzellikleri saglanir. Burada a skaler sayidir.
Ispat: ||@|| < 1 icin

I(A+2) @) = [|Ap) + & (0)]| 1A@)I+]| Ao

< lIAllllell + [[A[|llell < 1Al + ||A

dir. Buradan da

4+ 4l = sup [I(4+ D@ < 141 + 4]
ol

olur. Yani ||4 + A|| < llA]l + ||4]| oldugu gbriiliir. Ayrica
laAll = supjp<1llaA(@)|l < la] supye <1 lA(@)I = |al. ||All
dir. Boylece ||aAl|=|a|||All esitligide ispatlandi.
Son olarak
ladyo|l = laAen || < AN < AN [|A]- llpll < AN [|A]]

Yani ||(AA)<p|| < ||A]l. ||/T|| esitsizligi ||¢|| < 1 yuvarinda saglanir. Bu esitsizlikten
llell < 1 sartinda

|44] < 1Al || 4]

esitsizligi alinir. Boylece (6.3) ispatlanmis oldu.
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Simdi A operatoriiniin tiim X Banach uzayim1 X Banach uzayina doniistiirdiigiini

varsayalim. Bu halde A operatériiniin kuvvetleri
A*(p) = A(A(9)),

A3 (p) = A(A%()),

A (@) = A(A" ()

Seklinde tanimlanir.
Sonug olarak; Asagidaki degerlendirme dogrudur, yani
A" < 1lAl" (6.4)
dir. Gergekten de keyfi @eX icin
1421l < AN AN < AN Nl
yani
1421 < llAll?

esitsizligi saglanir. Matematiksel indiiksiyon(tiimevarim) yontemini kullanarak keyfi

@eX igin
1A™ (@)l < Al llell
esitsizligini buluruz. Buradan da
1A™| < [1A|™
esitsizliginin saglandig1 bulunur.

Dikkate alalim ki, her bir peX i¢in I(¢) = ¢ formiili ile tanimlanan I: X — X

operatoriine birim operator denir. I operatorii lineerdir ve ||I||=1 dir.

17



TEOREM 2: A operatorii X Banach uzaymni1 X Banach uzayimna doniistiiren lineer

operatdr oldugunu ve
Al <1 (6.5)
esitsizliginin saglandigini varsayalim. Bu sartlar saglandiginda
¢ —Alp) =y (6.6)
denkleminin her bir  eX i¢in ¢ € X ¢dziimii vardir ve bu ¢6ziim tekdir.

ISPAT: Bu teoremi ispatlamak icin ardisik yaklasmalar metodunu ve sikistiran

operatdrler prensibini kullanalim. Bu amagla burada
0o =Y, 01 =Y+ AQo), ., on =V + A(Pp-1), -

esitlikleri ile {¢,,} dizisini insaa edelim.
Burada

Pn =Y +AW) + -+ A"() (6.7)
olur.
Simdi burada (6.6) denkleminin ¢ézlimiiniin

¢ =U+AW) + -+ A (Y) + - (6.8)
esitligi ile bulundugunu ispatlayalim.

Burada (6.2) esitsizligini ve (6.5) sartin1 kullanarak asagidaki degerlendirmeyi

buluruz
loll < Il + 1Al + A% + -+ AN 4 ) = [[pll. (1 = [JAID~? (6.9)

Bu (6.9) esitsizliginden (6.8) serisinin yakinsak oldugu goriiliir. Bu yiizden (6.8)
serisinin kismi toplamlar dizisi olan ¢, (bakimiz 6.7) dizisi e X elemanina

yakinstyor.n — oo sartinda

I4Cp = @y || < 1Allllg — @l = 0

Oldugundan. n — oo sartinda A(¢,) — A(¢@) oldugu bulunur. Bu yiizdende
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Oop =Y+ A((Pn—l)

esitliginin her yanindan n — oo sartinda limit aldigimizda @eX elemaninin (6.6)

denkleminin ¢6ziimii oldugunu ispatlamis oluruz.

Simdi burada (6.6) denkleminin ¢6ziimiiniin tek oldugunu ispatlayalim. Aksini farz
edelim. ¢ ve @ eclemanlarinin (6.6) denkleminin iki farkli ¢6ziimleri olduklarini
varsayalim. A operatoriiniin lineer operator oldugunu kullanarak asagidaki esitligi

yazalim,
-9 =Alp—-9)
buradan da ||A|| < 1 oldugundan
0 <llo —@ll <Al llo — @l
olur. |l — @|| = 0,yani ¢ = @ oldugu alinir.

Boylece teorem tam olarak ispatlandi. Hatirlatalim ki ¢ ve Y elemanlar1 n boyutlu
stitiin  vektorler uzayindan alinmis olduklarinda A ise n Xn boyutlu matris

oldugunda (6.6) denkleminin ¢6ziimii
p=>0-4)""Y (6.10)

formiilii seklinde yazilir ve (I — A)~! matrisi (I-A) matrisinin ters matrisi olur. Bu
isaretleme Banach uzaylarinda da saglanir. (I — A) ™! operatorii (I — A) operatoriiniin
ters operatorii olup ¥ elemanim1 ¢ elemanina doniistiiren operatordiir. Teoremin

sartlarinin saglanmasiyla asagidaki sonu¢ dogrudur.
SONUC: (I — A)™?! ters operatdrii de lineerdir ve asagidaki degerlendirme dogrudur.
IT—A)~ < a-l14ap= (6.11)
Gergekten de
1= Ap1) =9y,
¢z — A@2) =P,
olursa a; ve a, keyfi skaler sayilar olmak tlizere a,¢; + a,¢@, elemani asagidaki

@ —A(p) = a1y + ax,

19



denkleminin ¢6ziimii olur. Buradan da

(I =D (101 + a207) = as (1= A7 (@Wy) + a1 — A7 (W)

esitligi alinir. Boylece (I — A)™! ters operatoriin lineer operatdr oldugu ispatlanmis

oldu. (6.9) degerlendirilmesinden asagidaki degerlendirmenin sonucunu buluruz.

loll =11 A=A~ Pl < A= [1AD NIyl

Bu esitsizlik her bir eX i¢in saglandigindan bu esitsizlikden (6.11) esitsizligi alinir.

(6.6) denkleminin ¢6ziimii olan
I-ADTW=U+A+A%+ -+ A"+ )W) (6.12)

denklemine NEUMANN serisi denir. (I — A)~! operatoriine (6.6) denkleminin
REZOLVENTI denir.

Teoremin sartlar1 saglandiginda (6.6) denkleminin (I — A)~! rezolventi asagidaki

seriye acilir
I-AD T =0+A+A%+ 4+ A"+ )

bu seri norma nazaran yakinsak seridir. (6.6) denkleminin rezolventi i¢in
I-A4A)1=1+A401-4)"" (6.13)

esitligi saglanir. (6.13) esitligine Hilbert esitligi denir. (6.13) Hilbert esitligini

ispatlamak igin (6.6) denkleminde ¢ elemaninin yerine

p=>0-A)""Y
ifadesini yazalim. O zaman her bir eX igin

I-A7'@W) =1+ A0 - A1) (6.14)

esitligini aliriz. (6.14) esitliginden de (6.13) esitligi alinir.
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7. SIKISTIRAN OPERATORLER PRENSIBININ VE ARDISIK
YAKLASIMLAR METODUNUN BAZI UYGULAMALARI

7.1 Ardisik Yaklasimlar Metodu ile Lineer Cebirsel Denklemler Sisteminin
Coziimii

C™ uzayini ele alahm

)
-l
.

S0

aldigimizda p(x,y) = ||x — yl||cm = Or;r1ie<1)r<n|€i —n;|. C™ uzay1 Banach uzayidir.C"™

uzay1 Banach uzayidir. C™ uzayinda
ni=Xje1a58+ b (i=12,..,m)
esitlikleri ile verilen
y = Ax

operatOriinii ele alalim. Burada asagidaki degerlendirmeyi buluruz.

— — ® @f _ (1) 2
Iys = yallen = 1Az, — Axall = max o 0] = max | > a,(5” )

1<ism
]:

m
1 2
() ()|max E |aij|
1<ism
Jj=1

[y

< max Z|au||5(1) (2)| < max

1<ism 1<}<m

m

= Il = gllem. max > [ay |

j=1

Simdi biz burada tim i = 1,2, ..., m i¢in

m
j=1



esitsizliginin saglandigin1 varsaysak sikistiran operatdrler prensibinin uygulamasi
sartt saglanacaktir ve ardisik yaklagsmalar metoduna yakinsayacaktir. Boylece

asagidaki teorem ispatlanmis oldu.

TEOREM: Eger (a;;){%-, matrisi igin X7%,|a;;| < 1 esitsizligi tim i = 1,2, ...,m

icin saglanirsa, o zaman

denklemler sisteminin tek bir

$m
yaklagsmasini alarak ardisik yaklasmalar metodu ile bulmak olur. (7.1) sart1 ele
aldigimiz sistem i¢in ardigik yaklagmalar metodunun yakinsaklig1 icin yeter sarttir.
Ele aldigimiz sistemi E™ Euclide uzayinda ele aldigimizda ardisik yaklagmalar
metodunun yakinsakligi i¢in bagka yeter sart bulunacaktir. Gergektende , E™ Euclide

uzayinda x ve y noktalar1 arasindaki uzaklik

lx = yllgm = p(x,y) =

formiilii ile tamimlandigindan burada uygun degerlendirme asagidaki sekilde

bulunacaktir.
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2
P Y2) = Iy1 = y2llem = 4%, — Ax, | =Jz:-11{ maED - e <

2
Sy S (50 - 67) } = e llom. (31,30, %

bu yiizden ardigik yaklasmalar metodunun E™ Euclide uzayinda yakinsak olmasi i¢in

iiazu <1 (7.2)

esitsizliginin saglanmasi yeter sart olur.

7.2. Integral Denkleminin Céziimiiniin Varhig Ve Tekligi

Biz burada

x(t) = £(©) + 2 [2 K(t,5)x(s)ds (7.3)
integral denklemini ele alalim.A parametredir.(7.3) integral denklemindeki K(t,s)

cekirdeginin
b (b
JJKz(t,s)dtds<+Oo (7.4)
a a

sartin1 sagladig1 ve f(t)eL,[a, b] oldugunu varsayalim. Biz burada (7.3) integral
denkleminin A1 parametresinin yeterince kiigiik degerlerinde x(t)eL,[a, b]

¢ozlimiiniin var ve tek oldugunu gosterelim. Bu amagla

b
Ax = f(t) + Af K(t,s)x(s)ds

operatoriinii ele alalim. Bu A operatoriiniin her bir x(t)eL,[a, b] fonksiyonunu
L,[a, b] uzaymnda bir fonksiyona doniistiirdiigiinii gosterelim. Burada f(t)eL,[a, b]

alindigindan

b
Apx =f K(t,s)x(s)ds

operatoriiniin her bir x(t)eL,[a, b] fonksiyonunu L,[a, b] uzaymnn bir fonksiyonuna

doniistiirdiigiinii gostermemiz yeterlidir.(7.4) sartindan K2 (t, s) fonksiyonunun [a, b]
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araligindan alinmis hemen hemen tiim te[a, b] icin [a, b] araliginda S degiskenine

nazaran integrallenen oldugu alinir. Buradanda hemen hemen tiim te([a, b] icin

b
f K(t,s)x(s)ds = y(t)
a
integralinin varligr alinir. Cauchy - Bunyakovskii esitsizligine esasen
2 b 2 b2 b2
y (t)=(fa K(t, s)X(s)ds) < [ K*(t,s)ds. [ X*(s)ds

dir. Bu esitsizlikte f; x% (s)ds sabit sayidir.(7.4) sartma gore f; K% (t,s)ds t
degiskenine gore [a, b | aralifinda integrallenendir. Buradanda y?(t) fonksiyonunun

[a, b] araliginda integrallenen oldugu goriiliir.Yani

fbyz(t)dt < jbijz(t, s)dtds.be2 (s)ds

dir.Simdi
p(Ax, Ay) = ||Ax — Ay||
ifadesini degerlendirelim:

1
2

b b 2
p(Ax, Ay) = ||Ax — Ay|| = {J ( j K(t,s)x(s)ds —xlf K(t, s)y(s)ds) dt}

a

b b 2
{f K(t,$)[x(s) — y(s)]d ) }

b b b 2
( JKz(t s)dtds) <f [x(s) —y(s)]*d )
b b
(J JKz(t s)dtds) I — Il

1
2

N|=

yani

1

b b 2
14x — Ayll < K.llx =yl K = 121(J} [} K?(¢t,s)deds )?

24



elde edilir. Buradan goriiyoruz ki,

1
f: fé’ K2(t,s)dtds

4] <

(7.5)

esitsizligini saglayan her bir A i¢in sikigtiran operatdr sarti saglanacaktir. Bu

yizdende (7.5) sartin1 saglayan A’ lar i¢in (7.3) integral denkleminin ¢dziimii var ve
tekdir.

Simdi biz burada ele aldigimiz (7.3) integral denkleminin X = C[qj) uzayinda
A: Cigp1 = Cigp) halini ele alalim. Bu amagla (7.3) integral denkleminin K(t,s)
¢ekirdeginin a <t < b,a < s < b bolgesinde , yani [a, b]x[a.b] karesinde iki t,s

degiskenli siirekli fonksiyon oldugunu f(t) € Cjq4p) 0ldugunu varsayalim.
Burada

L = max |K(t,s)|

ast,s<b
isaretini kabul edelim. Bu sartlar saglandiginda (7.3) denkleminin ¢6ziimiinii

X = ([q,p) uzayinda arayalim. Bu hal i¢in asagidaki teorem dogrudur.

TEOREM: K(t,s) fonksiyonu siirekli fonksiyon oldugunda ve f(t) € Ciqp)
olduguna

1
(b-a)L

14| < (7.6)

Sart1 saglandiginda (7.3) denkleminin Cjq 5} uzayinda tek bir tane ¢oziimii vardir.

ISPAT: Bu teoremi ispatlamak igin asagidaki ardisik yaklasmalar1 insa edelim.
Xo = f(t)'

x1(t) = £(6) + 4 [, K(t,5)x, (s)ds, (7.7)

b
x,(t) = f(t) + Af K(t,s)x,_1 (s)ds
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Asagidaki

xo + (X1 —x0) + (x —x9) + -+ (X, — xp—q) + -

=Xo + Z(xn — Xp_1) (7.8)
n=1

serisini ele alalim. Bu serinin genel terimini degerlendirelim. Burada bu amagla

asagidaki degerlendirme yapalim.

b
X1 — Xo = /lj K(t,s)x, (s)ds

a

oldugundan ve M = max,<s<p|f (s)| alarak
% = xo| < 4] max |K(¢,s)|. max|f(s)]|.(b—a)
ast,s<b ass<b

= |A|L. M. (b — a)

bu degerlendirmeyi kullanarak
b
lx, — x4 < Illf |K(t,$)]|x1(s) — xo(s)|ds < A2L>M (b — a)?
a

matematiksel indiiksiyon yontemini kullanarak asagidaki degerlendirmeni buluruz.

|2, () — x—1 (O] < [A] f:IK(t, S| |xp-1(8) — xp—2(s)|ds < [A|*.L". M (b — a)"
(7.9)

Bu degerlendirmelerden (7.8) serisinin (7.6) sartinda [a,b] araliginda diizgiin

yakinsak oldugu alinir. Burada

oo

MY q", q=1Lkb - a)

n=0

serisi (7.8) serisinin majorant serisi olur. Weierstrass teoremine esasen (7.8) serisi
[a, b] araliginda mutlak ve diizglin yakinsak seri olur.(7.8) serisinin kismi toplami

X, (t) dir.
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1 (0) = %0(6) + ) ((®) = 51 (8)
k=1

boylece

limy,_, o0 2 (£) = x(t)

(7.10)

limiti vardir.

x(t) fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli fonksiyonlarin {x,(t)} dizisinin diizgiin
yakinsadigi limiti oldugundan [a, b] araliginda stirekli olur ve (7.3) denkleminin

verilmis sartlarda ¢6ziimii olur.

Bunu gostermek icin

b b
111})‘{}10[ K(t,s)xn(s)dszf K(t,s)x(s)ds (7.11)

esitliginin dogru oldugunu gostermek yeterlidir. Bunu gostermek igin ise asagidaki

degerlendirmeyi yapalim.

b
SfIK@JNM@)—%JQMs

b b
] K(t,s)x(s)ds —J K(t,s)x,(s)ds

b
< L.f 1x(s) — x,,(s)| ds —> 0 (7.12)

X, (t) dizisi x(t) fonksiyonuna [a, b] araliginda diizgiin yakinsak oldugundan (7.12)
esitsizliginin sag yani n — oo sartinda sifira yakinsadigindan (7.11) esitligi

ispatlanmis olur.

Simdi burada (7.3) denkleminin verilmis sartlarda ¢6ziimiiniin tekligini ispatlayalim.
Bunu ispatlamak i¢in denklemin u ve v olmak {izere iki tane ¢6ziimiiniin oldugunu

varsayalim. Bu halde u — v farki asagidaki denklemin ¢6z{imii olur.

b
u—v= /1[ K(t,s)[u(s) — v(s)lds
a
Bu esitlikten asagidaki degerlendirmeyi buluruz.
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”u - v”C[a,b] < I){'IL(b - a’)”u’ - v”C[a,b]
bu esitlikte |A|L(b —a) <1 oldugundan |lu — vIIC[a'b] =0 oldugu almir. Her
bir te[a, b] i¢in u(t) = v(t) oldugu bulunur.

Boylece teorem tam olarak ispatlandi.

7.3. Volterra Denklemi I¢in Ardisik Yaklasmalar Metodu
Ustedeki kisimda ispatlanmis olan teorem ikinci gesit voltera denklemi icin de

gecerli olmakla uygulanabilir. Ikinci cesit volterra denklemi

x(t) = /’lftk(t, s)x(s)ds + f(t) (7.13)

seklinde yazilir. Bu denklemde

k(t,s) aSSSt}
0 t<s<b

K(t,s) = {
almakla (7.3) sekline getirmekle olur.
Burada k(t,s) € C(q), q ={(t,s);a<s <t,a <t < b}alnir.
Yani k(t, s) fonksiyonu q bolgesinde stirekli oldugu varsayilir.

Burada

L = max|k(t,s)]|
q

almakla (7.13) denklemi i¢in daha giiclii teorem ispatlanabilir. Burada da ayni

yontemle ardisik yaklagmalar dizisi inga edilir.

xo(t) = f(b),

b
x,(t) = f(t) + AJ K(t,s)x,_1(s)ds

=f(t)+ lftk(t, S)xp_q (s)ds, n=1.2,..

burada
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xo + (1 — x0) + 4 (en — xp—1) + - (7.14)

serisinin  terimlerinin  degerlendirmeleri  asagidaki  sekilde iyilestirilmis

degerlendirmeler olur.((7.9)-1a karsilastir)

IO = If(Ol <M

f k(t,s)x,(s)ds
0

261 () — %0 ()| < 14] < |Al.L.M(t — a)

1%2(t) = x: (O] < 14]

t
j k(t,)[x1(s) — xo()]ds

(t—a)?
2!

t
< |2].2 LZ.MJ. (s —a)ds =|A|%. L2. M.

a

Xn — xn—ll < Ml

t
[ e 1(9) = 50 a (s

‘s—an u ="

< IAI".L”.Mf dr = |A|™. L™

s (m—1)!

(7.14) serisinin majorant serisini

s [IALL.(b - Q)]

n!
0

serisi olarak alabiliriz.

Bu seri her bir A i¢in yakinsaktir. Bu serinin toplami

M. elIAIL(b-a)]

olur. Boylece (7.14) serisi [a, b] araliginda diizgiin yakinsak seri olur, yani
Xn(t) 3 x(t)€C|q,p]

olur.
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x(t) limit fonksiyonunun (7.13) denkleminin ¢6ziimii olmasi i¢in ayni yontemle

ispatlanir. Coztimiin tekligi ise

lu —v| < ,u.L.f lu(s) — v(s)|ds

esitliginden alinir.
Boylece burada asagidaki teorem ispatlandi.

TEOREM: Siirekli gekirdekli (7.13) Volterra denkleminin [a, b] araliginda siirekli

olan tek ¢dziimii her bir f(t)eCy, p) Ve her bir A igin vardir.

7.4. Sikistiran Operatorler Prensibinin ve Ardisik Yaklagsmalar Metodunun
Lineer Olmayan Integral Denklemlere Uygulanmasi

Bizim burada amacimiz

b
u(x) = Af F(x,y,u(y))dy + f(x), a<x<bh (7.15)

denklemini uy(x) =0, —o <a<b <+ olmakla

b
Upp(X) = AJ F(x,y,u,()dy + f(x), a<x<b n=012,.. (7.16)
a

ardisik yaklasimlar metodu ile ¢6zmektedir.
Bunun i¢in burada asagidaki sartlarin saglandigini varsayalim:

1) f(x) fonksiyonu [a,b] araliginda tanimlanmis reel degerli siirekli
fonksiyon olsun;

2) F(x,y,u) fonksiyonu [a,b]x[a,b]xR,(R = (—,+)) bodlgesinde
tanimlanmis reel degerli fonksiyon olmakla bu fonksiyonun F, kismi
tirevide [a, b]x[a, b]xR bolgesinde siirekli fonksiyon olsun;

3) Oyle L > 0 sayis1 olsun ki, her bir x,y € [a, b] ve her bir u € R igin

|Fy(x,y,w)| < L
esitsizligi saglansin;

4) Reel degerli A parametresi (b — a)|A|L < 1 esitsizligini saglasin;
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5) X = Cigp) Ve llull = maxge,<plu(x)| olsun
(1)-(5) sartlar1 saglandiginda
1) (7.15) denkleminin tek bir tane u € X ¢6ziimii olur;

ii) (7.16) esitlikleri ile insaa edilmis {u,} dizisi X uzayinda bir u € X

elemanina yakinsar;
iii) Her bir n = 0,1,2, ... i¢in asagidaki hatalar degerlendirmeleri saglanir
lup —ull < K™(1 = k) lwll,
lunss —ull S KA = K)o llupys —uall, K =0 —a).lAl.L
(i)-(i1)-(iii) 6zelliklerini ispatlayalim.

Bunun i¢in asagidaki esitlikle A operatoriinii tanimlayalim

b
(Aw)(x) = Af F(x,y,u(y))dy + f(x), Vx€ [a,b]
a
bu durumda ele aldigimiz (7.15) integral denklemi asagidaki operator denklem
seklinde yazilmis olur.
u=Au

u(x) fonksiyonu [a, b] araliginda reel degerli siirekli fonksiyon oldugunda Au

fonksiyonuda [a, b] araliginda tanimlanmis reel degerli fonksiyon olur. Bu yontemle
biz

A:X - X
operatoriinii aliriz.

Her bir x,y € [a, b] ve u, v € R igin dyle we R bulunur ki, ortalama deger teoremine

gore
|F(X,y;u) - F(x,y;v” < |Fu(x'ny|- |u - Ul < L. |u - vl
esitsizligi saglanir.

Bu esitsizligin yardimiyla asagidaki degerlendirme bulunur.
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|Au — Av|| < arggsg)l(Au)(X) — (Av) ()|
< [Al(b —a)L argl)%lu(x) —v(x)|

dir. Boylece,
|[Au — Av|| < K|lu —v||, her bir u,v € X

olur. Boylece A operatorii sikistiran operatorler prensibinin sartlarini sagladigindan

1)-11)-iii) 6zellikleri bu prensipten alinir.

7.5. Sikistiran Operatorler Prensibinin ve Ardisik Yaklasmalar Metodunun Adi
Tiirevli Diferansiyel Denklemlere Uygulanmasi

Biz asagida verilen baslangic-deger problemini, yani
U =F(x,u), xo—h<x<xy+h (7.16)
denkleminin
U(xo) = ug (7.17)

baslangic sartin1 saglayan ¢oziimiinii bulmak isteriz. Burada (xy,u,) € R? noktasi
verilmis noktadir. Boylece biz (7.16)-(7.17) probleminin &yle u(x) ¢oziimiini

bulmak isteriz ki, bu ¢oziim [x, — h, xo + h] diferansiyellenen olsun ve
S={(x,u) ER%:|x — x| <71, |u—1up| <7}
olmak tizere her bir x € [x, — h, x, + h] icin
(x,u(x)) €S (7.18)
saglansin.
Burada X = Cy,—px,+n) Ve M = {u € X: |lu — u,ll <} olsun. Burada
|[ul] = maxg< <plu(x)] (7.16)-(7.17) ve (7.18) ile birlikte asagidaki integral

denklemi ele alalim.

X
u(x)=uo+J Fly,u(»)dy, xo—h<x<xo+h u€M (7.19)

X0
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(7.19) integral denklemine uygun olarak asagidaki ardisik yaklagsmalari insaa edelim.

Up(x) = uy,

X
Upse1(X) = Uy + f F(y,u,(»))dy,xo —h <x < x5 +h, n=20,12,.. (7.20)

Xo
dir. Burada asagidaki teorem dogrudur.

TEOREM (PICARD-LINDELOF TEOREMI): Asagidaki sartlarin saglandigimni

varsayalim:

1) F:S—> R fonksiyonu ve F,;:S— R kismi tirevi fonksiyonu siirekli
fonksiyonlardir.
2) p = max(es|F(x,u)| ve L = max(yyes|F(x,u)]  olmakla  h reel

sayisini dyle secelim ki,
O<h<r hu<r, h.L<1 sartlar1 saglansin.
(1) ve (2) sartlar1 saglandiginda asagidaki 6zellikler saglanir:

) (7.16)-(7.17) probleminin (7.18) sartin1 saglayan tek ¢oziimii vardir.

i) Bu ¢6zlim ayn1 zamanda (7.19) integral denkleminin de ¢6ziimii olur;

iii) (7.20) ardigik yaklagmalariyla ingaa edilmis {U,} dizisi X Banach
uzaymda u € X elemanina yakinsar.

iv) n = 0,1,2, ... i¢in asagidaki hata degerlendirmeleri bulunur.
lup —ull < K™*(1 = K)7Hlug — wll,
lupsr —ull < K1 = K) 7 Hlupgy —upll, k=h.L
ISPAT: ilk énce asagidaki esitlikle A integral operatoriinii tanimlayalim:
(Au)(x) = uy + f;; F(y,u(y))dy, her bir x € [xo — h,x, + h]. (7.21)
Bu halde (7.19) integral denklemini
U=Au, ueM (7.22)

Operator denklemi seklinde yazariz.
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u € M alindiginda u(x) fonksiyonu [x, — h, x, + h] araliginda siirekli olmakla her
bir x €[xy—hxo+h] igin (x,S(x)) €S olur. Bu yiizdende F(x,u(x))
fonksiyonunda [x, — h,x, + h] araliginda siirekli fonksiyon olur. Buradan da Au
fonksiyonunun [x, — h, x, + h] araliginda siirekli fonksiyon oldugunu garanti

ediyor. Bu yontemle
A:M->M

Operatdriinii tanimlamis oluruz. Burada A(M) € M oldugunu ispatlayalim.u € M

alalim. O zaman her bir x € [x, — h, x, + h] i¢in

f;; F(y,u(y))dy| < |x — x| maxy,,) F(y,u) < h.u < rolur. Buradan da

[|[Au — uyl|| = max <r

Xg—h<x<xg+h

f F(y,u(y))dy

Boylece Aue M
Simdi her bir u, v € M i¢in
[Au — Av|| < K|lu —v||
esitsizliginin saglandigini gosterelim.
Klasik ortalama deger teoremini kullanarak
|F(x,u) — F(x,v)| = |F,(x,w)|.|lu—v| < L. |lu— vl

esitsizliginin her bir (x, u), (x,v) € S i¢in saglandigini buluruz. Buradan da

|Au — Av|| = max
xo—hsx<xg+h

[ [FGru) - Fo.vonay

<hL max |u(y)—v(y)| =K.|lu—v|,

Xo—hsys<xo+h
burada
k=nhL

dir. Bu esitsizligi kullanarak A operatdriiniin sikistiran operator oldugunu buluruz.
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SONUC

Lineer ve lineer olmayan operatorler igin sikistiran operatorler prensibi anlatildi.
Sikistiran operatorlii operatdr denklemlerin ardisik yaklagimlar metodu gosterildi.
Sikistiran operatorler prensibinin ve ardisik yaklasimlar metodunun uygulanmasi ile
lineer cebirsel denklemler sisteminin yaklasik ¢oziim yontemi gosterildi. Sikistiran
operatdrler prensibinin ve ardigik yaklasimlar metodunun Integral ve diferansiyel

denklemlerin yaklasik ¢6zlimiiniin bulunmasina uygulanmasi gosterildi ve incelendi.
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