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OZET

Bu tez galigmasi dort bolimden olugmaktadir. Birinci bolimde, calismayla ilgili literatir
bilgisi verilmistir. Yakin halkalar ve Boole halkalar ile ilgili temel bilgiler detayli olarak
sirastyla ikinci ve giincii boliimde verilmistir. Orijinal bir ¢aligmadan olusan dordiincii
boliimde ise Boole yakin halka kavrami yakin halkalarin ideallerine genisletilerek ilk kez
Boole ideal kavrami tanimlanmistir. Elde edilen yeni tanimla birlikte Boole idealler ile
mevcut olan diger yapilar arasindaki iligkiler incelenmistir. Her Boole idealin ayn1 zamanda
bir IFP ideal oldugu ancak tersinin dogru olmadigi ispatlanmigtir. Yakin halkalardaki asal
idealler ile Boole idealler arasinda bazi iligkiler elde edilmistir. Yine, Boole yakin halkalarin
stfirlayan idealerinin de Boole ideal oldugu ispatlanmistir. Ayrica, kendisi Boole olmadig
halde Boole ideale sahip gesitli yakin halkalar 6rnek olarak incelenmistir. Son olarak, verilen
bir Boole halkadan Boole yakin halka elde etme yontemi ile bir Boole yakin halka elde

edilmisgtir.

Anahtar Kelimeler: Yakin halka, Boole halka, Boole yakin halka, Boole ideal, IFP ideal.
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ABSTRACT

This thesis consists of four sections. In the first section, the literature knowledge about the
study has been given. Basic knowledges about the near rings and Boolean rings have been
given detailed in the second and thirth section, respectively. In the fourth section, which
consists of an original study, the concept of Boolean near ring extended to ideals of near-
rings, called Boolean ideals. With the obtained new concept the relationships between
Boolean ideals and the other concepts in the literature have been examined. It has been
proved that a Boolean ideal is also an IFP ideal but the converse is not true. Some
relationships between prime ideals and Boolean ideals in near-rings have been obtained.
Also, it has been proved that annihilator ideals of Boolean near-rings are also Boolean ideals.
Moreover it has been examined but that some examples to illustrate some near rings, which
is not a Boolean near-ring, have Boolean ideals. Finally, a Boolean near ring has been

obtained from a given Boolean ring through the method of obtaining a Boolean near ring.

Keywords: Near ring, Boolean ring, Boolean near ring, Boolean ideal, IFP ideal.
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KISALTMALAR VE SEMBOLLER LISTESI

At . A kiimesinin tiimleyeni

H : Halka

IFP . Araya ¢arpan alma 6zelligi

Kar(H) : Halkanin karakteristigi

LSD . Sol i¢ dagilmali

RSD . Sag i¢ dagilmali

R . Yakin halka

Ry . R yakin halkasinin sifir simetrik kismi
R, . R yakin halkasinin sabit kism1

R / P . Boliim yakin halkasi

S(G) > G’den G’ye tiim fonksiyonlarin kiimesi
So(G) : §(G)’de sifir1 koruyan tiim fonksiyonlarin kiimesi
S.(G) : §(G)’de tiim sabit fonksiyonlarin kiimesi
(0:G6) G’ nin sifirlayani

0¢ : G’nin sifir elemani

Vi



1. GIRIS

Genellestirilmis halkalar olan yakin halkalara ilk adim, 1905 senesinde Dickson
tarafindan atilmistir. Dickson [1], gliniimiizde yakin cisim adi verilen dagilma

Ozelliginin tek tarafli saglandigi cisimlerin varligini1 kanitlamistir.

Yakin halkalar, ilk iglemin degismeli olmas1 gerekmedigi ve ikinci islemin ilk islem
lizerine dagilma yoniiniin tek yonlii oldugu bir yapidir [2]. Bu iki 6zellikten dolay1
halkalarda bilinen ¢ogu kavram yakimn halkalarda farklilik gostermistir. Ozellikle,
halkalarda tanimlanan tek bir asallik tiirii mevcutken yakin halkalarda asallik ile ilgili
¢ok fazla tamim mevcuttur. Bu konuda ilk olarak Van der Walt [3], Laxton [4],
Ramakotaiah [5], Beidleman [6], Holcombe [7] ve Ramakotaiah ve Rao [8]
tarafindan calismalar yapilmistir. Daha sonra, Booth ve dig. [9] yeni bir asallik tiirii

olan e-asallik, Reddy ve Murty [10] ise c-asallik kavramini tanimlamuistir.

Asal idealler arasindaki iligkiler bir¢cok yakin halka ¢alisan i¢in biiyiik bir arastirma
konusu olmus ve halen de olmaktadir [11-18]. Son zamanlarda yakin halkalardaki
asallik kavraminin yakin halkalarin modiillerine aktarilmast ile literatiire farkli asal

ideal tanimlar1 girmistir [19-20].

Halka teorisinde de nemli bir rol oynayan Boole halkalar yakin halkalarda da ayni
rolii siirdirmektedir. Boole halkalar, tiim elemanlar1 idempotent olan halkalardir
[21]. Boole halkalar tanimi geregince, kullanigli sonuglarin ortaya ¢ikmasina yol
acmistir. Bunlar, Boole halkalarin degismeli olmasi, ilk isleme gore her elemanin
tersinin kendisine esit olmasi, alt halkalarnin ve homomorfik goriintiilerinin de
Boole olmasi, asal ideallerinin ayn1 zamanda maksimal ideal olmasi gibi pek c¢ok

kullanish 6zelliklerdir.

Halkalardaki Boole olma 6zelligi yakin halkalara aktarilarak Boole yakin halkalar
tanimlanmustir [2]. Ancak, yakin halkanin tanimindan dolayi, Boole yakin halkalarda
Boole halkalarda karsilastigimiz bazi sonuglara ulasamayiz. En temel olarak, Boole
halkalar degismeli 6zelligini sagliyorken Boole yakin halkalarda bu durum s6z

konusu degildir. Ancak Boole yakin halkalar sag degismeli yakin halkalardir [22].



Clay ve Lawyer [23], birimli bir Boole halkadan Boole yakin halka elde etmenin
yolunu gostermis bu yolla elde edilen yakin halkalara 6zel yakin halkalar adim

vermistir. Ayrica bu yakin halkalar sag degismeli yakin halkalardir.

Halkalardaki pek ¢ok kavramin yakin halkalara genisletilmesi ve elde edilen farkli
sonuclar nedeniyle Boole yakin halka yapisinin da ideallere genisletilmesi merak
konusu olmustur. Bu nedenle, bu tezde, Boole yakin halka kavrami ideal yapisina
genisletilerek ilk kez Boole ideal tanimlanmistir. Bu tanimla, Boole yakin halkalarin
tiim ideallerinin Boole ideal oldugu agiktir. Ayrica, kendisi Boole olmadigi halde
ideali Boole olabilen yakin halkalarin oldugu orneklerle gosterilmistir. Yine, Boole
ideallerin, literatiirde 6nemli bir yer tutan IFP idealler ve asal idealler ile iliskisi
incelenmistir. Ustelik, Boole yakin halkalarin sifirlayan ideallerinin de Boole ideal
oldugu ispatlanmistir. Son olarak, Clay ve Lawyer [23] tarafindan verilen yakin
halka elde etme metodu sag yakin halkalara uygulanarak birimli bir Boole halkadan

Boole yakin halka elde edilmistir.



2. TEMEL BiLGILER

Bu boliimde, temel bilgi niteliginde olan ve tezin diger boliimlerinde ortak olarak
kullanilan yapilar verilecektir. Yakin halka teorisi ¢alisan matematikgiler i¢in temel
kaynak olarak kullanilan ilk baskis1 1977 ve yeni baskis1 1983 yil1 olan Giinter Pilz’e

ait ‘Near-rings’ [2] bu bélim igin temel kaynak olarak alinmistir.
2.1. Yakin Halkalar

Genellestirilmis halkalar olan yakin halkalara ilk adim 1905 senesinde Dickson
tarafindan atilmigtir. Dickson, tek tarafli dagilma 6zelligine sahip olan cisimlerin
varligint ~ kanmitlamigtir.  Gilinimiizde bu cisimler yakin cisim  olarak

adlandirilmaktadir.

Yakin halkalar, halkalardan farkli olarak, ilk isleme gore degismeli olmasi

gerekmeyen ve tek tarafli dagilma 6zelliginin saglandigi, genellestirilmis halkalardir.
Yakin halkalar asagidaki sekilde tanimlanir.

Tamim 2.1.1. ([2]) Bostan farkli bir R climlesi lizerinde iki ikili islem “+” ve “.”

olsun. Eger,

a) (R, +) degismeli olmas1 gerekmeyen bir grup,

b) (R,") bir yar1 grup,

C) Va, b, c € R i¢in agagidaki iki dagilma 6zelliginden en az birisi saglaniyor ise
i) (a+b)-c=a-c+b-c veya ii)a(b+c)=a'b+a-c

(R, +,") tgliisiine bir yakin halka denir.

Eger (a), (b) ve (i) sart1 saglaniyorsa, R’ye bir sag yakin halka, (a), (b) ve (ii) sart
saglantyorsa, R’ye bir sol yaki halka denir. Yani, dagilma 6zelliginin yoni, yakin

halkanin sag yakin halka ya da sol yakin halka olarak adlandirilmasini belirler.



Bu tez c¢alismasinda kullanilan her yakin halka terimi sag yakin halkayr ifade

edecektir. Bulunan sonuglar sol yakin halkalar igin de benzer sekilde saglanmaktadir.
Ornek 2.1.2. (G, +) herhangi bir grup olsun.
S(G) = {h: G—>G|h bir fonksiyon}

ile tanimlanan ctimle, fonksiyonlarda toplama ve bileske islemleri altinda bir yakin

halkadir.

Ornek 2.1.3. (G, +) herhangi bir grup ve “0g” bu grubun etkisiz eleman1 olmak
tizere fonksiyonlarda toplama ve bileske islemleri altinda asagidakiler birer yakin

halkadir.

a) So(G) = {h: G-G| h(0g) = 0¢}

b) S.(G) = {h: G—>G|h sabit}

Ornek 2.1.4. (R, +) bir grup ve bu grup iizerinde ikinci islem, Va, b € R igin;

ab—{a' b+0
o, b=0

ile verilsin. Bu durumda, R bir yakin halka olur. Bu yakin halka literatiirde asikar

yakin halka olarak adlandirilir.

Ornek 2.1.5. Her grup igin bir yakin halka elde edilebilir. Gergekten, (R, +) grubu

tizerinde ikinci islem, Va, b € R i¢gin,
a-b=0
ile tamimlanirsa, (R, +,) bir yakin halkadir.

Ozellikler 2.1.6. ([2]) R bir yakin halka olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler

vardir.
a) Va € R igin, Oa = 0 ’dur.

b) Va,b € R igin, (—a)b = —ab ’dir.



Ispat: a) V a € R icin, sagdan dagilma 6zelliginden,
0a=(0+0)a =0a+ 0a
ve buradan Oa = 0 bulunur.
b) Va, b € R igin, sagdan dagilma 6zelligi ve (a) kullanilarak,
(—a)b=(0—a)b=0b—ab=0—ab =—ab
elde edilir.
Tamim 2.1.7. ([2]) R bir yakin halka olsun.
a) Ry = {r € R|r0 = 0} ciimlesine R yakin halkasinin sifir-simetrik kismu,

b)Re ={reR|r0=r}={r e R|Vr' € Riginrr' =r} cimlesineR yakin halkasinin

sabit kism1 denir.

RyVveR, birer yakin halka olup, R = Ry ise R yakin halkasina sifir-simetrik yakin
halka ve R = R, ise R yakin halkasina sabit yakin halka denir.

Ornek 2.1.8. ([2]) (S5(G)) o = S,(G) ve (S(G)) . = S.(G) dir. Gergekten,
(5(G)) o ={h € S(G)|h-0 =0}
= {h € S(G) | h(0) = 0}
= 5,(G)
ve
(S(@) ={h €S(G)|ho0 = h}
= {h € S(G)|h sabit}

= S5.(G)



2.2. Yakin Halka Modiilleri (R-gruplar)

Halkalarda modiil kavraminin, yakin halkalara aktarilmasiyla olusan R-grup kavrami

asagidaki gibi tanimlanir:
Tamm 2.2.1. ([2]) (G, +) bir grup ve R bir yakin halka olsun.
6 :RXxG>G
(r.g)—>ryg
olsun. Eger Va,b € R ve Vg € G igin;
(a+b)g =ag + bg

ve
(ab)g = a(bg)

sartlar1 saglaniyorsa (G, &) ikilisine bir R-grup yani R tizerinde yakin modiil denir.
Kisaca R® ile gdsterilir. Eger R, birimi 1 olan birimli bir yakin halka ise, Vg € G

1¢in,

lg=g
sartin1 saglayan G, R-grubuna, tiniter R-grup denir.
Ornek 2.2.2. a) R bir yakin halka olsun.

§:RXR—>R

(a,b)— ab
altinda (R, +) bir R-gruptur. Bu R-grup kisaca R¥ ile gosterilir.
b) G bir grup olsun. Bu durumda, & : S(G) X G—> G

(h, 9)— h(g)

altinda, G bir S(G)-gruptur. Gergekten, V hy, h, € S(G) ve Vg € G igin,



(hy + hy)g = (hy + hz)(9) = hi(9) + h2(9) = hig + hag
ve
(hihy)g = (hih2)(9) = hi(h2(9)) = h1(h29)

saglanir.
R-grup kavramiyla ilgili baz1 temel 6zellikler agagidadir.
Ozellikler 2.2.3. R bir yakin halka ve G bir R-grup olsun. Bu durumda,
a)Vg € G i¢in 0g = O ,
b)Vg € G ve Va € R i¢gin (—a)g = —ag,
C) Va € R, i¢in a0 = Oy,
d)Vg € GveVr € R, iginrg = r0;’dur.
Ispat: a) Vg € G icin,

0g =(0+0)g =0g + 0g
ve dolayisiyla 0g = O dur.
b)Vg € GveVa €R igin,

(—a)g=(0—-a)g=0g —ag =0c—ag =—ayg
dir.
C) Va € R, i¢in,
a0g = a(00g) = (a0)0g = 005 = Og

dir.

d) Vg € G ve Vr € R, igin,



rg = (r0)g =r(0g) = r0g
elde edilir.
2.3. Yakin halkalarin Alt Yapilan

Tanim 2.3.1. ([2]) R bir yakin halka ve (S, +), (R, +)’nin bir alt grubu olsun. Eger,

Vsi, S, € S igin 15, € S saglaniyorsa, S’ye R’nin bir alt yakin halkas: denir.

Ornek 2.3.2. R, ve R., R yakin halkasimin alt yakin halkalaridir. Gergekten,
Va,b € R, igin,

(@a—b)0=a0d—b0=0—-0=0
yani, (Ry, +), (R, +)’nin bir alt grubudur. Va, b € R igin,
(ab)0 = a(b0) =a0 =0
dir. Buradan, R,RycR, olur. Simdi, Va,b € R, i¢in,
(a—=b)0=a0—-b0=a—-b»b

yani,(a — b) € R. olur. Bu ise, (R, +) grubunun (R, +)’nin bir alt grubu oldugunu

gosterir. Va, b € R, i¢in,
(ab)0 = a(b0) = ab
dir. Boylece, R.R.c R, elde edilir.
Tamim 2.3.3. R bir yakin halka ve G bir R-grup olsun. G’nin
RACA
sartin1 saglayan bir A alt grubuna G ’nin bir R-alt grubu denir ve A<zG ile gosterilir.

Tammm 2.3.4. R bir yakin halka, G bir R-grup, A ve B G’nin herhangi iki alt

ciimlesi olsun. Bu durumda,

(A:B) ={r e R|rBc A}



ile verilir.
2.4. Yakin Halkalarin Asal idealleri

Tammm 2.4.1. ([2]) R bir yakin halka ve I, R’nin bir normal alt grubu olsun. Bu

durumda, eger,
a) IR clI
b)Va,b € RveVi €l igin, a(b+1i)—ab €1

sartlar1 saglaniyorsa, I’ya R yakin halkasinin bir ideali denir ve I < R ile gosterilir.
Eger, sadece a) sart1 saglantyorsa I, R’nin bir sag ideali, sadece b) sart1 saglaniyorsa

I, R’nin bir sol ideali adini alir ve sirasiyla I <, R ve [ 9; R ile gosterilir.
Tanim 2.4.2. ([11]) (R, +,7) bir yakin halka olsun.

a) Vx,y,z € R i¢in xyz = xzy ise R’ye sag degismeli,

b) Vx,y,z € R i¢in xyz = yxz ise R’ye sol degismell,

C) Vx,y,z,t € R igin xyzt = xzyt ise R’ye medial yakin halka denir.

Birkenmeier ve Heatherly [11] bu 6zdesliklere “Ug Ozdeslikler” adimi vermis ve bu
lic Ozdesligi saglayan yakin halkalar teorisini gelistirmislerdir. Yakin halka
literatiiriiniin incelenmesi sonucunda bu 6zdesliklerden birini saglayan birgok yakin
halkanin oldugu goriilmiistiir. Pilz [2] yakin halkalarda sag degismelilik i¢in “zayif
degismeli” kavramimi kullanmistir. Hem sag hem de sol degismeli olan yakin

halkalara degismeli yakin halkalar denir.

Tamim 2.4.3. ([12]) (R, +,7) bir yakin halka olsun.
a) Vx,y,z € R i¢in xyz = xzyz ise R yakin halkasina sag i¢ dagilmali (RSD),
b) Vx,y,z € R i¢in xyz = xyxz ise R yakin halkasina so/ i¢ dagilmali (LSD)

yakin halka denir.



Ornek 2.4.4. (R, +) Klein-4-grubu iizerinde ¢arpma islemi asagidaki tablo ile verilen
(R, +,.) sag degismeli bir yakin halkadir.

0 a b c
0/0 0 0 O
al0 a a a
b|{0 b b b
c|0 ¢c ¢ ¢

Ornek 2.4.5. ([2]) R ={0,1,2,3,4,5,6,7} iizerinde toplama ve carpma islemleri
asagidaki tablolar ile verilen bir yakin halkadir.

+/012 34567 01234567
001234567 0(000O0OO0O0O0DO
1112305674 11012 34567
2123 016745 2/02020000
3/130127 456 3/103 214567
4147650321 410426406 2
5(/54761032 5(05050505
66 5472103 6(06 24406 2
7176543210 707070505

(R, +,”) yakin halkast sol degismeli ve LSD yakin halka degildir. S = {0,2,5,7},
R’nin bir alt yakin halkas1 olmak tizere S sol degigmeli ve LSD yakin halkadir.

Tamm 2.4.6. ([7,9,13]) R bir yakin halka ve P < R olmak iizere;

a)vVX,Y <Ricin XY € PikenX € PveyaY C P ise P ’ye 0-asal,
b)VX,Y < Ri¢cin XY S PikenX € PveyaY C P ise P ’ye 1-asal,
C)VX,Y <pRigcinXY C PikenX € PveyaY C P ise P’ye 2-asal,

10



d)x,y € Rigin xRy S Pikenx € P veyay € P ise P ’ye 3-asal,
e)x,y € Rigin xy € P ikenx € P veyay € P ise P ’ye c-(tam) asal,
f)x,a,b € R i¢in xra — xrb € P olacak sekildeki Vr € R i¢in x € P veya

a—b € P ise P’ye e-asal ideal denir.

Tamim 2.4.7. Eger R yakin halkasinin sifir ideali v = 0,1,2,3,c,e olmak iizere V -asal

ideal ise, R yakin halkasina bir V-asal yakin halka denir [14].

P <R vev =0123¢ce i¢in P’ninv -asal ideal olmas1 i¢in gerek ve yeter sart

R /P’nin bir v -asal yakin halka olmasidir.

Yakin halkalar {izerinde e-asallik 3-asallig1, 3-asallik 2-asallig1, 1-asallik 0-asallig1,
ve yakin halka sifir-simetrik ise 2-asallik 1-asalligi gerektirir. Bunlarin tersleri, yakin

halka sifir-simetrik olsa dahi genelde dogru degildir.

Asal ideallere benzer olarak yari asal idealler de asagidaki sekilde tanimlanur.
Tamim 2.4.8. ([7,9,13]) R bir yakin halka ve P < R olmak iizere;

a) VX < Rigin X2 € P iken X C P ise P ’ye 0-yari-asal ideal,

b) VX <, Rigin X2 < P iken X € P ise P ’ye 1-yari-asal ideal,

C) VX <g Rigin X? € P iken X € P ise P ’ye 2-yari-asal ideal,

d) Vx € R i¢in xRx < P iken x € P ise P ’ye 3-yari-asal ideal,

e) Vx € R igin x? € P iken x € P ise P *ye c-yar: asal ideal denir.

Tamm 2.4.9. ([3]) R bir yakin halka olsun. Eger R’nin sifir idealiv=0,1,2,3,c olmak

lizere V -yar1 asal ideal ise, R yakin halkasina bir V -yar: asal yakin halka denir.

P <R vev =0,1,2,3,colsun. Bu durumda P v-yari asaldir gerek ve yeter sart R /P

bir v-yar1 asal yakin halkadir.

Onerme 2.4.10. ([2]) v = 0,1,2,3,c icin P < R v-asal olsun. Bu durumda P v-yar

asaldir.
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Onerme 2.4.11. ([14]) R sifir-simetrik bir yakin halka ve P < R olsun. Bu durumda,

P c-yari-asal = P 3-yari-asal = P 2-yari-asal = P 1-yari-asal = P 0-yari-asaldir.
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3. BOOLE HALKALAR

3.1. Halka

Tamm 3.1.1. ([21]) Bostan farkli bir H ciimlesi tizerinde iki ikili islem “+” ve “.”

olsun. Eger,

a) (H, +) degismeli bir grup,

b) (H,.) bir yari-grup,

C) Va, b, c € H igin asagidaki iki dagilma 6zelligi de saglaniyor ise
i)(a+b).c=a.c+b.c ve i)a.(b+c)=ab+a.c

(H,+,.) tglustine halka denir.

Ornek 3.1.2. H bir halka olmak iizere M,,(H) elemanlar1 H halkasina ait olan biitiin
n X n karesel matrislerin kiimesi olsun. O takdirde bu kiime tlizerinde toplama islemi
olarak matrislerin bilinen toplama islemi ve ¢arpma islemi olarak da bilinen matris
carpimini gozoniine alirsak o zaman (M, (H), +,.)birimli fakat degismeli olmayan
bir halka teskil eder. Bu durumda, M, (Z), M,,(Q), M,,(R), M,,(C) kiimeleride birer
halkadir.

3.2. Boole Halka

Tamm 3.2.1. ([21]) H bir halka olsun. Va € H i¢in a? = a ise H’ye bir Boole halka

denir. Yani her eleman1 idempotenttir.
Ornek 3.2.2. X herhangi bir kiime ve P(X), X’in kuvvet kiimesi olsun.

VA,B € P(X) i¢in, A+ B=AAB ve A.B=ANB ile tammlanan (P(X),+,.)
birimli ve degismeli bir Boole halkadir. Gergekten, A, B,C € P(X) igin,

A+ BePX)



ve simetrik fark igleminin birlesme 6zelliginden,

(A+B)+C=A+(B+0)

dir. @ birim elemandir ve her elemanin tersi kendisine esittir. Ayrica simetrik fark
isleminin degisme 6zelliginden (P(X), +) abelyen bir gruptur. ( P(X),.) nin bir yari-
grup oldugu ve dagilma ozellikleri ise kesisim ve fark islemlerinin 6zelliklerinden
aciktir. Boylece, (P(X),+,.) bir halkadir. Ustelik; P(X) degismeli ve birimi X olan
birimli bir halkadir. Ayrica, A € P(X) i¢in A2=AA=ANA=A olup
(P(X),+,.) bir Boole halkadir.

Onerme 3.2.3. ([21]) H bir Boole halka olmak iizere a € H igin, a = —a dur.
Ispat: H bir Boole halka oldugundan a € H icin, a® = a’dur.
ata=(a+a)=(a+a).(a+a)
=(a+a)a+(a+a).a
=a’+a%*+a®+a?
=a+a+a+a

Buradan,

dir.

Onerme 3.2.4. ([21]) H bir Boole halka ise H degismelidir.

Ispat: H bir Boole halka olmak iizere;

a,b € H icin, a+b = (a+b)?2=(a+b).(a+b)
=(a+b).a+(a+b).b
=a’+b.a+a.b+ b?
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=a+b.at+tab+b

Buradan,

0=b.a+a.b
bulunur. Ve ayrica,

b.a =—(a.b)

olur.

Onerme 3.2.3’den —(a.b) = a.b ’dir. Yani b.a = —(a.b) = a.b olup degisme

ozelligi saglanir.

Not: Onerme 3.2.4.’den Boole halkalar degismeli oldugundan Boole halkasmnin her

sag (sol) ideali Boole halkasinin bir idealidir.

Sonug¢ 3.2.5. H bir Boole halka olsun. Bu durumda Kar(H) = 2’dir.
Ispat: H bir Boole halka oldugundan Onerme 3.2.3°den, a = —a Yyani,
2a =a+a =0 olup Kar(H) = 2 bulunur.

Onerme 3.2.6. Bir Boole halkasmin bir alt halkas: da Boole halkadir. Ustelik, Boole

halkasinin bir homomorfik goriintiisti de Boole’diir.

Ispat: H bir Boole halka ve S, de H halkasmn alt halkasi olsun. Bu durumda,
Vx € S i¢in, x € H oldugundan x idempotenttir. Yani S, Boole halkadir.

IT: H — T bir halka epimorfizmi olsun. Bu durumda, t € T ise 3 h € H igin,
t = II(h)’dir. Buradan,
t2 = I(h).1(h)
= I(h?)

= I(h)
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Yani T’nin her eleman1 idempotenttir. Boylece; T Boole halkadir.
Onerme 3.2.7. H bir Boole halka ve I < H olmak iizere !/, da bir Boole halkadir.
Ispat: H bir Boole halka olsun. Bu durumda H/I de bir halkadir. Diger taraftan,
H bir Boole halka oldugundan x € H igin, x? = x ’tir. x +1 € H/I i¢in,
(x+D*=@x+D.(x+1)
=x2+1
=x+1
dir. Boylece; H / ; bir Boole halkadir.

Onerme 3.2.8. H bir cisim olsun. Eger; H Boole ise bu durumda H = Z,’dir.
Ispat: 0 # x € H olsun. x> = x oldugundan,
x“—=x=0
dir. Boylece,
x(x—1)=0

olup, H cisim oldugundan H ayni zamanda sifir-bélensiz Olacagindan, ve ayrica

0 # x oldugundan x = 1 bulunur. Buradan,
H={01}=1Z,
dir.

Onerme 3.2.9. H birimli bir Boole halka olsun. Bu durumda, H nin her asal ideali

maksimaldir.

Ispat: P, H halkasinin bir asal ideali olsun. P’nin maksimal oldugunu gostermek

i¢in H/P ‘nin cisim oldugunun gosterilmesi yeterlidir. H birimli bir Boole halka

oldugundan, Onerme 3.2.4 ve Onerme 3.2.7’den H/P’ de birimli ve degismeli bir
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halkadir. Dolayisiyla H / p ‘nin cisim oldugunu gostermek i¢in yalmzca sifirdan

farkli her elemaninin tersi oldugunu gostermek yeterlidir.
P+ x+PE€ H/p olsun. Buradan x & P olup H Boole halka oldugundan,

x>’+P=x+P
olup, buradan

x(x—1)=x*—x€P
dir. x € P ve P asal ideal oldugundan
x—1€P

bulunur.
Buradan,

x+P=1+P

dir. Sonug olarak, H/P = {P,1+ P} yani H/P cisimdir.

17



4. YAKIN HALKALARDA BOOLE YAPILAR

4.1. Boole Yakin Halkalar

Bu béliimde, halkalardaki pek ¢ok kavramin yakin halkalara genisletildigi gibi Boole
yakin halkalar da halka teoride 6nemli bir rol oynayan ideal yapisina genigletilmistir.

Bunun i¢in oncelikle Boole yakin halkalar1 detayli olarak verelim.

Tammm 4.1.1. ([2]) R bir yakin halka olsun. x € R igin, x> = x ise R ’ye bir Boole
yakin halka denir.

Ornek 4.1.2. Ornek 3.2.2°deki (P(X), A,n) halkas1 ayn1 zamanda birimli, degismeli
bir Boole yakin halkadir.

Ornek 4.1.3. Ornek 2.4.4°deki (R, +,.) bir Boole yakin halkadir.

Ornek 4.1.4. S,(Z,) = {f € S(Z,) | f(0) = O} kiimesi fonksiyonlarda toplama ve
bileske islemleri ile bir Boole yakin halkadir.

Ornek 4.1.5. Her sabit yakin halka sag degismeli bir Boole yakin halkadir.

Ornek 4.1.6. Asikar her yakin halka bir Boole yakin halkadur.

Onerme 4.1.7. Bir Boole yakin halkanin bir alt yakin halkasi da Boole yakin

halkadir. Ustelik; Boole yakin halkanin bir homomorfik gériintiisii de Boole’diir.

Ispat: R bir Boole yakin halka ve S, de R yakin halkasmnin alt yakin halkas1 olsun.
Bu durumda, Vx € S i¢in, x € H oldugundan x idempotenttir. Yani S, Boole yakin
halkadir. [T: R — T bir yakin halka epimorfizmi olsun. Bu durumda, t € T ise

3r € Rigin, t = I1(r)’dir. Buradan,  t? = II(r).TI(r)
=TI1(r?)

= [I(r)



Yani, T’nin her eleman1 idempotent boylece; T Boole yakin halkadir.
Teorem 4.1.8. ([23]) Her Boole yakin halka sag degismelidir.

Not: Boole yakin halkalar sag degismelidir ancak degismeli olmak zorunda degildir.

Asagidaki 6rnek bunu gosterir.

Ornek 4.1.9. Ornek 2.4.4. deki (R, +,.) yakin halkas: sag degismeli Boole bir yakin
halkadir. Ancak c.a = ¢ # a = a.c oldugundan degismeli degildir.

Tamim 4.1.10. ([8]) R bir yakin halka olsun. a,b € R ig¢in, ab = 0 olmasi her

r € R i¢in arb = 0 olmasin1 gerektiriyorsa R yakin halkasina araya c¢arpan alma

Ozelligini sagliyor veya kisaca IFP yakin halka denir.

Eger P < R ve R/P bir IFP yakin halka ise bu durumda P ’ye R ’nin IFP ideali
adr verilir [17].

Lemma 4.1.11. Her Boole yakin halka bir IFP yakin halkadir.

Ispat: R bir Boole yakin halka ve a,b,r €R icinab =0 olsun. Bu durumda

Teorem 4.1.8°den
arb =abr =0r=0
olur. Buradan R, bir IFP yakin halkadir.

Teorem 4.1.12. R bir Boole yakin halka ve P < R olmak iizere R/, de bir Boole

yakin halkadir.

Ispat: R bir yakin halka oldugunda R/ p nin de bir yakin halka oldugu agiktir.

Diger taraftan,
x+Pe R/p icin,
(x+P)?=(x+P).(x+P)=x.x+P=x*+P=x+P

dir.
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Buradan R/ p bir Boole yakin halkadir.

Boole yakin halkalar ideal yapisina genisletilerek Boole ideal tanimlanmustir.

4.2. Boole idealler

Tamm 4.2.1. R bir yakin halka ve P < R olsun. Eger, R/P bir Boole yakin halka

ise P’ye R ’nin bir Boole ideali denir.

Onerme 4.2.2. R bir yakin halka ve P < R olsun. P, Boole idealdir gerek ve yeter
sart x € R i¢in, x2 — x € P dir.

Ispat: Boole idealin tanimindan agik olarak goriiliir.
Sonu¢ 4.2.3. R bir Boole yakin halkadir gerek ve yeter sart {0} < R Boole idealdir.
Ispat: Boole idealin tanimindan agik olarak goriiliir.

Sonug 4.2.4. R bir Boole yakin halkadir gerek ve yeter sart R’ nin tim idealleri Boole

idealdir.

Ispat: R bir Boole yakin halka ve P < R olsun. V x € R igin x?> = x oldugundan

x2—x=0€P olup P bir Boole idealdir. Tersi ise agiktr.

Sonu¢ 4.2.5. R bir sabit yakin halka olmak tizere, P < R ise , P Boole idealdir.
Ispat: R bir sabit yakin halka ve x € R ise, x> = x.x = x olupx>? —x=0€ P
dir. Boylece, P Boole idealdir.

Asagidaki verilen érneklerde, kendisi Boole olmadigi halde Boole ideale sahip yakin

halkalar verilmistir.

Ornek 4.2.6. Ornek 2.4.5°deki (R,+,.) yakin halkas1 Boole yakin halka degildir.
Fakat {0,2,5,7} < R Boole idealdir.

Ornek 4.2.7. ([13]) R = {0,1,2,3,4,5,6,7} ciimlesi asagidaki tablolardaki toplama ve

carpma iglemleri ile verilen bir yakin halka olmak {izere,
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+ |01 2 34 5 67 01 2 34 5617
0 |01 2 34 56 7 0O |0O0O0 00 OO0OO
1 /1 2 3 05 6 7 4 1101 0 10 110
2 |2 3 0 16 7 45 2 /1020 20 220
3 |3 0 1 27 456 3 /03 0 30 3320
4 (147 6 50 3 21 4 |4 4 4 4 4 4 4 4
5 |54 7 61 0 3 2 5 |45 4 54 55 4
6 |6 5 4 7 2 1 0 3 6 |4 6 4 6 4 66 4
7 |7 6 5 43 210 714 7 4 7 4 77 4

(R, +,.) Boole olmayan bir yakin halkadir. Ancak, P = {0,1,2,3} < R bir Boole

idealdir.

Ornek 4.2.8. (Zg, +) toplamsal grubu iizerinde asagidaki tablo ile verilen garpma
islemi altinda (Zg, +,.) bir sag degismeli yakin halkadir.

R = (Zg, +,.) olmak iizere

o A W N - O

w O w O w o o
o A W N B O B
P N W B~ 01O PN
W O W O W o w
g A W N P O
R N W B~ 01 O O
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R bir Boole yakin halka degildir. P; = {0,3} ve P, = {0,2,4} R’nin iki ideali olmak

tizere, P; Boole ideal olmadigi halde P, bir Boole idealdir.

Ornek 4.2.9. R = {0,1,2,3} Klein-4 grubu olsun. R *deki ¢arpma islemi asagidaki

gibi tanimlansin.

01 2 3
0O |0 0 0 O
1 |11 1 1
2 |0 0 0 O
3 |1 1 1 3

Bu durumda (R, +,) bir yakin halkadir. R’nin idealleri {0}, {0,1}, {0,2} ve R dir. Bu
durumda, R Boole degildir, ancak P; = {0,2} Boole idealdir.

Ornek 4.2.10. R, S, simetrik grubu asagidaki tablolar ile verilen toplama ve ¢arpma

islemleri altinda bir yakin halka olsun [15].

+ 0 1 2 3 4 5 01 2 3 4 5
0 01 2 3 4 5 0 0 0 0O 00O O
1 1 0 5 4 3 2 1 11 1 1 1 1
2 2 4 0 5 1 3 2 11 2 2 1 1
3 3 5 4 0 2 1 3 11 3 3 1 1
4 |4 2 3 1 5 0 4 0 0 4 4 0 O
5 5 3 1 2 0 4 5 0 0 5 50 0
Burada,

S; ={e, (12),(13),(23),(123),(132)}
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dir.Ve ayrica,

0-e, 1 - (23), 2 - (13), 3 - (12), 4 - (132), 5-(123)
dir. R’nin idealleri P ={0, 4,5} ve asikar ideallerdir. R bir Boole yakin halka degildir
ancak P ={0,4,5} R’ nin bir Boole idealidir.

Asagidaki 6nermeler ile yakin halkalarda Boole idealler ile IFP idealler arasindaki
iliskiler incelenmistir.

Onerme 4.2.11. R bir yakin halka ve P <R olsun. Eger P, Boole ideal ise
IFP idealdir.

ispat: P,R’nin bir Boole ideali ise bu durumda R/P bir Boole yakin halkadir.

Lemma 4.1.11°den R / p [FP yakin halkadir. [FP ideal tanimindan; R / p IFP yakin
halka ise P IFP idealdir.

Onerme 4.2.11’in tersi dogru degildir. Yani, her IFP ideal bir Boole ideal degildir.

Asagidaki 6rnek bunu gosterir.

Ornek 4.2.12. Ornek 4.2.9°daki R yakin halkasinin idealleri {0}, {0,1}, {0,2} ve R
dir. R 'nin {0,1} ideali bir IFP idealidir ancak Boole ideal degildir.

Sonug 4.2.13. R bir Boole yakin halka ve P < R olsun. Bu durumda,

P, IFP idealdir.

Ispat: R bir Boole yakin halka ise Sonug 4.2.4’den tiim idealleri Boole idealdir.
Onerme 4.2.11°den tiim idealleri IFP dir.

Onerme 4.2.14. R bir yakin halka ve P < R olsun. P, Boole ideal ise ayn1 zamanda

c-yar1 asaldir.

Ispat: a € R igin, a® € P olsun. P, Boole ideal oldugundan a? —a € P ’dir. Bu

durumda, a? € P oldugundan a € P ’dir. Sonug olarak, P c-yar1 asal idealdir.

Sonug¢ 4.2.15. R bir yakin halka ve P < R olsun. P, Boole ideal ise ayn1 zamanda

3-yar1 asaldir.
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Ispat: P Boole ideal ise Onerme 4.2.14’den P c-yar asal idealdir. Ustelik; Onerme

2.4.11°den P c-yari asal ideal ise 3-yar1 asal idealdir.

Onerme 4.2.16. R bir Boole yakin halka olsun. Bu durumda, x € R igin,
(0: x), R’nin bir Boole idealidir.

Ispat: Lemma 4.1.11°den R bir Boole yakin halka ise R, bir IFP yakin halkadur.
Ustelik; R bir IFP yakin halka ise x € R igin (0:x) < R ‘dir [2]. Bu durumda,

(0: x)’in R’nin bir Boole ideali oldugunu gostermek igin, a € R, i¢in
a’ — a € (0: x) oldugu gosterilmelidir. R bir Boole yakin halka oldugundan
a? —a = 0°dir. Bu durumda x € R igin,
(a?-a).x=0
olup
a’?—a€ (0:x)
bulunur. Boylece, (0: x) R’nin bir Boole idealidir.

Onerme 4.2.17. R, bir Boole yakin halka olsun. S € R ise, (0:S) R’nin bir Boole

idealidir.

Ispat: Lemma 4.1.11°den R, bir Boole yakin halka ise R, aym zamanda bir IFP
yakin halkadir. Ustelik, R bir IFP yakin halka ise S € R igin (0:S) < R “dir [2].

R Boole yakin halka oldugundan x € R igin, x? =x olup x> —x =0 ’dir.

Boylece S € R igin,

(x2—=x).5=0
yani

(x2 —x) € (0:5)
dir.
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4.3. Boole Halkadan Boole Yakin Halka Elde Etme Metodu

Son olarak, bu boéliimde, verilen bir Boole halkadan Boole yakin halka elde etme

metodunu kullanarak bir Boole yakin halka elde edelim.
(B, +,A) birimi “1” olan bir Boole halkas1 olsun. A islemi a’:a + 1 olmak lizere
aVb:(a AD")
ile tanimlansin. x € B ise a,b € B igin, *, islemi
a*,b:an(bVx)
olarak tamimlandiginda (B, +,*,) sag degismeli bir Boole yakin halkadir. Ustelik;
x = 0°dir gerek ve yeter sart (B, +,*,.) bir Boole halkadir.
Boole halkalardan elde edilen bu yakin halkalara ézel Boole yakin halkalar denir.

Ornek 4.3.1. 0 # X olmak iizere B = P(X) Ornek 4.1.2.deki (P(X), A,n) birimli ve
degismeli Boole halkasi olmak tizere (P(X),A,*y) bir sag degismeli Boole yakin
halkadir. Gergekten, Y € P(X) olmak iizere VA, B € P(X) igin,

Axy, B=AN(BUY)
ile tanimlanir. Burada,
AUB:(A'nB")
ve
AAMX = (A—X)U(X—A)=QUAt = A
dir.
a) (P(X),A)’nin grup oldugu agiktir.
b) (P(X),*y) bir yar1 gruptur. Gergekten,

V A,B,C € P(X) i¢in,
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AxyB=ANn(BUY) € P(X)
dir. Diger taraftan,

(A*yB)*yC=(AN(BUY))N(CUY)
=An((BuY)n(CuY))
=An((BuY)n(CuYUuY))
=An((Bn(CuY))uY)
=Axy (BN(CUY))
= Axy (B ()

olup (P(X),*y) birlesmelidir.
¢) Y A,B,C € P(X) icin,

(AAB) +, C = (AAB) N (CUY)

= ((AAB)n C) U ((AAB) N Y))

=(AnCO)ABNO))U((ANTABNY))
=[(AnC)uBNC))-((AnC)Nn(BNC))
Uu[(AnnuBnY)-(AnY)n(BNY))]
=[((AuB)NC)—ANBNOJU[((AUB)NY)—-(AnBNY)]
=[((AuB)nC)NnANBNC)]U[((AUB)NY)N(ANBNY)]

Diger taraftan,

(A*xy O)AB* C)=(An(CuY))A(Bn(CUY))
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= (AAB) N (CUY)

= ((4AB) N C) U ((AAB) NY)

—(@AnC)ABNO)U(ANY)ABAY))

=[@nOuBNn)-(Anc)n(BNO)|u
[(AnVIUBNY))-(AnY)n(BNY))]

=[(AuB)nc)nAnBnC)Y]u[((AUB)NY)Nn(ANBNY)]
Buradan (P(X),A,xy) bir yakin halkadir. Ustelik;
Axy A= AN(AUY)
=(ANAUANY)
=AU(ANY)
=A
oldugundan (P(X),A,*y) bir Boole yakin halkadir. Diger taraftan; v A € P(X) i¢in,
AxyE=E*xy, A=A
olacak sekilde E € P(X) olmadigindan birimli degildir. Ayrica,
A+ B=AN(BUY)
# BN(AUY)
=B, A
olup degismeli de degildir ancak sag degismelidir. Gergekten,

Axy (BxyC) =Axy (BN(CUY))
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=AN[BN(CUY)UY]
=ANn[(BUY)n(CUY)]
=Aﬂ((CUY)ﬂ((BUY)UY))
=An((Cn(BUY))UY)
=Ax (CNn(BUY))
= A *y (C *y B)
Y =@ icin,
Axy B=AN(BUY)=ANB

olacagindan (P (X), A,*y) bir Boole halka oldugu kolaylikla goriiliir.
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SONUC

Bu tezde, Boole yakin halka kavrami ideal yapisina genisletilerek Boole ideal
tanimlanmistir. Bu tanimla, Boole yakin halkalarin tim ideallerinin Boole ideal
oldugu aciktir. Ayrica, kendisi Boole olmadigi halde ideali Boole olabilen yakin
halkalarin oldugu orneklerle gosterilmistir.Yine, Boole ideallerin literatiirde 6nemli
bir yer tutan IFP idealler ve asal idealler ile iliskisi incelenmistir. Ustelik; Boole
yakin halkalarin sifirlayan ideallerinin de Boole ideal oldugu ispatlanmistir. Son
olarak, Clay ve Lawyer [23] tarafindan verilen yakin halka elde etme metodu sag
yakin halkalara uygulanarak birimli bir Boole halkadan Boole yakin halka elde

edilmistir.
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