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OZET

Bes bolimden olusan bu c¢alismanin amaci Fourier serilerinin mutlak Hausdorff

toplanabilmesini incelemektir.

Birinci béliimde toplanabilme teorisinin tarihsel gelisimi hakkinda bilgi verildi. ikinci
boliimde bu calismada kullanilan temel tanim ve teoremler verildi. Ucgiincii ve Dérdiincii
boliimde Fourier serilerinin mutlak toplanabilme ve mutlak Hausdorff toplanabilmesi ile
ilgili bir teoremin ispati incelendi. Bu teoremleri ispatlamak i¢in kullanilan lemmalar verildi.
Besinci boliimde Fourier serilerinin eslenik serilerinin mutlak Hausdorff toplanabilmesi ile

ilgili bir teoremin ispat1 incelendi.

Anahtar Kelimeler: Fourier serisi, Hausdorff toplanabilme, Mutlak Hausdorff

Toplanabilme, Mutlak Euler toplanabilme, Sinirli salimmlilik.
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ABSTRACT

The aim of this study which compose of five parts, is to investigate on the absolute
Hausdorff summability of Fourier series.

summability is given. In the second chapter, the basic definitions and theorems used in
this study are given. In the first chapter, information about the historical development of the
theory of
In the third and fourth chapter, the proof of a theorem with respect to on the absolute
summability and absolute Hausdorff summablity of Fourier series is investigated. Using
lemmas to prove this theorem are given. In the fifth chapter, the proof of a theorem with
respect to on the absolute Hausdorff summablity of conjugate series of Fourier series is
investigated.

Keywords: Fourier series, Hausdorff summability, Absolute Hausdorff summability,

Absolute Euler summability, Bounded variation.
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR LISTESI

S[f] . f fonksiyonunun Fourier serisi

{s,.} : Reel veya kompleks sayilar dizisi

(any,) : Satir ve siitun sayisi sonsuz olan kompleks terimli bir matris
Un : Moment sabiti

(H,p) : Hausdorftf doniistimii

(C a) : o. mertebeden Cesa’ro doniisiimii

(E,a) : . mertebeden Euler doniistimii

a, : Fourier katsayisi

X : Karakteristik fonksiyon

BV[0,1] : [0,1] araliginda tanimli sinirlt salinimli fonksiyonlarin uzay1
gz (x) : g fonksiyonunun §. mertebeden ileri kesirli integrali

gsX) : g fonksiyonunun é. mertebeden geri kesirli integrali

Apy, = Wp-pi1:Uy NN simetrik farka

5,=0(1) :{S,,} dizisi sinirh

$.=0(1) ; rlll_r& sp=0

P()~q(®) (x - @) : lim25=1

B(m, n):fo1 x™m (1 — x)" tdx 2% m>0,n>0

r(n) = fooox”‘le‘xdx , Tm+ 1) =nI'n),I'(n+1) =n! n>0

Vi



1.GIRIS

Toplanabilme teorisi 6zel bir yakinsaklik tiirtidiir. Analiz ve uygulamali matematikte
bir ¢ok uygulamalar1 vardir. Serilerin yakinsakliginin incelenmesi Leonardo Euler
(1707-1784) in doneminde yapilmis olup bu serilerden yakinsak olmayanlar ¢ok az
ilgi gordii. Euler f(1) = s ve kiiciik z degeri (uzunlugu oldukga kiigiik z degeri) igin
Y=o Anz™ serisinin f(z) degerine yakinsamasi halinde ),;_,a, iraksak serisini

Ym0 @y = s sekline doniistiiren toplam metodunu gelistirdi. Bu yolla |z| < 1 i¢in

N (— 1)z = —

1+z

yakinsamasi vardir. Boylece

Sieo-D" = 7| =3

z+1 Z=1_

dir. Bununla birlikte z # 1igin

1-22 2, ,3.4,54 .6
=1-z“4+2z>—2z>+2>— -
1+23
1-z2 14z
1+23  1+z+z2
oldugundan
1+z 2
© —1 n_—|— = -
Zn=o(—1) [1+Z+ZZ]Z:1 3

dir. Bu sekilde Eulerin yorumuyla ), ,(—1)" serisine neredeyse herhangi bir deger
karsilik gelmektedir.

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) sonsuz islemlerin matematik analizinde
kullanilmasi fikrini tanitmaya yardimeir olmustur. Binom teoremi erken yaslarda
Gauss tarafindan gelistirilmistir ve bu ona bir kuvvet serisinin bir fonksiyona
yakinsamasi kavramiyla ilgilenmesine neden oldu. Bu tabii ki oncelikle
matematikgiler tarafindan ortaya atilan bazi anl8msiz fikirlerin ortadan kaldirda.
Bunlarin arasinda hipergeometrik seriler ve bu sekildeki serilerin yakinsakligi

tartismasi oldu.



Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), Gauss ve Abel ile birlikte matematik analizine
dikkat ¢ekilmesini tanitmada Onciiliik etmistir. Kuvvet serilerinin yakinsakligi ve
raksaklhigiyla ilgili fikirlerini sekillendirmistir. Onun g¢alismalarinin giintimiizdeki
bir¢ok matematiksel aktivitede temelini atmistir.
Niels Henrik Abel (1802-1829), 19. yiizyilin ilk zamaninda yakinsaklik ve
raksaklikla ilgili fikirlere katki yapan tigiincii dnciilerdendi. Onun en 6nemli teoremi
olarak bilinen Abel teoremi giiniimiizde ¢okg¢a kullanilir.
Bu calisma esas olarak (-m, ) araligliinda Lebesque anlaminda integrallenebilen 2m
periyotlu bir f fonksiyonun Fourier serisinin |H, u| mutlak Hausdorff toplanabilmesi
ele alinmistir. Mutlak Hausdorff toplanabilme metodu,[1] de ele alinan Fourier
serilerinin  mutlak  Cesa’ro  toplanabilmesinin  bir  genellemesi  olarak
adlandirilmaktadir.
1917 de Hurwitz ve Silverman [2] de C Cesa’ro matrisi ile degismeli olan tggensel
matrislerin sinifin1  tanimlamislardir. Bu degisim problemi, operatdr teorisinin
bilinen degisim problemlerinin ¢ogundan 6nce gelmektedir. Hurwitz ve Silverman
(ux) reel ve kompleks bir dizi ve A,

Ape = pg = fgerr , Ay = A(A™ )

ile tanimli ileri fark operatorii olmak tizere

R = (Z) AR 0<k<n

formuna sahip matris siifin1 bulmuslardir.

1921 de Hausdorff[3] da aymi degisim problemi ¢6zmiistir ve Hausdorff
matrislerinin regiilerligi ve konservatif icin gerekli ve yeterli sartlar1 vermistir. Bu
toplanabilme metodunun diziden diziye tanimlanan doniisim oldugu [4] te
belirtilmistir. Fourier serisinin mutlak Hausdorff toplanabilmesinin 6zel durumu olan
mutlak Holder toplanabilme tanimi ise [5] te verilmistir.

Bu galismada bahsedilen ve [6] da tanimlanan Hausdorff toplanabilme yardimiyla
olusturulan bu ¢alisma boyunca ;

)f(x) € L(a,b) ile f fonksiyonunun (a,b)de Lebesque anlaminda
integrallenebilirligini,

ii) p(t) € BV(0.7) ile ¢ fonksiyonunun (0,7) araliginda sinirli salinimli oldugu;

i)Y eq1la,|<oo ile Y a, serisinin mutlak yakinsakligi;



iv) (u,) reel veya kompleks degerli bir dizi olmak tizere p. mertebeden u,, lerin
farki;

p=0 igin A u, =y,

p= 1igin APpy = AP~y — APy

seklinde gosterilecektir.

Bunlarin disinda K, her durumda aymi olmasi gerekmeyen pozitif bir sabiti

gosterecektir.



2.TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tamm 2.1: F reel veya kompleks sayilarin kiimesi v = 0,1,2,3.. i¢in a,,, € F olmak
izere A = (a,,,) sonsuz matris ve {s, } dizisi F de bir dizi olsun.

{S,.} dizisinden {t,;} dizisne doniistim

th = Yoo AnvSy (n=0,1,23..)

olarak tanimlansin. Bu durumda {t,,} dizisine {S,} dizisinin A — doniisimii dizisi
denir. Bu A dontisiimiiniin var olabilmesi i¢in her n igin  Y.;, Qpy Sy SErisinin
yakinsak olmasi gerekir [7].

Tanmin 2.2: Bir A = (a,,) sonsuz matrisi verilmis olsun. Eger A matrisi yakinsak her
diziyi yakinsak diziye doniistiiriiyor ve ayn1 zamanda limiti de koruyorsa A matrisine
regiilerdir denir [7].

Teorem 2.3: Bir A matrisinin regiiler olmasi igin gerek ve yeter sart

1) Her v igin rlll-r)?o Any, =0

i) Jim B2 any = 1

iii) Her n igin Y ;-ola,,| < M olacak sekilde n den bagimsiz bir M pozitif reel
sayinin var olmasidir [7].

Bu teoreme Silvermann-Toeplitz Teoremi denir.

Tanim 2.4: Verilen bir Y7, a,, serisinin kismi toplamlar dizisi (S,) olsun. Ayrica
A = (A,,,) sonsuz matrisinin yardimiyla };5_, a, serisinin veya (S,) dizisinin (t,)

dontistim dizisi t, = Y.5=o Ak Sk ile verilsin. lim ¢, =t ise Y., _,a, Serisine veya
n—-oo

(S,,) dizisine t degerine A- toplanabilirdir denir [7].

Tamim 2.5: {p,} dizisine karsilik gelen {S,,} dizisinin Hausdorff doniistimii

n -
tn = Zk=0 (k) A sy
ile tanimlanir[3].
Tanmm 2.6: f(x), (-m,m, ) araliginda L Lebesque anlaminda integrallenebilen 27

periyotlu periyodik fonksiyon olsun. Bu durumda f (x) fonksiyonunun Fourier serisi
f(x)~%a0 + Y .(ay, cosnx + b, sinnx ) = Yoo A, (%)
ile tamimlanir. Ayricaf (x) fonksiyonun Fourier serisinin eslenik serisi ise

Yim=q(a, sinnx — b, cosnx)

ile tanimlanir[8].



Teorem 2.7: (Riemann-Lebesgue Teoremi): f(x), (-, ) araliginda

Lebesgue anlaminda integrallenebilir olsun. Bu durumda

v
lim [ f(x)cosnx dx =0

n—-oo _

ve
s
lim f f(x)sinnx dx =0
n—-o0o -

dir [8].
Teorem 2.8: (1. Ortalama Deger Teoremi): f fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli ve

g fonksiyonu [a, b] integrallenebilir olsun. Bu durumda

b
[ reog@ax = rg@ax

elde edilir ki bu iyi bilinen ortalama deger teoremi olur [4].
Teorem 2.9: (2. Ortalama Deger Teoremi): g : [a, b] — R pozitif ,monoton olarak

azalan bir fonksiyon ve f: [a, b] = R integrallenebilir olsun.Bu durumda

b X
[ rog@dc =g | s

olacak sekilde x € (a, b) vardir [4].
Teorem 2.10: H : [a, b] = R monoton ve pozitif bir fonksiyon olsun. g:[a, b] = R

integrallenebilen fonksiyon olsun. Bu durumda

b x b
j H(t)g(t)dt = H(a+)J g(t)dt+H(b‘)f g(t) dt

olacak sekilde x € (a, b) vardir [4].

Teorem 2.11: {u,,} dizisi i¢in bir Hausdorff doniisiimiinden regiiler olmasi i¢in gerek
ve yeter sart y(x) = y(0*) =0, (1)) =1vepu, = f01 x™dy(x) olacak sekilde [0,1]
araliginda y(x) smirli salinimli fonksiyonun bulunmasidir [4].

Teorem 2.12: {u,} = [ 01 x™ dy(x) moment sabiti olmak iizere

i) (H, u) Hausdorf metodunun regiiler olabilmesi igin gerek ve yeter sart p,, nin
regiiler moment sabiti olmasidir.
if) (H, u) nin yakinsaklig1 koruyan doniisiim olmast i¢in gerek ve yeter sart 1, nin

moment sabiti olmasidir [4].



Teorem 2.13: (Fejer Teoremi) f(x, £ 0) limitlerinin ve her ikisi sonsuz ve ikisi de

ayni igaretli var oldugu x, noktasinda S[f] nin(C, 1) ortalamasini gosteren

n+1

] 2
0n(0) = 0 (X0, f) = = ff,J(»Hﬂ{%} dt,

n(n+1)

f(xo+0)+f(x0—0)
2

degerin yakinsaktir.

Ozel olarak f fonksiyonunun her siireklilik noktasinda o, (x) — f(x,) dir.
Siireklilik noktasinda her bir kapali araligi {izerinde o, nin yakinsakligi
diizgiindiir [8].

Tanmm 2.14: ¥, a, , {S,}kismi toplamlar dizisi ile verilen sonsuz bir seri olsun.
diziden diziye

n -
tn = Tieo () A"t (2.)

doniistimii {S,,} dizisinin {t,} Hausdorff ortalamasi dizisini tanimlar [3].
&1_{{)10 t, = s ise {S,} dizisine s degerine Hausdorff toplanabilirdir. Eger {t,;} sinirli
saniml1 yani

2ty =ty <0 (2.2)
ise {s,} dizisine mutlak (H,u,,) veya |H, u,| toplanabilirdir denir.

Hausdorff ortalamasi ilk olarak sistematik bir sekilde 1921°de F. Hausdorff [3]

tarafindan tartisilmistir.
Hn = Vn O<y<1)
oldugunda (2.1) de iyi bilinen diziden diziye
th = Xy (L =S, (2.3)

Euler doniisiimiine indirgenir.

Bu metot (0 < y < 1) igin regiilerdir.



Cesa’ro ve Holder [5] metodlar1 da Hausdorff metodunun 6zel durumlaridir. (H,u,)

konservatif olmasi i¢in gerek ve yeter sart y(x)seklinde bir fonksiyonun korunumlu

olmasidir.
i) x(x) siirl salinimh 0<x<1
3y 1 4 (2.4)
i) py = [ x" dx(x) n= 123...
olacak sekilde y(x) moment fonksiyonunun mevcut olmasidir.
Genelligi bozmaksizin y(x) = 0 kabul edebiliriz.
Bunlara ek olarak y(x)
iii) x(x+) =x(0) =0 x(x), x = 0 da sagdan siireklidir.
. } @9
iv) x(x) =1

sartlarmi saglhiyorsa bu durumda p, regiiler moment sabiti ve (H,u) bir regiiler
Hausdorff dontisiimdiir.

(0,1) araliginin igindeki siireksizlik noktalarinda y(x)in degerleri
)((x)=%[)((x+0)+)((x—0)], 0<x<1

olarak keyfi bir bi¢imde degistirilebilir. Sonra da (0,1) kapali araliginda y(x)’in
sinirli saliimli reel bir fonksiyon oldugunu kabul edelim.

Knopp ve Lorentz [9] ispatlad: ki (H,u,,) konservatif ya da regiiler diziden diziye bir
donlisim tanimlarsa bu durumda bu mutlak regiiler veya mutlak konservatif
dontisiim tanimlar. Ayn1 sonu¢ Hilda Morley [5] tarafindan bagimsiz bir sekilde
ispatlanmistir. Fakat bunlarin aksine olarak M.S. Ramanujan [10] ters sonucunu
ispatladi. Boylece yukaridaki 2 sonugtan ** Hausdorff matrisi , diziden diziye mutlak
konservatif veya mutlak regililer doniisiim tanimlar <& Hausdarff matrisi ayni tiiriin

b

regiiler veya konservatif doniisiimii tanimlar. >’ sonucu ¢ikar.

x(x), (2.5) sartlarin1 sagladiginda (H,p) mutlak yakinsakligi koruyan doniigiimdiir.
Hausdorff metodunun Fourier serilerine ve baglantili serilere uygulamasi hakkinda
Hille ve Tamarkin [11] birkag teorem ispatlamistir. Onlar gosterir ki y(x) kiitle
fonksiyonu iizerindeki dolayli ya da dolaysiz sartlar altinda (H,p) Fourier etkili
olur.

f(t) ; 2m periyotlu fonksiyon ve (—m, ) arahiginda (L) Lebesgue integrallenebilir

olsun. Genelligi bozmadan



ST £ dt=0 (2.6)

1
¢ = @u(®) =S {f(t+w) +f(t —w)}
ve

e(t)~ Y=, Ay(u) cosnt (2.7)

oyle ki A,(u)=a, cosnu + b, sin nu olmak iizeref (t) nin t = u daki Fourier serisi

2;?:1An(u)
olsun.
gr(x) = %f;‘(x —v)% 1g(v)dv, §>0 28)
gs(x) = %fox(v — x)%71g(v)dy, §>0 '

ifadeleri sirasiyla §. ileri ve geri kesirli integrallerini tanimlar. Bu integrallerin & >
0 icin hemen hemen her yerde mevcut oldugu iyi bilinir.

0<6 <1 ve h(t) fonksiyonu g(t) fonsiyonunun &.ileri kesir integrali ise bu
durumda genellikleh(t), q(t)ile adlandirilan farkli bir fonksiyonun 8. geri Kkesirli
integrali de olur. Fakat bu genelde dogru degildir. h(t)d.geri integral olmaksizin
0. ileri integral olabilecegini gostermek icin 6rnek olusturmak miimkiindiir veya tersi
de olabilir. Bu tip sonuglar1 Kuttner [12] detaylh sekilde tartismustir.

Iyi bilinir ki [4] Euler ve Cesa’ro toplanabilme metotlar1 karsilastirilamaz. Yani
hi¢biri bir digerini icermez. Fourier serilerine uygulamasi agisindan bu iki

toplanabilme metodu farkli

Yn=1An (W)

davranir. Biri Fourier etkili iken digeri degildir.

Bosanquet mutlak Cesa’ro metodunu Fourier Serisine uygulanmasi hakkinda
asagidaki teoremi ispatlamistir.

Teorem 2.15: @(t) € BV (0,1t) ise @ > 0 igin f(t) nin Fourier serisi

t = u noktasinda |C, a| toplanabilirdir[1].

Yukaridaki uyar1 ve Teorem 2.15 gbz Oniine alindiginda Y22, Ap(u) serisinin
mutlak Euler toplanabilmesini garanti etmek i¢in ¢(t) nin sinirh salimimli olup

olmadigini sormak ¢ok dogaldir.



Bu soruya Teorem 4.2 negatif (olumsuz) cevap verir.
Tamm 2.16: Olgiimii sifir olan ciimle disinda bir fonksiyon smirl1 ise bu fonksiyona

esas siirlidir denir [4].



3. MUTLAK TOPLANABILME

Bu boliimde oncelikle mutlak toplanabilme metodu ile ilgili lemmalar verildi. Bu
lemmalar 4.boliimdeki teoremlerin ispatinda kullanildi. Ayrica mutlak toplanabilme
ile smirli salinimhilik arasindaki iliski arastirildi. Son olarak ise Hausdorff
metodunun 6zel bir durumu olan (C,« ) metodu ile ilgili teoremin Hausdorff metodu
ile ilgili teoremin indirgenmis sekli oldugu bir 6rnekle incelendi.

Lemma 3.1 b —a < o olmak iizere f,(x) , (a,b) araliginda olgiilebilir olsun. Bu

durumda (a, b) araliginda (L) integrallenebilen her A(x) integrallenebilirdir ve

Yn=1

(a, b) deki her x i¢in esas olarak sinirli olmasidir [1].

f: A(x) f(x)dx|<oo olmasi i¢in gerek ve yeter sart Yo—q|f(x)| serisinin

Lemma 3.2’ i ifade etmeden once asagidaki bilgilere ihtiyag¢ vardir.

£, seriden seriye
Cn = Zv=o Env ay (3.1)

dontisiimii ile verilen herhangi bir toplanabilme metodu olsun. £ nin regiiler veya

mutlak regiiler olmas1 gerektigi kabul edilmez ancak

Z?f:olf-n,v |<°°
oldugu kabul edilebilir. Bagka bir ifadeyle
1+0+0+0+...
serisi mutlak (£) toplanabilirdir.
=0y (3.2)

serisinin  mutlak (£) toplanabilir olup olmadigi goz Oniine alindiginda baska bir
ifadeyle Y;—,lcn| nin mutlak yakinsak olup olmadigi gbzoniine alindiginda a.
terimini ithmal edersek bu farklilik olusturmaz. (3.1) den ay=0 alinmas1 gerektigi
sonucu ¢ikar.

(3.2) serisi sinirli salinimli fonksiyonun Fourier serisi olsun.

(2.7) ve (2.8) gosterimden hareketle
a, = A,(u) = %foncp(t) cosvtdt (v=1) (3.3)

a0=0



(3.1) de

C, = % [ZoiEny fon @(t) cos vt dt] (v=1)

=2[me, 2 [ de(t) sinvt |. (3.4)
¢Ozlimlenirse (toplam ve birlesmenin tersi miimkiinse )
Co === fy dp(OE(0) (3.5)
£,(t) = Z{'f’:lEZ—'" sin vt
e indirgenir. Her sabit n i¢in ;

T, M sin vt (3.6)
serisi 0< t < 1li¢in smurh olarak yakinsak olsun. Bu durumda (0,7) de smirh
salinimli herhangi bir ¢(t) fonksiyonu i¢in (3.5) gecerlidir.

Simdi Lemma 3.2’yi ifade etme durumundayiz.
Lemma 3.2: (3.2) ve (3.6) sartlar1 sagliyorsa bu durumda £ metodunun herhangi
smirh salmmmli fonksiyonun Fourier serisinin |£| toplanabilmesini saglayan metot
olmasi i¢in gerek ve yeter sart

S IEn (0] (37)
serisinin (0,m) de esas olarak sinirli olmasidir. Daha gii¢lii olarak (3.7) sarti her
siirh salinimli fonksiyonun Fourier serisinin |£| toplanabilmesi i¢in yeter sarttir ve
her mutlak siirekli fonksiyonun Fourier serisinin |£| toplanabilmesi i¢in gerek
sarttir[6].

Ispat: (3.6) sart1 saglandiginda bu durumda (3.5) sart1

w=o [T £a()de(t)

T

gecerlidir. Boylece (3.7) den ve ¢ nin sinirli salinimli olmasindan
) 0 2
Zn=0|cn |:Zn=o |_ - fon £n (t)d(p(t)

2 e’
<= [7ldo®)| Zr-olEn ()]
<oo
¢ (D€ BV (0.m)= [ ldo(t)|<K
Boylece yeterlilik kisminin ispati tamamlanir.

Gereklilik kisminin ispati Lemma 3.1 den yararlanilarak yapilir.
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Lemma3.3: Y, v(F)xY(1—x)""V=nx
dir [13].
Ispat: 1= 3", (% )x”(1 — x)™7 x’e gore tiirevini alalim.
0=X0=0G)vx" 1 (1 = )" —x” (n —v)(1 —x)""7]
0=Y3-oG)[*x" (1 = )" " v(1 — %) — (n -)x]]
o=x7"_,( )[x”_1 1-x)""1v—vx—nx+ vx]]
0=X0=0G )" T (L = x" "ty —x¥(1 — )" " n]
=0 )x" (L =) n=E0 () x* (A — )"
n¥o=0( )X’ (1 =) = X0 (G )x" (1 — )" v
nx Yy=o(@)x" (1 = x)"7" =¥y ) VX" (1 =)™
=nx (x+1—-x)"
=nx
Lemma 3.4: t, ve S, sirasiyla Y,n_, Cp Ve Yoy, Serilerinin n. kismi toplamlart
olsun. Diziden diziye
tn = Xp=0(3) A"V lhy Sy
Hausdorff doniigiimii
Co =~ 201 (3) A" Vi, (Va, ) (n=1)
Co =ayg
olarak seriden seriye seklinde diizenlenebilir.
Bu [9] dan bilinir.
Lemma3.5: g(x) ve q(x) fonksiyonlari (0,1) araliginda Lebesgue
integrallenebilirse § >0 i¢in
Jy 95(9900) dx = [ a(x) g (x) dx
dir [14].

ispat :g5(x) = 7 [, (x = )P~ g(0)dx
95 () = 72 [/ (v =08 q(w)dv

[} 959 q(x)dx

=f0 w5 Jo =)t g(¥)dx q(w)dv

1"(5) f f (x —v)° g(x)q(v) dx dv

12



r(a) f f (x — )%t g(v) q(x)dx dv
r(5) f f (v —x)%"1 g(x)q(x)dx dv
fo ') f (v —x)°" g(w)dv q(x)dx

= fo q5 g(x)dx

dir.

Lemma 3.6: 6 sabit olmak lizere 0<6<I ve kiigiik z kompleks sayisiigin |1 —z| < 1
olsun. Bu durumda yeteri derecede biiylik n ler i¢in diizgiin olarak |1 —z| < 1

sartin1 saglayan z ler i¢in ve 0< x < 1 i¢in

X 2 1
Jy x =)t A —vz)"dv=0 () dur [6].
Ispat: I, ,max (0, x-ﬁ)<v<x araliginda integrali gostermek iizere

I:fox(x — 1) 11 —vz)" dv
=L+
olsun.

1
x < ﬁ olursa x'ﬁ < 0 = max (O,x-m)<x<x

olur. Yani I,=1 = I,=0 olur.
(3.8) den (J]1 — z| < 1) oldugundan 0< v < 1 i¢in
|1 — vz| < 1 dir. Gergekten

1-z|<1=,(x—-1)?+y2<1den0<v <1 igin

11 —vz|= /1 —v(x + iy) =/(1 — vz)? + v2y?

=J1 = 2vx + v2x2 + v2y2= /(1 —vx)2 + y2 < 1

=Jv2(x — 1)2 + y2v2 <v

:\/vzx2 —2v2x + x2 +v?y?<vw

11— vz| < v2x2 — 2v2x + x2 + v2y?2
1-vz|<v <1
dir.
=1, + I,
el
=f, "= v)°T (A —vz)" dv+f o (=)’ —vz)hdy

n|z|

13



L= 1 (x—v)’1A —v2)"dv

n|z|

Ll <[5 1 (x—v2 Y1 —vz|"dv

nlz|
LI <[ 2 (=)' 1dv
nlz|

1
(x-v)® X ——
5 n|z|

X

)8 => 5:0(@) dir.,

1] < ——

1| < (

n|z|

oL
L=/ o "4 (x — v)871(1 — vz)™ integraline kismi integrasyon metadunu uygularsak

1
= -1 11* " nizl
L= (G — )7 (@ —v)™ ]0
(1-8) z _
(n+1)zf nll (x - v)6 > (1-vz)"dv
1
5-1 1 [,6-1 TRz, o NE-2
a1 < i G ™ Yo 2 o G = v
)< —2 (Lyo-1y L _yo-1p 151
= (n+1)lz] “nlzl (n+1)lz| (n+1)lz|
L] < 1 e 4 1 x
U= @izh8 (4 Dlzl * m+Dlzl “(nlzD51 (1)l
.2
= (nlz])®

= 11:O(ﬁ)

Sonug olarak I=1; + IZZO( 5 I5) dir.

Lemma 3.7: (a,,) negatif olmaya reel sayilarin azalan bir dizisi (b,,) de herhangi bir
reel terimli dizi olsun. m ve n, n > m sartin1 saglayan dogal sayilar ise,

X hem Qicbi| < ammaxmepen| e bl

dir [15].

Ispat:B, = ¥} _,. bk V€ Myax{|Bml, |Bps1l, ..., | By} olsun.

Abel formiiliinden

|Xk=m akbi| < layByl + Xizme1|Br(ax — axs1)| < May,

bulunur ki bu da ispat1 tamamlar.
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Bir 6rnek olarak gosterecegiz ki Teorem 4.1 in sartlari (alternatifleri) a > 0 iken
(C, @) toplanabilme durumunda saglanir. Bu durumda;

x®)=1-(1-x)

secelim. &’ y1 , a>8>0 olacak sekilde secersek y(x)—1 fonksiyonunun

r'(l1+a)

o) (1 —x)*"%1in (8+1). geri kesirli integrali oldugu kolayca gosterilebilir.

Gergekten

1 s 1+

1 _ _ a-6—1
re+1) fx(v x) r(a—=o) (1-v) dv

v—x=(1—-x)t

dv =(1—-x)dt
l1-v=1—-x—-(1-1t)t
doniisiimiinden

__ TA+e) (1o N8p8(q _ A\a=8-1(1 _ pya—=5-1 (1 _
T+ (a-8) Jo(1 =01 —x) 1-1) (1—x)dt
r(l+a)

——_— r_ a(l.s _ \a—56-1
T LG A G

_ I+a) 1-0¢

TS+ (a-6) P +1a-20)

_r+o) 1-x)* r(¢+1).r(a-=8)
T r+0r(-8) " r(a+1)

=-1—-x)¢
elde edilir. Diger taraftan & , 0<6<1 olacak sekilde segilirse bu durumda y(x) ,
P+ - (11— v)?(x —v)Cdv)

04
r(1-6)

nin (&+1). ileri kesirli integralidir. Gergekten

F(61+1) fox(x -v)° fov(l —0)*2(w—-1t)"° dtdv (3.8)
:r(61+1) fox fov(x —)°(1 - ) (v —t)%dt dv

=1"(61+1) fox ftx(x - v)6(1 — )2 (v — t)_‘s dv dt

:1"(51+1) fox f:(x - )1 -v)* 2t —-v) %dtdv

t—v=&-v)u —t=Ww-u-v

dt = (x —v)du x—t=x-v)+@W-0u=x-v)1 -1

1
ré+1)

LA =) [ =) Pu 0 (x — v) (x — v)°(1 —w)’du dv
:—mlﬂ) Jy@=v)*2 (x —v)r(1—8Ir{+4) dv

15



=I'(1-) fox(l — )% 2 (x —v)dv
l1-v=y —dv=dy
=T(1-0)f, Y2 (x +y — 1dy

=I(1-5) [,_[(x = Dy*~? +y*]dy

B e e I
_F(l 8)[ a—1 + 0(] |1—x
-1 1 1-x)% 1-x)%
TS+ o o (39)

a(l—-o)
r(-6)

olup bu (3.9) ifadenin her iki yanini ile ¢arpalim.

a-0% (1—x)“]

a—1 a

=a(1- a)[— + -+
=a(1-x)+1l-a-a(1l — x)*-(1-a)(1 — x)*
=1-ax-(1 —x)*

elde edilir. Ayrica

1 x _ S a -5
r(é+1) fO (X U) r(1-9) v dv

-1 NS % 5 v ., W

_r(5+1) Jox=v) Fi—o 2 dv v = xu doniisiimiinden
_ 5 _5 ox

r(5+1) f (x —xu)® x~%u o) du

- NG, —8

TrE+1ra-s) Jo (1 =w)’u™®du

_ ox r(@¢+uyr(a-9o6)
T r@+1)ra-9) re)

=ax
sonu¢ olarak elde edilir.

r(51+1)'r(1a-5) fox(x —)° v+ (1~ f;(l — )2 (v—t)"%dt] dv

=ax +1-ax -(1 — x)*=1-(1 — x)“=x(x)

elde edilir.

Boylece Teorem 4.1’ i igerir. (H,u,,) , (C,a) nin genellemesidir. Ozel olarak
Up = ﬁ secersek (H,u,) Hausdorff toplanabilme (C,1) toplanabilme metoduna
indirgenir.
An)=pn = Hnsr=ms — === 2™ (1 = ) dxA? (1) = AQitn)-A ()

n+1 n+2
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=[ x"(1 — x)dx — [ 2™ (1 — x)dx =[] x™ (1 — x)?dx

1
AP () = f x¥ (1 - x)"Vdx

0

elde edilir. O halde Beta fonksiyonu da kullanilarak
n -

tn:ZLl=0 (U) A" VUUSU

=", (Z) fol x’(1—x)""Vdx S,

_on n\ rlv+1)r(n-v+1)
—4av=0 (v) r(n+2) Sy

:23=0 (n) vi(n-v)! S

v) (m+1) 7Y

_on n! vli(n—-v)!
TAv=0 ()l (n+1)! Y

= n SV
v=0p41

dir. Bu (S,,) dizisinin Hausdorff doniisiimiiniin (C,1) aritmetik ortalama doniistimiine

indirgendigini gosterir.
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4. FOURIER SERILERININ MUTLAK HAUSDORFF
TOPLANABILMESI

Teorem 4.1.Eger
1) @(t) € BV (0,m)
i) (H,u) konservatif
i) Baz1 g(x) € L(0,1) igin

{ x(x) =gisx)+c  (6>0)

x(x) =g, +c  (6>0)
ise bu durumda t = u noktasinda f(t) nin Fourier serisi |H, | toplanabilirdir[6].
Ispat: Hipotez (ii) den (H,u) konservatif oldugundan
Hn=fy X" 2(0)

olacak sekilde [0,1] de siirli salinimli oldugundan y fonksiyonu vardir.

Lemma 3.4’1i kullanarak burada bahsedilen |H, p| toplanabilme i¢in Lemma 3.2 de ki

rotasyonla
L (0=, 251 GIA™ "y sinvt
:% n (A Vsinvt fol x¥ (1 — )"V dy(x)
= 01% T_1HxV (1 —x)" Usinvt dy(x)
=fy In(x, )dx(x) (4.1)
sonucu elde edilir. Burada
I (6, )= 20, () x¥ (1 — 2)" sinvt (4.2)
dir. Burada konservatif Hausdorff metodu i¢in Lemma 3.2’ nin (3.7) sart1 0<t<r igin
% =T [y tnCe Ddx () (43)
nin esas sinirli olma sartina indirgenir. Simdi;
51 =2, alla(®)] , %2 = Ll ()]

yazalim.

[ G, D)1= 1 () 2 (L = 2)™ sinwt

< % X1 —x)" Pt

t —
<iyT v -0



nx

IA
S e

<xt
oldugundan
[,(x,t)=0(x,t) dir. Boylece ;

%1 = |fy e (@)

< Bt Jy 11n G DY G0

= 0(0) 3,1 fy ¥ldx (@)
(ii) den y sinirli salinimli oldugundan
%1 =0(0) %t fy 1dx ()

=0(t) Zn<% 1

=0()3, 1

=0(t)7=0(t)

elde edilir. Simdi
Y2 = 0(t) oldugunu ispatlamaya gegelim; 0 <6< 1 igin y(X)=g1+s (x)+C ise

_r(1+5)f( v—x)"tg(x)dv+c

olup Gamma fonksiyonunun I'(1+6)=0r(d) ozelligini kullanarak
dy(x) = x'(x) dx
[ —x)2 g(x)dv

F(1+6)

r(1+5)f( v—x)07t g(x)dx dv

_-%f (v —x)%1g(x)dx dv

dy(x) = —g5 (x)dx
elde edilir. Boylece Lemma 3.5 ten

[ G Odt = 1,0 g5 (Ddx

=[5 (x, ) g (x)dx
dir. Burada I} 5 , x’in fonksiyonu olarak I,(x,t) ‘nin 3. ileri kesirli integrali

anlamindadir. Bu yiizden;
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22 =L pailEa(®)]
< Zn>_f |15 (x, ©) g (x)|dx
=f; Ig(x)l{ 1|1 +o(x, t)l}dx

elde edilir. g(x) fonksiyonu  (0,1) de Lebesgue anlaminda integrallenebilir
oldugundan [|g(x)| dx sonludur. Yani g€ L(0,1) = [1g(x)| dx < oo dir. O halde
Y2 = 0(1) oldugunu gostermek igin x’ e gore diizgiin olarak

L1l ns (%, )] =0(1)

oldugunu gostermek yeterlidir.

z =1-e'* olmak iizere

()= L B3 ()x" (L — )" !

= Iy (1 — x2)"

yazilabilir. Bu yiizden ;

1 _
I;S(X,t):nr@ f(jc(x — )0 1L, (1 — xz)"dv

dir. z=1-e*oldugundan |1 —z|=1 dir. Bdylece (3.8) saglamir. Yani z=1-e'ile

birlikte Lemma 3.6 dan ve t— 0 iken |1 - eit|~t olmasindan yararlanarak
1
I;S(X’t): 0( 1+5|Z|5)

=0(——=)

n1+6|1 elt|

1
(n1+5|t|5 )

elde edilir. Boylece Y, # < oo oldugundan
2, 1|I s )=0Q1) X 1= 1+5t5 =0(1) dur.
t

Fakat y(X)=g{,s(X) +¢ (0 <3< 1) ise x e gore diizgiin olarak I 5(x;t)= 0(1 &5)

istenen oldugunu gosterebilmek sonug elde edilecektir. Simdi;

—s(X)=—— r(5) fl(v —x) T Im{1—v+ veit}ndv

nr(5) f -2t Im{e™@w+ (1 —v)e )"} dv v —x = u diiniisiimiinden

_nrl((s) fl Yus-1 Im{emt(x+u+(1—x—u)e lt} du

20



1 — x — u = y donilistimiinden

1 1— B ) y
e A—x=» Tt Im{e™ (1 -y +ye )"} dy

1
“ares)

fol_X(l —x =)0t Im{e™ (1 - vz)}ndv

elde edilir. Burada z =1-e~% dir. Boylece Lemma 3.6 dan yine istenen sonug elde
edilir. Bu ise teoremin ispatini tamamlar.

Teorem 4.2: Sinirh salimmli herhangi bir fonksiyon Fourier serisi mutlak Euler
toplanabilmek zorunda degildir [6].

Ispat: Euler toplanabilmesi durumundaki (4.3) sart1 0<t<m igin
Yn=1ll (v, )] (4.4)

nin esas sinirli olma sartina indirgenir. Daha sonra bunun sonucu olarak bu sartin

(4.4)’1 saglamadigini gésterecegiz.%’ den biiyiik en kiiciik tamsay1 igin N = N(t) ve
1, - - .y _
o den kiiciik en biiyiik tamsay1 icin M = M (t) segersek bu durumda

Z?f=1|1n(y; t)l = Z%=N|In(y1 t)l
oldugu aciktir.

Ciinkii

N(t) =inf{m €EIN:m >%}

1
M(t) =sup{m€ IN:m<t—2}

dir. Boylece teoremin ispatlamak i¢in t—0 iken

=Nl (v, )] > (4.5)

gostermek yeterlidir. Daha 6nce (4.2)’ de verilen formiillerle

1 n .

Ly, t)=- p=1 (v) Y1 —y)" Usinvt

1 AT
= In{l -y +ye"}
1 o
=P sinnf
elde edilir. Burada(Demovre formiiliinii kullanarak)

2=1- - in2t = __ysint ..
p*=1-4y(L-y)sin®; ve G=arctan— =" dir. 0 <y < 1ve 0 <t<migin 0<p<1

oldugundan

1 .
%:Nlln(yr t)FZ%:N;p”Ism né|
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> Z%ﬂ\,% p"sin?nf
=lyM i (1 — cos2nB)
2 n
sonucu ¢ikar. Boylece
Y_vZ-cos2n6 =0(1) (4.6)
vet— 0*iken

n
M v % — oo oldugunu ispatlarsak istenen sonug elde edilir. t sabiti i¢in

n

% n‘nin azalan fonksiyonudur. Ciinkii
F(n)=2- 0<p <1
nﬂ—p”

F'(n):—":’12 <0

dir. O halde
M PL o5 200 <2 max ¥\ cos2v8| < P 1 4.7
n=N 5, - N Nsns=Ml&v=N — Nsin6 — Nsin6 '

dir. Fakat 0 <y < 1 ve kiiciik t ler i¢in §~yt dir. Boylece t— 0% iken sin ~yt
N~% oldugundan (4.6) elde edilir. (4.7) 1 ispatlamak igin ¢ sabitini her bir durumda
birbirine ¢ok yakin ama ayni olmasi gerekmeyen kesinlikle pozitif sabit olacak
sekilde secelim. Boylece yeteri derecede kiiciik t igin

p?=1-4y(1 —y)sin? = = 1 — ct? = e~*dir.

. 1.. —cnt?
Bu yiizden n< i¢in p" = e~ ™ dir.Gergekten

t2

7

pre " => p>e”

t2

P 2 1
2 >ect :>n<t—2:>n1:2 <1=>—c< —cnt?

p=e
e C < e—cnt2:>pn > e—cnt2 SeC=c¢
dir. Boylece (4.7) ten M ve N nin tanimini da kullanarak
p" 1
w=N7 = Z%zN;
1 1
> clogM — clogN

1 1
> clog t—z-clog;
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1 1 5 C
N~ z M~ ye3 oldugundan t— 07 i¢in limit alinirsa
n
%=N ,0_ — 0

elde edilir ki bu (4.7) sonucunun ¢iktigin1 gosterir ve teoremin ispatini tamamlanir.
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5.FOURIER SERILERININ ESLENIK SERILERININ MUTLAK
HAUSDORFF TOPLANABILMESI

% + Y (aycosnx + b,sinnx)
serisinin conjugate(eslenik)serisi
Ymzq1(bycosnx — a,sinnx)=Y.>_; B, (x) (5.1)
dir.
Y() = YO FF(xc + ) — f(x — 1))

h(t):% , (k > 1) (5.2)

hy()=; [, h(w) du
yazalim. Ayrica
1) (H,u) konservatif
i) [, loglog —= |dx(x)| <o
iii) fol log%d)((x)<oo
sartin1 saghyorsa (H,u) € CA( ile gosterilir. Bu 3 sart1 saglayan (H,u) Hausdorff
dontigiimlerin sinifi (™ ile gosterilecektir. Yani (H, ) € i ise i,ii,ve iii sartlart

saglanir.

Teorem 5.1: Eger
i) h(t) log = € BV (0,7)

i) "2 e L(0,m)
i) (H,u) € i
sartlar1 saglaniyorsa bu taktirde Y5, loZ’Ei?l) serisi |H, u| toplanabilirdir[16].

Teoremi ispatlamak i¢in asagidaki lemmalara ihtiyag vardir.
Lemma 5.1: t, ve t, swasiyla Yo, a, serisinin ve {na,} dizisinin Hausdorff
dontisiimlerini (ortalamalarini) gostersin. Bu durumda
Tn=N(ty — th-1) (n=1)
dir [9].



Lemmab5.2:
i) F(t) log* € BV(0.8)
i) £ F(t)

olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar

i) F(0+) = 0

€ L(0,5) ,

i) [3 log % |dF ()| <co
olmasidir [17].

Lemmab.3:

Y v (n) =nz (1 + z)" !

v
i) Yoo, v2 (Z) z=nz (1 + 2)" H4n(n + 1)z%(1 + 2)" 2
dir [16].

Ispat:(1 + 2)"=Y"_, (Z) zV
z’ye gore sirastyla bir ve iki kere diferansiyelini alarak elde edilir.

Lemma 5.4:
T k . logn
Jy log 7 sinnt ~——
z’ye gore sirasiyla bir ve iki kere diferansiyeli alarak elde edilir [18].
Lemma 5.5:

0<x<1,c pozitif, A > n olmak iizere A pozitif sabit ve

o0 exp{—cx(1-x)t2y}
1= f ylogy dy

olsun. Bu taktirde o < t < m de diizgiin olarak
I=0(loglog :;x) , (B>e)

dir [16].

Lemma 5.6:

0<x<1,n,vpozitif sayilar , v < nz—x ise bu durumda

4(1—-x)
nx

(- <

dir [16].
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Lemmab.7:

O<x<1lve

w lan— 1 n
I(0)=Xn=1; Xv=i A {m} p=1 (p) xP(1—=x)P (5.3)
olsun. Bu durumda

I(x) = 0(log§) dir [16].

O0<x<1, 0<t<m i¢in

_on n V4 _ \n—-v_Sinvt
M(nx, =50 v () #7(1 = 0" s
I(n,x,t) =Yp-1v (:) xV(1 — x)" Vsinvt

L(XD=Ep=1 () ¥ (1 = )" Psinpt

G(n, x, t)=ftn log S I(n,x, t)du

K(n, x, t)):fot log S l(n,x,u)du
olsun. Bu durumda asagidaki sonuglar elde edilir. ¢ bir pozitif sabit olmak iizere

K(n,x,t) = 0(t*log %){nx + n?x?} (5.4)

n_ (;l) X¥(1 — x)"Veivt
< (1= x + xe®®)?|
< exp {—cx(1 — x)t*n} (5.5)
dir [16].
G(n,x, t)=0(log§ exp{—cx(1 — x)t*n} (5.6)
dir.

|sinvt| < vt yi kullanarak Lemma 5.3’ ten dolay1

|K(n,x,t)| < fot ulog%( n_ v? (2) x¥(1 - x)"‘”du)

={nx + n(n — 1)x?} fotu log S du

bulunur ki bu (5.4) tin ispatidir. Yine c¢ bir pozitif sabit olmak {izere

(1 —x+ xeit)”|:[1 — 4x(1 — x)sin? %]g =

exp {—log [1 — 4x(1 — x)sin? %]}
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< exp {—an(l — x)sin? %}

< exp{—cx(1 — x)t?n}

bulunur ki bu (5.5) in ispat1 i¢in 2. Ortalama deger teoremini uygulamak suretiyle
G(n,x, t)= log% (R(1—x+xe)" R (1 — x + xe™)")

olup 1 > t oldugundan (5.5) ‘i kullanarak

G(n, x, t)=0(log§ e~ cx(1-0)t*n )

bulunur[16].

Simdi Lemma 5.2°den dolay1 Teorem 5.1 asagidaki teoreme denk olacaktir.
Teorem 5.2:

1) h(0+) =0

i) [ log = |dh(t)| < oo

i) (H,u) € CM

Bn(8)

Tognap SETISN |H, u| toplanabilirdir [16].

sartlarini1 sagliyorsa bu durumda ),
. 2 (T k .

Ispat:B, (x)== Jy R®)log —sinnu du

oldugundan bdylece h(0+) =0 ve | tn log S sinku du siirli olmasindan dolay1

kismi integrasyonla

B (0)== [, dh(t) [} log = sinnu du (5.7)
o Bn(6) L
elde ederiz. Boylece Lemma5.1 ve }|t, —t,_q1| < oo den Zm serisi
|H, 1| toplanabilirdir & y=y_, 2 [ym (”) an-vy B |<oo dir
» 11 TOp n=17, |&v=1\y, ‘u”log(v+1) .
Yine (H,u) konservatif oldugundan (5.7) yi kullanarak
2 1 w 1 k
>< 2 [Mdh()] f,1d x| Ziy = | log = M(n, x,u) | du (5.8)

elde ederiz.

w 1 k
N(x, t)=Y0q - |ft” log= M(n,x, u)|
olsun. Bu durumda Abel doniistimiinden

M(n,x,t)=Y"_1 A { :

log(v+1)

l(nv,t)
log(n+1)

}l,,(n, x,t)+

oldugundan
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}|ft 09 <1 L v, w)dul|+Y 1M

nlog(n+1)

CAI IS g |
= 21+

yazilabilir. Simdi t< M < 7 i¢in 2. Ortalama Deger Teoreminden

log(v+1)

ftn log S L,(n,x,u) du :loggftn L, (n,x, t)du

k n -
=log - [— Yp=1 (p) xP(1—x)""P cos pu] ‘l:
oldugundan Lemma 5.7 den

%1 =0(log¥) T, >xnzia{

P(1 — x)P
log(v+1)} Zp 1 ( )x (1 x)
k, 2
=0(log?log ;) (5.9)
elde ederiz.);, yi ele almak i¢in A, A>m sartin1 saglayan bir pozitif sabit olmak iizere

16mxt)|
Y, =N nx

nlog(n+1)
_ |G (n,x,m)| |G(n,x,t)|
_Zn<(%)+1 nlog(n+1) +2n2(%)+1 nlog(n+1)
=21t 222

olarak yazalim. Simdi

|K(nx,m)-K(nxt)
nlog(n+1)

Yo = Zn<(%)+1

|K(n,x,m)| |K (n,x,t)|
- Zn<(—)+1 nlog(n+1) +Zn<(a)+1 nlog(n+1)

diyelim. Lemma 5.4 i kullanarak
K(n,x,t)= f log I(n,x,t)du
=yn_ 117( ) xV(1 —x)"Y fonlogSSinvu du

=0(X5=1log(v + 1) (z) x7(1 — x)"Y)

oldugunu goriiriiz. Bu ylizden A>m i¢in
Th =0 (1) %, 4 )+1n i () —xm
=0(x, (2 )+1 = 0(log —)
=0 (log Tt log ;) (5.10)

dir. O<t<m i¢in (log % )1 ve 0<x< 1 i¢in (log % )~1 siirl olmasindan (5.4) den

x+nx?
A
<(£)+1log(n+1)

, K
21 =0 (¢ log;)Zn
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=0 (1)=0(log %)
iken
, k2
21 =0 (log? |09;)
dir. Boylece )5, Ve Y5, kullanilarak (5.10) dan dolay1
S = 0(log; log ) (5.11)

elde ederiz. Diger taraftan (5.6) i kullanilarak

_ k .
Y22=10 (lOQt )an(a)ﬂ

exp{—cx(1-x)t%n}
nlog(n+1)

elde edilir.

_exp{—cx(1—x)t?y}
T

T(y), y nin azalan fonksiyonu oldugundan

T(m)< [ TG)dy

elde ederiz. Bu yiizden
an(%)HT(n) < f% T(y)dy

dir. Sonug olarak Lemma 5.5 ten

_ ky (oo exp{—cx(1-x)t%y}
Y22 = 0(log t)f% Ji0gy dy

=0 (log* loglog =) (5.12)

dir. Boylece (5.11) ve (5.12) sonuglar: toparlayarak (5.9) dan
Y2 = 0(log; log2) + 0(log > log log =) (5.13)

elde ederiz ki sonug olarak (2.13) ve (2.8) den dolayi (5.7) den
N(x,t) =O(log§ ){log % + loglog :;x} buluruz. Boéylece (5.6) dan dolayr son
olarak (iii) hipotezinden de yararlanilarak
%= 0(1) [y log ¢ ldh(®)] [; {log % + loglog -} 1dx (o)
= 0(J; log % dh(t)|)
=0(1)

elde ederiz ki bu teoremin ispatin1 tamamlar.
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SONUC

Bu calismada Fourier serileri ile bu serilerin eslenik serilerinin (H,u) mutlak
Hausdorff toplanabilmesi ile ilgili literatiirde yer alan teoremlerin ispat1 incelendi. Bu
metotla ilgili teoremlerin ispatin1 yapmak i¢in faydalanilan lemmalardan bazilarinin
ispat1 incelendi ve bu lemmalarin teoremler tizerindeki etkileri arastirildi. Hausdorff
metodunun 6zel durumu olan (C,a) metodu ile ilgili bir teoremin ifadesi verildi. Bu
teoremin calismanin esas kismini olusturan Hausdorff metodunun 6zel bir durumu
olmasi bir Ornekle incelendi. Ayrica (E,a) metodu 6zel bir Hausdorff metodu
olmasma ragmen sinirli salinmimhi bir fonksiyonun Fourier serisinin mutlak Euler
toplanmak zorunda olmadigina dair bir teoremin ispati incelendi. Calismada
kullanilan temel tanimlar ve teoremin verildikten sonra ispat1 incelenen teoremlerin
nasil kullanildig: tartisildi. Karakteristik fonksiyon iizerinde bulunan sinirli saliniml
olma sartinin kaldirilamayacagi goriildii. Hausdorff metodunun regiiler olmasi
durumu teoremlerin ispatinda Kkolayliklar sagladi ve bu regilerlik sartinin
kaldirilmasi halinde ispatlarin yapilmasinda problem olusturdugu goriildi. Ayrica
moment sabitinin Hausdorff toplanabilme metodunun regiiler ve konservatif
olmasindaki 6nemi gozlendi. 5. mertebeden ileri ve geri kesirli integraller tizerinde y
sinirli salinimli fonksiyonun etkisi goriildii. Fourier serileri ile bu serilerin eslenik
serilerinin Hausdorff toplanabilmesi incelenirken bu serilerin kismi toplamlar
dizisinin ele alinmasinin ispatlardaki rolii gdzlendi Ayrica ¢alismada kullanilan bazi
fonksiyonlarin Lebesgue anlaminda integrallenebilir olmas1 ve ikinci ortalama deger
teoreminin teoremleri ispatinda kolaylikla sagladigi goriildii. Calismada ispati
incelenen teoremlerden yararlanilarak Fourier serileri ile bu serilerin eslenik
serilerinin Hausdorff toplanabilmesi ile ilgili literatiirde olmayan teoremler {izerinde

calisabilir.
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