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OZET

Bu tez calismasi dort bolimden olusmaktadir. flk bolimde tezin amact

aciklanmis ve tezde kullanilan kavramlarla ilgili literatiir bilgisi verilmistir.

ikinci bolimde daha sonraki boéliimlerde kullanilacak olan Hausdorffluk,

stireklilik, dizisel siireklilik ve yakinsaklik hakkinda temel bilgiler verilmistir.

Ugiincii  boliimde bir topolojik uzayda dizisel acik ve dizisel kapali

ciimlelerden bahsedilmis ve dizisel uzaylar incelenmistir.

Dordiincii boliim 6zgilin olarak hazirlanmistir. Bu bdéliimde dizisel agik
climleler yardimiyla dizisel Hausdorffluk tanimi yapilmis ve bu yapmin
Hausdorfflukla olan iliskisi incelenmistir. Ayrica dizisel Hausdorff uzaylarin 6zel bir

hali olan tam dizisel Hausdorffluk tanitilmis ve 6rneklendirilmistir.
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ABSTRACT

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, the aim of the thesis is

explained and the literatiire review is given.

In the second chapter, the notions of Hausdorff space, continuity, sequentially

convergence, which will be used on the following pages are given.

In the third chapter, the notions of sequentially open and sequentially closed sets in a

topological space are discussed.

Finally, the fourth chapter is prepared originally. Sequentially Hausdorff spaces are
introduced by sequentially open sets and the relationships between Hausdorff spaces
and sequentially Hausdorff spaces are discussed. Additinally, the notion of full

sequentially Hausdorff spaces are given and examplified.
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1. GIRIS

Topoloji ve matematigin diger bilim dallarinda, Hausdorff uzay kavrami, ayirma
aksiyomlar1 igerisinde en ¢ok kullanilan aksiyomdur. Bir Hausdorff uzay,
birbirinden farkli herhangi iki noktasinin ayrik a¢ik komsuluklara sahip oldugu bir
topolojik uzaydir. Hausdorff bir topolojik uzayda yakinsak bir dizinin limiti tekdir
[1-5].

Dizilerdeki yakinsaklik kavrami yardimiyla, topolojik uzaylardaki agik ve kapali
climlelerden daha genel olan dizisel acik ve dizisel kapali climle tanim1 yapilmistir
[6-10]. Her agik ciimle dizisel agiktir. Dizisel uzaylarda ise agiklik ve dizisel agiklik
kavramlar1 birbirine denktir. Bu kavramlar daha sonralar1 topolojik uzaylarin farkl
konularma genisletilmistir. Bunlardan biri, bos ve kendisinden bagka dizisel agik ve
dizisel kapali alt kiimesi bulunmayan dizisel irtibath topolojik uzaylardir. Her dizisel
irtibatli uzay irtibatlidir [11-14]. Daha sonralari, G-metodu basligi altinda, G-dizisel
aciklik, G-dizisel kapalilik, G-dizisel siireklilik [15], G-dizisel kompaktlik [16], G-
stireklilik [17], G-yakinsaklik, G-dizisel irtibatlilik kavramlari tizerinde ¢aligilmistir
[18-20].

Bu c¢alismada ise Hausdorffluk kavramindan daha genis bir yapi olan dizisel
Hausdorffluk kavrami tamitilmistir ve Orneklendirilmistir. Bir uzayda birbirinden
farkli herhangi iki noktasinin ayrik dizisel agik komsuluklari varsa, bu uzaya dizisel
Hausdorfftur denir. Her Hausdorff uzay dizisel Hausdorfftur. Dizisel uzaylarda bu iki
kavram birbirine denktir. Ayrica dizisel Hausdorff uzaylarin 6zel bir hali olan tam
dizisel Hausdorff uzaylarin tanimi verilmistir. Konunun anlasilmasi igin 6rneklere
basvurulmustur. Hausdorff uzaylarda gozlenen bazi 6zellikler, yeni tanimlanan bu

uzaylar i¢in de tekrar gdzden gecirilmistir.



2. BOLUM

Bu boliimde, Hausdorff uzay, siireklilik, kompakt uzaylardan ve topolojik uzaylarda
dizilerden bahsedilmistir. Bu boliim olusturulurken literatiirde temel kabul edilen
Brown [4], Bourbaki [1] ve Rotman [2] kaynaklarinin yani sira Mucuk [5] den de

faydalanilmistir.

2.1 Hausdorff uzay

Tammm 2.1.1 (X,7) bir topolojik uzay olsun. x,ye X farkli noktalar1 igin
xeG,yeH ve GNH = olacak sekilde G ve H acgik climleleri varsa bu uzaya

bir Hausdorff uzay: denir.

Ornek 2.1.2 X ciimlesi iizerinde diskre topoloji bir Hausdorff uzaydir. Ciinkii alian

farkli X ve y tek nokta ciimleleri acik ciimlelerdir.

Ornek 2.1.3 X ciimlesi iizerinde indiskre topoloji Hausdorff uzay degildir. Ciinkii

alinan farkli x ve y noktalarini i¢eren tek acik cimle X in kendisidir.

Ornek 2.1.4 [ ciimlesi iizerinde tiimleyeni sayilabilir topoloji Hausdorff uzay
degildir. Kabul edelim ki bu topoloji Hausdorff uzay olsun. x,y e[l i¢in xeG ve
yeH, GNH = olacak sekilde G ve H agcik ciimleleri vardir. G agcik ise G°

sayilabilirdir ve aym sekilde H agik ise H® sayilabilirdir. Buradan
GNH == G UH® =00 olacaktir ki bu bir celiskidir. Ciinkii iki sayilabilir

climlenin birlesimi sayilamaz olamaz. O halde bu topoloji Hausdorft uzay degildir.

2.2 Sureklilik

Tammm 2.2.1 (X,7) ve (Y,o) topolojik uzaylar olmak tizere f:(X,7)—(Y,0)

fonksiyonu i¢in X, € X noktast verilsin. Eger V, f(X,) m a¢ik komsulugu i¢in



f(U) <V olacak sekilde x, noktasinin U agik komsulugu varsa f fonksiyonu x,

noktasinda siireklidir denir. f fonksiyonu X in her noktasinda siirekli ise f ye bir

stirekli fonksiyon denir.

Ornek 2.2.2. X ={1,2,3} ciimlesi iizerinde z={X,2,{2}.{2,3}} ve Y ={a,b,c}
climlesi tizerinde o ={Y,Jd,{a},{a,c}} topolojisi verilsin. Bir f:(X,7) > (Y,0)
fonksiyonu f(2)=a, f(3)=c ve f@)=b ile tanimlansin. f(2)=a nin agik
komsuluklar1 {a}, {a,c} ve Y olup 2 nin U ={2} acik komsulugu i¢in f(U) <={a}
fU)c{a,c} ve f(U)cYoldugundan f fonksiyonu 2 noktasinda stireklidir.
Benzer olarak f (3) =c nin agik komsuluklar1 {a,c}ve Y olup buna karsilik 3 iin
U={2,3} acik komsulugu icin f(U)c{a,c} ve f(U)cY oldugundan f

fonksiyonu 3e X de siireklidir. Fakat f(1)=b in V agik komsulugu igin
f (U) <V olacak sekilde 1 nin hi¢bir U agik komsulugu yoktur. Ciinkii 1 noktasinin
tek acik komsulugu X dir. O halde f fonksiyonu 1€ X noktasinda siirekli degildir.

Teorem 2.2.3 (X,7) ve (Y,o) topolojik uzaylar olmak iizere f:(X,7)—>(Y,o0)

fonksiyonunun siirekli olmasi igin gerek ve yeter sart Y deki her agik climlenin ters

gorlntiisiiniin X de acik olmasidir.

Ispat: f siirekli bir fonksiyon ve V de Y de acik bir ciimle olsun. f (V) nin X
de acik oldugunu gostermeliyiz. x e f (V) igin f(x)eV ve f siirekli oldugundan
f(U)cV olacak sekilde x in bir U a¢ik komsulugu vardir. Buradan
xeU c f (V) olup f™*(V)ciimlesi X de aciktir.

Aksine Y deki agik ciimlelerin f (V) ters goriintiisi X de acik olsun.
Herhangi bir x e X igin f(x) in bir V agik komsulugu verilsin. U = f (V) ciimlesi
X in agik bir komsulugu olup f(U) <V dir. O halde f fonksiyonu keyfi bir x

noktasinda siirekli oldugundan siireklidir.



2.3 Kompakt uzaylar

Tammm 2.3.1 (X,7) topolojik uzay vee Ac X olsun. A ciimlesinin her acik

oOrtiisiiniin sonlu bir alt ortiisli var ise A Yya kompakt ciimle denir. Bir baska deyisle
eger X cilimlesinin her agik Ortiisiiniin bir sonlu ortiisii var ise (X,z) topolojik

uzayina kompakt uzay denir.
Ornek 2.3.2 Bos olmayan bir X ciimlesi iizerinde diskre topoloji ve Ac X ciimlesi
kompakt bir uzaydir. Eger sonlu bir A= {al, ay, ..., an} climlesinin agik bir G ortiisi

her bir a eA igin a G, olacak sekilde G, €G segilerek sonlu agik bir
G ={Gai ! EA} alt ortlisii elde edilir. Eger A sonsuz bir ciimle ise kompakt
degildir. Ciinkii G = {{a} ‘ae A} simifi A nin agik bir 6rtiisli oldugu halde sonlu bir
alt Ortiisii bulunamaz.

Ornek 2.3.4 X ciimlesi iizerinde tiimleyeni sonlu topolojisini ele alahm, Ac X alt
cliimlesi kompakttir. A ciimlesinin agik ortiisi G ={Gi e I} olsun. G, €G i¢in
G sonlu olacagindan ANG’ ={a,,a,,...,,}sonlu olur. Burada G smifi A nin bir
ortiisii oldugundan her bir a, € AmG; icin a, €G; olacak sekilde G, €G vardr.

Buradan

ANG’ cG, v..uG
olur. Dolayisiyla Ac G; u(AmG;)gG; UG, U...uUG, olup A kompakttir.

Ornek 2.3.5 [ iizerinde tiimleyeni sayilabilir topoloji kompakt degildir. Ciinkii
nel i¢in G, ={n,n+1..} ve G5 =0\G, olmak iizere S:{G,f ‘nell } smifi [

nin agik bir ortiisiidiir. Fakat bu ortiiniin sonlu bir alt ortiisii yoktur.

Teorem 2.3.6 Hausdorff bir topolojik uzayin kompakt bir alt cimlesi kapalidir.



Ispat: (X,7) Hausdorff uzay ve Ac X alt ciimlesi kompakt olsun. A° nin agik

oldugunu gosterelim. xe A® olsun. X Hausdorff uzay oldugundan ae€ A igin

aeG, ve aeH, , G,nH, =J olacak sekilde G, ve H, acik alt climleleri vardir.

Buradan {G,:aeA} smifi A nin agik bir ortiisiidiir. Ayn1 zamanda A ciimlesi

kompakt oldugundan bu agik Ortiiniin sonlu bir {Ga1"""Gan} alt ortisu vardir.

Buradan Ac| ) G, olr. G =(J G ve H,=() H, olmak iizere
G, "H, = olarak secilmelidir. Aksi halde alinacak bazi i ler i¢in G, "H, #
olurdu. Bu ise bu kiimelerin ayrik olmasiyla gelisirdi. O halde AnH, =& olup

xeH < A° den A°ciimlesi agik ve A kapalidir.

2.4 Topolojik uzaylarda diziler

Tamm 2.4.1 (X,7) bir topolojik uzay (a,)terimleri X de olan bir dizi ve ae X
olsun. Eger ae X nin her G ag¢ik komsulugu i¢inn >n, oldugunda a, € G olacak
sekilde bir n, €[] varsa; yani a nin her acik komsulugunda dizinin belli bir indisten
sonraki terimleri bulunuyorsa (a,) dizisi a€ X noktasina yakinsar denir. Bir (an)

dizisinin a ya yakinsamasi

lima, =a

n—oo

veya

ifadelerinden biri ile gosterilir.

Ornek 2.4.2 X =@ bir ciimle ve 7={&, X} olsun. Bu uzaydaki herhangi bir (a,)

dizisi her a € X noktasina yakinsar. Ciinkii a € X noktasinin tek agik komsulugu X
dir. Biitiin terimleri X de bulundugundan indiskre topolojiye gore bir dizi X in her

noktasina yakinsar.



Ornek 2.4.3 (U ,U) ahisilmis topolojiye gore,

1) (a”:(%j dizisini ele alalim. 0 1 her & komsulugu i¢in n>n, oldugundan

a, € (¢, ¢) olacak sekilde ny e[l vardir. Bu durumda (a,)—0 dr.

2) (an) =n dizisini ele alalim. Aldigimiz her nokta i¢in ¢ komsulugunda dizinin

terimleri bu aralikta yer alamaz. Dolayisiyla hi¢bir noktaya yakinsamaz.

3) (an):(—%j dizisini alalim. (a,) dizisi sifira yakinsar. Ciinkii 0e(-¢,¢)

seklindeki her agik aralik (an ) dizisinin sonlu sayidaki terimleri hari¢ tiim terimlerini

igerir. Bu durumda (a,)—0 dur.
4) (a,)=(-1)" dizisini gdz oniine alalm. (a,) =(-11,-11,...) olup aldigimiz her &
i¢in o komsulukta —1 veya 1 yer almaz.

5) (a,) =1dizisini ele alalim. (an):l dizisinde 1 in her ¢ komsulugu i¢in n>n,

oldugundan (a,) € (1—-¢,1+¢) olacak sekilde n, €] vardir. O halde (a,) >1 dur.

Ornek 244 Her aecll icin G,=(a,0) olmak iizere 0 iizerinde

7 ={G,:aell }u{J,J} topolojisi verilsin.

1) (an) = (—%) dizisini ele alalm. X <0 i¢in X her G, agik komsulugu i¢in dizinin

belli bir teriminden sonra terimleri bu aralik i¢inde kalir. Yani (an) —0 dir.

2) (an) =ndizisini ele alalim. Dizinin terimleri sonsuza gittiginden her X e[l igin
a, €G, olacak sekilde bir n, e[l yoktur. Yani dizini belli bir indisten sonraki

degerleri bosta kalir. (an) dizisi higbir degere yakinsamaz.



3) (a,)= (#j dizisini ele alalm. X <1 i¢in X her G, a¢ik komsulugu i¢in dizinin

belli bir teriminden sonra terimleri bu aralik iginde kalir. Yani (a, ) — 1dir.

4) (an) = (a, a,...) dizisini ele alalim. X <a igin dizinin terimleri aralik i¢inde kalir.

Dolayistyla (an) —a dir.

Ornek 2.4.5 [ tamsayilar ciimlesi iizerindeki tiimleyeni sonlu topoloji ile goz

Oniine alalim.

a)(a,)=(2,3,...) dizisi [J nin her noktasina yakinsar
b) (an) =((-D") dizisi O nin hi¢bir noktasina yakinsamaz.

Onerme 2.4.6 X # ciimlesi iizerinde 7=P(X) diskre topoloji olsun. Bu
uzaydaki herhangi bir (a,)dizisi bir ae X noktasina yakinsar ancak ve ancak

dizinin belli bir indisten sonraki tim terimleri a dir.

Ispat: Kabul edelim ki (a ) —>ae X olsun. Diskre topolojide {a} tek nokta

climlesi a € X nin bir agik komsulugudur. O halde belli bir indisten sonraki dizinin

tim terimleri a olmalidir.

Diger taraftan (a,) dizisi (a,)=(a,,a,,...,a, ,a,...) seklinde ise (a,) —>a agiktir.

Onerme 2.4.7 Hausdorff bir (X,7) topolojik uzaymnda yakisak bir dizinin limiti

tektir.

Ispat: Kabul edelim ki (X,z)Hausdorff uzayinda bir (a,)dizisi a ve b gibi farkli
iki degere yakinsasin. (X, 7) uzayr Hausdorff oldugundan GH = olacak sekilde
a ve bnin sirasiyla G ve H acgik komsuluklari vardir. Diger yandan (a,) »>a
oldugundan n>n, icin a, € Golacak sekilde bir n e[l ve (a,) —boldugundan

n>n, i¢in a, € H olacak sekilde bir n, e[l vardir. O halde n, =max{n,,n,}olarak



segilirse n>n, icin a, e GNHdir. Bu ise GNH = olmasiyla gelisir. O halde

a=b olmak zorundadir.
Onerme 2.4.8 X sonsuz bir cimle olmak {zere X uzerinde
r={Ac X:A® sayilabiliry J{Z} tiimleyeni sayilabilir topolojisi olsun. X de bir

(a,) dizisi verilisin. (a,)—>a olmasi igin gereck ve yeter sart (a,)dizisinin

(an ) = (ai, a,,...,8,,8,8, ) sekilde olmalidir.

Not: Bir X topolojik uzayinda (an) bir dizi ve bu dizinin terimlerinin ciimlesi

A={a,:nel]} olsun. Eger a, —>a ise ac A olmasi gerekmez.

Omegin (,U) da (a,)=(aa,...) sabit dizisinde a, —adir, fakat a noktasi
A={a,:nell}={a} climlesinin bir y1gilma noktas1 degildir.

O halde bir dizinin limit noktasinin dizinin terimlerinden olusan climlenin bir y1gilma

noktasi olmas1 gerekmez. Fakat bu ifade bazi limit noktalar1 i¢in dogru olabilir.

Ornek 2.1.12 [ nin alisiimis topolojisine gore (an):(lj dizisi 0 elJ noktasina
n

yakinsar, ve 0€ll noktast A={a,:n el }nin bir y1g1lma noktasidir.

Not: Bir X topolojik uzayinda (an) bir dizi ve bu dizinin terimlerinin ciimlesi

A={a :nell} olsun. Eger ac A'ise a, — a olmasi gerekmez.

Ornegin [ alisilmis topolojisine gore (an)=((—1)n +1j dizisinde 1 ve -1
n
noktalart A={a,:nel} nmn yigilma noktalandir. Fakat bu noktalar (a,)dizisinin
limit noktalar1 degildir.
Ornek 2.1.13. 0 alistlmis topolojisine gore (an):(ilj dizisinin X =(0,1)
n—+

ciimlesinde ne bir limit noktas: vardir nede A={a,:nel]}ciimlesinin bir y1gilma

noktasi vardir.



3.BOLUM

3.1 Dizisel uzaylar

Bu boliimde dizisel agik ve dizisel kapali climle kavrami tanitildi. Ayrica kavramlar

yardimiyla dizisel uzaylarin tanimi verildi.

Tammm 3.1.1 [8] X bir topolojik uzay, Ac X olsun. Eger A daki bir noktaya
yakinsayan her dizi i¢in dizinin belli bir indisten sonraki terimleri A da ise A ya

dizisel a¢ik cimle denir.
Onerme 3.1.2 [8] Her acik ciimle dizisel agiktir.

Ispat: A ciimlesi acik olsun. A nm dizisel agik oldugunu gostermek igin bir ae A
segelim. (a,) dizisi a ya yakinsayan bir dizi olsun. A ciimlesi agik oldugundan a
elemaninin bir agik komsulugu olup (a, ) dizisinin belli bir indisten sonraki terimleri

bu komsuluk icerisinde kalmalidir. O halde A dizisel agiktir.

Ornek 3.1.3 Bostan farkli bir X ciimlesi {izerinde tanimlanmis diskre topolojiye

gore her alt climle acgik olacagindan dizisel agiktir.

Ornek 3.1.4 X ciimlesi iizerindeki indiskre topolojiye gére X in kendisinden ve

bostan farkli olan higbir alt climlesi dizisel agik degildir.

Ornek 3.1.5 X fiizerinde tiimleyeni sayilabilir topoloji olmak iizere X in her alt
ciimlesi dizisel agiktir. Gergekten (a,), X de bir dizi (a,)—>a, acA olsun.
Timleyeni sayilabilir topolojiye gore bir dizinin yakinsak olmasi icin dizi
(a,)=(a,a,a,..) seklinde veya (an)=(a1,a ,...,ano,a,a,...) seklinde olmalidir. O
halde belli bir indisten sonraki terimler A da kalacaktir. Dolayisiyla bu topolojiye

gore her alt ciimle dizisel agiktir.

Sonug 3.1.6 [8] Her dizisel agik climle agik degildir.



Ornek 3.1.7 X sonsuz bir ciimle, X {izerinde tiimleyeni sonlu topoloji goz 6niine

almsin. Bir Ac X icin A® sonlu olsun. A sonsuz bir ciimle (an), X de bir dizi ve
aeA i¢in (a,)—>a olsun. (a,) dizisinin belli bir indisten sonraki terimleri A da
bulunur. O halde A dizisel agiktir. Diger taraftan A® sonsuz bir ciimle olsun. A

sonlu veya sonsuz bir ciimle olabilir. Bu durumda terimleri farkli ve A° de bulunan

bir (an) dizisi a noktasina yakinsadigi halde, dizinin belli bir indisten sonraki

terimleri A da kalmaz.

Sonug 3.1.9 [8] Dizisel agik ciimlelerin keyfi birlesimleri de dizisel agiktir.

Ispat: X # ve iel olmak iizere A ler de X in dizisel agik alt ciimleleri. UA

iel
ciimlesinin de dizisel agik oldugunu gdsterelim. (x,), X de bir dizi olsun. Kabul

edelim ki xe( JA ve (x,)—x olsun. O halde (x,) dizisinin belli bir indisten

iel

sonraki terimleri UA de olmalidir. XEUA oldugundan xe A olacak sekilde

iel iel
iy | vardir. A ler dizisel agik oldugundan (x,) dizisinin belli bir indisten sonraki

terimleri A dakalir. O halde A < UA oldugundan U A de dizisel agiktir.

iel iel

Onerme 3.1.10 [8] Bir (X,7) topolojik uzayinda tiim dizisel agik kiimelerin smifi

bir topoloji olup bu topoloji 7 dan daha incedir.

Tamm 3.1.11 [8] X bir topolojik uzay, Ac X ve xe X olsun. A climlesinde bir
(a,) dizisi xe X e yakinsiyor iken X € A oluyorsa bu kiimeye dizisel kapalidir

denir.

Onerme 3.1.12 [8] Eger bir ciimle kapali ise dizisel kapalidir.

Ispat: A ciimlesi kapali ve (an) X € X noktasina yakinsayan A da bir dizi olsun.

Bu durumda X € A olmalidir. Aksi durumda A°, X in bir agik komsulugu olur ve

dizinin belli indisten sonraki elemanlar1 A€ da kalir. Bu ise (a ) nin A da bir dizi

n

olmastyla celisir. Yani A dizisel kapalidir.
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Ornek 3.1.13 Bostan farkli bir X ciimlesi iizerinde tanimlanmis diskre topolojiye

gore her alt ciimle kapali olacagindan dizisel kapalidir.

Ornek 3.1.14 X ciimlesi iizerinde indiskre topolojiye gore X in kendisinden ve

bostan farkli olan higbir alt ciimlesi dizisel kapali degildir.

Ornek 3.1.15 X iizerinde tiimleyeni sonlu topoloji gbz éniine alinsin. A< X igin

A nin dizisel kapali oldugunu gosterelim. Yani (a,), A da bir dizi xe X noktas

icin (an) — X iken xe A oldugunu gosterelim. A sonlu ise kapalidir. Kapali her

climle dizisel kapalidir. Eger A sonsuz ise tiimleyeni sonlu topolojide terimleri fakli
olan bir dizi her noktaya yakinsar. Yani X € A olabilir. Aym1 zamanda x¢ A da
olabilir. O halde A sonsuz iken dizisel kapali degildir.

Ornek 3.1.16 X iizerinde tiimleyeni sayilabilir topolojiye gore bir Ac X igin A

dizisel kapalidir. Bunu gostermek i¢in (a,), A da bir dizi xe X (a,)—>x
yakisasm.  Bu  topolojiye gore (a,)—>x dir ancak ve ancak
(an):(ai,az,...,ano X, x) dir. Bu durumda x e A olur. O halde bu topolojiye gore

her alt climle dizisel kapalidir.
Sonug 3.1.17 [9] Dizisel kapali kiimelerin keyfi kesisimi dizisel kapalidir.

Ispat: X bir topolojik uzay ve {A:iel} simufi da X in dizisel kapal alt
cimlelerinin bir smifi olsun. Bu durumda ﬂA climlesinin de dizisel kapali
iel
oldugunu gosterelim. (Xn) dizisinin terimleri ﬂA cimlesinden alinsin ve kabul
iel
edelim ki (x,)—>x ve xe X olsun. Bu durumda xe()A oldugunu gdsterelim.
iel
Her nell igin X, eﬂA oldugundan her ie | icin x, € A dir. Her bir A cilimlesi
iel
dizisel kapalidir. O halde (x,)—>Xxve xe X iken xe A dir. Her iel i¢in xeA
oldugundan X e ﬂ A dir. Dolayistyla ﬂ A dizisel kapalidir.

iel iel

11



Onerme 3.1.18 [9] X topolojik uzayinda bir Ac X alt ciimlesi dizisel agiktir ancak

ve ancak A° dizisel kapalidir.

Ispat: A dizisel acik olsun. A® dizisel kapali oldugunu gosterelim. A® de bir (Xn)

dizisi xe X e yakinsasin X e A° oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki x e A°

olsun. O halde xe A olur. A dizisel ag¢ik oldugundan A daki bir elemana

yakinsayan her dizinin belli bir indisten sonraki terimleri A da olmalidir. Fakat (Xn)

dizisi A° de bir dizidir. O halde bu bir celiskidir. Bu durumda x € A° olur. A° dizisel
kapalidir.

Diger yandan A° dizisel kapali olsun. A dizisel agik oldugunu gosterelim. X

deki bir (a,) dizisi A nmn bir elemanina yakinsasm. Dizinin belli bir indisten
sonraki terimleri A da bulunmalidir. Kabul edelim ki bu terimler A°de olsun. Bu

durumda A°deki yeni (a ) dizisi de a ya yakinsar. Fakat A°dizisel kapal

oldugundan a e A® olmalidir. O halde kabuliimiiz yanhstir. A dizisel aciktir.

Tamim 3.1.19 [8] X bir topolojik uzay olsun. Eger bu uzayda her dizisel agik ciimle
acik ise; veya buna denk olarak her dizisel kapali ciimle kapali ise bu uzaya dizisel

uzay denir.

Onerme 3.1.20 [8] X uzayinda her acik ciimle dizisel acik olacagindan asagidaki

ifadeler denktir.

(@ X uzay: diziseldir.
(b) Herhangi bir A alt kiimesi agiktir ancak ve ancak dizisel agiktir.
(c) Herhangi bir A alt kiimesi kapalidir ancak ve ancak dizisel kapalidir.

Ornek 3.1.21 X sayilamaz bir ciimle olmak iizere X iizerinde tiimleyeni sayilabilir
topolojiye gore her alt ciimle dizisel aciktir. Ancak her dizisel agik ciimle acik

olamayacagindan bu uzay dizisel uzay degildir.

Tamm 3.1.22 [8] X ve Y topolojik uzaylar, f:X —Y bir fonksiyon, xe X ve

(x,) terimleri X den alinan bir dizi olsun. Eger (x,) dizisi x noktasina
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yakinsarken (f(Xn)) dizisi de f(x) noktasina yakinsiyorsa f fonksiyonu dizisel

stireklidir denir.

Onerme 3.1.23 [8] Her siirekli fonksiyon dizisel siireklidir.

ispat: f:X Y siirekli bir fonksiyon ve (x,)—>x olsun. (f(x,))—> f(x)
oldugunu gostermek icin f(x)in bir G a¢ik komsulugunu alalim. f siirekli
oldugundan f *(G)de x in acik komsulugudur. (Xn) — X oldugundan n>n; igin

x € f*(G) olacak sekilde n,el] vardir. O halde f(Xn)eG olup
(f(x,))— f(x)dir.

Tanim 3.1.24 [8] f:X —Y bir fonksiyon olsun. Eger her Ac X dizisel acik alt
climlesi i¢in f(A) goriintiisii de dizisel acik ise f fonksiyonu bir dizisel a¢ik

fonksiyon olarak adlandirilir.

Benzer olarak Ac X dizisel kapal1 alt kiimesi igin f (A) dizisel kapali ise f

fonksiyonu bir dizisel kapali fonksiyondur denir.

3.2 Dizisel Kompakt Uzaylar

Tamm 3.2.1 [5] (X,7) bir topolojik uzay ve Ac X olsun. A ciimlesindeki her

(a,) dizisinin A da bir (ank) yakisak alt dizisi var ise A ciimlesine dizisel

kompakt uzay denir.

Ornek 3.2.2 Bir (X,z) topolojik uzay, bir Ac Xsonlu alt ciimlesi dizisel
kompakttir. Ciinkii Asonlu oldugundan Adaki bir (a,) dizisinin sonsuz tekrar eden

enazbir (a,)=(a,,a,,..) altdizisi Ada yakinsaktir.

Ornek 3.2.4 Bostan farkli bir X ciimlesi iizerinde tiimleyeni sayilabilir topolojiyi ve

Ac X alt ciimlesini ele alahm. A ciimlesi sonlu oldugundan Adaki bir (a,)
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dizisinin sonsuz tekrar eden (a, )=(a, &, ,..) altdizisi a e A noktasina yakinsar.

O halde dizisel kompakttir. Eger A sonsuz ise dizisel kompakt degildir. Cilinkii
tiimleyeni sayilabilir topolojiye gore yakinsak bir dizi (a,a,,...,8,,a,3,...) seklinde

olmalidir. O halde A sonsuz oldugunda A da terimleri farkli olan bir (a,) dizi bu

diziye yakinsak olan herhangi bir alt dizisi bulunamaz.

Onerme 3.2.5 [5] Dizisel kompakt olan bir topolojik uzayin kapal alt ciimleleri de

dizisel kompakttir.

Onerme 3.2.6 [5] f:X —Y siirekli bir fonksiyon ve Ac X alt ciimlesi dizisel

kompakt ise f(A) da dizisel kompakttir.

Ispat: f:X —Y siirekli bir fonksiyon ve Ac X dizisel kompakt bir ciimle olmak
iizere f(A)da bir (b,) dizisi verilsin. Her nel i¢in f(a,)=b, olacak sekilde A
da bir (a,) dizisini segelim. A dizisel kompakt oldugundan (a,)dizisinin A da

yakinsak olan bir (an ) alt dizisi vardir.
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4. BOLUM

4.1. Dizisel Hausdorff Uzaylar

Bu boéliimde dizisel Hausdorff uzay kavramini tanitilip, dizisel agik ve dizisel kapali

climleler yardimiyla baz1 6zellikler verilecektir.

Tamim 4.1.1 X bir topolojik uzay ve X,y e X noktalar1 da ayrik iki nokta olsun.
Eger X in xeG, yeH ve GNnH = olacak sekilde G ve H dizisel agik alt

ctimleleri mevcut ise X e bir dizisel Hausdorff uzay veya kisaca dizisel Hausdorff

tur denir.

Ornek 4.1.2 Topolojik uzaylarda her acik ciimle dizisel acik oldugundan diskre

topoloji dizisel Hausdorff tur.

Ornek 4.1.3 X # bir ciimle ve 7 da X iizerinde tiimleyeni sayilabilir topoloji

olsun. Bu durumda her alt ciimle dizisel agik olacagindan X,y e X birbirinden farkli
noktalar olmak iizere G ={x} ve H ={y} secelim. Bu durumda GNH =& olup

(X, 7) dizisel Hausdorff tur.

Ornek 4.1.4 Her acl] igin [J iizerinde 7= {Ga =(a,):ae! }u{@} topolojisi
g0z Oniine alinsin. (D ,T) topolojik uzay1 dizisel Hausdorff degildir.

Ornek 4.1.5 Birinci sayilabilir her uzay dizisel Hausdorff tur.

Onerme 4.1.6 Her Hausdorff uzay dizisel Hausdorff tur.

Ispat: (X,7) bir topolojik uzay x,yeX uzaym farkli iki noktasi olsun. X
Hausdorff oldugundan xeG, yeH ve GnH = olacak sekilde ayrik agik

ctimleler vardir. Her agik ciimle dizisel agik oldugundan (X, 7)dizisel Hausdorff tur.

Asagidaki Ornekte her dizisel Hausdorff uzaymm Hausdorff olmadigim

gosterelim.



Ornek 4.1.7 [ reel sayilar ciimlesi iizerinde 7 tiimleyeni sayilabilir topoloji goz

Online alinsin. O halde {x} ve {y} climleleri sirasiyla X ve y vyi igceren ayrik

climlelerdir. Ayn1 zamanda bu uzayda her alt ciimle dizisel agik oldugundan bu
climleler de dizisel acik olup uzay dizisel Hausdorff tur. Ancak X uzayr Hausdorff
degildir.

Onerme 4.1.8 Dizisel Hausdorff bir uzayda yakinsak bir dizinin limiti tektir.

Ispat: Kabul edelim ki (X,z) dizisel Hausdorff bir uzay ve (x,) de terimleri X
den alinan bir dizi olsun. (x,) dizisi x,y gibi farkli iki noktaya yakinsasin. Buradan
XeG ve yeH olacak sekilde ayrik G ve H dizisel acik ciimleleri vardir. G
dizisel agik oldugundan G deki X noktasma yakinsayan (x,) dizisi i¢in n>n,
oldugunda X, € G olacak sekilde n, dogal sayis1 vardir. Diger yandan H dizisel
agik oldugundan H daki y noktasmna yakinsayan (X, )dizisi igin n>n, oldugunda
X, € H olacak sekilde n, dogal sayis1 vardir. Eger n, sayist n,ve n,nin maksimumu

olarak segilirse bu durumda x,eGNH olacak sekilde n>n, bulunur. Ancak

G N H =9 oldugundan bu bir geliskidir. O halde X te bir dizinin limiti tektir.

Onerme 4.1.9 (X,7)bir dizisel uzay olsun. Bu durumda (X, 7)dizisel Hausdorff tur

ancak ve ancak Hausdorff tur.

Onerme 4.1.10 (X,7)bir topolojik uzay olsun. Eger (X,z) nin her dizisel kapal alt

ciimlesi kapali ise (X,7) dizisel Hausdorff tur.

Ornek 4.1.7 den, ([I ,T) topolojik uzayr dizisel Hausdorff tur fakat [J nin

kapali olmayan dizisel kapali alt kiimesi mevcuttur.

Sonug¢ 4.1.11 Eger (X, 7)bir dizisel Hausdorff uzay degilse bu durumda X in kapali

olmayan en az bir dizisel kapali alt climlesi vardir.

Onerme 4.1.12 (X,7) bir dizisel Hausdorff uzay ve Ac X olsun. Bu durumda A

tizerindeki 7, alt topolojisi ile birlikte dizisel Hausdorff tur.

16



Ispat: a,be A olsun. Dolayisiyla Ac X oldugundan a,be X olur. X dizisel
Hausdorff oldugundan ae G, be H ve GNH = olacak sekilde G ve H dizisel

acik ciimleler vardir. GNAer, ve HNAer, olacak sekilde alt topolojiye gore
ayrik GNA ve HNA cimleleri bulunur. (GNA)NHNA)=(GNH)NA=J

olacagindan 7, dizisel Hausdorff tur.

Onerme 4.1.13 (X,7) ve (Y,o) topolojik uzaylar ve f:(X,7)—(Y,o) birebir,
orten, siirekli ve dizisel agik fonksiyon olsun. Eger (X,z) dizisel Hausdorff ise

(Y, o) de dizisel Hausdorff tur.

Ispat: (X,7) dizisel Hausdorff olsun. Bu durumda Y ninde dizisel Hausdorff
oldugunu gostermek icin Y, Y, €Y olacak sekilde farkli iki nokta segelim. f birebir
ve orten oldugundan f(x )=y, ve f(x,)=y,olacak sekilde iki farkli XX, € X
noktalari vardir. Buradan x, €G,, x, €G, ve G NG, = olacak sekilde G, ve G,
dizisel agik ctimleleri vardir. Sirasiyla X, ve X, noktalarina yakisayan (X,) ve
(x,) dizilerinin belli bir indisten sonraki terimleri de sirasiyla G, ve G, de dir. f
fonksiyonu siirekli oldugundan dizisel siireklidir. O halde f(x,) ve f(x ) dizileri
sirastyla f(x) ve f(x,) noktalarma yakinsar. Boylece f(G,) ve f(G,) dizisel

acik ciimleleri igin f(G,) N f(G,) = olup ispat tamamlanir.

Tamim 4.1.14 X sonsuz bir climle, (X,7) dizisel Hausdorff uzay ve x ve y X de
farkli iki nokta olsun. x e yakinsayan ve terimleri birbirinden farkli olan bir (X,)
dizisi ile y ye yakinsayan ve terimleri birbirinden farki olan bir (y,) dizisi igin; X,
in higbir terimi H alt climlesi tarafindan ve Yy, in higbir terimi G alt ciimlesi

tarafindan icerilmiyor ise (X, 7) uzayina bir tam dizisel Hausdorff uzay denir.

Not: Terimlerin birbirinden farkli olma sart1 kaldirilirsa tam dizisel Hausdorff uzay

dizisel Hausdorff uzaya denk olur. Ciinkii (X,7) dizisel Hausdorff oldugunda farkl
X ve y noktalar i¢in (X,)=(XXX,..)>x ve (y,)=(Y,y,Y,..)> Yy olacak

sekilde x, ve y, dizileri vardir.
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Onerme 4.1.15 Her tam dizisel Hausdorff uzay dizisel Hausdorff tur.

Ornek 4.1.17 X #@ bir kiime ve ¢ X iizerinde tiimleyeni sayilabilir topoloji

olsun. Buradan (X, 7)tam dizisel Hausdorff degildir.

Ornek 4.1.18 [1 iizerinde U ahsilmis topoloji olsun. x,y e[l farkli iki nokta ve

X <y olarak g6z Oniine alinsin. X ve y noktalari arasindaki mesafe o olsun. x ve

y igin sirastyla (x —% X+ %j ve [y —%, y+ %j ayrik acik climlelerini segelim.

Bunlar ayn1 zamanda dizisel agiktir. Secilen (xn) =(X—lj dizisinin higbir terimi
n

[y —% Y+ %j de yer almaz. Benzer sekilde segilen (y, )= (y + Ej dizisinin higbir
n

terimi (X —% : X+%j de yer almaz. Boylece [] iizerinde alisilmig topoloji tam dizisel
Hausdorff uzaydir.

Ornek 4.1.19 Her aell igin [J iizerinde 7 ={G,=(a,%):aecll } U{D} gz dniine
alinsin. Burada ki (D ,T) topolojik uzay1 tam dizisel Hausdorff degildir.

Sonug 4.1.21 Tam dizisel Hausdorff uzayda bir dizinin limiti tektir.

Onerme 4.1.22 Her metrik uzay tam dizisel Hausdorff tur.

Onerme 4.1.23 (X,7r) ve (Y,o) topolojik uzaylar ve  f:(X,z)—>(Y,0)
fonksiyonu birebir, orten, siirekli ve dizisel agik fonksiyon olsun. Eger (X,7) tam

dizisel Hausdorff ise (Y,o) de tam dizisel Hausdorff tur.

Ispat: y,vey, eY farkli noktalar olsun. f fonksiyonu birebir ve 6rten oldugundan
f ()(1) =y, ve f (XZ) =y, olacak sekilde farkli x,X, € X noktalar1 vardir. Onerme
4.1.13 den (Y,o)nin dizisel Hausdorff uzay oldugunu biliyoruz. Yani X, G,
X, €G, ve G NG,= olacak sekilde G, ve G, dizisel agik climleleri vardir.

(X,7) tam dizisel Hausdorff oldugundan sirasiyla X, ve X, noktalarina yakinsayan
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(x,) ve (x,)dizileri i¢in (x,) in G, dave (x,) nin G, de higbir terimi bulunmaz.
Buradan da sirastyla f(x,) ve f(X,) noktalarina yakmsayan ( f (x,)) ve ( f (Xn))
dizileri igin (f(x,)) in f(G,) da ve (f(xr'])) nin de f(G,) de higbir terimi

bulunmaz. Dolayisiyla (Y, o) tam dizisel Hausdorff tur.
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