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ÖZET 

 

Bu tez çalıĢması dört bölümden oluĢmaktadır. Ġlk bölümde tezin amacı 

açıklanmıĢ ve tezde kullanılan kavramlarla ilgili literatür bilgisi verilmiĢtir. 

 Ġkinci bölümde daha sonraki bölümlerde kullanılacak olan Hausdorffluk, 

süreklilik, dizisel süreklilik ve yakınsaklık hakkında temel bilgiler verilmiĢtir. 

 Üçüncü bölümde bir topolojik uzayda dizisel açık ve dizisel kapalı 

cümlelerden bahsedilmiĢ ve dizisel uzaylar incelenmiĢtir. 

 Dördüncü bölüm özgün olarak hazırlanmıĢtır. Bu bölümde dizisel açık 

cümleler yardımıyla dizisel Hausdorffluk tanımı yapılmıĢ ve bu yapının 

Hausdorfflukla olan iliĢkisi incelenmiĢtir. Ayrıca dizisel Hausdorff uzayların özel bir 

hali olan tam dizisel Hausdorffluk tanıtılmıĢ ve örneklendirilmiĢtir. 
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ABSTRACT 

 

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, the aim of the thesis is 

explained and the literatüre review is given. 

In the second chapter,  the notions of Hausdorff space, continuity, sequentially  

convergence, which will be used on the following pages are given. 

In the third chapter, the notions of sequentially open and sequentially closed sets in a 

topological space are discussed. 

Finally, the fourth chapter is prepared originally. Sequentially Hausdorff spaces  are 

introduced by sequentially open sets and the relationships between Hausdorff spaces 

and sequentially Hausdorff spaces are discussed. Additinally, the notion of full 

sequentially Hausdorff spaces are given and examplified. 
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1. GİRİŞ  

 

Topoloji ve matematiğin diğer bilim dallarında, Hausdorff uzay kavramı, ayırma 

aksiyomları içerisinde en çok kullanılan aksiyomdur. Bir Hausdorff uzay,  

birbirinden farklı herhangi iki noktasının ayrık açık komĢuluklara sahip olduğu bir 

topolojik uzaydır. Hausdorff bir topolojik uzayda yakınsak bir dizinin limiti tekdir 

[1-5]. 

Dizilerdeki yakınsaklık kavramı yardımıyla, topolojik uzaylardaki açık ve kapalı 

cümlelerden daha genel olan dizisel açık ve dizisel kapalı cümle tanımı yapılmıĢtır 

[6-10]. Her açık cümle dizisel açıktır. Dizisel uzaylarda ise açıklık ve dizisel açıklık 

kavramları birbirine denktir. Bu kavramlar daha sonraları topolojik uzayların farklı 

konularına geniĢletilmiĢtir. Bunlardan biri, boĢ ve kendisinden baĢka dizisel açık ve 

dizisel kapalı alt kümesi bulunmayan dizisel irtibatlı topolojik uzaylardır. Her dizisel 

irtibatlı uzay irtibatlıdır [11-14]. Daha sonraları, G-metodu baĢlığı altında, G-dizisel 

açıklık, G-dizisel kapalılık, G-dizisel süreklilik [15], G-dizisel kompaktlık [16], G-

süreklilik [17], G-yakınsaklık, G-dizisel irtibatlılık kavramları üzerinde çalıĢılmıĢtır 

[18-20]. 

Bu çalıĢmada ise Hausdorffluk kavramından daha geniĢ bir yapı olan dizisel 

Hausdorffluk kavramı tanıtılmıĢtır ve örneklendirilmiĢtir. Bir uzayda birbirinden 

farklı herhangi iki noktasının ayrık dizisel açık komĢulukları varsa, bu uzaya dizisel 

Hausdorfftur denir. Her Hausdorff uzay dizisel Hausdorfftur. Dizisel uzaylarda bu iki 

kavram birbirine denktir. Ayrıca dizisel Hausdorff uzayların özel bir hali olan tam 

dizisel Hausdorff uzayların tanımı verilmiĢtir. Konunun anlaĢılması için örneklere 

baĢvurulmuĢtur. Hausdorff uzaylarda gözlenen bazı özellikler, yeni tanımlanan bu 

uzaylar için de tekrar gözden geçirilmiĢtir. 



2. BÖLÜM 

 

Bu bölümde, Hausdorff uzay, süreklilik, kompakt uzaylardan ve topolojik uzaylarda 

dizilerden bahsedilmiĢtir. Bu bölüm oluĢturulurken literatürde temel kabul edilen 

Brown [4], Bourbaki [1] ve Rotman [2] kaynaklarının yanı sıra Mucuk [5] den de 

faydalanılmıĢtır. 

2.1 Hausdorff uzay 

 

Tanım 2.1.1 ( , )X   bir topolojik uzay olsun. ,x y X  farklı noktaları için 

,x G y H   ve G H   olacak Ģekilde G  ve H  açık cümleleri varsa bu uzaya 

bir Hausdorff uzayı denir. 

Örnek 2.1.2 X cümlesi üzerinde diskre topoloji bir Hausdorff uzaydır. Çünkü alınan 

farklı x ve y tek nokta cümleleri açık cümlelerdir. 

Örnek 2.1.3 X cümlesi üzerinde indiskre topoloji Hausdorff uzay değildir. Çünkü 

alınan farklı x ve y noktalarını içeren tek açık cümle X in kendisidir. 

Örnek 2.1.4  cümlesi üzerinde tümleyeni sayılabilir topoloji Hausdorff uzay 

değildir. Kabul edelim ki bu topoloji Hausdorff uzay olsun. ,x y  için x G  ve 

y H , G H   olacak Ģekilde G  ve H  açık cümleleri vardır. G  açık ise CG  

sayılabilirdir ve aynı Ģekilde H  açık ise CH  sayılabilirdir. Buradan 

C CG H G H     olacaktır ki bu bir çeliĢkidir. Çünkü iki sayılabilir 

cümlenin birleĢimi sayılamaz olamaz. O halde bu topoloji Hausdorff uzay değildir. 

2.2 Süreklilik 

 

Tanım 2.2.1 ( , )X   ve ( , )Y   topolojik uzaylar olmak üzere : ( , ) ( , )f X Y   

fonksiyonu için 0x X
 
noktası verilsin. Eğer V , 0( )f x  ın açık komĢuluğu için 
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( )f U V olacak Ģekilde 
0x  noktasının U  açık komĢuluğu varsa f  fonksiyonu 

0x  

noktasında süreklidir denir. f fonksiyonu X  in her noktasında sürekli ise f  ye bir 

sürekli fonksiyon denir. 

Örnek 2.2.2. {1,2,3}X   cümlesi üzerinde { , ,{2},{2,3}}X    ve { , , }Y a b c  

cümlesi üzerinde { , ,{ },{ , }}Y a a c    topolojisi verilsin. Bir : ( , ) ( , )f X Y 

fonksiyonu (2) , (3)f a f c  ve (1)f b  ile tanımlansın. (2)f a  nin açık 

komĢulukları { }a , { , }a c  ve Y olup 2  nin {2}U   açık komĢuluğu için ( ) { }f U a  

( ) { , }f U a c  ve ( )f U Y olduğundan f  fonksiyonu 2  noktasında süreklidir. 

Benzer olarak (3)f c  nin açık komĢulukları { , }a c ve Y olup buna karĢılık 3  ün 

{2,3}U   açık komĢuluğu için ( ) { , }f U a c  ve ( )f U Y olduğundan  f  

fonksiyonu 3 X  de süreklidir. Fakat (1)f b  in V  açık komĢuluğu için 

( )f U V olacak Ģekilde 1 nin hiçbir U  açık komĢuluğu yoktur. Çünkü 1 noktasının 

tek açık komĢuluğu X  dir. O halde f  fonksiyonu 1 X  noktasında sürekli değildir. 

Teorem 2.2.3 ( , )X   ve ( , )Y   topolojik uzaylar olmak üzere  : ( , ) ( , )f X Y   

fonksiyonunun sürekli olması için gerek ve yeter Ģart Y  deki her açık cümlenin ters 

görüntüsünün X  de açık olmasıdır. 

İspat: f  sürekli bir fonksiyon ve V  de Y  de açık bir cümle olsun. 1( )f V  nin X  

de açık olduğunu göstermeliyiz. 1( )x f V  için ( )f x V  ve f  sürekli olduğundan 

( )f U V  olacak Ģekilde x  in bir U  açık komĢuluğu vardır. Buradan 

1( )x U f V   olup 1( )f V cümlesi X  de açıktır. 

 Aksine Y deki açık cümlelerin 1( )f V  ters görüntüsü X  de açık olsun. 

Herhangi bir x X  için ( )f x  in bir V açık komĢuluğu verilsin. 1( )U f V  cümlesi 

x  in açık bir komĢuluğu olup ( )f U V  dir. O halde f  fonksiyonu keyfi bir x  

noktasında sürekli olduğundan süreklidir.  
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2.3 Kompakt uzaylar 

 

Tanım 2.3.1 ( , )X   topolojik uzay ve A X  olsun. A  cümlesinin her açık 

örtüsünün sonlu bir alt örtüsü var ise A  ya kompakt cümle denir. Bir baĢka deyiĢle 

eğer X  cümlesinin her açık örtüsünün bir sonlu örtüsü var ise ( , )X   topolojik 

uzayına kompakt uzay denir.  

Örnek 2.3.2 BoĢ olmayan bir X  cümlesi üzerinde diskre topoloji ve A X  cümlesi 

kompakt bir uzaydır. Eğer sonlu bir  1 2, ,..., nA a a a  cümlesinin açık bir G  örtüsü 

her bir ia A  için 
ii aa G  olacak Ģekilde 

iaG G  seçilerek sonlu açık bir 

 :
ia iG G a A   alt örtüsü elde edilir. Eğer A  sonsuz bir cümle ise kompakt 

değildir. Çünkü   :G a a A   sınıfı A  nın açık bir örtüsü olduğu halde sonlu bir 

alt örtüsü bulunamaz. 

Örnek 2.3.4 X  cümlesi üzerinde tümleyeni sonlu topolojisini ele alalım, A X  alt 

cümlesi kompakttır. A  cümlesinin açık örtüsü  :iG G i I   olsun. 
0i

G G  için 

0i

cG  sonlu olacağından  
0

1 2, ,...,
i

c

nA G a a a  sonlu olur. Burada G  sınıfı A  nın bir 

örtüsü olduğundan her bir 
0i

c

ka A G   için 
kk ia G  olacak Ģekilde 

ki
G G  vardır. 

Buradan  

10

...
i n

c

i iA G G G     

olur. Dolayısıyla  
10 0 0

...
i i i n

c c c

i iA G A G G G G       olup A  kompakttır. 

Örnek 2.3.5  üzerinde tümleyeni sayılabilir topoloji kompakt değildir. Çünkü 

n  için  , 1,...nG n n   ve \ n

c

nG G  olmak üzere  :c

nG n   sınıfı  

nin açık bir örtüsüdür. Fakat bu örtünün sonlu bir alt örtüsü yoktur. 

Teorem 2.3.6 Hausdorff bir topolojik uzayın kompakt bir alt cümlesi kapalıdır. 
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İspat:  ( , )X   Hausdorff uzay ve A X  alt cümlesi kompakt olsun. cA  nin açık 

olduğunu gösterelim. cx A  olsun. X  Hausdorff uzay olduğundan a A  için 

aa G  ve xa H  , a xG H   olacak Ģekilde aG  ve xH  açık alt cümleleri vardır. 

Buradan  :aG a A  sınıfı A  nın açık bir örtüsüdür. Aynı zamanda A  cümlesi 

kompakt olduğundan bu açık örtünün sonlu bir  
1
,....,

na aG G  alt örtüsü vardır. 

Buradan 
1 i

n

ai
A G


  olur. 

1 i

n

x ai
G G


  ve 

1 i

n

x ai
H H


  olmak üzere 

x xG H   olarak seçilmelidir. Aksi halde alınacak bazı i  ler için x xG H   

olurdu. Bu ise bu kümelerin ayrık olmasıyla çeliĢirdi. O halde xA H   olup 

c

xx H A   den cA cümlesi açık ve A  kapalıdır. 

2.4 Topolojik uzaylarda diziler 

 

Tanım 2.4.1 ( , )X   bir topolojik uzay ( )na terimleri X de olan bir dizi ve a X  

olsun. Eğer a X nın her G  açık komĢuluğu için 0n n  olduğunda na G olacak 

Ģekilde bir 0n  varsa; yani a  nın her açık komĢuluğunda dizinin belli bir indisten 

sonraki terimleri bulunuyorsa ( )na dizisi a X  noktasına yakınsar denir. Bir  na  

dizisinin a  ya yakınsaması 

lim n
n

a a


  

veya 

na a  

ifadelerinden biri ile gösterilir. 

Örnek 2.4.2 X   bir cümle ve { , }X    olsun. Bu uzaydaki herhangi bir ( )na

dizisi her a X noktasına yakınsar. Çünkü a X noktasının tek açık komĢuluğu X  

dir. Bütün terimleri X de bulunduğundan indiskre topolojiye göre bir dizi X in her 

noktasına yakınsar. 
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Örnek 2.4.3 ( , )U  alıĢılmıĢ topolojiye göre, 

1)  
1

na
n

 
  
 

 dizisini ele alalım. 0  ın her   komĢuluğu için 
0n n  olduğundan 

( , )na     olacak Ģekilde 0n   vardır. Bu durumda   0na   dır. 

2)  na n  dizisini ele alalım. Aldığımız her nokta için   komĢuluğunda dizinin 

terimleri bu aralıkta yer alamaz. Dolayısıyla hiçbir noktaya yakınsamaz. 

3)  
1

na
n

 
  
 

 dizisini alalım.  na  dizisi sıfıra yakınsar. Çünkü  0 ,    

Ģeklindeki her açık aralık  na dizisinin sonlu sayıdaki terimleri hariç tüm terimlerini 

içerir.  Bu durumda   0na   dır. 

4)    1
n

na    dizisini göz önüne alalım. ( ) ( 1,1, 1,1,...)na     olup aldığımız her   

için o komĢulukta 1  veya 1 yer almaz.  

5) ( ) 1na  dizisini ele alalım.   1na   dizisinde 1 in her   komĢuluğu için 0n n  

olduğundan ( ) (1 ,1 )na      olacak Ģekilde 0n    vardır. O halde ( ) 1na   dır. 

Örnek 2.4.4 Her a  için ( , )aG a   olmak üzere  üzerinde 

{ : } { , }aG a      topolojisi verilsin.  

1)  
1

na
n

 
  
 

 dizisini ele alalım.  0x   için x  her aG  açık komĢuluğu için dizinin 

belli bir teriminden sonra terimleri bu aralık içinde kalır. Yani   0na   dır. 

2)  na n dizisini ele alalım. Dizinin terimleri sonsuza gittiğinden her x  için 

n aa G  olacak Ģekilde bir 0n   yoktur. Yani dizini belli bir indisten sonraki 

değerleri boĢta kalır.  na  dizisi hiçbir değere yakınsamaz. 
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3)  
1

n

n
a

n

 
  
 

 dizisini ele alalım. 1x   için x  her aG  açık komĢuluğu için dizinin 

belli bir teriminden sonra terimleri bu aralık içinde kalır. Yani   1na  dir. 

4)    , ,...na a a  dizisini ele alalım. x a  için dizinin terimleri aralık içinde kalır. 

Dolayısıyla  na a  dır. 

Örnek 2.4.5   tamsayılar cümlesi üzerindeki tümleyeni sonlu topoloji ile göz 

önüne alalım. 

a) ( ) (1,2,3,...)na   dizisi nin her noktasına yakınsar 

b)   (( 1) )n

na    dizisi  nin hiçbir noktasına yakınsamaz. 

Önerme 2.4.6 X   cümlesi üzerinde ( )P X   diskre topoloji olsun. Bu 

uzaydaki herhangi bir ( )na dizisi bir a X  noktasına yakınsar ancak ve ancak 

dizinin belli bir indisten sonraki tüm terimleri a  dır. 

İspat: Kabul edelim ki  ( )na a X   olsun. Diskre topolojide { }a  tek nokta 

cümlesi a X nın bir açık komĢuluğudur. O halde belli bir indisten sonraki dizinin 

tüm terimleri a  olmalıdır. 

Diğer taraftan ( )na dizisi 
01 2( ) ( , ,..., , ,...)n na a a a a Ģeklinde ise ( )na a  açıktır. 

Önerme 2.4.7 Hausdorff bir ( , )X   topolojik uzayında yakınsak bir dizinin limiti 

tektir. 

İspat: Kabul edelim ki ( , )X  Hausdorff uzayında bir ( )na dizisi a  ve b  gibi farklı 

iki değere yakınsasın. ( , )X  uzayı Hausdorff olduğundan  G H   olacak Ģekilde  

a  ve b nin sırasıyla G  ve H açık komĢulukları vardır. Diğer yandan ( )na a  

olduğundan 1n n  için na G olacak Ģekilde bir 1n   ve ( )na b olduğundan 

2n n  için na H olacak Ģekilde bir 2n   vardır. O halde 0 1 2max{ , }n n n olarak 
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seçilirse 
0n n  için na G H  dır. Bu ise G H  olmasıyla çeliĢir. O halde 

a b  olmak zorundadır. 

Önerme 2.4.8 X  sonsuz bir cümle olmak üzere X  üzerinde 

{ : } { }CA X A sayılabilir      tümleyeni sayılabilir topolojisi olsun. X  de bir 

 na  dizisi verilisin.  na a  olması için gerek ve yeter Ģart  na dizisinin 

   
01 2, ,..., , , ,...n na a a a a a Ģekilde olmalıdır. 

Not: Bir X topolojik uzayında  na  bir dizi ve bu dizinin terimlerinin cümlesi 

{ : }nA a n   olsun. Eğer na a  ise 'a A  olması gerekmez. 

Örneğin  ,U  da    , ,...na a a  sabit dizisinde na a dır, fakat a  noktası 

{ : } { }nA a n a    cümlesinin bir yığılma noktası değildir.  

O halde bir dizinin limit noktasının dizinin terimlerinden oluĢan cümlenin bir yığılma 

noktası olması gerekmez. Fakat bu ifade bazı limit noktaları için doğru olabilir. 

Örnek 2.1.12   nin alıĢılmıĢ topolojisine göre  
1

na
n

 
  
 

 dizisi 0  noktasına 

yakınsar, ve  0 noktası { : }nA a n  nin bir yığılma noktasıdır. 

Not: Bir X topolojik uzayında  na  bir dizi ve bu dizinin terimlerinin cümlesi 

{ : }nA a n   olsun. Eğer 'a A ise na a  olması gerekmez. 

Örneğin  alıĢılmıĢ topolojisine göre    
1

1
n

na
n

 
   
 

 dizisinde 1 ve 1  

noktaları { : }nA a n   nın yığılma noktalarıdır. Fakat bu noktalar  na dizisinin 

limit noktaları değildir. 

Örnek 2.1.13.  alıĢılmıĢ topolojisine göre  
1

1
na

n

 
  

 
 dizisinin  0,1X   

cümlesinde ne bir limit noktası vardır nede { : }nA a n  cümlesinin bir yığılma 

noktası vardır. 



3.BÖLÜM 

3.1 Dizisel uzaylar 

 

Bu bölümde dizisel açık ve dizisel kapalı cümle kavramı tanıtıldı. Ayrıca kavramlar 

yardımıyla dizisel uzayların tanımı verildi.  

Tanım 3.1.1 [8] X  bir topolojik uzay, A X olsun. Eğer A  daki bir noktaya 

yakınsayan her dizi için dizinin belli bir indisten sonraki terimleri A  da ise A  ya 

dizisel açık cümle denir. 

Önerme 3.1.2 [8]  Her açık cümle dizisel açıktır. 

İspat: A  cümlesi açık olsun. A  nın dizisel açık olduğunu göstermek için bir a A  

seçelim.  na  dizisi a  ya yakınsayan bir dizi olsun. A  cümlesi açık olduğundan a  

elemanının bir açık komĢuluğu olup  na  dizisinin belli bir indisten sonraki terimleri 

bu komĢuluk içerisinde kalmalıdır. O halde A dizisel açıktır.  

Örnek 3.1.3 BoĢtan farklı bir X  cümlesi üzerinde tanımlanmıĢ diskre topolojiye 

göre her alt cümle açık olacağından dizisel açıktır. 

Örnek 3.1.4 X  cümlesi üzerindeki indiskre topolojiye göre X  in kendisinden ve 

boĢtan farklı olan hiçbir alt cümlesi dizisel açık değildir. 

Örnek 3.1.5 X  üzerinde tümleyeni sayılabilir topoloji olmak üzere X  in her alt 

cümlesi dizisel açıktır. Gerçekten  na , X  de bir dizi  na a , a A  olsun. 

Tümleyeni sayılabilir topolojiye göre bir dizinin yakınsak olması için dizi

  ( , , ,...)na a a a  Ģeklinde veya    
01 2, ,..., , , ,...n na a a a a a  Ģeklinde olmalıdır. O 

halde belli bir indisten sonraki terimler A  da kalacaktır. Dolayısıyla bu topolojiye 

göre her alt cümle dizisel açıktır. 

Sonuç 3.1.6 [8] Her dizisel açık cümle açık değildir. 
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Örnek 3.1.7 X  sonsuz bir cümle, X  üzerinde tümleyeni sonlu topoloji göz önüne 

alınsın. Bir A X  için CA  sonlu olsun. A  sonsuz bir cümle  na , X  de bir dizi ve 

a A  için  na a  olsun.  na  dizisinin belli bir indisten sonraki terimleri A  da 

bulunur. O halde A  dizisel açıktır. Diğer taraftan CA  sonsuz bir cümle olsun. A  

sonlu veya sonsuz bir cümle olabilir. Bu durumda terimleri farklı ve CA  de bulunan 

bir  na  dizisi a  noktasına yakınsadığı halde, dizinin belli bir indisten sonraki 

terimleri A  da kalmaz.  

Sonuç 3.1.9 [8] Dizisel açık cümlelerin keyfi birleĢimleri de dizisel açıktır. 

İspat: X   ve i I  olmak üzere iA  ler de X  in dizisel açık alt cümleleri. i

i I

A


 

cümlesinin de dizisel açık olduğunu gösterelim.  nx , X  de bir dizi olsun. Kabul 

edelim ki i

i I

x A


  ve ( )nx x  olsun. O halde  nx  dizisinin belli bir indisten 

sonraki terimleri 
i

i I

A


de olmalıdır. 
i

i I

x A




 

olduğundan 
0i

x A  olacak Ģekilde 

0i I  vardır. iA  ler dizisel açık olduğundan  nx  dizisinin belli bir indisten sonraki 

terimleri 
0i

A  da kalır. O halde 
0i i

i I

A A


  olduğundan i

i I

A


de dizisel açıktır. 

Önerme 3.1.10 [8] Bir ( , )X   topolojik uzayında tüm dizisel açık kümelerin sınıfı 

bir topoloji olup bu topoloji   dan daha incedir. 

Tanım 3.1.11 [8] X  bir topolojik uzay, A X  ve x X  olsun. A  cümlesinde bir 

 na  dizisi x X  e yakınsıyor iken x A  oluyorsa bu kümeye dizisel kapalıdır 

denir.  

Önerme 3.1.12 [8] Eğer bir cümle kapalı ise dizisel kapalıdır. 

İspat: A  cümlesi kapalı ve  na  x X  noktasına yakınsayan A  da bir dizi olsun. 

Bu durumda x A  olmalıdır. Aksi durumda CA , x  in bir açık komĢuluğu olur ve 

dizinin belli indisten sonraki elemanları CA da kalır. Bu ise  na  nin A  da bir dizi 

olmasıyla çeliĢir. Yani A  dizisel kapalıdır.  
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Örnek 3.1.13 BoĢtan farklı bir X  cümlesi üzerinde tanımlanmıĢ diskre topolojiye 

göre her alt cümle kapalı olacağından dizisel kapalıdır. 

Örnek 3.1.14 X  cümlesi üzerinde indiskre topolojiye göre X  in kendisinden ve 

boĢtan farklı olan hiçbir alt cümlesi dizisel kapalı değildir. 

Örnek 3.1.15 X  üzerinde tümleyeni sonlu topoloji göz önüne alınsın. A X  için 

A  nın dizisel kapalı olduğunu gösterelim. Yani  na , A  da bir dizi x X  noktası 

için  na x  iken x A  olduğunu gösterelim. A  sonlu ise kapalıdır. Kapalı her 

cümle dizisel kapalıdır. Eğer A  sonsuz ise tümleyeni sonlu topolojide terimleri faklı 

olan bir dizi her noktaya yakınsar. Yani x A  olabilir. Aynı zamanda x A  da 

olabilir. O halde A  sonsuz iken dizisel kapalı değildir. 

Örnek 3.1.16 X  üzerinde tümleyeni sayılabilir topolojiye göre bir A X  için A  

dizisel kapalıdır. Bunu göstermek için  na , A  da bir dizi x X   na x  

yakınsasın. Bu topolojiye göre  na x  dir ancak ve ancak 

   
01 2, ,..., , , ,...n na a a a x x  dir. Bu durumda  x A  olur. O halde bu topolojiye göre 

her alt cümle dizisel kapalıdır. 

Sonuç 3.1.17 [9] Dizisel kapalı kümelerin keyfi kesiĢimi dizisel kapalıdır. 

İspat: X  bir topolojik uzay ve { : }iA i I
 

sınıfı da  X  in dizisel kapalı alt 

cümlelerinin bir sınıfı olsun. Bu durumda i

i I

A


 cümlesinin de dizisel kapalı 

olduğunu gösterelim.  nx  dizisinin terimleri i

i I

A


cümlesinden alınsın ve kabul 

edelim ki  nx x  ve x X  olsun. Bu durumda i

i I

x A


  olduğunu gösterelim. 

Her n  için n i

i I

x A


 olduğundan her i I  için n ix A  dir. Her bir iA  cümlesi 

dizisel kapalıdır. O halde  nx x ve x X iken ix A  dir. Her i I  için ix A  

olduğundan  i

i I

x A


 dir. Dolayısıyla i

i I

A


dizisel kapalıdır. 
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Önerme 3.1.18 [9] X topolojik uzayında bir A X alt cümlesi dizisel açıktır ancak 

ve ancak CA  dizisel kapalıdır. 

İspat: A  dizisel açık olsun. CA  dizisel kapalı olduğunu gösterelim. CA  de bir  nx

dizisi x X  e yakınsasın Cx A olduğunu gösterelim. Kabul edelim ki Cx A  

olsun. O halde x A  olur. A  dizisel açık olduğundan A  daki bir elemana 

yakınsayan her dizinin belli bir indisten sonraki terimleri A  da olmalıdır. Fakat  nx  

dizisi CA de bir dizidir. O halde bu bir çeliĢkidir. Bu durumda Cx A olur. CA dizisel 

kapalıdır. 

 Diğer yandan CA dizisel kapalı olsun. A  dizisel açık olduğunu gösterelim. X  

deki bir   na  dizisi A  nın bir elemanına yakınsasın. Dizinin belli bir indisten 

sonraki terimleri A  da bulunmalıdır. Kabul edelim ki bu terimler CA de olsun. Bu 

durumda CA deki yeni  
kna  dizisi de a  ya yakınsar. Fakat CA dizisel kapalı 

olduğundan Ca A  olmalıdır. O halde kabulümüz yanlıĢtır.  A  dizisel açıktır.  

Tanım 3.1.19 [8] X  bir topolojik uzay olsun. Eğer bu uzayda her dizisel açık cümle 

açık ise; veya buna denk olarak her dizisel kapalı cümle kapalı ise bu uzaya dizisel 

uzay denir. 

Önerme 3.1.20 [8] X  uzayında her açık cümle dizisel açık olacağından aĢağıdaki 

ifadeler denktir. 

(a) X  uzayı diziseldir. 

(b) Herhangi bir A  alt kümesi açıktır ancak ve ancak dizisel açıktır. 

(c) Herhangi bir A  alt kümesi kapalıdır ancak ve ancak dizisel kapalıdır. 

Örnek 3.1.21 X  sayılamaz bir cümle olmak üzere X  üzerinde tümleyeni sayılabilir 

topolojiye göre her alt cümle dizisel açıktır. Ancak her dizisel açık cümle açık 

olamayacağından bu uzay dizisel uzay değildir.  

Tanım 3.1.22 [8] X  ve Y  topolojik uzaylar,  :f X Y  bir fonksiyon, x X  ve 

 nx
 

terimleri X  den alınan bir dizi olsun. Eğer  nx  dizisi x  noktasına 
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yakınsarken   nf x  dizisi de  f x  noktasına yakınsıyorsa f  fonksiyonu dizisel 

süreklidir denir. 

Önerme 3.1.23 [8] Her sürekli fonksiyon dizisel süreklidir. 

İspat: :f X Y sürekli bir fonksiyon ve  nx x  olsun.     nf x f x  

olduğunu göstermek için  f x in bir G   açık komĢuluğunu alalım. f  sürekli 

olduğundan 1( )f G de x  in açık komĢuluğudur.  nx x  olduğundan 0n n  için 

1( )nx f G  olacak Ģekilde 0n   vardır. O halde  nf x G  olup 

    nf x f x dir. 

Tanım 3.1.24 [8] :f X Y bir fonksiyon olsun. Eğer her A X  dizisel açık alt 

cümlesi için ( )f A  görüntüsü de dizisel açık ise f  fonksiyonu bir dizisel açık 

fonksiyon olarak adlandırılır.  

Benzer olarak A X  dizisel kapalı alt kümesi için ( )f A dizisel kapalı ise f  

fonksiyonu bir dizisel kapalı fonksiyondur denir. 

3.2 Dizisel Kompakt Uzaylar 

 

Tanım 3.2.1 [5]  ,X   bir topolojik uzay ve A X  olsun. A  cümlesindeki her 

 na  dizisinin A  da bir  
kna  yakınsak alt dizisi var ise  A  cümlesine dizisel 

kompakt uzay denir.  

Örnek 3.2.2 Bir  ,X   topolojik uzay, bir A X sonlu alt cümlesi dizisel 

kompakttır. Çünkü A sonlu olduğundan A daki bir  na  dizisinin sonsuz tekrar eden 

en az bir 
0 0

( ) ( , ,...)
kn n na a a  alt dizisi A da yakınsaktır. 

Örnek 3.2.4 BoĢtan farklı bir X  cümlesi üzerinde tümleyeni sayılabilir topolojiyi ve

A X  alt cümlesini ele alalım. A  cümlesi sonlu olduğundan A daki bir  na  
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dizisinin sonsuz tekrar eden 
0 0

( ) ( , ,...)
kn n na a a  alt dizisi 

0na A  noktasına yakınsar. 

O halde dizisel kompakttır. Eğer A  sonsuz ise dizisel kompakt değildir. Çünkü 

tümleyeni sayılabilir topolojiye göre yakınsak bir dizi 
01 2( , ,..., , , ,...)na a a a a  Ģeklinde 

olmalıdır. O halde A  sonsuz olduğunda A  da terimleri farklı olan bir  na  dizi bu 

diziye yakınsak olan herhangi bir alt dizisi bulunamaz. 

Önerme 3.2.5 [5] Dizisel kompakt olan bir topolojik uzayın kapalı alt cümleleri de 

dizisel kompakttır. 

Önerme 3.2.6 [5] :f X Y  sürekli bir fonksiyon ve A X alt cümlesi dizisel 

kompakt ise ( )f A  da dizisel kompakttır. 

İspat: :f X Y sürekli bir fonksiyon ve A X dizisel kompakt bir cümle olmak 

üzere ( )f A da bir  nb  dizisi verilsin. Her n  için  n nf a b  olacak Ģekilde A  

da bir  na  dizisini seçelim. A  dizisel kompakt olduğundan  na dizisinin A  da 

yakınsak olan bir  na  alt dizisi vardır. 

  



4. BÖLÜM 

4.1. Dizisel Hausdorff Uzaylar 

 

Bu bölümde dizisel Hausdorff uzay kavramını tanıtılıp, dizisel açık ve dizisel kapalı 

cümleler yardımıyla bazı özellikler verilecektir.  

Tanım 4.1.1 X  bir topolojik uzay ve ,x y X  noktaları da ayrık iki nokta olsun. 

Eğer X  in x G , y H  ve G H   olacak Ģekilde G  ve H  dizisel açık alt 

cümleleri mevcut ise X  e bir dizisel Hausdorff uzay veya kısaca dizisel Hausdorff 

tur denir. 

Örnek 4.1.2 Topolojik uzaylarda her açık cümle dizisel açık olduğundan diskre 

topoloji dizisel Hausdorff tur. 

Örnek 4.1.3 X   bir cümle ve   da X  üzerinde tümleyeni sayılabilir topoloji 

olsun.  Bu durumda her alt cümle dizisel açık olacağından ,x y X  birbirinden farklı 

noktalar olmak üzere  { }G x  ve  H y  seçelim. Bu durumda G H   olup  

( , )X   dizisel Hausdorff tur.  

Örnek 4.1.4 Her a  için  üzerinde    ( , ):aG a a        topolojisi 

göz önüne alınsın.  ,
 
 topolojik uzayı dizisel Hausdorff değildir. 

Örnek 4.1.5 Birinci sayılabilir her uzay dizisel Hausdorff tur.  

Önerme 4.1.6 Her Hausdorff uzay dizisel Hausdorff tur. 

İspat: ( , )X   bir topolojik uzay ,x y X  uzayın farklı iki noktası olsun. X  

Hausdorff olduğundan x G , y H  ve G H   olacak Ģekilde ayrık açık 

cümleler vardır. Her açık cümle dizisel açık olduğundan ( , )X  dizisel Hausdorff tur. 

 AĢağıdaki örnekte her dizisel Hausdorff uzayın Hausdorff olmadığını 

gösterelim. 
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Örnek 4.1.7 reel sayılar cümlesi üzerinde   tümleyeni sayılabilir topoloji göz 

önüne alınsın. O halde { }x  ve { }y  cümleleri sırasıyla x  ve y  yi içeren ayrık 

cümlelerdir. Aynı zamanda bu uzayda her alt cümle dizisel açık olduğundan bu 

cümleler de dizisel açık olup uzay dizisel Hausdorff tur. Ancak X  uzayı Hausdorff 

değildir. 

Önerme 4.1.8 Dizisel Hausdorff bir uzayda yakınsak bir dizinin limiti tektir. 

İspat: Kabul edelim ki ( , )X   dizisel Hausdorff bir uzay ve   nx  de terimleri X  

den alınan bir dizi olsun. ( )nx  dizisi ,x y  gibi farklı iki noktaya yakınsasın.  Buradan 

x G  ve y H  olacak Ģekilde ayrık G  ve H  dizisel açık cümleleri vardır. G  

dizisel açık olduğundan G  deki x  noktasına yakınsayan  nx
 
dizisi için 1n n  

olduğunda nx G  olacak Ģekilde 1n  doğal sayısı vardır. Diğer yandan H  dizisel 

açık olduğundan H  daki y  noktasına yakınsayan  nx dizisi için  2n n  olduğunda 

nx H  olacak Ģekilde 2n  doğal sayısı vardır. Eğer 0n  sayısı 1n ve 2n nin maksimumu 

olarak seçilirse bu durumda nx G H   olacak Ģekilde 0n n  bulunur. Ancak 

G H   olduğundan bu bir çeliĢkidir. O halde X  te bir dizinin limiti tektir. 

Önerme 4.1.9 ( , )X  bir dizisel uzay olsun. Bu durumda ( , )X  dizisel Hausdorff tur 

ancak ve ancak Hausdorff tur. 

Önerme 4.1.10 ( , )X  bir topolojik uzay olsun. Eğer ( , )X   nın her dizisel kapalı alt 

cümlesi kapalı ise  ( , )X   dizisel Hausdorff tur.  

 Örnek 4.1.7 den,  ,  topolojik uzayı dizisel Hausdorff tur fakat  nin 

kapalı olmayan dizisel kapalı alt kümesi mevcuttur. 

Sonuç 4.1.11 Eğer ( , )X  bir dizisel Hausdorff uzay değilse bu durumda X  in kapalı 

olmayan en az bir dizisel kapalı alt cümlesi vardır.  

Önerme 4.1.12 ( , )X   bir dizisel Hausdorff uzay ve A X olsun. Bu durumda A  

üzerindeki A  alt topolojisi ile birlikte dizisel Hausdorff tur. 
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İspat: ,a b A  olsun. Dolayısıyla A X  olduğundan  ,a b X  olur. X  dizisel 

Hausdorff olduğundan a G , b H  ve G H   olacak Ģekilde G  ve H  dizisel 

açık cümleler vardır. AG A    ve AH A    olacak Ģekilde alt topolojiye göre 

ayrık G A  ve H A  cümleleri bulunur. ( ) ( ) ( )G A H A G H A        

olacağından A  dizisel Hausdorff tur. 

Önerme 4.1.13 ( , )X   ve ( , )Y   topolojik uzaylar ve    : , ,f X Y   birebir, 

örten, sürekli ve dizisel açık fonksiyon olsun. Eğer ( , )X   dizisel Hausdorff ise 

( , )Y   de dizisel Hausdorff tur. 

İspat: ( , )X   dizisel Hausdorff olsun. Bu durumda Y ninde dizisel Hausdorff 

olduğunu göstermek için 1 2,y y Y
 
olacak Ģekilde farklı iki nokta seçelim. f  birebir 

ve örten olduğundan  1 1f x y  ve  2 2f x y olacak Ģekilde iki farklı 1 2,x x X  

noktaları vardır. Buradan 1 1x G , 2 2x G   ve 1 2G G    olacak Ģekilde 1G  ve 2G  

dizisel açık cümleleri vardır. Sırasıyla 1x  ve 2x  noktalarına yakınsayan   ( )nx  ve 

'( )nx  dizilerinin belli bir indisten sonraki terimleri de sırasıyla   1G  ve 2G  de dir. f  

fonksiyonu sürekli olduğundan dizisel süreklidir. O halde  ( )nf x  ve '( )nf x  dizileri 

sırasıyla 1( )f x  ve 2( )f x  noktalarına yakınsar. Böylece  1( )f G  ve 2( )f G  dizisel 

açık cümleleri için 1 2( ) ( )f G f G   olup ispat tamamlanır. 

Tanım 4.1.14 X  sonsuz bir cümle, ( , )X   dizisel Hausdorff uzay ve x ve y  X de 

farklı iki nokta olsun. x  e yakınsayan ve terimleri birbirinden farklı olan bir ( )nx
 

dizisi ile y  ye yakınsayan ve terimleri birbirinden farkı olan bir ( )ny  dizisi için; nx  

in hiçbir terimi H alt cümlesi tarafından ve ny  in hiçbir terimi G  alt cümlesi 

tarafından içerilmiyor ise  ( , )X   uzayına bir tam dizisel Hausdorff uzay denir.  

Not: Terimlerin birbirinden farklı olma Ģartı kaldırılırsa tam dizisel Hausdorff uzay 

dizisel Hausdorff uzaya denk olur. Çünkü ( , )X   dizisel Hausdorff olduğunda farklı 

x   ve y   noktaları için    , , ,...nx x x x x   ve    , , ,...ny y y y y   olacak 

Ģekilde nx   ve ny  dizileri vardır. 
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Önerme 4.1.15 Her tam dizisel Hausdorff uzay dizisel Hausdorff tur. 

Örnek 4.1.17 X   bir küme ve   X  üzerinde tümleyeni sayılabilir topoloji 

olsun. Buradan ( , )X  tam dizisel Hausdorff değildir. 

Örnek 4.1.18  üzerinde U  alıĢılmıĢ topoloji olsun. ,x y  farklı iki nokta ve 

x y  olarak göz önüne alınsın. x  ve y  noktaları arasındaki mesafe   olsun. x  ve 

y   için sırasıyla ,
3 3

x x
  

  
 

 ve ,
3 3

y y
  

  
 

 ayrık açık cümlelerini seçelim. 

Bunlar aynı zamanda dizisel açıktır. Seçilen  
1

nx x
n

 
  
 

 dizisinin hiçbir terimi 

,
3 3

y y
  

  
 

de yer almaz. Benzer Ģekilde seçilen  
1

ny y
n

 
  
 

 dizisinin hiçbir 

terimi ,
3 3

x x
  

  
 

de yer almaz. Böylece üzerinde alıĢılmıĢ topoloji tam dizisel 

Hausdorff uzaydır. 

Örnek 4.1.19 Her a  için  üzerinde    ( , ):aG a a         göz önüne 

alınsın. Burada ki  ,  topolojik uzayı tam dizisel Hausdorff değildir. 

Sonuç 4.1.21 Tam dizisel Hausdorff uzayda bir dizinin limiti tektir. 

Önerme 4.1.22 Her metrik uzay tam dizisel Hausdorff tur. 

Önerme 4.1.23 ( , )X   ve ( , )Y   topolojik uzaylar ve     : , ,f X Y   

fonksiyonu birebir, örten, sürekli ve dizisel açık fonksiyon olsun. Eğer ( , )X   tam 

dizisel Hausdorff ise ( , )Y   de tam dizisel Hausdorff tur.  

İspat: 1y ve 2y Y  farklı noktalar olsun. f  fonksiyonu birebir ve örten olduğundan 

 1 1f x y  ve  2 2f x y  olacak Ģekilde farklı 1 2,x x X  noktaları vardır. Önerme 

4.1.13 den ( , )Y  nin dizisel Hausdorff uzay olduğunu biliyoruz. Yani  1 1x G , 

2 2x G  ve 1 2G G   olacak Ģekilde 1G  ve 2G   dizisel açık cümleleri vardır. 

( , )X   tam dizisel Hausdorff olduğundan sırasıyla 1x  ve 2x  noktalarına yakınsayan 
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( )nx  ve '( )nx dizileri için ( )nx  in 2G   da ve '( )nx  nin 1G  de hiçbir terimi bulunmaz. 

Buradan da sırasıyla  1f x  ve  2f x  noktalarına yakınsayan   nf x  ve   '

nf x  

dizileri için   nf x  in 2( )f G    da ve   '

nf x  nin de 1( )f G  de hiçbir terimi 

bulunmaz. Dolayısıyla ( , )Y  tam dizisel Hausdorff tur. 
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