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OZET

Bu tezde normlu uzaylarda, Banach ve Hilbert uzaylarinda elemanlarin alt uzay
elemanlart ile yaklagim problemlerinin agiklanmasi ele alindi, incelendi ve 6grenildi.
Elemanlarin sonlu boyutlu alt uzay elemanlar: ile yaklasiminda en iyi yaklagim
elemaninin varligr ele alindi ve incelendi. Gili¢lii normlu uzaylarda elemanlarin alt
uzay elemanlar1 ile yaklagiminda en iyi yaklasim elemaninin tekligi gosterildi.
Normlu uzaylarda her yerde yogun lineer manifoldlar tanimlandi ve bu tur lineer
manifoldlara drnekler gosterildi. Her yerde yogun lineer manifoldlarin normlu uzayin

elemanlarmin bu lineer manifold elemanlari ile yaklasimindaki 6nemleri gosterildi.

Separabel normlu uzaylarda elemanlarin yaklasimi ele alinip incelendi. Hilbert
uzaylarinda da elemanlarin alt uzay elemanlar1 ile yaklasimi ele alinip incelendi.
Ozellikle Hilbert uzayinda elemanlarin bircok kabarik (convex) kiime elemanlar: ile
yaklagiminda en 1iyi yaklasim elemanin varligi ve tekligi ele anlinip incelendi.
Elemanin Fourier serisine aciliminin, Fourier polinomunun verilmis elemaninin en

1yi yaklagim polinomu oldugu gosterildi.

Anahtar kelimeler: Normlu Uzaylar, Banach Uzayi, Hilbert Uzayi, En iyi yaklasim

elemaninin varlhigi, Fourier serisi, Elemanlarin alt uzay elemanlar1 ile yaklagimi
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ABSTRACT

In this thesis, the explanations of the problem of approach with subspace elements of
elements in normed Banach and Hilbert spaces were discussed, studied and learned. The
presence of the best approach element in the approach of the elements with the finite
dimensional subspace elements has been studied. In the case of strong normed spaces, the
best approach element is uniquely shown in the approach of elements with subspace
elements. In normal spaces, dense linear manifolds are defined everywhere, and examples
are shown in linear linear manifolds. The importance of everywhere dense linear manifolds
in the approach of normed space elements with these linear manifold elements has been

shown.

In the Separable normed spaces, the approach of the elements was studied. In Hilbert spaces,
the approach of the elements with subspace elements has been studied. Particularly in Hilbert
space, the existence and uniqueness of the best approximate element in the approach of many
convex cluster elements has been studied. It has been shown that the Fourier series
expansion of the element is the best approximation polynomial of the given element of the

Fourier polynomial.

Keywords: Normed Spaces, Banach Spaces, Hilbert Spaces, Existence of the best approach

element, Fourier series, Approach of elements with subspace elements
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KISALTMALAR VE SEMBOLLER LiSTESI

max A4 . A’nin en biiylik elemani, maksimumu

|| A]| : A operatoriniin normu

A . A kiimesinin limit noktalar1 kiimesi

M . M kiimesinin kapanisi

Cla, b] . [a, b] araliginda tanimlanmus reel degerli siirekli fonksiyonlarin

normlu uzayi

C’{‘a'b] : [a, b] araliginda k kez stirekli diferansiyellenebilen
fonksiyonlarin normlu uzay1

x| = Z{-‘zo I[I‘II%]X |x(") ®)]: C][{a,b] uzaymda x(t) elemaninin normu

S-(x0)={x € M: ||x — x|l <1} :x noktasmin r komsulugu

p(x,L)=inf,c.llx —u|l : Normlu E uzayinda x noktasindan L alt uzayina dek
uzaklik

viii



1. GIRIS

Bu tezde normlu uzaylarda, Banach ve Hilbert uzaylarinda elemanlarin yaklasim
problemleri (Appraksimasyon problemleri) ele alindi. Oncelikle bu problemlerde
kullanilan tanim ve teoremler verildi. Bu tezde ilk Once normlu uzaylarda
elemanlarin alt uzay elemanlar1 ile yaklasim problemlerinin aciklamasi verildi ve
elemanlarin sonlu boyutlu alt uzay elemanlar ile yaklasiminda en iyi yaklasim
elemaninin  varligi gosterildi.Giigli normlu uzaylarda elemanlarin alt uzay
elemanlariyla yaklagiminda en iyi yaklasim elemaninin tek oldugu gosterildi. Normlu
uzaylarda her yerde yogun lineer manifoldlar bu normlu uzaym elemanlarinin
yaklagiminda ¢ok onemlidir. Bu ylizden normlu uzaylarda her yerde yogun lineer
manifoldlar tanimlandi ve bdyle lineer manifoldlara ornekler gosterildi. Separabel
normlu uzaylarda elemanin yaklasiminda sayilabilir her yerde yogun kiimelerin ¢cok
biiylik 6nemi vardir. Bu yilizden tezde separabel normlu uzaylar da ele alindi. Hilbert
uzayida elemanlarin alt uzay elemanlariyla yaklagim problemi dncelikle ele alindi.
Ozellikle Hilbert uzayinda elemanlarin kapali kabarik kiime elemanlariyla
yaklagiminda en iyi yaklasim elemaninin varhigi ve tekligi gosterildi. Hilbert
uzaylarinda elemanlarin alt uzay elemanlariyla yaklasgiminda en iyi yaklasim
elemaninin varligi ve tekliginin 6zellikleri incelendi. Hilbert uzayinda elemanin
ortonormal sistem (izere Fourier serisine agiliminin bu serinin kismi toplaminin
verilmis eleman icin en 1yi yaklagim elemani oldugu gosterildi. Elemanlarin yaklasim

problemleri ayr1 ayri pratik problemlerin ¢6ziimiinde ¢ok genis kullanilir [1-7].



2. TEMEL BiLGILER

2.1. Lineer Uzaylarin Tanimi

Tammm 2.1.x,y,z.. elemanlarinin E kiimesinde asagidaki iki cebirsel islem

tanimlandiginda

1. E kiimesinden alinan her bir x,y € E elemanlarina kars1 bu elemanlarin toplami

olarak adlandirilan belli bir x + y € E eleman1 kars1 getirilebildiginde ve

2. Her bir x € E elemanina ve her bir skaler A sayisina karst bu elemanin A Sayisi
ile garpimi olarak adlandirilan belli bir Ax € E elemani kars1 getirilebildiginde ve
bu islemler her bir x,y,z € Eelemanlar1 ve her bir skaler A, u sayilart igin

asagidaki ozellikleri (aksiyomlari) sagladiginda E kiimesine lineer uzay denir:
1. x+y=y+x;
2. x+(y+2)=(+y)+z
3. Oyle 0 € E eleman1 vardir ki, x + 0 = x;
4. Aux) = (Ap)x;

5. L.x=x, 0.x=0 (soldaki sifir skaler sayiyr gosterir ancak sagdaki 0 E

kiimesinin elemanidir);
6. A(x+y) =Ax+ Ay;
7. (A+wx =2Ax+ ux;

Lineer uzayda 4, y, ... sayilari reel sayilar oldugunda lineer E uzayina reel lineer uzay

denir.

A, ... sayilart kompleks sayilar oldugunda lineer E uzayina kompleks lineer uzay

denir.

-x =(-1) x elemanina x elemaninin ters (aksi) elemani denir. x elemani ile y

elemaninin fark islemi



x=y=x+(=y)
esitligiyle tanimlanir.

2.2. Lineer Uzaylara Ornekler

Ornek 2.2.1. Derecesi k sayisin1 asmayan tiim reel katsayili polinomlarin kiimesini
Py ile gosterelim. Polinomlarin toplami1 polinom ve polinomlarin A sayisi ile ¢arpimi

polinom oldugundan P, polinomlar kiimesinin lineer uzay olusturdugu goriiliir.

Ornek 2.2.2. [a,b] araliginda tanimlanmis reel degerli siirekli fonksiyonlarmn

kiimesini Cy, 7 ile gosterelim.

x(t) € Cla,p) Y (t) € Clqp) fonksiyonlar i¢in x(t) +y(t) € Cla,p) V€ Ax(t) € Clgp)

oldugundan C[, ;) uzaymin lineer uzay oldugu agiktir.

Ornek 2.2.3. [a,b] arahginda tanimlanmis k kez siirekli diferansiyellenebilen

fonksiyonlarm kiimesini C [’fl p] ile gosterelim.

x(t) € (;’[';’b],/lx(t) € C[’;,b] oldugunda saglandig1 i¢in ve x(t),y(t) € C[Ifz,b] iken

x(t) +y(t) € C[Iﬁl’b] oldugundan C[’;,b] kiimesi de lineer uzay olusturur.

2.3. Lineer Uzayda Elemanlarin Lineer Bagimhhig ve Lineer Bagimsizhiginin
Tanim

Lineer E uzayindan alinan x4, x,, ..., X, elemanlar1 i¢in tiimii sifira esit olmayan
oyle aq, ay, ... a, sayilari bulunur ki,

aixqy + azx,+...tapx, =0
esitligi saglandiginda x4, x5, ..., x, elemanlarina lineer bagimli elemanlar denir.

Tia;x; =0 esitligi ancak ve ancak a;=a,=...=a,=0 olmasi durumunda

saglaniyorsa x4, X5, ..., X, elemanlarina lineer bagimsiz elemanlar denir.



2.4. Sonlu ve Sonsuz Boyutlu Lineer Uzaylar

Lineer uzayda m sayida lineer bagimsiz eleman bulundugunda ve m + 1 sayida tiim
elemanlar lineer bagimli olduklarinda ele alinan bu lineer uzaya m boyutlu lineer

uzay denir.

Tamm 2.4.1. m boyutlu E lineer uzayindan alinmis lineer bagimsiz m sayidaki

elemanlar sistemine lineer E uzayinda baz denir.

E, m boyutlu bir lineer uzay ve x ise bu uzaydan alinmig bir eleman olsun.
Ayrica eq, €,,...,6,, elemanlar sistemi lineer E uzayinda baz olsun. Bu sartlar
saglandiginda eq, e,,..., e, x elemanlar sistemi lineer bagimli sistem olur.Yani dyle
aq, Ay, ... Ay, Ayyeq sayllart bulunur ki, bu sayilardan en azindan bir tanesi sifirdan

farkli olur ve

aeq + aze,t+.. tagen + apex =0
esitligi saglanir.
Am+1 = 0 olamaz aksi halde eq, e,,...,e;, sistemi lineer bagimli olurdu.
Ustteki esitlikten

x=&e1téert.  tEnem (2.1)
acilimi elde edilir.

ay

Burada &=+ , k=1,2,....m olur.

Am+1

(2.1) agilimma x elemanmin e, e,,....e,, bazindaki acilimi ve &;,&,,...,&,

katsayilarina x elemaninin e4, e,,...,e,, bazindaki koordinatlar1 denir.
Kolaylikla (2.1) a¢iliminin tek oldugu gosterilebilir.

Tamim 2.4.2. Lineer E uzayinda her bir dogal n sayisi i¢in n sayida lineer bagimsiz

eleman bulundugunda lineer E uzayina sonsuz boyutlu lineer uzay denir.



Lineer Ciqp) Ve lineer C’[’fl‘b], k> 1 uzaylar1 sonsuz boyutlu lineer uzaylardir. Bu

uzaylarda yerlesen 1,t,t2,...,t",... elemanlar sistemini ele alalim. Her bir n sayisi

icin 1,t,t2 ..., t",... sistemi lineer bagimsiz sistem olusturur.

2.5. Lineer Manifoldun Tanim

Tamm 2.5. E lineer uzayindan E alt kiimesini alalm. Bu E kiimesinden alnmis
her bir x,y € E elemanlar1 ve her bir a ve f skaler sayilar1 icin ax + By € E

oldugunda E kiimesine lineer E uzayinda lineer manifold veya alt uzay denir.

C’[’fl' p)» k=1 lineer uzay lineer Cj, ) uzayinda lineer manifolt (alt uzay) olusturdugu

agiktir.

2.6. Lineer Uzaylarda Kabarik (Convex) Kiimelerin Tanimi

E kiimesinin lineer uzay oldugunu varsayalim.
X1, X, elemanlar1 E uzayindan alinmis elemanlar olsun.
t € [0,1] olmak lzere;
x=(1-t)x; +tx,
elemanlar kiimesine lineer E uzayinda x; Ve x, noktalarini birlestiren parga denir.

Tamim 2.6. W kiimesi lineer E uzaymdan alinmis bir kiime olsun. W kiimesinden
alinmig her bir x4, x, € W igin bu x;, x, noktalarin1 birlestiren parga W kiimesine

dahil oldugu halde W kiimesine kabarik (convex) kiime denir.
Kolaylikla lineer E uzayindaki her bir L lineer manifoltunun ve x, € E olmakla
xo+tL={xo+u ue L}

kiimesinin lineer E uzayinda kabarik kiime olusturdugu gosterilir.



2.7. Normlu Uzaymn Tanim

Lineer E uzayinda her bir x € E elemanma karsi bu elamanin normu olarak

adlandirilan negatif olmayan ||x|| sayis1 kars1 getirildiginde ve asagidaki ii¢ aksiyom

(6zellik) saglandiginda lineer E uzayima normlu uzay denir.
1. |lx]| = 0 ancak ve ancak x = 0 oldugunda;

2. IAx|l = |21 1lxl;

3. e+ yll < Hlxll + llyll;

normun 3'inci 6zelligine tiggen esitsizligi denir.

Her bir x, y € E igin kolaylikla

Hlxll = llylll < llx =yl

esitsizligi ispatlanir. (2.2) esitsizligine ters liggen esitsizligi denir.

Normlu E uzayinda x, y € E elamanlar1 arasindaki uzaklik
p(x,y) = llx =yl

formali ile tanimlanur.

Cla,b] lineer  uzayinda x(t) € Cla,b] elemaninin

il = maxlx(o)

formili ile tanimlanir.

C[Iiz,b],ka lineer uzayinda x(t) € C[’;,b] elemanmin normu

= Yk )
lxllee, = Zicomax [x©(6)]

(2.2)

normu

formiilii ile tanimlanir. Burada x@(¢) ifadesi x(t) fonksiyonunun i-ci mertebeden

tlrevini gosterir.

Normlu E uzayinda {x,,} c E dizisini ele alalm.



Xo € E elemant i¢in n— oo sartinda

[l = xoll — 0
oldugunda x, elemanina {x,} dizisinin limiti denir.
Normlu E uzayindan bir M kiimesi alalim.

Bu M kiimesi igin 6yle R>0 sayis1 bulunursa ki, her bir Xx€M igin [|x||[<R sart1

saglandiginda M kiimesine sinirlt kiime denir.

2.8. Giiclii (Ciddi) Normlu Uzaylarin Tanim

Normlu E uzayinda;

llx + yllI=llxll+[lyll

esitligi 4> 0 olmakla yalniz y = Ax halinde saglandiginda normlu E uzayma Giicli

(ciddi, kesin) normlu uzay denir.

2.9. Normlu Uzaylarda Ac¢ik ve Kapah Kiimelerin Tanimi

Tanim 2.9.1. E normlu uzay, M ise bu uzaydan alinmis bir kiime olsun.
Her bir x, € M noktast i¢in dyle r >0 sayis1 bulunursa ki,

Se(xg)={x € M:|lx —xoll<r}c M
sart1 saglandiginda M kiimesine normlu E uzayinda agik kiime denir.
Buradaki S, (x,) kiimesine x, noktasinin r komsulugu denir.
Sy (xo) kimesi merkezi x, noktasinda yarigapi r olan agik yuvardir.
@ (bos kiime) agik kiime olarak alinir.

Tamim 2.9.2. M c E olsun, a € E noktasinin keyfi alinmis, S, (a¢) komsulugunda M
kiimesinde a - dan farkli bir x noktasi bulunursa a noktasina M kiimesinin limit

noktasi denir.



Asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 2.9.2. a noktasinin M c E kiimesinin limit noktast olmasi i¢in gerek ve
yeter sart oyle {x,} € M, x,#a (n=1,2,...) dizisinin olmasidir ki, n— oo gartinda
llx, — all — 0 sart1 saglansin, yani M kiimesinden a noktasina yakinsak olan ve

Xnp#a sartin1 saglayan {x,} dizisinin olmasidir.

Tamim 2.9.3. Tim limit noktalarini i¢inde saglayan M c E kiimesine kapali kiime

denir. @ (bos kiime) kapali kiime olarak alinir.

Tammm 2.9.4. M c E olsun M’ kiimesi M kiimesinin tiim limit noktalar1 kiimesi

olsun.
M = M’ U M kiimesine M kiimesinin kapanig1 denir.

2.10. Normlu Uzaylarda Alt Uzayin Tanimi

Tanim 2.10.1. Normlu E uzayinda kapali L lineer manifolduna normlu E uzayinda

alt uzay denir.

Kolaylikla derecesi k sayisin1 agmayan Py polinomlar kiimesinin Cp, ) normlu

uzayinda alt uzay olusturdugu gosterilir.
Normlu E uzayinda x noktasindan L alt uzayina dek uzaklik
p(x, L)=infy e llx — ull (2.3)
formali ile tanimlanir.
Dikkate alalim ki,
M ={llx—ul,ue L}
sayisal kiimesi 0 sayzsi ile alttan sinirlidir.
Bu yiizden p(x, L) sayist her zaman vardir.

Boylece, p(x, L) ifadesinin asagidaki 6zellikleri vardir:



1) Her bir u € L igin asagidaki esitsizlik saglanir:

lIx — ull=p(x, L)
2) p(x, L) <r esitsizligi saglandiginda 6yle u,- € L elemani bulunur ki,
llx —u,ll <r

esitsizligi saglanir.
Bu ozellikler infimumun taniminin 6zellikleridir.
Asagidaki lemma dogrudur.

Lemma 2.10.2.x € L oldugunda p(x,L)=0 olur; ama x &€ L oldugunda p(x,L)>0

olur.
Burada L kiimesi E normlu uzayinda alt uzaydir.

2.11. Sonlu Boyutlu Lineer Uzaylarda Normlarin Equivalentligi (Esdegerliligi)

Tanim 2.11.1.E’nin bir lineer uzay oldugunu varsayalim. Lineer E uzaymnda iki
yontemle ||x||™ ve ||x||® normlarinm tanimlandigini varsayalim. Bu normlar igin

oyle a > 0 ve >0 sayilar1 bulunursa ki, her bir x € E igin,

allx[|® < x| < Bllxl|®
esitsizligi saglandiginda ||x||™ ve ||x||®® normlar equivalenttir(esdegerdir) denir.
Asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 2.11.1. Her bir sonlu boyutlu lineer uzayda tanimlanmis tiim normlar

equivalenttir (esdegerdir).



3. NORMLU UZAYLARDA ELAMANLARIN ALT UZAY
ELEMANLARI iLE YAKLASIMI

3.1. p(x,L) Sayisimin x Elemanmmn L Alt Uzay Elemanlariyla Yaklasiminin
Karakterizasyonu Olmasinin Aciklamasi

p(x,L) sayist x elemaninin L alt uzay elemanlariyla yaklagiminda en iyi yaklagimi

karakterize ediyor. Ozel halde 6yle u* € L eleman1 bulunursaki bu u* elemani igin
p(x, L) = |lx —u’|

esitligi saglandigindan u* elemanina x elemaninin L alt uzay elemanlariyla

yaklagimindaki en iyi yaklasim elemani denir.

Genelde en iyi yaklasim elemani olmayabilir. En iyi yaklagim elemani tek
olmayadabilir. Ama normlu uzayda L alt uzay sonlu boyutlu oldugunda x elemaninin

L alt uzay elemanlariyla yaklasiminda en iyi yaklagim elemani vardir.

3.2. Elemanlarin Sonlu Boyutlu Alt Uzay Elemanlariyla Yaklasiminda En Iyi
Yaklasim Elemanimin Varhg Hakkinda Teorem

Sonlu boyutlu alt uzay elemanlariyla yaklagiminda asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 3.2. L kiimesinin E normlu uzayinda sonlu boyutlu alt uzay oldugunu

varsayalim.

Her bir x€ E icin dyle u* € L elemani1 bulunur ki, bu eleman i¢in

p(x,L) = |lx —u”|

esitligi saglanir.
(Bu u*elemani tek olmayadabilir)

Ispat. x ¢ L oldugunu var sayalim. Bu halde p(x, L)=d>0 olur. L alt uzaymn sonlu
m boyutlu oldugunu ve e;, e,, ..., e, elemanlar sisteminin L alt uzayinda baz

olusturdugunu varsayalim.

u € L elemaninin {e; }j~, bazindaki ag¢ilim1



u= 2?:1 $kek

olsun. m boyutlu L lineer uzayinda u € L elemaninin normunu

llgn = (S0 1€12)2

Euclide normunu ele alalim. Dikkate alalim ki L'de E normlu uzaymin ||x|| normuda
tanimlanmistir. Ama L sonlu boyutlu oldugundan L uzayinda bu normlar

equivalenttirler. Yani 0yle @ > 0 ve >0 sayilar1 bulunur ki;
allullyn < llull = Bllullm 3.1)

Biz burada L lineer manifoldunu ||u||,;= Euclide normu ile birlikte L™ ile gosterdik.
(L™- Euclide uzayidir)

Simdi L™ uzayinda |[x — u|| fonksiyonunu ele alalim. ||x —u|| fonksiyonu L™
uzayinda tanimlanmis stirekli fonksiyondur. Bu asagidaki degerlendirmeden goriiliir.

Burada

[x —u|l nun u ya bagh L™ de siirekli olmasimi gostermek ve u;,u, € L™

elemanlari i¢in asagidaki degerlendirmeyi yapalim;
lx —wll = llx —wlll < llug —uall < Bllug —uzllym

u; ve u, elamanlart L™ den alinmis keyfi elamanlar oldugundan keyfi & > 0 sayisi

aldigimizda 6 = % olarak secersek ||u; — u,||;m < & sartinda

lx —wll = llx —ulll < €

esitsizligi saglanacaktir. Boylece ||x — u|| ifadesi u degiskenine bagli L™ de diizgin

streklidir.
Simdi gosterelim ki ||x — u|| ifadesi u degiskenine nazaran en kiigiik degerini yalniz
lullpn <7v,  r=a"t(d+1+]xl)

kapal1 sinirlt yuvarinda alabilir.
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Gercektende ||ul||ym > r oldugunda (bakiniz(3.1))
o —ull = llull = lIx]l = allullym — llxll > ar — x|l =d + 1

Boylece bu esitsizlikten ||x — u|| fonksiyonu en kii¢iikk degerini ||u||;m» < r yuvar

disinda alamaz.

Ama |lull;m <r yuvart L™ de kapali smirh kiime oldugundan ve ||x — ul|
fonksiyonu bu yuvarda siirekli oldugundan oyle u* € L elamani bulunur,

|[u*||;m < r sart1ve
p(x,L) = |lx —u|l
esitligi saglanir. Boylece teorem ispatlanmis oldu.

3.3. Giiclii Normlu Uzaylarda Elemanlarin Alt Uzay Elemanlariyla
Yaklasiminda En lyi Yaklasim Elemaninin Tekligi Hakkindaki Teorem

En iyi yaklasim elamaninin tekligi asagidaki teoremde garanti edilir.

Teorem 3.3. Gugli(ciddi) normlu E uzayinda her bir x € E elamaninin her bir L alt

uzay elamanlariyla yaklagiminda birden fazla en 1yi yaklagim elamani olamaz.

Ispat. Varsayalim ki, giiclii normlu bir E uzayimda 6yle x eleman1 bulunur ki ve bu
uzayda Oyle L alt uzayr bulunur ki, bu x elamanmin L alt uzay elemanlariyla
yaklasiminda iki tane uj Ve u; € L en iyi yaklasim elamanlar1 bulunur, yani uj, u;

icin

lx —uill = llx —w3ll = d = inf, ¢ llx—ull
esitlikleri saglanir.
d = 0 oldugunda uj = u; alinir.

d > 0 oldugunu var sayalim;

1 * 1 *
< > ||x—u1||+§ llx —uzll =d

u; + u;
x_

||x—u; X —Uu;
2

+
2 2

12



uj+us

Boylece, ”x - = d olur. Ama bu halde,

G —ui) + (x —ull = llx —ugll + llx —uzll > 0
esitsizligi bulunur.
E gii¢lii normlu uzay oldugundan 8yle A > 0 sayis1 bulunur ki
X —u; = Ax —uj)
Buradan da 4 # 1 oldugunda
x=A-D)"1u;—u}) €L
alinir. Bu olamaz ¢iinkii d > 0 oldugundan,

*

x ¢ L dir. Boylece A =1 olmasi gerekir. Bu durumda ise wuj= uj oldugu

gorulir. Teorem ispatlanmis oldu.

Simdi biz burada normlu uzaylarda her yerde yogun lineer manifoldlari tanimlayalim
ve her yerde yogun lineer manifold elamanlariyla normlu uzayin elamanlarinin

gereken mertebeden yaklastirilabildigine dikkat edelim.

3.4. Normlu Uzayda Her Yerde Yogun Lineer Manifoldlar ve Her Yerde Yogun
Lineer Manifoldlarin Normlu Uzaymn Elemanlarinin Bu Lineer Manifold
Elemanlariyla Yaklasimindaki Onemi

Yaklasim teoresinde ¢ok 6nemi olan asagidaki tanimi verelim.

Tammm 3.4. E normlu uzay L ise bu uzayda bir lineer manifold olsun (L c E).
Keyfi alinmig x € E elamani i¢in ve keyfi alinmis € > 0 sayist i¢in Oyle u € L

elamani bulunursa Ki
[lx —ul|| < €

esitsizligi saglandiginda L lineer manifolduna normlu E uzayinda her yerde yogun

lineer manifold denir.

13



L lineer manifoltunun normlu E uzayinda her yerde yogun oldugunu ve x € E
oldugunu varsayalim. Bu halde € =1, € = %,...,8 :%,... olarak ele aldigimiz x

elamani i¢in 6yle u; € L,u, € L,...,u, € L, ... elemanlar1 buluruz ki,
I = ull <, n=1,2 3.

esitsizligi saglanir. Boylece, bu esitsizlikten n — oo sartinda u,, = x oldugu goriliir.

Boylece, L lineer manifoldu normlu E uzayinda her yerde yogun oldugunda her bir
x € E elamani i¢in Oyle {u,} < L dizisi bulunur ki, n — oo sartinda u,, - x oldugu

goralur.
Buradan da L= E oldugu goriiliir.

Matematik analizde Weierstrass’in birinci teoreminde;
n
0 .
> z (Aycoskt + Bysinkt)
k=1

trigonometrik polinomlarinin [—m, ] araliginda tanimlanmig siirekli olan ve
x(—m) = x(m) sartim1 saglayan fonksiyonlarin Cj_n ], llx|[=max;_; 1|x(t)| normlu

uzayinda her yerde yogun lineer manifold oldugu gosterilir.

Boylece; x(t) € Cj_p ) fonksiyonu ele aldigimiz bu trigonometrik polinomlarla

istenilen mertebeden yaklastirilabilir.

Matematik analizde Weierstrass’m ikinci teoreminde Y jp_,a,t® seklindeki tiim
polinomlar kimesinin Cp, ) normlu uzaymda her yerde yogun lineer manifold

olusturdugu gosterilir.

Boylece her bir x(t) € Cq ) fonksiyonu istenilen mertebeden
P,(t) = YR_,at"

polinomu ile yaklastirilabilir.
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Simdi biz burada Banach uzayinda her yerde yogun lineer manifold elemanlar ile
elemanlarin yaklasimini ve Hilbert uzaylarinda elemanlarin kapali kabarik alt kiime
elemanlar ile ve alt uzay elemanlariyla yaklasim problemlerini ele alip incelemek

icin gereken bilgileri verecegiz.
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4. BANACH UZAYLARI VE HILBERT UZAYLARI HAKKINDA
BAZI BILGILER

4.1. Skaler Carpimlhi Uzaylarin Tanimm
4.1.1. Euclide Uzayimin Tanimi

Tamm 4.1.1. E reel lineer uzayinda her bir x, y € E ciftine kars1 bu elemanlarin
skaler carpimi olarak adlandirilan reel (x,y) sayisini karsi getirmek miimkiin
oldugunda ve bu skaler ¢arpim asagidaki skaler ¢arpim Ozelliklerini (aksiyomlarini)

sagladiginda lineer E uzayina Euclide uzayi denir:

1) (x,x) 20, (x,x)=0 ancak ve ancak x =0 oldugunda;
2) (x,y) = (¥,%)

3) (Ax,y) = A(x,y)

4) (x+y,2) = (x,2) +(y,2)

Her bir Euclide uzayinda asagidaki formiille,

lIxll = v (x, %) (4.1)

norm tanimlanarak Euclide uzay1 normlu uzaya doniistiiriiliir.

4.1.2. Uniter Uzaylar

Tanmm 4.1.2. U kompleks lineer uzayinda her bir x,y € U ciftine karsi bu
elemanlarin skaler ¢arpimi olarak adlandirilan belli bir (X, y) kompleks sayisi karst
getirildiginde ve bu skaler carpim asagidaki aksiyomlar1 sagladiginda kompleks

lineer U uzayina {lniter uzay denir.

1) (x,x) =0, (x,x) =0 ancak ve ancak x = 0 oldugunda;
2) (x,y) = (y,x) (buradaki ¢izgi kompleks eslenigi gosterir);
3) (Ax,y) = A(x,y)

4) (x+y,2)=(x2)+({,2)



iiniter uzayda da asagidaki,

x|l = v/ (x, x)

formiilii ile elemanin normu tanimlanarak U {initer uzay1 normlu uzaya dontistiiriiliir.

4.1.3. Elemanlarin Ortogonalligi ve Ortonormal Sistemler

E uzaymin skaler ¢arpimli uzay oldugunu var sayalim.

X,y € Eigin (X, y) =0 oldugunda x ve y elemanlarina ortogonal elemanlar denir ve

x L y gibi gosterilir.

E skaler carpimli uzayindan her biri sifirdan farkli xq, x5, ..., X, elemanlarinin

alindigini var sayalim.

Bu elemanlar igin;

0, i+
(x"’xf)={1, i =]

sart1 saglandiginda x4, x5, ..., X, elemanlar sistemine ortonormal sistem denir.

Ortonormal sistemin elemanlar sisteminin lineer bagimsiz sistem olusturdugu

kolaylikla ispatlanir.
Dikkate alalim ki;

Lineer bagimsiz sistemin elemanlarindan Gram-Schmidt ortogonallestirme yontemi

ile ortonormal sistem elde edilir.
Burada biz skaler ¢arpimin iki 6nemli 6zelligini de verelim.

4.1.4. Skaler Carpimun iki Ozelligi
4.1.4.1. Skaler Carpimn Siirekliligi

n — oo sartinda x,, —» x ve y,, — y oldugunda

n — oo gartinda (x,, y,) — (x,y) olur.
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4.1.4.2. Skaler Carpimin Paralelkenar Ozelligi

Skaler ¢arpimli E uzayinda her bir x, y € E ¢ifti igin;
lx + ylI2 + llx = y1I? = 2Ix11* + lIylI*)
esitligi saglanir.

4.2. Banach Uzaylan
4.2.1. Fundamental Dizilerin (Cauchy Dizilerinin) Tanimi

Tanim 4.2.1. X uzayinin normlu uzay oldugunu ve {x,} elemanlar dizisinin bu

uzaydan alinmis, dizi oldugunu var sayalim.

{x,} < Xdizisi icin keyfi € > 0 sayis1 aldigimizda 6yle N sayis1 bulunursa ki, her

birn> Nveherbirp= 1,2,3,... dogal sayilar i¢in,
[[otn4p = 2n]| < €

esitsizligi saglandiginda bu {x,} dizisine normlu X uzayinda fundamental dizi veya

Cauchy dizisi denir.

4.2.2. Banach Uzaymnin Tamim

Tamm 4.2.2. Normlu uzayda her bir fundamental dizi bu uzayda yakinsak

oldugunda bu uzaya tam uzay denir.
Tam normlu uzaya Banach Uzay1 denir.
Ornegin; Cla,p) normlu uzay1 Banach uzayidir.

Sonlu ve sonsuz boyutlu Banach uzaylar1 vardir. Mesela E™ Euclide uzay1 sonlu

boyutlu Banach uzayidir. Ama C, ) uzay: sonsuz boyutlu Banach uzayidr.

Burada biz sayilabilir bazli Banach uzaymin tanimim verelim.
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4.2.3. Sayilabilir Bazl Banach Uzaylar

X uzayinin sonsuz boyutlu Banach uzay1 oldugunu var sayalim. ey, e,, ..., &y, ... dizisi
X Banach uzayindan alinmis elemanlar dizisi olsun. X uzayindan alinmis her bir x €

X elemani tek yakinsak,

X = Yk=1$ker (4.2)

serisi seklinde gostermek miimkiin oldugunda {e; }7° dizisine X Banach uzayinda baz
denir. &, &,,...,¢&,, ... katsayilarina x elemaninin {e;} bazindaki koordinatlar1 denir.

Bu durumda X Banach uzayina sayilabilir bazli Banach uzay denir.
Mesela, Cj4p) uzay: sayilabilir bazli Banach uzayidir.

4.3. Hilbert Uzaylarimin Tanim

Skaler ¢carpimli uzay,skaler ¢arpimin dogurdugu norma gore tam uzay oldugunda bu

skaler carpimli uzaya Hilbert uzay: denir ve H ile gosterilir.

19



5. SEPARABEL NORMLU UZAYLARDA ELEMANLARIN
YAKLASIM ANLAMI(APPRAKSIMASYONU) UZERINE

5.1. Separabel Normlu Uzaylarin Tanim

X normlu uzayi sayilabilir sayida elemanli her yerde yogun kiime oldugunda normlu

X uzayina separabel uzay denir.

5.2. Separabel Normlu Uzaylara Ornekler

Ornek 5.2.1. E' = (=0, +0) uzayi separabel normlu uzaydir. Bu uzayda rasyonel
sayilar kiimesi sayilabilir her yerde yogun kiimedir. Burada her bir reel say1 istenilen

dakiklikle(mertebeden, dereceden) rasyonel sayi ile yaklastirilabilir.

Ornek 5.2.2. Her bir sonlu boyutlu uzay separabel uzaydir. Burada bir baz alip
degismez oldugunu varsayalim. Bu durumda tiim rasyonel koordinatli elemanlarin

kiimesi bu sonlu boyutlu uzayda sayilabilir her yerde yogun kiime olusturur.

Ornek 5.2.3. Cla,p] Uzay1 separabel normlu uzaydir. Bu uzayda rasyonel katsayili
polinomlarin tiim kiimesi sayilabilir her yerde yogun kiime olusturur. C ['fl,b]uzaylda

separabel uzaydir.

Ornek 5.2.4. Sayilabilir bazli Banach uzay! separabel uzay olusturur. {e,}5-,
elemanlar dizisinin X Banach uzaymda baz olusturdugunu varsayalim. Bu durumda
1 rasyonel say1 ve n keyfi dogal say1 oldugunda tiim ).}}_, rie, toplamlar kiimesi X

uzayinda sayilabilir her yerde yogun kiime olusturur.

Separabel normlu uzaylarda her bir x elamanini sayilabilir her yerde yogun kiimenin

elemanlari ile istenilen dakiklikle (mertebeden, dereceden) yaklastirabiliriz.



6. HILBERT UZAYINDA ELEMANLARIN ALT UZAY
ELEMANLARIYLA YAKLASIMI UZERINE

6.1. Hilbert Uzayinda _Elemanlarin  Kapah Kabarnik Kime Elemanlar: fle
Yaklasiminda En lyi Yaklasim Elemanmmin Varhg ve Tekligi Hakkinda
Teorem

Teorem 6.1. M kumesinin H Hilbert uzayinda kapali kabarik kiime oldugunu

varsayalim. x € M olsun. Bu sartlar saglandiginda,
p(, M) = infy emllx —ull = llx =yl
esitligini saglayan tek bir tane y € M elemani vardir.

Ispat. p(x,M) = inf,cpy(x, M) =d >0 sarti x & Moldugunda kolaylikla

gosterilir. Bu ylizden infimumun tanimina esasen
1
d<d+-,n=1,2,..
n

esitsizligi saglandigindan dyle U,, € M elemani bulunur ki,

d<llx—uyll <d+> (6.1)
esitsizligi saglanir.
Once bu esitsizligi saglayan {u, } dizisinin fundamental dizi oldugunu gosterelim.

{u,} dizisinin fundamental dizi oldugunu gostermek i¢in x — u, Ve
X — Upq4p €lemanlart igin paralelkenar esitligini  kullanalim. Bu paralelkenarin
kosegenleri  Up,p, — Uy V€ 2X — Uy — Upyp  oldugundan  paralelkenar  esitligi

asagidaki sekilde yazilir.
) 2 2 2
2l1x = unll? + 2[|x = tpap || = [lttn — wnap||” + (|22 — 1 — Unay |
Burada M kiimesi kabarik (convex) kiime oldugundan,

u, + Un+p

EM
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olur. Bu yiizdende,

2

u, +u
122 =y — || = 4 Hx — nTn-l_p > 4d?
degerlendirmesi bulunur.
(6.1) esitsizligini kullanarak,
, 1)’ 2 1y
[l — unlI* < (d + Z) ve ||x — unsp||” < (d + m)

esitsizliklerini yazabiliriz.

Ustteki degerlendirmeleri kullanarak asagidaki degerlendirmeyi buluruz.

2

lun — unapll” = 2l1x = wnll? + 2||x — unsp||” — 4 ||x — Tp
1\’ 1\ . 4d 4d 2 2
<2(d+—) +2(d+—) i e R |
n n+p n n+p n?> (n+p)?

yani n — oo sartinda ||u, — t,4p|| = 0 oldugu bulunur.

Bdylece, {u,} dizisinin fundamental dizi oldugu ispatlanmig olur. H Hilbert uzayi
oldugundan {u,} dizisi bir y € H elemanma yakinsaktir. M kiimesi kapali kiime

oldugunda y € Molur.
(6.1) esitsizliginin her yanindan n — oo sartinda limit aldigimizda,
lx = yll = d = infy e mllx —ull = p(x, M)

esitligini buluruz. Boylece, x € H elamanimin M kiimesinde en iyi yaklasim elemani

oldugunu ispatladik.
Simdi bu en iy1 y yaklagim elemaninin tek oldugunu ispatlayalim.

Bunu ispatlamak icin aksini farz edelim.
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Farz edelim ki, ikinci bir y* € M elemani var ki, ||x — y*|| = d esitligi saglanir.
Paralelkenar esitligini kullanarak.
442 = 242 + 2d% = 2llx = Y12 + 20l =y I2 = Iy = y°II? +
y+y* |2 112 2
+4 ”x—T” > |ly—y*ll° +4d
Buradan da,

0= |y —y*|I?

alimr. Bu yalmz [ly—y*|| =0,yaniy =y* oldugu halde saglanir.Teorem

ispatlandu.

6.2. Hilbert Uzayinda x Elemaninin L Alt Uzay Elemanlariyla Yaklasiminda En
Iyi Yaklasim Elemanmmin Varhg: ve Tekligi ve Diger Ozellikleri Uzerine

H Hilbert uzay1 L c H ise H Hilbert uzayinda alt uzay oldugunu, yani kapali lineer
manifold oldugunu var sayalim. Bu durumda x € H ancak x & L oldugunda x

noktasindan L alt uzayma dek uzaklik

p(x,L) = infyepllx —ull
formiilii ile tanimlanir.
Dikkate alalim ki,

Hilbert veya Banach uzayinda alt uzaylar kapali kabarik kiime olustururlar. Bu

yiizden de 6nceki kisimdaki teoremden asagidaki sonug¢ bulunur.

Sonug 6.2.1. X noktasinin L alt uzay elemanlar ile yaklagiminda tek bir tane en iyi

y € L yaklasim elemani bulunur ki,
p(x,L) = llx = yll
esitligi saglanir.

Buradan da bir 6nemli sonug alinir.
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Teorem 6.2.1 p(x,L) = |[x —y|l, y €L esitligi saglandiginda X - y farki L alt

uzayina dik (ortogonal) olur. Yani (x —y) L L 6zelligi saglanir.
Ispat. Burada biz her bir h € L eleman igin,

(x—y,h)=0
esitliginin saglandigin1 gostermemiz gerekir.

A parametresinin kompleks parametre oldugunu (H reel hilbert uzay1 oldugunda ise A

parametresinin reel parametre oldugunu) varsayalim.
Bu durumda her bir A i¢in,
lx =y + Ahll =[x -yl
esitsizligi saglanir.
Bu esitsizlik asagidaki sekilde yazilabilir.
(x—y+Ahx—y+Ah)=> (x—y,x—y)
Bu sonuncu esitsizlikte sadelestirme yaparak asagidaki esitsizligi buluruz:
Ah,x —y) +A(x —y,h) + AA||R||? =0
bu sonuncu esitsizlik her bir A i¢in saglanir.

Bu esitsizlikte

_(x_y'h)

1=
|| R

aldigimizda asagidaki esitsizligi buluruz:

le=y P
.

Bu esitsizligin her bir h € L i¢in saglanmasi i¢in,
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x—y,h=0
esitliginin her bir h € L i¢in saglanmasi gerekir.

Sonug 6.2.2. L kiimesinin H Hilbert uzayinda alt uzay oldugunu varsayalim. Bu

sartlar saglandiginda her bir x € H i¢in asagidaki a¢ilim dogrudur:
x=y+z ,yEL z1L (6.2)
ve bu agilim tektir.

Bu sonucu ispatlamak i¢in y elemani olarak x elemaninin L alt uzay elemanlari ile

yaklagimindaki en iyi yaklasim elemanini almak yeterlidir.

Boylece z olarak ise z = (x — y) aldigimizda (x — y) L L olur ve (6.2) agilimininda

tek oldugu goriiliir.

(6.2) agilimindaki y elemanina x elemaninin L alt uzayina ortogonal projeksiyonu da

denir.
(6.2) agilimi saglandiginda
lxll? = lIyll* + zIl?

esitligi (Pisagor esitligi) saglanir.
Gergekten de,

IxI?=(x) =W +zy+2) =@y + 02+ @y +(z2) = llyll? + 1zl
olur.
Asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 6.2.2.H Hilbert uzayinda x elemanmnin {¢,} ortogonal sistemi Uzerine

Fourier serisine aciliminda bu serinin S,, kismi toplami1

Ln = Sp{q)l' P2 ey q)n}
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alt uzayinda x elemanimin L, alt uzay elemanlariyla yaklasiminda en iyi yaklasim

elemani olur.

Ispat. Bu teoremi ispatlamak icin skaler carpiml sonsuz boyutlu E uzayinda Fourier

serisinin tanimini verelim. {¢;} y=, sisteminin E'de ortogonal sistem oldugunu var
sayalim, yani ¢, #0 (k=12,..); (¢, <pj) =0, 1 #j sartlari saglanir. Bu
halde,

Lh=1 WPy =190, + A0, + -+ anep, + -
serisine E uzayinda {¢; } ortogonal sistemi (izere seri denir. x € FE alalim. Asagidaki,

r {x, on}

= k=1,23..
e

esitlikleriyle tanimlanan c¢j sayilarina x elemaminin {¢,} sistemi Uzere Fourier

katsayilar1 denir. Uygun olarak,

D=1k Pre = 101 F 202 + o+ opp +
serisine x elemaninin ortogonal {¢ } sistemi tizere Fourier serisi denir. Asagidaki,
Sn = Zk=1kPxk
kismi toplamina x elemaninin Fourier polinomu denir.

Simdi ortogonal {¢g;} sisteminin n elemanini @4, @5, ..., @, elemanlar1 alalim. Tim

mimkin olan

—_ n
Up = D=1 APy

lineer kombinasyonlarini alalim. Bu lineer kombinasyonlarin kiimesi,

Ln = Sp{00 @1 9,

seklinde gosterilir.
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L,, kimesinin n - boyutlu alt uzay olusturdugu agiktir.

Simdi x € E elemanmi alalim. x elemanm ile u, elemani arasindaki uzakligin

karesini alalim;
A= lx — up|l®

skaler carpimin 6zelliklerini kullanarak asagidaki esitligi buluruz.
AZ= (X — Th=1 k@), X — Xj=1 AkP,) =

= (%,x) = Tg=1ak (P, X) — k=1 8k (X, @;) +
+ Zie—1 Wk (@1 0,

x elemaninin ¢, Fourier katsayisini kullanarak,

(x, 0r) = crlloell®,  (@rx) = (x, 0r) = ¢ l@gll?

esitliklerini buluruz. Bu esitlikleri {istte buldugumuz esitlikte kullanarak asagidaki

esitligi buluruz;

8= X112 = Ziey @ik |9 |° — Ehr @i cillpl” + Zhey anic o [
Burada,
lax — cill® = (a — ¢) @k — Ck) = @@ — @, — Cxly + ||

esitligini kullanarak;

83 =l = Sylepl? @I + Zpotlai — el [l ]I
esitligini buluruz.
Simdi,

dn = p(x, L) = infy e, Ix — unll = info, ay,...an0n

olur.
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Burada A, ifadesinin w, = Y}_;axp, ifadesine yani n tane aq, ay,..,a,
katsayilarina bagli oldugu goriiliir. Ustteki sonuncu esitlikten d,, en kiiciik degerinin

ay =c¢, (k=1,2,...,n) oldugu halde bulundugu goriiliir.

Boylece, x elemaninin L, alt uzay elemanlariyla yaklasiminda en iyi yaklasim

elemaninin S, = Y.}_; ¢, @) kismi toplaminin oldugu alinir. Teorem ispatlandi.
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7. SONUC

Bu tezde normlu uzaylarda, Banach ve Hilbert uzaylarinda elemanlarin alt uzay
elemanlariyla yaklagim problemleri ele alindi ve incelendi. Elemanlarin sonlu
boyutlu alt uzay elemanlariyla yaklasiminda en iyi yaklasim elemaninin varlig
gosterildi ve gucli normlu uzaylarda ise elemanlarin alt uzay elemanlariyla
yaklasiminda en iyi yaklasim elemaninin tekligi gosterildi. Normlu uzaylarda her
yerde yogun lineer manifoldlarin elemanlarin yaklagimindaki onemi gosterildi.
Separabel normlu uzaylarda elemanlarin sayilabilir her yerde yogun kiimelerin
elemanlariyla yaklasimi ele alinip incelendi. Hilbert uzaylarinda elemanlarin alt uzay
elemanlariyla yaklasiminda en iyi yaklasim elemaninin varligi ve tekligi gosterildi.
Hilbert uzaylarinda elemanin tam ortonormal sistem ftizere Fourier Serisine
aciliminda bu serinin kismi toplamimin verilen elemanin en iyi yaklasim elemant

oldugu gosterildi.
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