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OZET

BILATERAL DiZILER ICIN FARK DiZI UZAYLARI

Ridvan Cem DEMIRKOL

Yiiksek Lisans Tezi

Bitlis Eren Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah
Danigman: Dog¢. Dr. Harun POLAT
Haziran 2016, 93 sayfa

Bu caligmada ilk olarak konuya ait temel tanim ve teoremler, 6nceki ¢aligmalardan érnekler
ve kullanilan materyal ve yontem verildi.

Daha sonra bazi fark dizi uzaylarinin tanimi, bu dizi uzaylarinin dual uzaylar1 ve baz
matris doniigiimleri verildi. Ardindan bilateral dizilerin fark dizileri tanimlandi. Bu dizi uzay-
larinin bazi topolojik 6zellikleri incelendi. Bu fark dizi uzaylarinin dual uzaylar1 hesaplanarak
matris doniigiimleri karakterize edildi.

Son olarak da bazi sonug ve Oneriler verilerek caligma sonlandirildi.

Anahtar Kelimeler: Bilateral dizi, Fark dizi uzayi, Dualler, Matris doniigiimleri.



ABSTRACT

DIFFERENCE SEQUENCE SPACES
OF BILATERAL SEQUENCES

Ridvan Cem DEMIRKOL

Master Thesis

Bitlis Eren University Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Advisor: Assoc. Prof. Dr. Harun POLAT
June 2016, 93 pages

In this study fundamental definitons and theorems, examples from former studies, used
method and material are given firstly.

Then definitons of some difference sequence spaces, their duals, and some matrix trans-
formations are given. Next, difference sequence spaces of bilateral sequences are defined.
Some topological properties of them are investigated. Their matrix transformations are cha-
racterized by computing dual spaces of these difference sequence spaces.

Finally, it is concluded by given some result and comments.

Key Words: Bilateral sequence, Difference sequence space, Duals, Matrix Maps.
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SIMGELER DIiZiNi

N Dogal sayilar kiimesi

A Fark operatorii

C Karmagik sayilar kiimesi

w Karmagik sayilar iizerinde tanimli biitiin dizilerin kiimesi
[y Mutlak yakinsak dizilerin kiimesi

R Reel sayilar kiimesi

lo Sinirl dizilerin kiimesi

Co Sifira yakinsak dizilerin kiimesi

Z Tam sayilar kiimesi

X* X normlu uzaymin siirekli dual uzayi

X« X dizi uzaymin a— duali

X5 X dizi uzayinin S— duali

X7 X dizi uzaymin y— duali

(X,Y) X dizi uzaym Y dizi uzaymna doniigtiiren matrisler
X (A) X dizi uzaymin fark dizisi

X (A, Z) X bilateral dizi uzayinn fark dizisi

c Yakinsak dizilerin kiimesi



1. GIRIS

1.1. Temel Tanim ve Teoremler

1.1.1. Tanim: Tanim kiimesi N dogal sayilar kiimesinden ibaret olan fonksiyonlara dizi
denir. Diziler deger kiimelerine gore cesitli adlar alirlar. Eger dizinin deger kiimesi C karmagik
sayilar kiimesi ise diziye karmagik terimli, R reel sayilar kiimesi ise diziye reel terimli, Q

rasyonel sayilar kiimesi ise diziye rasyonel terimli dizi denir.

f: N=C

n = (Tp)peny = (T1,22,23,...)

dizisinin genel terimi (z,,) olur [1].

1.1.2. Tanim: Tamim kiimesi Z tam sayilar kiimesinden ibaret olan fonksiyonlara bi-
lateral dizi denir. Bilateral diziler deger kiimelerine gore cesitli adlar alirlar. Eger bilateral
dizinin deger kiimesi C karmagik sayilar kiimesi ise diziye karmagik terimli, R reel sayilar
kiimesi ise diziye reel terimli, QQ rasyonel sayilar kiimesi ise diziye rasyonel terimli bilateral

dizi denir.

f + Z—-C

n — fn)=(2n),ep = (-, T_3,T_2,T_1, %0, T1, T2, T3,...) .

bilateral dizisinin genel terimi (z,), ., olur [2,3,4,5].

1.1.3. Tanim: (x,) herhangi bir dizi olsun. Vn € N ic¢in |z,| < M olacak sekilde M
reel sayis1 varsa yani (x,,) dizisinin biitiin terimleri i¢in bir alt ve {ist sinir varsa (x,,) dizisine
siirh dizi denir [1].

1.1.4. Tanim: (z,) _, herhangi bir bilateral dizi olsun. Vn € Z icin |z,,| < M olacak

neZ
sekilde M reel sayis1 varsa yani (x,),,, bilateral dizisinin biitiin terimleri i¢in bir alt ve iist
sinir varsa (,),,., bilateral dizisine sinirh bilateral dizi denir [2].

1.1.5. Tanim: (z,,) herhangi bir dizi olsun. Ve > 0 i¢in Vn > N (¢) oldugunda |z,, — a| <

e olacak sekilde bir N(e) dogal sayisi varsa (x,,) dizisi a sayisina yakinsaktir denir.

limz, = a
n—oo



ile gosterilir [1].

1.1.6. Tanim: (x,),., herhangi bir bilateral dizi olsun. Ve > 0 igin V|n| > N (¢)
oldugunda |z, —a| < € olacak sekilde bir N (¢) dogal sayis1 varsa (), ., bilateral dizisi
a sayisina yakinsaktir denir.

lim z, =a
[n|—o0

ile gosterilir [3].
1.1.7. Tanim: (z,) herhangi bir dizi olsun. Ve > 0 i¢in Vn,m > N(¢) oldugunda
|z, — x| < € olacak gekilde bir N (g) dogal sayis1 varsa (x,,) dizisine Cauchy dizisi denir [1].

1.1.8. Tanim: (x,), _, herhangi bir bilateral dizi olsun. ¥Ye > 0 i¢in V|n|, |m| > N (¢)

nez
(n,m € Z) oldugunda |z, —z,,| < € olacak sekilde bir N (¢) dogal sayis1 varsa (),
bilateral dizisine bir Cauchy dizisi denir.

1.1.9. Tamim: (x,) herhangi bir dizi olsun. Genel terimi

ST = I
So = X1+ X9
§S3 = 1+ X2+ x3

Sp, = T1+xo+..+xy

olan (s,) dizisini géz 6niine alahm. ((x,),s,) ikilisi seri olarak adlandirihir. (z,) terimine
serinin genel terimi ve (s,,) dizisine serinin kismi toplamlar dizisi denir. Eger kismi toplamlar
dizisi bir s sayisina yakinsiyorsa yani

lims, =s
n—oo

oluyorsa ((z,),s,) serisi yakinsak ve serinin toplami s sayisidir denir. Yakimsak olmayan
seriye raksaktir denir [1].

1.1.10. Tanim: )7, |sy| serisi yakinsak ise Y .- | s, serisine mutlak yakinsak seri denir
[1].

1.1.11. Tanim: > .z bilateral serisinin kismi toplamlar dizisi olan s, = > ;_



x), serisi yakinsaktir denir.

(n — 00) i¢in bir s sayisina yakinsak ise Y -

00 0 [e's)

s = Z T = Z xk—i-ZIk

k=—o0 k=—o0
ile gosterilir [2, 3].
1.1.12. Tanim: X bos olmayan bir kiime olsun. Asagidaki sartlari saglayan d : X x X —
R fonksiyonuna X de bir metrik ve (X, d) ikilisine de bir metrik uzay denir. Vx,y,z € X

i¢in,
Ml. d(z,y) =0 2=y
M2. d(z,y) =d(y,z)
M3. d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) [1].

1.1.13. Tanim: X = (X, d) bir metrik uzay ve (x,), X de bir Cauchy dizisi olsun.

limd (z,,z) =0

n—o0

olacak sekilde bir x € X varsa X metrik uzayina tam uzay denir [1].

1.1.14. Tanim: G bog olmayan bir kiime ve o, G iizerinde tanimh bir ikili iglem olsun.
Agagidaki sartlar saglayan G kiimesine o iglemi altinda bir degismeli grup denir. Vx,y,z € G
i¢in,

Gl.zoye G

G2. (xoy)oz==x0(yoz)

G3. Vx € (G i¢in x o e = x olacak sekilde bir e € G vardir.

G4. Vr € G igin x o a = a o x = e olacak gekilde bir a € G vardir.

G5.z+y=y+uz [6].

1.1.15. Tanim: F' bog olmayan bir kiime olsun. (F, +, -) kiimesi toplamaya gore degigmeli
bir grup ve carpma iglemine gore de sifir elemani harig degismeli bir grup ise F' ye bir cisim
denir [6].

1.1.16. Tanim: V bog olmayan bir kiime ve F' reel veya kompleks sayilarin bir cismi
olsun. Agagidaki sartlar1 saglayan V' ciimlesine F' cismi iizerinde bir vektor (lineer) uzay
denir. V o, 8 € F ve Vx,y,z € V igin,

Viz+yeV

V2. (z4+y)+z=a+ (y+2)

V3. Vx € Vicin z + 6 = x olacak sekilde bir 8 € V' vardir.

V4. Yz €V igin x + (—z) = 0 olacak sekilde bir (—z) € V' vardir.



V. 2 +y=y+ux

V6. ax €¢ X

V7. a(z+y) =ax+ay

V8. (a+ f)x = ax + Pz

V9. a(fx) = (af) x

V10.Vz €V, 31 € F dyle ki 1o = (Buradaki 1, F' nin birim elemamnidur.) [1].

1.1.17. Tanim: N, F cismi tizerinde bir vektor uzay olsun. Agagidaki sartlar1 saglayan ||-
| : N — R fonksiyonuna N de bir norm ve (N,| -||) ikilisine de bir normlu uzay denir.
Ve,y € N ve a € F' igin,

N1. |jz]|=0&2z=10

N2. flaz] = |a] 2|

N3. Jlo + ol < llz] + gl 1]

1.1.18. Tanim: N normlu bir vektdér bir uzay olsun. N norm metrigine gore tam ise N
bir Banach uzayidir denir [1].

1.1.19 Tanim: X bir Banach dizi uzay1 olmak iizere Vx € X i¢in

P, X —-C

r — P(r)=xr (k=1,2,...)
doniigiimii siirekli ise X uzayina bir BK-uzay1 denir [7].

X ve Y iki Banach uzay1 7' : X — Y bir doniisiim olsun. (z,), X de herhangi bir dizi
ve x € X olmak iizere

T, > = T(z,) = T ()

ise koordinatsal siireklidir denir.

1.1.20. Tanim: X bog olmayan bir kiime ve 7, X in elemanlarindan olusan alt ciimle-
lerinin bir ailesi olsun. Agagidaki sartlar1 saglayan 7 ya X de bir topoloji ve (X, 7) ikilisine
de bir topolojik uzay denir.

Tl. X, o er.

T2. 7 ya ait elamanlarin herhangi sayidaki birlesimi 7 ya aittir.

T3. 7 ya ait elemanlarin sonlu sayidaki kesigimi 7 ya aittir [1].

1.1.21. Tanim: X = (X, 7) ve Y = (Y, p) iki topolojik uzay ve f : X — Y bir fonksiyon

olsun. Eger f doniisiimii birebir, érten, siirekli ve f~! de siirekli ise f fonksiyonuna X den



Y ye bir homeomorfizm denir. Bu durumda X ve Y uzaylarina topolojik denk uzaylar denir.
X ~Y ile gosterilir [1].

1.1.22. Tanim: Vektor uzaylarda tamimlanmig olan doniigiimlere operator denir [8].

1.1.23. Tanim: V ve V' aym F cismi {izerinde tamimlanmig olan iki vektor uzay olsun.
Agagidaki sartlari saglayan T : V' — V' operatoriine lineer operator denir. Vo,y € V ve
a € F' skaleri icin,

L1.T(x+y) =T (x)+T(y)

L2. T (ax) = aT (x) [8].

1.1.24. Tanim: N; = (Ny, |- |[1), N2 = (Na, || - ||2) iki normlu uzay ve T' : Ny —
Ny bir lineer doniigiim olsun. 7' doéniigiimii normu koruyorsa yani Va € N i¢in ||T(z)|]2 =
|z||y oluyorsa T ye lineer izometri denir. Eger T birebir ve Orten bir lineer izometri ise
T doniigiimiine lineer izomorfizm denir. Bu durumda N; ve Ny normlu uzaylarina izomorfik
uzaylar denir. Ny ve Ny uzaylan izometrik olarak izomorf iseler N; ve Ny uzaylari denk
uzaylardir denir. Ny ~ Nj ile gosterilir [9].

1.1.25. Tanim: Ny = (Ny, || - |l1), N2 = (No, || - ||2) iki normlu uzay ve T : Ny — Ny bir
lineer operatér olsun. Vo € Ny i¢in ||T'(x)|2 < K||z||; olacak gekilde bir K > 0 reel sayist
bulunabiliyorsa 7" ye siirh lineer operator denir [8].

1.1.26. Tanim: V bir vektor uzay olmak iizere F' = R veya F' = C olsun.
f:V—=F

operatoriine fonksiyonel denir [8].

1.1.27. Tanim: V bir vektor uzay olsun. V {izerinde sinirl lineer fonksiyonellerin ciimlesi

(T A B —_—

veX a0 || 7] z€X,||z||=1

normu ile bir normlu uzaydir. Bu uzaya V' nin siirekli dual uzayi denir. V* ile gésterilir [8].

1.1.28. Tanim: X bir dizi uzay1 olsun.

X = {a:(ak): Z|akxk|<oo, ‘v’xGX},

k=1

X8 = {a—(ak): Zakxk<oo, VxeX},
k=1

E ATy

k=1

X7 = {a:(ak):sup

n

< 00, VJJEX}

X XP X7 uzaylarma sirasiyla X in a—, — ve y— duali denir [10].

5



1.1.29. Tanim: B(X) bilateral dizilerin bir uzay1 olsun. Bu durumda
BY(X) = {a = ()™, : Z larzy| < 00, Yo = (24),c, € B (X)}
k=—o00
B (X) = {a = (ax)™, - Z apry < 00, V& = (¥k)4ey € B(X)}
k=—o00

E ATy

<00, Vo = (T)ey € B(X)}
k=—n

B (X) = {a = (ax)”,, :sup

kiimeleri sirasiyla B(X) bilateral dizi uzayinm a—, f— ve y— dualleridir [3, 10].

1.1.30. Teorem: Bir X Banach uzayinin bir Y alt uzayinin tam olmasi igin gerek ve
yeter sart Y nin X de kapali olmasidir [8].

1.1.31. Teorem: (X,d) bir metrik uzay M C X ve M, M nin kapanigini gdstersin.
x € M olmasi icin gerek ve yeter sart z,, — x olacak sekilde M de bir (z,,) dizisinin mevcut
olmasidir [8].

1.1.32. Tanim: X, Y bostan farkl iki kiime ve X, Y C w olsun. A = (ank)fsk:l kompleks
sayilarin sonsuz bir matrisi olsun. Bir z = (z;) € X dizisinin Az doniigiim dizisi Vn € N i¢in
A, (x) = >0 angxy serisi yakinsak olmak iizere Az = (A, (z)) € Y dizisidir. A ya X den
Y ye bir matris doniigiimii ve Az ise x in A doniigiim dizisidir denir. (X,Y) ile de X den Y

ye biitiin A matrislerinin sinifim1 gosterecegiz [11].



2. ONCEKI CALISMALAR

Biitiin dizilerin kiimesi w, biitiin sinirli dizilerin kiimesi [, biitiin yakinsak dizilerin kiimesi
¢, biitiin sifira yakinsak dizilerin kiimesi ¢ ile gdsterilir. Bu kiimelerin her biri ayri ayri birer

vektor uzaydir. X = [, ¢ veya ¢y olmak iizere Vo € X ic¢in

H$Hoo = Sup\$k|

normu ile bir Banach uzaydir. Bu dizi uzaylarinin topolojik ve geometrik &zellikleri bircok
yazar tarafindan incelenmigtir. Bu dizi uzaylar1 toplanabilme ¢aligmalarinda 6nemli bir yer
tutmaktadir. Toplanabilme teorisinin 6nemli konularindan biri sonsuz matrislerle yapilan
déniigiimlerdir. Ornegin X, Y bostan farkl iki dizi uzay1 ve A = (@nk),, x—) kompleks sayilarn

sonsuz bir matrisi olmak tizere bir x = (x;) € X dizisinin Az doniigiim dizisi Vn € N igin
oo
A, (x) = Zankxk < 00
k=1

iken Ar = (A, (z)) € Y dizisidir. A ya X den Y ye bir matris doniigiimii ve Az ise x
in A doniisiim dizisidir denir. Bir¢cok yazar tarafindan yeni dizi uzaylar1 olugturulup bu
dizi uzaylarin topolojik ve geometrik 6zellikleri incelenerek bilinen dizi uzaylarina matris
doniistimleri yapilmigtir.

Kizmaz 1981 yihinda X = I, c ve ¢g olmak iizere fark dizilerini fark dizilerini Az =
T — Tpyq ile

X(A)={rew: Az e X}

seklinde tanimladi. Bu dizi uzaylarinin topolojik ozelliklerini inceleyerek ve dual uzaylarini
hesaplayarak matris doniigiimlerini karakterize etti [12]. Ahmad ve Mursaleen bu dizi uzay-
larim p = (p,) pozitif reel sayilarin bir dizisi olmak iizere X (p, A) seklinde genellegtirdi
[13]. Sarigdl X = I icin A,z = (k"Axyg),~, olmak iizere X (A,) dizi uzaym r < 1 i¢in
tanimladi [14]. Mursaleen, Gaur ve Saifi X = [ i¢in X (p; A,) dizi uzay: iizerinde r > 0
icin cahgtilar [15]. Choudhary ve Mishra X = ¢; i¢in X (4,) dizi uzaymni r > 1 i¢in tanimla-
yarak bir BK- uzay1 oldugunu gésterdiler [16]. Gnanaseelan ve Srivastava u = (uy) sifirdan
farkli karmagik sayilarin dizisinin baz kogullari saglamasi durumunda X (u; A) dizi uzayimi

tanimladilar [17]. Malkowsky bu dizi uzaymi v = (uy) dizisi tizerinde herhangi bir kogul



olmaksizin tanimlayarak bir BK- uzayr oldugunu gosterdi [18]. Choudhary ve Mishra'nin
yaptig1 tanimi genellegtiren Gaur ve Mursaleen X = ¢q olmak iizere X (p; A,) dizi uzaylarmni
r > 1 icin tamimlayarak, a— ve f— duallerini bulup baz1 matris doéniisiimlerini incelediler
[19]. Et X =1, c ve ¢ i¢in ikinci mertebeden fark dizi uzaylarini tanimlayarak, bir Banach
uzayl oldugunu gosterdi [20]. Et ve Colak X = [, c ve ¢ i¢cin m. mertebeden fark dizi
uzaylarim tammladilar [21]. Ayrica Gaur ve Mursaleen [22] de modiiliis; Mursaleen, Khan
ve Qamaruddin [23] de Orlicz fonksiyonlar yardimiyla yeni fark dizi uzaylar tamimladilar.
Orhan C), ve Cy olacak sekilde baz1 Cesaro fark dizi uzaylarini tanimladi [24]. Bagarir C (p)
dizi uzayim tanimladi [25]. Et m.mertebeden genellegtirilmig Cesaro fark dizilerini C, (A™)
ve Cy (A™) olacak gekilde tanimladi [26]. Altay ve Basar baz Euler fark dizilerini ef, e,
ve e/ seklinde tanimladilar [27]. Polat ve Bagar m. mertebeden genellegtirilmis Euler fark
dizilerini e, (A™), el (A™) ve el (A™) seklinde tanimladilar [28].

Bilateral diziler ile ilgili caligmalar Laurent serileri, Fourier serileri ve fonksiyonlarin hi-
pergeometrik serilerle gosterimi ile ilgili alanlarda yogunlagmigtir. Saavedra ve Rodriguez
karmagik terimli [? (Z) bilateral dizisinde hiper-devirli bilateral Gteleme operatorii iizerinde
caligt1 [29]. Menet 1 < p < oo olmak fizere [P (Z) ve ¢ (Z) bilateral dizi uzaylari i¢in genel-
legtirdi [30]. Shakrin I« (Z), 1 < p < oo i¢in I? (Z) ve ¢ (Z) bilateral dizi uzaylarim agirhklh
bilateral Gteleme operatorii i¢in bazi sonuglar elde etmek i¢in kullandi [31,32]. Simon ve
Marko lo (2", X)), 1, (Z", X) ve co (Z", X)) X —degerli Banach bilateral dizi uzaylarini gesitli
tipteki operatorlerin karakterizasyonlarim bulmak igin kulland1 [33]. Agrawal ve Srivastava
l (Z, X, ﬁ) bilateral dizi uzayim tanimladi [2]. Yine Agrawal ve Srivastava ¢ (Z, X, ﬁ) ve
Co (Z, X\, ]_9) bilateral dizilerin uzaylarim tanimlayip siirekli duallerini buldular [3, 34].



3. MATERYAL VE YONTEM

Bu calisma icin dizi uzaylar, fark dizi uzaylari, dualler, matris doniigiimleri ve bilateral
diziler hakkinda temel kavramlar aragtirildi. Aragtirilan bu konular hakkinda literatiir tara-
masi yapilarak gerekli kitap, makale ve tez ¢aligmalari incelendi. Caligmanin ana materyalini
Kizmaz [12] tarafindan 1981 yilinda yaymlanan ve baz fark dizi uzaylarini tanimlayan "On
Certain Sequence Spaces" adli makale olugturmaktadir. Bunun yaninda bir 6nceki boliimde
verilen fark dizi uzaylar ile ilgili bazi ¢aligmalarinda konuya onemli katkilart olmugtur. Ay-
rica Agrawal ve Srivastava [2, 3, 34] de baz bilateral dizi uzaylarin1 tanimladilar. Bu ise bize
bilateral diziler ve fark dizi uzaylarn arasinda bir iligkinin olabilecegini gosterip caligmanin
ana konusunu olusturdu. Caligmada bulunan bulgular detayli ve anlagilir bir gekilde ispat

edildi.



4. BULGULAR

Bu béliimde ilk olarak Kizmaz [12] tarafindan tanimlanan sinirl, yakinsak ve sifira yakinsak
dizilerin fark dizi uzaylar1 incelendi. Elde edilen siirekli, a—, S— ve y— dualleri verilerek
karakterize edilen matris doniigiimleri verildi. Daha sonra bilateral dizi uzaylarinin fark dizi
uzaylart tanimlandi. Bu fark dizi uzaylarinin dualleri hesaplanarak matris doniigiimleri ka-

rakterize edildi.

4.1. Fark Dizi Uzaylar:

4.1.1. Tanim: [, c ve ¢y sirasiyla sinirli, yakinsak ve sifira yakinsak kompleks terimli dizi

uzaylar1 olmak {izere
[£]loc = sup ||
keN

normu ile normlu lineer uzaylardir [1].

Kizmaz [12] de Az = A(xy) = () — Tp+1) olmak iizere
lo(A) = {z=(x): Ax € l}
c(A) = {z=(z): Az € ¢}
co(A) = {z=(z): Az € ¢}
fark dizi uzaylarini tanimladi. Bu uzaylarin
lzlla = |21 + [[Azl

normu ile Banach uzay1 oldugunu gosterdi.
4.1.2. Teorem: (I(A), || - ||a) bir Banach uzayidir [12].
Ispat: I, (A) bir lineer uzaydir.
i. Vz,y € I (A) alalm. Boylece Az, Ay € [ ve

Az +y) ((or +y) = (Trt1 + Yrt1))
= (zr — Trt1) + (Yr — Yrs1)
= Az + Ay
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elde edilir. [, lineer uzay oldugundan Ax + Ay € [, olur. Boylece A (x + y) € I, bulunur.
O halde x +y € I (A) elde edilir.
ii. Vo € I (A) ve herhangi bir A skaleri i¢in
A(Az) = (Axp— Azpaq)
= MA@ — Tp41)

= A(Ax)

olur. [, lineer oldugundan A (Ax) € I olur. Boylece A (Ax) € I, bulunur. O halde Az €
s (A) elde edilir. Boylece I, (A) bir lineer uzaydir.
(lo(A), || - ||a) bir normlu uzaydir.

I-lla : lo(A) =R
lzlla = |z + [[Az]
N1. Vz € I(A) i¢in ||z]]a = 0 < |21] = 0 ve ||Az||o = 0 olur.
1Az]loo = supay = z1] = 0

olmas1 ancak

l'k_karl’ =0, Vk e N

olmasi ile miimkiindiir.

|{L‘1|=O:>(L'1:O

olur. Ayrica

’$1—$2‘ = O<:>£L’1—$2:O,l'1:0:>l'2:0
|$2-[L’3| = 0<=>I2—1'3:O, To=0=23=0
Tk —Tpq1| = 0 24241 =0, 2 =0= 2341 =0

elde edilir. Boylece = = (zx) = (0,0,0,...0,...) = @ bulunur.
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N2. X herhangi bir skaler olmak iizere

[REZIPN

[Az1| +[[A (Az) [l

= A |x1| 4 sup [ Az — Azpq|
k

= |Al (Ifcll + Sup |z), — ka)
Al [2]a

elde edilir.
N3. Vz,y € [(A) igin

lz+ylla = |z +ul+ A @+Y) |
= |z1+y| + Sl;p |k + i) — (Trg1 + Yt
< o+ SI;P [Tk — Tpya| + [y1] +sup [yr — Yrial
k

= [z/la + llylla

elde edilir. Boylece (Ioo(A), || - ||a) bir normlu uzaydir.

loo(A) tamdir. (z) = (2) = (27, 27, ...) olacak sekilde [, (A) de bir Cauchy dizisi alalim.
O halde Ve > 0 ve Yn,m > N (¢) icin ||z} — 2}*||a < € olacak gekilde bir N (¢) € N vardur.
Yani

|z — 2 ||a = |2] — 2T + ||Azy — Az ||oo = 0 (Vk € N ve n,m — o)

elde edilir. Buradan

|z — x| — 0 (Vk € N ve n,m — 00)

bulunur. Boylece (z}) = (z7,2%,...) dizisi C de bir Cauchy dizisi olur. C nin tamhigindan
v (x}) € Cigin
lim z} =z, (Vk € N)

n—0o0

olacak gekilde bir z;, € C vardir. Ayrica Ve > 0 i¢in AN (¢) € N yle ki
|27 — 2| <e, {‘rrkl+1 -yl — (o — x?)} <e (¥n,m 2 N(e), Vk €N)
olur. Yn > N(g) i¢in
limfof o] = |} —mi| <o

hn{bn vy —ap — (2h — 33211)} = !:UZ —ap — (254 — ka)} ¢
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elde edilir. Burada ¢, k ya bagli olmadigindan
sgp ‘xz — T — (a:ZH - xk+1)| <e
bulunur. Sonug olarak ¥n > N(¢) i¢in ||2" — z||a < 2¢ olur. Buradan da
|z} — xklla = 0 (n — 00)

elde edilir.

Simdi x € [, oldugunu gosterelim.

P R A C R IR
N(e N(e N(e
< ‘xk( ) — xk451) + [, © || a
= 0(1)

elde edilir. Boylece x = (xy) € [(A) olur.

4.1.3. Teorem: I, (A) bir BK —uzayidir [12].

Ispat: I, (A) bir Banach uzay1 ve Vk € N icin ||z" — z|ja — 0 iken |27 — 2] — 0
(n = o0) oldugundan [, (A) siirekli koordinatlara sahiptir.

4.1.4. Teorem: Asagidaki gekilde tanimlanan s operatorii bir sinirh lineer operatérdiir
[12].
s 1l (A) =l (A)
r — sx=t=(0,29,1z3,..)
Ispat: Va,y € loo(A) ve X herhangi bir skaler olmak iizere
is(z+y)= (0,29 +y2, 23 +ys,...) = (0,29, 23,...) + (0,92,y3,...) = s(x) + s (y)

ii. s(A\x) = (0, A\xg, Axs,...) = A(0,29,23,...) = As(z) oldugundan s lineerdir. Ayrica
r = (x1) € lw (A) igin

[s (@ )lla = [ta] + 1A )l
= 0 +sup{|At|,|Ab|,|Aty], ...}
kEZ

ve

lella = Jea] + 1A (k)

loc

= x| + sup {|]Azy|, |Axs], |Axs], ...}
keZ
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olur. O halde

Is (@r)lla < K llza]l o

olacak gekilde bir K > 0 vardir. Boylece s bir sinirhi lineer operatordiir.

Simdi de s [l (A)] kiimesini tanimlayalim.
$[loo (A)] = slow (A) ={z = (z1) 1 x €ls (A), 11 =0} Cl (A)
dir. Burada s [loo(A)], lw(A) m bir alt uzay1 oldugundan s [l (A)] lineer uzay1

[2lla = faa] + [ Azl
= [Az]le

ile bir normlu uzaydir..
4.1.5. Teorem: Asagidaki sekilde tanimlanan A operatorii bir lineer homeomorfizmdir

12].

A Slo(A) = s

r = () > Az =y = (T — Tpt1)
Ispat: i. A lineerdir. Yz, z € slo (A) ve X bir skaler olmak iizere.
A(x+z) =Ax+ Az ve A (Az) = \Azx

oldugundan A lineerdir.

ii. A birebirdir. z, z € sl (A) alahm. A (z) = A(z) ise A (x — 2) = 0 bulunur. Bu halde
A(r—2z) = (vp — 21) — (Tp1 — 2141) =0
olur. Buradan

CCl—Zl—(LCQ—ZQ) = 0, rT1=21=0= 129 = 29

172—22—(333—23) = 0, 29 =29 = 13 = 23

T = Zk, Vk € N
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bulunur. O halde = = z elde edilir. Boylece A birebirdir.
iii. A ortendir. Vy € Iy i¢in yp = A (xy) olacak sekilde en az bir x € sl (A) vardir.

Gergekten
0, k=1

- 25:1 Yv—1, k > 1

olarak secilirse y, = A (z) elde edilir. Boylece A ortendir.

Tr =

iv. A siirhdir. Vo € sl (A) igin

1A (@) [l

[E4IIN

HAH:sup{ cx #0, xEsloo(A)}zl

olur. Boylece ||A (2) |lo < [|A|ll|z||a, |A]| = 1 oldugundan saglanir. Boylece A sinirhidir.

v. A™! simirhdir.

A7 = sl (A)

r — A7 (z) =k

seklinde tanimlansin. O halde Vz € [, i¢in

IA™ () [|a

2|0

||A_1||:sup{ :x#@,xelm}zl

olur. Boylece [|[A™ (z) ||la < [JA7Y|[|z]loo, [[ATY] = 1 oldugundan saglanir. Boylece A™!

sinirhdar.

Bu halde A bir lineer homeomorfizmdir. Buradan sl (A) ve [, uzaylar1 denk topolojik

uzaylardir.
Ayrica
A Sloo (A) = I
r — Ax
lzlla = Azl
ve

ATl = sl (A)
r — AT (2)
I2lle = AT (2)]la
oldugundan A ve A~! operatérleri normu koruyan déniisiimlerdir.
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4.1.6. Teorem: [’ ve [sly (A)]" sirasiyla [y, ve sls (A) uzaylarmin siirekli duallerini

gostersin. Bu takdirde

T o sl (A) = I

fa = T(fa)=faocAl=f

seklinde tanimlanan 7" doniigimii bir lineer izometridir [12].

Ispat: i. T lineerdir. Vfa, ga € [slo (A)]* ve X bir skaler olmak iizere

T(fa+ga) = (fa+tga)oA~!
= faoAT 4 gaoAT!

= T (fa)+T(ga)

ve

T(Afa) = (Afa)oA™
= AMfaoA™
= AI'(fa)

oldugundan T lineerdir.

ii. 7' normu korur. FF = R veya F' = C olsun.

[Sloo (A" = {fa] fa:sleo(A) = F, falineer ve simrh}
Ifall = sup{[[fa(@)]l : flzlla = 1}

— sup{|fa(@)|: alls = 1}

U = {T(fa) | T(fa) : loo — F, T(fa) lineer ve simurh} 4.1 (1)
1T (fa) Il = sup{IT (fa (@) ||+ [llloc = 1}

= swp{|T (fa (@))] : [Jo]leo = 1}

= sup{|fa o AT (@)] : ||zl = 1}

= sup{[fa (A7 (@))| : [lolleo = 1} (2)
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elde edilir. A7 : I, — sly (A) oldugundan = € I, igin A7z = y € sl (A) olacaktr.

Ayrica

lylla = A7 () lla
= [A(A7 (@) [l

= zflo =1
olur. Bu ifade (1) de yerine yazilirsa

1T (fa) | = sup{|fa W) : lylla =1} = [ /all

elde edilir. Boylece T' normu korur.

iii. 7" birebirdir. Vfa, ga € [slo (A)]" olmak iizere T (fa) = T (ga) olsun. O halde
fao AT =gao AT

olur. Buradan fa = ga elde edilir. Boylece T birebirdir.
iv. T ortendir. Vf € I*_ igin T (fa) = f = fa o A7! olacak sekilde en az bir fa €
[sls (A)]" vardir. Gergekten

T(fa) = T(feoA)
= (foA)oA_1
= fo(AoAfl):f

olur. Boylece T ortendir. Buradan T bir lineer izomorfizmdir.
Boylece [sly (A)]" ile I%, denk topolojik uzaylardir denir. Benzer yolla sc(A) ile ¢

ve sco (A) ile ¢y uzaylarininda topolojik olarak denk oldugu gosterilebilir. Yine buradan
[sc (A)]" = [sco (A)]" = 1y

elde edilir.

4.2. Fark Dizi Uzaylarinin a—, f—, y— Dualleri

4.2.1. Lemma: sup, |xy — 41| < 0o olmasi i¢in gerek ve yeter sart

i.sup, k71 |zy] < oo,
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ii. supy, |zx — k (k + I ($k+1)| < 0
olmasidir [12].

Ispat: (=) sup, |z) — Zpp1| < oo olsun.

| = |k — Tpgr + T — 1 + 24|
< |Ik — Ik+1| + |J5k+1 — l’l‘ + |I1|

= |oe = 2en| + 21 = 2] + 2] (3)
(2) esitsizliginde |xy — xp4q| ifadesi igin

|21 — xpa| = |T1— @+ 22+ a3— T3+ ... — Tk + T — T

S ’xl—.1'2‘4-‘$2—$3’+...+‘l’k—xk+1‘

< k-sup|zr — vp1| = O (k)
k
bulunur. Boylece (2) esitsizligi igin ¢ bir sabit olmak {izere

|z <O (k) +t

bulunur. Buradan

sup |z k1 < o0
k

elde edilir. Boylece (i) saglanir.

ok — k(b + 1) ap)| = |k(k+1) 7 (@ — 2pp0) + (B +1) 7" ()]
S ‘k(lﬁ+1)_1<$k—xk+1)| + ‘(k"—l)_l (l’k)|
k
k—il < 1 (Vk € N), kabuliimiizden supy |z — 21| < oo ve (i) den sup, k™! |z] < oo

oldugundan (3) esitsizliginde supremum ahnirsa

k 1
~k(k 4+ 1) < _ _
SI;P }xk (k+1) ($k+1)| < SI;P <k+ 1 Tk $k+1|) +Sllip (k+ 1 |37k|)
= 0(1)

elde edilir. Buradan

sgp |2k — k(k+ 1) (zp41)| < 00

elde edilir. Boylece (4i) saglanir.
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(<) (7) ve (i7) saglansin.
0o > |zg —k(k+ 1) ap)| = |—zk + k(E+ 1) (@r4)]

= k(b + 1) (1 — i) — (k1) 7 ()|

> Jk(k 4+ 1) (epp — @) = [(k+ 1) (2)]

k 1

= k+1\$k+1—xk|—k—+1|$k|
k 1

= k+1\l’k—xk+1|—k—+1|$k|

olur. Buradan |z) — zx11| < 00, Yk € N. Boylece supy, |z — x41] < oo elde edilir.

(Pn) pozitif sayilarim monoton artan bir dizisi olmak iizere:

X0 Cpik+tl
k=1 Pn+k

4.2.2. Lemma: sup, |>_;_, cx| < oo ise sup, (pn ) < oo olur [12].

Ispat: Abel kismi toplamlar formiiliinden

el 3 (5 ) (5t 7

P,
—1 n+k E—1 o—1 n+k+1

ve
00

Z Cn+k—1

b n+k

o)

elde edilir.
4.2.3. Lemma: ) ;- ¢ serisi yakinsak ise lim, (Pn S, %) = 0 olur.
Ispat: Vk € N, ’Zﬁzl Cniv_1| = ZZ:S_I Co

=0(1) oldugundan ve 4.2.2. Lemma kulla-

nilarak

=o(1)

o0
+k—1
B

n+k

elde edilir.
4.2.4. Sonug: (P,) yukaridaki gibi tanimlansin [12].
(a) sup,, |>on_; Pya,| < oo ise sup,, | P, Y50, ax| < oo olur.
4.2.2. Lemmada cj yerine Pyijai.; yazarsak

P, ZC“:: ~ P, Z a, =

n k=n+1

elde edilir.
(b) > rey Prax yakimsak ise lim,, P, Y . ap = 0 olur,
4.2.3. Lemma da ¢ yerine Pyiarq yazarsak istenilen elde edilir.

(€) > pey kay, yakinsaktir ancak ve ancak R, = Y ° . a olmak {izere nR, = o(1) i¢in

Zzozl Ry yakinsaktar.
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4.2.4. Sonug (b) de P, = n yazilir ve Abel kismi toplamlar formiilii kullanilirsa

n n
E ka1 = E Ry —nR,
—1 k=1

elde edilir.
4.2.5. Teorem: R, = 7, ., a, olmak fizere

(1) (sloo (A))" = {a = (ar) : 222 K |ax| < 00} = D
(2) (s¢(A) = {a = (ar): 332, kay yakmsaktir, S37° |Ry| < oo} = Dy

(3) (sco (A))" = {a = (ax) - sup,, [> ok kar| <00, D2, [Re| <00} = Dy
olur [12].
Ispat: (1) a € D, olsun. Herhangi bir z € sl (A) alalm.

> el = fore| = >k (1)
k=1 k k=1

=1
olur. x € sly(A) oldugundan 4.2.1. Lemmadan sup, k™! |z;| < oo bulunur. Ayrica a € D

kabuliinden ) 7 | kax| < oo oldugundan

> T
> lanzel =)k ayl (%) < 00
k=1 k=1
elde edilir. Boylece a € (sly (A))” olur.
a € (sloo(A))® olsun. O halde Va € sloo(A) igin Y oo, |arzy| < oo olur. Ozel olarak

0, k=1
k, k> 2

x = (x) =

olarak secilirse

> kgl = lai| + > Jaga| < oo
k=1 k=1
elde edilir. Boylece a € Dy olur. O halde Dy = (sl (A))® elde edilir.

(2) a € Dy olsun. Herhangi bir z € sl(A) alalm. A : sl (A) — [ doniigimiinden

Axy, =y, olacak sekilde tek bir y € [, vardir. Buradan

k
T = —Zyv—h Yo =10
v=1

bulunur. Boylece

n

n k
Sor = - Sa (z)
k=1 v=1

k=1
n—1 n—1
= =) R+ Ru Y s (5)
k=1 k=1
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elde edilir. @ € D, kabuliinden ve 4.2.4. Sonug (c¢) den Y .2, Ryyr mutlak yakinsak ve
R, yp — 0 (n — 00) olur. O halde Vz € sloo(A) igin 37°  agzy, yakmsaktir. Boylece
a € (sloo(A))? elde edilir.

a € (sloo(A))? olsun. O halde Vz € sloo(A) icin S axry yakinsaktir. Ozel olarak

secilirse buradan
oo oo
g kak:a1+g apTy < 00
k=1 k=1

bulunur. 4.2.4. Sonug (c) ve (4) esitsizligi kullanilirsa

oo oo
Zakl‘k = —ZRkZ/k < o0
k=1 k=1

(Vy € lo) elde edilir. Boylece S°7° | |Ri| < 0o ve a € Dy olur. O halde Dy = (slo(A))? olur.
(3) Ispat yukaridaki ispatla benzer sekilde yapilr.
4.2.6. Sonug: n = «, £, v i¢in (sle(A))" = (sc(A))" olur [12].
4.2.7. Sonug: E; I (A), ¢(A), ¢ (A) dizi uzaylarindan biri olmak iizere

(sE)"=E", n=a, B, v

olur [12].

4.3. Fark Dizi Uzaylarinin Matris Doniigiimleri

4.3.1. Teorem: A € (I (A),c) olmasi i¢in gerek ve yeter sart A, (k) = > oo kan, ve
R = (Tnk) = Y e i1 Gny Olmak iizere

i (ay)€c (1<I<m, meZ"),

ii. A, (k) € ¢,

iii. R € (oo, ¢) olmasidir [12].

Ispat: (=) A € (Io(A),¢) olsun. O halde Vn € N igin 3% a2y yakinsak ve Vz €
lo(A) i¢in A, (z) € ¢ olur. z = () = (0,0,,..,0,1(l.yer),0,0,...) alnirsa

[e.9]

A, (x) = Zankxk =ay €c

k=1
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ve x = (x) = (k) alinirsa
A (@) =D kap, = A, (k) € ¢
k=1
elde edilir.
Simdi z € sloo(A) C I (A) alalm. Bu halde Az = y € I ve yp = 0 igin x, =

k .
— > 1 Yr—1 olmak iizere

m m—1 m—1
A, (m,z) = E AT = — g TnkYk + Tnm E Yk
k=1 k=1 k=1

elde edilir. >~/7 , ka,, < oo olmasidan ve 4.2.4. Sonu¢ (c) den

(e 9]

lim A,, (m,x) = A, (z) = — Z TnkYk

k=1
elde edilir. O halde Yy € [ i¢in R € (I, ¢) bulunur.

(<) (@), (i9), (¢ii) saglansin. Herhangi bir x € I, (A) alalm. A = (a,;) olmak iizere

Ty, k=1
(i ' = (2)) € sl (A)
xy, k>1

alinirsa

m m—1 m—1
A, (m,x) = E kT = 1Ty — E TnkYk + Tnm E Yk
k=1 k=1 k=1

elde edilir. 4.2.4. Sonug (c¢), (i), (i7), (i7i) kullamlarak

oo

An (IL‘) = Qp1T1 — Z T'nkYk

k=1

olur. Buradan Vz € [ (A) icin A, (x) mevcut olup A € (I (A), ¢) bulunur.

4.3.2. Teorem: A € (I, c(A)) olmasi i¢in gerek ve yeter sart B = (bu) = (i — Gnt1 k)
olmak iizere

i. Vn € Nigin > 77 | |ank| < o0,

ii. B € (loo,c) olmasidir [12].

Ispat: (=) A = (an) € (Iso; ¢(A)) olsun. O halde Vz € Iy, icin A,(x) € ¢(A) ve Vn € N

igin > 77 | anpxy yakinsak olur. Bu nedenle Vn € N igin
[e.e]
Ap(z) = Zankiﬁk < 00
k=1

olur. Simdi sabit bir n i¢in
1, a,, >0
Tp = sgnany = § 0, ap, =0

—1, Anr < 0
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secilirse Vn € N i¢in
o0 oo
Zankﬂck = Z || < o0
k=1 k=1

elde edilir. Ayrica Vo € [ i¢in A, (z) € ¢(A) olmasindan

lim A, (z) — A, (z) =teC

n—o0

olur. O halde

oo
t = lim E AnkTp — an+1,k9€k
n—oo
k=1 k=1
o
= lim E Ok — Gn41,k) Tk
n—oo

n—00
k=1

oldugundan > 77 | byrxy € ¢ elde edilir. Boylece B € (I, ¢) bulunur.
(<) (i), (i) saglansm. Herhangi bir x € [, alahm. O halde Vn € N igin

o0 [e.9]
Ap(z) = Z%Mk < Z || ||
k=1 k=1

olur. (7) ifadesinden > ;7 |au| < 0o ve supy |z;| < 0o olmasindan Vn € N igin )2 | @ity

yakinsaktir. O halde A, (z) dizisi mevcuttur. Ayrica (i) kabuliinden

B, (r) = ankxk Z Ak — Ani1k) Tk € C

k=1

elde edilir. Boylece A, (z) € (I, ¢ (A)) bulunur.
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4.4. Bilateral Dizilerin Fark Dizi Uzaylar1

Biitiin bilateral dizilerin uzay:
wZ)={x=(zg): k€Z}
seklinde tamimlanir. w(Z)
4y = (Tr + Yr)rez ve Ax = (ATp)rez

seklinde tanimlanan iglemler altinda bir lineer uzaydair.

4.4.1. Tanim: Kompleks terimli sinirli, yakinsak ve sifira yakinsak bilateral dizi uzaylar:

sirasiyla
I (Z) = {2 = (¥k) ez : sUP [2k| < 00}
kEZ
c(Z) = {z=(2r)pey: ‘kl‘im z =a, a € C}
—00

0 @) = {v= (@)
seklinde tanimlanir [3, 35].
4.4.2. Lemma: [ (Z), c¢(Z), co(Z) lineer uzaylardir 2,3, 35].
Ispat: (a) I (Z) C w(Z) dir.

li =

i. 2,y €l (Z) olsun. x = (1), icin sSupyey |Tx| < 00 Ve y = (Vi) ey i6i0 SUPLey (Y| <

oo olur. O halde
sup |zy, + yi| < sup |ag| + sup |yx| < oo
keZ keZ keZ
oldugundan z +y € I (Z) bulunur.
ii. € I (Z) ve X € C bir skaler olsun. O halde

sup |[Azg| = sup |A| |zx| = | A sup |zx| < o0
keZ keZ keZ

oldugundan Az € Il (Z) bulunur. Boylece [« (Z), w(Z) lineer uzaymm bir alt uzay1 ve
dolayisiyla bir lineer uzaydair.

(b) ¢(Z) C w(Z) dir.

i. 2,y € c(Z) olsun. & = (24),cy icin Mmoo T = a1 Ve Y = (Yi) ey iGN Mg oo yi =

as olacak sekilde ay,as € C vardir. O halde

lim (xx +yx) = lim (xx)+ lim (yx)
= a1 +tas € C
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oldugundan x +y € c¢(Z) bulunur.

ii. x € ¢(Z) ve X € C bir skaler olsun.

lim (Azg) = A lim (zg) = Aay € C

|ke|—=o00 |k|—00
oldugundan Az € ¢(Z) bulunur. Boylece ¢(Z), w (Z) lineer uzaymin bir alt uzay1 ve dolayisiyla
bir lineer uzaydir.
(c) ¢ (Z) Cw(Z) dir.
i. 2,y € co(Z) olsun. x = (2),z icin imyg oo T = 0 Ve y = (i) ez icin imyg oo yi =

0 dar. O halde

lim (xp+y,) = lim (xx) + lUm (yx)

= 0
oldugundan z + y € ¢y (Z) bulunur.

ii. € ¢o (Z) ve A € C bir skaler olsun.

lim (Azg) = A lim (z) =0

[kl =00 [kl =00
oldugundan Az € ¢y (Z) bulunur. Boylece ¢y(Z), w (Z) lineer uzaynin bir alt uzay: ve dola-
yisiyla bir lineer uzaydir.

4.4.3. Lemma: (a) ¢y (Z) C ¢(Z),

(b) ¢(Z) C lw (Z) kapsama bagmtilari mevcuttur [35].

Ispat: (a) (k) gez, € co(Z) olsun. O halde limjzx = 0 olur. 0 € C olmasmdan
(k) ez € ¢(Z) bulunur.

(b) (#k)4ez € ¢(Z) olsun. O halde im0 2 = a olur. O halde Ve > 0 i¢in V |k| > N (¢)

oldugunda |z — a| < e olacak gekilde bir N(g) dogal sayis1 vardir. Boylece
M = maX{x—N(e)7 L_N(e)+1y -y T—1, L0y L1y---y TN(e)—1, TN(e)s @ — &, a+e}

secilirse Vk € Z icin |zy| < M olacak gekilde bir M € R bulunur. Buradan (zj)gez bilateral
dizisi sinirhdir. Boylece (24)kez € loo(Z) bulunur.

4.4.4. Tanim: Az = A (zy),.5 = (T — Tp41) olmak iizere
lo (A Z) = {x=(2h)ey: Az €l (Z)} = {[E = (Th) ez - iuIZ} |xp — xpp1| < oo}
€

c(AZ) = {o=(2p)yey: Ave€c(Z)} = {:B = (Th) ez - ‘klgnoo (xp —xpy1) = a

0 (AZ) = {o=(th)pey: Dz €y (Z)} = {a: = (Th)pey + M (2 — 2441) = 0}

|k|—o00
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dizi uzaylari sirasiyla sinirli, yakinsak ve sifira yakinsak bilateral dizilerin fark dizi uzaylaridir.
Burada yine a € C dir.

4.4.5. Lemma: [, (A,Z), ¢(A,Z), ¢ (A,Z) lineer uzaylardir.

Ispat: (a) I (A, Z) C w (Z) dir.

i 2,y €l (AZ)olsun. © = (24) ey € loo (A Z) ise Az € I (Z) ve y = (Yr)pey €
loo (A,Z) ise Ay € lo (Z) olur. I« (Z) lineer uzay oldugundan toplamaya gore kapahdir. O
halde Az, Ay € I, (Z) olmasmdan Ax + Ay € [, (Z) bulunur. Ayrica

Ar+Ay=A(x+vy) €l (Z)

olur. Boylece x + y € I (A, Z) elde edilir.

ii. € I (A,Z) ve XA € C herhangi bir skaler olsun. & = (21),cy € loo (A, Z) ise Az €
ls (Z) olur. I, (Z) lineer uzay oldugundan skalerle ¢arpma iglemine gore kapalidir. O halde
Ax €l (Z) olmasindan \Az € [, (Z) bulunur. Ayrica

Az = A (\z) € I (Z)

olur. Boylece \x € [ (A,Z) elde edilir. Buradan [, (A,Z), w(Z) lineer uzaymin bir alt
uzay1 ve dolayisiyla bir lineer uzaydir.

(b) ¢(A,Z) C w(Z) dir.

i z,y€c(AZ)olsun. v = (24),c5 € c(A,Z) ise Ax € c(Z) vey = (Yi)pez € ¢ (A, Z)
ise Ay € ¢(Z) olur. ¢ (Z) lineer uzay oldugundan toplamaya gore kapalidir. O halde Az, Ay €
¢(Z) olmasindan Az + Ay € ¢(Z) bulunur. Ayrica

Az + Ay =A(z+y)€c(Z)

olur. Béylece z +y € ¢ (A, Z) elde edilir.
ii. z € ¢(A,Z) ve A € C herhangi bir skaler olsun. v = (7)., € c(A,Z) ise Azx €
¢(Z) olur. ¢(Z) lineer uzay oldugundan skalerle ¢arpma iglemine gore kapalidir. O halde

Az € ¢(Z) olmasindan AAx € ¢(Z) bulunur. Ayrica
Mz = A (\z) € ¢(Z)

olur. Boylece Az € ¢ (A, Z) elde edilir. Buradan ¢ (A,Z), w(Z) lineer uzaymn bir alt uzay:
ve dolayisiyla bir lineer uzaydir.

() ¢o(A,Z) Cw(Z) dir.
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i 2,y € co(A,Z) olsun. = (21),ey € co (A, Z) ise Az € co(Z) ve y = (Yr)per €
co(A,Z) ise Ay € ¢y (Z) olur. ¢ (Z) lineer uzay oldugundan toplamaya gore kapahdir. O
halde Az, Ay € ¢y (Z) olmasimmdan Az + Ay € ¢y (Z) bulunur. Ayrica

Az +Ay=A(x+vy) € ¢ (Z)

olur. Béylece x +y € ¢y (A, Z) elde edilir.
ii. z € ¢o(A,Z) ve A € C herhangi bir skaler olsun. = (z),., € ¢(A,Z) ise Ax €
¢o (Z) olur. ¢y (Z) lineer uzay oldugundan skalerle ¢carpma iglemine gore kapalidir. O halde

Ax € ¢y (Z) olmasindan AAzx € ¢y (Z) bulunur. Ayrica
Az = A(Axy) € ¢ (Z)

olur. Boylece Az € ¢o(A,Z) elde edilir. Buradan c¢o(A,Z), w(Z) lineer uzayimnin bir alt uzay:
ve dolayisiyla bir lineer uzaydir.

4.4.6. Lemma: (a) ¢y (A,Z) C c(A,Z),

(b) ¢(A,Z) C lw (A, Z) kapsama bagmtilar1 mevcuttur.

Ispat: (a) © = (z)kez € o (A, Z) olsun. O halde Az € ¢ (Z) olur. 4.4.3. Lemma (a)
dan ¢y (Z) C c¢(Z) olmasindan Az € c¢(Z) bulunur. Buradan z = (24),., € ¢(A,Z) elde
edilir. Boylece ¢o(A,Z) C ¢(A,Z) olur.

(b) x = (2k)kez € ¢(A,Z) olsun. O halde Az € ¢(Z) olur. 4.4.3. Lemma (b) den
c(Z) C lo (Z) olmasindan Az € Iy (Z) bulunur. Buradan z = (24),c; € I (A, Z) elde
edilir. Boylece ¢ (A,Z) C l (A, Z) olur.

4.4.7. Lemma: (a) I, (Z) C (A, Z),

(b) ¢(Z) C c(AZ),

(c) ¢o(Z) C co(A,Z) kapsama bagitilar1 mevcuttur.

Ispat: (a) z = (k) gz € loo (Z) olsun. O halde supey |7x| < oo olur.
2 — T | < || + |z

oldugundan

sup [rp — 41| < osup (|zk] 4 |2rga])
keZ kEZ
< sup |zx| + sup [zp41]
keZ keZ
< 00
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bulunur. Buradan Az € Iy (Z) elde edilir. Boylece = (21),c5 € loo (A,Z) ve s (Z) C
lo (A, Z) olur.

Bilateral bir dizinin fark dizisi simirli ise o bilateral dizi sinirli olmak zorunda degildir.
T = (Tk) ez = (k) ey bilateral dizisini géz oniine alalim.

sup |zx — 21| =1
keZ

olur. O halde Az € I (Z) ve x € l (A,Z) bulunur. Fakat © = (21),., = (k) bilateral
dizisi simirh degildir.
(b) & = (z),ez € ¢(Z) olsun. O halde limjy_,o 2 = a € C olur. Buradan

lim (zp —zkp1) = lim (zg) — lIm (2g41)

=0

bulunur. Buradan Az € ¢y (Z) C ¢(Z) elde edilir. Boylece & = (1), € ¢ (A, Z) ve c(Z) C
¢(A,Z) olur.

Bilateral bir dizinin fark dizisi yakinsak ise o bilateral dizi yakinsak olmak zorunda de-
gildir. © = (24),c;, = (Kk)gez bilateral dizisini goz Oniine alalim.

lim (z — 2p41) = —1
|k|—o0

olur. O halde Ax € ¢(Z) ve x € ¢(A,Z) bulunur. Fakat v = (v),, = (k). bilateral dizisi
yakinsak degildir.
(¢) © = (xk)kez € co(Z) olsun. O halde limy o 2 = 0 olur. Buradan

lim (zp —2p41) = lim (x) — lim (2p4q)

= 0

bulunur. Buradan Az € ¢ (Z) elde edilir. Béylece © = (21),c, € co(A,Z) ve ¢y (Z) C
co (A, Z) olur.
Bilateral bir dizinin fark dizisi sifira yakinsak ise o bilateral dizi sifira yakinsak olmak

zorunda degildir. x = (x1),., = (1 + %) dizisini gz Oniine alahm.

keZ

fm (o — 5ess) = 1 1
|k|1£>noo Tk T Lt _|k|linook(k3+1)

bulunur. O halde Az € ¢ (Z) ve © € ¢o (A, Z) bulunur. Fakat o = (z4),, = (1 + %)kez

bilateral dizisi sifira yakinsak degildir.
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4.4.8. Teorem: X, I, (A, Z), c(A,Z), co(A,Z) lineer uzaylarindan birini gostersin.
O halde

Fla s X—R
[2lla = feal + Azl

= |z1| 4+ sup|zp — Dpy |
keZ

seklinde tanimlanan fonksiyon icin (X, ||-|| ) normlu uzaydir.
Ispat: X, I (AZ), c(A,Z), co(A,Z) uzaylarindan birini géstersin. © = (24) e, ¥ =
(Ur)pez, € X ve X € C bir skaler olsun.
Il X—=R

0 5 el = lal + 1Al
N1. Vo = (2),c, € X icin ||z||a = [21] + [|AZ]|cc = 0 & |21] = 0 ve [[Az|/ = 0 olur.
|Az||oc = sup |z, — Tppa| = 0
kez

olmasi ancak

z — Tpp1| =0, Vk € Z

olmasi ile miimkiindiir.

’I1|:O:>I1:O

bulunur. Ayrica

Ty —23] = 021 —20=0, 11=0=125,=0
’$Q—ZE3| = 05 29—23=0, 29=0=23=0
17k—1_17k'| = 0521 2.=0, 2,1 =0=2, =0 (VkEZ+)
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elde edilir. Benzer sekilde

’.1]0—‘731‘ = 02rg—21=0, 21=0=20=0
‘1‘,1—.1'0‘ = O<:>.CE,1—(E0:0, To=0=2_1=0
lx o—2z 4] = 02 9—21=0,21=0=25=0
|£L'_k—ZE_k+1| = 0<=>l‘_k—l'_k+1 :0, 17_k+1:():>l’_k:0 (Vk€Z+U{O})

bulunur. O halde z = (24),cq = (--.; T-1, 0, 71, ...) = (...,0,0,0,...) = 0 olur.

N2. Vz = ()., € X ve A herhangi bir skaler olmak iizere

Azlla = [Azi| + [[AAZ]|o

= |A 1| 4 sup [Axg — Azpq|
keZ
Y (rm + sup foe — |)
keZ
— A ]l

elde edilir.
N3. Vo = (Tk)ez5 ¥ = (Uk)pez € X icin

[z +ylla = lzr + 5l + 1A @+ ) [l

|z 4+ y1| + sup |2k + e — (Tht1 + Yr1)|
S

< | + |yl 4 sup [or — T | + 5D [ye — Y
keZ ke

lzlla + [lylla

elde edilir.

4.4.9. Teorem: (I (A,Z),]-||,) Banach uzayidir.

ispat: lo(A, Z) uzaymin normlu bir lineer uzay oldugu 4.4.5. Lemma ve 4.4.8. Teoremde
gosterildi. Bu uzayin verilen norma gore tam oldugu gosterilerek ispat tamamlanir.

(2} kez, bilateral dizisi I, (A, Z) da bir Cauchy dizisi olsun. O halde Ve > 0i¢in YV |n|, |m|

> N (e) (n,m € Z) oldugunda ||z} — z}*||, < € olacak sekilde bir N (¢) dogal sayist vardir.

ok — 2@l = [af — ' + 1A (2 = 2) o = 0

= |af —a}'| +sup |z —af’ — (a0 —2il) | = 0
€
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(Vn,m € Z &yle ki |n|,|m| > N(¢)). Buradan

|2} —21*| = 0, |n|, |m|— o0

ve
sup [« — o' = (e} —af)| = 0, Inl,m| = o0
|2 — af' — (2 —2)| = 0, |n|,|m| = oo (Vk € Z)
bulunur.
i — 2| = |ok — o] < ok - 2f = (2kh — 2l |
oldugundan

lzp — x| — ’xzﬂ —x?+1| — 0, |n|,|m| = oo (Vk € Z)

elde edilir. Buradan |z} — 27'| — 0, (|n|,|m| — o) olmasmdan
|z — 2| — 0, |n|, |m| — oo (Vk € Z)

bulunur. Béylece (27),., bilateral dizisi C de bir Cauchy dizisi olur. C tam oldugundan
3 (21) ey € C yle ki

|zp — x| = 0, |n| = 00 (VEk € Z)

dir. Yani
lim o} =z (Vk € Z)

[n|]—o0

olur. Ve > 0 i¢in AN (¢) e N
o} — 2| e, |ap—ap — (2, — )| <e

(Vn,m € Z éyle ki |n|,|m| > N(e), Vk € Z) oldugunu biliyoruz. Ayrica V |n| > N(¢) icin

Jim o —aft] = fo] - o] <
lim |2} — 2 = (270 = 2f) | = [ — 2 = (2h — )| <€

|m|—o0

(Vk € Z) elde edilir. Burada ¢, k ya bagh olmadigindan

sup |2} — xp — (2 — 2pi1)| <€ (Vn € Z dyleki |n| > N (¢), Vk € Z)
keZ

bulunur. Boylece

|2} — @1| + sup |2} — 2 — (2} — Tps1)| < 26 (VR € Z byle ki |n| > N (), Vk € Z)
keZ
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olur. Sonug olarak
lzp — xplln <2 (VneZoyleki |n| > N(e), Vk € Z)
elde edilir. Buradan da
|z — x|, = 0, |n| = o0, (Vk € Z)

bulunur.

Simdi (2x) ey € loo(A, Z) oldugunu gosterelim.

sup |ry, — rpy1| = sup |z — xg(‘s) + kaV(a) mkil) + xkil) — a:k+1‘
keZ keZ
< sup |rp — xg(‘s) — Tg41 + xjkvﬁ)‘ + sup ‘xjkv( - kaS)
kEZ keZ
— sup o = a0 = (@9 — augn)| +sup e - a0
keZ kez
< ol = |+ sup ol @ - 2
A kez
= 0(1)

elde edilir. Boylece (24),cy € loo(A, Z) bulunur.

4.4.10. Teorem: c¢(A,Z), 1 , Z) uzaymin kapali bir alt uzayidir.

oo (A
Tspat: 4.4.6. Lemma (b) den ¢(A,Z) C Iy (A, Z) oldugu biliniyor. Tanim geregi ¢ (A, Z)
C c(A,Z) olur. x = (4),ey € ¢(A,Z) alahm. Bu halde 1.1.31. Teorem geregince (z}) —

(71) olacak gekilde (7)o, € ¢ (A, Z) mevcuttur. Buradan
lop — a2kl < e, (YneZoyleki |n| > N(e), Vk € Z)
ok —aella = o7 =2 +[|A (2 = 20) ]l = 0, [n] = o0, (VK € Z)
olacak gekilde bir N(¢) € N vardir. Ayrica
I8GE =20l = suplAlf = )] =0, Jnl = o0 (6)

= |A(z} — )| — 0, |n| = o0, (Vk € Z)

olur.

Ustelik (27) € ¢(A,Z) olmasindan Az} € ¢(Z) bulunur.
|A(x} — zp)| = |Axp — Axy| = 0, |n] — o0, (Vk € Z)

olmasindan Az} — Axy , (|n| — 0o, Vk € Z) bulunur. A¢ikca her yakimsak bilateral dizinin

Cauchy dizisi olmasindan (Ax}) € ¢(Z) bir Cauchy dizisidir.
Az} = (..., Az, Azg, Axt,...) € c(Z).
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Cauchy dizisi tanimi geregince Ve > 0, Vn € Z, Y|i|,|j| > M (¢) i¢in
Az} — Az?| <e (7)
olacak gekilde bir M (e) dogal sayis1 vardir. Yani
| Az} — Azl — 0 ([i],|j| = oo, Vn € Z)
olur. Boylece V|i|, |j| > M (g) i¢in (5) ve (6) geregince

Az, — Az;| = |Az; — Amfv(s) + Aa:f-v(s) — ij.v(g) + Awé\](e) — Az,

+ ‘—ij + Azjy(a)

+|aa - Aa)@

= Aa:f-v(s) — Ax;

+ ‘AJZZJ-WE) — ij-v(a)

(2

NIV EEIeS

< e4+e4+e=3¢

elde edilir. Boylece (Ax;);ez bilateral dizisi C de bir Cauchy dizisidir. C nin tam olmasindan
(Az;)icz yakmsaktir. O halde (Az;)icz € ¢(Z) ve & € ¢(A,Z) bulunur. Buradan ¢ (A,Z) C
¢(A,Z) olur. Sonug olarak ¢ (A, Z) kapahdir.

4.4.11. Teorem: (c(A,Z), ||-||,) Banach uzayidir.

Ispat: ¢ (A,Z), loo(A,Z) uzaymin kapali bir alt uzayi oldugundan 1.1.30. Teorem gere-
gince ¢ (A,Z) Banach uzayidir.

4.4.12. Teorem: cy(A,Z), l(A,Z) uzayinin kapah bir alt uzayidir.

Ispat: 4.4.6. Lemma (a) ve (b) den ¢ (A, Z) C Iy (A, Z) oldugu biliniyor. Tanim geregi

co (A, Z) C co(A,Z) olur. & = (2) ey € o (A, Z) alahim. Bu halde 1.1.31. Teorem geregince

(27) — (x1) olacak sekilde (27),., € co (A, Z) bilateral dizisi vardir. Buradan
oy —zilla < &, (Yn€Zoyleki |n| > N(e), Vk € Z)
ek —alla = 127 =z + [[A(@f — zi)ll = 0, [n| = o0, (VK € Z)
olacak gekilde bir N (¢) € N vardir. Ayrica
Ay — 2i)llo = 1A (@ — @) = 0, |n| = o0 (VEk €Z)

olur.
Ustelik (27) € co (A, Z) olmasindan Az} € ¢y (Z) bulunur. Béylece Ve > 0 icin |i| >
M (g) oldukga Vn € Z igin
Az} — 0] = |Az}| < e (8)
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olacak gekilde bir M (¢) dogal sayis1 vardir. Boylece V |i| > M(e) i¢in (7) ve (8) geregince

Az = ‘Awi — Ava(s) + Axf-v(g)
< ‘Ami AN ‘ij-v(a)
— ‘A(%N(E) — ;)| + ’Amﬁv(g)

< e4+e=2

elde edilir. Boylece Ax; € ¢o(Z) ve z € ¢o(A, Z) bulunur. Buradan ¢, (A, Z) C ¢y (A, Z) olur.
Sonug olarak ¢y (A, Z) kapaldir.

4.4.13. Teorem: (cy (A,Z), |-||,) Banach uzayidir.

Ispat: ¢ (A7), lw(A,Z) uzaymin kapal bir alt uzay1 oldugundan 1.1.30. Teorem ge-
regince ¢g (A, Z) Banach uzayidir.

Simdi s operatoriini

s 1l (AZ) =l (A Z)

r = s(z)=t=(.,2_9,2-1,0,0,29,23...)

seklinde tamimlayalim. s lineer operatordiir. Gergekten Vr,y € I, (A,Z) ve herhangi bir A

skaleri i¢in

S(ZB + y) = (...,ZL’_Q +y_o,x_1+y-_1,0,0, 29 + yo, )
= (“'7x—27x—17 Oa Oax% I3, ) + (a Y-2,Y-1, Oa 0»927937 )

= s(x) +5(y)

s(Ax) = (., Az 9, Ax_1,0,0, Azo, Az, ...)
= )\(...,x,Q,m,l,O,O,xQ,xg,...)

= As(z)
bulunur. Ayrica = (2g)kez € leo (A, Z) igin
[s(@u)lla = lltella = [t + 1A ()l

= 0+ iUIZ){, |At,2‘ s ‘At,ll s |At0‘ s ‘Atl‘ s ‘Atz’ s }
S
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ve

[zlla =zl +[[A (21)l

= |(L’1| + Sup{"'7 |AJ}_2| ) |ALE_1| ) |Al’0‘ ) ‘AZL’1| ) |AZE2| ) }
keZ

olur. O halde

s (zi)ll o < K (k]| o

olacak gekilde bir K > 0 vardir. Boylece s bir sinirli lineer operatordiir.

Simdi de s ({o(A,Z)) kiimesini tanimlayalim.

S(ZOO(A7Z>) = {ZE = (xk)kEZ NS ZOO(Auz)v To =T = 0}
= {x = (vp)rez : Az € l(Z), 9 =21 =0}

4.4.14. Lemma: s (I(A,Z)) lineer uzaydir.

Ispat: Tanmm geregi s (Ioo(A, Z)) C lso(A, Z) olur. Yz, y € s (Iso(A, Z)) ve A herhangi bir
skaler olsun.

{z = (zr)rez  © € ln(A,Z), xo =21 =0}

W= Wrkez 1 ¥ E€I(AZ), yo =1y =0}
olur. lo(A,Z) lineer uzay oldugundan toplamaya gore kapalidir. O halde

ro+yo =0
T , T4y € (A Z)

r1+y1 =0

olur. Boylece z 4+ y € s(l(A,Z)) bulunur. (A, Z) lineer uzay oldugundan skalerle carp-
maya gore kapalidir. O halde

)\[EO =0
Az € Io(A,Z)
)\[El =0

olur. Boylece Az € s (loo(A,Z)) bulunur. Bu halde s (I(A,Z)), lw(A,Z) uzayimin bir alt
uzay1 ve dolayisyla lineer uzaydir.
S(loo(A,Z)), loo(A,Z) uzaymin bir alt uzayr oldugundan I, (A, Z) igin tammladigimiz

norm ile s (I (A, Z)) uzayida normlu bir uzaydir. Yani
Flla + s(x(AZ) = R
o= ey =l + Az
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ve 1 = 0 olmasindan

z = |zlla = [1Az]

olur.

4.4.15. Teorem: Asagidaki sekilde tanimlanan A operatori bir lineer homeomorfizmdir.

A s(lo(AZ) = 1(Z)

T = (Th)pey = AT =2 — Tpy1 =Y
Ispat: i. A lineerdir. Vz, z € s (I (A, Z)) ve A herhangi bir skaler olmak iizere
A(x+2)=Ax+ Az

ve

A (Az) = Nz

oldugundan A lineerdir.

ii. A birebirdir. z, z € s (o (A, Z)) alalim. Az = Az ise A(z — z) = 0 bulunur. Bu halde
Az — z) = (zk — 2k) — (Tps1 — 2641) =0

olur. Buradan

ry = 21:0
T1—21 = X9—29=0= 29 =29
To— 29 = T3—23=0= 23 =123
Tl — Zp—1 = ZL’k—Zk=0:>JIk:ZkaZ€Z+
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ve

o = <o —= 0
T1—21 = x9—20=0=>2_1=12_4
T 9—2.9 = T 1—21=0=>0_9=2_9
— = — =0 = Vk e ZT U {0
Tk — 2k Tkl — Z—k+1 = T = 2k €

bulunur. O halde (21),c; = (2k)4ez (VK € Z) elde edilir. Boylece A birebirdir.
iii. A ortendir. Vy € I (Z) i¢in yp = Az, olacak sekilde en az bir (z1),., € 5 (I (A, Z))

vardir. Gergekten
0, k=1,0

xr = (wk)kez = - 2521 Yo1, k >1

Eg:k y?n k S 0
olarak secilirse y,, = A (zj) elde edilir. Boylece A 6rtendir.

iv. A sirhdir. Vo € s (I (A, Z)) icin

N sup{”m”oo 26, 2 € s (lu(AZ)) }

[E20N

Azl _
sup { e r#0, ve€s(lo(AZ) ¢ =1

olur. Boylece ||Az| < [|A]l [|z|lo, [|A]l =1 oldugundan saglanir ve A sinirhdir.

v. A~ sinirhidir.
AL (Z) = s(lo (A, Z))
T = (Th)peg — Az =y

seklinde tamimlansin. O halde Vz € [ (Z) i¢in

1 A7 (@)l
A7 = sup{%:x#&, xelw(Z)}
sup { 12 (ﬁ;h(x))"oo cx#£0, x € lOO(Z)} =1

olur. Boylece |A™! (2)]|, < |A7H| ||zl , [IA7Y] =1 oldugundan saglanir ve A™! simirhdur.
Béylece A bir lineer homeomorfizmdir. Buradan s (I.(A,Z)) ve l(Z) uzaylar denk topo-
lojik uzaylardir.

$(lo(A,Z)) ~ o (Z)
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olarak gosterilir.

4.4.16. Lemma: A ve A~! doniisiimleri normu koruyan déniisiimlerdir.

ispat:
A sl (AZ) = I (Z)
T = (T)per = Az = (Azp) g
lella = lAz]
ve

A7 1 (Z) = s (1 (A, Z))
v = (zr)rez = A7 (Th) ey

lelle = [[A7]

oldugundan A ve A~! déniisiimleri normu korurlar.
4.4.17. Teorem: [l (Z)]" ve [s (I (A, Z))]" sirasiyla o, (Z) ve s (I (A, Z)) uzaylarinin
siirekli duallerini gostersin. Bu takdirde
T ¢ [l (A2)] = [l (Z))

fa = T(fa)=facAl=Ff

seklinde tanimlanan 7" doniigiimii bir lineer izometridir.

Ispat: i. T lineerdir. ¥fa, ga € [s (Ioo (A, Z))]* ve X skaleri icin

T(fa+ga) = (fa+ga)oA™
= faoA ' +gaoA”!

= T (fa)+T(9a)

ve

T (Afa) = AfaoA™
= )\(fAOAil)
= AT (fa)

oldugundan T’ lineerdir.
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ii. 7" normu korur. F' = R veya F' = C olsun.

(s (lo (A Z)]" = {fa| fa:5(x(A,Z)) = F, fa lineer ve sinirh }
Ifall = sup {llfa (@) - [lzflx = 1}

= sup{[fa (@)] : [lx]ly = 1}

ve

oo ()" = {T(fa) | T(fa):lso(Z) — F, T(fa) lineer ve sinirh}
1T (fa)ll = sup{[IT (fa @) - [zl = 1}
= sup {[T (fa (@) : |[zll o = 1}
= sup{|faod (@) : ol = 1}
= sup {[fa (A7 (2))| : |2l = 1}
elde edilir. A~ : I (Z) = s (I (A, Z)) oldugundan z € I (Z) igin A 'z =y € s (I (A, Z))
olacaktir.
lylls = [[A7 @]
= a7 @)
= |zl =1
olur. Boylece
1T (fa)ll = sup {[fa ()] = [lylla =1}

elde edilir. O halde T normu korur.

iii. T birebirdir. Vfa, ga € [s (I (A, Z))]" olmak iizere

T(fa) = T(ga)
fao ATl = gaoAT!

fa = ga

olur. Boylece T' birebirdir.
iv. T ortendir. Vf € [l (Z)]" i¢in T (fa) = f olacak gekilde en az bir fa € [s (I (A, Z))]
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vardir. Gergekten

f = fo(AoA™)
= (fol)o(A™)
= T(foA)
= T(fa)

olur. Boylece T ortendir. O halde T bir lineer izomorfizmdir. Buradan [s (I (A, Z))]" ile

llso (Z)]" denk topolojik uzaylardir denir.
[s (loo (A, Z2)]" ~ [l (Z))"
olarak gosterilir.
Simdi s operatdriinii
s c(AZ)—c(AZ)
r — s(z)=t=(.,2_9,2_1,0,0,29,23...)

seklinde tamimlayalim. s lineer operatordiir. Gergekten Va,y € ¢ (A, Z) ve A skaleri i¢in

s(x +y) = s(z) + s(y)

ve

s(Ax) = As (x)

bulunur. Ayrica x = (zg)kez € ¢ (A, Z) i¢in

Is (@)lla = ltella = [0l + 1A @)l

= 0+ iup{, |At,2‘ s ‘At,ll s |At0‘ s ‘Atl‘ s ‘Atg’ s }
€L

ve
[ella =l + A (2)]]

= |x1| + iug{..., |Ax o], |Ax_1], |Axo|, |Axy|, |Axs|, ...}
€

olur. O halde

Is (@)l a < K llza]l o

olacak gekilde bir K > 0 vardir. Boylece s sinirh lineer bir operatordiir.
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Simdi de s (¢(A,Z)) kiimesini tanimlayalim.

s(c(AZ) = {x=(vg)kez:x € c(A,Z), xg =121 =0}

= {x = (vg)rez : Az € ¢(Z), 9o = 1 =0}

4.4.18. Lemma: s(c(A,Z)) lineer uzaydair.
Ispat: Tamm geregi s (c¢(A,Z)) C ¢(A,Z) olur. Yz,y € s(c(A,Z)) ve A herhangi bir

skaler olsun.

{z = (xp)kez : = € c(A,Z), x9 =21 =0}

{y = (yr)rez : y € (A, Z), yo =y = 0}
¢ (A,Z) lineer uzay oldugundan toplamaya gore kapahdir. O halde

To+ Yo =0
s’ , x+y€c(AZ)

r1+y1 =0

olur. Boylece 4y € s (c(A,Z)) bulunur. ¢(A,Z) lineer uzay oldugundan skalerle carpmaya

gore kapalidir. O halde
)\l’o =0
, Ar € (A, Z)
)\xl =0
olur. Boylece \x € s(c(A,Z)) bulunur. Bu halde s (c(A,Z)), ¢(A,Z) uzaymin bir alt uzay1
ve dolayisiyla lineer uzaydir.

s(c¢(A,Z)), c(A,Z) uzaymin bir alt uzayi oldugundan ¢(A,Z) i¢in tamimladigimiz norm
ile s(c(A,Z)) uzayida normlu bir uzaydir. Yani

[la: s(c(A,Z) >R
v = zfly = ]+ [|Az],
ve 11 = 0 olmasindan
z = [Jz]| 5 = [[Az]

olur.

4.4.19. Teorem: Asagidaki sekilde tanimlanan A operatori bir lineer homeomorfizmdir.

A s(c(AZ) = c(2)

T = (Th)pey = AT =2 — Tpy1 =Y
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Ispat: i. A lineerdir. Vz, z € 5 (c(A,Z)) ve X herhangi bir skaler olmak iizere
Alx+z)=Ax)+A(2)
ve
A (Az) = AA ()

oldugundan A lineerdir.
ii. A birebirdir. z,z € s(c(A,Z)) alahm. A (x) = A(z) ise A(x — z) = 0 bulunur. Bu
halde

Az = z) = (zr — 25) = (Tpr1 — 2p41) =0

olur. Buradan

gy = 21 =0
T1—21 = X9—29=0= 29 =29
To—29 = x3—23=0=23=23
Tl — Rk—1 = fL’k—Zk:O:>SL‘k:Zk\V/]€€Z+
ve
o = ZOZO
T1—21 = x9—2=0=>2_1=12_4
T .9—2.9 = T 1—21=0=>0_9=12_9
T_p— 2 = x_k+1—z_k+1:():>x_k:z_k Vk€Z+U{O}

bulunur. O halde (24),c; = (2k)4ez (VK € Z) elde edilir. Boylece A birebirdir.
iii. A ortendir. Yy € ¢(Z) icin y, = Az, olacak gekilde en az bir (z4),., € s(c(A,Z))
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vardir. Gergekten
0, k=1,0
T = (wk)kez = - 2521 Yp—1, k>1

Eg:k ylﬂ k S 0
olarak secilirse y, = A, elde edilir. Boylece A ortendir.

iv. A sinirhdir. Vo € s(c(A,Z)) igin

|A]] = sup { [Az]lo, cx#0, ves(c(AZ)) }

(EIIN

sup{%:x%@, xGS(C(A,Z))}:l

olur. Boylece ||Az|| < ||A]l |z]|5 . |A]l = 1 oldugundan saglanir ve A siirhdir.

v. A~ siirhidir.
AP ¢ (Z) — s(c(A,7Z))
T = (Th)pey — Ay =y

seklinde tamimlansin. O halde Vz € ¢(Z) i¢in

. A~ (z
AT = sup{%:x#@, xEc(Z)}
sup { 12 (?;H(z))no‘” cx#0, x € C(Z)} )

olur. Boylece |[A™! (z)]|, < |A7Y]||z]l,, [IATY] =1 oldugundan saglanir ve A™! simirhdar.
Béylece A bir lineer homeomorfizmdir. Buradan s (¢(A,Z)) ve ¢(Z) uzaylar: denk topolojik
uzaylardir.

s(c(AZ)) = c(Z)
olarak gosterilir.

4.4.20. Lemma: A ve A~! déniisiimleri normu koruyan déniigiimlerdir.

ispat:
A s(e(AZ)— ¢(Z)
= (Tr)pep = Ar = (Azi)yey
lzlla = lAzfl
ve

AT e(Z) = s(c(A,Z)
t = (ze)rez = A7 (Th)4eg

el = [l 5
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oldugundan A ve A~! déniisiimleri normu korurlar.
4.4.21. Teorem: [c (Z)]" ve [s (¢ (A, Z))]" swwasiyla ¢ (Z) ve s (¢ (A, Z)) uzaylarinn siirekli

duallerini gostersin. Bu takdirde

T : [s(c(AZ)] — [c(Z)]
fa = T(fa)=faocA™ =Ff

seklinde tanimlanan 7" doniigiimii bir lineer izometridir.

Ispat: i. T lineerdir. Vfa, ga € [s (c(A,Z))]* ve X skaleri icin

T(fa+9a) = fa+gaoA™
= faoA 4 gaoAT?

= T(fa)+T(9a)

ve

T (Afa) = AfaoA™!
= A (fA o Ail)
= AT'(fa)
oldugundan T’ lineerdir.
ii. 7' normu korur. F' = R veya F' = C olsun.
[s(c(AZ)] = {fa] fa:s(c(AZ)) — F, fa lineer ve simirh }

Ifall = sup{[[fa (@)I : lz[lx = 1}

= sup{|fa (2)] : [lz]l, =1}

ve

loo (Z)]" = AT (fa) | T(fa): ¢(Z) = F, T (fa) lineer ve smrh}
1T (fll = sup{[[T (fa (@) - [zl = 1}

= sup{[T (fa (#))] : [zl = 1}

= sup {|fao A7 (2)] ¢ [|lzll. = 1}

= sup{|fa (A7 (2))] : |zl = 1}
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elde edilir. A™! : ¢(Z) — s(c(A,Z)) oldugundan = € ¢(Z) igin A~z = y € s(c(A,Z))

olacaktir.
lylla = [|A7"(2)]|,
= [[a(aT @),
= el =1

olur. Boylece

1T (fa)ll = sup{[fa ()] : [lylla = 1}

elde edilir. O halde T normu korur.
iii. 7 birebirdir. Vfa,ga € [s(c(A,Z))]" olmak iizere

T(fa) = T(ga)
faoA™h = gaoAT?
fa = ga
olur. Boylece T' birebirdir.
iv. T ortendir. Vf € [¢(Z)]" i¢in T (fa) = f olacak gekilde en az bir fa € [s(c(A,Z))]
vardir. Gercekten
f = fo(as(a™)
= (fon)o(a™)
= T(foA)
= T(fa)

olur. Boylece T' ortendir. O halde T bir lineer izomorfizmdir. Buradan [s(c(A,Z))]" ile

[e(Z)]

denk topolojik uzaylardir denir.

olarak gosterilir.

Simdi s operatdriinii
s 1 c(AZ) = (A Z)
r — s(z)=t=(.,2_9,2-1,0,0,29,23...)
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seklinde tamimlayalim. s lineer operatordiir. Gergekten Va,y € ¢o (A, Z) ve A skaleri i¢in

s(x+y) = s(x) + s(y)
s(Az) = As ()

bulunur. Ayrica x = (zx)rez € o (A, Z) icin

Is @illla = Ntella = [l + 1A @)l
= O+Sup{"'7|At—2|7|At—1|a|At0|7|At1|7|At2|7"'}
keZ

ve

lella = lea] + A (24)]] o

= |z1| + iu[Z){..., |Ax_o|, |Ax_1], |Azo|, |Azy]|, |Azs], ...}
€

olur. O halde
Is (z)lla < K [lzell o
olacak gekilde bir K > 0 vardir. Bdylece s sinirh lineer bir operatordiir.

Simdi de s (¢o (A, Z)) kiimesini tanimlayalim.

s(c(A,Z) = {x=(xp)ez T € (A Z), xg =11 =0}
= {z = (vx)rez : Ax € co(Z), xo =z =0}
4.4.22. Lemma: s(cy (A,Z)) lineer uzaydir.

Ispat: Tanim geregi s (o (A, Z)) C ¢y (A, Z) olur. Y,y € s (co (A, Z)) ve X herhangi bir

skaler olsun.
{x = (Tp)rez : ®Eco(AZ), xg =121 =0}
= rlkez: yE€co(AZ), yo =1y =0}
¢o (A, Z) lineer uzay oldugundan toplamaya gore kapalidir. O halde

To+ Yy =0
0 Yo ,:U—i-chO(A,Z)

1 +y1 =0
olur. Boylece x+y € s (co (A, Z)) bulunur. ¢y (A, Z) lineer uzay oldugundan skalerle carpmaya

gore kapalidir. O halde

)\I’Q:O
, AT € ¢y (A, Z)
)\371 =0
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olur. Boylece Az € s(co (A, Z)) bulunur. Bu halde s(cy (A, Z)), ¢ (A,7Z) uzaymin bir alt
uzay1 oldugundan lineer uzaydir.

s(co(A,Z)), ¢o(A,7Z) uzaymn bir alt uzay1 oldugundan ¢y (A, Z) i¢in tammladigimiz
norm ile s (¢o (A, Z)) uzayida normlu bir uzaydir. Yani

s+ s(e(A,Z) =R
v = zlla = o] + 1Az,
ve 1 = 0 olmasindan
z = ||zl = Azl

olur.

4.4.23. Teorem: Agagidaki sekilde tanimlanan A operatori bir lineer homeomorfizmdir.

A s(e(AZ) = c(Z)

T = (Th)peg = AT =2 —Tpy1 =Y
Ispat: i. A lineerdir. Vz, z € s (o (A, Z)) ve A herhangi bir skaler olmak fizere
Alz+z)=A)+A(2)
ve
A (Az) = AA ()

oldugundan A lineerdir.
ii. A birebirdir. z,z € s(co (A, Z)) alahm. A () = A(z) ise A(z — z) = 0 bulunur. Bu
halde
Az = 2z) = (zk — 21) — (T2 — 2641) =0

olur. Buradan

ry = 21:0
T1—21 = X9—29=0= 29 =29
To—29 = x3—23=0= 23 =23
Tl — Zp—1 = [L’k—Zk:0:>CL‘k:Zk\V/kZ€Z+
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ve

To = 29— 0
T 1—2.1 = Tgp—2=0=>2_1=12_4
T 9o—2.9 = T 1—21=0=>2_9=12_,
— = — =0 = Yk e ZT U{0
T — 2k Tkl — Z—k+1 = T = 2k €

bulunur. O halde (24),c; = (2k)4ez (VE € Z) elde edilir. Boylece A birebirdir.
iii. A ortendir. Yy € co (Z) icin y, = Awy, olacak sekilde en az bir (x),., € s (co (A, Z))

vardir. Gergekten
0, k=10

= (Th)pez =\ — Zle Y1, K >1
Z?;:k; yU7 k S O
olarak secilirse y, = Axy, elde edilir. Boylece A ortendir.

iv. A siirhdir. = € s (¢ (A, Z)) olsun.

Az
ol = sw{lpgls o0 s s |
PUlBal, C7 O reslla )

olur. Boylece ||Ax| . < [A]l [|z]l5, [|A] =1 oldugundan saglanir ve A sinirhdur.

v. A7 sinirhdir. A birebir ve érten oldugundan bu déniisiimiin tersi mevcuttur. O halde

AN o (Z) = s(c(AZ))

t = (Th)pey — Az =y

seklinde tamimlansin. O halde Vx € ¢(Z) i¢in

. A~ (z
A7 = sup{%:x#@, xEcO(Z)}
sup { 1A (?;H(x))nw cx#0, x € C()(Z)} =1

olur. O halde ||[A™ (z)||, < |A7Y]]|z]l, I|A]l = 1 oldugundan saglanir ve A~* sinirhidur.

Boylece A bir lineer homeomorfizmdir. Buradan s (cq (A,Z)) ile ¢o(Z) uzaylar topolojik
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olarak denk uzaylardir.

s (co(A,Z)) ~ co (Z)
olarak gosterilir.
4.4.24. Lemma: A ve A~! déniisiimleri normu koruyan déniisiimlerdir.
ispat:
A s(e(AZ) — e (Z)
T o= (Th)pey — AT = (A2 ey

lella = 1Azl
ve

AL e (Z) = s (co (A, Z))
v = (Tp)kez = A7 (@) ez

el = (1Al

oldugundan A ve A~! déniisiimleri normu korurlar.
4.4.25. Teorem: [cq (Z)]" ve [s(co (A, Z))]" swrasiyla ¢y (Z) ve s(co (A, Z)) uzaylarinin

siirekli duallerini gostersin. Bu takdirde

T & [s(co(AZ)] = [co(Z)

fa = T(fa)=faoA™

seklinde tanimlanan 7" doniigiimii bir lineer izometridir.

Ispat: i. T lineerdir. Vfa, ga € [s(co (A, Z))]" ve X skaleri icin

T(fa+9a) = fa+gaoA™
= faoAT fgaoAT

= T(fa) +T(9a)

ve

T(Ma) = AaoA™
= A (fA o A_1>
= AT (fa)
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oldugundan T’ lineerdir.

ii. 7' normu korur. F' = R veya F' = C olsun. T normu korur. F' = R veya F' = C olsun.

[s(c(AZ)]" = {fal fa:s(co(AZ)) — F, fa lineer ve smirh }
Ifall = sup {[lfa (@)[| : lz[[5 = 1}

= sup{[fa (2)]: [lzflo =1}

ve

loo ()" = {T(fa) | T (fa):co(Z)— F, T(fa) lineer ve smirli}
1T (fa)ll = sup{lIT (fa (@) - flzllo =1}
= sup {[T (fa (#))] : [zl o = 1}
= sup {‘fA o A1 (a:)! ezl = 1}
= sup {’fA (A_l (3:))| el = 1}
elde edilir. A : ¢y (Z) — s(co (A, Z)) oldugundan x € cq (Z) igin A~z =y € s(cy (A, Z))
olacaktir.
lylla = A7 (@)
= [[a(a7 @)l
= |zl =1
olur. Boylece
17 (fa)ll = sup{[fa ()]« [lyllx = 1}

elde edilir. O halde T normu korur.
iii. T birebirdir. Vfa, ga € [s (co (A, Z))]" olmak iizere

T(fa) = T(ga)
fao ATl = gaoA™!

fa = ga

olur. Boylece T birebirdir.
iv. T ortendir. Vf € [co (Z)]" icin T (fa) = f olacak sekilde en az bir fa € [s(co (A, Z))]
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vardir. Gergekten

f = fo(Ao(A™))
= (foA)o(A_l)
= T(foA)

= T(fa)

olur. Béylece T ortendir. O halde T bir lineer izomorfizmdir. Béylece [s(co (A, Z))]" ile
[co (Z)]
denk uzaylardir denir.
[s (co (A, Z))]" = [eo (Z)]
olarak gosterilir.

4.4.26. Lemma: (a) s(co(A,Z)) C s(c(A,Z))

(b) s(c(A,Z)) C s(lw (A,Z)) kapsama bagmtilart mevcuttur.

Ispat: (a) z = (k) ez € 5(co(A,Z)) olsun. O halde z € c¢y(A,Z) ve zg = 21 = 0
olur. ¢y(A,Z) C ¢(A,Z) olmasimdan x € ¢(A,Z) ve zg = z; = 0 elde edilir. Boylece
& = (k) pey € S (c(A,Z)) bulunur. Buradan s (cy (A, Z)) C s (c(A,Z)) olur.

(b) * = (24)yey € s(c(A,Z)) olsun. O halde = € c¢(A,Z) ve 9 = x; = 0 olur.
¢(A,Z) C lo(A,Z) olmasindan = € [(A,Z) ve zp = x1 = 0 elde edilir. Boylece x =
(#k) ez, € S (oo (A, Z)) bulunur. Buradan s (¢ (A, Z)) C s (I (A, Z)) olur.

4.5. Bilateral Dizilerin Fark Dizi Uzaylarinin a—, f—, y— Dualleri

4.5.1. Lemma: B (X) bilateral dizilerin herhangi bir uzay1 olsun. B*(X) C B? (X) C
B7 (X) kapsama bagintisi mevcuttur.

Ispat: a = (ar)pey € B (X) olsun. O halde Vo = (x1),., € B (X) igin

o0
Z lagxy| < oo

k=—oc0

olur. Mutlak yakinsak serilerin yakinsak olmasindan



bulunur. Béylece a = (ay),, € B” (X) ve B*(X) C B” (X) olur. Ayrica yakinsak serilerin

sinirh olmasindan
n

E ATy

k=—n
bulunur. Béylece a = (ay),, € B (X) ve B (X) C B (X) elde edilir.

4.5.2. Lemma: B(X) ve B (Y) bilateral dizi uzay: olsunlar. B(X) C B (Y) ise
(a) B*(Y) C B*(X)
(b) BZ(Y) C BP(X),

sup < 00

(c) BY(Y) C B"(X) olur.

Ispat: (a) a = (ax),ey € B (Y) olsun. O halde Yy = (y4),op, € B (Y) igin
Z |aryr| < oo
k=—o00

olur. B(X) C B (Y) olmasmdan Vo = (24),., € B(X) C B(Y) yani

(e 9]

Z |ak:r;k| < 0

k=—o00
bulunur. Béylece a = (ay),c, € B (X) elde edilir.
(b) a = (ar)yez € B? (V) olsun. O halde Yy = (yx),c5 € B(Y)

o0

Z aglYr < 00

k=—00

olur. B(X) C B (Y) olmasindan Vz = (7)., € B(X) C B(Y) yani

[e.9]

Z T < 00

k=—0oc0
bulunur. Béylece a = (ay),, € B® (X) elde edilir.
(c) a= (ar)yey € BY (Y) olsun. O halde Yy = (yi),cq € B(Y)

n
E ATy

k=—n

sup < 00

olur. B(X) C B (Y) olmasmdan V& = (x4),., € B(X) C B(Y) yani

n
E ATy

k=—n

sup < 00

bulunur. Béylece a = (ay),c; € BY (X) elde edilir.

4.5.3. Lemma: sup,cy |v, — 41| < 00 ise
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: -1
i.supgegr b1 x| < 00
o 1
1. SUDkez-u{0} “fr1 ’%k’ < 00
olur.
Ispat: supycy |2k — 2g+1] < 0o olsun. O halde
sup |z — xpy1]| < 00
keZ+
ve

sup  |xp — xTpy1] < 00
kezZ—u{0}

olur. 4.2.1. Lemma ile

sup |zg — xpe1| < 00
kezZ+

iken

sup k7! o] < o0
kez+

oldugu gosterildi [12]. Boylece (i) elde edilir.

sup  |@p —appa| = sup [T — 2 pa| <00
kez—uU{0} keZ+u{0}

iken

sup |z | < 00

kez-ufoy —k +1

oldugunu gosterelim. supycz- 0y =g 2k < 00 ile supyez+ g0y 75 17-k| < 00 denk ifadeler-
dir.
k| = |z —z1+m
< ook — |+ |
olur.
Tp—x| = |[wo—m+r 0 —To+T2—T 1+ .. FT -k —T_pp

IN

|rg — 21|+ |x_1 — 2o + oo + |2 — i1

< (k+1) sup |z_p—x_g1| =0(k+1)
keZ U0}

bulunur. Boylece t bir sabit olmak {izere

x4 <O(k+1)+t
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bulunur. Buradan

sup \x,k] < 00
kez+ufoy k +
veya denk olarak
sup |zx| < 00
kez-u{oy —k +1

elde edilir.
4.5.4. Lemma: ) ;- kla_y| < ooise Y oo (k+1)|a_s| < oo olur.

Ispat: Limit karsilagtirma testi geregince > ay ve Y by pozitif terimil seriler ve

olsun. 0 < L < oo ise Y ax ve Y by serilerinin karakterleri aynidir [36]. O halde

iy M
k—oo (k+ 1) |a_g]

oldugundan iki serinin karakteri ayni ve > .- k|a_j| < co oldugundan

Z (k+1)]ag| < o0
k=0

bulunur.
4.5.5. Teorem:
(s (I (A Z))]" = {a = (ak)iooo : Z |kay| < oo} =D
k=—00
olur.

Ispat: a € D, olsun. Herhangi bir = € s (I (A, Z)) alahm.

o0
Z lagxy| = Z |ak$k|+2|akmk|

k=—0oc0 k=—o00
B —k+1 i
- Z k1) Mk
|| S |2
- — 1 k|l —
> a1l (L + S lal (1

k=—o00

_ Zya k]|k+1\(|]’€;k1|‘> i‘a”k(%)

T € $(leo (A, Z)) oldugundan xzy = x1 = 0 ve Az € I, (Z) olur. Yani

sup |z, — Tpi1]| < 00
keZ

o4



bulunur. O halde 4.5.3. Lemma, 4.5.4. Lemma ve a € D; kabuliinden

Z\a k (k+1) ((’ |)) < 00 ve g]ak\k(%> <

elde edilir. O halde

olur. Boylece a € [s (I (A, Z))]" bulunur.
Tersine a € [s (I (A, Z))]" olsun. Bu takdirde Vz € s (I (A, Z)) icin

olur. Ozel olarak = = (-Tk:)kez

0, k=1
T = (Tk)yez =
k, k#1
olarak secilirse
> Jkag| = (- +[—2a_s| + |-la_s| + |Oao| + |Lay| + [2as] + - - -)
k=—00
= Z |ayzk| + ||
k=—oc0

elde edilir. a € [s (I (A,Z))]" kabuliinden dolay1 Vz € s (I (A, Z)) igin

[e.9] [e.9]

Z |kay| = Z lagzk| + |a1| < oo

k=—o00 k=—o00

elde edilir. Bu halde a € D; olur. Béylece Dy = [s (I (A, Z))]" elde edilir.

4.5.6. Lemma: [s (I (A,Z))]" = [s(c(A,Z))]” esitligi mevcuttur.

Ispat: s(c(A,Z)) C s(ls (A, Z)) oldugundan dolayr 4.5.2. Lemma (a) kullanilarak
[s (Io (A, Z))]" C [s(c(A,Z))]" bulunur. a € [s (¢ (A, Z))]” olsun. Herhangi bir z € s (¢ (A, Z))
icin

oo

Z laxzy| < oo

k=—00
olur. Ozel olarak = = (Ik)kez
0, k=1
k, k#1

%)



seklinde segilirse

00 00
Z |kak]: Z |aksck]+]a1] < 0

k=—00 k=—00
bulunur. O halde a € [s (I (A, Z))]* ve [s(c(A,Z))]" C [s (I (A, Z))]” olur. Bu da ispati
tamamlar.

4.5.7 Lemma: (a) [s (I« (A, 2))]" = [lw (A, Z)]*

(b) [s (c(A, Z))" = [c(A, Z))"

(c) [s (co (A, 2))]" = [co (A, Z)]"

esitlikleri mevcuttur.

Ispat: (a) s (I (A, Z)) C (I (A, Z)) oldugundan dolay: 4.5.2. Lemma (a) kullanilarak
[loo (A, Z)]" C [5 (oo (A, Z))]” bulunur. a € [s (I (A, Z))]" olsun. Herhangi bir z € I, (A, Z)
alalm. O halde Az € I (Z) olur. Ayrica

00 0 00
Z \akxk| = Z |akxk\+2|akxk|
k=—o00 k=—o00 k=1
0 [e's)
= Z arpT sy + aipT E
PR\ =k 1 LAY
k=—o00 k=1

olur. 4.5.3. Lemma ve 4.5.4. Lemma kullanilarak

i la_g| (k+1) <(|;:f1|>> < 00

k=0

ve

olur. O halde

Z lagxy| < oo

k=—00
elde edilir. Boylece a € [l (A, Z)]" bulunur. Buradan [s (I (A, Z))]" C [l (A, Z)]" olur.
Bu da ispat1 tamamlar.

(b) s(c(A,Z)) C ¢(A,Z) oldugundan dolay1 4.5.2. Lemma (a) kullanilarak [¢ (A, Z)]" C
[s (c(A,Z))]" bulunur. a € [s(c(A,Z))]” olsun. Herhangi bir x € ¢ (A,Z) alahm. O halde
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Ax € ¢(Z) C lw (Z) olur. Ayrica

o] 0 oo
Z \akxk\ = Z ]akxkl +Z]akxk|
k=1

k=—o0 k=—oc0
0 [e's)
—k+1 k
- 2 ()2 ()

_ g\a_ﬂ (h+1) (<;Lx+k1|)) +§;‘“’f‘k <%)

olur. 4.5.3. Lemma, 4.5.4. Lemma ve 4.5.6. Lemma kullanilarak

S |2
§|G_k|<k+1) ((k+1)> < 00

ve
= |7
Z lag| k (— < 00
k=1 k

olur. O halde

o0
Z lagzy| < 00

k=—o00

elde edilir. Boylece a € [¢ (A, Z)]” bulunur. Buradan [s (¢ (A, Z))]* C [¢ (A, Z)]" olur. Bu da
ispat1 tamamlar.

(c) s(co(A,Z)) C co(A,Z) oldugundan dolay1 4.5.2. Lemma (a) kullamlarak [cy (A, Z)]*
C [s(co (A, Z))]" bulunur. a € [s (co (A, Z))]” olsun. Kabul edelim ki a ¢ [co (A, Z)]”. O halde

oo

Z |6Lk$k| =0

k=—oc0
olacak sekilde en az bir z € ¢y (A, Z) vardir. Ozel olarak = (), € o (A, Z) olmak iizere
0, k=10
T, k 7£ 1, 0

seklinde segilsin. Bu takdirde 2’ € s (co (A, Z)) olur. O halde a € [s (¢y (A, Z))]” kabuliinden

oo

Z lagx)| < oo
k=—o00
olur. Fakat
n
i (Z laml)
k=—n
= 71113)10 (|a—nz—n| + -+ +la1z1| + aozo| + |larx1| + |agza| + - - - + [an7s])
= o0

o7



iken a € [s(co (A, Z))]" olmasimdan

b (35 )

k=—n
= nlgglo (Ja—pzn| + -+ a1z 1] + |ag0] + |a10] + |agza| + - - - + |an7y)
< o0

olur. Buradan lim,,_, (Jagzo| + |a121|) = oo oldugu bulunur. Burada |z¢|, |z1| < oo
oldugundan dolay1 lim,, o (|aoxo| + |a121|) = oo olacak sekilde ag, a; sayilar: olmayacagin-
dan kabuliimiiz yanhs ve dolayisiyla a € [¢o (A, Z)]” olur. Bu da ispati tamamlar.

4.5.8. Lemma:

Z kap < oo & Z R, <oovenR,=o0(l), neZ

k=—o00 k=—o0

olur. <Rn = i1 Gk N EZY ve R, = Zﬁzn*l ay, n € Z= U {0}> .

o0

fspat: (=) S27°___ kaj < oo olsun. O halde

Z kap < oo ve Zkak<oo

k=—00

olur. 4.2.4. Sonug (c) ifadesinde

Zkak<oo:>ZRk<oovenR =o( Zak,n€Z+

= = k=n+1
oldugu gosterilmisti [12]. Ispatin geri kalan kismi icin

k=n—1

Zkak<oo:>ZRk<oovenR =o(1) Zak,nEZ u {0}

k=—o00 k=—o00

oldugunu gosterelim. R, = 3" "'ay, ne Z- U {0} ile R_, = Yot Ok, 1€ ZT U {0}

[e.e]

ifadeleri denktir.

22:_00 kaj, < oo olsun. O halde bu serinin kuyruk kismi i¢in

n—1

Jm 2k =0

oldugundan nR,, = o(1), (n € Z~ U {0}) bulunur. Ayrica

0 0
—Zkak:ZRk

k=—00 k=—o00
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bulunur. S°0____kaj, < oo kabuliinden >3} Rj < oo elde edilir. Boylece S°0___ Ry +
S R => 1" _ Rp <oovenR, =o0(l), (n€Z) elde edilir.
(<) 32 Ry <oovenR,=o0(l), n€Zolsun. O halde

oo 0 oo
> Ri= ) R+ Rk
k=1

k=—o00 k=—0oc0
oldugundan

0
iRk<oove Z R, < o0
k=1

k=—o0

olur. 4.2.4. Sonug (c) de

ZRk<oovean:0(1)7 n€Z+:>Zk‘ak<oo
k=1 k=1
oldugu gosterilmisti [12] . Ispatin geri kalan kismu igin

0 0
Z Ry <oovenR,=o0(1), neZ-U{0} = Z kay < 0o

k=—o00 k=—o00
oldugunu gosterelim.
0 0
Y b= Y R
k=—oc0 k=—0o0

esitliginden

0
Z kay < oo

k=—o00

elde edilir. Boylece
Z kap < oo
k=—oc0

bulunur.

4.5.9. Teorem:

(s (Iso (A, Z2))]° = {a = (@)% Y kap<oo, > |Ri< oo} = D,

k=—00 k=—o00
olur.

Ispat: a € D, olsun. Herhangi bir z € s (I (A, Z)) alahm.
A:s(leo(AZ) =l (Z)
doniigtimiinde Az = y olacak sekilde yalmz ve yalmiz bir y € [, (Z) vardir.

Ar =x) — Tpi1 =Yg, To=21 =0
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olmasindan

k
Ty = _Zy’”—l’ yo =0, k€ Z*

v=1
ve

0
xkzzyva y0:07 keZ*U{O}
v=k

bulunur. Ayrica 2 = S.o_, vy, k € Z= U {0} ile v, = Zfzo Yo, k € ZT U {0} denk
ifadelerdir.

n 0 n
Z ARl — Z apTr + Zakxk
k=—n k=—n k=1
0 0 n k
= Z ag (Z yv) + ) ag (- Zyv—l)
k=—n v=~k k=1 v=1

4.2.5. Teorem (2) de Y o | kay < 0o, > o, | Ry < co olmasi kullamlarak
n n k
SUEEED A E 9y
k=1 k=1 v=1
n—1 n—1
= _ZRkyk +anyk
k=1 k=1

oldugu gosterildi. Buradan da )"~ , Ry serisinin mutlak yakinsak ve n — oo iken R, ZZ;% Yk

— 0 oldugu gosterildi [12]. Benzer yolla

k=—n k=—n
n k
= Z Qg (Z y—v)
k=0 v=0
n—1 n—1
= Z R—ky—k:—l — R—n Zy—k—l
k=0 k=0

elde edilir. Kabuliimiizden >,____kay < oo, Sp____|Ri| < 0o veya denk olarak >°2°  —ka_y,
<00, Y poo|Rok| < oo olur. Ayrica y_j_; € loo (Z) iken |y_j—1| < M € R (Vk € ZT U {0})

olmasindan

DRyl = D[R llysl

k=0 k=0
= |Roolly—a| + [Rally—2| + - + [Ron| [y-n-1]
< |[Ro|M+|R4|M+---+[R_,|M
= M(|R-o|l + |R-a| + -+ [Ry])

= MZ|R_k|<oo, (n — o0)

k=0
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elde edilir. >~7 ; R_yy_x—1 mutlak yakinsak dolayisiyla Y o> ) R_jy_j_1 yakmsaktir. Ayrica

n—1 n—1
Z Y—k—1 =< Z Y—r—1]
k=0 k=0

= |y_a| + |ly—2| + ... + |y—sl

IN

nM

olur. O halde

n—1
R, ys < R, (nM)
k=0

= (nR_,) M

elde edilir.
Z kapy < oo =nR,=0(l), neZ

k=—00

olmasindan

M(nR-,) =0, (—n — —o0)
ve

n—1
R_, Zy,k,l — 0, (—n > —0)
k=0

bulunur. Boylece

n

n—1 n—1 n—1 n—1
Z arxp = Z R_yy_r—1— Ry Z Y1 — Z Ryyr + Ry, Z?/k
=0 k=0 =1 =1

k=—n

(n — o0) olur. O halde

bulunur ve a € [s (Is (A, Z))]? olur.
Simdi tersine a € [s (I (A, Z))]? olsun. Bu takdirde Va € s (I (A, Z)) icin

Z T < 00
k=—00
olur. Ozel olarak = = (Ik)kez
0, k=1
x pr—
k, k#1
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olarak secilirse

Z kar, = (—na_,)+---+(-2)as+ (—1)a_1; +0ag+ (1)a; + (2) az + - - - + (na,)

n
= a1+ E ATk

k=—n
< o0

(n — o0o) bulunur. Boylece Y - kaj < oo olur. 4.5.8. Lemmadan

Z kay, < Z Ry <ocovenR,=o0(l), neZ

k=—00 k=—oc0

olur. O halde

n

n—1 n—1 n—1 n—1
Z arTy = Z R_yy—r—1— Ry Z Y1 — Z Ry, + R, Zyk
=0 =0 k=1 =1

k=—n
< o0
(n — o0) bulunur. (n — 00) igin R, 370y k1 — 0 ve R, Y11 yr. — 0 elde edilir. Bura-

dan n—1 n—1
Z axTy = Z R_py_r—1 — Z Ry < o0
k=0 =1

(n — o0) olur. Boylece

ZR,ky,k,l < 00 Ve ZRkyk < 00
k=0 k=1

bulunur. 4.2.5. Teorem (2) ifadesinde Y o~ | Ryyr < 00 (Vy € loo) iken Y 77 | |Ry| < oo oldugu
gosterilmisti [1]. Ispatin kalan kismi icin 327 R py g1 < oo iken Y00 |Rx| < oo veya

denk olarak > 7 |R_;| < oo oldugunu gosterelim. y_;_1 € I (Z) oldugundan

1, R_;.>0
Y-r—1 = sign (R_y) = 0, Ry=0
—1, Rz <0

seklinde secelim. Buradan R_y_j_1 = |R_g| bulunur. Boylece

ZR—ky—k—l = Z |R_| < o0
k=0 k=0

bulunur. O halde

o0

D R < o0

k=—oc0
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olur. Bu halde a € D, bulunur. Boylece Dy = [s (I (A, Z))]” elde edilir.

4.5.10. Lemma: [s (I, (A, Z))]° = [s (¢(A, Z))]? esitligi mevcuttur.

Ispat: s(c(A,Z) C 5(le (A, Z)) oldugundan dolayr 4.5.2. Lemma (b) kullanilarak
[s (Io (A, 2))])” C [s(c(A,2))])” olur. Simdi a € [s(c(A,Z))]° alahm. Herhangi bir z €
s(c(A,Z)) igin

Z apTp < 00
k=—00
olur. Ozel olarak x = (xk)kez
0, k=1
1‘ g
k, k+#1
olarak secilirse
S ko= 3 a o < o0
k=—00 k=—0c0

olur. Ayrica

n n—1 n—1 n—1 n—1
Z ATy = Z R_yy_r1— R, Z Y—k—1— Z Ryyr + R, Z Yk
k=0 k=0 k=1 k=1

k=—n

oldugunu biliyoruz. > 72 kay < oo ise n — oo iken R_, Zz;é Y_p—1 — 0, R, Zz;i Ye —

0 oldugundan

k=—n

n n—1 n—1
Z apTy = Z R_py_p—1— Z Ry, < oo
k=0 k=1

(n — o0) bulunur. 4.5.9. Teoremin ispatinda

Z Riryr < 00
=1

iken
o0
> |Ri| < o0
k=1
ve
(@)
Z R_py_r—1 <0
k=0
iken

o
> IRy < o0
k=0

oldugu gosterilmigti. Bu ise Y - |Ry| < oo anlamima gelir. O halde a € [s (I (A, Z))]°
bulunur. Béylece [s (¢ (A, Z))]” C [s (Iso (A, Z))]” dir. Bu da ispat1 tamamlar.
4.5.11. Lemma: (a) [s (I (A, Z)))° = [l (A, Z)])°
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(b) [s (A Z)] = (A, Z))

(c) [s(co (A, Z)))7 = [eo (A, Z)]” esitlikleri meveuttur.

Ispat: (a) s(ls (A, Z)) C lo (A, Z) oldugundan dolayr 4.5.2. Lemma (b) kullanilarak
o (A, Z))7 C [s(loo (A, Z)))° bulunur. a € [s(ls (A, Z))]° olsun. Kabul edelim ki a ¢
I (A, Z)]7. O halde

olacak sekilde en az bir # € Iy (A,Z) vardir. Ozel olarak @ = (4),c; € loo (A, Z) olmak

uzere

0, k=1,0
T, k:;él,()

seklinde secilsin. Bu takdirde 2’ € s (Ioo (A, Z)) olur. O halde a € [s (I (A, Z)))” kabuliinden

[e.°]

E apT), < 00

k=—o00
olur. Fakat

e (50

k=—n

= 1i_>m (G—p@p+ -+ a_12_1 + apxo + a171 + a2xe + - - - + anxy,)

= o0

iken a € [s (I (A, Z))]° olmasindan

b (550

k=—n
= lim (a_pz_p+ - +a_12_1 + ag0 + a10 + agxs + - - - + a,xy)
n—oo
< o0

olur. Buradan lim,,_, (apzo + a1z1) = oo oldugu bulunur. Burada |zo|, |21 < oo
oldugundan dolay1 lim,, . (aoxo + a1x1) = 0o olacak sekilde ag, a; sayilar1 olmayacagindan
kabuliimiiz yanlig ve dolayisiyla a € [l (A, Z)]ﬁ olur. Bu da ispati tamamlar.

(b) 5(c(A,Z)) C ¢(A,Z) oldugundan dolay1 4.5.2. Lemma (b) kullamlarak [c (A, Z)]° ¢
s (¢ (A, Z)))? bulunur. a € [s (c(A,Z))]? olsun. Kabul edelim ki a ¢ [¢ (A, Z)]°. O halde

o0

E ARl = O

k=—o00
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olacak sekilde en az bir z € ¢ (A, Z) vardir. Ozel olarak = = (24),c, € ¢ (A, Z) olmak iizere

0, k=1,0
T, k:;él,()

seklinde secilsin. Bu takdirde 2’ € s (¢ (A, Z)) olur. O halde a € [s (¢ (A, Z))]” kabuliinden

o0
E apx), < 00

k=—0oc0
olur. Fakat
.
i (37 ous
= ILm (a_px_p+ -+ a 121+ agro + a121 + asxs + - - - + a,x,)
= o0
iken a € [s (¢ (A, Z))]” olmasindan
. /
42 (k_Z )
= lim (a_pz_p+ - +a_12_1 4+ ag0+ a10 + asxs + - - - + a,xy)
n—oo
< o0

olur. Buradan lim,,_, (agzo + a1z1) = oo oldugu bulunur. Burada |zo|, |z1] < oo
oldugundan dolay1 lim,, .« (aoxo + a1x1) = 0o olacak sekilde ag, a1 sayilar: olmayacagindan
kabuliimiiz yanlig ve dolayisiyla a € [c (A, Z)]B olur. Bu da ispat1 tamamlar.

(¢) s (co (A, Z)) C ¢o (A, Z) oldugundan dolayr 4.5.2. Lemma (b) kullamlarak [co (A, Z)]° C
[s (co (A, Z))]” bulunur. a € [s (co (A, Z))]” alahm. Kabul edelim ki a ¢ [co (A, Z)]°. O halde

o0

E ARl = O

k=—0oc0

olacak sekilde en az bir z € ¢o (A, Z) vardir. Ozel olarak © = (z),, € ¢o (A, Z) olmak iizere

0, k=1,0
Tk, k;él,O

seklinde secilsin. Bu takdirde 2/ € s (co (A, Z)) olur. O halde a € [s (¢o (A, Z))]” kabuliinden

o0
E apx), < 00

k=—oc0
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olur. Fakat

= li_>m (G_p@_p+ -+ a12_1 4+ agxo + a171 + agxs + - - - + apx,)

= o0

iken a € [s (co (A, Z))]? olmasindan

e (50

k=—n
= lim (a_pz_p+---+a_12_1 4+ ag0 + a10 + asxs + - - - + a,xy)
n—oo
< o0

olur. Buradan lim,,_, (agzo + a1z1) = oo oldugu bulunur. Burada |zo|, |z1] < oo
oldugundan dolay1 lim,_,« (apzo + a11) = oo olacak sekilde ag, a; sayilari olmayacagindan
kabuliimiiz yanlig ve dolayisiyla a € [co (A, Z)]ﬂ olur. Bu da ispat1 tamamlar.

4.5.12. Teorem:

2{: kak

neN h——n

[s (I (A, Z))]" = {a =  sup

< 00, Z |Rk|<oo}:

k=—o00
olur.

Ispat: a € Dy olsun. Herhangi bir = € s (I (A, Z)) alahm.

n 0 n
sup E apTr| = sup E akxk+g ATy,
neN [, neN [,
k=—n k=—n
< sup E arpTr| + sup E ATy
neN k neN
=—n
= sup E a_pT_g| + sup E AT
neN neN

elde edilir. 4.2.5. Teorem (3) de sup,,cy |>_r_q kax| < 00, Y po | |Ri| < 0o olmasi kullanilarak
SUDen | gy akTr| < 00 oldugu gosterildi [12]. Benzer yolla z € s (I (A, Z)) iken y € I (Z)
ve R, =3 " a_, n€Z*U{0} icin

Z%%—ZR KY—k—1 — Ry Zyk 1

k=—n
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oldugunu biliyoruz. Buradan

n—1 n—1
sup Z agTk| = sup ZRfkysz —anquH
neN k——n neN
< sup R_ + sup |R_,
HENZ kY—k—1 b Zykl
n—1 n—1
< su§Z|R KY—h— 1|+Sup|R_n!Z|y k-1l
ne

k=0

= SUPZ|R il Y=k 1|+SUP|R—n|Z|y k-1

nEkO

bulunur. |[y_x—1| < M €R (V—k € Z~ U{0}) oldugundan

n—1 n—1
= sugzm . 1|+SUP|R n|Z‘y k-1
ne
n—1
< M <supZ|R k|> +nMsup|R nl
neN
n—1
= (SupZ|R k| +sup!nR_n!>
neN k—0

olur. @ € Ds kabuliimiizden 7% _ |Ry| < oo oldugundan sup, .y > g |R_x| < oo elde
edilir. Ayrica sup,cz+0) [ p—o —Fa—k| < 00 olmasindan

sup |—-nR_,| < oo

neN

dir. Boylece

sup E AT < 00
neN

bulunur. O halde

sup Z apTy| < 00

n

olur. Boylece a € [s (I (A,Z))]” elde edilir.

Simdi tersine a € [s (I (A,Z))]” olsun. Bu takdirde Vz € s (I (A,Z)) igin

sup Trag| < 00
olur. Ozel olarak x = (xk)kez
0, k=1
‘I‘ =
k, k#1
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olarak secilirse

sup E kar| = sup|a; + E TR
neN P neN h——n
< sup|ai| +sup E Tk
neN neN
< o0

olur. 4.2.5. Teorem (3) de sup,cy | _p_; Trar| < oo iken Y 72 |Ry| < oo oldugu gosterildi

[12]. Benzer yolla sup,,cy | po @—kZ—x| iken > 7% |R_x| < oo oldugunu gosterelim.

n

sup ZCL kT_| = sup ZR WY—k—1 — R_p Z?J k-1
neN k=0 neN E—0
Burada
n—1 n—1 n—1 n—1
ZRfkyfkfl - anzyfkfl < ZRfkyfkfl_annykfl
k=0 k=0 k=0 k=0
olmasindan
n—1 n—1
sup ZR kY—k—1| — Sup anzyfkfl
neZTU{0} |2, neZtu{0} 5—0
n—1 n—1
< sup R_yr1—R_p ) Y_pa
neZ+u{0} Z g

= su a_pT_
s Z _—
elde edilir. O halde
n—1
sup ZR KY—k—1 sup annyk 1| ST
neZ+tu{o} | 0 neZ+U{0} k=0

olacak sekilde 7' € R vardir. sup,,cy | r_g —ka—x| < 0o olmasindan

sup [R_, < sup|R_, ke
S| < i S
< nMsup|R_,|
neN
= Msup|nR_,|
neN
< o0
olur. y_r_1 € loo (Z) oldugundan
1, R., >0
Yyr1=sign(Ryp) =4 0, R} =
-1, R ;<0
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seklinde secelim. Buradan R_;y__1 = |R_g| bulunur. Boylece

n—1 n—1
Z R _py 11 Z |R_|
k=0 k=0

olur. Burada serinin kismi toplamlar dizisi sinirhh ve biitiin terimleri de pozitif oldugundan

(n — 00) i¢in Y720 |R_1| < 0o elde edilir. O halde 7% |R_4| < oo ve

D IR < o0

k=—o00

sup < o0

neN

= sup
neN

bulunur. Boylece a € D3 olur. Bu da ispat1 tamamlar.

4.5.13. Lemma: [s (I, (A,Z))]" = [s (c(A,Z))]" esitligi mevcuttur..

Ispat: s(c(A,Z)) C s(l (A, Z)) oldugundan dolayr 4.5.2. Lemma (¢) kullanilarak
[s (loo (A, Z))]" C [s(c(A,Z))]” bulunur. a € [s (c(A,Z))]” olsun. Herhangi bir z € s (¢ (A, Z))
icin

< 00

n
E ATy

sup
n k=—n

olur. Ozel olarak = = (4),cy,
0, k=1
K, k%1

seklinde secilirse

n
ay + Z TrQ
k=—n
n
Z Trar

k=—n

i kak

k=—n

sup
neN

= sup
neN

< suplay| + sup
neN neN

< o0

elde edilir. sup, |>p__, axzx| < 00, sup,ey |Ype_, kax| < oo olmasi ve 4.5.12. Teorem
kullanilarak "% |Rg| < oo bulunur. O halde a € [s(ls (A,Z))]" bulunur. Bu da ispat
tamamlar.

4.5.14. Lemma: (a) [s (Il (A,2))]" = [l (A, Z)]”

(b) [s (e (A )] = [¢(A,Z)]

(€) [s(co (A, Z))]" = [co (A, Z)]" esitlikleri mevcuttur.

Ispat: (a) s (I (A,Z) C Il (A,Z) oldugundan dolayr 4.5.2. Lemma (¢) kullanila-
rak [loo (A, Z)]" C [s(lw (A,2Z))]" bulunur. a € [s(le (A,Z))]” olsun. Kabul edelim ki
a ¢ [l (A, Z)]". O halde

n
E ATy

k=—n

sup
neN

= O
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olacak sekilde en az bir x € Iy (A,Z) vardir. Ozel olarak @ = (24),c; € loo (A, Z) olmak

luzere

0, k=1,0
Tk, k 7& 1, 0
seklinde segilsin. Bu takdirde 2’ € s (I« (A, Z)) olur. O halde a € [s (I (A, Z))]” kabuliinden

n
E apx),

sup < o0
neN he——n
olur. Fakat
n
sup Z QL
neN he—n
= sug la_px_p + -+ a_17_1 + apTo + a1x1 + asxs + - - - + a1,
ne

< supla—pTop + -+ a1 + sy + - - - + apTy| 4+ sup |agxo + a1
neN neN

= X

ve a € [s (I (A,Z))]” olmasindan

n
§ /

sup
neN -

= supla_,r_p - +a_12_1 + ag0 + a10 4+ agwy + - - - + ay |
neN

< o0

olur. Béylece sup,,cy |aozo + a121| = 0o oldugu bulunur. Burada |zo|, |z;| < oo oldugundan
dolay1 sup,,cy |aozo + a1x1| = oo olacak sekilde ag, a; sayilar: olmayacagindan kabuliimiiz
yanhg ve dolayisiyla a € [l (A, Z)]" olur. Bu da ispat1 tamamlar.

(b) s(c(A,Z)) C ¢(A,Z) oldugundan dolay: 4.5.2. Lemma (c) kullamlarak [c (A, Z)]" C
[s (c(A,Z))]” bulunur. a € [s(c(A,Z))]” olsun. Kabul edelim ki a ¢ [c¢(A,Z)]”. O halde

n
E ATy

k=—n

sup
neN

= O

olacak sekilde en az bir x € ¢ (A, Z) vardir. Ozel olarak x = (24),c, € ¢ (A, Z) olmak iizere

0, k=1,0
T, k:;él,()

seklinde segilsin. Bu takdirde 2’ € s (c(A,Z)) olur. O halde a € [s (¢(A,Z))]” kabuliinden

n

E apx),

k=—n

sup
neN

< 00

70



olur. Fakat

n
E AL

sup
neN he—n

= supla_,x_, + -+ a_12_1 + apTo + a1x1 + ATy + - - - + Ay
neN

< supla—pZop + -+ a1y + sy + - - -+ apxy| 4 sup lagxo + a1 |
neN neN

= o0

ve a € [s(c(A,Z))]” olmasindan

n
E aRx),

k=—n

sup
neN

= supla_pz_p+ - +a_12_1 + ag0 + a10 + agxs + - - - + AT,
neN

< o0

olur. Boylece sup,,cy |ao®o + a121| = 0o oldugu bulunur. Burada |z¢|, |z1] < oo oldugundan
dolay1 sup,,cy |aozo + a1x1| = oo olacak sekilde ag, a; sayilar: olmayacagindan kabuliimiiz
vanhg ve dolayisiyla a € [c (A, Z)]” olur. Bu da ispat1 tamamlar.

(c) s(co(A,Z)) C ¢y (A,Z) oldugundan dolay: 4.5.2. Lemma (c¢) kullamlarak [cq (A, Z)]" C
[s (co (A, Z))]” bulunur. a € [s(co (A,Z))]” olsun. Kabul edelim ki a ¢ [¢q (A,Z)]". O halde

n

sup
neN

ATy
k=—n

= O

olacak gekilde en az bir € ¢ (A, Z) vardir. Ozel olarak @ = ()., € co (A, Z) olmak iizere
0, k=1,0
Tk, k 7& 1, 0

seklinde segilsin. Bu takdirde 2’ € s(cq (A,Z)) olur. O halde a € [s (¢ (A,Z))]” kabuliinden

n

sup apxy| < 0o
neN h——n
olur. Fakat
n
sup Z AT
neN he—n
= supla_nr_p+ - +a_ 171+ agTo+ a1T1 + oo + - - - + a1,
neN
< supla—pZop + -+ a1y + ey + - -+ apxy| 4 sup lagxo + a1 |
neN neN
= o0
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ve a € [s(co (A,Z))]" olmasindan

n
§ /
k=—n

= supla_pr_p+ - +a_1x_1 + ag0 + a10 + asxs + - - - + a,x,|
neN

sup
neN

< o0

olur. Béylece sup,,cy |ao%o + a121| = 0o oldugu bulunur. Burada |zo|, |z;] < oo oldugundan
dolay1 sup,,cy |aozo + a1x1| = oo olacak sekilde ag, a; sayilar1 olmayacagindan kabuliimiiz

vanhg ve dolayisiyla a € [co (A, Z)]” olur. Bu da ispat1 tamamlar.

4.6. Bilateral Dizilerin Fark Dizi Uzaylarimin Matris Doniiglimleri

4.6.1. Tanim: x = (2},),, bilateral dizisinin Az doniisiim dizisi A = (@nk)n,kez kompleks

sayilarin sonsuz bir matrisi olmak tizere

An(x):Zankxk <00, n€EZL

keZ

dizisidir [22].

4.6.2. Teorem: A = (anx) € (o (A,Z) 1 (Z)) olmasi igin gerek ve yeter sart A, (k) =
Yore kany, ve R = (Tnk ) kez

(rnk =D o1 Gnvs k€ ZY ve Ty = Zif*l Uny, k € Z7U{0}, n € Z> olmak iizere

i (an) €l (Z) (—m <1 <m, meZ"),

i A, (k) € 1o (Z),

iii. R € (loo (Z), 1o (Z)) olmasidur.

fspat: (=) A € (I (A, Z), 1 (Z)) olsun. O halde Vn € Z igin A, (z) = S50

yakinsak ve Vz € I, (A, Z) igin A, (z) = Y00 @k € I (Z) olur. Ozel olarak

Ak Tk

1, k=1
0, k#1
dizisi segilirse @ € I, (A, Z) olur. O halde
A, (x) = Z kT
k=—o00
= ay



ve (an) € lso (Z) elde edilir. Eger = (24) e, = (k) ey € loo (A, Z) dizisi segilirse

An (JJ) = Z AnkLE

ve Ay, (k) € I (Z) elde edilir. y € I (Z) dizisini goz oniine alahm. Az = y olacak gekilde
yalniz bir 2 € s (I (A, Z)) oldugunu biliyoruz. Buradan x € s(lo (A,Z)) C le (A, Z) ve
==Y yo1 (KEZY), xp =30, y, (k € Z~ U{0}) olmasmdan

An (m,x) = Z ApkLE
k=—m
0 m

= Z Ank Tk + Z Ank T
k=—m k=0
m—1 m—1 m—1 m—1

= Z Tn(—k)Y—k—1 — Tn(—m) Y—k—1 — TnkYk + Tnm Z Yk
k=0 k=0 k=1 k=1

olur. Burada > ;7 _ ka,, < oo olmasmdan
nll_fgo Ap (m,z) = Ay (2) = Zrn(—kz)y—k—l - ZTnkyk =R, (y)
k=0 k=1

(yo =0, y € lo (Z)) elde edilir. Béylece
Ry (y) = An(2) €l (Z) (Yn € Z, Vy € lx(Z))

bulunur.Bu takdirde R € (I (Z),lx (Z)) elde edilir.
(<) Simdi (7), (4), (4i7) ifadelerinin dogru oldugunu kabul edelim. Herhangi bir z €
I (A, Z) alalim. Ozel olarak z, € s (I (A, 7Z)) olmak iizere

Zo, k=20
T = (Th) ez = z1, k=1
., k#1,0

dizisini alalim. O halde

m m
A — _ /
n(m,x) = AnkTh = Anoxo + An1X1 + ATy,

k=—m k=—m

olmasindan A,, (m, z) = Cln()%o—i-anl.%’l—i-zz:ol Tr(— k) Y—km1—T'n(—m) ZZ:OI yfkfl—ZZZf Tk i+

Fom S or yi elde edilir. (m € Z*)
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(1) den (an;) € loo (Z) ve |xo]| , |71] < 00 olmasindan a,oxg, an121 € lo (Z) bulunur. Ayrica
(i7) den A, (k) € ls (Z) olmasindan
sup| A, (k)| < oo
neZ
ve

A (k)= ) kap, < o0, Vn€Z

k=—00

olur. O halde

lim A, (m, ) = Ay (2) = anoo + a1 + Y Fu(-kylY-k-1 — D Tnkli
k=1

m—00
k=0

elde edilir. (i) den R € (I« (Z) 1l (Z)) olmasindan

Ry (y) = Zrn(—kz)y—kz—l - ZTnkyk: € lx (2)
k=0 k=1

elde edilir. Boylece A, (x) € lo (Z) ve A € (I (A,Z) 1 (Z)) olur.

4.6.3. Teorem: A = (a,x) € (I (A,Z),¢(Z)) olmast icin gerek ve yeter sart A, (k) =
D he oo Kk ve R = (ruk), pez

(rnk =D ki1 Onvs kK € ZY ve Ty = Ziﬁ_l Uny, kK €Z-U{0} (ne€ Z)) olmak iizere

i (am) €c(Z) (—m<1<m, meZm")

ii. A, (k) €c(Z)

iii. R € (I (Z),c(Z)) olmasidur.

ispat: (=) A € (I (A,7Z),¢(Z)) olsun. O halde Vn € Zigin A, (z) = 3220
ve Vo € Iy, (A, Z) igin A, () =D 70

k=—o0

G,k yakinsak

anki € c(Z) olur. Ozel olarak

1, k=1
r = (zp) =
0, k#1
dizisi secilirse = € [ (A, Z) olur. O halde
A, (z) = Z Apk T,
k=—o00
= Qan

ve (an) € c(Z) elde edilir.Eger x = (2) = (k) ey € loo (A, Z) dizisi segilirse

o0

A, () = Z AT

k=—o0



ve A, (k) € c(Z) elde edilir. y € I (Z) dizisini gz 6niine alahm. Az = y olacak gekilde
yalniz bir z € s (I (A,Z)) oldugunu biliyoruz. Buradan = € s(lo (A,7Z)) C lo (A, Z) ve
== yp1 (KEZY), zp=3"_, 4, (k€ Z U{0}) olmasmdan

A, (myz) = E kTl
k=—m
0 m
= E ankfk-i-g Apk Ty
k=—m k=0

m—1 m—1 m—1 m—1
= Z Tn(—k)Y—k—1 — Tn(—m) Z Y—k—1 — Z TnkYk + Tnm Z Yk
k=0 k=0 k=1 k=1

olur. Burada ) ;7 ka,, < oo olmasmdan

n}lj)r(l)o An (ma :L‘) - An (JZ) — Z Tn(—k)Y—k—1 — Zrnkyk = Rn (y)
k=0 k=1

(yo =10, y € lx (Z)) elde edilir. Boylece
Ra(y) = An () € c(Z) (Y €Z, ¥y € Ly (2))

olmasi bulunur. Bu takdirde R € (I (Z),c(Z)) elde edilir.
(<) Simdi (7), (i7), (i7i) ifadelerinin dogru oldugunu kabul edelim. Herhangi bir = €
lso (A, Z) alalim. Ozel olarak 2, € s (I (A, Z)) olmak iizere

Zo, k=0
T = (Tk) ez = z1, k=1
x, k#1,0

dizisini alalim. O halde

m m
/
Ap (m, ) = E nkTk = Ap1T1 + g AnkTy,

k=—m k=—m
olmasmdan Ay, (m, ) = anoToFan @1+ 4y Tn(—k)Y—k-1—Tn(-m) dopeo Y—k-1— D pey TrkYet
Pom S om yi elde edilir. (m € Z*)
(1) den (an) € ¢(Z) ve |zo|, |21] < 00 olmasmdan angzo, a1 € ¢(Z) bulunur. Ayrica

(77) den A, (k) € ¢(Z) olmasindan

lim A, (k)=teC

[n]—o0
ve

Ay (k) = ) kap, < 00, Vn € Z

k=—o00
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olur. O halde

lim A, (m, ) = Ay (£) = anoTo + @11 + Y Fn(-k)Y-k-1— > Tkl
k=1

m—00
k=0

elde edilir. (¢7i) den R € (I (Z),c(Z)) olmasindan

R, (y) = Zrn(fk)yfkfl - Z TnkYk € C (Z)
k=0

k=1
elde edilir. Boylece A, () € ¢(Z) ve A € (loo (A,Z),c(Z)) olur.

4.6.4. Teorem: A = (an;) € (c(A,Z),ls (Z)) olmast icin gerek ve yeter sart A, (k) =
Yore kan, ve R = (Tnk) ke

(rnk =D o1 Gnvs k€ ZY ve Ty = Ziﬁfl Uny, k € Z7U{0} (n€ Z)> olmak iizere

i (an) €l (Z) (—m <1<m, meZ")

i A, (k) € I (Z)

iii. R € (¢(Z),lx (Z)) olmasidr.

fspat: (=) A € (¢(A,Z), 1l (Z)) olsun. O halde Vn € Zigin A, (v) = 350 anpay, yakinsak
ve Vz € ¢(A,Z) igin A, (z) = 350 Tk € loo (Z) olur. Ozel olarak

1, k=1
0, k#1
dizisi secilirse z € ¢ (A, Z) olur. O halde
A, (z) = Z Ak,
k=—o00
= Gy

A, () = Z AnkTr;

ve A, (k) € I (Z) elde edilir. y € ¢(Z) dizisini gz 6niine alalm. Ax = y olacak sekilde
yalmz bir x € s(c(A,Z)) oldugunu biliyoruz. Buradan = € s (c(A,Z)) C ¢(A,Z) ve xp =

76



- 25:1 Yo1 (k€ZY), x,=30_, y, (k € Z~ U{0}) olmasindan

m
A, (m,z) = E Ak T
k=—m
0 m
= E ankxk-i-g ApkTk
k=—m k=0

m—1 m—1 m—1 m—1
= Z Tn(—k)Y—k—1 — Tn(—m) Z Y—k—1 — Z TnkYk + Tnm Z Yk
k=0 k=0 k=1 k=1

olur. Burada ;7 _ ka,, < oo olmasmdan

o0 o0

lim An (ma :L‘) = An ('17) = Z Tn(—-k)Y—k—1 — Z TnkYk = Rn (y)

m—o0
k=0 k=1

(yo =0, y € c(Z)) elde edilir. Boylece
R, (y) = Ay (z) €l (Z) (VR € Z, Vy € c(Z))

olmasi bulunur. Bu takdirde R € (¢(Z),l (Z)) elde edilir.
(<) Simdi (i), (¢4), (¢i7) ifadelerinin dogru oldugunu kabul edelim. Herhangi bir x €

c(A,7Z) alahm. Ozel olarak ), € s(c(A,Z)) olmak iizere

Zo, k=0
T = (Tp)pez = x1, k=1
., k#1,0

dizisini alalim. O halde

m m
§ : § : /
An (m, :L‘) - ApkTr = Ap1T1 + AnkTy

k=—m k=—m
olmasindan Ay, (m, 7) = oo +am 1+ 310 Ta(—k)Y—k-1—Tn(-m) Dfog Y—ko1=D gy Taklit
Tom Z;n:_ll yy elde edilir. (m € Z%)
(¢) den (an) € loo (Z) ve |x0|, |21] < 0o olmasindan anozo, @nir1 € loo (Z) bulunnur.

Ayrica (i7) den A, (k) € ls (Z) olmasindan

sup |4, (k)| < oo
nez

ve



olur. O halde

lim A, (m, ) = Ay (£) = anoTo + @11 + Y Fn(-k)Y-k-1— > Tkl
k=1

m—00
k=0

elde edilir. (i) den R € (¢(Z),l (Z)) olmasindan

Rn (y) = Z Tn(-k)Y—k—1 — Zrnkyk € loo (Z)
k=0 k=1

elde edilir. Boylece A, (x) € I (Z) ve A € (¢(A,Z),lx (Z)) olur.

4.6.5. Teorem: A = (an;) € (¢(A,Z),c(Z)) olmas: igin gerek ve yeter sart A, (k) =
Yore kan, ve R = (Tnk) ke

(rnk =D o1 Gnvs k€ ZY ve Ty = Ziﬁfl Uny, k € Z7U{0} (n€ Z)> olmak iizere

i (a) €c(Z) (—m<I1<m, meZ")

ii. A, (k) € ¢(Z)

iii. R € (¢(Z),c(Z)) olmasidir.

fspat: (=) A € (¢(A,Z),c(2)) olsun. O halde Vn € Zigin A, (z) = S5° ___ an,x, yakinsak
ve Vz € ¢(A,Z) igin A, (z) = Y p0 __ anrxy € ¢(Z) olur. Ozel olarak

1, k=1
0, k#I
dizisi segilirse acika x € ¢ (A, Z) olur. O halde
A () = Z Ank T
k=—o00
= Qp

A, (x) = Z AnkTr;

ve A, (k) € ¢(Z) elde edilir. y € ¢(Z) dizisini goz Oniine alalim. Az = y olacak sekilde
yalmiz bir x € s(c(A,Z)) oldugunu biliyoruz. Buradan = € s (c(A,Z)) C ¢(A,Z) ve xp =
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- 25:1 Yo1 (k€ZY), x,=30_, y, (k € Z~ U{0}) olmasindan

m
An (m,x) = E Ank Tk
k=—m
0 m
= E Ank Tk + E Ank Tk
k=—m k=0
m—1 m—1 m—1 m—1
= E Tn(—k)Y—k—1 = Tn(—m) E Yek—1 — E TnkYk + Tnm 5 Yk
k=0 k=0 k=1 k=1

olur. Burada > ;- ka,, < oo olmasindan

nll_{ICl)O Ap (m,z) = A, () = Zrn(—k)y—k—l - Zrnkyk =R, (y)
k=0 =1

(yo =0, y € c(Z)) elde edilir. Boylece
R, (y) = Ay (z) €l (Z) (VR E€Z, Vy € c(Z))

olmasi bulunur. Bu takdirde R € (¢(Z),c(Z)) elde edilir.
(<) Simdi (7), (¢4), (¢i7) ifadelerinin dogru oldugunu kabul edelim. Herhangi bir x €

c(A,Z) alahm. Ozel olarak ), € s(c(A,Z)) olmak iizere

Zo, k=0
T = (Th) ez = ry, k=1
e, k#1,0
dizisini alalim. O halde
A, (m,z) = Z ATk = An1T1 + Z Ak Ty,
k=—m k=—m
m—1 m—1 m—1 m—1
= QpoTo + Ap1T1 + Tn(—k)Y—k—1 — Tn(—m) Z Y—k—1 — Z TrnkYk + Tnm Z Yk
k=0 k=0 k=1 k=1

elde edilir. (m € Z7)
(7) den (an) € ¢(Z) ve |xg|, |x1| < oo olmasimdan a,gzg, a,1z1 € ¢(Z) bulunur. Ayrica

(i7) den A, (k) € ¢(Z) olmasindan

ve



olur. O halde

lim A, (m,z) = A, () = anoo + ama1 + Zrn WY-k1 — Z Pk

m—00
k=0

elde edilir. (i) den R € (¢(Z),c(Z)) olmasindan

Zrn E)Y—k— 1_Zrnkykec(z)

k=1

elde edilir. Boylece A, () € ¢(Z) ve A € (¢(A,Z),c(Z)) olur.

4.6.6. Teorem: A = (a,) € (I (Z),ls (A, Z)) olmasi i¢in gerek ve yeter sart B =
(bnk) = (@ — a1 i) olmak iizere

i Y0 lank] < oo (VneZ)

ii. B€ (I (Z),lx (Z)) olmasidir.

Ispat: (=) A € (In (Z),ls (A, Z)) olsun. O halde Vn € Z igin A, (z) = 3352 antn
yakinsak ve Vz € I (Z) i¢in A, () = 10 @ik € loo (A, Z) olur. Buradan

sup|A (4, (z))] < oo

ne”L

sup [ Ay (z) — Auii (2)] < o0

neEL

bulunur. O halde Vn € Z icin A,, (z) vardir ve

|An ()] = Z AnkTr| < 00
k=—o00
olur. Simdi sabit bir n i¢in
1, app >0
Tl = SGNQpk = 0, anr, =0
—1, a, <0

olarak secilirse sup,cz |Tx| = supgeyz [sgnani| < 1 olacagindan x = (21),cy € loo (Z) olur. Bu
durumda Vn € Z i¢in

o0

E ApkLi

k=—o0

00
= = Z |ank|<OO

k=—o0

o
D lau

k=—o0

elde edilir. Ayrica Vo € [ (Z) i¢in

su;Z) |A, () — Aptr (7)] < 00
ne
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oldugunu biliyoruz. O halde

o0 o0
oo > sup E (nkTk — E (n+1,kTk
nezZ k=—o00 k=—o00
(0.)
= Sup E (nk — Gpi1k) Tk
ne”
k=—o0
o0
= sup E brk T
ne”L
k=—o00

oldugundan > 77 byxy € ls (Z) bulunur. Béylece B € (I (Z) 1l (Z)) olur.
(<) Simdi (), (i) ifadelerinin dogru oldugunu kabul edelim. Herhangi bir = € [, (Z)

alalim. O halde sup;¢; |21 < 0o olmasindan ve (i) kabuliinden

o0 (e.9]
Z |ank| |2k = Z |ankr| < 00

k=—00 k=—o00

elde edilir. Bir seri mutlak yakinsak ise yakinsak oldugundan Z;OZ ey < 00 elde edilir.

—00

Ayrica (i) kabuliinden de herhangi bir x € [ (Z) i¢in B, (z) € I (Z) olmasindan

00 00
B, (z) = E bupTr = g (Ank = Qni1k) T,
k=—o00 k=—o00
oo
= E A(lnkl‘k
k=—00
oo
= A E Ap kL
k=—00

= AA, () €lx(Z)

elde edilir. Boylece A, () € loo (A, Z) ve A € (I (Z) , 1o (A, Z)) bulunur.

4.6.7. Teorem: A = (anr) € (I (Z),c(A,Z)) olmast igin gerek ve yeter sart B =
(bnk) = (@pk — an+1 i) olmak iizere

i Y0 lank] < oo (VneZ)

ii. B € (lo(Z),c(Z)) olmasidur.

Ispat: (=) A € (I (Z),c(A,Z)) olsun. O halde Vn € Z igin A, (z) = 3352 amtn
yakinsak ve Va € I (Z) i¢in A, (z) =Y ro _ anpxi € ¢ (A, Z) olur. Buradan

lim A(A,(z)) = teC

[n]—o0

lim (A, (z) — A, (x)) = teC

[n]—o0
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bulunur. O halde ¥n € Z i¢in A, (z) vardir ve ayrica ¢ (A,Z) C lw (A, Z) olmasindan

A @) = | S amae| < o0
k=—0oc0
olur. Simdi sabit bir n i¢in
1, a,, >0
Tp = sgnany = § 0, ap, =0
—1, An, < 0

olarak segilirse sup,cz |Tx| = supyeyz [sgnani| < 1 olacagmdan x = (z1),c € loo (Z) olur. Bu

durumda Vn € Z i¢in

elde edilir. Ayrica Vo € I (Z) i¢in

| llim (Ap () — Apa (z) =t € C
n|—oo
oldugunu biliyoruz. O halde

o0 o0
t = lim E kTl — E Up i1 kT
k=—0o0

[n]—o0

k=—0o0
00
= |1|im 5 (Ank — Ant1 k) Tk
N
n—oo T
00
[n]—o0
k=—o00

oldugundan > ;7 by, € ¢(Z) bulunur. Béylece B € (I« (Z),c(Z)) olur.
(<) Simdi (¢), (é¢) ifadelerinin dogru oldugunu kabul edelim. Herhangi bir = € [ (Z)
alalim. O halde sup,¢; |zx| < 0o olmasindan ve (i) kabuliinden

o0 o0
Z |ank| |21 = Z |ankar| < 00

k=—o00 k=—00

elde edilir. Bir seri mutlak yakinsak ise yakinsak oldugundan Zzozfoo Ay < 00 elde edilir.

Ayrica (ii) kabuliinden de herhangi bir x € I, (Z) i¢in B, (z) € ¢(Z) olmasimdan

0o 00
B,(x) = Y buwr= Y (tuk — Gns1s) Tk
k=—o00 k=—o00
oo
= E Aankxk
k=—o00
0o
= A E AnkT
k=—o00



elde edilir. Boylece A, () € ¢(A,Z) ve A € (I (Z),c(A,Z)) olur.

4.6.8. Teorem: A = (an;) € (I (Z),c0(A,Z)) olmast i¢in gerek ve yeter sart B =
(bnk) = (ank — ans1x) olmak iizere

Y0 lank] < oo (VneZ)

ii. B€ (Iw(Z),co(Z)) olmasidir.

Ispat: (=) A € (I (Z),co (A, Z)) olsun. O halde Vn € Z igin A, (x) = 300 ___ anpzs
yakinsak ve Vz € I (Z) i¢in A, (z) =D 1o ani € ¢ (A, Z) olur. Buradan

lim A(A,(x)) = 0

[n|]—o0

lim A, (x) — A1 (z) = 0

[n]—o0

bulunur. O halde Vn € Z i¢in A,, (z) vardir ve ayrica ¢y (A, Z) C ls (A, Z) olmasindan

|An ()| = Z nkTr| < 00
k=—00
olur. Simdi sabit bir n i¢in
1, app >0
Ty = SGNQpp = 0, anr =0
-1, a,, <0

dizisi secilirse sup,cy |Tx| = sSupgez |sgnan,| < 1 olacagindan x = (x1),.y € ls (Z) olur. Bu

durumda Vn € Z i¢in

o0
= = Z || < o0

k=—o00

[ee]
D lau

k=—oc0

oo
E ATy

k=—o00

elde edilir. Ayrica Vo € [ (Z) i¢in

lim A, (z) — Api1(2) =0

[n]—o0
oldugunu biliyoruz. O halde
[o¢] o0
0 = lim E pkTl — E (i 1,kTk
[n|—o0
k=—00 k=—oc0
(o]
= lim E (ank — (ln+1,k) T
[n|—o0
=—0Q
(o ¢]
[n|—o0
k=—o00
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oldugundan > ;7 bu,xi € ¢o (Z) bulunur. Béylece B € (I (Z), ¢o (Z)) olur.
(<) Simdi (1), (i7) ifadelerinin dogru oldugunu kabul edelim. Herhangi bir = € [ (Z)

alalm. O halde supcy |z < 0o olmasindan ve (i) kabuliinden
o0 [e.e]
D ankl okl = > Jankx| < oo
k=—o00 k=—o0

elde edilir. Bir seri mutlak yakimsak ise yakinsak oldugundan »".° _ a,kz) < 0o elde edilir.

Ayrica (4i) kabuliinden de herhangi bir x € I, (Z) i¢in B, (x) € ¢y (Z) olmasindan

oo oo
B (z) = Z bpkr = Z (Ank — @ni1k) Tk
k=—o00 k=—o00
o
= E Aankxk
k=—o0
oo
= A E Ak
k=—00

elde edilir. Boylece A, () € ¢y (A,Z) ve A € (lo (Z) ,co (A, Z)) olur.

4.6.9. Teorem: A = (an) € (¢(Z),lx (A,Z)) olmast igin gerek ve yeter sart B =
(bnk) = (@pk — any1x) olmak tizere

i >0 lan] < oo (YneZ)

ii. B€ (c(Z),lx (Z)) olmasidir.

fspat: (=) A € (¢(Z),lx (A, Z)) olsun. O halde Vn € Z igin A, () = Y200 ___ anpzx
yakinsak ve Vo € ¢(Z) i¢in A, (z) =D 1o @ik € loo (A, Z) olur. Buradan

sup|A (4, (z))] < oo

neL

sup |4y, () — Appa (z)] < oo
nez

bulunur. O halde Vn € Z ic¢in A,, (x) vardir ve

oo
E Ak

k=—o00

|4, (z)| = < 00

olur. Simdi Vn, k igin a,r > 0 (veya Vn, k igin a,, < 0) olmak {izere z, = sgna, segersek

T = (1) ey € ¢(Z) olur. Bu durumda Vn € Z igin

o
D lau

k=—00

o0

E Ak

k=—o00

o0
= = Z || < 00

k=—o00
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elde edilir. Ayrica Vo € ¢(Z) igin

suIZ) |A, () — Aptr (7)] < 00
ne

oldugunu biliyoruz. O halde

o0 o0
oo > sup E kTl — E Qn4+1,6Tk
= k=—0c0 k=—0c0
o0
= sup| Y (Gnk — Gny1k)
ne” e
=—00
o0
= Ssup E by,
ne” e
=—0

oldugundan > ;7 buizi € s (Z) bulunur. Béylece B € (¢(Z), 1 (Z)) olur.
(<) Simdi (i), (i7) ifadelerinin dogru oldugunu kabul edelim. Herhangi bir = € ¢(Z)
alalim. O halde ¢ (Z) C I (Z) iken sup,y |zx| < 0o olmasindan ve (i) kabuliinden

o0 o0
> ankl lzrl = D Janki| < oo

k=—o0 k=—o00

elde edilir. Bir seri mutlak yakmsak ise yakinsak oldugundan »".° _ a,xx) < 0o elde edilir.

Ayrica (i) kabuliinden de herhangi bir x € ¢(Z) i¢in B, () € [« (Z) olmasindan

oo 00
B (z) = Z bpkk = Z (Ank — @ni1k) Tn
k=—o00 k=—o00
oo
= E Aankxk
k=—o0
0o
= A E AnkTL
k=—o00

elde edilir. Boylece A, () € I (A, Z) ve A € (¢(Z),lx (A,Z)) olur.

4.6.10. Teorem: A = (an;) € (¢(Z),c(A,Z)) olmas: icin gerek ve yeter sart B =
(bnk) = (@pk — ant1 k) olmak tizere

Y0 ank| < oo (VneZ)

ii. Be (c(Z),c(Z)) olmasidr.

fspat: (=) A € (c(Z),c(A,Z)) olsun. O halde Vn € Z igin A, () = S50 ___ anpx
yakinsak ve Va € ¢(Z) igin A, () = > ;2 anxy € ¢ (A, Z) olur. Buradan

lim A(A,(z) = teC

[n]—o0

lim A, (x) — A1 (z) = teC

[n]—o0
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bulunur. O halde ¥n € Z i¢in A, (z) vardir ve ayrica ¢ (A,Z) C lw (A, Z) olmasindan

0
E QgL

k=—o00

< 00

|[An (2)] =

olur. Simdi Vn, k igin a,r > 0 (veya Vn, k igin a,, < 0) olmak {izere z, = sgna,; segersek
T = (T) ez € ¢(Z) olur. Bu durumda Vn € Z igin

o0

E ApkLi

k=—o0

[e. 9]

D lau

k=—o0

(e 9]

= Z |ans| < o0

k=—o0

elde edilir. Ayrica Va € ¢(Z) igin

lim A, (x)— A, (x)=teC

[n]—o0
oldugunu biliyoruz. O halde
o0 o0
t = lim E kTl — E Ap i1,k Tk
[n]—o0
=—00 k=—00
o
= lim E (nk — Qpi1) T
[n]—o0
=—00
o
|n|—>ook_

oldugundan > ;7 buizy € ¢(Z) bulunur. Béylece B € (¢(Z),c(Z)) olur.
(<) Simdi (1), (¢7) ifadelerinin dogru oldugunu kabul edelim. Herhangi bir = € ¢(Z)

alalim. O halde ¢ (Z) C I (Z) iken supjey |k < 0o olmasindan ve (i) kabuliinden

[o¢] o0
Z |ank| |21 = Z |ankr| < 00

k=—00 k=—o00
elde edilir. Bir seri mutlak yakimsak ise yakinsak oldugundan )" _ a,x) < oo elde edilir.

Ayrica (4i) kabuliinden de herhangi bir = € ¢(Z) i¢in B, (z) € ¢(Z) olmasindan

0 0
B (z) = Z bukk = Z (Ank — @ni1k) Tn
k=—0o0 k=—o0
0
= E Aankxk
k=—00
0
= A E ApkL
k=—o00

elde edilir. Boylece A, (z) € ¢(A,Z) ve A€ (¢(Z),c(A,Z)) olur.

86



4.6.11. Teorem: A = (an;) € (c(Z),co(A,Z)) olmast i¢in gerek ve yeter sart B =
(bnk) = (@pk — any1x) olmak tizere
i Y lan] < oo (YneZ)
ii. B€ (c(Z),cy(Z)) olmasidur.
fspat: (=) A € (c(Z),c(A,Z)) olsun. O halde Vn € Z igin A, (z) = 3250 anpx
yakinsak ve Vo € ¢(Z) igin A, () = > 70 anpZy € ¢o (A, Z) olur. Buradan
lim A(A4,(z)) = 0

[n]—o0

lim A, (z) — A1 (x) = 0
[n|—o0
bulunur. O halde Vn € Z i¢in A,, (z) vardir ve ayrica ¢y (A,Z) C lo (A, Z) olmasindan

%)
E Ak

k=—o00

|[An (2)] = < 00

olur. Simdi Vn, k igin a,r > 0 (veya Vn, k igin a,, < 0) olmak {izere z, = sgna, segersek
T = (T)ez, € ¢(Z) olur. Bu durumda Vn € Z igin

o9}

E ApkLi

k=—o0

[e.9]

D lau

k=—o0

[e.9]

= Z |ans| < o0

k=—o0

elde edilir. Ayrica Vo € ¢(Z) igin

lim A, (x) — Api1 () =0

[n]—o0

oldugunu biliyoruz. O halde

o0 o0
0 = lim E kTl — E i1,k Tk
[n|]—o0
=—00 k=—o0
o
= lim E (@ — Qns1 k) Tk
[n|—o0
=—00
o0
\n\—>ook_

oldugundan > bu,xi € ¢o (Z) bulunur. Béylece B € (¢(Z), ¢y (Z)) olur.
(<) Simdi (), (i7) ifadelerinin dogru oldugunu kabul edelim. Herhangi bir = € c¢(Z)

alalim. O halde ¢ (Z) C I (Z) iken sup,cy x| < 0o olmasindan ve (i) kabuliinden

o0 [e.9]
Z |ank| |z1] = Z |ankr| < 00

k=—o00 k=—o00
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elde edilir. Bir seri mutlak yakinsak ise yakinsak oldugundan ZZOZ o UnkT < 00 elde edilir.

Ayrica (i) kabuliinden de herhangi bir z € ¢(Z) igin B,, () € ¢ (Z) olmasindan

o0 o0
B, (z) = E bupTr = E (Ank — Qni1p) T,
k=—00 k=—oc0
oo
= E A(lnkl'k
k=—o00
o0
= A E Ap kLl
k=—o00

elde edilir. Boylece A, () € ¢o (A, Z) ve A€ (¢(Z),co (A, Z)) olur.
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5. SONUC VE ONERILER

5.1. Sonuglar

Bu calismada bilateral dizilerin fark dizileri tanimlanarak dizi uzaylarinin fark dizileri ile

arasindaki yakin iligki tespit edildi.

5.2. Oneriler

Bu calisgmada elde edilen bulgularin ikinci kisimda verdigimiz bazi diger kiimeler i¢in uygu-

lanip uygulanamayacagi arastirabilir.
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