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ÖZET

B�LATERAL D�Z�LER �Ç�N FARK D�Z� UZAYLARI

R�dvan Cem DEM�RKOL

Yüksek Lisans Tezi

Bitlis Eren Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal�

Dan�³man: Doç. Dr. Harun POLAT

Haziran 2016, 93 sayfa

Bu çal�³mada ilk olarak konuya ait temel tan�m ve teoremler, önceki çal�³malardan örnekler

ve kullan�lan materyal ve yöntem verildi.

Daha sonra baz� fark dizi uzaylar�n�n tan�m�, bu dizi uzaylar�n�n dual uzaylar� ve baz�

matris dönü³ümleri verildi. Ard�ndan bilateral dizilerin fark dizileri tan�mland�. Bu dizi uzay-

lar�n�n baz� topolojik özellikleri incelendi. Bu fark dizi uzaylar�n�n dual uzaylar� hesaplanarak

matris dönü³ümleri karakterize edildi.

Son olarak da baz� sonuç ve öneriler verilerek çal�³ma sonland�r�ld�.

Anahtar Kelimeler: Bilateral dizi, Fark dizi uzay�, Dualler, Matris dönü³ümleri.
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ABSTRACT

DIFFERENCE SEQUENCE SPACES

OF BILATERAL SEQUENCES

R�dvan Cem DEM�RKOL

Master Thesis

Bitlis Eren University Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Advisor: Assoc. Prof. Dr. Harun POLAT

June 2016, 93 pages

In this study fundamental de�nitons and theorems, examples from former studies, used

method and material are given �rstly.

Then de�nitons of some di�erence sequence spaces, their duals, and some matrix trans-

formations are given. Next, di�erence sequence spaces of bilateral sequences are de�ned.

Some topological properties of them are investigated. Their matrix transformations are cha-

racterized by computing dual spaces of these di�erence sequence spaces.

Finally, it is concluded by given some result and comments.

Key Words: Bilateral sequence, Di�erence sequence space, Duals, Matrix Maps.
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S�MGELER D�Z�N�

N Do§al say�lar kümesi

∆ Fark operatörü

C Karma³�k say�lar kümesi

ω Karma³�k say�lar üzerinde tan�ml� bütün dizilerin kümesi

l1 Mutlak yak�nsak dizilerin kümesi

R Reel say�lar kümesi

l∞ S�n�rl� dizilerin kümesi

c0 S�f�ra yak�nsak dizilerin kümesi

Z Tam say�lar kümesi

X∗ X normlu uzay�n�n sürekli dual uzay�

Xα X dizi uzay�n�n α− duali

Xβ X dizi uzay�n�n β− duali

Xγ X dizi uzay�n�n γ− duali

(X, Y ) X dizi uzay�n� Y dizi uzay�na dönü³türen matrisler

X (∆) X dizi uzay�n�n fark dizisi

X (∆,Z) X bilateral dizi uzay�n�n fark dizisi

c Yak�nsak dizilerin kümesi

v



1. G�R��

1.1. Temel Tan�m ve Teoremler

1.1.1. Tan�m: Tan�m kümesi N do§al say�lar kümesinden ibaret olan fonksiyonlara dizi

denir. Diziler de§er kümelerine göre çe³itli adlar al�rlar. E§er dizinin de§er kümesi C karma³�k

say�lar kümesi ise diziye karma³�k terimli, R reel say�lar kümesi ise diziye reel terimli, Q

rasyonel say�lar kümesi ise diziye rasyonel terimli dizi denir.

f : N→ C

n → (xn)n∈N = (x1, x2, x3,...)

dizisinin genel terimi (xn) olur [1].

1.1.2. Tan�m: Tan�m kümesi Z tam say�lar kümesinden ibaret olan fonksiyonlara bi-

lateral dizi denir. Bilateral diziler de§er kümelerine göre çe³itli adlar al�rlar. E§er bilateral

dizinin de§er kümesi C karma³�k say�lar kümesi ise diziye karma³�k terimli, R reel say�lar

kümesi ise diziye reel terimli, Q rasyonel say�lar kümesi ise diziye rasyonel terimli bilateral

dizi denir.

f : Z→ C

n → f (n) = (xn)n∈Z = (..., x−3,x−2, x−1, x0, x1, x2, x3,...) .

bilateral dizisinin genel terimi (xn)n∈Z olur [2, 3, 4, 5].

1.1.3. Tan�m: (xn) herhangi bir dizi olsun. ∀n ∈ N için |xn| ≤ M olacak ³ekilde M

reel say�s� varsa yani (xn) dizisinin bütün terimleri için bir alt ve üst s�n�r varsa (xn) dizisine

s�n�rl� dizi denir [1].

1.1.4. Tan�m: (xn)n∈Z herhangi bir bilateral dizi olsun. ∀n ∈ Z için |xn| ≤ M olacak

³ekilde M reel say�s� varsa yani (xn)n∈Z bilateral dizisinin bütün terimleri için bir alt ve üst

s�n�r varsa (xn)n∈Z bilateral dizisine s�n�rl� bilateral dizi denir [2].

1.1.5. Tan�m: (xn) herhangi bir dizi olsun. ∀ε > 0 için ∀n ≥ N (ε) oldu§unda |xn − a| <

ε olacak ³ekilde bir N(ε) do§al say�s� varsa (xn) dizisi a say�s�na yak�nsakt�r denir.

lim
n→∞

xn = a

1



ile gösterilir [1].

1.1.6. Tan�m: (xn)n∈Z herhangi bir bilateral dizi olsun. ∀ε > 0 için ∀ |n| ≥ N (ε)

oldu§unda |xn − a| < ε olacak ³ekilde bir N (ε) do§al say�s� varsa (xn)n∈Z bilateral dizisi

a say�s�na yak�nsakt�r denir.

lim
|n|→∞

xn = a

ile gösterilir [3].

1.1.7. Tan�m: (xn) herhangi bir dizi olsun. ∀ε > 0 için ∀n,m ≥ N(ε) oldu§unda

|xn − xm| < ε olacak ³ekilde bir N (ε) do§al say�s� varsa (xn) dizisine Cauchy dizisi denir [1].

1.1.8. Tan�m: (xn)n∈Z herhangi bir bilateral dizi olsun. ∀ε > 0 için ∀ |n| , |m| ≥ N (ε)

(n,m ∈ Z) oldu§unda |xn − xm| < ε olacak ³ekilde bir N (ε) do§al say�s� varsa (xn)n∈Z

bilateral dizisine bir Cauchy dizisi denir.

1.1.9. Tan�m: (xn) herhangi bir dizi olsun. Genel terimi

s1 = x1

s2 = x1 + x2

s3 = x1 + x2 + x3

.

.

.

sn = x1 + x2 + ...+ xn

olan (sn) dizisini göz önüne alal�m. ((xn) , sn) ikilisi seri olarak adland�r�l�r. (xn) terimine

serinin genel terimi ve (sn) dizisine serinin k�smi toplamlar dizisi denir. E§er k�smi toplamlar

dizisi bir s say�s�na yak�ns�yorsa yani

lim
n→∞

sn = s

oluyorsa ((xn) , sn) serisi yak�nsak ve serinin toplam� s say�s�d�r denir. Yak�nsak olmayan

seriye �raksakt�r denir [1].

1.1.10. Tan�m:
∑∞

k=1 |sk| serisi yak�nsak ise
∑∞

k=1 sk serisine mutlak yak�nsak seri denir

[1].

1.1.11. Tan�m:
∑∞

k=−∞ xk bilateral serisinin k�smi toplamlar dizisi olan sn =
∑n

k=−n xk

2



(n→∞) için bir s say�s�na yak�nsak ise
∑∞

k=−∞ xk serisi yak�nsakt�r denir.

s =
∞∑

k=−∞

xk =
0∑

k=−∞

xk +
∞∑
k=1

xk

ile gösterilir [2, 3].

1.1.12. Tan�m: X bo³ olmayan bir küme olsun. A³a§�daki ³artlar� sa§layan d : X×X →

R fonksiyonuna X de bir metrik ve (X, d) ikilisine de bir metrik uzay denir. ∀x, y, z ∈ X

için,

M1. d (x, y) = 0⇔ x = y

M2. d (x, y) = d (y, x)

M3. d (x, y) ≤ d (x, z) + d (z, y) [1].

1.1.13. Tan�m: X = (X, d) bir metrik uzay ve (xn) , X de bir Cauchy dizisi olsun.

lim
n→∞

d (xn, x) = 0

olacak ³ekilde bir x ∈ X varsa X metrik uzay�na tam uzay denir [1].

1.1.14. Tan�m: G bo³ olmayan bir küme ve ◦, G üzerinde tan�ml� bir ikili i³lem olsun.

A³a§�daki ³artlar� sa§layan G kümesine ◦ i³lemi alt�nda bir de§i³meli grup denir. ∀x, y, z ∈ G

için,

G1. x ◦ y ∈ G

G2. (x ◦ y) ◦ z = x ◦ (y ◦ z)

G3. ∀x ∈ G için x ◦ e = x olacak ³ekilde bir e ∈ G vard�r.

G4. ∀x ∈ G için x ◦ a = a ◦ x = e olacak ³ekilde bir a ∈ G vard�r.

G5. x+ y = y + x [6] .

1.1.15. Tan�m: F bo³ olmayan bir küme olsun. (F,+, ·) kümesi toplamaya göre de§i³meli

bir grup ve çarpma i³lemine göre de s�f�r eleman� hariç de§i³meli bir grup ise F ye bir cisim

denir [6] .

1.1.16. Tan�m: V bo³ olmayan bir küme ve F reel veya kompleks say�lar�n bir cismi

olsun. A³a§�daki ³artlar� sa§layan V cümlesine F cismi üzerinde bir vektör (lineer) uzay

denir. ∀ α, β ∈ F ve ∀x, y, z ∈ V için,

V1. x+ y ∈ V

V2. (x+ y) + z = x+ (y + z)

V3. ∀x ∈ V için x+ θ = x olacak ³ekilde bir θ ∈ V vard�r.

V4. ∀x ∈ V için x+ (−x) = θ olacak ³ekilde bir (−x) ∈ V vard�r.

3



V5. x+ y = y + x

V6. αx ∈ X

V7. α (x+ y) = αx+ αy

V8. (α + β)x = αx+ βx

V9. α (βx) = (αβ)x

V10. ∀x ∈ V, ∃1 ∈ F öyle ki 1x = x (Buradaki 1, F nin birim eleman�d�r.) [1].

1.1.17. Tan�m: N, F cismi üzerinde bir vektör uzay olsun. A³a§�daki ³artlar� sa§layan ‖·

‖ : N → R fonksiyonuna N de bir norm ve (N, ‖ · ‖) ikilisine de bir normlu uzay denir.

∀x, y ∈ N ve α ∈ F için,

N1. ‖x‖ = 0⇔ x = θ

N2. ‖αx‖ = |α| ‖x‖

N3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ [1].

1.1.18. Tan�m: N normlu bir vektör bir uzay olsun. N norm metri§ine göre tam ise N

bir Banach uzay�d�r denir [1].

1.1.19 Tan�m: X bir Banach dizi uzay� olmak üzere ∀x ∈ X için

Pk : X → C

x → Pk (x) = xk (k = 1, 2, ...)

dönü³ümü sürekli ise X uzay�na bir BK-uzay� denir [7].

X ve Y iki Banach uzay� T : X → Y bir dönü³üm olsun. (xn) , X de herhangi bir dizi

ve x ∈ X olmak üzere

xn → x ⇒ T (xn)→ T (x)

ise koordinatsal süreklidir denir.

1.1.20. Tan�m: X bo³ olmayan bir küme ve τ, X in elemanlar�ndan olu³an alt cümle-

lerinin bir ailesi olsun. A³a§�daki ³artlar� sa§layan τ ya X de bir topoloji ve (X, τ) ikilisine

de bir topolojik uzay denir.

T1. X,∅ ∈ τ.

T2. τ ya ait elamanlar�n herhangi say�daki birle³imi τ ya aittir.

T3. τ ya ait elemanlar�n sonlu say�daki kesi³imi τ ya aittir [1].

1.1.21. Tan�m: X = (X, τ) ve Y = (Y, ρ) iki topolojik uzay ve f : X → Y bir fonksiyon

olsun. E§er f dönü³ümü birebir, örten, sürekli ve f−1 de sürekli ise f fonksiyonuna X den

4



Y ye bir homeomor�zm denir. Bu durumda X ve Y uzaylar�na topolojik denk uzaylar denir.

X ' Y ile gösterilir [1].

1.1.22. Tan�m: Vektör uzaylarda tan�mlanm�³ olan dönü³ümlere operatör denir [8].

1.1.23. Tan�m: V ve V ′ ayn� F cismi üzerinde tan�mlanm�³ olan iki vektör uzay olsun.

A³a§�daki ³artlar� sa§layan T : V → V ′ operatörüne lineer operatör denir. ∀x, y ∈ V ve

α ∈ F skaleri için,

L1. T (x+ y) = T (x) + T (y)

L2. T (αx) = αT (x) [8].

1.1.24. Tan�m: N1 = (N1, ‖ · ‖1) , N2 = (N2, ‖ · ‖2) iki normlu uzay ve T : N1 →

N2 bir lineer dönü³üm olsun. T dönü³ümü normu koruyorsa yani ∀x ∈ N1 için ‖T (x)‖2 =

‖x‖1 oluyorsa T ye lineer izometri denir. E§er T birebir ve örten bir lineer izometri ise

T dönü³ümüne lineer izomor�zm denir. Bu durumda N1 ve N2 normlu uzaylar�na izomor�k

uzaylar denir. N1 ve N2 uzaylar� izometrik olarak izomorf iseler N1 ve N2 uzaylar� denk

uzaylard�r denir. N1 ' N2 ile gösterilir [9].

1.1.25. Tan�m: N1 = (N1, ‖ · ‖1) , N2 = (N2, ‖ · ‖2) iki normlu uzay ve T : N1 → N2 bir

lineer operatör olsun. ∀x ∈ N1 için ‖T (x)‖2 ≤ K‖x‖1 olacak ³ekilde bir K ≥ 0 reel say�s�

bulunabiliyorsa T ye s�n�rl� lineer operatör denir [8].

1.1.26. Tan�m: V bir vektör uzay olmak üzere F = R veya F = C olsun.

f : V → F

operatörüne fonksiyonel denir [8].

1.1.27. Tan�m: V bir vektör uzay olsun. V üzerinde s�n�rl� lineer fonksiyonellerin cümlesi

‖f‖ = sup
x∈X,x6=θ

|f (x)|
‖x‖

= sup
x∈X,‖x‖=1

|f (x)|

normu ile bir normlu uzayd�r. Bu uzaya V nin sürekli dual uzay� denir. V ∗ ile gösterilir [8].

1.1.28. Tan�m: X bir dizi uzay� olsun.

Xα =

{
a = (ak) :

∞∑
k=1

|akxk| <∞, ∀x ∈ X

}
,

Xβ =

{
a = (ak) :

∞∑
k=1

akxk <∞, ∀x ∈ X

}
,

Xγ =

{
a = (ak) : sup

n

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

akxk

∣∣∣∣∣ <∞, ∀x ∈ X
}

Xα, Xβ, Xγ uzaylar�na s�ras�yla X in α−, β− ve γ− duali denir [10].
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1.1.29. Tan�m: B(X) bilateral dizilerin bir uzay� olsun. Bu durumda

Bα (X) =

{
a = (ak)

∞
−∞ :

∞∑
k=−∞

|akxk| <∞, ∀x = (xk)k∈Z ∈ B (X)

}

Bβ (X) =

{
a = (ak)

∞
−∞ :

∞∑
k=−∞

akxk <∞, ∀x = (xk)k∈Z ∈ B (X)

}

Bγ (X) =

{
a = (ak)

∞
−∞ : sup

∣∣∣∣∣
n∑

k=−n

akxk

∣∣∣∣∣ <∞, ∀x = (xk)k∈Z ∈ B (X)

}

kümeleri s�ras�yla B(X) bilateral dizi uzay�n�n α−, β− ve γ− dualleridir [3, 10].

1.1.30. Teorem: Bir X Banach uzay�n�n bir Y alt uzay�n�n tam olmas� için gerek ve

yeter ³art Y nin X de kapal� olmas�d�r [8].

1.1.31. Teorem: (X, d) bir metrik uzay M ⊂ X ve M, M nin kapan�³�n� göstersin.

x ∈M olmas� için gerek ve yeter ³art xn → x olacak ³ekilde M de bir (xn) dizisinin mevcut

olmas�d�r [8] .

1.1.32. Tan�m: X, Y bo³tan farkl� iki küme ve X, Y ⊂ ω olsun. A = (ank)
∞
n,k=1 kompleks

say�lar�n sonsuz bir matrisi olsun. Bir x = (xk) ∈ X dizisinin Ax dönü³üm dizisi ∀n ∈ N için

An (x) =
∑∞

k=1 ankxk serisi yak�nsak olmak üzere Ax = (An (x)) ∈ Y dizisidir. A ya X den

Y ye bir matris dönü³ümü ve Ax ise x in A dönü³üm dizisidir denir. (X, Y ) ile de X den Y

ye bütün A matrislerinin s�n�f�n� gösterece§iz [11].

6



2. ÖNCEK� ÇALI�MALAR

Bütün dizilerin kümesi ω, bütün s�n�rl� dizilerin kümesi l∞, bütün yak�nsak dizilerin kümesi

c, bütün s�f�ra yak�nsak dizilerin kümesi c0 ile gösterilir. Bu kümelerin her biri ayr� ayr� birer

vektör uzayd�r. X = l∞, c veya c0 olmak üzere ∀x ∈ X için

‖x‖∞ = sup |xk|

normu ile bir Banach uzayd�r. Bu dizi uzaylar�n�n topolojik ve geometrik özellikleri birçok

yazar taraf�ndan incelenmi³tir. Bu dizi uzaylar� toplanabilme çal�³malar�nda önemli bir yer

tutmaktad�r. Toplanabilme teorisinin önemli konular�ndan biri sonsuz matrislerle yap�lan

dönü³ümlerdir. Örne§inX, Y bo³tan farkl� iki dizi uzay� ve A = (ank)
∞
n,k=1 kompleks say�lar�n

sonsuz bir matrisi olmak üzere bir x = (xk) ∈ X dizisinin Ax dönü³üm dizisi ∀n ∈ N için

An (x) =
∞∑
k=1

ankxk <∞

iken Ax = (An (x)) ∈ Y dizisidir. A ya X den Y ye bir matris dönü³ümü ve Ax ise x

in A dönü³üm dizisidir denir. Birçok yazar taraf�ndan yeni dizi uzaylar� olu³turulup bu

dizi uzaylar�n topolojik ve geometrik özellikleri incelenerek bilinen dizi uzaylar�na matris

dönü³ümleri yap�lm�³t�r.

K�zmaz 1981 y�l�nda X = l∞, c ve c0 olmak üzere fark dizilerini fark dizilerini ∆x =

xk − xk+1 ile

X (∆) = {x ∈ ω : ∆x ∈ X}

³eklinde tan�mlad�. Bu dizi uzaylar�n�n topolojik özelliklerini inceleyerek ve dual uzaylar�n�

hesaplayarak matris dönü³ümlerini karakterize etti [12]. Ahmad ve Mursaleen bu dizi uzay-

lar�n� p = (pn) pozitif reel say�lar�n bir dizisi olmak üzere X (p,∆) ³eklinde genelle³tirdi

[13]. Sar�göl X = l∞ için ∆rx = (kr∆xk)
∞
k=1 olmak üzere X (∆r) dizi uzay�n� r < 1 için

tan�mlad� [14]. Mursaleen, Gaur ve Sai� X = l∞ için X (p; ∆r) dizi uzay� üzerinde r > 0

için çal�³t�lar [15]. Choudhary ve Mishra X = c0 için X (∆r) dizi uzay�n� r ≥ 1 için tan�mla-

yarak bir BK- uzay� oldu§unu gösterdiler [16]. Gnanaseelan ve Srivastava u = (uk) s�f�rdan

farkl� karma³�k say�lar�n dizisinin baz� ko³ullar� sa§lamas� durumunda X (u; ∆) dizi uzay�n�

tan�mlad�lar [17]. Malkowsky bu dizi uzay�n� u = (uk) dizisi üzerinde herhangi bir ko³ul
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olmaks�z�n tan�mlayarak bir BK- uzay� oldu§unu gösterdi [18]. Choudhary ve Mishra'n�n

yapt�§� tan�m� genelle³tiren Gaur ve Mursaleen X = c0 olmak üzere X (p; ∆r) dizi uzaylar�n�

r ≥ 1 için tan�mlayarak, α− ve β− duallerini bulup baz� matris dönü³ümlerini incelediler

[19]. Et X = l∞, c ve c0 için ikinci mertebeden fark dizi uzaylar�n� tan�mlayarak, bir Banach

uzay� oldu§unu gösterdi [20]. Et ve Çolak X = l∞, c ve c0 için m. mertebeden fark dizi

uzaylar�n� tan�mlad�lar [21]. Ayr�ca Gaur ve Mursaleen [22] de modülüs; Mursaleen, Khan

ve Qamaruddin [23] de Orlicz fonksiyonlar� yard�m�yla yeni fark dizi uzaylar� tan�mlad�lar.

Orhan Cp ve C∞ olacak ³ekilde baz� Cesaro fark dizi uzaylar�n� tan�mlad� [24]. Ba³ar�r C (p)

dizi uzay�n� tan�mlad� [25]. Et m.mertebeden genelle³tirilmi³ Cesaro fark dizilerini Cp (∆m)

ve C∞ (∆m) olacak ³ekilde tan�mlad� [26]. Altay ve Ba³ar baz� Euler fark dizilerini er0, e
r
c

ve er∞ ³eklinde tan�mlad�lar [27]. Polat ve Ba³ar m. mertebeden genelle³tirilmi³ Euler fark

dizilerini er0 (∆m) , erc (∆m) ve er∞ (∆m) ³eklinde tan�mlad�lar [28].

Bilateral diziler ile ilgili çal�³malar Laurent serileri, Fourier serileri ve fonksiyonlar�n hi-

pergeometrik serilerle gösterimi ile ilgili alanlarda yo§unla³m�³t�r. Saavedra ve Rodriguez

karma³�k terimli l2 (Z) bilateral dizisinde hiper-devirli bilateral öteleme operatörü üzerinde

çal�³t� [29]. Menet 1 ≤ p < ∞ olmak üzere lp (Z) ve c0 (Z) bilateral dizi uzaylar� için genel-

le³tirdi [30]. Shakrin l∞ (Z) , 1 ≤ p <∞ için lp (Z) ve c0 (Z) bilateral dizi uzaylar�n� a§�rl�kl�

bilateral öteleme operatörü için baz� sonuçlar elde etmek için kulland� [31, 32]. Simon ve

Marko l∞ (Zn, X) , lp (Zn, X) ve c0 (Zn, X) X−de§erli Banach bilateral dizi uzaylar�n� çe³itli

tipteki operatörlerin karakterizasyonlar�n� bulmak için kulland� [33]. Agrawal ve Srivastava

l
(
Z, X, λ, p

)
bilateral dizi uzay�n� tan�mlad� [2]. Yine Agrawal ve Srivastava c

(
Z, X, λ, p

)
ve

c0

(
Z, X, λ, p

)
bilateral dizilerin uzaylar�n� tan�mlay�p sürekli duallerini buldular [3, 34].
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3. MATERYAL VE YÖNTEM

Bu çal�³ma için dizi uzaylar�, fark dizi uzaylar�, dualler, matris dönü³ümleri ve bilateral

diziler hakk�nda temel kavramlar ara³t�r�ld�. Ara³t�r�lan bu konular hakk�nda literatür tara-

mas� yap�larak gerekli kitap, makale ve tez çal�³malar� incelendi. Çal�³man�n ana materyalini

K�zmaz [12] taraf�ndan 1981 y�l�nda yay�nlanan ve baz� fark dizi uzaylar�n� tan�mlayan "On

Certain Sequence Spaces" adl� makale olu³turmaktad�r. Bunun yan�nda bir önceki bölümde

verilen fark dizi uzaylar� ile ilgili baz� çal�³malar�nda konuya önemli katk�lar� olmu³tur. Ay-

r�ca Agrawal ve Srivastava [2, 3, 34] de baz� bilateral dizi uzaylar�n� tan�mlad�lar. Bu ise bize

bilateral diziler ve fark dizi uzaylar� aras�nda bir ili³kinin olabilece§ini gösterip çal�³man�n

ana konusunu olu³turdu. Çal�³mada bulunan bulgular detayl� ve anla³�l�r bir ³ekilde ispat

edildi.
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4. BULGULAR

Bu bölümde ilk olarak K�zmaz [12] taraf�ndan tan�mlanan s�n�rl�, yak�nsak ve s�f�ra yak�nsak

dizilerin fark dizi uzaylar� incelendi. Elde edilen sürekli, α−, β− ve γ− dualleri verilerek

karakterize edilen matris dönü³ümleri verildi. Daha sonra bilateral dizi uzaylar�n�n fark dizi

uzaylar� tan�mland�. Bu fark dizi uzaylar�n�n dualleri hesaplanarak matris dönü³ümleri ka-

rakterize edildi.

4.1. Fark Dizi Uzaylar�

4.1.1. Tan�m: l∞, c ve c0 s�ras�yla s�n�rl�, yak�nsak ve s�f�ra yak�nsak kompleks terimli dizi

uzaylar� olmak üzere

‖x‖∞ = sup
k∈N
|xk|

normu ile normlu lineer uzaylard�r [1].

K�zmaz [12] de ∆x = ∆(xk) = (xk − xk+1) olmak üzere

l∞(∆) = {x = (xk) : ∆x ∈ l∞}

c(∆) = {x = (xk) : ∆x ∈ c}

c0(∆) = {x = (xk) : ∆x ∈ c0}

fark dizi uzaylar�n� tan�mlad�. Bu uzaylar�n

‖x‖∆ = |x1|+ ‖∆x‖∞

normu ile Banach uzay� oldu§unu gösterdi.

4.1.2. Teorem: (l∞(∆), ‖ · ‖∆) bir Banach uzay�d�r [12].

�spat: l∞ (∆) bir lineer uzayd�r.

i. ∀x, y ∈ l∞ (∆) alal�m. Böylece ∆x, ∆y ∈ l∞ ve

∆ (x+ y) = ((xk + yk)− (xk+1 + yk+1))

= (xk − xk+1) + (yk − yk+1)

= ∆x+ ∆y
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elde edilir. l∞ lineer uzay oldu§undan ∆x+ ∆y ∈ l∞ olur. Böylece ∆ (x+ y) ∈ l∞ bulunur.

O halde x+ y ∈ l∞ (∆) elde edilir.

ii. ∀x ∈ l∞ (∆) ve herhangi bir λ skaleri için

∆ (λx) = (λxk − λxk+1)

= λ (xk − xk+1)

= λ (∆x)

olur. l∞ lineer oldu§undan λ (∆x) ∈ l∞ olur. Böylece ∆ (λx) ∈ l∞ bulunur. O halde λx ∈

l∞ (∆) elde edilir. Böylece l∞ (∆) bir lineer uzayd�r.

(l∞(∆), ‖ · ‖∆) bir normlu uzayd�r.

‖ · ‖∆ : l∞ (∆)→ R

‖x‖∆ = |x1|+ ‖∆x‖∞

N1. ∀x ∈ l∞(∆) için ‖x‖∆ = 0⇔ |x1| = 0 ve ‖∆x‖∞ = 0 olur.

‖∆x‖∞ = sup
k
|xk − xk+1| = 0

olmas� ancak

|xk − xk+1| = 0, ∀k ∈ N

olmas� ile mümkündür.

|x1| = 0⇒ x1 = 0

olur. Ayr�ca

|x1 − x2| = 0⇔ x1 − x2 = 0, x1 = 0⇒ x2 = 0

|x2 − x3| = 0⇔ x2 − x3 = 0, x2 = 0⇒ x3 = 0

·

·

·

|xk − xk+1| = 0⇔ xk−xk+1 = 0, xk = 0⇒ xk+1 = 0

elde edilir. Böylece x = (xk) = (0, 0, 0, ...0, ...) = θ bulunur.
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N2. λ herhangi bir skaler olmak üzere

‖λx‖∆ = |λx1|+ ‖∆ (λx) ‖∞

= |λ| |x1|+ sup
k
|λxk − λxk+1|

= |λ|
(
|x1|+ sup

k
|xk − xk+1|

)
= |λ| ‖x‖∆

elde edilir.

N3. ∀x, y ∈ l∞(∆) için

‖x+ y‖∆ = |x1 + y1|+ ‖∆ (x+ y) ‖∞

= |x1 + y1|+ sup
k
|(xk + yk)− (xk+1 + yk+1)|

≤ |x1|+ sup
k
|xk − xk+1|+ |y1|+ sup

k
|yk − yk+1|

= ‖x‖∆ + ‖y‖∆

elde edilir. Böylece (l∞(∆), ‖ · ‖∆) bir normlu uzayd�r.

l∞(∆) tamd�r. (xn) = (xnk) = (xn1 , x
n
2 , ...) olacak ³ekilde l∞ (∆) de bir Cauchy dizisi alal�m.

O halde ∀ε > 0 ve ∀n,m ≥ N (ε) için ‖xnk − xmk ‖∆ < ε olacak ³ekilde bir N (ε) ∈ N vard�r.

Yani

‖xnk − xmk ‖∆ = |xn1 − xm1 |+ ‖∆xnk −∆xmk ‖∞ → 0 (∀k ∈ N ve n,m→∞)

elde edilir. Buradan

|xnk − xmk | → 0 (∀k ∈ N ve n,m→∞)

bulunur. Böylece (xnk) = (xn1 , x
n
2 , ...) dizisi C de bir Cauchy dizisi olur. C nin taml�§�ndan

∀ (xnk) ∈ C için

lim
n→∞

xnk = xk (∀k ∈ N)

olacak ³ekilde bir xk ∈ C vard�r. Ayr�ca ∀ε > 0 için ∃N(ε) ∈ N öyle ki

|xn1 − xm1 | < ε,
∣∣xnk+1 − xmk+1 − (xnk − xmk )

∣∣ < ε (∀n,m ≥ N(ε), ∀k ∈ N)

olur. ∀n ≥ N(ε) için

lim
m
|xn1 − xm1 | = |xn1 − x1| ≤ ε

lim
m

∣∣xnk − xmk − (xnk+1 − xmk+1

)∣∣ =
∣∣xnk − xk − (xnk+1 − xk+1

)∣∣ ≤ ε
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elde edilir. Burada ε, k ya ba§l� olmad�§�ndan

sup
k

∣∣xnk − xk − (xnk+1 − xk+1

)∣∣ ≤ ε

bulunur. Sonuç olarak ∀n ≥ N(ε) için ‖xn − x‖∆ ≤ 2ε olur. Buradan da

‖xnk − xk‖∆ → 0 (n→∞)

elde edilir.

�imdi x ∈ l∞ oldu§unu gösterelim.

|xk − xk+1| =
∣∣∣xk − xN(ε)

k + x
N(ε)
k − xN(ε)

k+1 + x
N(ε)
k+1 − xk+1

∣∣∣
≤

∣∣∣xN(ε)
k − xN(ε)

k+1

∣∣∣+ ‖xN(ε)
k − xk‖∆

= O(1)

elde edilir. Böylece x = (xk) ∈ l∞(∆) olur.

4.1.3. Teorem: l∞ (∆) bir BK−uzay�d�r [12].

�spat: l∞ (∆) bir Banach uzay� ve ∀k ∈ N için ‖xn − x‖∆ → 0 iken |xnk − xk| → 0

(n→∞) oldu§undan l∞ (∆) sürekli koordinatlara sahiptir.

4.1.4. Teorem: A³a§�daki ³ekilde tan�mlanan s operatörü bir s�n�rl� lineer operatördür

[12] .

s : l∞ (∆)→ l∞ (∆)

x → sx = t = (0, x2, x3, ...)

�spat: ∀x, y ∈ l∞(∆) ve λ herhangi bir skaler olmak üzere

i. s (x+ y) = (0, x2 + y2, x3 + y3, ...) = (0, x2, x3, ...) + (0, y2, y3, ...) = s (x) + s (y)

ii. s (λx) = (0, λx2, λx3, ...) = λ (0, x2, x3, ...) = λs (x) oldu§undan s lineerdir. Ayr�ca

x = (xk) ∈ l∞ (∆) için

‖s (xk)‖∆ = |t1|+ ‖∆ (tk)‖∞

= 0 + sup
k∈Z
{|∆t1| , |∆t2| , |∆t3| , ...}

ve

‖x‖∆ = |x1|+ ‖∆ (xk)‖∞

= |x1|+ sup
k∈Z
{|∆x1| , |∆x2| , |∆x3| , ...}
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olur. O halde

‖s (xk)‖∆ ≤ K ‖xk‖∆

olacak ³ekilde bir K > 0 vard�r. Böylece s bir s�n�rl� lineer operatördür.

�imdi de s [l∞ (∆)] kümesini tan�mlayal�m.

s [l∞ (∆)] = sl∞ (∆) = {x = (xk) : x ∈ l∞ (∆) , x1 = 0} ⊂ l∞ (∆)

dir. Burada s [l∞(∆)] , l∞(∆) �n bir alt uzay� oldu§undan s [l∞(∆)] lineer uzay�

‖x‖∆ = |x1|+ ‖∆x‖∞

= ‖∆x‖∞

ile bir normlu uzayd�r..

4.1.5. Teorem: A³a§�daki ³ekilde tan�mlanan ∆ operatörü bir lineer homeomor�zmdir

[12].

∆ : sl∞(∆)→ l∞

x = (xk)→ ∆x = y = (xk − xk+1)

�spat: i. ∆ lineerdir. ∀x, z ∈ sl∞ (∆) ve λ bir skaler olmak üzere.

∆ (x+ z) = ∆x+ ∆z ve ∆ (λx) = λ∆x

oldu§undan ∆ lineerdir.

ii. ∆ birebirdir. x, z ∈ sl∞ (∆) alal�m. ∆ (x) = ∆ (z) ise ∆ (x− z) = 0 bulunur. Bu halde

∆ (x− z) = (xk − zk)− (xk+1 − zk+1) = 0

olur. Buradan

x1 − z1 − (x2 − z2) = 0, x1 = z1 = 0⇒ x2 = z2

x2 − z2 − (x3 − z3) = 0, x2 = z2 ⇒ x3 = z3

·

·

·

xk = zk, ∀k ∈ N

14



bulunur. O halde x = z elde edilir. Böylece ∆ birebirdir.

iii. ∆ örtendir. ∀y ∈ l∞ için yk = ∆ (xk) olacak ³ekilde en az bir x ∈ sl∞ (∆) vard�r.

Gerçekten

x =

 0, k = 1

−
∑k

v=1 yv−1, k > 1

olarak seçilirse yk = ∆ (xk) elde edilir. Böylece ∆ örtendir.

iv. ∆ s�n�rl�d�r. ∀x ∈ sl∞ (∆) için

‖∆‖ = sup

{
‖∆ (x) ‖∞
‖x‖∆

: x 6= θ, x ∈ sl∞(∆)

}
= 1

olur. Böylece ‖∆ (x) ‖∞ ≤ ‖∆‖‖x‖∆, ‖∆‖ = 1 oldu§undan sa§lan�r. Böylece ∆ s�n�rl�d�r.

v. ∆−1 s�n�rl�d�r.

∆−1 : l∞ → sl∞ (∆)

x → ∆−1 (xk) = yk

³eklinde tan�mlans�n. O halde ∀x ∈ l∞ için

‖∆−1‖ = sup

{
‖∆−1 (x) ‖∆

‖x‖∞
: x 6= θ, x ∈ l∞

}
= 1

olur. Böylece ‖∆−1 (x) ‖∆ ≤ ‖∆−1‖‖x‖∞, ‖∆−1‖ = 1 oldu§undan sa§lan�r. Böylece ∆−1

s�n�rl�d�r.

Bu halde ∆ bir lineer homeomor�zmdir. Buradan sl∞ (∆) ve l∞ uzaylar� denk topolojik

uzaylard�r.

Ayr�ca

∆ : sl∞ (∆)→ l∞

x → ∆x

‖x‖∆ = ‖∆x‖∞

ve

∆−1 : l∞ → sl∞ (∆)

x → ∆−1 (x)

‖x‖∞ = ‖∆−1 (x) ‖∆

oldu§undan ∆ ve ∆−1 operatörleri normu koruyan dönü³ümlerdir.

15



4.1.6. Teorem: l∗∞ ve [sl∞ (∆)]∗ s�ras�yla l∞ ve sl∞ (∆) uzaylar�n�n sürekli duallerini

göstersin. Bu takdirde

T : [sl∞ (∆)]∗ → l∗∞

f∆ → T (f∆) = f∆ ◦∆−1 = f

³eklinde tan�mlanan T dönü³ümü bir lineer izometridir [12].

�spat: i. T lineerdir. ∀f∆, g∆ ∈ [sl∞ (∆)]∗ ve λ bir skaler olmak üzere

T (f∆ + g∆) = (f∆ + g∆) ◦∆−1

= f∆ ◦∆−1 + g∆ ◦∆−1

= T (f∆) + T (g∆)

ve

T (λf∆) = (λf∆) ◦∆−1

= λ(f∆ ◦∆−1)

= λT (f∆)

oldu§undan T lineerdir.

ii. T normu korur. F = R veya F = C olsun.

[sl∞ (∆)]∗ = {f∆ | f∆ : sl∞(∆)→ F, f∆ lineer ve s�n�rl�}

‖f∆‖ = sup {‖f∆(x)‖ : ‖x‖∆ = 1}

= sup {|f∆(x)| : ‖x‖∆ = 1}

ve

l∗∞ = {T (f∆) | T (f∆) : l∞ → F, T (f∆) lineer ve s�n�rl�} 4.1 (1)

‖T (f∆) ‖ = sup {‖T (f∆ (x)) ‖ : ‖x‖∞ = 1}

= sup {|T (f∆ (x))| : ‖x‖∞ = 1}

= sup
{∣∣f∆ ◦∆−1 (x)

∣∣ : ‖x‖∞ = 1
}

= sup{
∣∣f∆

(
∆−1 (x)

)∣∣ : ‖x‖∞ = 1} (2)
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elde edilir. ∆−1 : l∞ → sl∞ (∆) oldu§undan x ∈ l∞ için ∆−1x = y ∈ sl∞ (∆) olacakt�r.

Ayr�ca

‖y‖∆ = ‖∆−1 (x) ‖∆

= ‖∆
(
∆−1 (x)

)
‖∞

= ‖x‖∞ = 1

olur. Bu ifade (1) de yerine yaz�l�rsa

‖T (f∆) ‖ = sup {|f∆ (y)| : ‖y‖∆ = 1} = ‖f∆‖

elde edilir. Böylece T normu korur.

iii. T birebirdir. ∀f∆, g∆ ∈ [sl∞ (∆)]∗ olmak üzere T (f∆) = T (g∆) olsun. O halde

f∆ ◦∆−1 = g∆ ◦∆−1

olur. Buradan f∆ = g∆ elde edilir. Böylece T birebirdir.

iv. T örtendir. ∀f ∈ l∗∞ için T (f∆) = f = f∆ ◦ ∆−1 olacak ³ekilde en az bir f∆ ∈

[sl∞ (∆)]∗ vard�r. Gerçekten

T (f∆) = T (f ◦∆)

= (f ◦∆) ◦∆−1

= f ◦
(
∆ ◦∆−1

)
= f

olur. Böylece T örtendir. Buradan T bir lineer izomor�zmdir.

Böylece [sl∞ (∆)]∗ ile l∗∞ denk topolojik uzaylard�r denir. Benzer yolla sc(∆) ile c

ve sc0 (∆) ile c0 uzaylar�n�nda topolojik olarak denk oldu§u gösterilebilir. Yine buradan

[sc (∆)]∗ ' [sc0 (∆)]∗ ' l1

elde edilir.

4.2. Fark Dizi Uzaylar�n�n α−, β−, γ− Dualleri

4.2.1. Lemma: supk |xk − xk+1| <∞ olmas� için gerek ve yeter ³art

i. supk k
−1 |xk| <∞,
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ii. supk
∣∣xk − k (k + 1)−1 (xk+1)

∣∣ <∞
olmas�d�r [12].

�spat: (⇒) supk |xk − xk+1| <∞ olsun.

|xk| = |xk − xk+1 + xk+1 − x1 + x1|

≤ |xk − xk+1|+ |xk+1 − x1|+ |x1|

= |xk − xk+1|+ |x1 − xk+1|+ |x1| (3)

(2) e³itsizli§inde |x1 − xk+1| ifadesi için

|x1 − xk+1| = |x1 − x2 + x2 + x3 − x3 + ...− xk + xk − xk+1|

≤ |x1 − x2|+ |x2 − x3|+ ...+ |xk − xk+1|

≤ k · sup
k
|xk − xk+1| = O (k)

bulunur. Böylece (2) e³itsizli§i için t bir sabit olmak üzere

|xk| ≤ O (k) + t

bulunur. Buradan

sup
k
|xk| k−1 <∞

elde edilir. Böylece (i) sa§lan�r.

∣∣xk − k(k + 1)−1(xk+1)
∣∣ =

∣∣k(k + 1)−1(xk − xk+1) + (k + 1)−1 (xk)
∣∣

≤
∣∣k(k + 1)−1(xk − xk+1)

∣∣+
∣∣(k + 1)−1 (xk)

∣∣
=

k

k + 1
|xk − xk+1|+

1

k + 1
|xk| , (∀k ∈ N) (4)

k
k+1

< 1 (∀k ∈ N), kabulümüzden supk |xk − xk+1| < ∞ ve (i) den supk k
−1 |xk| < ∞

oldu§undan (3) e³itsizli§inde supremum al�n�rsa

sup
k

∣∣xk − k(k + 1)−1(xk+1)
∣∣ ≤ sup

k

(
k

k + 1
|xk − xk+1|

)
+ sup

k

(
1

k + 1
|xk|
)

= O(1)

elde edilir. Buradan

sup
k

∣∣xk − k(k + 1)−1(xk+1)
∣∣ <∞

elde edilir. Böylece (ii) sa§lan�r.
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(⇐) (i) ve (ii) sa§lans�n.

∞ >
∣∣xk − k(k + 1)−1(xk+1)

∣∣ =
∣∣−xk + k(k + 1)−1(xk+1)

∣∣
=

∣∣k(k + 1)−1(xk+1 − xk)− (k + 1)−1(xk)
∣∣

≥
∣∣k(k + 1)−1(xk+1 − xk)

∣∣− ∣∣(k + 1)−1(xk)
∣∣

=
k

k + 1
|xk+1 − xk| −

1

k + 1
|xk|

=
k

k + 1
|xk − xk+1| −

1

k + 1
|xk|

olur. Buradan |xk − xk+1| <∞, ∀k ∈ N. Böylece supk |xk − xk+1| <∞ elde edilir.

(Pn) pozitif say�lar�n monoton artan bir dizisi olmak üzere:

4.2.2. Lemma: supn |
∑n

k=1 ck| <∞ ise supn

(
pn

∣∣∣∑∞k=1
cn+k+1

Pn+k

∣∣∣) <∞ olur [12].

�spat: Abel k�smi toplamlar formülünden

∞∑
k=1

cn+k+1

Pn+k

=
∞∑
k=1

(
k∑
v=1

cn+v−1

)(
1

Pn+k

− 1

Pn+k+1

)
ve

Pn

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

cn+k−1

Pn+k

∣∣∣∣∣ = O(1)

elde edilir.

4.2.3. Lemma:
∑∞

k=1 ck serisi yak�nsak ise limn

(
Pn
∑∞

k=1
cn+k−1

Pn+k

)
= 0 olur.

�spat: ∀k ∈ N,
∣∣∣∑k

v=1 cn+v−1

∣∣∣ =
∣∣∣∑n+k−1

v=n cv

∣∣∣=o(1) oldu§undan ve 4.2.2. Lemma kulla-

n�larak

Pn

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

cn+k−1

Pn+k

∣∣∣∣∣ = o(1)

elde edilir.

4.2.4. Sonuç: (Pn) yukar�daki gibi tan�mlans�n [12].

(a) supn |
∑n

v=1 Pvav| <∞ ise supn
∣∣Pn∑∞k=n+1 ak

∣∣ <∞ olur.

4.2.2. Lemmada ck yerine Pk+1ak+1 yazarsak

Pn

∞∑
k=1

cn+k−1

Pn+k

= Pn

∞∑
k=n+1

ak = O(1)

elde edilir.

(b)
∑∞

k=1 Pkak yak�nsak ise limn Pn
∑∞

k=n+1 ak = 0 olur.

4.2.3. Lemma da ck yerine Pk+1ak+1 yazarsak istenilen elde edilir.

(c)
∑∞

k=1 kak yak�nsakt�r ancak ve ancak Rn =
∑∞

k=n+1 ak olmak üzere nRn = o(1) için∑∞
k=1 Rk yak�nsakt�r.
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4.2.4. Sonuç (b) de Pn = n yaz�l�r ve Abel k�smi toplamlar formülü kullan�l�rsa

n∑
k=1

kak+1 =
n∑
k=1

Rk − nRn+1

elde edilir.

4.2.5. Teorem: Rk =
∑∞

v=k+1 av olmak üzere

(1) (sl∞ (∆))α = {a = (ak) :
∑∞

k=1 k |ak| <∞} = D1

(2) (sc (∆))β = {a = (ak) :
∑∞

k=1 kak yak�nsakt�r,
∑∞

k=1 |Rk| <∞} = D2

(3) (sc0 (∆))γ = {a = (ak) : supn |
∑n

k=1 kak| <∞,
∑∞

k=1 |Rk| <∞ } = D3

olur [12] .

�spat: (1) a ∈ D1 olsun. Herhangi bir x ∈ sl∞ (∆) alal�m.
∞∑
k=1

|akxk| =
∞∑
k=1

∣∣∣∣akxk kk
∣∣∣∣ =

∞∑
k=1

k |ak|
(
|xk|
k

)
olur. x ∈ sl∞(∆) oldu§undan 4.2.1. Lemmadan supk k

−1 |xk| < ∞ bulunur. Ayr�ca a ∈ D1

kabulünden
∑∞

k=1 k |ak| <∞ oldu§undan
∞∑
k=1

|akxk| =
∑
k=1

k |ak|
(
|xk|
k

)
<∞

elde edilir. Böylece a ∈ (sl∞ (∆))α olur.

a ∈ (sl∞(∆))α olsun. O halde ∀x ∈ sl∞(∆) için
∑∞

k=1 |akxk| <∞ olur. Özel olarak

x = (xk) =

 0, k = 1

k, k ≥ 2

olarak seçilirse
∞∑
k=1

k |ak| = |a1|+
∞∑
k=1

|akxk| <∞

elde edilir. Böylece a ∈ D1 olur. O halde D1 = (sl∞(∆))α elde edilir.

(2) a ∈ D2 olsun. Herhangi bir x ∈ sl∞(∆) alal�m. ∆ : sl∞(∆) → l∞ dönü³ümünden

∆xk = yk olacak ³ekilde tek bir y ∈ l∞ vard�r. Buradan

xk = −
k∑
v=1

yv−1, y0 = 0

bulunur. Böylece
n∑
k=1

akxk = −
n∑
k=1

ak

(
k∑
v=1

yv−1

)

= −
n−1∑
k=1

Rkyk +Rn

n−1∑
k=1

yk (5)
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elde edilir. a ∈ D2 kabulünden ve 4.2.4. Sonuç (c) den
∑∞

k=1 Rkyk mutlak yak�nsak ve

Rn

∑n−1
k=1 yk → 0 (n → ∞) olur. O halde ∀x ∈ sl∞(∆) için

∑∞
k=1 akxk yak�nsakt�r. Böylece

a ∈ (sl∞(∆))β elde edilir.

a ∈ (sl∞(∆))β olsun. O halde ∀x ∈ sl∞(∆) için
∑∞

k=1 akxk yak�nsakt�r. Özel olarak

xk =

 0, k = 1

k, k ≥ 2

seçilirse buradan
∞∑
k=1

kak = a1 +
∞∑
k=1

akxk <∞

bulunur. 4.2.4. Sonuç (c) ve (4) e³itsizli§i kullan�l�rsa

∞∑
k=1

akxk = −
∞∑
k=1

Rkyk <∞

(∀y ∈ l∞) elde edilir. Böylece
∑∞

k=1 |Rk| <∞ ve a ∈ D2 olur. O halde D2 = (sl∞(∆))β olur.

(3) �spat yukar�daki ispatla benzer ³ekilde yap�l�r.

4.2.6. Sonuç: η = α, β, γ için (sl∞(∆))η = (sc(∆))η olur [12].

4.2.7. Sonuç: E; l∞ (∆) , c (∆) , c0 (∆) dizi uzaylar�ndan biri olmak üzere

(sE)η = Eη, η = α, β, γ

olur [12] .

4.3. Fark Dizi Uzaylar�n�n Matris Dönü³ümleri

4.3.1. Teorem: A ∈ (l∞ (∆) , c) olmas� için gerek ve yeter ³art An (k) =
∑∞

k=1 kank ve

R = (rnk) =
∑∞

v=k+1 anv olmak üzere

i. (anl) ∈ c (1 ≤ l ≤ m, m ∈ Z+) ,

ii. An (k) ∈ c,

iii. R ∈ (l∞, c) olmas�d�r [12].

�spat: (⇒) A ∈ (l∞(∆), c) olsun. O halde ∀n ∈ N için
∑∞

k=1 ankxk yak�nsak ve ∀x ∈

l∞(∆) için An (x) ∈ c olur. x = (xk) = (0, 0, , .., 0, 1 (l.yer) , 0, 0, ...) al�n�rsa

An (x) =
∞∑
k=1

ankxk = anl ∈ c

21



ve x = (xk) = (k) al�n�rsa

An (x) =
∞∑
k=1

kank = An (k) ∈ c

elde edilir.

�imdi x ∈ sl∞(∆) ⊂ l∞ (∆) alal�m. Bu halde ∆x = y ∈ l∞ ve y0 = 0 için xk =

−
∑k

r=1 yr−1 olmak üzere

An (m,x) =
m∑
k=1

ankxk = −
m−1∑
k=1

rnkyk + rnm

m−1∑
k=1

yk

elde edilir.
∑∞

k=1 kank <∞ olmas�ndan ve 4.2.4. Sonuç (c) den

lim
m
An (m,x) = An (x) = −

∞∑
k=1

rnkyk

elde edilir. O halde ∀y ∈ l∞ için R ∈ (l∞, c) bulunur.

(⇐) (i) , (ii) , (iii) sa§lans�n. Herhangi bir x ∈ l∞ (∆) alal�m. A = (ank) olmak üzere

x =

 x1, k = 1

x′k, k > 1
x′ = (x′k) ∈ sl∞ (∆)

al�n�rsa

An (m,x) =
m∑
k=1

ankxk = an1x1 −
m−1∑
k=1

rnkyk + rnm

m−1∑
k=1

yk

elde edilir. 4.2.4. Sonuç (c), (i) , (ii) , (iii) kullan�larak

An (x) = an1x1 −
∞∑
k=1

rnkyk

olur. Buradan ∀x ∈ l∞ (∆) için An (x) mevcut olup A ∈ (l∞ (∆) , c) bulunur.

4.3.2. Teorem: A ∈ (l∞, c(∆)) olmas� için gerek ve yeter ³art B = (bnk) = (ank−an+1,k)

olmak üzere

i. ∀n ∈ N için
∑∞

k=1 |ank| <∞,

ii. B ∈ (l∞, c) olmas�d�r [12].

�spat: (⇒) A = (ank) ∈ (l∞, c(∆)) olsun. O halde ∀x ∈ l∞ için An(x) ∈ c(∆) ve ∀n ∈ N

için
∑∞

k=1 ankxk yak�nsak olur. Bu nedenle ∀n ∈ N için

An(x) =
∞∑
k=1

ankxk <∞

olur. �imdi sabit bir n için

xk = sgnank =


1, ank > 0

0, ank = 0

−1, ank < 0
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seçilirse ∀n ∈ N için
∞∑
k=1

ankxk =
∞∑
k=1

|ank| <∞

elde edilir. Ayr�ca ∀x ∈ l∞ için An(x) ∈ c(∆) olmas�ndan

lim
n→∞

An (x)− An+1 (x) = t ∈ C

olur. O halde

t = lim
n→∞

(
∞∑
k=1

ankxk −
∞∑
k=1

an+1,kxk

)

= lim
n→∞

(
∞∑
k=1

(ank − an+1,k)xk

)

= lim
n→∞

∞∑
k=1

bnkxk

oldu§undan
∑∞

k=1 bnkxk ∈ c elde edilir. Böylece B ∈ (l∞, c) bulunur.

(⇐) (i), (ii) sa§lans�n. Herhangi bir x ∈ l∞ alal�m. O halde ∀n ∈ N için

An(x) =
∞∑
k=1

ankxk ≤
∞∑
k=1

|ank| |xk|

olur. (i) ifadesinden
∑∞

k=1 |ank| < ∞ ve supk |xk| < ∞ olmas�ndan ∀n ∈ N için
∑∞

k=1 ankxk

yak�nsakt�r. O halde An(x) dizisi mevcuttur. Ayr�ca (ii) kabulünden

Bn (x) =
∞∑
k=1

bnkxk =
∞∑
k=1

(ank − an+1,k)xk ∈ c

=
∞∑
k=1

∆ankxk ∈ c

= ∆
∞∑
k=1

ankxk ∈ c

= ∆An (x) ∈ c

= An (x) ∈ c (∆)

elde edilir. Böylece An (x) ∈ (l∞, c (∆)) bulunur.
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4.4. Bilateral Dizilerin Fark Dizi Uzaylar�

Bütün bilateral dizilerin uzay�

ω(Z) = {x = (xk) : k ∈ Z}

³eklinde tan�mlan�r. ω(Z)

x+ y = (xk + yk)k∈Z ve λx = (λxk)k∈Z

³eklinde tan�mlanan i³lemler alt�nda bir lineer uzayd�r.

4.4.1. Tan�m: Kompleks terimli s�n�rl�, yak�nsak ve s�f�ra yak�nsak bilateral dizi uzaylar�

s�ras�yla

l∞ (Z) = {x = (xk)k∈Z : sup
k∈Z
|xk| <∞}

c (Z) = {x = (xk)k∈Z : lim
|k|→∞

xk = a, a ∈ C}

c0 (Z) = {x = (xk)k∈Z : lim
|k|→∞

xk = 0}

³eklinde tan�mlan�r [3, 35].

4.4.2. Lemma: l∞ (Z) , c (Z) , c0 (Z) lineer uzaylard�r [2, 3, 35].

�spat: (a) l∞ (Z) ⊂ ω (Z) dir.

i. x, y ∈ l∞ (Z) olsun. x = (xk)k∈Z için supk∈Z |xk| <∞ ve y = (yk)k∈Z için supk∈Z |yk| <

∞ olur. O halde

sup
k∈Z
|xk + yk| ≤ sup

k∈Z
|xk|+ sup

k∈Z
|yk| <∞

oldu§undan x+ y ∈ l∞ (Z) bulunur.

ii. x ∈ l∞ (Z) ve λ ∈ C bir skaler olsun. O halde

sup
k∈Z
|λxk| = sup

k∈Z
|λ| |xk| = |λ| sup

k∈Z
|xk| <∞

oldu§undan λx ∈ l∞ (Z) bulunur. Böylece l∞ (Z) , ω (Z) lineer uzay�n�n bir alt uzay� ve

dolay�s�yla bir lineer uzayd�r.

(b) c (Z) ⊂ ω (Z) dir.

i. x, y ∈ c (Z) olsun. x = (xk)k∈Z için lim|k|→∞ xk = a1 ve y = (yk)k∈Z için lim|k|→∞ yk =

a2 olacak ³ekilde a1, a2 ∈ C vard�r. O halde

lim
|k|→∞

(xk + yk) = lim
|k|→∞

(xk) + lim
|k|→∞

(yk)

= a1 + a2 ∈ C
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oldu§undan x+ y ∈ c (Z) bulunur.

ii. x ∈ c (Z) ve λ ∈ C bir skaler olsun.

lim
|k|→∞

(λxk) = λ lim
|k|→∞

(xk) = λa1 ∈ C

oldu§undan λx ∈ c(Z) bulunur. Böylece c(Z), ω (Z) lineer uzay�n�n bir alt uzay� ve dolay�s�yla

bir lineer uzayd�r.

(c) c0 (Z) ⊂ ω (Z) dir.

i. x, y ∈ c0 (Z) olsun. x = (xk)k∈Z için lim|k|→∞ xk = 0 ve y = (yk)k∈Z için lim|k|→∞ yk =

0 d�r. O halde

lim
|k|→∞

(xk + yk) = lim
|k|→∞

(xk) + lim
|k|→∞

(yk)

= 0

oldu§undan x+ y ∈ c0 (Z) bulunur.

ii. x ∈ c0 (Z) ve λ ∈ C bir skaler olsun.

lim
|k|→∞

(λxk) = λ lim
|k|→∞

(xk) = 0

oldu§undan λx ∈ c0 (Z) bulunur. Böylece c0(Z), ω (Z) lineer uzay�n�n bir alt uzay� ve dola-

y�s�yla bir lineer uzayd�r.

4.4.3. Lemma: (a) c0 (Z) ⊂ c (Z) ,

(b) c (Z) ⊂ l∞ (Z) kapsama ba§�nt�lar� mevcuttur [35].

�spat: (a) (xk)k∈Z ∈ c0 (Z) olsun. O halde lim|k|→∞ xk = 0 olur. 0 ∈ C olmas�ndan

(xk)k∈Z ∈ c (Z) bulunur.

(b) (xk)k∈Z ∈ c (Z) olsun. O halde lim|k|→∞ xk = a olur. O halde ∀ε > 0 için ∀ |k| ≥ N(ε)

oldu§unda |xk − a| < ε olacak ³ekilde bir N(ε) do§al say�s� vard�r. Böylece

M = max{x−N(ε), x−N(ε)+1, ..., x−1, x0, x1, ..., xN(ε)−1, xN(ε), a− ε, a+ ε}

seçilirse ∀k ∈ Z için |xk| ≤ M olacak ³ekilde bir M ∈ R bulunur. Buradan (xk)k∈Z bilateral

dizisi s�n�rl�d�r. Böylece (xk)k∈Z ∈ l∞(Z) bulunur.

4.4.4. Tan�m: ∆x = ∆ (xk)k∈Z = (xk − xk+1) olmak üzere

l∞ (∆,Z) =
{
x = (xk)k∈Z : ∆x ∈ l∞ (Z)

}
=

{
x = (xk)k∈Z : sup

k∈Z
|xk − xk+1| <∞

}
c (∆,Z) =

{
x = (xk)k∈Z : ∆x ∈ c (Z)

}
=

{
x = (xk)k∈Z : lim

|k|→∞
(xk − xk+1) = a

}
c0 (∆,Z) =

{
x = (xk)k∈Z : ∆x ∈ c0 (Z)

}
=

{
x = (xk)k∈Z : lim

|k|→∞
(xk − xk+1) = 0

}
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dizi uzaylar� s�ras�yla s�n�rl�, yak�nsak ve s�f�ra yak�nsak bilateral dizilerin fark dizi uzaylar�d�r.

Burada yine a ∈ C dir.

4.4.5. Lemma: l∞ (∆,Z) , c (∆,Z) , c0 (∆,Z) lineer uzaylard�r.

�spat: (a) l∞ (∆,Z) ⊂ w (Z) dir.

i. x, y ∈ l∞ (∆,Z) olsun. x = (xk)k∈Z ∈ l∞ (∆,Z) ise ∆x ∈ l∞ (Z) ve y = (yk)k∈Z ∈

l∞ (∆,Z) ise ∆y ∈ l∞ (Z) olur. l∞ (Z) lineer uzay oldu§undan toplamaya göre kapal�d�r. O

halde ∆x,∆y ∈ l∞ (Z) olmas�ndan ∆x+ ∆y ∈ l∞ (Z) bulunur. Ayr�ca

∆x+ ∆y = ∆ (x+ y) ∈ l∞ (Z)

olur. Böylece x+ y ∈ l∞ (∆,Z) elde edilir.

ii. x ∈ l∞ (∆,Z) ve λ ∈ C herhangi bir skaler olsun. x = (xk)k∈Z ∈ l∞ (∆,Z) ise ∆x ∈

l∞ (Z) olur. l∞ (Z) lineer uzay oldu§undan skalerle çarpma i³lemine göre kapal�d�r. O halde

∆x ∈ l∞ (Z) olmas�ndan λ∆x ∈ l∞ (Z) bulunur. Ayr�ca

λ∆x = ∆ (λx) ∈ l∞ (Z)

olur. Böylece λx ∈ l∞ (∆,Z) elde edilir. Buradan l∞ (∆,Z) , ω (Z) lineer uzay�n�n bir alt

uzay� ve dolay�s�yla bir lineer uzayd�r.

(b) c (∆,Z) ⊂ w (Z) dir.

i. x, y ∈ c (∆,Z) olsun. x = (xk)k∈Z ∈ c (∆,Z) ise ∆x ∈ c (Z) ve y = (yk)k∈Z ∈ c (∆,Z)

ise ∆y ∈ c (Z) olur. c (Z) lineer uzay oldu§undan toplamaya göre kapal�d�r. O halde ∆x,∆y ∈

c (Z) olmas�ndan ∆x+ ∆y ∈ c (Z) bulunur. Ayr�ca

∆x+ ∆y = ∆ (x+ y) ∈ c (Z)

olur. Böylece x+ y ∈ c (∆,Z) elde edilir.

ii. x ∈ c (∆,Z) ve λ ∈ C herhangi bir skaler olsun. x = (xk)k∈Z ∈ c (∆,Z) ise ∆x ∈

c (Z) olur. c (Z) lineer uzay oldu§undan skalerle çarpma i³lemine göre kapal�d�r. O halde

∆x ∈ c (Z) olmas�ndan λ∆x ∈ c (Z) bulunur. Ayr�ca

λ∆x = ∆ (λx) ∈ c (Z)

olur. Böylece λx ∈ c (∆,Z) elde edilir. Buradan c (∆,Z) , ω (Z) lineer uzay�n�n bir alt uzay�

ve dolay�s�yla bir lineer uzayd�r.

(c) c0 (∆,Z) ⊂ w (Z) dir.
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i. x, y ∈ c0 (∆,Z) olsun. x = (xk)k∈Z ∈ c0 (∆,Z) ise ∆x ∈ c0 (Z) ve y = (yk)k∈Z ∈

c0(∆,Z) ise ∆y ∈ c0 (Z) olur. c0 (Z) lineer uzay oldu§undan toplamaya göre kapal�d�r. O

halde ∆x,∆y ∈ c0 (Z) olmas�ndan ∆x+ ∆y ∈ c0 (Z) bulunur. Ayr�ca

∆x+ ∆y = ∆ (x+ y) ∈ c0 (Z)

olur. Böylece x+ y ∈ c0 (∆,Z) elde edilir.

ii. x ∈ c0 (∆,Z) ve λ ∈ C herhangi bir skaler olsun. x = (xk)k∈Z ∈ c (∆,Z) ise ∆x ∈

c0 (Z) olur. c0 (Z) lineer uzay oldu§undan skalerle çarpma i³lemine göre kapal�d�r. O halde

∆x ∈ c0 (Z) olmas�ndan λ∆x ∈ c0 (Z) bulunur. Ayr�ca

λ∆x = ∆(λxk) ∈ c0 (Z)

olur. Böylece λx ∈ c0(∆,Z) elde edilir. Buradan c0(∆,Z), ω (Z) lineer uzay�n�n bir alt uzay�

ve dolay�s�yla bir lineer uzayd�r.

4.4.6. Lemma: (a) c0 (∆,Z) ⊂ c (∆,Z) ,

(b) c (∆,Z) ⊂ l∞ (∆,Z) kapsama ba§�nt�lar� mevcuttur.

�spat: (a) x = (xk)k∈Z ∈ c0 (∆,Z) olsun. O halde ∆x ∈ c0 (Z) olur. 4.4.3. Lemma (a)

dan c0 (Z) ⊂ c (Z) olmas�ndan ∆x ∈ c (Z) bulunur. Buradan x = (xk)k∈Z ∈ c (∆,Z) elde

edilir. Böylece c0(∆,Z) ⊂ c(∆,Z) olur.

(b) x = (xk)k∈Z ∈ c (∆,Z) olsun. O halde ∆x ∈ c (Z) olur. 4.4.3. Lemma (b) den

c (Z) ⊂ l∞ (Z) olmas�ndan ∆x ∈ l∞ (Z) bulunur. Buradan x = (xk)k∈Z ∈ l∞ (∆,Z) elde

edilir. Böylece c (∆,Z) ⊂ l∞ (∆,Z) olur.

4.4.7. Lemma: (a) l∞ (Z) ⊂ l∞(∆,Z),

(b) c (Z) ⊂ c (∆,Z) ,

(c) c0 (Z) ⊂ c0(∆,Z) kapsama ba§�nt�lar� mevcuttur.

�spat: (a) x = (xk)k∈Z ∈ l∞ (Z) olsun. O halde supk∈Z |xk| <∞ olur.

|xk − xk+1| ≤ |xk|+ |xk+1|

oldu§undan

sup
k∈Z
|xk − xk+1| ≤ sup

k∈Z
(|xk|+ |xk+1|)

≤ sup
k∈Z
|xk|+ sup

k∈Z
|xk+1|

< ∞
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bulunur. Buradan ∆x ∈ l∞ (Z) elde edilir. Böylece x = (xk)k∈Z ∈ l∞ (∆,Z) ve l∞ (Z) ⊂

l∞ (∆,Z) olur.

Bilateral bir dizinin fark dizisi s�n�rl� ise o bilateral dizi s�n�rl� olmak zorunda de§ildir.

x = (xk)k∈Z = (k)k∈Z bilateral dizisini göz önüne alal�m.

sup
k∈Z
|xk − xk+1| = 1

olur. O halde ∆x ∈ l∞ (Z) ve x ∈ l∞ (∆,Z) bulunur. Fakat x = (xk)k∈Z = (k)k∈Z bilateral

dizisi s�n�rl� de§ildir.

(b) x = (xk)k∈Z ∈ c (Z) olsun. O halde lim|k|→∞ xk = a ∈ C olur. Buradan

lim
|k|→∞

(xk − xk+1) = lim
|k|→∞

(xk)− lim
|k|→∞

(xk+1)

= 0

bulunur. Buradan ∆x ∈ c0 (Z) ⊂ c (Z) elde edilir. Böylece x = (xk)k∈Z ∈ c (∆,Z) ve c (Z) ⊂

c (∆,Z) olur.

Bilateral bir dizinin fark dizisi yak�nsak ise o bilateral dizi yak�nsak olmak zorunda de-

§ildir. x = (xk)k∈Z = (k)k∈Z bilateral dizisini göz önüne alal�m.

lim
|k|→∞

(xk − xk+1) = −1

olur. O halde ∆x ∈ c (Z) ve x ∈ c (∆,Z) bulunur. Fakat x = (xk)k∈Z = (k)k∈Z bilateral dizisi

yak�nsak de§ildir.

(c) x = (xk)k∈Z ∈ c0(Z) olsun. O halde lim|k|→∞ xk = 0 olur. Buradan

lim
|k|→∞

(xk − xk+1) = lim
|k|→∞

(xk)− lim
|k|→∞

(xk+1)

= 0

bulunur. Buradan ∆x ∈ c0 (Z) elde edilir. Böylece x = (xk)k∈Z ∈ c0 (∆,Z) ve c0 (Z) ⊂

c0 (∆,Z) olur.

Bilateral bir dizinin fark dizisi s�f�ra yak�nsak ise o bilateral dizi s�f�ra yak�nsak olmak

zorunda de§ildir. x = (xk)k∈Z =
(
1 + 1

k

)
k∈Z dizisini göz önüne alal�m.

lim
|k|→∞

(xk − xk+1) = lim
|k|→∞

1

k (k + 1)
= 0

bulunur. O halde ∆x ∈ c0 (Z) ve x ∈ c0 (∆,Z) bulunur. Fakat x = (xk)k∈Z =
(
1 + 1

k

)
k∈Z

bilateral dizisi s�f�ra yak�nsak de§ildir.
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4.4.8. Teorem: X, l∞ (∆,Z) , c (∆,Z) , c0 (∆,Z) lineer uzaylar�ndan birini göstersin.

O halde

‖·‖∆ : X → R

‖x‖∆ = |x1|+ ‖∆x‖∞

= |x1|+ sup
k∈Z
|xk − xk+1|

³eklinde tan�mlanan fonksiyon için (X, ‖·‖∆) normlu uzayd�r.

�spat: X, l∞ (∆,Z) , c (∆,Z) , c0 (∆,Z) uzaylar�ndan birini göstersin. x = (xk)k∈Z , y =

(yk)k∈Z ∈ X ve λ ∈ C bir skaler olsun.

‖·‖ : X → R

x → ‖x‖∆ = |x1|+ ‖∆x‖∞

N1. ∀x = (xk)k∈Z ∈ X için ‖x‖∆ = |x1|+ ‖∆x‖∞ = 0⇔ |x1| = 0 ve ‖∆x‖∞ = 0 olur.

‖∆x‖∞ = sup
k∈Z
|xk − xk+1| = 0

olmas� ancak

|xk − xk+1| = 0, ∀k ∈ Z

olmas� ile mümkündür.

|x1| = 0⇒ x1 = 0

bulunur. Ayr�ca

|x1 − x2| = 0⇔ x1 − x2 = 0, x1 = 0⇒ x2 = 0

|x2 − x3| = 0⇔ x2 − x3 = 0, x2 = 0⇒ x3 = 0

·

·

·

|xk−1 − xk| = 0⇔ xk−1−xk = 0, xk−1 = 0⇒ xk = 0
(
∀k ∈ Z+

)
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elde edilir. Benzer ³ekilde

|x0 − x1| = 0⇔ x0 − x1 = 0, x1 = 0⇒ x0 = 0

|x−1 − x0| = 0⇔ x−1 − x0 = 0, x0 = 0⇒ x−1 = 0

|x−2 − x−1| = 0⇔ x−2 − x−1 = 0, x−1 = 0⇒ x−2 = 0

·

·

·

|x−k − x−k+1| = 0⇔ x−k − x−k+1 = 0, x−k+1 = 0⇒ x−k = 0
(
∀k ∈ Z+ ∪ {0}

)
bulunur. O halde x = (xk)k∈Z = (..., x−1, x0, x1, ...) = (..., 0, 0, 0, ...) = θ olur.

N2. ∀x = (xk)k∈Z ∈ X ve λ herhangi bir skaler olmak üzere

‖λx‖∆ = |λx1|+ ‖λ∆x‖∞

= |λ| |x1|+ sup
k∈Z
|λxk − λxk+1|

= |λ|
(
|x1|+ sup

k∈Z
|xk − xk+1|

)
= |λ| ‖x‖∆

elde edilir.

N3. ∀x = (xk)k∈Z , y = (yk)k∈Z ∈ X için

‖x+ y‖∆ = |x1 + y1|+ ‖∆ (x+ y) ‖∞

= |x1 + y1|+ sup
k∈Z
|xk + yk − (xk+1 + yk+1)|

≤ |x1|+ |y1|+ sup
k∈Z
|xk − xk+1|+ sup

k∈Z
|yk − yk+1|

= ‖x‖∆ + ‖y‖∆

elde edilir.

4.4.9. Teorem: (l∞ (∆,Z) , ‖·‖∆) Banach uzay�d�r.

�spat: l∞(∆,Z) uzay�n�n normlu bir lineer uzay oldu§u 4.4.5. Lemma ve 4.4.8. Teoremde

gösterildi. Bu uzay�n verilen norma göre tam oldu§u gösterilerek ispat tamamlan�r.

(xnk)k∈Z, bilateral dizisi l∞(∆,Z) da bir Cauchy dizisi olsun. O halde ∀ε > 0 için ∀ |n| , |m|

≥ N (ε) (n,m ∈ Z) oldu§unda ‖xnk − xmk ‖∆ < ε olacak ³ekilde bir N (ε) do§al say�s� vard�r.

‖xnk − xmk ‖∆ = |xn1 − xm1 |+ ‖∆ (xnk − xmk )‖∞ → 0

= |xn1 − xm1 |+ sup
k∈Z

∣∣xnk − xmk − (xnk+1 − xmk+1

)∣∣→ 0
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(∀n,m ∈ Z öyle ki |n| , |m| ≥ N(ε)) . Buradan

|xn1 − xm1 | → 0, |n| , |m| → ∞

ve

sup
k∈Z

∣∣xnk − xmk − (xnk+1 − xmk+1

)∣∣ → 0, |n| , |m| → ∞∣∣xnk − xmk − (xnk+1 − xmk+1

)∣∣ → 0, |n| , |m| → ∞ (∀k ∈ Z)

bulunur.

|xnk − xmk | −
∣∣xnk+1 − xmk+1

∣∣ ≤ ∣∣xnk − xmk − (xnk+1 − xmk+1

)∣∣
oldu§undan

|xnk − xmk | −
∣∣xnk+1 − xmk+1

∣∣→ 0, |n| , |m| → ∞ (∀k ∈ Z)

elde edilir. Buradan |xn1 − xm1 | → 0, (|n| , |m| → ∞) olmas�ndan

|xnk − xmk | → 0, |n| , |m| → ∞ (∀k ∈ Z)

bulunur. Böylece (xnk)k∈Z bilateral dizisi C de bir Cauchy dizisi olur. C tam oldu§undan

∃ (xk)k∈Z ∈ C öyle ki

|xnk − xk| → 0, |n| → ∞ (∀k ∈ Z)

dir. Yani

lim
|n|→∞

xnk = xk (∀k ∈ Z)

olur. ∀ε > 0 için ∃N(ε) ∈ N

|xn1 − xm1 | ≤ ε,
∣∣xnk − xmk − (xnk+1 − xmk+1

)∣∣ ≤ ε

(∀n,m ∈ Z öyle ki |n| , |m| ≥ N(ε), ∀k ∈ Z) oldu§unu biliyoruz. Ayr�ca ∀ |n| ≥ N(ε) için

lim
|m|→∞

|xn1 − xm1 | = |xn1 − x1| ≤ ε

lim
|m|→∞

∣∣xnk − xmk − (xnk+1 − xmk+1

)∣∣ =
∣∣xnk − xk − (xnk+1 − xk+1

)∣∣ ≤ ε

(∀k ∈ Z) elde edilir. Burada ε, k ya ba§l� olmad�§�ndan

sup
k∈Z

∣∣xnk − xk − (xnk+1 − xk+1

)∣∣ ≤ ε (∀n ∈ Z öyle ki |n| ≥ N (ε) , ∀k ∈ Z)

bulunur. Böylece

|xn1 − x1|+ sup
k∈Z

∣∣xnk − xk − (xnk+1 − xk+1)
∣∣ ≤ 2ε (∀n ∈ Z öyle ki |n| ≥ N (ε) , ∀k ∈ Z)
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olur. Sonuç olarak

‖xnk − xk‖∆ ≤ 2ε (∀n ∈ Z öyle ki |n| ≥ N (ε) , ∀k ∈ Z)

elde edilir. Buradan da

‖xnk − xk‖∆ → 0, |n| → ∞, (∀k ∈ Z)

bulunur.

�imdi (xk)k∈Z ∈ l∞(∆,Z) oldu§unu gösterelim.

sup
k∈Z
|xk − xk+1| = sup

k∈Z

∣∣∣xk − xN(ε)
k + x

N(ε)
k − xN(ε)

k+1 + x
N(ε)
k+1 − xk+1

∣∣∣
≤ sup

k∈Z

∣∣∣xk − xN(ε)
k − xk+1 + x

N(ε)
k+1

∣∣∣+ sup
k∈Z

∣∣∣xN(ε)
k − xN(ε)

k+1

∣∣∣
= sup

k∈Z

∣∣∣xN(ε)
k − xk − (x

N(ε)
k+1 − xk+1)

∣∣∣+ sup
k∈Z

∣∣∣xN(ε)
k − xN(ε)

k+1

∣∣∣
≤

∥∥∥xN(ε)
k − xk

∥∥∥
∆

+ sup
k∈Z

∣∣∣xN(ε)
k − xN(ε)

k+1

∣∣∣
= O (1)

elde edilir. Böylece (xk)k∈Z ∈ l∞(∆,Z) bulunur.

4.4.10. Teorem: c(∆,Z), l∞(∆,Z) uzay�n�n kapal� bir alt uzay�d�r.

�spat: 4.4.6. Lemma (b) den c (∆,Z) ⊂ l∞ (∆,Z) oldu§u biliniyor. Tan�m gere§i c (∆,Z)

⊂ c (∆,Z) olur. x = (xk)k∈Z ∈ c (∆,Z) alal�m. Bu halde 1.1.31. Teorem gere§ince (xnk) →

(xk) olacak ³ekilde (xnk)k∈Z ∈ c (∆,Z) mevcuttur. Buradan

‖xnk − xk‖∆ ≤ ε, (∀n ∈ Z öyle ki |n| ≥ N(ε), ∀k ∈ Z)

‖xnk − xk‖∆ = |xn1 − x1|+ ‖∆ (xnk − xk)‖∞ → 0, |n| → ∞, (∀k ∈ Z)

olacak ³ekilde bir N(ε) ∈ N vard�r. Ayr�ca

‖∆(xnk − xk)‖∞ = sup
k∈Z
|∆(xnk − xk)| → 0 , |n| → ∞ (6)

= |∆(xnk − xk)| → 0, |n| → ∞, (∀k ∈ Z)

olur.

Üstelik (xnk) ∈ c(∆,Z) olmas�ndan ∆xnk ∈ c (Z) bulunur.

|∆(xnk − xk)| = |∆xnk −∆xk| → 0, |n| → ∞, (∀k ∈ Z)

olmas�ndan ∆xnk → ∆xk , (|n| → ∞, ∀k ∈ Z) bulunur. Aç�kça her yak�nsak bilateral dizinin

Cauchy dizisi olmas�ndan (∆xnk) ∈ c (Z) bir Cauchy dizisidir.

∆xnk =
(
...,∆xn−1,∆x

n
0 ,∆x

n
1 , ...

)
∈ c (Z) .
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Cauchy dizisi tan�m� gere§ince ∀ε > 0, ∀n ∈ Z, ∀ |i| , |j| ≥M (ε) için∣∣∆xni −∆xnj
∣∣ ≤ ε (7)

olacak ³ekilde bir M (ε) do§al say�s� vard�r. Yani∣∣∆xni −∆xnj
∣∣→ 0 (|i| , |j| → ∞, ∀n ∈ Z)

olur. Böylece ∀ |i| , |j| ≥M (ε) için (5) ve (6) gere§ince

|∆xi −∆xj| =
∣∣∣∆xi −∆x

N(ε)
i + ∆x

N(ε)
i −∆x

N(ε)
j + ∆x

N(ε)
j −∆xj

∣∣∣
≤

∣∣∣∆xi −∆x
N(ε)
i

∣∣∣+
∣∣∣−∆xj + ∆x

N(ε)
j

∣∣∣+
∣∣∣∆xN(ε)

i −∆x
N(ε)
j

∣∣∣
=

∣∣∣∆xN(ε)
i −∆xi

∣∣∣+
∣∣∣∆xN(ε)

j −∆xj

∣∣∣+
∣∣∣∆xN(ε)

i −∆x
N(ε)
j

∣∣∣
=

∣∣∣∆(x
N(ε)
i − xi)

∣∣∣+
∣∣∣∆(x

N(ε)
j − xj)

∣∣∣+
∣∣∣∆xN(ε)

i −∆x
N(ε)
j

∣∣∣
≤ ε+ ε+ ε = 3ε

elde edilir. Böylece (∆xi)i∈Z bilateral dizisi C de bir Cauchy dizisidir. C nin tam olmas�ndan

(∆xi)i∈Z yak�nsakt�r. O halde (∆xi)i∈Z ∈ c(Z) ve x ∈ c (∆,Z) bulunur. Buradan c (∆,Z) ⊂

c (∆,Z) olur. Sonuç olarak c (∆,Z) kapal�d�r.

4.4.11. Teorem: (c (∆,Z) , ‖·‖∆) Banach uzay�d�r.

�spat: c (∆,Z) , l∞(∆,Z) uzay�n�n kapal� bir alt uzay� oldu§undan 1.1.30. Teorem gere-

§ince c (∆,Z) Banach uzay�d�r.

4.4.12. Teorem: c0(∆,Z), l∞(∆,Z) uzay�n�n kapal� bir alt uzay�d�r.

�spat: 4.4.6. Lemma (a) ve (b) den c0 (∆,Z) ⊂ l∞ (∆,Z) oldu§u biliniyor. Tan�m gere§i

c0 (∆,Z) ⊂ c0 (∆,Z) olur. x = (xk)k∈Z ∈ c0 (∆,Z) alal�m. Bu halde 1.1.31. Teorem gere§ince

(xnk)→ (xk) olacak ³ekilde (xnk)k∈Z ∈ c0 (∆,Z) bilateral dizisi vard�r. Buradan

‖xnk − xk‖∆ ≤ ε, (∀n ∈ Z öyle ki |n| ≥ N(ε), ∀k ∈ Z)

‖xnk − xk‖∆ = |xn1 − x1|+ ‖∆ (xnk − xk)‖∞ → 0, |n| → ∞, (∀k ∈ Z)

olacak ³ekilde bir N (ε) ∈ N vard�r. Ayr�ca

‖∆(xnk − xk)‖∞ = |∆ (xnk − xk)| → 0, |n| → ∞ (∀k ∈ Z)

olur.

Üstelik (xnk) ∈ c0 (∆,Z) olmas�ndan ∆xnk ∈ c0 (Z) bulunur. Böylece ∀ε > 0 için |i| ≥

M (ε) oldukça ∀n ∈ Z için

|∆xni − 0| = |∆xni | ≤ ε (8)
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olacak ³ekilde bir M (ε) do§al say�s� vard�r. Böylece ∀ |i| ≥M(ε) için (7) ve (8) gere§ince

|∆xi| =
∣∣∣∆xi −∆x

N(ε)
i + ∆x

N(ε)
i

∣∣∣
≤

∣∣∣∆xi −∆x
N(ε)
i

∣∣∣+
∣∣∣∆xN(ε)

i

∣∣∣
=

∣∣∣∆(x
N(ε)
i − xi)

∣∣∣+
∣∣∣∆xN(ε)

i

∣∣∣
≤ ε+ ε = 2ε

elde edilir. Böylece ∆xi ∈ c0(Z) ve x ∈ c0(∆,Z) bulunur. Buradan c0 (∆,Z) ⊂ c0 (∆,Z) olur.

Sonuç olarak c0 (∆,Z) kapal�d�r.

4.4.13. Teorem: (c0 (∆,Z) , ‖·‖∆) Banach uzay�d�r.

�spat: c0 (∆,Z) , l∞(∆,Z) uzay�n�n kapal� bir alt uzay� oldu§undan 1.1.30. Teorem ge-

re§ince c0 (∆,Z) Banach uzay�d�r.

�imdi s operatörünü

s : l∞ (∆,Z)→ l∞ (∆,Z)

x → s (x) = t = (..., x−2, x−1, 0, 0, x2, x3,...)

³eklinde tan�mlayal�m. s lineer operatördür. Gerçekten ∀x, y ∈ l∞ (∆,Z) ve herhangi bir λ

skaleri için

s(x+ y) = (..., x−2 + y−2, x−1 + y−1, 0, 0, x2 + y2, ...)

= (..., x−2, x−1, 0, 0, x2, x3, ...) + (..., y−2, y−1, 0, 0, y2, y3, ...)

= s(x) + s(y)

ve

s(λx) = (..., λx−2, λx−1, 0, 0, λx2, λx3, ...)

= λ (..., x−2, x−1, 0, 0, x2, x3, ...)

= λs (x)

bulunur. Ayr�ca x = (xk)k∈Z ∈ l∞ (∆,Z) için

‖s (xk)‖∆ = ‖tk‖∆ = |t1|+ ‖∆ (tk)‖∞

= 0 + sup
k∈Z
{..., |∆t−2| , |∆t−1| , |∆t0| , |∆t1| , |∆t2| , ...}
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ve

‖x‖∆ = |x1|+ ‖∆ (xk)‖∞

= |x1|+ sup
k∈Z
{..., |∆x−2| , |∆x−1| , |∆x0| , |∆x1| , |∆x2| , ...}

olur. O halde

‖s (xk)‖∆ ≤ K ‖xk‖∆

olacak ³ekilde bir K > 0 vard�r. Böylece s bir s�n�rl� lineer operatördür.

�imdi de s (l∞(∆,Z)) kümesini tan�mlayal�m.

s (l∞(∆,Z)) = {x = (xk)k∈Z : x ∈ l∞(∆,Z), x0 = x1 = 0}

= {x = (xk)k∈Z : ∆x ∈ l∞(Z), x0 = x1 = 0}

4.4.14. Lemma: s (l∞(∆,Z)) lineer uzayd�r.

�spat: Tan�m gere§i s (l∞(∆,Z)) ⊂ l∞(∆,Z) olur. ∀x, y ∈ s (l∞(∆,Z)) ve λ herhangi bir

skaler olsun.

{x = (xk)k∈Z : x ∈ l∞(∆,Z), x0 = x1 = 0}

{y = (yk)k∈Z : y ∈ l∞(∆,Z), y0 = y1 = 0}

olur. l∞(∆,Z) lineer uzay oldu§undan toplamaya göre kapal�d�r. O halde

x0 + y0 = 0

x1 + y1 = 0
, x+ y ∈ l∞(∆,Z)

olur. Böylece x + y ∈ s (l∞(∆,Z)) bulunur. l∞(∆,Z) lineer uzay oldu§undan skalerle çarp-

maya göre kapal�d�r. O halde

λx0 = 0

λx1 = 0
, λx ∈ l∞(∆,Z)

olur. Böylece λx ∈ s (l∞(∆,Z)) bulunur. Bu halde s (l∞(∆,Z)) , l∞(∆,Z) uzay�n�n bir alt

uzay� ve dolay�syla lineer uzayd�r.

s (l∞(∆,Z)) , l∞(∆,Z) uzay�n�n bir alt uzay� oldu§undan l∞(∆,Z) için tan�mlad�§�m�z

norm ile s (l∞(∆,Z)) uzay�da normlu bir uzayd�r. Yani

‖·‖∆ : s (l∞(∆,Z))→ R

x → ‖x‖∆ = |x1|+ ‖∆x‖∞
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ve x1 = 0 olmas�ndan

x→ ‖x‖∆ = ‖∆x‖∞

olur.

4.4.15. Teorem: A³a§�daki ³ekilde tan�mlanan ∆ operatörü bir lineer homeomor�zmdir.

∆ : s (l∞(∆,Z))→ l∞(Z)

x = (xk)k∈Z → ∆x = xk − xk+1 = y

�spat: i. ∆ lineerdir. ∀x, z ∈ s (l∞ (∆,Z)) ve λ herhangi bir skaler olmak üzere

∆ (x+ z) = ∆x+ ∆z

ve

∆ (λx) = λ∆x

oldu§undan ∆ lineerdir.

ii. ∆ birebirdir. x, z ∈ s (l∞ (∆,Z)) alal�m. ∆x = ∆z ise ∆(x− z) = 0 bulunur. Bu halde

∆(x− z) = (xk − zk)− (xk+1 − zk+1) = 0

olur. Buradan

x1 = z1 = 0

x1 − z1 = x2 − z2 = 0⇒ x2 = z2

x2 − z2 = x3 − z3 = 0⇒ x3 = z3

.

.

.

xk−1 − zk−1 = xk − zk = 0⇒ xk = zk ∀k ∈ Z+
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ve

x0 = z0 = 0

x−1 − z−1 = x0 − z0 = 0⇒ x−1 = z−1

x−2 − z−2 = x−1 − z−1 = 0⇒ x−2 = z−2

.

.

.

x−k − z−k = x−k+1 − z−k+1 = 0⇒ x−k = z−k ∀k ∈ Z+ ∪ {0}

bulunur. O halde (xk)k∈Z = (zk)k∈Z (∀k ∈ Z) elde edilir. Böylece ∆ birebirdir.

iii. ∆ örtendir. ∀y ∈ l∞ (Z) için yk = ∆xk olacak ³ekilde en az bir (xk)k∈Z ∈ s (l∞ (∆,Z))

vard�r. Gerçekten

x = (xk)k∈Z =


0, k = 1, 0

−
∑k

v=1 yv−1, k ≥ 1∑0
v=k yv, k ≤ 0

olarak seçilirse yk = ∆ (xk) elde edilir. Böylece ∆ örtendir.

iv. ∆ s�n�rl�d�r. ∀x ∈ s (l∞ (∆,Z)) için

‖∆‖ = sup

{
‖∆x‖∞
‖x‖∆

: x 6= θ, x ∈ s (l∞(∆,Z))

}
= sup

{
‖∆x‖∞
‖∆x‖∞

: x 6= θ, x ∈ s (l∞(∆,Z))

}
= 1

olur. Böylece ‖∆x‖∞ ≤ ‖∆‖ ‖x‖∆ , ‖∆‖ = 1 oldu§undan sa§lan�r ve ∆ s�n�rl�d�r.

v. ∆−1 s�n�rl�d�r.

∆−1 : l∞ (Z)→ s (l∞ (∆,Z))

x = (xk)k∈Z → ∆−1x = y

³eklinde tan�mlans�n. O halde ∀x ∈ l∞ (Z) için∥∥∆−1
∥∥ = sup

{
‖∆−1 (x)‖∆

‖x‖∞
: x 6= θ, x ∈ l∞(Z)

}
= sup

{
‖∆ (∆−1 (x))‖∞

‖x‖∞
: x 6= θ, x ∈ l∞(Z)

}
= 1

olur. Böylece ‖∆−1 (x)‖∆ ≤ ‖∆−1‖ ‖x‖∞ , ‖∆−1‖ = 1 oldu§undan sa§lan�r ve ∆−1 s�n�rl�d�r.

Böylece ∆ bir lineer homeomor�zmdir. Buradan s (l∞(∆,Z)) ve l∞(Z) uzaylar� denk topo-

lojik uzaylard�r.

s (l∞(∆,Z)) ' l∞ (Z)
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olarak gösterilir.

4.4.16. Lemma: ∆ ve ∆−1 dönü³ümleri normu koruyan dönü³ümlerdir.

�spat:

∆ : s (l∞ (∆,Z))→ l∞ (Z)

x = (xk)k∈Z → ∆x = (∆xk)k∈Z

‖x‖∆ = ‖∆x‖∞

ve

∆−1 : l∞ (Z)→ s (l∞ (∆,Z))

x = (xk)k∈Z → ∆−1 (xk)k∈Z

‖x‖∞ =
∥∥∆−1x

∥∥
∆

oldu§undan ∆ ve ∆−1 dönü³ümleri normu korurlar.

4.4.17. Teorem: [l∞ (Z)]∗ ve [s (l∞ (∆,Z))]∗ s�ras�yla l∞ (Z) ve s (l∞ (∆,Z)) uzaylar�n�n

sürekli duallerini göstersin. Bu takdirde

T : [s (l∞ (∆,Z))]∗ → [l∞ (Z)]∗

f∆ → T (f∆) = f∆ ◦∆−1 = f

³eklinde tan�mlanan T dönü³ümü bir lineer izometridir.

�spat: i. T lineerdir. ∀f∆, g∆ ∈ [s (l∞ (∆,Z))]∗ ve λ skaleri için

T (f∆ + g∆) = (f∆ + g∆) ◦∆−1

= f∆ ◦∆−1 + g∆ ◦∆−1

= T (f∆) + T (g∆)

ve

T (λf∆) = λf∆ ◦∆−1

= λ
(
f∆ ◦∆−1

)
= λT (f∆)

oldu§undan T lineerdir.
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ii. T normu korur. F = R veya F = C olsun.

[s (l∞ (∆,Z))]∗ = {f∆ | f∆ : s (l∞ (∆,Z))→ F, f∆ lineer ve s�n�rl� }

‖f∆‖ = sup {‖f∆ (x)‖ : ‖x‖∆ = 1}

= sup {|f∆ (x)| : ‖x‖∆ = 1}

ve

[l∞ (Z)]∗ = {T (f∆) | T (f∆) : l∞ (Z)→ F, T (f∆) lineer ve s�n�rl�}

‖T (f∆)‖ = sup {‖T (f∆ (x))‖ : ‖x‖∞ = 1}

= sup {|T (f∆ (x))| : ‖x‖∞ = 1}

= sup
{∣∣f∆ ◦∆−1 (x)

∣∣ : ‖x‖∞ = 1
}

= sup
{∣∣f∆

(
∆−1 (x)

)∣∣ : ‖x‖∞ = 1
}

elde edilir. ∆−1 : l∞ (Z)→ s (l∞ (∆,Z)) oldu§undan x ∈ l∞ (Z) için ∆−1x = y ∈ s (l∞ (∆,Z))

olacakt�r.

‖y‖∆ =
∥∥∆−1 (x)

∥∥
∆

=
∥∥∆
(
∆−1 (x)

)∥∥
∞

= ‖x‖∞ = 1

olur. Böylece

‖T (f∆)‖ = sup {|f∆ (y)| : ‖y‖∆ = 1}

elde edilir. O halde T normu korur.

iii. T birebirdir. ∀f∆, g∆ ∈ [s (l∞ (∆,Z))]∗ olmak üzere

T (f∆) = T (g∆)

f∆ ◦∆−1 = g∆ ◦∆−1

f∆ = g∆

olur. Böylece T birebirdir.

iv. T örtendir. ∀f ∈ [l∞ (Z)]∗ için T (f∆) = f olacak ³ekilde en az bir f∆ ∈ [s (l∞ (∆,Z))]∗
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vard�r. Gerçekten

f = f ◦
(
∆ ◦∆−1

)
= (f ◦∆) ◦

(
∆−1

)
= T (f ◦∆)

= T (f∆)

olur. Böylece T örtendir. O halde T bir lineer izomor�zmdir. Buradan [s (l∞ (∆,Z))]∗ ile

[l∞ (Z)]∗ denk topolojik uzaylard�r denir.

[s (l∞ (∆,Z))]∗ ' [l∞ (Z)]∗

olarak gösterilir.

�imdi s operatörünü

s : c (∆,Z)→ c (∆,Z)

x → s (x) = t = (..., x−2, x−1, 0, 0, x2, x3,...)

³eklinde tan�mlayal�m. s lineer operatördür. Gerçekten ∀x, y ∈ c (∆,Z) ve λ skaleri için

s(x+ y) = s(x) + s(y)

ve

s(λx) = λs (x)

bulunur. Ayr�ca x = (xk)k∈Z ∈ c (∆,Z) için

‖s (xk)‖∆ = ‖tk‖∆ = |t1|+ ‖∆ (tk)‖∞

= 0 + sup
k∈Z
{..., |∆t−2| , |∆t−1| , |∆t0| , |∆t1| , |∆t2| , ...}

ve

‖x‖∆ = |x1|+ ‖∆ (xk)‖∞

= |x1|+ sup
k∈Z
{..., |∆x−2| , |∆x−1| , |∆x0| , |∆x1| , |∆x2| , ...}

olur. O halde

‖s (xk)‖∆ ≤ K ‖xk‖∆

olacak ³ekilde bir K > 0 vard�r. Böylece s s�n�rl� lineer bir operatördür.
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�imdi de s (c(∆,Z)) kümesini tan�mlayal�m.

s (c(∆,Z)) = {x = (xk)k∈Z : x ∈ c(∆,Z), x0 = x1 = 0}

= {x = (xk)k∈Z : ∆x ∈ c(Z), x0 = x1 = 0}

4.4.18. Lemma: s (c (∆,Z)) lineer uzayd�r.

�spat: Tan�m gere§i s (c (∆,Z)) ⊂ c(∆,Z) olur. ∀x, y ∈ s (c (∆,Z)) ve λ herhangi bir

skaler olsun.

{x = (xk)k∈Z : x ∈ c(∆,Z), x0 = x1 = 0}

{y = (yk)k∈Z : y ∈ c(∆,Z), y0 = y1 = 0}

c (∆,Z) lineer uzay oldu§undan toplamaya göre kapal�d�r. O halde

x0 + y0 = 0

x1 + y1 = 0
, x+ y ∈ c(∆,Z)

olur. Böylece x+ y ∈ s (c(∆,Z)) bulunur. c(∆,Z) lineer uzay oldu§undan skalerle çarpmaya

göre kapal�d�r. O halde

λx0 = 0

λx1 = 0
, λx ∈ c(∆,Z)

olur. Böylece λx ∈ s (c(∆,Z)) bulunur. Bu halde s (c(∆,Z)) , c(∆,Z) uzay�n�n bir alt uzay�

ve dolay�s�yla lineer uzayd�r.

s (c(∆,Z)) , c(∆,Z) uzay�n�n bir alt uzay� oldu§undan c(∆,Z) için tan�mlad�§�m�z norm

ile s (c(∆,Z)) uzay�da normlu bir uzayd�r. Yani

‖·‖∆ : s (c(∆,Z))→ R

x → ‖x‖∆ = |x1|+ ‖∆x‖∞

ve x1 = 0 olmas�ndan

x→ ‖x‖∆ = ‖∆x‖∞

olur.

4.4.19. Teorem: A³a§�daki ³ekilde tan�mlanan ∆ operatörü bir lineer homeomor�zmdir.

∆ : s (c(∆,Z))→ c(Z)

x = (xk)k∈Z → ∆x = xk − xk+1 = y
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�spat: i. ∆ lineerdir. ∀x, z ∈ s (c (∆,Z)) ve λ herhangi bir skaler olmak üzere

∆ (x+ z) = ∆ (x) + ∆ (z)

ve

∆ (λx) = λ∆ (x)

oldu§undan ∆ lineerdir.

ii. ∆ birebirdir. x, z ∈ s (c (∆,Z)) alal�m. ∆ (x) = ∆(z) ise ∆(x − z) = 0 bulunur. Bu

halde

∆(x− z) = (xk − zk)− (xk+1 − zk+1) = 0

olur. Buradan

x1 = z1 = 0

x1 − z1 = x2 − z2 = 0⇒ x2 = z2

x2 − z2 = x3 − z3 = 0⇒ x3 = z3

.

.

.

xk−1 − zk−1 = xk − zk = 0⇒ xk = zk ∀k ∈ Z+

ve

x0 = z0 = 0

x−1 − z−1 = x0 − z0 = 0⇒ x−1 = z−1

x−2 − z−2 = x−1 − z−1 = 0⇒ x−2 = z−2

.

.

.

x−k − z−k = x−k+1 − z−k+1 = 0⇒ x−k = z−k ∀k ∈ Z+ ∪ {0}

bulunur. O halde (xk)k∈Z = (zk)k∈Z (∀k ∈ Z) elde edilir. Böylece ∆ birebirdir.

iii. ∆ örtendir. ∀y ∈ c (Z) için yk = ∆xk olacak ³ekilde en az bir (xk)k∈Z ∈ s (c (∆,Z))
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vard�r. Gerçekten

x = (xk)k∈Z =


0, k = 1, 0

−
∑k

v=1 yv−1, k ≥ 1∑0
v=k yv, k ≤ 0

olarak seçilirse yk = ∆xk elde edilir. Böylece ∆ örtendir.

iv. ∆ s�n�rl�d�r. ∀x ∈ s (c (∆,Z)) için

‖∆‖ = sup

{
‖∆x‖∞
‖x‖∆

: x 6= θ, x ∈ s (c(∆,Z))

}
= sup

{
‖∆x‖∞
‖∆x‖∞

: x 6= θ, x ∈ s (c(∆,Z))

}
= 1

olur. Böylece ‖∆x‖∞ ≤ ‖∆‖ ‖x‖∆ , ‖∆‖ = 1 oldu§undan sa§lan�r ve ∆ s�n�rl�d�r.

v. ∆−1 s�n�rl�d�r.

∆−1 : c (Z)→ s (c (∆,Z))

x = (xk)k∈Z → ∆−1x = y

³eklinde tan�mlans�n. O halde ∀x ∈ c (Z) için∥∥∆−1
∥∥ = sup

{
‖∆−1 (x)‖∆

‖x‖∞
: x 6= θ, x ∈ c(Z)

}
= sup

{
‖∆ (∆−1 (x))‖∞

‖x‖∞
: x 6= θ, x ∈ c(Z)

}
= 1

olur. Böylece ‖∆−1 (x)‖∆ ≤ ‖∆−1‖ ‖x‖∞ , ‖∆−1‖ = 1 oldu§undan sa§lan�r ve ∆−1 s�n�rl�d�r.

Böylece ∆ bir lineer homeomor�zmdir. Buradan s (c(∆,Z)) ve c(Z) uzaylar� denk topolojik

uzaylard�r.

s (c(∆,Z)) ' c (Z)

olarak gösterilir.

4.4.20. Lemma: ∆ ve ∆−1 dönü³ümleri normu koruyan dönü³ümlerdir.

�spat:

∆ : s (c (∆,Z))→ c (Z)

x = (xk)k∈Z → ∆x = (∆xk)k∈Z

‖x‖∆ = ‖∆x‖∞

ve

∆−1 : c (Z)→ s (c (∆,Z))

x = (xk)k∈Z → ∆−1 (xk)k∈Z

‖x‖∞ =
∥∥∆−1x

∥∥
∆
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oldu§undan ∆ ve ∆−1 dönü³ümleri normu korurlar.

4.4.21. Teorem: [c (Z)]∗ ve [s (c (∆,Z))]∗ s�ras�yla c (Z) ve s (c (∆,Z)) uzaylar�n�n sürekli

duallerini göstersin. Bu takdirde

T : [s (c (∆,Z))]∗ → [c (Z)]∗

f∆ → T (f∆) = f∆ ◦∆−1 = f

³eklinde tan�mlanan T dönü³ümü bir lineer izometridir.

�spat: i. T lineerdir. ∀f∆, g∆ ∈ [s (c (∆,Z))]∗ ve λ skaleri için

T (f∆ + g∆) = f∆ + g∆ ◦∆−1

= f∆ ◦∆−1 + g∆ ◦∆−1

= T (f∆) + T (g∆)

ve

T (λf∆) = λf∆ ◦∆−1

= λ
(
f∆ ◦∆−1

)
= λT (f∆)

oldu§undan T lineerdir.

ii. T normu korur. F = R veya F = C olsun.

[s (c (∆,Z))]∗ = {f∆ | f∆ : s (c (∆,Z))→ F, f∆ lineer ve s�n�rl� }

‖f∆‖ = sup {‖f∆ (x)‖ : ‖x‖∆ = 1}

= sup {|f∆ (x)| : ‖x‖∆ = 1}

ve

[l∞ (Z)]∗ = {T (f∆) | T (f∆) : c (Z)→ F, T (f∆) lineer ve s�n�rl�}

‖T (f∆)‖ = sup {‖T (f∆ (x))‖ : ‖x‖∞ = 1}

= sup {|T (f∆ (x))| : ‖x‖∞ = 1}

= sup
{∣∣f∆ ◦∆−1 (x)

∣∣ : ‖x‖∞ = 1
}

= sup
{∣∣f∆

(
∆−1 (x)

)∣∣ : ‖x‖∞ = 1
}
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elde edilir. ∆−1 : c (Z) → s (c (∆,Z)) oldu§undan x ∈ c (Z) için ∆−1x = y ∈ s (c (∆,Z))

olacakt�r.

‖y‖∆ =
∥∥∆−1 (x)

∥∥
∆

=
∥∥∆
(
∆−1 (x)

)∥∥
∞

= ‖x‖∞ = 1

olur. Böylece

‖T (f∆)‖ = sup {|f∆ (y)| : ‖y‖∆ = 1}

elde edilir. O halde T normu korur.

iii. T birebirdir. ∀f∆, g∆ ∈ [s (c (∆,Z))]∗ olmak üzere

T (f∆) = T (g∆)

f∆ ◦∆−1 = g∆ ◦∆−1

f∆ = g∆

olur. Böylece T birebirdir.

iv. T örtendir. ∀f ∈ [c (Z)]∗ için T (f∆) = f olacak ³ekilde en az bir f∆ ∈ [s (c (∆,Z))]∗

vard�r. Gerçekten

f = f ◦
(
∆ ◦

(
∆−1

))
= (f ◦∆) ◦

(
∆−1

)
= T (f ◦∆)

= T (f∆)

olur. Böylece T örtendir. O halde T bir lineer izomor�zmdir. Buradan [s (c (∆,Z))]∗ ile

[c (Z)]∗

denk topolojik uzaylard�r denir.

[s (c (∆,Z))]∗ ' [c (Z)]∗

olarak gösterilir.

�imdi s operatörünü

s : c0 (∆,Z)→ c0 (∆,Z)

x → s (x) = t = (..., x−2, x−1, 0, 0, x2, x3,...)
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³eklinde tan�mlayal�m. s lineer operatördür. Gerçekten ∀x, y ∈ c0 (∆,Z) ve λ skaleri için

s(x+ y) = s(x) + s(y)

ve

s(λx) = λs (x)

bulunur. Ayr�ca x = (xk)k∈Z ∈ c0 (∆,Z) için

‖s (xk)‖∆ = ‖tk‖∆ = |t1|+ ‖∆ (tk)‖∞

= 0 + sup
k∈Z
{..., |∆t−2| , |∆t−1| , |∆t0| , |∆t1| , |∆t2| , ...}

ve

‖x‖∆ = |x1|+ ‖∆ (xk)‖∞

= |x1|+ sup
k∈Z
{..., |∆x−2| , |∆x−1| , |∆x0| , |∆x1| , |∆x2| , ...}

olur. O halde

‖s (xk)‖∆ ≤ K ‖xk‖∆

olacak ³ekilde bir K > 0 vard�r. Böylece s s�n�rl� lineer bir operatördür.

�imdi de s (c0 (∆,Z)) kümesini tan�mlayal�m.

s (c0(∆,Z)) = {x = (xk)k∈Z : x ∈ c0 (∆,Z) , x0 = x1 = 0}

= {x = (xk)k∈Z : ∆x ∈ c0(Z), x0 = x1 = 0}

4.4.22. Lemma: s (c0 (∆,Z)) lineer uzayd�r.

�spat: Tan�m gere§i s (c0 (∆,Z)) ⊂ c0 (∆,Z) olur. ∀x, y ∈ s (c0 (∆,Z)) ve λ herhangi bir

skaler olsun.

{x = (xk)k∈Z : x ∈ c0 (∆,Z) , x0 = x1 = 0}

{y = (yk)k∈Z : y ∈ c0 (∆,Z) , y0 = y1 = 0}

c0 (∆,Z) lineer uzay oldu§undan toplamaya göre kapal�d�r. O halde

x0 + y0 = 0

x1 + y1 = 0
, x+ y ∈ c0 (∆,Z)

olur. Böylece x+y ∈ s (c0 (∆,Z)) bulunur. c0 (∆,Z) lineer uzay oldu§undan skalerle çarpmaya

göre kapal�d�r. O halde

λx0 = 0

λx1 = 0
, λx ∈ c0 (∆,Z)
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olur. Böylece λx ∈ s (c0 (∆,Z)) bulunur. Bu halde s (c0 (∆,Z)) , c0 (∆,Z) uzay�n�n bir alt

uzay� oldu§undan lineer uzayd�r.

s (c0 (∆,Z)) , c0 (∆,Z) uzay�n�n bir alt uzay� oldu§undan c0 (∆,Z) için tan�mlad�§�m�z

norm ile s (c0 (∆,Z)) uzay�da normlu bir uzayd�r. Yani

‖·‖∆ : s (c0 (∆,Z))→ R

x → ‖x‖∆ = |x1|+ ‖∆x‖∞

ve x1 = 0 olmas�ndan

x→ ‖x‖∆ = ‖∆x‖∞

olur.

4.4.23. Teorem: A³a§�daki ³ekilde tan�mlanan ∆ operatörü bir lineer homeomor�zmdir.

∆ : s (c0 (∆,Z))→ c0(Z)

x = (xk)k∈Z → ∆x = xk − xk+1 = y

�spat: i. ∆ lineerdir. ∀x, z ∈ s (c0 (∆,Z)) ve λ herhangi bir skaler olmak üzere

∆ (x+ z) = ∆ (x) + ∆ (z)

ve

∆ (λx) = λ∆ (x)

oldu§undan ∆ lineerdir.

ii. ∆ birebirdir. x, z ∈ s (c0 (∆,Z)) alal�m. ∆ (x) = ∆(z) ise ∆(x − z) = 0 bulunur. Bu

halde

∆(x− z) = (xk − zk)− (xk+1 − zk+1) = 0

olur. Buradan

x1 = z1 = 0

x1 − z1 = x2 − z2 = 0⇒ x2 = z2

x2 − z2 = x3 − z3 = 0⇒ x3 = z3

.

.

.

xk−1 − zk−1 = xk − zk = 0⇒ xk = zk ∀k ∈ Z+
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ve

x0 = z0 = 0

x−1 − z−1 = x0 − z0 = 0⇒ x−1 = z−1

x−2 − z−2 = x−1 − z−1 = 0⇒ x−2 = z−2

.

.

.

x−k − z−k = x−k+1 − z−k+1 = 0⇒ x−k = z−k ∀k ∈ Z+ ∪ {0}

bulunur. O halde (xk)k∈Z = (zk)k∈Z (∀k ∈ Z) elde edilir. Böylece ∆ birebirdir.

iii. ∆ örtendir. ∀y ∈ c0 (Z) için yk = ∆xk olacak ³ekilde en az bir (xk)k∈Z ∈ s (c0 (∆,Z))

vard�r. Gerçekten

x = (xk)k∈Z =


0, k = 1, 0

−
∑k

v=1 yv−1, k ≥ 1∑0
v=k yv, k ≤ 0

olarak seçilirse yk = ∆xk elde edilir. Böylece ∆ örtendir.

iv. ∆ s�n�rl�d�r. x ∈ s (c0 (∆,Z)) olsun.

‖∆‖ = sup

{
‖∆x‖∞
‖x‖∆

: x 6= θ, x ∈ s (c0 (∆,Z))

}
= sup

{
‖∆x‖∞
‖∆x‖∞

: x 6= θ, x ∈ s (c0 (∆,Z))

}
= 1

olur. Böylece ‖∆x‖∞ ≤ ‖∆‖ ‖x‖∆ , ‖∆‖ = 1 oldu§undan sa§lan�r ve ∆ s�n�rl�d�r.

v. ∆−1 s�n�rl�d�r. ∆ birebir ve örten oldu§undan bu dönü³ümün tersi mevcuttur. O halde

∆−1 : c0 (Z)→ s (c0 (∆,Z))

x = (xk)k∈Z → ∆−1x = y

³eklinde tan�mlans�n. O halde ∀x ∈ c (Z) için∥∥∆−1
∥∥ = sup

{
‖∆−1 (x)‖∆

‖x‖∞
: x 6= θ, x ∈ c0(Z)

}
= sup

{
‖∆ (∆−1 (x))‖∞

‖x‖∞
: x 6= θ, x ∈ c0(Z)

}
= 1

olur. O halde ‖∆−1 (x)‖∆ ≤ ‖∆−1‖ ‖x‖∞ , ‖∆‖ = 1 oldu§undan sa§lan�r ve ∆−1 s�n�rl�d�r.

Böylece ∆ bir lineer homeomor�zmdir. Buradan s (c0 (∆,Z)) ile c0(Z) uzaylar� topolojik
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olarak denk uzaylard�r.

s (c0(∆,Z)) ' c0 (Z)

olarak gösterilir.

4.4.24. Lemma: ∆ ve ∆−1 dönü³ümleri normu koruyan dönü³ümlerdir.

�spat:

∆ : s (c0 (∆,Z))→ c0 (Z)

x = (xk)k∈Z → ∆x = (∆xk)k∈Z

‖x‖∆ = ‖∆x‖∞

ve

∆−1 : c0 (Z)→ s (c0 (∆,Z))

x = (xk)k∈Z → ∆−1 (xk)k∈Z

‖x‖∞ =
∥∥∆−1x

∥∥
∆

oldu§undan ∆ ve ∆−1 dönü³ümleri normu korurlar.

4.4.25. Teorem: [c0 (Z)]∗ ve [s (c0 (∆,Z))]∗ s�ras�yla c0 (Z) ve s (c0 (∆,Z)) uzaylar�n�n

sürekli duallerini göstersin. Bu takdirde

T : [s (c0 (∆,Z))]∗ → [c0 (Z)]∗

f∆ → T (f∆) = f∆ ◦∆−1

³eklinde tan�mlanan T dönü³ümü bir lineer izometridir.

�spat: i. T lineerdir. ∀f∆, g∆ ∈ [s (c0 (∆,Z))]∗ ve λ skaleri için

T (f∆ + g∆) = f∆ + g∆ ◦∆−1

= f∆ ◦∆−1 + g∆ ◦∆−1

= T (f∆) + T (g∆)

ve

T (λf∆) = λf∆ ◦∆−1

= λ
(
f∆ ◦∆−1

)
= λT (f∆)
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oldu§undan T lineerdir.

ii. T normu korur. F = R veya F = C olsun. T normu korur. F = R veya F = C olsun.

[s (c (∆,Z))]∗ = {f∆ | f∆ : s (c0 (∆,Z))→ F, f∆ lineer ve s�n�rl� }

‖f∆‖ = sup {‖f∆ (x)‖ : ‖x‖∆ = 1}

= sup {|f∆ (x)| : ‖x‖∆ = 1}

ve

[l∞ (Z)]∗ = {T (f∆) | T (f∆) : c0 (Z)→ F, T (f∆) lineer ve s�n�rl�}

‖T (f∆)‖ = sup {‖T (f∆ (x))‖ : ‖x‖∞ = 1}

= sup {|T (f∆ (x))| : ‖x‖∞ = 1}

= sup
{∣∣f∆ ◦∆−1 (x)

∣∣ : ‖x‖∞ = 1
}

= sup
{∣∣f∆

(
∆−1 (x)

)∣∣ : ‖x‖∞ = 1
}

elde edilir. ∆−1 : c0 (Z)→ s (c0 (∆,Z)) oldu§undan x ∈ c0 (Z) için ∆−1x = y ∈ s (c0 (∆,Z))

olacakt�r.

‖y‖∆ =
∥∥∆−1 (x)

∥∥
∆

=
∥∥∆
(
∆−1 (x)

)∥∥
∞

= ‖x‖∞ = 1

olur. Böylece

‖T (f∆)‖ = sup {|f∆ (y)| : ‖y‖∆ = 1}

elde edilir. O halde T normu korur.

iii. T birebirdir. ∀f∆, g∆ ∈ [s (c0 (∆,Z))]∗ olmak üzere

T (f∆) = T (g∆)

f∆ ◦∆−1 = g∆ ◦∆−1

f∆ = g∆

olur. Böylece T birebirdir.

iv. T örtendir. ∀f ∈ [c0 (Z)]∗ için T (f∆) = f olacak ³ekilde en az bir f∆ ∈ [s (c0 (∆,Z))]∗
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vard�r. Gerçekten

f = f ◦
(
∆ ◦

(
∆−1

))
= (f ◦∆) ◦

(
∆−1

)
= T (f ◦∆)

= T (f∆)

olur. Böylece T örtendir. O halde T bir lineer izomor�zmdir. Böylece [s (c0 (∆,Z))]∗ ile

[c0 (Z)]∗

denk uzaylard�r denir.

[s (c0 (∆,Z))]∗ ' [c0 (Z)]∗

olarak gösterilir.

4.4.26. Lemma: (a) s (c0 (∆,Z)) ⊂ s (c (∆,Z))

(b) s (c (∆,Z)) ⊂ s (l∞ (∆,Z)) kapsama ba§�nt�lar� mevcuttur.

�spat: (a) x = (xk)k∈Z ∈ s (c0 (∆,Z)) olsun. O halde x ∈ c0(∆,Z) ve x0 = x1 = 0

olur. c0(∆,Z) ⊂ c(∆,Z) olmas�ndan x ∈ c(∆,Z) ve x0 = x1 = 0 elde edilir. Böylece

x = (xk)k∈Z ∈ s (c (∆,Z)) bulunur. Buradan s (c0 (∆,Z)) ⊂ s (c (∆,Z)) olur.

(b) x = (xk)k∈Z ∈ s (c (∆,Z)) olsun. O halde x ∈ c(∆,Z) ve x0 = x1 = 0 olur.

c(∆,Z) ⊂ l∞(∆,Z) olmas�ndan x ∈ l∞(∆,Z) ve x0 = x1 = 0 elde edilir. Böylece x =

(xk)k∈Z ∈ s (l∞ (∆,Z)) bulunur. Buradan s (c (∆,Z)) ⊂ s (l∞ (∆,Z)) olur.

4.5. Bilateral Dizilerin Fark Dizi Uzaylar�n�n α−, β−, γ− Dualleri

4.5.1. Lemma: B (X) bilateral dizilerin herhangi bir uzay� olsun. Bα (X) ⊂ Bβ (X) ⊂

Bγ (X) kapsama ba§�nt�s� mevcuttur.

�spat: a = (ak)k∈Z ∈ Bα (X) olsun. O halde ∀x = (xk)k∈Z ∈ B (X) için

∞∑
k=−∞

|akxk| <∞

olur. Mutlak yak�nsak serilerin yak�nsak olmas�ndan

∞∑
k=−∞

akxk <∞
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bulunur. Böylece a = (ak)k∈Z ∈ Bβ (X) ve Bα (X) ⊂ Bβ (X) olur. Ayr�ca yak�nsak serilerin

s�n�rl� olmas�ndan

sup

∣∣∣∣∣
n∑

k=−n

akxk

∣∣∣∣∣ <∞
bulunur. Böylece a = (ak)k∈Z ∈ Bγ (X) ve Bβ (X) ⊂ Bγ (X) elde edilir.

4.5.2. Lemma: B(X) ve B (Y ) bilateral dizi uzay� olsunlar. B(X) ⊂ B (Y ) ise

(a) Bα (Y ) ⊂ Bα(X),

(b) Bβ (Y ) ⊂ Bβ(X),

(c) Bγ (Y ) ⊂ Bγ(X) olur.

�spat: (a) a = (ak)k∈Z ∈ Bα (Y ) olsun. O halde ∀y = (yk)k∈Z ∈ B (Y ) için

∞∑
k=−∞

|akyk| <∞

olur. B(X) ⊂ B (Y ) olmas�ndan ∀x = (xk)k∈Z ∈ B (X) ⊂ B (Y ) yani

∞∑
k=−∞

|akxk| <∞

bulunur. Böylece a = (ak)k∈Z ∈ Bα (X) elde edilir.

(b) a = (ak)k∈Z ∈ Bβ (Y ) olsun. O halde ∀y = (yk)k∈Z ∈ B (Y )

∞∑
k=−∞

akyk <∞

olur. B(X) ⊂ B (Y ) olmas�ndan ∀x = (xk)k∈Z ∈ B (X) ⊂ B (Y ) yani

∞∑
k=−∞

akxk <∞

bulunur. Böylece a = (ak)k∈Z ∈ Bβ (X) elde edilir.

(c) a = (ak)k∈Z ∈ Bγ (Y ) olsun. O halde ∀y = (yk)k∈Z ∈ B (Y )

sup

∣∣∣∣∣
n∑

k=−n

akxk

∣∣∣∣∣ <∞
olur. B(X) ⊂ B (Y ) olmas�ndan ∀x = (xk)k∈Z ∈ B (X) ⊂ B (Y ) yani

sup

∣∣∣∣∣
n∑

k=−n

akxk

∣∣∣∣∣ <∞
bulunur. Böylece a = (ak)k∈Z ∈ Bγ (X) elde edilir.

4.5.3. Lemma: supk∈Z |xk − xk+1| <∞ ise

52



i. supk∈Z+ k−1 |xk| <∞

ii. supk∈Z−∪{0}
1

−k+1
|xk| <∞

olur.

�spat: supk∈Z |xk − xk+1| <∞ olsun. O halde

sup
k∈Z+

|xk − xk+1| <∞

ve

sup
k∈Z−∪{0}

|xk − xk+1| <∞

olur. 4.2.1. Lemma ile

sup
k∈Z+

|xk − xk+1| <∞

iken

sup
k∈Z+

k−1 |xk| <∞

oldu§u gösterildi [12]. Böylece (i) elde edilir.

sup
k∈Z−∪{0}

|xk − xk+1| = sup
k∈Z+∪{0}

|x−k − x−k+1| <∞

iken

sup
k∈Z−∪{0}

1

−k + 1
|xk| <∞

oldu§unu gösterelim. supk∈Z−∪{0}
1

−k+1
|xk| <∞ ile supk∈Z+∪{0}

1
k+1
|x−k| <∞ denk ifadeler-

dir.

|x−k| = |x−k − x1 + x1|

≤ |x−k − x1|+ |x1|

olur.

|x−k − x1| = |x0 − x1 + x−1 − x0 + x−2 − x−1 + ...+ x−k −x−k+1|

≤ |x0 − x1|+ |x−1 − x0|+ ...+ |x−k − x−k+1|

≤ (k + 1) sup
k∈Z+∪{0}

|x−k − x−k+1| = O (k + 1)

bulunur. Böylece t bir sabit olmak üzere

|x−k| ≤ O (k + 1) + t
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bulunur. Buradan

sup
k∈Z+∪{0}

1

k + 1
|x−k| <∞

veya denk olarak

sup
k∈Z−∪{0}

1

−k + 1
|xk| <∞

elde edilir.

4.5.4. Lemma:
∑∞

k=0 k |a−k| <∞ ise
∑∞

k=0 (k + 1) |a−k| <∞ olur.

�spat: Limit kar³�la³t�rma testi gere§ince
∑
ak ve

∑
bk pozitif terimil seriler ve

lim
k→∞

ak
bk

= L

olsun. 0 < L <∞ ise
∑
ak ve

∑
bk serilerinin karakterleri ayn�d�r [36]. O halde

lim
k→∞

k |a−k|
(k + 1) |a−k|

= 1

oldu§undan iki serinin karakteri ayn� ve
∑∞

k=0 k |a−k| <∞ oldu§undan

∞∑
k=0

(k + 1) |a−k| <∞

bulunur.

4.5.5. Teorem:

[s (l∞ (∆,Z))]α =

{
a = (ak)

∞
−∞ :

∞∑
k=−∞

|kak| <∞

}
= D1

olur.

�spat: a ∈ D1 olsun. Herhangi bir x ∈ s (l∞ (∆,Z)) alal�m.

∞∑
k=−∞

|akxk| =
0∑

k=−∞

|akxk|+
∞∑
k=1

|akxk|

=
0∑

k=−∞

∣∣∣∣(−k + 1

−k + 1

)
akxk

∣∣∣∣+
∞∑
k=1

∣∣∣∣(kk
)
akxk

∣∣∣∣
=

0∑
k=−∞

|ak| |−k + 1|
(
|xk|

|−k + 1|

)
+
∞∑
k=1

|ak| k
(
|xk|
k

)

=
∞∑
k=0

|a−k| |k + 1|
(
|x−k|
|k + 1|

)
+
∞∑
k=1

|ak| k
(
|xk|
k

)
x ∈ s (l∞ (∆,Z)) oldu§undan x0 = x1 = 0 ve ∆x ∈ l∞ (Z) olur. Yani

sup
k∈Z
|xk − xk+1| <∞
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bulunur. O halde 4.5.3. Lemma, 4.5.4. Lemma ve a ∈ D1 kabulünden

∞∑
k=0

|a−k| (k + 1)

(
|x−k|

(k + 1)

)
<∞ ve

∞∑
k=1

|ak| k
(
|xk|
k

)
<∞

elde edilir. O halde
∞∑

k=−∞

|akxk| <∞

olur. Böylece a ∈ [s (l∞ (∆,Z))]α bulunur.

Tersine a ∈ [s (l∞ (∆,Z))]α olsun. Bu takdirde ∀x ∈ s (l∞ (∆,Z)) için

∞∑
k=−∞

|xkak| <∞

olur. Özel olarak x = (xk)k∈Z

x = (xk)k∈Z =

 0, k = 1

k, k 6= 1

olarak seçilirse

∞∑
k=−∞

|kak| = (· · ·+ |−2a−2|+ |−1a−1|+ |0a0|+ |1a1|+ |2a2|+ · · ·)

=
∞∑

k=−∞

|akxk|+ |a1|

elde edilir. a ∈ [s (l∞ (∆,Z))]α kabulünden dolay� ∀x ∈ s (l∞ (∆,Z)) için

∞∑
k=−∞

|kak| =
∞∑

k=−∞

|akxk|+ |a1| <∞

elde edilir. Bu halde a ∈ D1 olur. Böylece D1 = [s (l∞ (∆,Z))]α elde edilir.

4.5.6. Lemma: [s (l∞ (∆,Z))]α = [s (c (∆,Z))]α e³itli§i mevcuttur.

�spat: s (c (∆,Z)) ⊂ s (l∞ (∆,Z)) oldu§undan dolay� 4.5.2. Lemma (a) kullan�larak

[s (l∞ (∆,Z))]α ⊂ [s (c (∆,Z))]α bulunur. a ∈ [s (c (∆,Z))]α olsun. Herhangi bir x ∈ s (c (∆,Z))

için
∞∑

k=−∞

|akxk| <∞

olur. Özel olarak x = (xk)k∈Z

x =

 0, k = 1

k, k 6= 1
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³eklinde seçilirse
∞∑

k=−∞

|kak| =
∞∑

k=−∞

|akxk|+ |a1| <∞

bulunur. O halde a ∈ [s (l∞ (∆,Z))]α ve [s (c (∆,Z))]α ⊂ [s (l∞ (∆,Z))]α olur. Bu da ispat�

tamamlar.

4.5.7 Lemma: (a) [s (l∞ (∆,Z))]α = [l∞ (∆,Z)]α

(b) [s (c (∆,Z))]α = [c (∆,Z)]α

(c) [s (c0 (∆,Z))]α = [c0 (∆,Z)]α

e³itlikleri mevcuttur.

�spat: (a) s (l∞ (∆,Z)) ⊂ (l∞ (∆,Z)) oldu§undan dolay� 4.5.2. Lemma (a) kullan�larak

[l∞ (∆,Z)]α ⊂ [s (l∞ (∆,Z))]α bulunur. a ∈ [s (l∞ (∆,Z))]α olsun. Herhangi bir x ∈ l∞ (∆,Z)

alal�m. O halde ∆x ∈ l∞ (Z) olur. Ayr�ca

∞∑
k=−∞

|akxk| =
0∑

k=−∞

|akxk|+
∞∑
k=1

|akxk|

=
0∑

k=−∞

∣∣∣∣akxk (−k + 1

−k + 1

)∣∣∣∣+
∞∑
k=1

∣∣∣∣akxk (kk
)∣∣∣∣

=
∞∑
k=0

|a−k| (k + 1)

(
|x−k|

(k + 1)

)
+
∞∑
k=1

|ak| k
(
|xk|
k

)
olur. 4.5.3. Lemma ve 4.5.4. Lemma kullan�larak

∞∑
k=0

|a−k| (k + 1)

(
|x−k|

(k + 1)

)
<∞

ve
∞∑
k=1

|ak| k
(
|xk|
k

)
<∞

olur. O halde
∞∑

k=−∞

|akxk| <∞

elde edilir. Böylece a ∈ [l∞ (∆,Z)]α bulunur. Buradan [s (l∞ (∆,Z))]α ⊂ [l∞ (∆,Z)]α olur.

Bu da ispat� tamamlar.

(b) s (c (∆,Z)) ⊂ c (∆,Z) oldu§undan dolay� 4.5.2. Lemma (a) kullan�larak [c (∆,Z)]α ⊂

[s (c (∆,Z))]α bulunur. a ∈ [s (c (∆,Z))]α olsun. Herhangi bir x ∈ c (∆,Z) alal�m. O halde
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∆x ∈ c (Z) ⊂ l∞ (Z) olur. Ayr�ca

∞∑
k=−∞

|akxk| =
0∑

k=−∞

|akxk|+
∞∑
k=1

|akxk|

=
0∑

k=−∞

∣∣∣∣akxk (−k + 1

−k + 1

)∣∣∣∣+
∞∑
k=1

∣∣∣∣akxk (kk
)∣∣∣∣

=
∞∑
k=0

|a−k| (k + 1)

(
|x−k|

(k + 1)

)
+
∞∑
k=1

|ak| k
(
|xk|
k

)
olur. 4.5.3. Lemma, 4.5.4. Lemma ve 4.5.6. Lemma kullan�larak

∞∑
k=0

|a−k| (k + 1)

(
|x−k|

(k + 1)

)
<∞

ve
∞∑
k=1

|ak| k
(
|xk|
k

)
<∞

olur. O halde
∞∑

k=−∞

|akxk| <∞

elde edilir. Böylece a ∈ [c (∆,Z)]α bulunur. Buradan [s (c (∆,Z))]α ⊂ [c (∆,Z)]α olur. Bu da

ispat� tamamlar.

(c) s (c0 (∆,Z)) ⊂ c0 (∆,Z) oldu§undan dolay� 4.5.2. Lemma (a) kullan�larak [c0 (∆,Z)]α

⊂ [s (c0 (∆,Z))]α bulunur. a ∈ [s (c0 (∆,Z))]α olsun. Kabul edelim ki a /∈ [c0 (∆,Z)]α. O halde

∞∑
k=−∞

|akxk| =∞

olacak ³ekilde en az bir x ∈ c0 (∆,Z) vard�r. Özel olarak x = (xk)k∈Z ∈ c0 (∆,Z) olmak üzere

x′ =

 0, k = 1, 0

xk, k 6= 1, 0

³eklinde seçilsin. Bu takdirde x′ ∈ s (c0 (∆,Z)) olur. O halde a ∈ [s (c0 (∆,Z))]α kabulünden

∞∑
k=−∞

|akx′k| <∞

olur. Fakat

lim
n→∞

(
n∑

k=−n

|akxk|

)
= lim

n→∞
(|a−nx−n|+ · · ·+ |a−1x−1|+ |a0x0|+ |a1x1|+ |a2x2|+ · · ·+ |anxn|)

= ∞
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iken a ∈ [s (c0 (∆,Z))]α olmas�ndan

lim
n→∞

(
n∑

k=−n

|akx′k|

)
= lim

n→∞
(|a−nx−n|+ · · ·+ |a−1x−1|+ |a00|+ |a10|+ |a2x2|+ · · ·+ |anxn|)

< ∞

olur. Buradan limn→∞ (|a0x0|+ |a1x1|) =∞ oldu§u bulunur. Burada |x0| , |x1| <∞

oldu§undan dolay� limn→∞ (|a0x0|+ |a1x1|) =∞ olacak ³ekilde a0, a1 say�lar� olmayaca§�n-

dan kabulümüz yanl�³ ve dolay�s�yla a ∈ [c0 (∆,Z)]α olur. Bu da ispat� tamamlar.

4.5.8. Lemma:

∞∑
k=−∞

kak <∞⇔
∞∑

k=−∞

Rk <∞ ve nRn = o (1) , n ∈ Z

olur.
(
Rn =

∑∞
k=n+1 ak, n ∈ Z+ ve Rn =

∑k=n−1
−∞ ak, n ∈ Z− ∪ {0}

)
.

�spat: (⇒)
∑∞

k=−∞ kak <∞ olsun. O halde

0∑
k=−∞

kak <∞ ve
∞∑
k=1

kak <∞

olur. 4.2.4. Sonuç (c) ifadesinde

∞∑
k=1

kak <∞⇒
∞∑
k=1

Rk <∞ ve nRn = o (1) , Rn =
∞∑

k=n+1

ak, n ∈ Z+

oldu§u gösterilmi³ti [12]. �spat�n geri kalan k�sm� için

0∑
k=−∞

kak <∞⇒
0∑

k=−∞

Rk <∞ ve nRn = o (1) , Rn =
k=n−1∑
−∞

ak, n ∈ Z− ∪ {0}

oldu§unu gösterelim. Rn =
∑k=n−1
−∞ ak, n ∈ Z− ∪ {0} ile R−n =

∑∞
k=n+1 a−k, n ∈ Z+ ∪ {0}

ifadeleri denktir.∑0
k=−∞ kak <∞ olsun. O halde bu serinin kuyruk k�sm� için

lim
n→−∞

n−1∑
−∞

kak = 0

oldu§undan nRn = o(1), (n ∈ Z− ∪ {0}) bulunur. Ayr�ca

−
0∑

k=−∞

kak =
0∑

k=−∞

Rk
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bulunur.
∑0

k=−∞ kak < ∞ kabulünden
∑0

k=−∞Rk < ∞ elde edilir. Böylece
∑0

k=−∞Rk +∑∞
k=1 Rk =

∑∞
k=−∞Rk <∞ ve nRn = o(1), (n ∈ Z) elde edilir.

(⇐)
∑∞

k=−∞Rk <∞ ve nRn = o (1) , n ∈ Z olsun. O halde

∞∑
k=−∞

Rk =
0∑

k=−∞

Rk +
∞∑
k=1

Rk

oldu§undan
∞∑
k=1

Rk <∞ ve
0∑

k=−∞

Rk <∞

olur. 4.2.4. Sonuç (c) de

∞∑
k=1

Rk <∞ ve nRn = o (1) , n ∈ Z+ ⇒
∞∑
k=1

kak <∞

oldu§u gösterilmi³ti [12] . �spat�n geri kalan k�sm� için

0∑
k=−∞

Rk <∞ ve nRn = o (1) , n ∈ Z− ∪ {0} ⇒
0∑

k=−∞

kak <∞

oldu§unu gösterelim.

−
0∑

k=−∞

kak =
0∑

k=−∞

Rk

e³itli§inden
0∑

k=−∞

kak <∞

elde edilir. Böylece
∞∑

k=−∞

kak <∞

bulunur.

4.5.9. Teorem:

[s (l∞ (∆,Z))]β =

{
a = (ak)

∞
−∞ :

∞∑
k=−∞

kak <∞,
∞∑

k=−∞

|Rk| <∞

}
= D2

olur.

�spat: a ∈ D2 olsun. Herhangi bir x ∈ s (l∞ (∆,Z)) alal�m.

∆ : s (l∞ (∆,Z))→ l∞ (Z)

dönü³ümünde ∆x = y olacak ³ekilde yaln�z ve yaln�z bir y ∈ l∞ (Z) vard�r.

∆x = xk − xk+1 = yk, x0 = x1 = 0
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olmas�ndan

xk = −
k∑
v=1

yv−1, y0 = 0, k ∈ Z+

ve

xk =
0∑

v=k

yv, y0 = 0, k ∈ Z− ∪ {0}

bulunur. Ayr�ca xk =
∑0

v=k yv, k ∈ Z− ∪ {0} ile x−k =
∑k

v=0 y−v, k ∈ Z+ ∪ {0} denk

ifadelerdir.
n∑

k=−n

akxk =
0∑

k=−n

akxk +
n∑
k=1

akxk

=
0∑

k=−n

ak

(
0∑

v=k

yv

)
+

n∑
k=1

ak

(
−

k∑
v=1

yv−1

)
4.2.5. Teorem (2) de

∑∞
k=1 kak <∞,

∑∞
k=1 |Rk| <∞ olmas� kullan�larak

n∑
k=1

akxk =
n∑
k=1

ak

(
−

k∑
v=1

yv−1

)

= −
n−1∑
k=1

Rkyk +Rn

n−1∑
k=1

yk

oldu§u gösterildi. Buradan da
∑∞

k=1 Rkyk serisinin mutlak yak�nsak ve n→∞ ikenRn

∑n−1
k=1 yk

→ 0 oldu§u gösterildi [12]. Benzer yolla

0∑
k=−n

akxk =
0∑

k=−n

ak

(
0∑

v=k

yv

)

=
n∑
k=0

a−k

(
k∑
v=0

y−v

)

=
n−1∑
k=0

R−ky−k−1 −R−n
n−1∑
k=0

y−k−1

elde edilir. Kabulümüzden
∑0

k=−∞ kak <∞,
∑0

k=−∞ |Rk| <∞ veya denk olarak
∑∞

k=0−ka−k
<∞,

∑∞
k=0 |R−k| <∞ olur. Ayr�ca y−k−1 ∈ l∞ (Z) iken |y−k−1| ≤ M ∈ R (∀k ∈ Z+ ∪ {0})

olmas�ndan
n∑
k=0

|R−ky−k−1| =
n∑
k=0

|R−k| |y−k−1|

= |R−0| |y−1|+ |R−1| |y−2|+ · · ·+ |R−n| |y−n−1|

≤ |R−0|M + |R−1|M + · · ·+ |R−n|M

= M (|R−0|+ |R−1|+ · · ·+ |R−n|)

= M
n∑
k=0

|R−k| <∞, (n→∞)
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elde edilir.
∑∞

k=0R−ky−k−1 mutlak yak�nsak dolay�s�yla
∑∞

k=0R−ky−k−1 yak�nsakt�r. Ayr�ca

n−1∑
k=0

y−k−1 ≤
n−1∑
k=0

|y−k−1|

= |y−1|+ |y−2|+ ...+ |y−n|

≤ nM

olur. O halde

R−n

n−1∑
k=0

y−k−1 ≤ R−n (nM)

= (nR−n)M

elde edilir.
∞∑

k=−∞

kak <∞⇒ nRn = o (1) , n ∈ Z

olmas�ndan

M (nR−n)→ 0, (−n→ −∞)

ve

R−n

n−1∑
k=0

y−k−1 → 0, (−n→ −∞)

bulunur. Böylece

n∑
k=−n

akxk =
n−1∑
k=0

R−ky−k−1 −R−n
n−1∑
k=0

y−k−1 −
n−1∑
k=1

Rkyk +Rn

n−1∑
k=1

yk

< ∞

(n→∞) olur. O halde
∞∑

k=−∞

akxk <∞

bulunur ve a ∈ [s (l∞ (∆,Z))]β olur.

�imdi tersine a ∈ [s (l∞ (∆,Z))]β olsun. Bu takdirde ∀x ∈ s (l∞ (∆,Z)) için

∞∑
k=−∞

akxk <∞

olur. Özel olarak x = (xk)k∈Z

x =

 0, k = 1

k, k 6= 1

61



olarak seçilirse

n∑
k=−n

kak = (−na−n) + · · ·+ (−2) a−2 + (−1) a−1 + 0a0 + (1) a1 + (2) a2 + · · ·+ (nan)

= a1 +
n∑

k=−n

akxk

< ∞

(n→∞) bulunur. Böylece
∑∞

k=−∞ kak <∞ olur. 4.5.8. Lemmadan

∞∑
k=−∞

kak ⇔
∞∑

k=−∞

Rk <∞ ve nRn = o (1) , n ∈ Z

olur. O halde

n∑
k=−n

akxk =
n−1∑
k=0

R−ky−k−1 −R−n
n−1∑
k=0

y−k−1 −
n−1∑
k=1

Rkyk +Rn

n−1∑
k=1

yk

< ∞

(n→∞) bulunur. (n→∞) için R−n
∑n−1

k=0 y−k−1 → 0 ve Rn

∑n−1
k=1 yk → 0 elde edilir. Bura-

dan
n∑

k=−n

akxk =
n−1∑
k=0

R−ky−k−1 −
n−1∑
k=1

Rkyk <∞

(n→∞) olur. Böylece

∞∑
k=0

R−ky−k−1 <∞ ve
∞∑
k=1

Rkyk <∞

bulunur. 4.2.5. Teorem (2) ifadesinde
∑∞

k=1Rkyk <∞ (∀y ∈ l∞) iken
∑∞

k=1 |Rk| <∞ oldu§u

gösterilmi³ti [1]. �spat�n kalan k�sm� için
∑∞

k=0R−ky−k−1 < ∞ iken
∑0

k=−∞ |Rk| < ∞ veya

denk olarak
∑∞

k=0 |R−k| <∞ oldu§unu gösterelim. y−k−1 ∈ l∞ (Z) oldu§undan

y−k−1 = sign (R−k) =


1, R−k > 0

0, R−k = 0

−1, R−k < 0

³eklinde seçelim. Buradan R−ky−k−1 = |R−k| bulunur. Böylece
∞∑
k=0

R−ky−k−1 =
∞∑
k=0

|R−k| <∞

bulunur. O halde
∞∑

k=−∞

|Rk| <∞
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olur. Bu halde a ∈ D2 bulunur. Böylece D2 = [s (l∞ (∆,Z))]β elde edilir.

4.5.10. Lemma: [s (l∞ (∆,Z))]β = [s (c (∆,Z))]β e³itli§i mevcuttur.

�spat: s (c (∆,Z)) ⊂ s (l∞ (∆,Z)) oldu§undan dolay� 4.5.2. Lemma (b) kullan�larak

[s (l∞ (∆,Z))]β ⊂ [s (c (∆,Z))]β olur. �imdi a ∈ [s (c (∆,Z))]β alal�m. Herhangi bir x ∈

s (c (∆,Z)) için
∞∑

k=−∞

akxk <∞

olur. Özel olarak x = (xk)k∈Z

x =

 0, k = 1

k, k 6= 1

olarak seçilirse
∞∑

k=−∞

kak =
∞∑

k=−∞

akxk + a1 <∞

olur. Ayr�ca

n∑
k=−n

akxk =
n−1∑
k=0

R−ky−k−1 −R−n
n−1∑
k=0

y−k−1 −
n−1∑
k=1

Rkyk +Rn

n−1∑
k=1

yk

oldu§unu biliyoruz.
∑∞

k=−∞ kak < ∞ ise n → ∞ iken R−n
∑n−1

k=0 y−k−1 → 0, Rn

∑n−1
k=1 yk →

0 oldu§undan
n∑

k=−n

akxk =
n−1∑
k=0

R−ky−k−1 −
n−1∑
k=1

Rkyk <∞

(n→∞) bulunur. 4.5.9. Teoremin ispat�nda

∞∑
k=1

Rkyk <∞

iken
∞∑
k=1

|Rk| <∞

ve
∞∑
k=0

R−ky−k−1 <∞

iken
∞∑
k=0

|R−k| <∞

oldu§u gösterilmi³ti. Bu ise
∑∞

k=−∞ |Rk| <∞ anlam�na gelir. O halde a ∈ [s (l∞ (∆,Z))]β

bulunur. Böylece [s (c (∆,Z))]β ⊂ [s (l∞ (∆,Z))]β dir. Bu da ispat� tamamlar.

4.5.11. Lemma: (a) [s (l∞ (∆,Z))]β = [l∞ (∆,Z)]β
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(b) [s (c (∆,Z))]β = [c (∆,Z)]β

(c) [s (c0 (∆,Z))]β = [c0 (∆,Z)]β e³itlikleri mevcuttur.

�spat: (a) s (l∞ (∆,Z)) ⊂ l∞ (∆,Z) oldu§undan dolay� 4.5.2. Lemma (b) kullan�larak

[l∞ (∆,Z)]β ⊂ [s (l∞ (∆,Z))]β bulunur. a ∈ [s (l∞ (∆,Z))]β olsun. Kabul edelim ki a /∈

[l∞ (∆,Z)]β. O halde
∞∑

k=−∞

akxk =∞

olacak ³ekilde en az bir x ∈ l∞ (∆,Z) vard�r. Özel olarak x = (xk)k∈Z ∈ l∞ (∆,Z) olmak

üzere

x′ =

 0, k = 1, 0

xk, k 6= 1, 0

³eklinde seçilsin. Bu takdirde x′ ∈ s (l∞ (∆,Z)) olur. O halde a ∈ [s (l∞ (∆,Z))]β kabulünden

∞∑
k=−∞

akx
′
k <∞

olur. Fakat

lim
n→∞

(
n∑

k=−n

akxk

)
= lim

n→∞
(a−nx−n + · · ·+ a−1x−1 + a0x0 + a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn)

= ∞

iken a ∈ [s (l∞ (∆,Z))]β olmas�ndan

lim
n→∞

(
n∑

k=−n

akx
′
k

)
= lim

n→∞
(a−nx−n + · · ·+ a−1x−1 + a00 + a10 + a2x2 + · · ·+ anxn)

< ∞

olur. Buradan limn→∞ (a0x0 + a1x1) =∞ oldu§u bulunur. Burada |x0| , |x1| <∞

oldu§undan dolay� limn→∞ (a0x0 + a1x1) =∞ olacak ³ekilde a0, a1 say�lar� olmayaca§�ndan

kabulümüz yanl�³ ve dolay�s�yla a ∈ [l∞ (∆,Z)]β olur. Bu da ispat� tamamlar.

(b) s (c (∆,Z)) ⊂ c (∆,Z) oldu§undan dolay� 4.5.2. Lemma (b) kullan�larak [c (∆,Z)]β ⊂

[s (c (∆,Z))]β bulunur. a ∈ [s (c (∆,Z))]β olsun. Kabul edelim ki a /∈ [c (∆,Z)]β. O halde

∞∑
k=−∞

akxk =∞
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olacak ³ekilde en az bir x ∈ c (∆,Z) vard�r. Özel olarak x = (xk)k∈Z ∈ c (∆,Z) olmak üzere

x′ =

 0, k = 1, 0

xk, k 6= 1, 0

³eklinde seçilsin. Bu takdirde x′ ∈ s (c (∆,Z)) olur. O halde a ∈ [s (c (∆,Z))]β kabulünden

∞∑
k=−∞

akx
′
k <∞

olur. Fakat

lim
n→∞

(
n∑

k=−n

akxk

)
= lim

n→∞
(a−nx−n + · · ·+ a−1x−1 + a0x0 + a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn)

= ∞

iken a ∈ [s (c (∆,Z))]β olmas�ndan

lim
n→∞

(
n∑

k=−n

akx
′
k

)
= lim

n→∞
(a−nx−n + · · ·+ a−1x−1 + a00 + a10 + a2x2 + · · ·+ anxn)

< ∞

olur. Buradan limn→∞ (a0x0 + a1x1) =∞ oldu§u bulunur. Burada |x0| , |x1| <∞

oldu§undan dolay� limn→∞ (a0x0 + a1x1) =∞ olacak ³ekilde a0, a1 say�lar� olmayaca§�ndan

kabulümüz yanl�³ ve dolay�s�yla a ∈ [c (∆,Z)]β olur. Bu da ispat� tamamlar.

(c) s (c0 (∆,Z)) ⊂ c0 (∆,Z) oldu§undan dolay� 4.5.2. Lemma (b) kullan�larak [c0 (∆,Z)]β ⊂

[s (c0 (∆,Z))]β bulunur. a ∈ [s (c0 (∆,Z))]β alal�m. Kabul edelim ki a /∈ [c0 (∆,Z)]β. O halde

∞∑
k=−∞

akxk =∞

olacak ³ekilde en az bir x ∈ c0 (∆,Z) vard�r. Özel olarak x = (xk)k∈Z ∈ c0 (∆,Z) olmak üzere

x′ =

 0, k = 1, 0

xk, k 6= 1, 0

³eklinde seçilsin. Bu takdirde x′ ∈ s (c0 (∆,Z)) olur. O halde a ∈ [s (c0 (∆,Z))]β kabulünden

∞∑
k=−∞

akx
′
k <∞
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olur. Fakat

lim
n→∞

(
n∑

k=−n

akxk

)
= lim

n→∞
(a−nx−n + · · ·+ a−1x−1 + a0x0 + a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn)

= ∞

iken a ∈ [s (c0 (∆,Z))]β olmas�ndan

lim
n→∞

(
n∑

k=−n

akx
′
k

)
= lim

n→∞
(a−nx−n + · · ·+ a−1x−1 + a00 + a10 + a2x2 + · · ·+ anxn)

< ∞

olur. Buradan limn→∞ (a0x0 + a1x1) =∞ oldu§u bulunur. Burada |x0| , |x1| <∞

oldu§undan dolay� limn→∞ (a0x0 + a1x1) =∞ olacak ³ekilde a0, a1 say�lar� olmayaca§�ndan

kabulümüz yanl�³ ve dolay�s�yla a ∈ [c0 (∆,Z)]β olur. Bu da ispat� tamamlar.

4.5.12. Teorem:

[s (l∞ (∆,Z))]γ =

{
a = (ak)

∞
−∞ : sup

n∈N

∣∣∣∣∣
n∑

k=−n

kak

∣∣∣∣∣ <∞,
∞∑

k=−∞

|Rk| <∞

}
= D3

olur.

�spat: a ∈ D3 olsun. Herhangi bir x ∈ s (l∞ (∆,Z)) alal�m.

sup
n∈N

∣∣∣∣∣
n∑

k=−n

akxk

∣∣∣∣∣ = sup
n∈N

∣∣∣∣∣
0∑

k=−n

akxk +
n∑
k=1

akxk

∣∣∣∣∣
≤ sup

n∈N

∣∣∣∣∣
0∑

k=−n

akxk

∣∣∣∣∣+ sup
n∈N

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

akxk

∣∣∣∣∣
= sup

n∈N

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

a−kx−k

∣∣∣∣∣+ sup
n∈N

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

akxk

∣∣∣∣∣
elde edilir. 4.2.5. Teorem (3) de supn∈N |

∑n
k=1 kak| <∞,

∑∞
k=1 |Rk| <∞ olmas� kullan�larak

supn∈N |
∑n

k=1 akxk| <∞ oldu§u gösterildi [12]. Benzer yolla x ∈ s (l∞ (∆,Z)) iken y ∈ l∞ (Z)

ve R−n =
∑∞

n+1 a−k, n ∈ Z+ ∪ {0} için

0∑
k=−n

akxk =
n−1∑
k=0

R−ky−k−1 −R−n
n−1∑
k=0

y−k−1
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oldu§unu biliyoruz. Buradan

sup
n∈N

∣∣∣∣∣
0∑

k=−n

akxk

∣∣∣∣∣ = sup
n∈N

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

R−ky−k−1 −R−n
n−1∑
k=0

y−k−1

∣∣∣∣∣
≤ sup

n∈N

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

R−ky−k−1

∣∣∣∣∣+ sup
n∈N

∣∣∣∣∣R−n
n−1∑
k=0

y−k−1

∣∣∣∣∣
≤ sup

n∈N

n−1∑
k=0

|R−ky−k−1|+ sup
n∈N
|R−n|

n−1∑
k=0

|y−k−1|

= sup
n∈N

n−1∑
k=0

|R−k| |y−k−1|+ sup
n∈N
|R−n|

n−1∑
k=0

|y−k−1|

bulunur. |y−k−1| ≤M ∈ R (∀ − k ∈ Z− ∪ {0}) oldu§undan

= sup
n∈N

n−1∑
k=0

|R−k| |y−k−1|+ sup
n∈N
|R−n|

n−1∑
k=0

|y−k−1|

≤ M

(
sup
n∈N

n−1∑
k=0

|R−k|

)
+ nM sup

n∈N
|R−n|

= M

(
sup
n∈N

n−1∑
k=0

|R−k|+ sup
n∈N
|nR−n|

)

olur. a ∈ D3 kabulümüzden
∑∞

k=−∞ |Rk| < ∞ oldu§undan supn∈N
∑n−1

k=0 |R−k| < ∞ elde

edilir. Ayr�ca supn∈Z+∪{0} |
∑n

k=0−ka−k| <∞ olmas�ndan

sup
n∈N
|−nR−n| <∞

dir. Böylece

sup
n∈N

∣∣∣∣∣
0∑

k=−n

akxk

∣∣∣∣∣ <∞
bulunur. O halde

sup
n

∣∣∣∣∣
n∑

k=−n

akxk

∣∣∣∣∣ <∞
olur. Böylece a ∈ [s (l∞ (∆,Z))]γ elde edilir.

�imdi tersine a ∈ [s (l∞ (∆,Z))]γ olsun. Bu takdirde ∀x ∈ s (l∞ (∆,Z)) için

sup
n∈N

∣∣∣∣∣
n∑

k=−n

xkak

∣∣∣∣∣ <∞
olur. Özel olarak x = (xk)k∈Z

x =

 0, k = 1

k, k 6= 1
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olarak seçilirse

sup
n∈N

∣∣∣∣∣
n∑

k=−n

kak

∣∣∣∣∣ = sup
n∈N

∣∣∣∣∣a1 +
n∑

k=−n

xkak

∣∣∣∣∣
≤ sup

n∈N
|a1|+ sup

n∈N

∣∣∣∣∣
n∑

k=−n

xkak

∣∣∣∣∣
< ∞

olur. 4.2.5. Teorem (3) de supn∈N |
∑n

k=1 xkak| < ∞ iken
∑∞

k=1 |Rk| < ∞ oldu§u gösterildi

[12]. Benzer yolla supn∈N |
∑n

k=0 a−kx−k| iken
∑∞

k=0 |R−k| <∞ oldu§unu gösterelim.

sup
n∈N

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

a−kx−k

∣∣∣∣∣ = sup
n∈N

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

R−ky−k−1 −R−n
n−1∑
k=0

y−k−1

∣∣∣∣∣
Burada ∣∣∣∣∣

n−1∑
k=0

R−ky−k−1

∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣R−n

n−1∑
k=0

y−k−1

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

R−ky−k−1 −R−n
n−1∑
k=0

y−k−1

∣∣∣∣∣
olmas�ndan

sup
n∈Z+∪{0}

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

R−ky−k−1

∣∣∣∣∣− sup
n∈Z+∪{0}

∣∣∣∣∣R−n
n−1∑
k=0

y−k−1

∣∣∣∣∣
≤ sup

n∈Z+∪{0}

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

R−ky−k−1 −R−n
n−1∑
k=0

y−k−1

∣∣∣∣∣
= sup

n∈N

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

a−kx−k

∣∣∣∣∣
elde edilir. O halde

sup
n∈Z+∪{0}

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

R−ky−k−1

∣∣∣∣∣− sup
n∈Z+∪{0}

∣∣∣∣∣R−n
n−1∑
k=0

y−k−1

∣∣∣∣∣ ≤ T

olacak ³ekilde T ∈ R vard�r. supn∈N |
∑n

k=0−ka−k| <∞ olmas�ndan

sup
n∈N

∣∣∣∣∣R−n
n−1∑
k=0

y−k−1

∣∣∣∣∣ ≤ sup
n∈N
|R−n|

n−1∑
k=0

|y−k−1|

≤ nM sup
n∈N
|R−n|

= M sup
n∈N
|nR−n|

< ∞

olur. y−k−1 ∈ l∞ (Z) oldu§undan

y−k−1 = sign (R−k) =


1, R−k > 0

0, R−k = 0

−1, R−k < 0
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³eklinde seçelim. Buradan R−ky−k−1 = |R−k| bulunur. Böylece

sup
n∈N

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

R−ky−k−1

∣∣∣∣∣ = sup
n∈N

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

|R−k|

∣∣∣∣∣ <∞
olur. Burada serinin kismi toplamlar dizisi s�n�rl� ve bütün terimleri de pozitif oldu§undan

(n→∞) için
∑n−1

k=0 |R−k| <∞ elde edilir. O halde
∑∞

k=0 |R−k| <∞ ve
∞∑

k=−∞

|Rk| <∞

bulunur. Böylece a ∈ D3 olur. Bu da ispat� tamamlar.

4.5.13. Lemma: [s (l∞ (∆,Z))]γ = [s (c (∆,Z))]γ e³itli§i mevcuttur..

�spat: s (c (∆,Z)) ⊂ s (l∞ (∆,Z)) oldu§undan dolay� 4.5.2. Lemma (c) kullan�larak

[s (l∞ (∆,Z))]γ ⊂ [s (c (∆,Z))]γ bulunur. a ∈ [s (c (∆,Z))]γ olsun. Herhangi bir x ∈ s (c (∆,Z))

için

sup
n

∣∣∣∣∣
n∑

k=−n

akxk

∣∣∣∣∣ <∞
olur. Özel olarak x = (xk)k∈Z

x =

 0, k = 1

k, k 6= 1

³eklinde seçilirse

sup
n∈N

∣∣∣∣∣
n∑

k=−n

kak

∣∣∣∣∣ = sup
n∈N

∣∣∣∣∣a1 +
n∑

k=−n

xkak

∣∣∣∣∣
≤ sup

n∈N
|a1|+ sup

n∈N

∣∣∣∣∣
n∑

k=−n

xkak

∣∣∣∣∣
< ∞

elde edilir. supn
∣∣∑n

k=−n akxk
∣∣ < ∞, supn∈N

∣∣∑n
k=−n kak

∣∣ < ∞ olmas� ve 4.5.12. Teorem

kullan�larak
∑∞
−∞ |Rk| < ∞ bulunur. O halde a ∈ [s (l∞ (∆,Z))]γ bulunur. Bu da ispat�

tamamlar.

4.5.14. Lemma: (a) [s (l∞ (∆,Z))]γ = [l∞ (∆,Z)]γ

(b) [s (c (∆,Z))]γ = [c (∆,Z)]γ

(c) [s (c0 (∆,Z))]γ = [c0 (∆,Z)]γ e³itlikleri mevcuttur.

�spat: (a) s (l∞ (∆,Z)) ⊂ l∞ (∆,Z) oldu§undan dolay� 4.5.2. Lemma (c) kullan�la-

rak [l∞ (∆,Z)]γ ⊂ [s (l∞ (∆,Z))]γ bulunur. a ∈ [s (l∞ (∆,Z))]γ olsun. Kabul edelim ki

a /∈ [l∞ (∆,Z)]γ. O halde

sup
n∈N

∣∣∣∣∣
n∑

k=−n

akxk

∣∣∣∣∣ =∞
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olacak ³ekilde en az bir x ∈ l∞ (∆,Z) vard�r. Özel olarak x = (xk)k∈Z ∈ l∞ (∆,Z) olmak

üzere

x′ =

 0, k = 1, 0

xk, k 6= 1, 0

³eklinde seçilsin. Bu takdirde x′ ∈ s (l∞ (∆,Z)) olur. O halde a ∈ [s (l∞ (∆,Z))]γ kabulünden

sup
n∈N

∣∣∣∣∣
n∑

k=−n

akx
′
k

∣∣∣∣∣ <∞
olur. Fakat

sup
n∈N

∣∣∣∣∣
n∑

k=−n

akxk

∣∣∣∣∣
= sup

n∈N
|a−nx−n + · · ·+ a−1x−1 + a0x0 + a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn|

≤ sup
n∈N
|a−nx−n + · · ·+ a−1x−1 + a2x2 + · · ·+ anxn|+ sup

n∈N
|a0x0 + a1x1|

= ∞

ve a ∈ [s (l∞ (∆,Z))]γ olmas�ndan

sup
n∈N

∣∣∣∣∣
n∑

k=−n

akx
′
k

∣∣∣∣∣
= sup

n∈N
|a−nx−n · · ·+a−1x−1 + a00 + a10 + a2x2 + · · ·+ anxn|

< ∞

olur. Böylece supn∈N |a0x0 + a1x1| =∞ oldu§u bulunur. Burada |x0| , |x1| <∞ oldu§undan

dolay� supn∈N |a0x0 + a1x1| = ∞ olacak ³ekilde a0, a1 say�lar� olmayaca§�ndan kabulümüz

yanl�³ ve dolay�s�yla a ∈ [l∞ (∆,Z)]γ olur. Bu da ispat� tamamlar.

(b) s (c (∆,Z)) ⊂ c (∆,Z) oldu§undan dolay� 4.5.2. Lemma (c) kullan�larak [c (∆,Z)]γ ⊂

[s (c (∆,Z))]γ bulunur. a ∈ [s (c (∆,Z))]γ olsun. Kabul edelim ki a /∈ [c (∆,Z)]γ. O halde

sup
n∈N

∣∣∣∣∣
n∑

k=−n

akxk

∣∣∣∣∣ =∞

olacak ³ekilde en az bir x ∈ c (∆,Z) vard�r. Özel olarak x = (xk)k∈Z ∈ c (∆,Z) olmak üzere

x′ =

 0, k = 1, 0

xk, k 6= 1, 0

³eklinde seçilsin. Bu takdirde x′ ∈ s (c (∆,Z)) olur. O halde a ∈ [s (c (∆,Z))]γ kabulünden

sup
n∈N

∣∣∣∣∣
n∑

k=−n

akx
′
k

∣∣∣∣∣ <∞
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olur. Fakat

sup
n∈N

∣∣∣∣∣
n∑

k=−n

akxk

∣∣∣∣∣
= sup

n∈N
|a−nx−n + · · ·+ a−1x−1 + a0x0 + a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn|

≤ sup
n∈N
|a−nx−n + · · ·+ a−1x−1 + a2x2 + · · ·+ anxn|+ sup

n∈N
|a0x0 + a1x1|

= ∞

ve a ∈ [s (c (∆,Z))]γ olmas�ndan

sup
n∈N

∣∣∣∣∣
n∑

k=−n

akx
′
k

∣∣∣∣∣
= sup

n∈N
|a−nx−n + · · ·+ a−1x−1 + a00 + a10 + a2x2 + · · ·+ anxn|

< ∞

olur. Böylece supn∈N |a0x0 + a1x1| =∞ oldu§u bulunur. Burada |x0| , |x1| <∞ oldu§undan

dolay� supn∈N |a0x0 + a1x1| = ∞ olacak ³ekilde a0, a1 say�lar� olmayaca§�ndan kabulümüz

yanl�³ ve dolay�s�yla a ∈ [c (∆,Z)]γ olur. Bu da ispat� tamamlar.

(c) s (c0 (∆,Z)) ⊂ c0 (∆,Z) oldu§undan dolay� 4.5.2. Lemma (c) kullan�larak [c0 (∆,Z)]γ ⊂

[s (c0 (∆,Z))]γ bulunur. a ∈ [s (c0 (∆,Z))]γ olsun. Kabul edelim ki a /∈ [c0 (∆,Z)]γ. O halde

sup
n∈N

∣∣∣∣∣
n∑

k=−n

akxk

∣∣∣∣∣ =∞

olacak ³ekilde en az bir x ∈ c (∆,Z) vard�r. Özel olarak x = (xk)k∈Z ∈ c0 (∆,Z) olmak üzere

x′ =

 0, k = 1, 0

xk, k 6= 1, 0

³eklinde seçilsin. Bu takdirde x′ ∈ s (c0 (∆,Z)) olur. O halde a ∈ [s (c0 (∆,Z))]γ kabulünden

sup
n∈N

∣∣∣∣∣
n∑

k=−n

akx
′
k

∣∣∣∣∣ <∞
olur. Fakat

sup
n∈N

∣∣∣∣∣
n∑

k=−n

akxk

∣∣∣∣∣
= sup

n∈N
|a−nx−n + · · ·+ a−1x−1 + a0x0 + a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn|

≤ sup
n∈N
|a−nx−n + · · ·+ a−1x−1 + a2x2 + · · ·+ anxn|+ sup

n∈N
|a0x0 + a1x1|

= ∞
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ve a ∈ [s (c0 (∆,Z))]γ olmas�ndan

sup
n∈N

∣∣∣∣∣
n∑

k=−n

akx
′
k

∣∣∣∣∣
= sup

n∈N
|a−nx−n + · · ·+ a−1x−1 + a00 + a10 + a2x2 + · · ·+ anxn|

< ∞

olur. Böylece supn∈N |a0x0 + a1x1| =∞ oldu§u bulunur. Burada |x0| , |x1| <∞ oldu§undan

dolay� supn∈N |a0x0 + a1x1| = ∞ olacak ³ekilde a0, a1 say�lar� olmayaca§�ndan kabulümüz

yanl�³ ve dolay�s�yla a ∈ [c0 (∆,Z)]γ olur. Bu da ispat� tamamlar.

4.6. Bilateral Dizilerin Fark Dizi Uzaylar�n�n Matris Dönü³ümleri

4.6.1. Tan�m: x = (xk)k∈Z bilateral dizisinin Ax dönü³üm dizisi A = (ank)n,k∈Z kompleks

say�lar�n sonsuz bir matrisi olmak üzere

An (x) =
∑
k∈Z

ankxk <∞, n ∈ Z

dizisidir [22].

4.6.2. Teorem: A = (ank) ∈ (l∞ (∆,Z) , l∞ (Z)) olmas� için gerek ve yeter ³art An (k) =∑∞
k=−∞ kank ve R = (rnk)n,k∈Z(
rnk =

∑∞
v=k+1 anv, k ∈ Z+ ve rnk =

∑v=k−1
−∞ anv, k ∈ Z− ∪ {0} , n ∈ Z

)
olmak üzere

i. (anl) ∈ l∞ (Z) (−m ≤ l ≤ m, m ∈ Z+) ,

ii. An (k) ∈ l∞ (Z) ,

iii. R ∈ (l∞ (Z) , l∞ (Z)) olmas�d�r.

�spat: (⇒) A ∈ (l∞ (∆,Z) , l∞ (Z)) olsun. O halde ∀n ∈ Z için An (x) =
∑∞

k=−∞ ankxk

yak�nsak ve ∀x ∈ l∞ (∆,Z) için An (x) =
∑∞

k=−∞ ankxk ∈ l∞ (Z) olur. Özel olarak

x = (xk) =

 1, k = l

0, k 6= l

dizisi seçilirse x ∈ l∞ (∆,Z) olur. O halde

An (x) =
∞∑

k=−∞

ankxk

= anl
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ve (anl) ∈ l∞ (Z) elde edilir. E§er x = (xk)k∈Z = (k)k∈Z ∈ l∞ (∆,Z) dizisi seçilirse

An (x) =
∞∑

k=−∞

ankxk

=
∞∑

k=−∞

kank

ve An (k) ∈ l∞ (Z) elde edilir. y ∈ l∞ (Z) dizisini göz önüne alal�m. ∆x = y olacak ³ekilde

yaln�z bir x ∈ s (l∞ (∆,Z)) oldu§unu biliyoruz. Buradan x ∈ s (l∞ (∆,Z)) ⊂ l∞ (∆,Z) ve

xk = −
∑k

v=1 yv−1 (k ∈ Z+) , xk =
∑0

v=k yv (k ∈ Z− ∪ {0}) olmas�ndan

An (m,x) =
m∑

k=−m

ankxk

=
0∑

k=−m

ankxk +
m∑
k=0

ankxk

=
m−1∑
k=0

rn(−k)y−k−1 − rn(−m)

m−1∑
k=0

y−k−1 −
m−1∑
k=1

rnkyk + rnm

m−1∑
k=1

yk

olur. Burada
∑∞

k=−∞ kank <∞ olmas�ndan

lim
m→∞

An (m,x) = An (x) =
∞∑
k=0

rn(−k)y−k−1 −
∞∑
k=1

rnkyk = Rn (y)

(y0 = 0, y ∈ l∞ (Z)) elde edilir. Böylece

Rn (y) = An (x) ∈ l∞ (Z) (∀n ∈ Z, ∀ y ∈ l∞ (Z))

bulunur.Bu takdirde R ∈ (l∞ (Z) , l∞ (Z)) elde edilir.

(⇐) �imdi (i), (ii), (iii) ifadelerinin do§ru oldu§unu kabul edelim. Herhangi bir x ∈

l∞ (∆,Z) alal�m. Özel olarak x′k ∈ s (l∞ (∆,Z)) olmak üzere

x = (xk)k∈Z =


x0, k = 0

x1, k = 1

x′k, k 6= 1, 0

dizisini alal�m. O halde

An (m,x) =
m∑

k=−m

ankxk = an0x0 + an1x1 +
m∑

k=−m

ankx
′
k

olmas�ndanAn (m,x) = an0x0+an1x1+
∑m−1

k=0 rn(−k)y−k−1−rn(−m)

∑m−1
k=0 y−k−1−

∑m−1
k=1 rnkyk+

rnm
∑m−1

k=1 yk elde edilir. (m ∈ Z+)

73



(i) den (anl) ∈ l∞ (Z) ve |x0| , |x1| <∞ olmas�ndan an0x0, an1x1 ∈ l∞ (Z) bulunur. Ayr�ca

(ii) den An (k) ∈ l∞ (Z) olmas�ndan

sup
n∈Z
|An (k)| <∞

ve

An (k) =
∞∑

k=−∞

kank <∞, ∀n ∈ Z

olur. O halde

lim
m→∞

An (m,x) = An (x) = an0x0 + an1x1 +
∞∑
k=0

rn(−k)y−k−1 −
∞∑
k=1

rnkyk

elde edilir. (iii) den R ∈ (l∞ (Z) , l∞ (Z)) olmas�ndan

Rn (y) =
∞∑
k=0

rn(−k)y−k−1 −
∞∑
k=1

rnkyk ∈ l∞ (Z)

elde edilir. Böylece An (x) ∈ l∞ (Z) ve A ∈ (l∞ (∆,Z) , l∞ (Z)) olur.

4.6.3. Teorem: A = (ank) ∈ (l∞ (∆,Z) , c (Z)) olmas� için gerek ve yeter ³art An (k) =∑∞
k=−∞ kank ve R = (rnk)n,k∈Z(
rnk =

∑∞
v=k+1 anv, k ∈ Z+ ve rnk =

∑v=k−1
−∞ anv, k ∈ Z− ∪ {0} (n ∈ Z)

)
olmak üzere

i. (anl) ∈ c (Z) (−m ≤ l ≤ m, m ∈ Z+)

ii. An (k) ∈ c (Z)

iii. R ∈ (l∞ (Z) , c (Z)) olmas�d�r.

�spat: (⇒) A ∈ (l∞ (∆,Z) , c (Z)) olsun. O halde ∀n ∈ Z içinAn (x) =
∑∞

k=−∞ ankxk yak�nsak

ve ∀x ∈ l∞ (∆,Z) için An (x) =
∑∞

k=−∞ ankxk ∈ c (Z) olur. Özel olarak

x = (xk) =

 1, k = l

0, k 6= l

dizisi seçilirse x ∈ l∞ (∆,Z) olur. O halde

An (x) =
∞∑

k=−∞

ankxk

= anl

ve (anl) ∈ c (Z) elde edilir.E§er x = (xk) = (k)k∈Z ∈ l∞ (∆,Z) dizisi seçilirse

An (x) =
∞∑

k=−∞

ankxk

=
∞∑

k=−∞

kank
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ve An (k) ∈ c (Z) elde edilir. y ∈ l∞ (Z) dizisini göz önüne alal�m. ∆x = y olacak ³ekilde

yaln�z bir x ∈ s (l∞ (∆,Z)) oldu§unu biliyoruz. Buradan x ∈ s (l∞ (∆,Z)) ⊂ l∞ (∆,Z) ve

xk = −
∑k

v=1 yv−1 (k ∈ Z+) , xk =
∑0

v=k yv (k ∈ Z− ∪ {0}) olmas�ndan

An (m,x) =
m∑

k=−m

ankxk

=
0∑

k=−m

ankxk +
m∑
k=0

ankxk

=
m−1∑
k=0

rn(−k)y−k−1 − rn(−m)

m−1∑
k=0

y−k−1 −
m−1∑
k=1

rnkyk + rnm

m−1∑
k=1

yk

olur. Burada
∑∞

k=−∞ kank <∞ olmas�ndan

lim
m→∞

An (m,x) = An (x) =
∞∑
k=0

rn(−k)y−k−1 −
∞∑
k=1

rnkyk = Rn (y)

(y0 = 0, y ∈ l∞ (Z)) elde edilir. Böylece

Rn (y) = An (x) ∈ c (Z) (∀n ∈ Z, ∀ y ∈ l∞ (Z))

olmas� bulunur. Bu takdirde R ∈ (l∞ (Z) , c (Z)) elde edilir.

(⇐) �imdi (i), (ii), (iii) ifadelerinin do§ru oldu§unu kabul edelim. Herhangi bir x ∈

l∞ (∆,Z) alal�m. Özel olarak x′k ∈ s (l∞ (∆,Z)) olmak üzere

x = (xk)k∈Z =


x0, k = 0

x1, k = 1

x′k, k 6= 1, 0

dizisini alal�m. O halde

An (m,x) =
m∑

k=−m

ankxk = an1x1 +
m∑

k=−m

ankx
′
k

olmas�ndanAn (m,x) = an0x0+an1x1+
∑m−1

k=0 rn(−k)y−k−1−rn(−m)

∑m−1
k=0 y−k−1−

∑m−1
k=1 rnkyk+

rnm
∑m−1

k=1 yk elde edilir. (m ∈ Z+)

(i) den (anl) ∈ c (Z) ve |x0| , |x1| < ∞ olmas�ndan an0x0, an1x1 ∈ c (Z) bulunur. Ayr�ca

(ii) den An (k) ∈ c (Z) olmas�ndan

lim
|n|→∞

An (k) = t ∈ C

ve

An (k) =
∞∑

k=−∞

kank <∞, ∀n ∈ Z
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olur. O halde

lim
m→∞

An (m,x) = An (x) = an0x0 + an1x1 +
∞∑
k=0

rn(−k)y−k−1 −
∞∑
k=1

rnkyk

elde edilir. (iii) den R ∈ (l∞ (Z) , c (Z)) olmas�ndan

Rn (y) =
∞∑
k=0

rn(−k)y−k−1 −
∞∑
k=1

rnkyk ∈ c (Z)

elde edilir. Böylece An (x) ∈ c (Z) ve A ∈ (l∞ (∆,Z) , c (Z)) olur.

4.6.4. Teorem: A = (ank) ∈ (c (∆,Z) , l∞ (Z)) olmas� için gerek ve yeter ³art An (k) =∑∞
k=−∞ kank ve R = (rnk)n,k∈Z(
rnk =

∑∞
v=k+1 anv, k ∈ Z+ ve rnk =

∑v=k−1
−∞ anv, k ∈ Z− ∪ {0} (n ∈ Z)

)
olmak üzere

i. (anl) ∈ l∞ (Z) (−m ≤ l ≤ m, m ∈ Z+)

ii. An (k) ∈ l∞ (Z)

iii. R ∈ (c (Z) , l∞ (Z)) olmas�d�r.

�spat: (⇒) A ∈ (c (∆,Z) , l∞ (Z)) olsun. O halde ∀n ∈ Z içinAn (x) =
∑∞

k=−∞ ankxk yak�nsak

ve ∀x ∈ c (∆,Z) için An (x) =
∑∞

k=−∞ ankxk ∈ l∞ (Z) olur. Özel olarak

x = (xk) =

 1, k = l

0, k 6= l

dizisi seçilirse x ∈ c (∆,Z) olur. O halde

An (x) =
∞∑

k=−∞

ankxk

= anl

ve (anl) ∈ l∞ (Z) elde edilir. E§er x = (xk) = (k)k∈Z ∈ c (∆,Z) dizisi seçilirse

An (x) =
∞∑

k=−∞

ankxk

=
∞∑

k=−∞

kank

ve An (k) ∈ l∞ (Z) elde edilir. y ∈ c (Z) dizisini göz önüne alal�m. ∆x = y olacak ³ekilde

yaln�z bir x ∈ s (c (∆,Z)) oldu§unu biliyoruz. Buradan x ∈ s (c (∆,Z)) ⊂ c (∆,Z) ve xk =
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−
∑k

v=1 yv−1 (k ∈ Z+) , xk =
∑0

v=k yv (k ∈ Z− ∪ {0}) olmas�ndan

An (m,x) =
m∑

k=−m

ankxk

=
0∑

k=−m

ankxk +
m∑
k=0

ankxk

=
m−1∑
k=0

rn(−k)y−k−1 − rn(−m)

m−1∑
k=0

y−k−1 −
m−1∑
k=1

rnkyk + rnm

m−1∑
k=1

yk

olur. Burada
∑∞

k=−∞ kank <∞ olmas�ndan

lim
m→∞

An (m,x) = An (x) =
∞∑
k=0

rn(−k)y−k−1 −
∞∑
k=1

rnkyk = Rn (y)

(y0 = 0, y ∈ c (Z)) elde edilir. Böylece

Rn (y) = An (x) ∈ l∞ (Z) (∀n ∈ Z, ∀ y ∈ c (Z))

olmas� bulunur. Bu takdirde R ∈ (c (Z) , l∞ (Z)) elde edilir.

(⇐) �imdi (i), (ii), (iii) ifadelerinin do§ru oldu§unu kabul edelim. Herhangi bir x ∈

c (∆,Z) alal�m. Özel olarak x′k ∈ s (c (∆,Z)) olmak üzere

x = (xk)k∈Z =


x0, k = 0

x1, k = 1

x′k, k 6= 1, 0

dizisini alal�m. O halde

An (m,x) =
m∑

k=−m

ankxk = an1x1 +
m∑

k=−m

ankx
′
k

olmas�ndanAn (m,x) = an0x0+an1x1+
∑m−1

k=0 rn(−k)y−k−1−rn(−m)

∑m−1
k=0 y−k−1−

∑m−1
k=1 rnkyk+

rnm
∑m−1

k=1 yk elde edilir. (m ∈ Z+)

(i) den (anl) ∈ l∞ (Z) ve |x0| , |x1| < ∞ olmas�ndan an0x0, an1x1 ∈ l∞ (Z) bulunnur.

Ayr�ca (ii) den An (k) ∈ l∞ (Z) olmas�ndan

sup
n∈Z
|An (k)| <∞

ve

An (k) =
∞∑

k=−∞

kank <∞
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olur. O halde

lim
m→∞

An (m,x) = An (x) = an0x0 + an1x1 +
∞∑
k=0

rn(−k)y−k−1 −
∞∑
k=1

rnkyk

elde edilir. (iii) den R ∈ (c (Z) , l∞ (Z)) olmas�ndan

Rn (y) =
∞∑
k=0

rn(−k)y−k−1 −
∞∑
k=1

rnkyk ∈ l∞ (Z)

elde edilir. Böylece An (x) ∈ l∞ (Z) ve A ∈ (c (∆,Z) , l∞ (Z)) olur.

4.6.5. Teorem: A = (ank) ∈ (c (∆,Z) , c (Z)) olmas� için gerek ve yeter ³art An (k) =∑∞
k=−∞ kank ve R = (rnk)n,k∈Z(
rnk =

∑∞
v=k+1 anv, k ∈ Z+ ve rnk =

∑v=k−1
−∞ anv, k ∈ Z− ∪ {0} (n ∈ Z)

)
olmak üzere

i. (anl) ∈ c (Z) (−m ≤ l ≤ m, m ∈ Z+)

ii. An (k) ∈ c (Z)

iii. R ∈ (c (Z) , c (Z)) olmas�d�r.

�spat: (⇒) A ∈ (c (∆,Z) , c (Z)) olsun. O halde ∀n ∈ Z içinAn (x) =
∑∞

k=−∞ ankxk yak�nsak

ve ∀x ∈ c (∆,Z) için An (x) =
∑∞

k=−∞ ankxk ∈ c (Z) olur. Özel olarak

x = (xk) =

 1, k = l

0, k 6= l

dizisi seçilirse aç�kça x ∈ c (∆,Z) olur. O halde

An (x) =
∞∑

k=−∞

ankxk

= anl

ve (anl) ∈ c (Z) elde edilir. Bunun yan� s�ra x = (xk) = (k)k∈Z ∈ c (∆,Z) dizisini seçilirse

An (x) =
∞∑

k=−∞

ankxk

=
∞∑

k=−∞

kank

ve An (k) ∈ c (Z) elde edilir. y ∈ c (Z) dizisini göz önüne alal�m. ∆x = y olacak ³ekilde

yaln�z bir x ∈ s (c (∆,Z)) oldu§unu biliyoruz. Buradan x ∈ s (c (∆,Z)) ⊂ c (∆,Z) ve xk =
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−
∑k

v=1 yv−1 (k ∈ Z+) , xk =
∑0

v=k yv (k ∈ Z− ∪ {0}) olmas�ndan

An (m,x) =
m∑

k=−m

ankxk

=
0∑

k=−m

ankxk +
m∑
k=0

ankxk

=
m−1∑
k=0

rn(−k)y−k−1 − rn(−m)

m−1∑
k=0

y−k−1 −
m−1∑
k=1

rnkyk + rnm

m−1∑
k=1

yk

olur. Burada
∑∞

k=−∞ kank <∞ olmas�ndan

lim
m→∞

An (m,x) = An (x) =
∞∑
k=0

rn(−k)y−k−1 −
∞∑
k=1

rnkyk = Rn (y)

(y0 = 0, y ∈ c (Z)) elde edilir. Böylece

Rn (y) = An (x) ∈ l∞ (Z) (∀n ∈ Z, ∀ y ∈ c (Z))

olmas� bulunur. Bu takdirde R ∈ (c (Z) , c (Z)) elde edilir.

(⇐) �imdi (i), (ii), (iii) ifadelerinin do§ru oldu§unu kabul edelim. Herhangi bir x ∈

c (∆,Z) alal�m. Özel olarak x′k ∈ s (c (∆,Z)) olmak üzere

x = (xk)k∈Z =


x0, k = 0

x1, k = 1

x′k, k 6= 1, 0

dizisini alal�m. O halde

An (m,x) =
m∑

k=−m

ankxk = an1x1 +
m∑

k=−m

ankx
′
k

= an0x0 + an1x1 +
m−1∑
k=0

rn(−k)y−k−1 − rn(−m)

m−1∑
k=0

y−k−1 −
m−1∑
k=1

rnkyk + rnm

m−1∑
k=1

yk

elde edilir. (m ∈ Z+)

(i) den (anl) ∈ c (Z) ve |x0| , |x1| <∞ olmas�ndan an0x0, an1x1 ∈ c (Z) bulunur. Ayr�ca

(ii) den An (k) ∈ c (Z) olmas�ndan

lim
|n|→∞

An (k) = t ∈ C

ve

An (k) =
∞∑

k=−∞

kank <∞
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olur. O halde

lim
m→∞

An (m,x) = An (x) = an0x0 + an1x1 +
∞∑
k=0

rn(−k)y−k−1 −
∞∑
k=1

rnkyk

elde edilir. (iii) den R ∈ (c (Z) , c (Z)) olmas�ndan

Rn (y) =
∞∑
k=0

rn(−k)y−k−1 −
∞∑
k=1

rnkyk ∈ c (Z)

elde edilir. Böylece An (x) ∈ c (Z) ve A ∈ (c (∆,Z) , c (Z)) olur.

4.6.6. Teorem: A = (ank) ∈ (l∞ (Z) , l∞ (∆,Z)) olmas� için gerek ve yeter ³art B =

(bnk) = (ank − an+1,k) olmak üzere

i.
∑∞

k=−∞ |ank| <∞ (∀n ∈ Z)

ii. B ∈ (l∞ (Z) , l∞ (Z)) olmas�d�r.

�spat: (⇒) A ∈ (l∞ (Z) , l∞ (∆,Z)) olsun. O halde ∀n ∈ Z için An (x) =
∑∞

k=−∞ ankxk

yak�nsak ve ∀x ∈ l∞ (Z) için An (x) =
∑∞

k=−∞ ankxk ∈ l∞ (∆,Z) olur. Buradan

sup
n∈Z
|∆ (An (x))| < ∞

sup
n∈Z
|An (x)− An+1 (x)| < ∞

bulunur. O halde ∀n ∈ Z için An (x) vard�r ve

|An (x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑

k=−∞

ankxk

∣∣∣∣∣ <∞
olur. �imdi sabit bir n için

xk = sgnank =


1, ank > 0

0, ank = 0

−1, ank < 0

olarak seçilirse supk∈Z |xk| = supk∈Z |sgnank| ≤ 1 olaca§�ndan x = (xk)k∈Z ∈ l∞ (Z) olur. Bu

durumda ∀n ∈ Z için ∣∣∣∣∣
∞∑

k=−∞

ankxk

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑

k=−∞

|ank|

∣∣∣∣∣ =
∞∑

k=−∞

|ank| <∞

elde edilir. Ayr�ca ∀x ∈ l∞ (Z) için

sup
n∈Z
|An (x)− An+1 (x)| <∞
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oldu§unu biliyoruz. O halde

∞ > sup
n∈Z

∣∣∣∣∣
∞∑

k=−∞

ankxk −
∞∑

k=−∞

an+1,kxk

∣∣∣∣∣
= sup

n∈Z

∣∣∣∣∣
∞∑

k=−∞

(ank − an+1,k)xk

∣∣∣∣∣
= sup

n∈Z

∣∣∣∣∣
∞∑

k=−∞

bnkxk

∣∣∣∣∣
oldu§undan

∑∞
k=−∞ bnkxk ∈ l∞ (Z) bulunur. Böylece B ∈ (l∞ (Z) , l∞ (Z)) olur.

(⇐) �imdi (i), (ii) ifadelerinin do§ru oldu§unu kabul edelim. Herhangi bir x ∈ l∞ (Z)

alal�m. O halde supk∈Z |xk| <∞ olmas�ndan ve (i) kabulünden

∞∑
k=−∞

|ank| |xk| =
∞∑

k=−∞

|ankxk| <∞

elde edilir. Bir seri mutlak yak�nsak ise yak�nsak oldu§undan
∑∞

k=−∞ ankxk <∞ elde edilir.

Ayr�ca (ii) kabulünden de herhangi bir x ∈ l∞ (Z) için Bn (x) ∈ l∞ (Z) olmas�ndan

Bn (x) =
∞∑

k=−∞

bnkxk =
∞∑

k=−∞

(ank − an+1,k)xk

=
∞∑

k=−∞

∆ankxk

= ∆
∞∑

k=−∞

ankxk

= ∆An (x) ∈ l∞ (Z)

elde edilir. Böylece An (x) ∈ l∞ (∆,Z) ve A ∈ (l∞ (Z) , l∞ (∆,Z)) bulunur.

4.6.7. Teorem: A = (ank) ∈ (l∞ (Z) , c (∆,Z)) olmas� için gerek ve yeter ³art B =

(bnk) = (ank − an+1,k) olmak üzere

i.
∑∞

k=−∞ |ank| <∞ (∀n ∈ Z)

ii. B ∈ (l∞ (Z) , c (Z)) olmas�d�r.

�spat: (⇒) A ∈ (l∞ (Z) , c (∆,Z)) olsun. O halde ∀n ∈ Z için An (x) =
∑∞

k=−∞ ankxk

yak�nsak ve ∀x ∈ l∞ (Z) için An (x) =
∑∞

k=−∞ ankxk ∈ c (∆,Z) olur. Buradan

lim
|n|→∞

∆ (An (x)) = t ∈ C

lim
|n|→∞

(An (x)− An+1 (x)) = t ∈ C
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bulunur. O halde ∀n ∈ Z için An (x) vard�r ve ayr�ca c (∆,Z) ⊂ l∞ (∆,Z) olmas�ndan

|An (x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑

k=−∞

ankxk

∣∣∣∣∣ <∞
olur. �imdi sabit bir n için

xk = sgnank =


1, ank > 0

0, ank = 0

−1, ank < 0

olarak seçilirse supk∈Z |xk| = supk∈Z |sgnank| ≤ 1 olaca§�ndan x = (xk)k∈Z ∈ l∞ (Z) olur. Bu

durumda ∀n ∈ Z için ∣∣∣∣∣
∞∑

k=−∞

ankxk

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑

k=−∞

|ank|

∣∣∣∣∣ =
∞∑

k=−∞

|ank| <∞

elde edilir. Ayr�ca ∀x ∈ l∞ (Z) için

lim
|n|→∞

(An (x)− An+1 (x)) = t ∈ C

oldu§unu biliyoruz. O halde

t = lim
|n|→∞

∞∑
k=−∞

ankxk −
∞∑

k=−∞

an+1,kxk

= lim
|n|→∞

∞∑
k=−∞

(ank − an+1,k)xk

= lim
|n|→∞

∞∑
k=−∞

bnkxk

oldu§undan
∑∞

k=−∞ bnkxk ∈ c (Z) bulunur. Böylece B ∈ (l∞ (Z) , c (Z)) olur.

(⇐) �imdi (i), (ii) ifadelerinin do§ru oldu§unu kabul edelim. Herhangi bir x ∈ l∞ (Z)

alal�m. O halde supk∈Z |xk| <∞ olmas�ndan ve (i) kabulünden
∞∑

k=−∞

|ank| |xk| =
∞∑

k=−∞

|ankxk| <∞

elde edilir. Bir seri mutlak yak�nsak ise yak�nsak oldu§undan
∑∞

k=−∞ ankxk <∞ elde edilir.

Ayr�ca (ii) kabulünden de herhangi bir x ∈ l∞ (Z) için Bn (x) ∈ c (Z) olmas�ndan

Bn (x) =
∞∑

k=−∞

bnkxk =
∞∑

k=−∞

(ank − an+1,k)xk

=
∞∑

k=−∞

∆ankxk

= ∆
∞∑

k=−∞

ankxk

= ∆An (x) ∈ c (Z)
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elde edilir. Böylece An (x) ∈ c (∆,Z) ve A ∈ (l∞ (Z) , c (∆,Z)) olur.

4.6.8. Teorem: A = (ank) ∈ (l∞ (Z) , c0 (∆,Z)) olmas� için gerek ve yeter ³art B =

(bnk) = (ank − an+1,k) olmak üzere

i.
∑∞

k=−∞ |ank| <∞ (∀n ∈ Z)

ii. B ∈ (l∞ (Z) , c0 (Z)) olmas�d�r.

�spat: (⇒) A ∈ (l∞ (Z) , c0 (∆,Z)) olsun. O halde ∀n ∈ Z için An (x) =
∑∞

k=−∞ ankxk

yak�nsak ve ∀x ∈ l∞ (Z) için An (x) =
∑∞

k=−∞ ankxk ∈ c0 (∆,Z) olur. Buradan

lim
|n|→∞

∆ (An (x)) = 0

lim
|n|→∞

An (x)− An+1 (x) = 0

bulunur. O halde ∀n ∈ Z için An (x) vard�r ve ayr�ca c0 (∆,Z) ⊂ l∞ (∆,Z) olmas�ndan

|An (x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑

k=−∞

ankxk

∣∣∣∣∣ <∞
olur. �imdi sabit bir n için

xk = sgnank =


1, ank > 0

0, ank = 0

−1, ank < 0

dizisi seçilirse supk∈Z |xk| = supk∈Z |sgnank| ≤ 1 olaca§�ndan x = (xk)k∈Z ∈ l∞ (Z) olur. Bu

durumda ∀n ∈ Z için ∣∣∣∣∣
∞∑

k=−∞

ankxk

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑

k=−∞

|ank|

∣∣∣∣∣ =
∞∑

k=−∞

|ank| <∞

elde edilir. Ayr�ca ∀x ∈ l∞ (Z) için

lim
|n|→∞

An (x)− An+1 (x) = 0

oldu§unu biliyoruz. O halde

0 = lim
|n|→∞

∞∑
k=−∞

ankxk −
∞∑

k=−∞

an+1,kxk

= lim
|n|→∞

∞∑
k=−∞

(ank − an+1,k)xk

= lim
|n|→∞

∞∑
k=−∞

bnkxk
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oldu§undan
∑∞

k=−∞ bnkxk ∈ c0 (Z) bulunur. Böylece B ∈ (l∞ (Z) , c0 (Z)) olur.

(⇐) �imdi (i), (ii) ifadelerinin do§ru oldu§unu kabul edelim. Herhangi bir x ∈ l∞ (Z)

alal�m. O halde supk∈Z |xk| <∞ olmas�ndan ve (i) kabulünden

∞∑
k=−∞

|ank| |xk| =
∞∑

k=−∞

|ankxk| <∞

elde edilir. Bir seri mutlak yak�nsak ise yak�nsak oldu§undan
∑∞

k=−∞ ankxk <∞ elde edilir.

Ayr�ca (ii) kabulünden de herhangi bir x ∈ l∞ (Z) için Bn (x) ∈ c0 (Z) olmas�ndan

Bn (x) =
∞∑

k=−∞

bnkxk =
∞∑

k=−∞

(ank − an+1,k)xk

=
∞∑

k=−∞

∆ankxk

= ∆
∞∑

k=−∞

ankxk

= ∆An (x) ∈ c0 (Z)

elde edilir. Böylece An (x) ∈ c0 (∆,Z) ve A ∈ (l∞ (Z) , c0 (∆,Z)) olur.

4.6.9. Teorem: A = (ank) ∈ (c (Z) , l∞ (∆,Z)) olmas� için gerek ve yeter ³art B =

(bnk) = (ank − an+1,k) olmak üzere

i.
∑∞

k=−∞ |ank| <∞ (∀n ∈ Z)

ii. B ∈ (c (Z) , l∞ (Z)) olmas�d�r.

�spat: (⇒) A ∈ (c (Z) , l∞ (∆,Z)) olsun. O halde ∀n ∈ Z için An (x) =
∑∞

k=−∞ ankxk

yak�nsak ve ∀x ∈ c (Z) için An (x) =
∑∞

k=−∞ ankxk ∈ l∞ (∆,Z) olur. Buradan

sup
n∈Z
|∆ (An (x))| < ∞

sup
n∈Z
|An (x)− An+1 (x)| < ∞

bulunur. O halde ∀n ∈ Z için An (x) vard�r ve

|An (x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑

k=−∞

ankxk

∣∣∣∣∣ <∞
olur. �imdi ∀n, k için ank > 0 (veya ∀n, k için ank < 0) olmak üzere xk = sgnank seçersek

x = (xk)k∈Z ∈ c (Z) olur. Bu durumda ∀n ∈ Z için∣∣∣∣∣
∞∑

k=−∞

ankxk

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑

k=−∞

|ank|

∣∣∣∣∣ =
∞∑

k=−∞

|ank| <∞
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elde edilir. Ayr�ca ∀x ∈ c (Z) için

sup
n∈Z
|An (x)− An+1 (x)| <∞

oldu§unu biliyoruz. O halde

∞ > sup
n∈Z

∣∣∣∣∣
∞∑

k=−∞

ankxk −
∞∑

k=−∞

an+1,kxk

∣∣∣∣∣
= sup

n∈Z

∣∣∣∣∣
∞∑

k=−∞

(ank − an+1,k)xk

∣∣∣∣∣
= sup

n∈Z

∣∣∣∣∣
∞∑

k=−∞

bnkxk

∣∣∣∣∣
oldu§undan

∑∞
k=−∞ bnkxk ∈ l∞ (Z) bulunur. Böylece B ∈ (c (Z) , l∞ (Z)) olur.

(⇐) �imdi (i), (ii) ifadelerinin do§ru oldu§unu kabul edelim. Herhangi bir x ∈ c (Z)

alal�m. O halde c (Z) ⊂ l∞ (Z) iken supk∈Z |xk| <∞ olmas�ndan ve (i) kabulünden
∞∑

k=−∞

|ank| |xk| =
∞∑

k=−∞

|ankxk| <∞

elde edilir. Bir seri mutlak yak�nsak ise yak�nsak oldu§undan
∑∞

k=−∞ ankxk <∞ elde edilir.

Ayr�ca (ii) kabulünden de herhangi bir x ∈ c (Z) için Bn (x) ∈ l∞ (Z) olmas�ndan

Bn (x) =
∞∑

k=−∞

bnkxk =
∞∑

k=−∞

(ank − an+1,k)xk

=
∞∑

k=−∞

∆ankxk

= ∆
∞∑

k=−∞

ankxk

= ∆An (x) ∈ l∞ (Z)

elde edilir. Böylece An (x) ∈ l∞ (∆,Z) ve A ∈ (c (Z) , l∞ (∆,Z)) olur.

4.6.10. Teorem: A = (ank) ∈ (c (Z) , c (∆,Z)) olmas� için gerek ve yeter ³art B =

(bnk) = (ank − an+1,k) olmak üzere

i.
∑∞

k=−∞ |ank| <∞ (∀n ∈ Z)

ii. B ∈ (c (Z) , c (Z)) olmas�d�r.

�spat: (⇒) A ∈ (c (Z) , c (∆,Z)) olsun. O halde ∀n ∈ Z için An (x) =
∑∞

k=−∞ ankxk

yak�nsak ve ∀x ∈ c (Z) için An (x) =
∑∞

k=−∞ ankxk ∈ c (∆,Z) olur. Buradan

lim
|n|→∞

∆ (An (x)) = t ∈ C

lim
|n|→∞

An (x)− An+1 (x) = t ∈ C
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bulunur. O halde ∀n ∈ Z için An (x) vard�r ve ayr�ca c (∆,Z) ⊂ l∞ (∆,Z) olmas�ndan

|An (x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑

k=−∞

ankxk

∣∣∣∣∣ <∞
olur. �imdi ∀n, k için ank > 0 (veya ∀n, k için ank < 0) olmak üzere xk = sgnank seçersek

x = (xk)k∈Z ∈ c (Z) olur. Bu durumda ∀n ∈ Z için∣∣∣∣∣
∞∑

k=−∞

ankxk

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑

k=−∞

|ank|

∣∣∣∣∣ =
∞∑

k=−∞

|ank| <∞

elde edilir. Ayr�ca ∀x ∈ c (Z) için

lim
|n|→∞

An (x)− An+1 (x) = t ∈ C

oldu§unu biliyoruz. O halde

t = lim
|n|→∞

∞∑
k=−∞

ankxk −
∞∑

k=−∞

an+1,kxk

= lim
|n|→∞

∞∑
k=−∞

(ank − an+1,k)xk

= lim
|n|→∞

∞∑
k=−∞

bnkxk

oldu§undan
∑∞

k=−∞ bnkxk ∈ c (Z) bulunur. Böylece B ∈ (c (Z) , c (Z)) olur.

(⇐) �imdi (i), (ii) ifadelerinin do§ru oldu§unu kabul edelim. Herhangi bir x ∈ c (Z)

alal�m. O halde c (Z) ⊂ l∞ (Z) iken supk∈Z |xk| <∞ olmas�ndan ve (i) kabulünden

∞∑
k=−∞

|ank| |xk| =
∞∑

k=−∞

|ankxk| <∞

elde edilir. Bir seri mutlak yak�nsak ise yak�nsak oldu§undan
∑∞

k=−∞ ankxk <∞ elde edilir.

Ayr�ca (ii) kabulünden de herhangi bir x ∈ c (Z) için Bn (x) ∈ c (Z) olmas�ndan

Bn (x) =
∞∑

k=−∞

bnkxk =
∞∑

k=−∞

(ank − an+1,k)xk

=
∞∑

k=−∞

∆ankxk

= ∆
∞∑

k=−∞

ankxk

= ∆An (x) ∈ c (Z)

elde edilir. Böylece An (x) ∈ c (∆,Z) ve A ∈ (c (Z) , c (∆,Z)) olur.

86



4.6.11. Teorem: A = (ank) ∈ (c (Z) , c0 (∆,Z)) olmas� için gerek ve yeter ³art B =

(bnk) = (ank − an+1,k) olmak üzere

i.
∑∞

k=−∞ |ank| <∞ (∀n ∈ Z)

ii. B ∈ (c (Z) , c0 (Z)) olmas�d�r.

�spat: (⇒) A ∈ (c (Z) , c0 (∆,Z)) olsun. O halde ∀n ∈ Z için An (x) =
∑∞

k=−∞ ankxk

yak�nsak ve ∀x ∈ c (Z) için An (x) =
∑∞

k=−∞ ankxk ∈ c0 (∆,Z) olur. Buradan

lim
|n|→∞

∆ (An (x)) = 0

lim
|n|→∞

An (x)− An+1 (x) = 0

bulunur. O halde ∀n ∈ Z için An (x) vard�r ve ayr�ca c0 (∆,Z) ⊂ l∞ (∆,Z) olmas�ndan

|An (x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑

k=−∞

ankxk

∣∣∣∣∣ <∞
olur. �imdi ∀n, k için ank > 0 (veya ∀n, k için ank < 0) olmak üzere xk = sgnank seçersek

x = (xk)k∈Z ∈ c (Z) olur. Bu durumda ∀n ∈ Z için∣∣∣∣∣
∞∑

k=−∞

ankxk

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑

k=−∞

|ank|

∣∣∣∣∣ =
∞∑

k=−∞

|ank| <∞

elde edilir. Ayr�ca ∀x ∈ c (Z) için

lim
|n|→∞

An (x)− An+1 (x) = 0

oldu§unu biliyoruz. O halde

0 = lim
|n|→∞

∞∑
k=−∞

ankxk −
∞∑

k=−∞

an+1,kxk

= lim
|n|→∞

∞∑
k=−∞

(ank − an+1,k)xk

= lim
|n|→∞

∞∑
k=−∞

bnkxk

oldu§undan
∑∞

k=−∞ bnkxk ∈ c0 (Z) bulunur. Böylece B ∈ (c (Z) , c0 (Z)) olur.

(⇐) �imdi (i), (ii) ifadelerinin do§ru oldu§unu kabul edelim. Herhangi bir x ∈ c (Z)

alal�m. O halde c (Z) ⊂ l∞ (Z) iken supk∈Z |xk| <∞ olmas�ndan ve (i) kabulünden

∞∑
k=−∞

|ank| |xk| =
∞∑

k=−∞

|ankxk| <∞

87



elde edilir. Bir seri mutlak yak�nsak ise yak�nsak oldu§undan
∑∞

k=−∞ ankxk <∞ elde edilir.

Ayr�ca (ii) kabulünden de herhangi bir x ∈ c (Z) için Bn (x) ∈ c0 (Z) olmas�ndan

Bn (x) =
∞∑

k=−∞

bnkxk =
∞∑

k=−∞

(ank − an+1,k)xk

=
∞∑

k=−∞

∆ankxk

= ∆
∞∑

k=−∞

ankxk

= ∆An (x) ∈ c0 (Z)

elde edilir. Böylece An (x) ∈ c0 (∆,Z) ve A ∈ (c (Z) , c0 (∆,Z)) olur.
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5. SONUÇ VE ÖNER�LER

5.1. Sonuçlar

Bu çal�³mada bilateral dizilerin fark dizileri tan�mlanarak dizi uzaylar�n�n fark dizileri ile

aras�ndaki yak�n ili³ki tespit edildi.

5.2. Öneriler

Bu çal�³mada elde edilen bulgular�n ikinci k�s�mda verdi§imiz baz� di§er kümeler için uygu-

lan�p uygulanamayaca§� ara³t�rabilir.
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