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OZET

a . DERECEDEN BAZI YAKINSAKLIK CESITLERI UZERINE

Selman EKIN

Yiksek Lisans Tezi

Bitlis Eren Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danisman: Yrd. Dog. Dr. Siikran KONCA
Agustos 2016, 45 sayfa

Bu tez calismasi bes bolimden olusmaktadir. Birinci bolimde « . dereceden istatistiksel
yakinsaklik kavramindan kisaca bahsedilmis olup, ikinci bolimde konuyla ilgili literatiir
taramasi1 yapilmistir. Ugiincii boliimde ise bazi temel kavramlara ve tamimlara yer verilmistir.
Tezin orijinal kismini olusturan dordiincii boliim iki kisimdan olugmaktadir. Dordiincii boliimiin
ilk kisminda ¢ift indisli dizilerde « . dereceden agirlikli lacunary hemen hemen istatistiksel
yakinsaklik kavrami tanimlanarak bazi kapsama bagintilari incelenmistir. Dordiincii bdliimiin
ikinci kisminda ise dizilerin « . dereceden agirlikli lacunary istatistiksel yakinsakliginmn ideal
versiyonu incelenmistir. Ayrica bazi dizi uzaylar1 tanimlanarak literatiirdeki dizi uzaylariyla
aralarindaki kapsama bagintilar1  verilmistir. Son boélimde elde edilen sonuglar

degerlendirilmistir.

Anahtar kelimeler: Agirlik, Lacunary Dizisi, « -Dereceden Istatistiksel Yakinsaklik, I-
Istatistiksel Yakmsaklik, Ideal



ABSTRACT

ON SOME TYPES OF CONVERGENCE OF ORDER-«

Selman EKIN

Master Thesis

Bitlis Eren University Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Siikran KONCA
August 2016, 45 pages

This thesis consists of five chapters. In the first chapter, the concept of statistical convergence of
order « is mentioned briefly. In the second chapter, the literature on the subject was examined.
In the third chapter, the fundamental definitions and notations are given. The fourth chapter,
which is the original part of this thesis, consists of two sections. In the first section of fourth
chapter, the concept of weighted lacunary almost statistical convergence of order « of double
sequences was defined and some inclusion relations were given. In the second section of the
fourth chapter, the ideal version of weighted lacunary statistical convergence of sequences of
order o was examined. Further, some inclusion relations were given. In the last chapter, we

evaluate the results obtained.

Keywords: Weight, Lacunary Sequence, Statistical Convergence of Order «, I-Statistical

Convergence, Ideal
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SIMGE VE KISALTMALAR DiZiNi

Dogal sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi

Kompleks sayilar kiimesi

Reel veya kompleks terimli tiim dizilerin uzayi

Reel veya kompleks terimli tiim yakimsak dizilerin uzay1

Reel veya kompleks terimli sifira yakinsak tiim dizilerin uzay1
Reel veya kompleks terimli tiim smirli dizilerin uzay1

Tiim istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi

Tiim lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi

a -Dereceden tiim lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi
Tim agirlikl istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi

Tim agirlikl lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi

Ideal
Filtre

Tiim |- istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi
Tim I- lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi

Tim |- agirlikli lacunary istatistiksel yakmsak dizilerin kiimesi



1. GIRIS

Yakinsaklik kavramindan daha zayif bir yakinsaklik ¢esidi olan istatistiksel yakinsaklik kavram1
yillarca farkli isimler altinda matematigin birgok alanlarinda calisilmistir. Istatistiksel
yakisaklik kavrami, toplanabilme teorisinde ve fonksiyonel analizde dnemli yer tutmaktadir.
Derece dahil edilerek, bir dizinin istatistiksel yakinsakligi Gadjiev ve Orhan [1] tarafindan
asagidaki gibi verilmistir:

0< B <1 derecesi ile birlikte bir x =(X,) reel ya da kompleks terimli say1 dizisine eger her

£>0 icin

ise bir L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir.

£ =0 i¢in yukaridaki tanim istatistiksel yakinsakligin tanimina indirgenir. Yukaridaki tanim

asagidaki gibi diizenlenebilir:

a sayis1 0<a <1 olacak sekilde herhangi bir reel say1 olsun. Hk <nke E}‘ , E kiimesinin n
den bilylik olmayan elemanlarmin sayisini gostermek tizere her £>0 igin

lim = {k<n:x -L|=e}[=0

N—o0 na o 17k -
olacak sekilde bir L sayisi varsa x=(x,) dizisine L ye . dereceden istatistiksel yakinsaktir
denir. Bir baska ifadeyle, her £>0 ve hemen hemen her k(a) i¢in |x —L|<e ise x=(x,)

dizisine L’ye o . dereceden istatistiksel yakmnsaktir denir. Bu yakinsaklik S*-lim, , X =L

seklinde gosterilir. « . dereceden tiim istatistiksel yakinsak dizilerin ciimlesi S* ile gosterilir [2].



2. ONCEKI CALISMALAR

Istatistiksel yakmsaklik kavrami Fast [3], Steinhaus [4] ve daha sonra bagimsiz olarak
Schoenberg [5] tarafindan tanitildi. Uzun yillar sonra, Fourier Analizi teorisinde, ergodik teoride
ve sayilar teorisinde farkli adlar altinda arastirildi. Fridy [6] ve Salat’in [7] caligmalarindan sonra
toplanabilme teorisinde en aktif ¢aligma alanlarindan birine doniismiistiir. Bu konuyla ilgili

calismalar hem hiz kazanmig hem de genisletilmistir.

Colak [2] tarafindan istatistiksel yakinsaklik taniminda paydadaki n yerine n“ alinarak
tanitilan « . dereceden istatistiksel yakimnsaklik kavrami ile istatistiksel yakinsaklik ¢aligmalarina
farkli bir yon verilmistir. Bhunia ve digerleri [8] « . dereceden istatistiksel yakinsaklik kavrami
ile ilgili baz1 sonuglar vererek ayni yontemin ¢ift dizilere de uyarlanabilecegini sdyleyerek (a.,/5)
dereceden istatistiksel yakimsaklik kavramimi tanimlamistir. Daha sonra Colak ve Bektas [9]
tarafindan « . dereceden A -istatistiksel yakinsaklik; Et ve digerleri [10] tarafindan fonksiyon
dizilerinin « . dereceden A -istatistiksel yakinsakligi; Sengiil ve Et [11] tarafindan « . dereceden
lacunary istatistiksel yakmsaklik; Cimar ve digerleri [12] tarafindan « . dereceden diizgiin ve
noktasal istatistiksel yakinsaklik; Das ve digerleri [13] tarafindan olasilik teorisinde « .
dereceden istatistiksel yakinsaklik; Ghosal [14] tarafindan « . dereceden agirlikli istatistiksel

yakinsaklik ve uygulamalar1 matematigin bir¢cok alaninda calisilmistir.

Tek indisli diziler i¢gin hemen hemen yakinsaklik ve kuvvetli hemen hemen yakinsaklik
kavramlar1 sirasiyla Lorentz [15] ve Maddox [16] tarafindan tanimlandi. Cift indisli diziler igin
hemen hemen yakinsaklik ve kuvvetli hemen hemen yakinsaklik kavramlar1 sirasiyla Moricz ve
Rhoades [17] ve Basarir [18] tarafindan tanitildi. Son zamanlarda ¢ift dizilerde « . dereceden
istatistiksel yakinsaklik Colak ve Altin [19] tarafindan ve «. dereceden hemen hemen
istatistiksel yakmsaklik ve «. dereceden hemen hemen lacunary istatistiksel yakisaklik

kavramlar1 Savag [20-21] tarafindan verildi.

Basarir ve Konca [22] tek indisli diziler igin yeni bir istatistiksel yakinsaklik kavrami
olan agirlikli lacunary istatistiksel yakimsakligi tanitti. Son zamanlarda yerel solid Riesz
uzaylarinda agirhikli lacunary istatistiksel yakmsaklik kavrami Basarir ve Konca [23] tarafindan

ve Orlicz fonksiyonlar1 yardimiyla tanimlanmis Riesz lacunary hemen hemen yakinsak ¢ift dizi



uzaylar1 Konca ve Basarir [24] tarafindan ve yine yerel solid Riesz uzaylarinda ¢ift indisli
dizilerin agirhikli lacunary istatistiksel yakimsakligi Konca [25] tarafindan; gene ayni kavram

yerel konveks topolojik vektor uzaylarinda Basarir ve Konca [26] tarafindan tanitilmistir.

Istatistiksel yakmsaklik, I-yakmsakligm 6zel bir halidir ve dzel bir ideal se¢imi ile elde
edilir. 1-yakmsaklik, pozitif tam sayilar kiimesinin alt kiimelerinin | ideal kavramma dayanir.
Ideal yakinsaklik kavrami, ilk asamada 2000 yilinda Kostyrko ve digerleri [27] tarafindan
istatistiksel yakinsakligin bir genellestirilmesi olarak incelenmis ve giiniimiize kadar halen pek

cok matematik¢i tarafindan ¢alisilmaktadir.



3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tanmim 3.1.1 X # ¢ bir climle ve K kompleks sayilarin bir cismi olsun.
+: XxX > X,
o KxX > X

Her x,y,zeX veher A, ueK igin

L1) Xx+y=y+X

L2) (x+y)+z=x+(y+2)

L3) x+6=Xx olacak sekilde bir 8 X vardir.

L4) Her bir x e X igin x+(—x)=80 olacak sekilde bir (~x)e X vardur.
L5) 1.x=x

L6) A(x+y)=Ax+ Ay

L7) (A + p)Xx = AX+ ux

L8) A(ux)=(A)x

fonksiyonlar1 yukardaki 6zellikleri sagliyorsa, X cilimlesine K cismi iizerinde bir vektor

(lineer) uzay adi verilir [28].

Tanim 3.1.2 X bir lineer uzay ve ||: X — IR olsun. Eger X,y € X ve her A< IR i¢in;

1) [X|=0<x=0
2) [|ax] =4I

3) [x+yl <X+l

sartlar1 saglaniyorsa, || fonksiyonuna X iizerinde bir norm ve (X,||||) ikilisine de normlu uzay

denir [28].



Tamm 3.1.3 (k=1,2,3,...) birer kompleks terimli dizi x=(X,), y=(Y,) ve a bir skaler olmak

lizere;

X+Y=(%)+(Y)

ax=(ax,)

seklinde tanimlanan islemler altinda bir lineer uzaydir. Tiim kompleks terimli dizilerin uzay1

olan @'nn her alt lineer uzaymna dizi uzayi denir [29].

Tanmim 3.1.4 A=(a,)<(Cc:c; p) olmasi igin gerek ve yeter sart;

i) sup, Y_|ay| <o
k

ii) lima,, =0

n—o0

i) lim Z|ank| =1
n—oo K
kosullarmin saglanmasidir [29].

Tammm 3.1.5 Silverman-Toeplitz teoreminin kosullarin1 saglayan bir matris regiiler matris

(Toeplitz matrisi) olarak adlandirilir [29].

Tanmim 3.1.6 p>1, %+%:1, a,a,,8;,...,a,20 ve b,b,,b,,....b, >0 olsun. Bu takdirde,

func(ie 4]

k=1 k=1

Ve ayni zamanda;

dir [30].



Tanim 3.1.7 (X,||||) bir normlu uzay ve X:(Xn) de X uzayinda bir dizi olsun. Eger Ve >0

igin m,n>ny iken |x, — x| <& olacak sekilde n, =n,(&)e IN sayisi varsa x=(x,) dizisine bir

Cauchy dizisi denir [31].

Tanim 3.1.8 (X,||||) normlu uzaymda her Cauchy dizisi yakmsak ise bu normlu uzaya tam

normlu uzay veya Banach uzayi denir [31].

Tamm 3.1.9 x= (Xk) reel ya da kompleks terimli bir dizi olsun. Eger, her £>0i¢in

|im1{ksn:|xk—L|Zg}\=0

nN—oo n

yani, hemen hemen her k igin |x, —L|<¢ olacak sekilde bir L sayisi varsa x dizisi L sayisma

istatistiksel yakinsaktir denir ve S—limx=L veya X, — L(S) ile gdsterilir. Tiim istatistiksel

yakinsak dizilerin uzay1 S ile gosterilir [3].

[statistiksel yakinsaklik alisiimis yakmsakligin dogal bir genislemesidir. Eger lim, X, =L ise

0 zaman S-limx =L dir. Fakat bunun tersi dogru olmayabilir.

Ornek 3.1.10 Asagidaki diziyi

1 n=k?
x:(xn):{o k2 (n=123,..)

inceledigimizde ~ x=(x,)=(10,0,1,0,0,0,0,1,...) =(X,, X,, X3, X,,...), (Xz)zl ve  diger

durumlarda (x,)=0 oldugu goriiliir.

A(n
IimﬁzIim(g,g,g,g,g,...,g,...j:IimZ:O

N—oo n n—oo



olup verilen dizi istatistiksel yakinsaktir. Fakat limx, =0 ve lim x, =1 olup alt ve iist limitler

birbirine esit olmadigindan bu dizi yakinsak degildir [32].

Tamim 3.1.11 Negatif olmayan tamsayilarin artan bir dizisi 9={kr} olsun. Eger k, =0 ve
r—oo iken h, =k —k_, — o ise #={k } dizisine lacunary dizisi denir. Ayrica & ={k,} dizisi
igin, 1, =(k_y,k, ] olarak belirtilir [33].

r-11''r

Tamm 3.1.12 6 = {kr} bir lacunary dizisi olmak iizere, her &> 0ig¢in

r—oo

.1
Ilmh—r‘{k el, :|x, —L|25}‘:O

olacak sekilde bir L sayisi bulunabiliyorsa, X=(X,) say1 dizisine, lacunary istatistiksel

yakinsaktir denir. Sy-lim_ x =L veya x, — L(S,) seklinde gosterilir.

Lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi asagidaki sekilde gosterilir [33]:

r—oo

.1
S, ::{x:(xk)ew:llmh—r‘{ke I, :|xk—L|Zg}‘}:0.

t,(x)=L ise

n—oo ™n

. . 1 on .
Tamm 3.1.13 Bir x=(x,) dizisine, tn:FZk:l P X olmak iizere S -lim

n

(pk) dizisi ile belirlenmis agirlikli ortalama metodu ile L’ye istatistiksel toplanabilirdir veya

kisaca L’ye (R, pn)-istatistiksel toplanabilirdir denir [34].

Tamim 3.1.14 Bir X = (Xk) dizisi verildiginde, eger her & > 0ig¢in

Iimi{kan:pk|xk—L|25}‘:O

n—w P
n



ise X= (Xk) dizisi L sayisina agirlikli istatistiksel yakinsaktir denir ve Sg-lim,  x, =L olarak

yazilir [34].

Tamm 3.1.15 Hz(kr) bir lacunary dizisi (pk) pozitif reel sayilarin bir dizisi olsun 6yle Ki

P .
H, = der . Ro= Z P, R.= Z P Q= F)kr . R=0, 1 :(Pkr—l' Pkr:'
ke(0,k, ] ke(0k4] Krg

H, =R —R , oldugu kolayca gorilir. Her bir k € IN i¢in p, =1 olarak alnwrsa H,, B, B |
Q, ve I/ srasiyla h., k., K, 0, ve |, ye indirgenmis olur. Burada H, = (r — ) olacak
sekilde P,—o (n—>) oldugu kabul edilecektir ve lim x  veya limx ile lim,_ x

kastedilecektir [22].

Tamm 3.1.16 Bir x=(x, ) dizisine, her £ >0 i¢in

r—oo

Iimi{k el : pk|xk—L|Zg}‘:0

ise L’ye agirlikli lacunary istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durumda S(Rﬂ)-limx =L olarak

yazilir. Tiim agirlikli lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi S(R] ) ile gosterilir [22].

Tamm 3.1.17 0< e« <1 olacak sekilde herhangi bir « reel sayis1 verilsin. ‘{k <n:ke E}‘ , E

kiimesinin n den biiylik olmayan elemanlarinin sayisin1 gostermek iizere

|imia|{k <n:k e E}|

N—o0 n

limiti mevcut ise bu limit degerine E alt ciimlesinin & yogunlugu denir. Bu yogunluk o, (E)

ile gosterilir [2].

Tamm 3.1.18 Bir x=(, ) dizisi verildiginde 0<a <1 ve her £ >0 i¢in



|imia{ksn:|xk—|_|28}\=o

nN—o0 n

olacak sekilde bir L reel sayisi varsa bu diziye « . dereceden istatistiksel yakinsaktir denir ve

S*-lim,_,_ X, =L olarak yazilir. « . dereceden tiim istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi S“ ile

gosterilecektir. =1 i¢in S*, S ye indirgenir [2].

Tamm 3.1.19 #=(k. ) bir lacunary dizisi olsun ve O<a <1 olsun. Eger her £>0 igin

r r-11''r

|, =(K 1.k ] ve h, h “nin & . kuwveti yani; (h?)=(h,h, ... ,h",...) olmak iizere

lim 2 [{k 1, %~ Lz &}|=0
r—o0 h
y
seklinde bir L reel sayr degeri varsa x=(X,) dizisine o . Dereceden lacunary istatistiksel

yakmsaktir denir. Bu durumda S, —lim, X =L olarak yazilir. Eger a=1 alinirsa S,-

yakmsaklhigin yani lacunary istatistiksel yakmsakligin tanimi elde edilir [11].

Tanmim 3.1.20 X bos olmayan herhangi bir climle olmak iizere;

frINXIN—>X

(m,n)— f(m,n)=x,,

seklinde tanimlanan f fonksiyonuna ¢ift indisli dizi (¢ift dizi) denir. Cift indisli bir dizinin

X =(X,,) elemanlarin

Xp X o X,
Xy Xy Xon
Xog Xp2  ooo X



seklinde bir tablo olarak diisiinebiliriz. w, kompleks veya reel terimli biitiin ¢ift dizilerin climlesi

olup bu ciimle Vo eC ve VX,y €W, igin ax=(aX,,) Ve X+Y=(Xy+Yy,) islemleri altinda

bir lineer uzaydir.

X =(X,, ) kompleks terimli bir ¢ift dizi olmak tizere sup |an| <o ise X dizisine smirhidir denir.

m,n>0

/7 butiin smirh ¢ift dizilerin ctimlesi olmak tizere

r2=fx=(en) W = swp i <o)
Ne

seklinde olup bu uzay ||||00 normu ile bir Banach uzayi teskil eder. Tek dizilerdeki durumun

aksine, cift dizilerde birden fazla yakinsaklik kavrami mevcuttur. Bunlardan en ¢ok calisilani

Pringsheim yakinsakliktir [35].

Tamm 3.1.21 Reel ya da kompleks terimli  x=(x,,) cift dizisi Ve>0 i¢in mn>N

oldugunda |x,, —L|<e& olacak sekilde bir NeIN varsa x=(x,,) dizisi LeIR (veya C)
sayisina Pringsheim anlaminda yakinsak ve L degerine de X dizisinin Pringsheim limiti denir
ve P-limx_ =L ile gosterilir. C, ve c, ile tiim reel ya da kompleks sayilarmn sirasiyla tiim P -

yakinsak dizilerin uzaymi ve tiim sinirli yakmsak ¢ift indisli dizilerin kiimeleri gosterilecektir

[35].

Tamm 3.1.22 A= (a]‘f‘ ) dort boyutlu sonsuz bir matris ve X = (X jk) bir ¢ift dizi olmak iizere her

n, micin

cift serisi P-yakinsak ise



dizisine x dizisinin A-doniisiim dizisi denir [36].

Tamm 3.1.23 Sinirl P-yakimsak bir ¢ift diziyi kendi limitine toplayan dort boyutlu matrise RH-

regliler matris denir [36].

Teorem 3.1.24 Dort boyutlu bir A= (a;ﬁ") matrisinin RH-regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sart;

i) mI!]m ay =0 (j,k=01..)

ii) lim iia;“” =1
nLn4»m>j:O =0

iii) lim i‘ajk =0 (k=0,1...)
m,n—oo J:O

iv) lim i‘ajﬁ" (j=01...)
mn*)OOk:O

V) ii‘ " <C<o (Mn=0,1,..)

sartlarinin saglanmasidir [36].

Tamm 3.1.25 x =(Xx; ) ¢ift dizisine eger

3
o

+p n+q

P— lim sup xIJ =

PA>> mn (p+1) q+1)

:M

ise L’ye hemen hemen yakmsaktir denir. Yani; herhangi bir
={(i,j):m<i<m+p,n<j<n+q} dikddrtgeni iizerinde alman x=(x;) nin aritmetik
ortalamasi p ve q sonsuza egilimli iken L ’ye yakinsiyorsa ve bu yakinsaklik m ve n ’ye gore

diizgiin ise X = (Xij ) dizisine hemen hemen yakinsaktir denir [17].

Tanim 3.1.26

k+p 1+q

tipa (X) = (k+1 Z, X;

i=p j=q

olmak tizere hemen hemen yakinsak tiim ¢ift indisli dizilerin uzay1 asagidaki sekildedir:

11



¢, :{x:( ) lim ‘tmpq —L‘:O, p ve q'ya gt)redUngn.}.

k,l—o0
Bir x= (Xij) cift dizisine eger

k+p l1+q

_kILw (k+1) I +1) ZZ‘X” - L‘

i=p j=

P

p ve q ya gore diizgiin ise, L ’ye Pringsheim anlaminda kuvvetli hemen hemen yakinsaktir denir.
[62] ile tim kuvvetli hemen hemen yakmsak ¢ift dizilerin uzay1 gosterilir. ¢, < [é; } c¢é,cly

kapsama bagintilar1 agik bir sekilde goriiliir [17].

Tanmim 3.1.27 0 < <1 olsun. Her ¢ >0 igin

P— lim — a‘{igmvejsn:‘xij—L‘Zg}‘:o

m,n—>oo(mn)

olacak sekilde bir L reel sayis1 var ise X :(Xij) dizisine « . dereceden istatistiksel yakinsaktir
denir ve S;-lim, . x. =L seklinde gosterilir. « . dereceden gift indisli dizilerin uzayr S; ile

ij

gosterilir [19]. Eger a =1 alinirsa ¢ift dizilerin istatistiksel yakinsaklik tanimi elde edilir [37].

Tamim 3.1.28 k, =0, r > iken h =k -k _, —>o ve |,=0, s—>o0 iken h =l —I_, >

olacak sekilde 6, = {(kr,ls)} iki artan tam sayilarin dizisine ¢ift lacunary dizisi denir.

krs = krls’ hr,s = hr Hs ’ Ir,s :{(k’l) : kr—l<k < kr ve Is—1< I< Is}’ qr = kkr ) qs :Il_s ve qr,s :qrc_]s
r-1 s—1
olarak alimacaktir [21].
Tanmm 3.1.29 0< « <1 olarak verilsin. Her £ >0 i¢in
. 1 ..
P—lim — {(l j)el:x; —L‘Zg}‘zo

r,s—m hrs

12



olacak sekilde bir L reel sayisi var ise X:(Xij) dizisine L ’ye « . dereceden cift lacunary
istatistiksel yakmsaktir denir ve S; —lim; x; =L seklinde gosterilir. Tim ¢« . dereceden ¢ift
lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin uzayr S, ile gosterilir. =1 i¢in ift indisli dizilerin

lacunary istatistiksel yakimsaklik tanimi elde edilir [38].

Tamm 3.1.30 (p,), (P,) pozitif sayilarm dizileri ve P, =p+p,+..+p,,

P,=p,+pP,+..+ P, olmak lizere

olarak verilen doniisime Xx=(X,) ¢ift indisli dizisinin Riesz ortalamasi denir. Eger

P—lim Tm(X)=L, LelR ise x=(x,) dizisine L’ye Riesz yakinsaktir denir ve

n,m—c ' nm

P, —lim X, = L ile gosterilir [39].

k,I—w

Tamm 3.1.31 6, ={(k.l,)} bir ¢ift lacunary dizisi ve (p,), (P, ise R ::Zke(()k]pk,

R = Zle(o,ls] P ve H, = Zke(k,,l,k,] p, H, = Z.e(.s,l,.s]ﬁ olacak sekilde pozitif reel sayilarin
dizileri olsun. A¢ik¢a H, =R —-R_, H, = |5|S - |5,57l olur. Eger cift dizilerin Riesz doniisiimii
RH-regiiler ve H =R —R_ —o (r —>®), H, = F_’,S - I5|571 —> 00 (s—o0)ise G, :{(Pkr : F_} )}

de bir ¢ift lacunary dizisidir.

H, =R —R  —» (r—>©), H, = |3|S - IS,&1 —© (S—o0) hiikmiinii eklemekteki zorunluluk
sadece "P, > (N—>)" ve "P, — oo (M—>00)" kabuliiniin sirastyla "H, —o0 (r —>o)" ve
" I-_|S —> o (S—0)" sartlarin1 her zaman saglatamamasidir. Bunu agik bir sekilde gostermek
i¢in, pozitif tamsayilarin birer (k,) ve () lacunary dizileri icin P, = p, +...+ p, > (N — )
ve P, =P, +..+ P, >0 (M—>0) olmasmna ragmen H, = R —R. Ve H, = |5|5 - F_’,Si1 smirli ve
kesin pozitif olacak sekilde (p,) ve (P,) pozitif reel sayilarinin bulunabilecegini gostermektir
[24].
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Ornek 3.1.32 Yukaridaki ifadeyi belirginlestirmek i¢in asagidaki 6rnek verilebilir.

1 bazireIN i¢in k=K, ise
P = 3% diger tiim k e IN icin

ve
1, bazzselIN icinl =1 ise

o diger tim | € IN igin.

Bu durumda B, > (n—>x) ve B >p, +p_ +..+p, =r iken r<h <r+1,

-2

R, <Py +P, +ot Py +Zk 3

olurken B, > (Mm—o) ve B >, +P, +..+ P, =s iken s<B <s+1,
— _ _ il w 1
R <P, +P,+.+D, +Zk:1§=5+1

elde edilir. Bdylece H =R —P,_ <r+1-(r-1)<2 ve H =R -R <s+1-(s-1)<2 olup
smirhidir ve sonsuza raksamaz [24].

P, H =HH, ve Ir'ysz{(k,l):PkH<kSPkr ve|5|54<lél5,s}, Q=" Q==

N r,s r' s

Pk =Pk

rs T

Isfl

ve Q. =Q,Q, olsun. Eger her k ve | icin p, =1 ve p, =1 olarak alinrsa H, , R, Q. Ve

!
I/ swrasiyla h

k.o, O, Ve I, ye indirgenmis olur [24].

rs?

Tanmm 3.1.33 X #J, X ’in tim alt kimelerinin ailesi P(X):2X olmak iizere, | <2

smifina asagidaki sartlar saglandigi takdirde X ’de bir idealdir denir:

i) Jel,
i) ABel igin AuBel,
iii) Her Al ve BCc Aicin Bell.

Xel,yani | #2% = P(X) ise | ’ya agikar olmayan ideal denir [40-41].

14



Tamim 3.1.34 IN pozitif tamsayilar kiimesinin alt kiimelerinin bostan farkli bir F ailesi i¢in
i) DeF

i) Her A/ BeF icin AmBeF

iii) Her AcF ve Bo A igcin BeF,

sartlar1 saglaniyor ise F ailesine siizge¢ denir. Asagidaki durum ideal ile filtre kavramlari

arasindaki iliskiyi agiklamaktadir

F(1)={Mc X:3Ael:M =X \A}.

F(I) ya | ideali ile iliskilendirilmis filtre denir. X ’de asikar olmayan | idealine her bir

xe X i¢in {x } el ise uygun (admissible) ideal denir [41].

Tamm 3.1.35 | = 2™, IN *de asikar olmayan bir ideal olarak verilsin. Her ¢ > Qigin
A(e)={neIN:|x —L|>¢}el

ise (Xn) dizisine L sayisina | -yakinsaktir denir ve |-lim =L olarak yazilir [41].

n—o Xn

Tamm 3.1.36 Bir x=(x, ) dizisine her £>0 ve §>0 i¢in
{neIN :1‘{k£n:|x —L|25}‘25}e|
n k

ise | -istatistiksel yakimnsaktir veya S(1)-yakimsaktir denir. Bu durumda X, — L(S(I )) veya

S(1)-lim,_,, % =L olarak yazilir. Tiim istatistiksel yakinsak say1 dizilerinin kiimesi S(I) ile

k—o0

gosterilir [42]. | =1, (IN’nin tiim sonlu alt kiimelerinin ideali) i¢in, | -istatistiksel yakinsaklik

fin

istatistiksel yakimsaklik ile ¢akisir [42].

Tamm 3.1.37 Bir x=(x,) dizisine her £>0 ve §>0 i¢in

15



1
{relN :E‘{kelr:|xk—L|zg}‘25}el

ise L ‘ye | -lacunary istatistiksel yakinsaktir (veya S, (1)-yakinsaktir) denir.

Buna gore, S,(1)-lim

k—o

X, =L veya X — L(SH(I )) olarak yazilir. Tium | -lacunary

istatistiksel yakisak dizilerin smift S, (I ) ile gosterilecektir [42].

Tamm 3.1.38 Bir x=(x, ) dizisine her £>0 ve §>0 i¢in

1
{I‘EIN :H—r‘{kelr'i pk|Xk—L|Z&‘}‘Z5}el

ise L sayisina agirlikli lacunary | -istatistiksel yakinsaktir (veya S(R, o) (I )-yakmsaktlr) denir.
Buna gore, S(Rﬂ)(l )-lim,_,, x =L veya x — L(S(R,e)(l )) olarak yazilir. Tiim agirhkl
icin,

fin

lacunary | -istatistiksel yakinsak dizilerin smnifi S(Rﬂ)(l) ile gosterilecektir [43]. | =1

S(Rﬂ)(l) yakinsaklik S(Rﬂ) ile cakigir. Her k € IN i¢in p, =1 ise S(Rﬂ)(l )-yakmsakhk, Sa(l )-

yakinsaklhiga indirgenir [44].

Tamm 3.1.39 0<« <1 olmak iizere, bir X =(X, ) dizisine her £>0 ve §>0 i¢in
{ne IN :i‘{kén:|x —L|25}‘25}e|
n “

ise L ‘ye o . dereceden | -istatistiksel yakinsaktir (veya S ()" -yakinsaktir) denir.

Buna gore, S(I)"-lim__ x, =L veya X, —>L(S(I)a) olarak yazilir. Tim | -istatistiksel

k—w

yakinsak dizilerin smift S ( | )a ile gosterilir [44].

16



Tamm 3.1.40 0<« <1 olmak iizere, bir X =(x, ) dizisine her £>0 ve §>0 igin

1
{reIN:EerIr:|xk—L|2g}‘2§}el

ise L ‘ye « . dereceden | -lacunary istatistiksel yakmsaktir (veya Se(l )-yaklnsaktlr) denir.

Buna gore, S,(1)"-lim

K—o0

x. =L veya xk—>L(Sg(I)“) olarak yazilir. Tiim | -lacunary

istatistiksel yakinsak dizilerin smifi S, (1)” ile gdsterilecektir [44].
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4. BULGULAR
4.1 Cift indisli Dizilerde «. Dereceden Agirhkh Lacunary Hemen Hemen istatistiksel
Yakinsakhk

Bu boliimde, ¢ift indisli dizilerin « . dereceden agirlikli lacunary hemen hemen istatistiksel

yakinsakligini tanimlayacagiz. Ayrica bazi kapsama bagintilarini verecegiz.

Tamim 4.1.1 0 < <1 olarak verilsin. Eger her £ >0 i¢in p ve q’ ya gore diizgiin olarak

P— lim
" (RR)

a

Hk <P vel<P :p 7 ‘tk,pq(x)—L‘Zg}‘ =0

olacak sekilde bir L reel sayisi varsa X=(Xij) cift indisli dizisine L’ye « . dereceden hemen

hemen agirlikli istatistiksel yakinsaktir denir ve S~;‘2 —lim =L seklinde gosterilir. o .

i jooo Xij
dereceden tiim ¢ift hemen hemen agirlikli istatistiksel yakimsak dizilerin kiimesi §:2 seklinde

gosterilir. =1 i¢in ¢ift dizilerin hemen hemen agirlikli istatistiksel yakimsaklik tanimi elde

edilir.

Tamim 4.1.2 0<a <1 olacak sekilde herhangi bir « reel sayisi verilsin ve Hy;, H, ’nin «.

kuvvetini gostermek tizere, her £ >0 i¢cin p ve g’ ya gore diizgiin olarak

P lim — {(k)el,:p.p ‘tk,pq(x)—L‘Zg}‘:O

r,S—ow H:S!

olacak sekilde bir L reel sayisi var ise X:(Xij) cift indisli dizisine « . dereceden S

a -
(Rzﬂrvs)

a

yakisaktir denir. x:(xij) dizisinin L’ye «. dereceden S

(@4 )-yakmsak olmasi durumunda

SEZRZ,Q,_S)-Iim. X; =L seklinde gosterilir. Tim « . dereceden hemen hemen agirlikli lacunary

i, joo MNj
istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi S(aRZ,a,.s) seklinde gosterilir.
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Tanim 4.1.3 0 <« <1 olacak sekilde herhangi bir reel say1 ve t pozitif reel say1 olsun. Eger p

ve q ya gore diizgiin olarak

ise x=(x;) dizisine L’ye kuvvetli R{s,)(t)-toplanabilirdir denir. Tim kuvvetli R, (t)-
toplanabilir dizilerin kiimesini R?g,s)(t) seklinde gosterecegiz. t =1 icin R?a,s)(t) dizi uzay1 Ris,)

dizi uzayina indirgenir ve bu uzay tiim ¢« .dereceden kuvvetli ngrs) -toplanabilir dizilerin uzay1

seklinde adlandirilir.

Her k,1€IN i¢in p, =P, =1 alinwrsa Rzlers)(t) uzayl, [19]’daki ¢aligmada tanimlanmis olan

a

W 4,)(t) uzaymna indirgenir.

Teorem 4.1.4 Eger O<a < <1 ise SEIRZ,@,S) c Sf

20,.) kapsama bagintis1 saglanir.

Ispat: 0<a < <1 olsun. Buna gére her ¢ >0 igin

%sgqp‘{(k,l)e I PP ‘tklpq (x)- L‘ = g}‘

< %sup‘{(k,l) el 1 pp ‘tklpq (x)— L‘ > g}‘ :

rs Pd

Boylece Sits,.) =S, | elde edili.

TS

Teorem 4.1.5 O<a <1, 6, ={(kr,ls)} bir ¢ift lacunary dizisi olsun. Eger liminf Q,>1 ve

liminf, Q,>1 ise Sre = S{ 4,) dir.
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Ispat: liminf, Q,>1 ve liminf, Q >1 oldugunu varsayalim. Bu durumda yeterince biiyiik r, s

degerleri igin Q, >1+5 ve Q >1+6 olacak sekilde bir >0 vardir dyle ki %>% ve
+

ke

g
Fs 2%. Sre- lim X; = L olsun. Buna gore yeterince biiyiik r ve s degerleri igin
I + i, j>o

(P 1|5 ) S;J(!I)Hk< P vel< P P B ‘tk,pq —L‘Zg}‘
ke Tl
> (P 15 syﬂ{(k,l)e 1o PP ‘tk,pq(x)—L‘ZgH
ke Tl '
__He {(k1)el :p.p ‘tk,pq(x)—L‘Zg}‘

(Pkrl:_)l )a rs P

S

H, | 1 Y
:Lﬁ] Zsupl{(kul) e 1 Bty () - L 2

5 2a . h
Z[m] —msyf‘ k 1) PP ‘tklpq(x)—L‘zg}‘.
Boylece SEZRZ 0.,)-lim; ;. x; =L elde edilir ve bu da ispati tamamlar.

ri’s

Teorem 4.1.6 0<a <1, 6, ={(k,.l,)} bir cift lacunary dizisi olsun. Eger limsup, Q“, <o ve

limsup, Q% <o ise S{r2.0) = S elde edilir.

Ispat: Varsayalim ki limsup, Q% <o ve limsup, Q% <o olsun. Buna gére her r,seIN igin

Q“<K ve Q<K olacak sekilde bir K >0 sayisi1 vardir. SEZRZ 0.,)-lim; ;. x; =L ile birlikte
XES(R2 ;) olsun.
N,, ::‘{(k,l) e 1!, PP [tug (X) - L] zg}‘ (4.1.1)
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alalim. SEIRZ,B) nmn tanimmdan ve (4.1.1) denkleminden, verilen bir £>0 ve her r>r1,, s>s,

icin N—§< ¢ olacak sekilde r,,S, € IN vardur.

rs

M :=max{N,:1<r<r vel<s<s}

olsunvemven, k. ,<n<Kk. ve |l_,<m<lI, sartlarin1 saglayan herhangi pozitif tamsayilar olsun.

Boylece her p ve q i¢cin

7 ; g Hk <P, vel <P :pP ‘tklpq (x)- L\zg}‘
< (P 1|5 a ‘{kg R, vel<R :pp ‘tk,pq(x)—L‘Zg}‘
Kol
1 1
= A N, & N;

( F)kpl F_)|sil )a ij=11 ( PkH F_L1 )a (p<is<r)u(s<ij<s)

rs

N;H

( F)kr,1 F_Ll )a ( PkH |5,si1 )a (p<i<r)U(sy<j<s) H
1S (Pkr F_)lS - Pk,O F_)|50 )a
< e —
( kg ko ) (Pk,,1 PIH )

M oS { Pk IS| Ja
<— | ——=
(rR.R.)" (R.R.

Ml’oso + Qada
=+
(PkHF_:: )a r s

s-1

Mrs 2
<—>—+¢K
(R.R.)

saglanir. r,s —oo iken B —o ve IS,&1 — oo (Pringsheim anlaminda) oldugundan
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L
PP

n-m

‘{k <P, vel<P, :pp ‘tk,pq(x)—L‘Zg}‘ao (m,n— o)

elde edilir.

Teorem 4.1.7 O<a<f<1 ve t pozitif bir recl say1 olsun. Buna gére Rg, (t)c Rﬁm (1)

kapsama bagintis1 saglanir.

Ispat: x :(Xij)e R,. (t) olsun. Verilen bir pozitif t sayis1 ve 0<a < <1 olacak sekildeki
a>0ve >0 icin
h

r 1 _d
H B (kz P Py ‘tklpq (X)_ L‘t B H“ Z P By ‘tklpq (X)_ L‘t

Dely o rs (kl)el,

elde edilir ve boylece yukaridaki esitligin her iki tarafindan r ve s lizerinden Pringsheim

anlaminda limit alinarak sonug elde edilir.
Bir 6nceki teoremin bir sonucu olarak asagidaki sonuca ulasilir.

Sonu¢ 4.1.8 0<a < <1 vet pozitif reel say1 olsun. Buna gire
i) o= ise Ry, (t)=Ro, (t).

ii) Her o < (0,1] ve O<t<wigin R4, (t) <Ry, (t).

Teorem 4.1.9 o ve f, 0<a< <1 olacak sekilde sabit reel sayilar olsun. Eger I/ 1, ise

B
(R*.6,s

RZm cS ) kapsama bagintis1 saglanir.

Ispat: K, (g)z{(k,l)el;s:pkﬁ, ‘tklpq(x)—L‘zg} ve xeRy, olsun. Bu durumda p ve q ya

gore diizgiin olarak
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.1 —
P—lim — > pkp,‘tk,pq(x)—L‘:O.

rs—o H s (KDely,

Her p ve q i¢in

1 _ 1
Hg (kz P By ‘tklpq (X) B L‘ 2 F

vl)elrs rs (k,l)ellrs

- H?# PPy ‘tklpq (X) L‘ T PP ‘tklpq (X)_ L‘
rs (k,l)el s rs (k,1)el
1 1
> Pt -L
g o, PP (0 H= el (o)
1
2 m P, (8)‘5

oldugundan x e S(ﬁRzﬂ

rs

) elde edilir.

Sonuc¢ 4.1.10 « sayisi, 0< a <1 olacak sekilde sabit bir reel say1 degeri olsun.

i) Eger bir dizi L’ye kuvvetli Ry, -toplanabilir ise L’ye S(rq,)-yakmsaktir, yani; Rs, c

SEZRZ,@‘S) dir.

i) 0<a <1 icin Ry, = S(r,) dir.

Teorem 4.1.11 0 < <1 olmak tizere asagidaki durumlar saglanir:

i) Her k,leIN iin p,<1 ve P <1 ise VVg‘js-P-Iimx:RZS-P-Iimx:L ile birlikte

VVQ‘:‘S c RZ,,S kapsama bagintis1 saglanir.

I

i) Her Kk,(leIN icin p,>1 ve p>1 wve % ve = lstten

r S

=

Iig:s -P-lim x :WZ,S -P-lim x =L ile birlikte Rgr,s CW;S kapsama bagintis1 saglanir.

23
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Ispat i) 0 <« <1 olmak iizere bir X = (Xij ) dizisine Iigrs -toplanabilirdir denir eger
.1 _ e
P-lim— > pP ‘tk,pq (x)- L‘ =0, (p ve q’ya gore diizgiin).

a
rs—o H s (KDel,e

Her k,1 €IN i¢in p, = P, =1 olarak secilirse FNQHrs dizi uzay1 WHZ dizi uzayina indirgenir:

Eger her kI € INigin p, <1 ve p,<liseher r,selIN icin H <h ve H,  <h, olur. Boylece

I

O<Mls%<1 (herreIN) ve 0<M, <—=<1 (her seIN)

r S

>

olur. W' —P —limx =L ile birlikte x eW," olsun. Her £>0 ve her p,q i¢in M,, = MM,

olmak iizere,

elde edilir. Pringsheim anlaminda limit alinirsa r,s — oo igin, istenilen sonuca ulagilir.
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=r|| T

1%

.. H
i) — ve
)h

r

tstten smirlt olsun ve her k,I € IN igin p, >1 ve P, >1 olsun. Her r,s € IN icin

- . H .
H,>h ve H >h  elde edilir. Buna gore 1<h—rs N, <oo (her relIN igin) ve

r

:T|| I

<N, <o (herseIN i¢in) olacak sekilde N, ve N, sabitleri vardur. R“ —P-limx=L

S

ile birlikte X ﬁgfs olsun. Boylece her p, q i¢in

= ’ pk EI ‘tklpq (X) - L‘

saglanir. N, = N;N, olmak iizere. r,s — oo iken Pringsheim anlaminda limit almirsa sonug elde

edilmis olur.

Teorem 4.1.12 0 < o <1 olmak lizere asagidaki durumlar saglanir:

i) Her k,1eIN icin p, <1 ve P <1 ise SN;T‘S-P-Iim X:SEZRZ,G,,S)'P-"mX:L ile birlikte

Sy <= S(w.,) elde edilir.

gI"S

I

i) Her Kk, leIN i¢in p, 21 ve p =1 wve % ve *  Ustten siirhysa

j

r S

[24
S(r2

Py

05)-P-lim X:Se -P-lim x =L ile birlikte S(R2 )CSa kapsama bagintis1 saglanir.

Ispat i) xe §;‘ _ olsun. Bir 6nceki teoremdeki benzer metod uygulanirsa her p ve q i¢in ve her

£>0 i¢in
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{(k,l)e |;S S PR ‘tklpq (X)_L‘ 28}‘

Hy
:(H;—) {P <k<P veP <|<P pkpl‘tklpq L‘Zé‘}‘
_(M |:\I-/| )“.(h:-_l)"‘ {PKH <k <k<PR <k veR <I <I<R <l:pp ‘tklpq(x)_l“zg}‘
1772 r’s

e el e e
G D a0

(hl)a {(k,l)e I, tklpq(x)—L‘Zg}‘
:(hrl_]a{k <k <k, vel _S:tklpq(x)—L‘zg}‘
s((Nll\iZ); {kHstH <k<k <R <k vel <R <I<Il <R <l :pnp \tk,pq(x)—L\Zg}‘
H,H,

{P <k<PR ve R <I<P : PPt (

kipg

L‘ > g}‘

{ el :pP ‘tmpq (X)— L‘ > g}‘

elde edilir. r, s — oo i¢in Pringsheim anlaminda limit alinirsa, ispat tamamlanmis olur.

a

Teorem 4.1.13 O<a <1 olsun. Eger lim ian—ri>0 ise Sr2 QSEZRZ,G) elde edilir.

r,s—w
ke © 1
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Ispat: Verilen bir &> 0igin
{(k,l)e l.: PP ‘tk,pq(x)—L‘Zg} {k< R vel<R :pp ‘tklpq L‘Zg}

kapsama bagntisi saglanir. Buna gore

o ‘{k <P Vel <P 1 P [ty (X)L 2 g}‘
= PkrlF_)S H(k’l)e Ir’s : pkﬁl ‘tk|pq (X)—L‘Zé‘}‘
_ P':% ng {(k1)el, p.p ‘tk,pq(x)—L‘Zg}‘

r s

a

elde edilir. liminf —=->0 oldugundan r,S—> igin Pringsheim anlaminda limit alinirsa

r,s
kTl

Srz S(R2 .) kapsama bagmtisi saglanmis olur.

Teorem 4.1.14 6, ={(k.l)} ve 0, ={(u,,v,)} iki cift lacunary dizisi olsun, o ve B ise

O0<a < B<1 sartini saglasm ve |/, c J/. kapsama bagintis1 her r,s € IN i¢in saglansin. Eger

I|m|nf Hrs >0

I’S

ise S, ) < S{re.o) elde edir

a

. . H
Ispat: Varsayalim ki her r,se IN i¢in I, = J/, olsunve lim inf —= rs >0 saglansin. Verilen her

r,s—ow
rs

>0 i¢in

{(K1) € 1P g (X) = L| 2 &} < {(K 1) € 31, DB [t (¥) - L] 2 &
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elde edilir ve boylece her r,s e IN i¢in

Liﬂ{(k’l)e 3t PP f (X) - L[ 2 ZT_ﬂ:;%{(k’l)e 1 PPty ()~ L| 2 €]

saglanir. Simdi r,s—>oo icin son esitsizlikte Pringsheim anlaminda limit alinwrsa ve

lim inf H—ﬂ'5>0 denklemini kullanarak S(ﬂRz o) < S(aRZﬂ) kapsama bagintisi elde edilir.
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4.2 Dizilerin ¢ . Dereceden Agirhkh Lacunary Istatistiksel Yakinsakhgmin ideal Versiyonu

Bu boliimde, dizilerin «. dereceden agirhikli lacunary istatistiksel yakinsakliginin ideal
versiyonu incelenmistir. Ayrica bazi dizi uzaylar1 tanimlanarak literatiirdeki dizi uzaylariyla

aralarmdaki kapsama bagintilar1 verilmistir.

Tez calismasi boyunca aksi belirtilmedik¢e | asikar olmayan, uygun ideal olarak kabul

edilecektir.

Tamm 4.2.1 6=(k, ) bir lacunary dizisi olsun ve 0<a <1 verilsin. Bir x=(x,) dizisine L’ye
a . dereceden | -agirhkli lacunary istatistiksel yakmsaktir (veya L ’ye S(”;ﬂ)(l ) -yakinsaktr)

denir eger her £ >0 ve 6 >0 igin

{re|N:Hira\{ke|;:pk|xk—L|25}\za}e|

a

ise. Bu durumda SE, (1)-limx =L veya xk—>L(S(";ﬂ)(l)) olarak yazilr. Tim «.

a

dereceden | -agirlikli lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin sinifi S(Rﬂ

) (1) ile gosterilecektir.

I =1, ve a=1 i¢in S(’iw)(l) yakinsaklik S( ile gakisir [22]. Eger =1 ve her k € IN igin

R.0)

P, =1 ise S(”;w)(l )-yakmsaklik, S, (1) yakmnsakliga indirgenir [43].

Teorem 4.22 0<a <1 ve x=(x) ile y=(y,) reel say1 dizileri olsun. Buna gére asagidakiler

saglanir:

i) Sy (1)=limx =x, ve ce IR ise S¢ , (1)-limex, =cx, olur.

ii) Eger S(‘;ﬁ)(l)—liﬁrgxk =X, Ve Sz, (1 )—Ilgr; Y, =Y, ise S(“Rﬂ)(l )—lm(xk +Y ) =%+ Yo.
Ispat: i) c¢=0 icin esitligin saglandig1 kolayca goriilebilir. Varsayalim ki ¢=0 olsun. Buna
gore
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1a ‘{k e )1 p, [ox, —cxo|> g}‘ _ Hla

r r

{ke I;:pk|xk—x0|2ﬁH

esitligi elde edilir. Boylece herhangi bir 6 >0 igin

{re IN:Hla ket :p, |CXk—CX0|Z€}‘Z5}C{re IN:Hla [{k e I;:pklxk—xo|25}\z|c|5}e|

r r

saglanir. S(‘;’ 0) (I )— ;!To]o X, = X, oldugundan ikinci kisimdaki kiime | ’ya aittir ve bdylece ispat

tamamlanir.

1
H

1 : &
kel : —X,| ==
{ el pk|xk Xo|> 2}

{k el :p|(% +yk)—(x0+y0)‘2g}‘

1 .
{ke I, :pk|yk_y0|Z§H

< +

a
r

a
r

esitsizliginden yola ¢ikarak herhangi bir 6 > Oi¢in
1 .
{r eIN :F‘{k el ip |4 + )= (% + Yo )| 2 g}‘ > 5}

{kel;:pk|xk—x0|zg}25}u{re|N;H1a 25}

kapsama bagintis1 elde edilir. Sag taraftaki kiime | ’ya ait oldugundan, idealin tanimindan

1 - £
c{relN:Ha {kelr:pk|yk—yo|25}

r

soldaki kiime de | *ya ait olur ve bdylece ispat tamamlanmis olur.
Teorem 423 Eger O<a < <1 ise S(”;ﬂ) (I ) c S(’?z,e) (I ) kapsama bagintis1 saglanir.

Ispat: Hif‘{k el, 1p|x —L zg}‘g Hla Hk el i p|X —L|25}‘

r
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esitsizliginden herhangi bir 6 >0 i¢in

{relN:Hla\{ke|;:pk|xk—L|Zg}\25}g{re|N:leﬂ\{kel;:pklxk—L|zg}\25}e|

r

elde edilmis olur. X, —)L(S(ﬁ;ﬂ)(l)) oldugundan sagdaki kiime | ’ya aittir. Boylece ispat

tamamlanir.

Sonu¢ 4.2.4 0<a <1 olmak iizere, eger bir X=(X,) dizisi bir L sayisima « -mertebeden 1 -
agirhikli lacunary istatistiksel yakinsak ise L sayisma | -agirlikli lacunary istatistiksel

yakmsaktir, yani; S, (1)=limx=S8, (1)=limx=L ile birlikte S, (1) =S, (1) dir.

Tamm 4.2.5 Bir x=(x,) dizisi L ye (R, p,,0)" (1)-toplanabilirdir eger | —lim W, (x)— L

1
- Z P X, olmak tlizere {r elIN:

r kel,

ise yani her &>0 igin, W, (X) =

Wr(x)—L‘Zg} el ise. Bu

durumda ((R p,,H)a(I))—Iimx: L veya X, — L((R, pr,H)“(I)) dir.

Teorem 4.2.6 1 = P(IN) bir uygun (admissible) ideal, &=(k,) bir lacunary dizisi ve 1, <1,

olsun. Buna gore X, — L((R, P, 0) (1 )) olmast X, — L(S(";w)(l )) olmasini gerektirir.

Ispat: Varsayalm ki x, — L((R, P, H)a (I )) olsunve K, (6‘) asagidaki gibi tanimlansin:
Kr(g)::{kel;:pk|xk—L|25} : (4.2.1)

Buna gore

1

1
=2 Plx L= H Zpk|xk—L|

r kel r kelIr
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1 1
= 2 P-Lr = > px-L
H H

r kelvr r kel‘r
keK,(¢) keK, ()
1
ZHa 2. b3 —L
r kellr
keK,(¢)

1
=& P

- ket :p[x L=

r

elde edilir ve boylece

11 1 '
EHf‘keZ,;pk|Xk_L|2 ‘{kelr:pk|xk_|_|zg}‘

HY

esitsizligi saglanir. X, — L((R, P 0) (1 )) oldugundan ikinci kiime | ’ya aittir ve bdylece ispat

tamamlanair.

Teorem 4.2.7 VkelN i¢in p.|x —L|<M ve I <1 olsun. Eger xk—>L(S(”;'9)(I)) ise

X, — L((R, P, 0) (I )) olur.

Ispat: Her keIN i¢in p,|x,—L|<M ve 1.1, olsun. xk—>L(S(”;’9)(I)) olsun ve K, (&),

(4.2.1) denkleminde tanimlandig sekilde olsun. Her £ >0 igin

1
-2 Plx L
H

r kel,

1

=2 Plx L
H

r kelr'
1

1
e > pk|xk—L|+Ha > Plx—L

r kel' r kel,'
keK, (&) keK, (&)

1
HY

<

<M

K, (g)‘+g
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elde edilir. Sonug olarak

1 1 - &£
{relN:Ha Zpk|xk—L|25}g{relN:Ha‘{keI,:pk|xk—L|2g}‘2M}

r kel, r

kapsama bagmtisi saglanmis olur. x_—> L(S(”F’w)(l )) oldugundan ikinci kiime | ’ya aittir ve

boylece

{reIN:Hla Zpk|xk—L|25}el

r kel,

elde edilir. Buna gore X, —L((R, p,.0)" (1)) olur.
Teorem 4.2.8 0<a <1 olmak iizere, agagidaki sartlar saglanir:

i) Her kelIN igin p, <1 ve x, —>L(S; (I)) ise X, —>L(S(”Rﬂ)(l)) olur.

i) ;'r tstten sl olsun. Eger her kelIN i¢in p, =1 ve Xk_>L(S(aRﬂ>(I)) Ise

r

X, — L(S; (1 )) olur.

Ispat: i) Her keIN icin p, <1 ise her reIN igin H, <h olur ve buradan her reIN igin

(H,)" <(h)" elde edilir. Bdylece 0<M, < ;' <1 olacak sekilde bir M, sabiti bulunabilir.

Buradan her reIN i¢in (M;h )" <(H,)" elde edilir. x — L(S; (I)) olsun. Buna gore her
£>0 i¢in

1

a
r

{kel ipJx —L> e}




1

S
(M;h,)

{PKH <k <k<P, <k :p|x — L|28}‘

11
T MY b

r

<

{k s <k<k:|x Lz

11
MZ he

r

{kelr:|xk—L|25}‘

esitsizligi saglanir. Bu ylizden verilen bir ¢ > 0 i¢in

Hla {kelérpklxk—L|Zg}‘25

:%‘{ke i % — Lz gf| = Mfs

elde edilir. Buna gore,

{reIN: Hla \{kel;:pk|xk—|_|25}\25}c{re|N:%\{ke|r:|xk—|_|25}\2|v|f5}

r

olur. x, — L(S; (1 )) oldugundan sag taraftaki kiime | ya aittir ve boylece X, — L(S((;ﬂ)(l ))

elde edilmis olur.

H, iisten sinirlt olsun. Boylece 1< H, <M, <o olacak sekilde bir M, sabiti vardir.

h h

r r

ii)
Buradan her reIN i¢in H, <M,h. elde edilir. Eger her ke INi¢in p, >1 ise H, >h, olur.

Varsayalim ki x=(X, ) dizisi S(; ) (1) da L limitine yakinsasm. Buna gdre her &> 0Oigin

1
he

{kelr:|xk—L|25}‘

_hia{kr_l<kskr:|xk—L|25}‘

r
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<'\H/'§j { HSPK,<k$kréﬂ,ipk|xk—|-|28}‘

r

=MZ '%‘{Pk, <k<P,_:p,|x, —L|2g}‘

r

:M;.Hla‘{kel;:pk|xk—L|25}‘

r

olur. Bu yiizden verilen bir 6 >0 i¢in

1
ha

r

{kelr:|xk—L|25}‘2§

1

= a‘{kel;:pk|xk—L|Zg}‘2%.

r 2

Boylece

{re|N:%‘{ke|r1|xk—L|Z£}‘2§} C{I’EIN: Hla \{kel;:pklxk—qz(e}\zMﬁg}

r

olur. X, =L (S5, (1)) oldugundan sagdaki kiime | *ya aittir ve boylece %, — L(S, (1)) olur.

a

Teorem 4.2.9 Eger liminf, gr >0 ve x, > L(Sg(1)) ise x — L(S(”Rﬂ)(l )) olur.
ke

a

Ispat: Varsayalim ki liminf, Pr >0 olsun, buna gore yeterince biiyilk r degerleri igin
ke

a
r

>y olacak sekilde >0 vardir. Her ¢>0 i¢in ve yeterince biiylik r’ler icin
ke

Sg (1)—limx, =L ile birlikte x=(x,)e Sz () olsun. Buna gére

k—0

Pi‘{k <P :p|x —L] 25}‘

Ke
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> Pi‘{Pkrl <k<P :p|x —L|> g}‘

b

- l;fa [Hla {Pk,,l <k <P :p|x _L|28}0
k r

zﬁ Hla {Pk,l<kSPk,:pk|Xk_L|28}‘]

:é[Hl”‘ {kel}ipk|xk—L|2‘9}U

elde edilir. Boylece verilen bir 6 >0 i¢in

Hla {kel;:pk|xk—L|Zg}‘25

:Pi‘{ksPkr:pk|xk—L|25}‘2y.5
ko

olur. Buradan

r

{reIN: Hla erI;:pk|xk—L|2g}‘2§}c{relN:Pikr‘{kstr Zpk|Xk—L|25}‘2y-5}

saglanir. X, —)L(SR(I)) oldugundan sag taraftaki kiime | °ya aittir ve bdylece

X = L(Srs (1)) elde edilir

Teorem 4.2.10 6=(k,) ve 8'=(s,) her reIN i¢in I/ < J/ olacak sekilde iki lacunary dizisi

olsunve a ve g, 0<a < <1 olacak sekilde segilsin. Buna gore asagidaki sartlar saglanir:

a

i) Eger liminf HL,; >0 ise Sf,,, (1)< Sk, (1) dr.

i) Eger lim— =1 ise S, (1)< S, (1) drr.

r—o Hl’ﬂ
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a

. . . o , . . . H 5 ,
Ispat: i) Varsayalim ki her r e IN igin |/ = J; olsun ve liminf L’E >0 saglansin. Buna gore
r—oo
r

her &> 0igin
{kedlip | —Lzelaikel:p|x —L|=¢}.

kapsama bagntis1 saglanir. Boylece

H 1 {k€|r’1pk|Xk—L|28}‘

1 '
—ﬂ‘{kEJr-pk|Xk_L|28}‘2 L/ .Hra

Lr

elde edilir. liminf 'Ll; >0 oldugundan yeterince biiyiikk r € IN igin HL’; >y olacak sekilde bir

y >0 sayist vardir. Buna gore |/ =(PkH, F{(r], J; :(PSH, Psr], H =R -R_ vel-= |5S _ISSH
olmak iizere verilen bir 6 >0 ve

1

o
r

kel pk|xk—L|2g}‘2

X >

icin

%‘{keJr’:pk|xk—L|zg}‘2§

elde edilir. Boylece her r € IN igin

1 1 5
{reIN:FerJr’: pk|xk—L|28}‘25}g{relN:Ha‘{kel,’:pk|xk—L|25}‘2;}.

T r

(X )€ Séﬁ,)(l) oldugundan sag taraftaki kiime | ’ya aittir ve buradan (X, )e S(“R’H)(I) elde

edilir.
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i) (%) €Sk, (1) olsun ve lim I—IT'B =1 saglansm. |', < J', oldugundan her £>0 ve her

relIN icin

%Hk e J!pe|x, —L|28}|:L_1ﬂ‘{PsH <R <R ip % L2 +L_1ﬂ‘{Pkf LIRS
+L—1,3‘{Pkr R<p : pk|xk_|_|zg}‘+%‘{am <P <R, :p[x -L|= ¢
F’sr _Pk, +L_];;|{k€|’, : pk|xk—L|28}|

r

I:)kr,l_ S,
VY,

L -H 1

- rLf r+L—€|{kelr’:pk|xk—L|28}|

—H* 1

Hrﬁ’ +H—rﬁ|{kelr’:pk|xk—L|25}|

L 1
< —=-1|+
H/ HY

lim-= —1 ve (%) €Sz (1) oldugundan Sg, (1)< Sh ) (1) elde edilmis olur.

r—o Hrﬁ

T

L
<

{kel/: pk|xk—L|25}|

5. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda ¢ift indisli dizilerde « . dereceden agirlikli lacunary hemen hemen
istatistiksel yakinsaklik kavramini tanimlayarak bazi kapsama bagmtilarini inceledik. Ayrica
dizilerin « . dereceden agirlikli lacunary istatistiksel yakinsakliginin ideal versiyonunu inceledik.

Ayrica bazi yeni dizi uzaylarin1 tanimlayarak literatlirdeki dizi uzaylariyla aralarindaki kapsama
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bagmtilarin1 bulduk. Buldugumuz sonuglar baska uzaylara tanimlanabilir mi sorusu akla
gelebilir.

Bu durumda su ti¢ soru sorulabilir:

Elde edilen sonuglar Fuzzy normlu uzaylara aktarilabilir mi?

Elde etmis oldugumuz sonuglar 2-normlu ve n-normlu uzaylarda elde edilebilir mi?

Kiime dizilerinin I-agirlikli lacunary istatistiksel yakinsaklig1 tanimlanabilir mi?

Bu sorularin cevabi, hem yazar hem de okuyucular i¢in bir aragtirma niteligi tasimaktadir.
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