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ÖZET 

 

 . DERECEDEN BAZI YAKINSAKLIK ÇEġĠTLERĠ ÜZERĠNE 

 

 

Selman EKĠN 

 

Yüksek Lisans Tezi 

 

Bitlis Eren Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

DanıĢman: Yrd. Doç. Dr. ġükran KONCA 

Ağustos 2016, 45 sayfa 

 

Bu tez çalıĢması beĢ bölümden oluĢmaktadır. Birinci bölümde  . dereceden istatistiksel 

yakınsaklık kavramından kısaca bahsedilmiĢ olup, ikinci bölümde konuyla ilgili literatür 

taraması yapılmıĢtır. Üçüncü bölümde ise bazı temel kavramlara ve tanımlara yer verilmiĢtir. 

Tezin orijinal kısmını oluĢturan dördüncü bölüm iki kısımdan oluĢmaktadır. Dördüncü bölümün 

ilk kısmında çift indisli dizilerde  . dereceden ağırlıklı lacunary hemen hemen istatistiksel 

yakınsaklık kavramı tanımlanarak bazı kapsama bağıntıları incelenmiĢtir. Dördüncü bölümün 

ikinci kısmında ise dizilerin  . dereceden ağırlıklı lacunary istatistiksel yakınsaklığının ideal 

versiyonu incelenmiĢtir. Ayrıca bazı dizi uzayları tanımlanarak literatürdeki dizi uzaylarıyla 

aralarındaki kapsama bağıntıları verilmiĢtir. Son bölümde elde edilen sonuçlar 

değerlendirilmiĢtir. 

  

Anahtar kelimeler: Ağırlık, Lacunary Dizisi,  -Dereceden Ġstatistiksel Yakınsaklık, I-

Ġstatistiksel Yakınsaklık, Ġdeal 
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ABSTRACT 

 

ON SOME TYPES OF CONVERGENCE OF ORDER-  

 

Selman EKĠN 

 

Master Thesis 

 

Bitlis Eren University Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics 

Supervisor: Assist. Prof. Dr. ġükran KONCA 

August 2016, 45 pages 

 

This thesis consists of five chapters. In the first chapter, the concept of statistical convergence of 

order   is mentioned briefly. In the second chapter, the literature on the subject was examined. 

In the third chapter, the fundamental definitions and notations are given. The fourth chapter, 

which is the original part of this thesis, consists of two sections. In the first section of fourth 

chapter, the concept of weighted lacunary almost statistical convergence of order   of double 

sequences was defined and some inclusion relations were given. In the second section of the 

fourth chapter, the ideal version of weighted lacunary statistical convergence of sequences of 

order   was examined. Further, some inclusion relations were given. In the last chapter, we 

evaluate the results obtained. 

 

Keywords: Weight, Lacunary Sequence, Statistical Convergence of Order  , I-Statistical 

Convergence, Ideal    
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1. GİRİŞ 

 

 

Yakınsaklık kavramından daha zayıf  bir yakınsaklık çeĢidi olan istatistiksel yakınsaklık kavramı 

yıllarca farklı isimler altında matematiğin birçok alanlarında çalıĢılmıĢtır. Ġstatistiksel 

yakınsaklık kavramı, toplanabilme teorisinde ve fonksiyonel analizde önemli yer tutmaktadır. 

Derece dahil edilerek, bir dizinin istatistiksel yakınsaklığı Gadjiev ve Orhan [1] tarafından 

aĢağıdaki gibi verilmiĢtir: 

0 1   derecesi ile birlikte bir ( )kx x  reel ya da kompleks terimli sayı dizisine eğer her 

0   için  

 

 
1

,
lim 0

k

n

k n x L

n 





  
  

 

ise bir L  sayısına istatistiksel yakınsaktır denir.  

 

0   için yukarıdaki tanım istatistiksel yakınsaklığın tanımına indirgenir. Yukarıdaki tanım 

aĢağıdaki gibi düzenlenebilir: 

 

  sayısı 0 1   olacak Ģekilde herhangi bir reel sayı olsun.  :k n k E  , E  kümesinin n

den büyük olmayan elemanlarının sayısını göstermek üzere her 0   için 

 

 
1

lim : 0k
n

k n x L
n




     

 

olacak Ģekilde bir L  sayısı varsa  kx x   dizisine L ’ye   . dereceden istatistiksel yakınsaktır 

denir. Bir baĢka ifadeyle, her 0   ve hemen hemen her ( )k   için 
kx L    ise  kx x  

dizisine L ’ye   . dereceden istatistiksel yakınsaktır denir. Bu yakınsaklık S -lim k kx L   

Ģeklinde gösterilir.  . dereceden tüm istatistiksel yakınsak dizilerin cümlesi S  ile gösterilir [2]. 
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2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR  

 

 

Ġstatistiksel yakınsaklık kavramı Fast [3], Steinhaus [4] ve daha sonra bağımsız olarak 

Schoenberg [5] tarafından tanıtıldı. Uzun yıllar sonra, Fourier Analizi teorisinde, ergodik teoride 

ve sayılar teorisinde farklı adlar altında araĢtırıldı. Fridy [6] ve Salat’ın [7] çalıĢmalarından sonra 

toplanabilme teorisinde en aktif çalıĢma alanlarından birine dönüĢmüĢtür. Bu konuyla ilgili 

çalıĢmalar hem hız kazanmıĢ hem de geniĢletilmiĢtir. 

 

Çolak [2] tarafından istatistiksel yakınsaklık tanımında paydadaki n  yerine n  alınarak 

tanıtılan  . dereceden istatistiksel yakınsaklık kavramı ile istatistiksel yakınsaklık çalıĢmalarına 

farklı bir yön verilmiĢtir. Bhunia ve diğerleri [8]  . dereceden istatistiksel yakınsaklık kavramı 

ile ilgili bazı sonuçlar vererek aynı yöntemin çift dizilere de uyarlanabileceğini söyleyerek (α,β) 

dereceden istatistiksel yakınsaklık kavramını tanımlamıĢtır. Daha sonra Çolak ve BektaĢ [9] 

tarafından  . dereceden  -istatistiksel yakınsaklık; Et ve diğerleri [10] tarafından fonksiyon 

dizilerinin  . dereceden  -istatistiksel yakınsaklığı; ġengül ve Et [11] tarafından  . dereceden 

lacunary istatistiksel yakınsaklık; Çınar ve diğerleri [12] tarafından  . dereceden düzgün ve 

noktasal istatistiksel yakınsaklık; Das ve diğerleri [13] tarafından olasılık teorisinde  . 

dereceden istatistiksel yakınsaklık; Ghosal [14] tarafından  . dereceden ağırlıklı istatistiksel 

yakınsaklık ve uygulamaları matematiğin birçok alanında çalıĢılmıĢtır. 

 

Tek indisli diziler için hemen hemen yakınsaklık ve kuvvetli hemen hemen yakınsaklık 

kavramları sırasıyla Lorentz [15] ve Maddox [16] tarafından tanımlandı. Çift indisli diziler için 

hemen hemen yakınsaklık ve kuvvetli hemen hemen yakınsaklık kavramları sırasıyla Moricz ve 

Rhoades [17] ve BaĢarır [18] tarafından tanıtıldı. Son zamanlarda çift dizilerde  . dereceden 

istatistiksel yakınsaklık Çolak ve Altın [19] tarafından ve  . dereceden hemen hemen 

istatistiksel yakınsaklık ve  . dereceden hemen hemen lacunary istatistiksel yakınsaklık 

kavramları SavaĢ [20-21] tarafından verildi. 

 

BaĢarır ve Konca [22] tek indisli diziler için yeni bir istatistiksel yakınsaklık kavramı 

olan ağırlıklı lacunary istatistiksel yakınsaklığı tanıttı. Son zamanlarda yerel solid Riesz 

uzaylarında ağırlıklı lacunary istatistiksel yakınsaklık kavramı BaĢarır ve Konca [23] tarafından 

ve Orlicz fonksiyonları yardımıyla tanımlanmıĢ Riesz lacunary hemen hemen yakınsak çift dizi 
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uzayları Konca ve BaĢarır [24] tarafından ve yine yerel solid Riesz uzaylarında çift indisli 

dizilerin ağırlıklı lacunary istatistiksel yakınsaklığı Konca [25] tarafından; gene aynı kavram 

yerel konveks topolojik vektör uzaylarında BaĢarır ve Konca [26] tarafından tanıtılmıĢtır. 

 

Ġstatistiksel yakınsaklık, I-yakınsaklığın özel bir halidir ve özel bir ideal seçimi ile elde 

edilir. I-yakınsaklık, pozitif tam sayılar kümesinin alt kümelerinin I ideal kavramına dayanır. 

Ġdeal yakınsaklık kavramı, ilk aĢamada 2000 yılında Kostyrko ve diğerleri [27] tarafından 

istatistiksel yakınsaklığın bir genelleĢtirilmesi olarak incelenmiĢ ve günümüze kadar halen pek 

çok matematikçi tarafından çalıĢılmaktadır. 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM  

 

 

3.1. Temel Tanım ve Teoremler 

 

 Tanım 3.1.1  X   bir cümle ve  K   kompleks sayıların bir cismi olsun. 

     ,: XXX   

      XXK  :  

 

 Her  Xzyx ,,   ve her  K,   için 

L1)  xyyx    

L2)     zyxzyx    

L3)  xx    olacak Ģekilde bir  X   vardır. 

L4) Her bir  Xx   için     xx   olacak Ģekilde bir    Xx    vardır. 

L5)  xx .1   

L6)    yxyx     

L7)    xxx     

L8)     xx     

 

fonksiyonları yukardaki özellikleri sağlıyorsa,  X   cümlesine  K   cismi üzerinde bir vektör 

(lineer) uzay adı verilir [28]. 

 

Tanım 3.1.2 X  bir lineer uzay ve . : X IR olsun. Eğer ,x y X ve her IR  için; 

 

1) 0 0x x    

2) x x   

3) x y x y    

 

Ģartları sağlanıyorsa, .  fonksiyonuna X  üzerinde bir norm ve  , .X  ikilisine de normlu uzay 

denir [28]. 
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Tanım 3.1.3 ( 1,2,3,...)k   birer kompleks terimli dizi ( )kx x , ( )ky y  ve   bir skaler olmak 

üzere; 

 

                                                                  ( ) ( )k kx y x y    

( )kx x   

 

 Ģeklinde tanımlanan iĢlemler altında bir lineer uzaydır. Tüm kompleks terimli dizilerin uzayı 

olan ' nın her alt lineer uzayına dizi uzayı denir [29]. 

 

Tanım 3.1.4 ( ) ( : ; )nkA a c c p   olması için gerek ve yeter Ģart; 

 

i) supn nk

k

a    

                                                               ii) lim 0nk
n

a


  

iii) lim 1nk
n

k

a


  

 

 koĢullarının sağlanmasıdır [29]. 

 

Tanım 3.1.5 Silverman-Toeplitz teoreminin koĢullarını sağlayan bir matris regüler matris 

(Toeplitz matrisi) olarak adlandırılır [29]. 

 

Tanım 3.1.6  1p  , 
1 1

1
p q
  , 1 2 3, , ,..., 0na a a a   ve 1 2 3, , ,..., 0nb b b b   olsun. Bu takdirde,  

 

1 1

1 1 1

n n np q
p q

k k k k

k k k

a b a b
  

   
    
   

    

 

ve aynı zamanda; 

 

1 1

.
n n

k k k k

k k

a b a b
 

 
  
 

   

dir [30]. 
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Tanım 3.1.7  , .X  bir normlu uzay ve  nx x
 
de X  uzayında bir dizi olsun. Eğer 0 

için 0,m n n  iken m nx x    olacak Ģekilde  0 0n n   IN  sayısı varsa  nx x
 
dizisine bir 

Cauchy dizisi denir [31]. 

 

Tanım 3.1.8  , .X  normlu uzayında her Cauchy dizisi yakınsak ise bu normlu uzaya tam 

normlu uzay veya Banach uzayı denir [31]. 

 

Tanım 3.1.9  kx x  reel ya da kompleks terimli bir dizi olsun. Eğer, her >0 için 

 

 
1

lim : 0k
n

k n x L
n




     

 

yani, hemen hemen her k  için <kx L   olacak Ģekilde bir L  sayısı varsa x  dizisi L  sayısına 

istatistiksel yakınsaktır denir ve limS x L   veya  kx L S  ile gösterilir. Tüm istatistiksel 

yakınsak dizilerin uzayı S  ile gösterilir [3].  

 

Ġstatistiksel yakınsaklık alıĢılmıĢ yakınsaklığın doğal bir geniĢlemesidir. Eğer limk kx L   ise 

o zaman -limS x L  dir. Fakat bunun tersi doğru olmayabilir. 

 

Örnek 3.1.10 AĢağıdaki diziyi  

 

 
2

2

1,

0,
n

n k
x x

n k

 
  


,  1,2,3,...n   

 

incelediğimizde    1,0,0,1,0,0,0,0,1,...nx x   1 2 3 4, , , ,...x x x x ,  2 1
n

x   ve diğer 

durumlarda   0nx    olduğu görülür.  

 

  2 2 2 2 2 2 2
lim lim , , , , ,..., ,... lim 0

1 2 3 4 5n n n

A n

n n n  
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olup verilen dizi istatistiksel yakınsaktır. Fakat lim 0nx   ve lim 1nx   olup alt ve üst limitler 

birbirine eĢit olmadığından bu dizi yakınsak değildir [32]. 

 

Tanım 3.1.11 Negatif olmayan tamsayıların artan bir dizisi  rk   olsun. Eğer 0 0k 
 
ve 

r   iken 1r r rh k k     ise  rk   dizisine lacunary dizisi denir. Ayrıca  rk   dizisi 

için,  1,r r rI k k  olarak belirtilir [33]. 

 

Tanım 3.1.12  rk   bir lacunary dizisi olmak üzere, her  0  için  

 

 
1

lim : 0r k
r

r

k I x L
h




     

 

olacak Ģekilde bir L sayısı bulunabiliyorsa,  kx x  sayı dizisine, lacunary istatistiksel 

yakınsaktır denir. -limk kS x L    veya  kx L S  Ģeklinde gösterilir. 

Lacunary istatistiksel yakınsak dizilerin kümesi aĢağıdaki Ģekilde gösterilir [33]:  

 

   
1

: : lim : 0k r k
r

r

S x x w k I x L
h

 


 
       
 

. 

 

Tanım 3.1.13 Bir  kx x  dizisine, 
1

1 n

n k kk
n

t p x
P 

   olmak üzere S -lim  n nt x L   ise 

 kp  dizisi ile belirlenmiĢ ağırlıklı ortalama metodu ile L’ye istatistiksel toplanabilirdir veya 

kısaca L’ye  , nR p -istatistiksel toplanabilirdir denir [34]. 

 

Tanım 3.1.14 Bir  kx x  dizisi verildiğinde, eğer her 0  için  

 

 
1

lim : 0n k k
n

n

k P p x L
P
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ise  kx x  dizisi L  sayısına ağırlıklı istatistiksel yakınsaktır denir ve -limR k kS x L   olarak 

yazılır [34]. 

 

Tanım 3.1.15  rk   bir lacunary dizisi  kp  pozitif reel sayıların bir dizisi olsun öyle ki 

:
r

r kk
H p


 , 

(0, ]

:
r

r

k k

k k

P p


  , 
1

1(0, ]

:
r

r

k k

k k

P p




  , 

1

r

r

k

r

k

P
Q

P


 , 0 0P  , 
1

' ,
r rr k kP P


   . 

1r rr k kH P P


   olduğu kolayca görülür. Her bir k IN  için 1kp   olarak alınırsa rH , 
rkP , 

1rkP


rQ  ve rI 
 
sırasıyla rh , rk , 1rk  , rq  ve rI ’ye indirgenmiĢ olur. Burada rH    r   olacak 

Ģekilde nP    n   olduğu kabul edilecektir ve limk kx  veya lim x  ile limk kx  

kastedilecektir [22]. 

 

Tanım 3.1.16 Bir  kx x  dizisine,  her 0   için  

 

 '1
lim : 0r k k
r

r

k p x L
H




     

 

ise L ’ye ağırlıklı lacunary istatistiksel yakınsaktır denir.  Bu durumda 
 ,

-lim
R

S x L


  olarak 

yazılır. Tüm ağırlıklı lacunary istatistiksel yakınsak dizilerin kümesi 
 ,R

S


 ile gösterilir [22]. 

 

Tanım 3.1.17  0 1   olacak Ģekilde herhangi bir   reel sayısı verilsin.  :k n k E  , E  

kümesinin n den büyük olmayan elemanlarının sayısını göstermek üzere  

 

 
1

lim :
n

k n k E
n

   

 

 limiti mevcut ise bu limit değerine E  alt cümlesinin   yoğunluğu denir. Bu yoğunluk  E  

ile gösterilir [2]. 

 

Tanım 3.1.18 Bir  kx x  dizisi verildiğinde 0 1   ve her 0   için  
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1

lim : 0k
n

k n x L
n




     

 

olacak Ģekilde bir L  reel sayısı varsa bu diziye  . dereceden istatistiksel yakınsaktır denir ve 

-limk kS x L

   olarak yazılır.  . dereceden tüm istatistiksel yakınsak dizilerin kümesi S  ile 

gösterilecektir. 1   için S , S  ye indirgenir [2]. 

 

Tanım 3.1.19  rk   bir lacunary dizisi olsun ve 0 1   olsun. Eğer her 0   için 

 1,r r rI k k  ve 
rh , rh  ’nin  . kuvveti yani;    1 2, , ... , ,...r rh h h h     olmak üzere  

 

 
1

lim : 0r k
r

r

k I x L
h

 


     

 

Ģeklinde bir L  reel sayı değeri varsa  kx x  dizisine  . Dereceden lacunary istatistiksel 

yakınsaktır denir. Bu durumda limk kS x L


    olarak yazılır. Eğer 1   alınırsa S -

yakınsaklığın yani lacunary istatistiksel yakınsaklığın tanımı elde edilir [11]. 

 

Tanım 3.1.20  x  boĢ olmayan herhangi bir cümle olmak üzere; 

:f IN x IN X  

   , , mnm n f m n x   

 

Ģeklinde tanımlanan f  fonksiyonuna çift indisli dizi (çift dizi) denir. Çift indisli bir dizinin 

 mnx x  elemanlarını  

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

x x x

x x x

x x x
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Ģeklinde bir tablo olarak düĢünebiliriz. 
2w  kompleks veya reel terimli bütün çift dizilerin cümlesi 

olup bu cümle  ℂ ve 2,x y w   için  mnx x   ve  mn mnx y x y    iĢlemleri altında 

bir lineer uzaydır. 

 mnx x  kompleks terimli bir çift dizi olmak üzere 
, 0

sup mn
m n

x


   ise x  dizisine sınırlıdır denir. 

2

  bütün sınırlı çift dizilerin cümlesi olmak üzere 

 

  2

2
,

: supmn mn
m n

x x w x x




 
      
 

  

 

Ģeklinde olup bu uzay .


 normu ile bir Banach uzayı teĢkil eder. Tek dizilerdeki durumun 

aksine, çift dizilerde birden fazla yakınsaklık kavramı mevcuttur. Bunlardan en çok çalıĢılanı 

Pringsheim yakınsaklıktır [35].  

 

Tanım 3.1.21 Reel ya da kompleks terimli   mnx x  çift dizisi, 0   için ,m n N  

olduğunda mnx L    olacak Ģekilde bir N  IN  varsa  mnx x  dizisi L IR  (veya ℂ) 

sayısına Pringsheim anlamında yakınsak ve L  değerine de  x  dizisinin Pringsheim limiti denir 

ve -lim mnP x L  ile gösterilir. 2c  ve 2c
 ile tüm reel ya da kompleks sayıların sırasıyla tüm P -

yakınsak dizilerin uzayını ve tüm sınırlı yakınsak çift indisli dizilerin kümeleri gösterilecektir 

[35]. 

 

Tanım 3.1.22  nm

jkA a   dört boyutlu sonsuz bir matris ve  jkx x  bir çift dizi olmak üzere her 

n, m için  

 

 
,

: nm

jk jknm
j k

Ax x a  

 

çift serisi P-yakınsak ise   

 

, ,

: nm

jk jk

j k n m

Ax x a
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dizisine x dizisinin A-dönüĢüm dizisi denir [36].  

 

Tanım 3.1.23 Sınırlı P-yakınsak bir çift diziyi kendi limitine toplayan dört boyutlu matrise RH-

regüler matris denir [36]. 

 

Teorem 3.1.24 Dört boyutlu bir  nm

jkA a  matrisinin RH-regüler olması için gerek ve yeter Ģart; 

i)  
,
lim 0 , 0,1,...mn

jk
m n

a j k


   

ii) 
,

0 0

lim 1mn

jk
m n

j k

a
 


 

  

iii)  
,

0

lim 0 0,1,...mn

jk
m n

j

a k





    

iv)  
,

0

lim 0 0,1,...mn

jk
m n

k

a j





   

v)  
0 0

, 0,1,...mn

jk

j k

a C m n
 

 

    . 

Ģartlarının sağlanmasıdır [36]. 

 

Tanım 3.1.25   ijx x  çift dizisine eğer    

 

  , ,

1
lim sup 0

1 1

m p n q

ij
p q m n i m j n

P x L
p q

 


 

  
 

  

 

ise L ’ye hemen hemen yakınsaktır denir. Yani; herhangi bir 

  , : ,D i j m i m p n j n q      
 

dikdörtgeni üzerinde alınan  ijx x  nin aritmetik 

ortalaması p ve q sonsuza eğilimli iken L ’ye yakınsıyorsa ve bu yakınsaklık m ve n ’ye göre 

düzgün ise  ijx x  dizisine hemen hemen yakınsaktır denir [17]. 

 

Tanım 3.1.26   

 
  

1

1 1

k p l q

klpq ij

i p j q

t x x
k l

 

 


 

  

 

olmak üzere hemen hemen yakınsak tüm çift indisli dizilerin uzayı aĢağıdaki Ģekildedir: 
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    2 ,
,

ˆ : lim 0, ve ' ya göredüzgün.i j klpq
k l

c x x t x L p q


    . 

 

Bir  ijx x  çift dizisine eğer  

 

  ,

1
lim 0

1 1

k p l q

ij
k l

i p j q

P x L
k l

 


 

  
 

 , 

         

p ve q ya göre düzgün ise, L ’ye Pringsheim anlamında kuvvetli hemen hemen yakınsaktır denir. 

 2ĉ  ile tüm kuvvetli hemen hemen yakınsak çift dizilerin uzayı gösterilir. 2 2 2 2
ˆ ˆc c c l        

kapsama bağıntıları açık bir Ģekilde görülür [17]. 

 

Tanım 3.1.27 0 1   olsun. Her 0   için  

 

 
 

,

1
lim ve : 0ij

m n
P i m j n x L

mn





       

 

olacak Ģekilde bir L  reel sayısı var ise  ijx x  dizisine  . dereceden istatistiksel yakınsaktır 

denir ve 2 ,-limi j ijS x L   Ģeklinde gösterilir.  . dereceden çift indisli dizilerin uzayı 
2S  ile 

gösterilir [19]. Eğer 1   alınırsa çift dizilerin istatistiksel yakınsaklık tanımı elde edilir [37]. 

 

Tanım 3.1.28 0 0k  , r   iken 1r r rh k k   
 
ve 0 0l  , s   iken 1s s sh l l     

olacak Ģekilde   , ,r s r sk l   iki artan tam sayıların dizisine çift lacunary dizisi denir. 

, ,r s r sk k l  ,r s r sh h h


 ,   , 1 1, : < ve <r s r r s sI k l k k k l l l    , 
1

r
r

r

k
q

k 

 , 
1

s
s

s

l
q

l 

  ve ,r s r sq q q  

olarak alınacaktır [21]. 

 

Tanım 3.1.29 0< 1   olarak verilsin. Her 0   için  

 

  
,

1
lim , : 0rs ij

r s
rs

P i j I x L
h 
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olacak Ģekilde bir L reel sayısı var ise  ijx x  dizisine L  ’ye  . dereceden çift lacunary 

istatistiksel yakınsaktır denir ve lim
rs ij ijS x L

  
 
Ģeklinde gösterilir. Tüm  . dereceden çift 

lacunary istatistiksel yakınsak dizilerin uzayı 
rs

S

  ile gösterilir. 1   için çift indisli dizilerin 

lacunary istatistiksel yakınsaklık tanımı elde edilir [38]. 

 

Tanım 3.1.30  np ,  mp  pozitif sayıların dizileri ve 1 2 ...n nP p p p    , 

1 2 ...m mP p p p     olmak üzere 

 

 
1 1

1 n m

nm k l kl

k ln m

T x p p x
P P  

   

 

 olarak verilen dönüĢüme  klx x  çift indisli dizisinin Riesz ortalaması denir. Eğer 

 ,limn m nmP T x L  , L IR  ise  klx x  dizisine L ’ye Riesz yakınsaktır denir ve 

,limR k l klP x L 
 
ile gösterilir [39].  

 

Tanım 3.1.31   , ,r s r sk l   bir çift lacunary dizisi ve ( )kp , ( )lp  ise 
0,

: ,
r r

k kk k
P p


  

0,
:

s s
l ll l

P p


  ve 
 1 ,

:
r r

r kk k k
H p


 , 

 1 ,
:

s s
s ll l l

H p


  olacak Ģekilde pozitif reel sayıların 

dizileri olsun. Açıkça 
1

:
r rr k kH P P


  , 

1
:

s ss l lH P P


   olur. Eğer çift dizilerin Riesz dönüĢümü 

RH-regüler ve 
1

:
r rr k kH P P


    ( r  ), 

1
:

s ss l lH P P


    ( s  ) ise    , ,
r sr s k lP P   

de bir çift lacunary dizisidir.  

 

1
:

r rr k kH P P


    ( r  ), 
1

:
s ss l lH P P


    ( s )  hükmünü eklemekteki zorunluluk 

sadece " nP   ( n)" ve " mP   ( m )" kabulünün sırasıyla " rH   ( r  )" ve  

" sH   ( s )" Ģartlarını her zaman sağlatamamasıdır. Bunu açık bir Ģekilde göstermek 

için, pozitif tamsayıların birer ( )rk  ve ( )sl  lacunary dizileri için 1 ...n nP p p     ( )n  

ve 1 ...m mP p p    ( )m  olmasına rağmen 
1r rr k kH P P


   ve 
1s ss l lH P P


   sınırlı ve 

kesin pozitif olacak Ģekilde ( )kp  ve ( )lp  pozitif reel sayılarının bulunabileceğini göstermektir 

[24].  

 

 



14 

 

Örnek 3.1.32 Yukarıdaki ifadeyi belirginleĢtirmek için aĢağıdaki örnek verilebilir. 

 

1, bazı için

2

 ise

diğer tüm, için
3

r

k

k

r IN k k

p
k IN

 


 




 

ve 

1, bazı için

1
, için.

2

ise

diğer tüm

s

l

l

s IN l l

p
l IN

 


 




 

 

Bu durumda ( )nP n   ve 
1 2

...
r rk k k kP p p p r      iken 1

rkr P r   ,  

 

1 2 1

2
... 1

3r rk k k k kk
P p p p r




        

 

olurken 
mP   ( )m  ve 

1 2
...

s sl l l lP p p p s      iken 1
sl

s P s   , 

 

1 2 1

1
... 1

2s sl l l l lk
P p p p s




        

 

elde edilir. Böylece 
1

1 ( 1) 2
r rr k kH P P r r


        ve 

1
1 ( 1) 2

s ss l lH P P s s


        olup 

sınırlıdır ve sonsuza ıraksamaz [24]. 

,r s r sk k lP P P , ,r s r sH H H   ve   
1 1, l, :

r r s sr s k k lI k l P k P P l Pve
 

      , 

1

r

r

k

r

k

P
Q

P


 , 

1

s

s

l

s

l

P
Q

P


  

ve ,r s r sQ Q Q  olsun. Eğer her k  ve l  için 1kp   ve 1lp   olarak alınırsa 
,r sH , 

,
,

r skP  
,r sQ  ve 

,r sI   sırasıyla ,r sh , ,r sk , ,r sq  ve ,r sI ’ye indirgenmiĢ olur [24]. 

 

Tanım 3.1.33 X  , X ’in tüm alt kümelerinin ailesi   2XP X   olmak üzere, 2XI   

sınıfına aĢağıdaki Ģartlar sağlandığı takdirde X ’de bir idealdir denir:  

 

i)  , 

ii) ,A B I  için A B I  , 

iii) Her A I  ve B A  için B I . 

X I , yani  2XI P X   ise I ’ya aĢikar olmayan ideal denir [40-41]. 
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Tanım 3.1.34 IN  pozitif tamsayılar kümesinin alt kümelerinin boĢtan farklı bir F  ailesi için  

 i) F   

 ii) Her ,A B F  için A B F   

 iii) Her A F  ve B A  için B F , 

 

Ģartları sağlanıyor ise F  ailesine süzgeç denir. AĢağıdaki durum ideal ile filtre kavramları 

arasındaki iliĢkiyi açıklamaktadır  

 

   : : \F I M X A I M X A     . 

 

 F I  ya I  ideali ile iliĢkilendirilmiĢ filtre denir. X ’de aĢikar olmayan I  idealine her bir 

x X  için  x I  ise uygun (admissible) ideal denir [41].  

 

Tanım 3.1.35 2INI  , IN ’de aĢikar olmayan bir ideal olarak verilsin. Her 0  için          

 

   : nA n IN x L I       

 

ise  nx  dizisine L  sayısına I -yakınsaktır denir ve -limn nI x L   olarak yazılır [41]. 

 

Tanım 3.1.36 Bir  kx x
 
dizisine her 0   ve 0   için  

 

 
1

: : kn IN k n x L I
n

 
 

      
 

 

 

ise I -istatistiksel yakınsaktır veya  S I -yakınsaktır denir. Bu durumda   kx L S I  veya 

 -limk kS I x L   olarak yazılır. Tüm istatistiksel yakınsak sayı dizilerinin kümesi  S I  ile 

gösterilir [42]. finI I
 
( IN ’nin tüm sonlu alt kümelerinin ideali) için, I -istatistiksel yakınsaklık 

istatistiksel yakınsaklık ile çakıĢır [42]. 

 

Tanım 3.1.37  Bir  kx x  dizisine her 0   ve 0   için  
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1

: :r k

r

r IN k I x L I
h

 
 
      

 
 

 

 ise L ‘ye I -lacunary istatistiksel yakınsaktır (veya  S I -yakınsaktır) denir. 

Buna göre,  -limk kS I x L    veya   kx L S I  olarak yazılır. Tüm I -lacunary 

istatistiksel yakınsak dizilerin sınıfı  S I  ile gösterilecektir [42]. 

 

Tanım 3.1.38 Bir  kx x  dizisine her 0   ve 0   için  

 

 
1

: :r k k

r

r IN k I p x L I
H

 
 

      
   

 

 

 ise L sayısına ağırlıklı lacunary I -istatistiksel yakınsaktır (veya    ,R
S I


-yakınsaktır) denir. 

Buna göre,    ,
-limk kR

S I x L
    veya 

    ,k R
x L S I


  olarak yazılır. Tüm ağırlıklı 

lacunary I -istatistiksel yakınsak dizilerin sınıfı    ,R
S I


 ile gösterilecektir [43]. 

finI I  için, 

   ,R
S I


 yakınsaklık  ,R

S


 ile çakıĢır. Her k IN  için 1kp   ise    ,R
S I


-yakınsaklık,  S I -

yakınsaklığa indirgenir [44]. 

 

Tanım 3.1.39  0 1   olmak üzere, bir  kx x  dizisine her 0   ve 0   için  

 

 
1

: : kn IN k n x L I
n

 
 

      
 

 

 

 ise L ‘ye  . dereceden I -istatistiksel yakınsaktır (veya  S I


-yakınsaktır) denir. 

Buna göre,   -limk kS I x L


   veya   kx L S I


  olarak yazılır. Tüm I -istatistiksel 

yakınsak dizilerin sınıfı  S I


 ile gösterilir [44]. 
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Tanım 3.1.40  0 1   olmak üzere, bir  kx x  dizisine her 0   ve 0   için  

 
1

: :r k

r

r IN k I x L I
h

 
 
      

 
 

 

 ise L ‘ye  . dereceden I -lacunary istatistiksel yakınsaktır (veya  S I -yakınsaktır) denir. 

Buna göre,   -limk kS I x L


    veya   kx L S I


  olarak yazılır. Tüm I -lacunary 

istatistiksel yakınsak dizilerin sınıfı  S I


  ile gösterilecektir [44]. 
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4. BULGULAR 

 

 

4.1 Çift İndisli Dizilerde .  Dereceden Ağırlıklı Lacunary Hemen Hemen İstatistiksel 

Yakınsaklık 

 

Bu bölümde, çift indisli dizilerin  . dereceden ağırlıklı lacunary hemen hemen istatistiksel 

yakınsaklığını tanımlayacağız. Ayrıca bazı kapsama bağıntılarını vereceğiz. 

 

Tanım 4.1.1 0 < 1   olarak verilsin. Eğer her 0   için p  ve q ’ ya göre düzgün olarak 

 

 
  

,

1
lim : 0n m k l klpq

m n

n m

P k P ve l P p p t x L
P P





       

 

olacak Ģekilde bir L  reel sayısı varsa  ijx x  çift indisli dizisine L ’ye  . dereceden hemen 

hemen ağırlıklı istatistiksel yakınsaktır denir ve 2 ,limi j ijR
S x L

   Ģeklinde gösterilir.  . 

dereceden tüm çift hemen hemen ağırlıklı istatistiksel yakınsak dizilerin kümesi 2R
S

 
Ģeklinde 

gösterilir. 1   için çift dizilerin hemen hemen ağırlıklı istatistiksel yakınsaklık tanımı elde 

edilir. 

 

Tanım 4.1.2 0 1   olacak Ģekilde herhangi bir   reel sayısı verilsin ve rsH 
, rsH

 
’nin  . 

kuvvetini göstermek üzere, her 0   için p  ve q ’ ya göre düzgün olarak  

 

    
,

1
lim , : 0rs k l klpq

r s
rs

P k l I p p t x L
H




      

 

olacak Ģekilde bir L  reel sayısı var ise  ijx x  çift indisli dizisine  . dereceden  
 2

,, r sR
S


-

yakınsaktır denir.  ijx x  dizisinin L ’ye  . dereceden 
 2

,, r sR
S


-yakınsak olması durumunda 

 2
,, ,-lim

r sR i j ijS x L


    Ģeklinde gösterilir. Tüm  . dereceden hemen hemen ağırlıklı lacunary 

istatistiksel yakınsak dizilerin kümesi  2
,, r sRS



  Ģeklinde gösterilir.  
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Tanım 4.1.3 0 1   olacak Ģekilde herhangi bir reel sayı ve t  pozitif reel sayı olsun. Eğer p  

ve q  ya göre düzgün olarak     

 

 

 
,

,

1
lim 0

rs

t

k l klpq
r s

k l Irs

P p p t x L
H



    

 

ise  ijx x  dizisine L ’ye kuvvetli    ,r s
R t


 -toplanabilirdir denir. Tüm kuvvetli    rs
R t


 -

toplanabilir dizilerin kümesini    rs
R t


  Ģeklinde göstereceğiz. 1t   için    rs
R t


  dizi uzayı  rs
R


  

dizi uzayına indirgenir ve bu uzay tüm  .dereceden kuvvetli  rs
R


 -toplanabilir dizilerin uzayı 

Ģeklinde adlandırılır. 

 

Her ,k l IN  için 1k lp p   alınırsa    rs
R t


  uzayı, [19]’daki çalıĢmada tanımlanmıĢ olan 

   rs
W t



  uzayına indirgenir. 

 

Teorem 4.1.4 Eğer 0< 1    ise    
2

2,
,

,
,r s

r s

R
R

S S
 




  kapsama bağıntısı sağlanır. 

 

İspat: 0< 1    olsun. Buna göre her 0   için  

 

    
,

1
sup , :rs k l klpq

p qrs

k l I p p t x L
H 

    

    
,

1
sup , :rs k l klpq

p qrs

k l I p p t x L
H

     . 

 

Böylece    
2

2,
,

,
,r s

r s

R
R

S S
 




  elde edilir.  

 

Teorem 4.1.5 0< 1  ,   ,rs r sk l   bir çift lacunary dizisi olsun. Eğer liminf >1r rQ  ve 

sliminf >1s Q  ise  2 2
,, r sR RS S

 

  dir. 
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İspat: liminf >1r rQ  ve 
sliminf >1s Q  olduğunu varsayalım. Bu durumda yeterince büyük r, s 

değerleri için 1rQ    ve 1sQ    olacak Ģekilde bir >0  vardır öyle ki 
1

r

r

k

H

P







 ve 

1

1
s

s

l

H

P 



. 2

,
- limR ij

i j
S x L



  olsun. Buna göre yeterince büyük r  ve s  değerleri için 

 

 
  

,

1
sup ve :

r s

r s

k l k l klpq
p q

k l

k P l P p p t x L
P P


     

                                   
 

    ,
,

1
sup , :

r s

r s k l klpq
p q

k l

k l I p p t x L
P P


     

 
    '

,
,

1
sup , :

r s

rs
r s k l klpq

p qrs
k l

H
k l I p p t x L

HP P



 
     

    '

,
,

1
sup , :

r s

rs
r s k l klpq

p qk l rs

H
k l I p p t x L

P P H






 
    
 
 

 

    
2

'

,
,

1
sup , :

1
r s k l klpq

p qrs

k l I p p t x L
H










 
    

 
. 

 

Böylece  2
,, ,-lim

r sR i j ijS x L


  
 
 elde edilir ve bu da ispatı tamamlar. 

 

Teorem 4.1.6 0< 1  ,   , ,r s r sk l   bir çift lacunary dizisi olsun. Eğer limsupr rQ   ve 

limsups sQ 
 
ise  2 2,R RS S

 

   elde edilir. 

 

İspat: Varsayalım ki  limsupr rQ   ve limsups sQ  olsun. Buna göre her ,r s IN  için 

< KrQ  ve < KsQ  olacak Ģekilde bir 0K   sayısı vardır.  2
,, ,-lim

r sR i j ijS x L


    ile birlikte 

 2
,, r sRx S



  olsun.  

 

    ,: , :rs r s k l klpqN k l I p p t x L                                                (4.1.1) 
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alalım.  2 ,RS


  nın tanımından ve  (4.1.1) denkleminden, verilen bir 0   ve her 0r r , 0s s  

için <rs

rs

N

H 
  olacak Ģekilde 0r , 0s IN  vardır.   

 

 0 0: max :1 ve1rsM N r r s s      

 

olsun ve m ve n, 1<r rk n k   ve 1<s sl m l   Ģartlarını sağlayan herhangi pozitif tamsayılar olsun. 

Böylece her p  ve q  için  

 

                                 
 

  
1

ve :n m k l klpq

n m

k P l P p p t x L
P P


     

                              

 
  

1 1

1
ve :

r s

r s

k l k l klpq

k l

k P l P p p t x L
P P




 

      

                              

       

0 0

0 0
1 1 1 1

,

, 1,1 < < j

1 1

r s r s

r s

ij ij

i j r i r s s
k l k l

N N
P P P P

 

   

   

    

                              

       

0 0

0 0
1 1 1 1

< < j

1

r s r s

r s ij rs

r i r s s rs
k l k l

M N H

HP P P P



  

   

  

    

                              

 

 
 

0 00 0

1 1 1 1

r s r s

r s r s

k l k lr s

k l k l

P P P PM

P P P P



 


   


   

                               

 
0 0

1 1
1 1

r s

r s
r s

r s k l

k l
k l

M P P

P PP P






 
 

 
   

 
 

 

                     

 
0 0

1 1r s

r s

r s

k l

M
Q Q

P P

 




 

    

                              

 
0 0

1 1

2

r s

r s

k l

M
K

P P




 

    

 

sağlanır. ,r s   iken 
1rkP

  ve 

1sl
P


  (Pringsheim anlamında) olduğundan 
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1

ve : 0 ,n m k l klpq

n m

k P l P p p t x L m n
P P

       

 

elde edilir. 

 

Teorem 4.1.7 0< 1    ve t  pozitif bir reel sayı olsun. Buna göre    , ,r s r s
R t R t
 

   

kapsama bağıntısı sağlanır. 

 

İspat:     ,r sijx x R t


   olsun. Verilen bir pozitif t  sayısı ve 0 < 1    olacak Ģekildeki 

0   ve 0   için  

 

 

   
 , ,, ,, ,

1 1

r s r s

t t

k l klpq k l klpq

k l I k l Ir s r s

p p t x L p p t x L
H H 

 

     

 

elde edilir ve böylece yukarıdaki eĢitliğin her iki tarafından r ve s üzerinden Pringsheim 

anlamında limit alınarak sonuç elde edilir. 

 

Bir önceki teoremin bir sonucu olarak aĢağıdaki sonuca ulaĢılır. 

 

Sonuç 4.1.8  0 < 1    ve t  pozitif reel sayı olsun. Buna göre  

i)    ise    , ,r s r s
R t R t
 

  . 

ii) Her  0,1   ve 0 t  için    , ,r s r s
R t R t
 

  .
 

 

Teorem 4.1.9   ve  ,  0 < 1    olacak Ģekilde sabit reel sayılar olsun. Eğer , ,r s r sI I   ise 

 2,
,,r s

r sR
R S
 




  kapsama bağıntısı sağlanır. 

 

İspat:       ', :
rsP rs k l klpqK k l I p p t x L      ve 

,r s
x R



  olsun. Bu durumda p ve q  ya 

göre düzgün olarak 
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,

,

1
lim 0

rs

k l klpq
r s

k l Irs

P p p t x L
H



   . 

 

Her p  ve q  için  

 

                          
 

 
 

 
', ,

1 1

rs rs

k l klpq k l klpq

k l I k l Irs rs

p p t x L p p t x L
H H 

 

     

                       
 

 
 

 
' ', ,

1 1

rs rs

k l klpq k l klpq

k l I k l Irs rs

p p t x L p p t x L
H H 

 

      

                       
 

   
',

1 1
rs

rs

k l klpq P

k l Irs rs

p p t x L K
H H 

 


    

                        
1

rsP

rs

K
H 

   

 

olduğundan 
 2

,, r sR
x S




  elde edilir. 

 

Sonuç 4.1.10   sayısı, 0 1   olacak Ģekilde sabit bir reel sayı değeri olsun. 

 

i) Eğer bir dizi L ’ye kuvvetli 
,r s

R


 -toplanabilir ise L ’ye  2
,, r sRS



 -yakınsaktır, yani; 
,r s

R


 

 2
,, r sRS



 ’dir. 

ii) 0 1   için  2
, ,,r s r sRR S



  ’dir. 

 

Teorem 4.1.11 0 1   olmak üzere aĢağıdaki durumlar sağlanır: 

 

i) Her ,k l IN  için 1kp   ve 1lp   ise ,
,
- -lim - -lim

r s
r s

W P x R P x L

    ile birlikte  

,
,

r s
r s

W R

   kapsama bağıntısı sağlanır. 

ii) Her ,k l IN  için 1kp   ve 1lp   ve  r

r

H

h
 ve s

s

H

h
 üstten sınırlıysa

,
,
- -lim - -lim

r s
r s

R P x W P x L

    ile birlikte  

, ,r s r s
R W
 

   kapsama bağıntısı sağlanır. 
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        İspat i) 0 1   olmak üzere bir  ijx x  dizisine 
rs

R
-toplanabilirdir denir eğer  

 

 

   
,

,

1
lim 0, ve ’ya göre düzgün

rs

k l klpq
r s

k l Irs

P p p t x L p q
H



   . 

 

Her ,k l IN  için 1k lp p   olarak seçilirse 
rs

R
 dizi uzayı 

rs
W 

  dizi uzayına indirgenir: 

 

   
  ,

,
,

1
: lim 0

rs

r s

ij klpq
r s

k l Irs

W x x P t x L
h



 


  
     
  

 . 

 

Eğer her ,k l IN için 1kp   ve  1lp   ise her ,r s IN  için r rH h  ve 
s sH h  olur.  Böylece 

 

10 1r

r

H
M

h
    (her r IN )  ve 20 1s

s

H
M

h
    (her s IN )   

 

olur. lim
rs

W P x L

     ile birlikte 
rs

x W

  olsun. Her 0   ve her ,p q  için 
1,2 1 2M M M    

olmak üzere,  

 

                                           
 

 
,

1

rs

k l klpq

k l Irs

p p t x L
H



  

                                            =
 

 
,

1

rs

k l klpq

k l Ir s

p p t x L
H H 



  

     

 
,

1 2

1

rs

k l klpq

k l I
r s

p p t x L
M h M h




   

                                           

   
 

 ,
1,2

1

rs

klpq

k l I
r s

t x L
M h h




   

                     
   

 
 ,

1,2

1

rs

klpq

k l I
r s

t x L
M h

 


   

 

elde edilir. Pringsheim anlamında limit alınırsa ,r s   için, istenilen sonuca ulaĢılır. 
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ii) r

r

H

h
 ve s

s

H

h
 üstten sınırlı olsun ve her ,k l IN  için 1kp   ve 1lp   olsun. Her ,r s IN  için 

r rH h  ve 
s sH h   elde edilir. Buna göre 11 r

r

H
N

h
     (her r IN  için) ve 

21 s

s

H
N

h
     (her s IN  için) olacak Ģekilde 

1N  ve 
2N  sabitleri vardır. 

,
lim

r s
R P x L

      

ile birlikte 
,r s

x R

  olsun. Böylece  her p, q için 

    

   
 

 
   

 
, ,

1 1

rs rs

k l klpq k l klpq

k l I k l Irs
r s

p p t x L p p t x L
h h h


 

     

   <
 

 1 2

, rs

k l klpq

k l Ir s

N N
p p t x L

H H





 
 

 
  

    =
   

 1,2

, rs

k l klpq

k l I
r s

N
p p t x L

H H






  

     =
   

 1,2

, rs

k l klpq

k l Irs

N
p p t x L

H






   

 

       sağlanır. 
1,2 1 2N N N  olmak üzere. ,r s   iken Pringsheim anlamında limit alınırsa sonuç elde  

        edilmiĢ olur. 

 

Teorem 4.1.12 0 1   olmak üzere aĢağıdaki durumlar sağlanır: 

 

i) Her ,k l IN  için 1kp   ve 1lp   ise  2
,

,
,- -lim - -lim

r s
r s

RS P x S P x L


    ile birlikte  

 2
,

,
, r s

r s
RS S


   elde edilir. 

ii) Her ,k l IN  için 1kp   ve 1lp   ve  r

r

H

h
 ve s

s

H

h
 üstten sınırlıysa

 2
, ,, - -lim - -lim

r s r sRS P x S P x L
 

    ile birlikte   2
, ,, r s r sRS S

 

   kapsama bağıntısı sağlanır. 

 

İspat i) 
,r s

x S

  olsun. Bir önceki teoremdeki benzer metod uygulanırsa her p ve q için ve her 

0   için  
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    '1
, :rs k l klpq

rs

k l I p p t x L
H

    

=
 

  
1 1

1
 ve :

r r s sk k l l k l klpq

r s

P k P P l P p p t x L
H H




 
       

   
  

1 11 1

1 2

1 1
.  ve :

r r s sk r k r l s l s k l klpq

r s

P k k P k P l l P l p p t x L
M M h h

 


              

   
  1 1

1,2

1 1
.  ve :r r s s klpq

rs

k k k l l l t x L
hM

 
         

                           
   

    ,

1,2

1 1
. , :r s klpq

rs

k l I t x L
hM

 
    . 

 

ii) Her  0   ve her ,p q  için 

 

                           
 

    ,

1
, :r s klpq

rs

k l I t x L
h


    

                           

 
  1 1

1
 ve :r r s s klpq

r s

k k k l l l t x L
h h


         

 

 
  

1 1

1 2

1 1 ve :
r r s sr k r k r s l s l s k l klpq

r s

N N
k P k k P k l P l l P l p p t x L

H H






                

                            
 
 

  
1 1

1,2
 ve :

r r s sk k l l k l klpq

rs

N
P k P P l P p p t x L

H






 
        

                            
 
 

    1,2 ', :rs k l klpq

rs

N
k l I p p t x L

H




     

 

elde edilir. ,r s   için Pringsheim anlamında limit alınırsa, ispat tamamlanmıĢ olur. 

 

Teorem 4.1.13 0 1   olsun. Eğer 
,
lim inf >0

r s

rs

r s
k l

H

P P




  ise  2 2 ,R RS S



  elde edilir. 
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İspat:  Verilen bir 0  için   

 

                         ', : ve :
r srs k l klpq k l k l klpqk l I p p t x L k P l P p p t x L          

 

kapsama bağıntısı sağlanır. Buna göre  

 

  
1

ve :
r s

r s

k l k l klpq

k l

k P l P p p t x L
P P

     

                                         

    
1

, :

r s

rs k l klpq

k l

k l I p p t x L
P P

     

    
1

, :

r s

rs
rs k l klpq

k l rs

H
k l I p p t x L

P P H




     

 

elde edilir. 
,

liminf >0

r s

rs

r s
k l

H

P P



 olduğundan ,r s   için Pringsheim anlamında limit alınırsa 

 2 2
,, r sR RS S



  kapsama bağıntısı sağlanmıĢ olur. 

 

Teorem 4.1.14   ,rs r sk l   ve   ,rs r su v   iki çift lacunary dizisi olsun,   ve   ise 

0 1     Ģartını sağlasın ve rs rsI J   kapsama bağıntısı her ,r s IN  için sağlansın. Eğer  

 

                                                         
,

liminf > 0rs

r s
rs

H

L





 

  

ise 
   2

2 ,
,

R
R

S S
 


 
  elde edilir.

 

 

İspat: Varsayalım ki her ,r s IN  için 
rs rsI J   olsun ve 

,
lim inf > 0rs

r s
rs

H

L




 sağlansın. Verilen her

0   için  

 

         ' ', : , :rs k l klpq rs k l klpqk l I p p t x L k l J p p t x L         
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elde edilir ve böylece her ,r s IN  için 

 

         
1 1

, : , :rs
rs k l klpq rs k l klpq

rs rs rs

H
k l J p p t x L k l I p p t x L

L L H



  
          

 

sağlanır. ġimdi ,r s   için son eĢitsizlikte Pringsheim anlamında limit alınırsa ve 

,
lim inf >0rs

r s
rs

H

L




 denklemini kullanarak 

   2
2 ,

,
R

R
S S
 


 
  kapsama bağıntısı elde edilir. 
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4.2 Dizilerin  . Dereceden Ağırlıklı Lacunary İstatistiksel Yakınsaklığının İdeal Versiyonu 

 

Bu bölümde, dizilerin  . dereceden ağırlıklı lacunary istatistiksel yakınsaklığının ideal 

versiyonu incelenmiĢtir. Ayrıca bazı dizi uzayları tanımlanarak literatürdeki dizi uzaylarıyla 

aralarındaki kapsama bağıntıları verilmiĢtir. 

 

Tez çalıĢması boyunca aksi belirtilmedikçe I  aĢikar olmayan, uygun ideal olarak kabul 

edilecektir. 

 

Tanım 4.2.1  rk   bir lacunary dizisi olsun ve 0 1   verilsin. Bir  kx x  dizisine L’ye 

 . dereceden I -ağırlıklı lacunary istatistiksel yakınsaktır (veya L ’ye    ,R
S I


-yakınsaktır) 

denir eğer her 0   ve 0   için  

 

                                          '1
: :r k k

r

r IN k I p x L I
H

 
 
      

 
 

 

ise. Bu durumda    ,
lim kR
k

S I x L




   veya 
    ,k R

x L S I


  olarak yazılır. Tüm  . 

dereceden I -ağırlıklı lacunary istatistiksel yakınsak dizilerin sınıfı    ,R
S I


 ile gösterilecektir. 

 

finI I  ve 1   için    ,R
S I


 yakınsaklık  ,R

S


 ile çakıĢır  [22]. Eğer 1   ve her k IN  için 

1kp   ise    ,R
S I


-yakınsaklık,  S I  yakınsaklığa indirgenir [43]. 

 

Teorem 4.2.2 0 1    ve   kx x  ile  ky y  reel sayı dizileri olsun. Buna göre aĢağıdakiler 

sağlanır:  

 

i)     0,
lim kR
k

S I x x




   ve c IR  ise     0,
lim kR
k

S I cx cx




 
 
olur. 

ii) Eğer     0,
lim kR
k

S I x x




   ve     0,
lim kR
k

S I y y




   ise       0 0,
lim k kR
k

S I x y x y




    . 

 

İspat:  i) 0c   için eĢitliğin sağlandığı kolayca görülebilir. Varsayalım ki 0c   olsun. Buna 

göre  
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 ' '

0 0

1 1
: :r k k r k k

r r

k I p cx cx k I p x x
H H c 




  
       

  

 

 

eĢitliği elde edilir.

 

Böylece herhangi bir 0   için

 
 

  

   ' '

0 0

1 1
: : : :r k k r k k

r r

r IN k I p cx cx r IN k I p x x c I
H H 

   
   
              

   
 

 

sağlanır.     0,
lim kR
k

S I x x




   olduğundan ikinci kısımdaki küme I ’ya aittir ve böylece ispat  

tamamlanır.  

 

ii)                      '

0 0

1
:r k k k

r

k I p x y x y
H

      

                     ' '

0 0

1 1
: :

2 2
r k k r k k

r r

k I p x x k I p y y
H H 

    
          

   
 

 

eĢitsizliğinden yola çıkarak herhangi bir 0  için  

 

    '

0 0

1
: :r k k k

r

r IN k I p x y x y
H

 
 
       

 
 

' '

0 0

1 1
: : : :

2 2
r k k r k k

r r

r IN k I p x x r IN k I p y y
H H 

 
 

      
                  

      
 

 

kapsama bağıntısı elde edilir. Sağ taraftaki küme I ’ya ait olduğundan, idealin tanımından 

soldaki küme de I ’ya ait olur ve böylece ispat tamamlanmıĢ olur.

 
 

Teorem 4.2.3 Eğer 0 1     ise        , ,R R
S I S I 

 
  kapsama bağıntısı sağlanır. 

 

İspat:                      ' '1 1
: :r k k r k k

r r

k I p x L k I p x L
H H 
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eĢitsizliğinden herhangi bir 0   için  

 

   ' '1 1
: : : :r k k r k k

r r

r IN k I p x L r IN k I p x L I
H H 

   
   
              

   
 

            

elde edilmiĢ olur. 
    ,k R

x L S I


  olduğundan sağdaki küme I ’ya aittir. Böylece ispat 

tamamlanır. 

 

Sonuç 4.2.4 0 1   olmak üzere, eğer bir ( )kx x  dizisi bir L  sayısına  -mertebeden I -

ağırlıklı lacunary istatistiksel yakınsak ise L  sayısına I -ağırlıklı lacunary istatistiksel 

yakınsaktır, yani;        , ,
lim lim

R R
S I x S I x L

 
     ile birlikte        , ,R R

S I S I

 
  dır. 

 

Tanım 4.2.5 Bir  kx x  dizisi L ’ye    , ,rR p I


 -toplanabilirdir eğer  limr rI W x L   

ise yani her 0   için,  
1

:
r

r k k

k Ir

W x p x
H



   olmak üzere   : rr IN W x L I     ise. Bu 

durumda     , , limrR p I x L


    veya     , ,k rx L R p I


  dır. 

 

Teorem 4.2.6  I P IN  bir uygun (admissible) ideal,  rk   bir lacunary dizisi ve '

r rI I
 

olsun. Buna göre     , ,k rx L R p I


  olması 
    ,k R

x L S I


  olmasını gerektirir. 

 

İspat: Varsayalım ki     , ,k rx L R p I


  olsun ve  rK   aĢağıdaki gibi tanımlansın:   

 

                            ': :r r k kK k I p x L      .                                                        (4.2.1)   

                            

Buna göre  

                                            
'

1 1

r r

k k k k

k I k Ir r

p x L p x L
H H 
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' '

1 1

r r

r r

k k k k

k I k Ir r

k K k K

p x L p x L
H H 

 

 

 

      

                                             

 

'

1

r

r

k k

k Ir

k K

p x L
H







   

                                             '1
:r k k

r

k I p x L
H

      

 

elde edilir ve böylece  

 

                                          
1 1

r

k k

k Ir

p x L
H 

   '1
:r k k

r

k I p x L
H

     

 

eĢitsizliği sağlanır.     , ,k rx L R p I


  olduğundan ikinci küme I  ’ya aittir ve böylece ispat 

tamamlanır. 

 

Teorem 4.2.7 k IN   için k kp x L M   ve '

r rI I  olsun. Eğer 
    ,k R

x L S I


  ise 

    , ,k rx L R p I


  olur. 

 

İspat:   Her k IN  için k kp x L M   ve '

r rI I  olsun. 
    ,k R

x L S I


  olsun ve  rK  , 

(4.2.1)  denkleminde tanımlandığı Ģekilde olsun. Her 0   için  

 

                                               
1

r

k k

k Ir

p x L
H



  

                                               
'

1

r

k k

k Ir

p x L
H



   

         
' '

1 1

r r

r r

k k k k

k I k Ir r
k K k K

p x L p x L
H H 

 
 
 

      

                                               
1

r

r

M K
H
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elde edilir. Sonuç olarak  

 

1
:

r

k k

k Ir

r IN p x L
H




  
   

  
  '1

: :r k k

r

r IN k I p x L
H M




 
      
 

 

 

kapsama bağıntısı sağlanmıĢ olur. 
    ,k R

x L S I


  olduğundan ikinci küme I ’ya aittir ve 

böylece 

 

1
:

r

k k

k Ir

r IN p x L I
H




  
    

  
  

 

 elde edilir. Buna göre     , ,k rx L R p I


  olur. 

 

Teorem 4.2.8  0 1   olmak üzere, aĢağıdaki Ģartlar sağlanır: 

 

i)   Her k IN  için 1kp   ve   kx L S I


  ise 
    ,k R

x L S I



  olur. 

ii) r

r

H

h
 üstten sınırlı olsun. Eğer her k IN  için 1kp   ve 

    ,k R
x L S I




  ise 

  kx L S I


  olur. 

 

İspat: i) Her k IN  için 1kp   ise her r IN  için r rH h  olur ve buradan her r IN  için 

   r rH h
 
  elde edilir. Böylece 

10 1r

r

H
M

h
    olacak Ģekilde bir 1M  sabiti bulunabilir. 

Buradan her r IN  için     1 r rM h H
 
  elde edilir.   kx L S I



  olsun. Buna göre her 

0   için  

 

                                                
 '1

:r k k

r

k I p x L
H

    

 
1

1
:

r rk k k k

r

P k P p x L
H
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1 1

1

1
:

r rk r k r k k

r

P k k P k p x L
M h




         

 1

1

1 1
:r r k

r

k k k x L
M h 

      

                                                
 

1

1 1
:r k

r

k I x L
M h 

     

 

eĢitsizliği sağlanır. Bu yüzden verilen bir 0  için  

 

 '1
:r k k

r

k I p x L
H

      

    
  1

1
:r k

r

k I x L M
h




       

 

elde edilir. Buna göre,  

 

   '

1

1 1
: : : :r k k r k

r r

r IN k I p x L r IN k I x L M
H h



 
   

   
             

     

 

olur.

 

  kx L S I


  olduğundan sağ taraftaki küme I  ya aittir ve böylece      ,k R
x L S I




  

elde edilmiĢ olur.

  

ii) r

r

H

h
 üsten sınırlı olsun. Böylece 

21 r

r

H
M

h
     olacak Ģekilde bir 2M  sabiti vardır. 

Buradan her r IN  için 2r rH M h  elde edilir. Eğer her k IN için 1kp   ise r rH h  olur. 

Varsayalım ki  kx x  dizisi    ,R
S I




 ’da L  limitine yakınsasın. Buna göre her 0  için  

 

 
1

:r k

r

k I x L
h

    

            
 1

1
:r r k

r

k k k x L
h
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 2

1 :
r rr k r k k k

r

M
k P k k P p x L

H




        

                      
 2

1
:

r rk k k k

r

M P k P p x L
H




       

             
 '

2

1
:r k k

r

M k I p x L
H




      

 

olur. Bu yüzden verilen bir 0   için 

 

    
 

1
:r k

r

k I x L
h

      

                   
 '

2

1
:r k k

r

k I p x L
H M 


     . 

 

Böylece  

 

 
1

: :r k

r

r IN k I x L
h

 
 
     

 
  '

2

1
: :r k k

r

r IN k I p x L
H M 




 
      
   

 

olur. 
    ,k R

x L S I



  olduğundan sağdaki küme I ’ya aittir ve böylece   kx L S I



  olur. 

 

Teorem 4.2.9  Eğer liminf 0

r

r
r

k

H

P



   ve   k Rx L S I
 
 ise     ,k R

x L S I





 
 olur. 

 

İspat: Varsayalım ki liminf 0

r

r
r

k

H

P



   olsun, buna göre yeterince büyük r  değerleri için 

r

r

k

H

P



  olacak Ģekilde 0   vardır. Her 0   için ve yeterince büyük r ’ler için  

  limR k
k

S I x L


   ile birlikte    k Rx x S I   olsun. Buna göre  

 

                                                     

 
1

:
r

r

k k k

k

k P p x L
P
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:
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P k P p x L

P H








 
     

 
 

                   

 
1

1
:
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1
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k I p x L
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 elde edilir. Böylece verilen bir 0   için  

 

                                                  
 '1

:r k k

r

k I p x L
H

      

                                                   

 
1

:
r

r

k k k

k

k P p x L
P

         

 

olur. Buradan   

 

   '1 1
: : : :

r

r

r k k k k k

r k

r IN k I p x L r IN k P p x L
H P

    
    

              
      

             

                                  

 sağlanır.   k Rx L S I  olduğundan sağ taraftaki küme I ’ya aittir ve böylece 

    ,k R
x L S I




  elde edilir. 

 

Teorem 4.2.10  rk   ve ( )rs   her r IN  için r rI J    olacak Ģekilde iki lacunary dizisi 

olsun ve   ve  , 0 1     olacak Ģekilde seçilsin. Buna göre aĢağıdaki Ģartlar sağlanır:  

 

i) Eğer liminf 0r

r
r

H

L




  ise        , ,R R

S I S I 

 
  dır. 

ii) Eğer lim 1r

r
r

L

H 
  ise        , ,R R

S I S I 

 
  dır. 
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İspat: i) Varsayalım ki her r IN  için r rI J   olsun ve liminf 0r

r
r

H

L






 

sağlansın. Buna göre 

her 0  için  

 

                                  : :r k k r k kk J p x L k I p x L         . 

 

kapsama bağıntısı sağlanır. Böylece  

 

                             
1 1

: :r
r k k r k k

r r r

H
k J p x L k I p x L

L L H



  
           

 

elde edilir. liminf 0r

r
r

H

L




  olduğundan yeterince büyük r IN  için r

r

H

L




  olacak Ģekilde bir 

0   sayısı vardır. Buna göre 
1
,

r rr k kI P P


   ,  
1
,

r rr s sJ P P


   ,  
1r rr k kH P P


   ve 
1r rr s sL P P


   

olmak üzere verilen bir 0   ve        

     

 
1

:r k k

r

k I p x L
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 için  

 
1

:r k k

r

k J p x L
L

      

 

elde edilir. Böylece her r IN  için 

 

   
1 1

: : : :r k k r k k

r r

r IN k J p x L r IN k I p x L
L H 


  



   
              

   
. 

 

     ,k R
x S I


  olduğundan sağ taraftaki küme I ’ya aittir ve buradan       ,k R

x S I


  elde 

edilir. 
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ii)      ,k R
x S I


  olsun ve lim 1r

r
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H 
  sağlansın. ' 'r rI J  olduğundan her 0   ve her 
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r
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L
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x S I


  olduğundan        , ,R R

S I S I 

 
  elde edilmiĢ olur. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Bu tez çalıĢmasında çift indisli dizilerde  . dereceden ağırlıklı lacunary hemen hemen 

istatistiksel yakınsaklık kavramını tanımlayarak bazı kapsama bağıntılarını inceledik. Ayrıca 

dizilerin  . dereceden ağırlıklı lacunary istatistiksel yakınsaklığının ideal versiyonunu inceledik. 

Ayrıca bazı yeni dizi uzaylarını tanımlayarak literatürdeki dizi uzaylarıyla aralarındaki kapsama 
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bağıntılarını bulduk. Bulduğumuz sonuçlar baĢka uzaylara tanımlanabilir mi sorusu akla 

gelebilir. 

Bu durumda Ģu üç soru sorulabilir: 

I. Elde edilen sonuçlar Fuzzy normlu uzaylara aktarılabilir mi? 

II. Elde etmiĢ olduğumuz sonuçlar 2-normlu ve n-normlu uzaylarda elde edilebilir mi? 

III. Küme dizilerinin I-ağırlıklı lacunary istatistiksel yakınsaklığı tanımlanabilir mi? 

Bu soruların cevabı, hem yazar hem de okuyucular için bir araĢtırma niteliği taĢımaktadır.  
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