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OZET

DORDUNCU MERTEBEDEN BIR REGULER SINIR DEGER PROBLEMININ KOK
FONKSIYONLARININ TABANLIK OZELLIKLERI

Esma KARA KUZU
Yiiksek Lisans Tezi

Bitlis Eren Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danisman: Yrd. Dog. Dr. Ufuk KAYA
Haziran 2016, 51 sayfa

Bu tez calismasinda

seklindeki sinir deger problemi incelenmistir. Burada, A spektral parametre, q(x)e Li(O,l)

kompleks degerli fonksiyon, o herhangi kompleks sabit ve o =0,1'dir. Belirtelim ki, s6z

konusu smir deger probleminin sinir kosullar regiilerdir, fakat giiglii regiiler degildir. Bu
calismada baz1 kosullar altinda verilen sinir deger probleminin Ozdegerlerinin ve

O0zfonksiyonlarinin asimptotik davraniglar1 incelenmis ve kok fonksiyonlar sisteminin

L,(0,1) (1< p<o) uzaynda taban olusturdugu ispatlanmistir. Ayrica p=2 durumunda bu

tabanin kosulsuz oldugu gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Dordiincii dereceden &zdeger problemi; giiclii regiiler olmayan siir
kosullari; 6zdegerlerin ve 6zfonksiyonlarin asimptotik davranislari; kok fonksiyonlar1 sisteminin

tabanlik ozellikleri.



ABSTRACT

BASIS PROPERTIES OF ROOT FUNCTIONS OF A REGULAR FOURTH ORDER
BOUNDARY VALUE PROBLEM

Esma KARA KUZU
Master Thesis

Bitlis Eren University Graduate School of Natural and Applied Science
Department of Mathematics
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Ufuk KAYA
June 2016, 51 papers

In this thesis, it is investigated the boundary problem

y! Y g (x J)y=4y, (0<x<1)

y"(1)~(-1)" y"(0)+xy(0) =0,

(1) ~(-1)y"(0)=0,

y'(2)-(=2)"y'(0)=0,

y(1)-(-1)"y(0)=0,
where A is a spectral parameter, q(x)eL,(0,1) is complex-valued function, « is arbitrary
complex constant and o =0,1. Note that, the boundary conditions of this problem are regular,

but not strongly regular. In this work, it is established asymptotic formulae for eigenvalues and

eigenfunctions of the considered boundary value problem and proved that the system of root
functions forms a basis in the space Lp(O,l) (1< p <oo) under some conditions. Besides, it is

shown that this basis is unconditional for p=2.

Keywords: Fourth order eigenvalue problem, not strongly regular boundary conditions,

asymptotic behavior of eigenvalues and eigenfunctions, basis properties of the system of root
functions.
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SiIMGE VE KISALTMALAR DiZiNi

Dogal sayilar kiimesi {1.2,3,...,n,...}

Reel sayilar kiimesi

Kompleks sayilar kiimesi
z kompleks sayisinin eslenigi

f ve g vektorlerinin bulunduklar1 uzaydaki i¢ carpimlari

{xel |a<x<b}

{xel Ja<x<b}

[a, b] araliginda siirekli ve kompleks degerli tiim fonksiyonlarin uzay1
[a,b] araliginda n. mertebeden tiirevi var ve siirekli olan kompleks

degerli tiim fonksiyonlarin uzay1

b
1< p<oo durumunda .Hf(x)‘pdx Lebesque integrali sonlu olan

Olciilebilir fonksiyonlarin uzayi

1< p<oo ve nel] U{0} durumunda n. tiirevi var ve L (a,b) uzaymdan

olan fonksiyonlarin uzay1

Landau semboli

Kronecker deltasi. n=m ise 1, n=m ise 0 degerini alan fonksiyon

Vi



1.GIRiS

Bir sinir deger probleminin kok fonksiyonlar sisteminin farkli fonksiyonel uzaylarda tabanlik
ozelliklerinin incelenmesi lineer diferansiyel operatorlerin spektral teorisinin Onemli
problemlerinden biridir. Smir kosullart giiclii regiiler olan bir sinir deger probleminin kok

fonksiyonlar sisteminin L, uzayinda kosulsuz taban olusturdugu ispatlanmistir. Sinir kosullar
regliler fakat giiclii regiiler olmayan smir deger problemlerinin kok fonksiyonlar sisteminin

L, (0,1) (1 <p< oo) uzayinda taban olusturduguna ve olusturmadigina dair 6rnekler mevcuttur.

Biz bu tez ¢alismasinda
y"+q(x)y=2y (0<x<1)
U.(9)=y" 0~ y?(0)=0, (s=02)
Us(v)=y"(1)=(=2)" y"(0)+ay(0)=0,
bi¢imindeki simir deger problemini inceleyecegiz, burada A spektral parametre, q(x) € Li(O,l)

kompleks degerli fonksiyon, «, keyfi kompleks sabit ve o =0,1’dir. Problemin sinir kosullar

regiilerdir, fakat giiclii regiiler degildir.

Tezde q(x) fonksiyonu ve o, katsayisi iizerine uygun kosullar koyarak problemin
O0zdegerleri ve Ozfonksiyonlari i¢in asimptotik formiiller elde edecegiz ve kok fonksiyonlar

sisteminin L, (0,1) (1< p <) uzaylarinda tabanligini inceleyecegiz.



2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Giiglii regiiler sinir kosullarma sahip bir sinir deger probleminin kok fonksiyonlar sisteminin L,

uzayinda taban olusturdugu bilinmektedir [1,2,3]. Fakat kok fonksiyonlar sisteminin parantezli
tabanligin1 inceleyen caligmalar1 bir kenara birakirsak (bkz: [4]) gli¢lii regiiler olmayan sinir
kosullarina sahip adi diferansiyel operatorlerin kok fonksiyonlar sisteminin tabanlii heniiz

yeterince incelenmemistir. [2]’de kok fonksiyonlar sistemi L, uzaymnda taban olusturmayan ve

giiclii regiiler olmayan siir kosullarina sahip bir diferansiyel operatore 6rnek verilmistir.

1976°da N.I. Tonkin [5] bir homojen madde i¢in klasik olmayan bir 1s1 iletim problemini
arastirmistir. Degiskenlere ayirma yontemi kullanilarak problem asagidaki gibi bir siir deger
problemine indirgenmistir:
—y'=2y, y(0)=0, y'(0)=Yy'(2).
Buradaki sinir kosular regiilerdir fakat giiglii regiiler degildir. Problemin ikinci 6zdegerinden
sonraki biitlin 6zdegerleri iki katlidir ve ek fonksiyonlarin genel sayisi sonsuzdur. Buna ragmen,

bu problemin 6zel bir yolla se¢ilen kok fonksiyonlar sisteminin L, (0,1) uzayinda kosulsuz taban

olusturdugu ispatlanmistir.

[6]da q(x)eC(") [O,l] ve q(l)—q(O);tO kosullar altinda I(y): y”+q(x)y, Xe(O,l)
diferansiyel ifadesi ve periyodik (antiperiyodik) smir kosullari ile {iretilen diferansiyel
operatoriin sonlu sayidaki hari¢ tiim Ozdegerlerinin basit oldugu ve bu operatoriin kok

fonksiyonlar sisteminin L, uzayinda kosulsuz taban oldugu ispatlanmistir. Belirtelim ki

periyodik (antiperiyodik) sinir kosullar: regiilerdir fakat giiclii regiiler degildir.

A. S. Makin [7-12], P. B. Djakov ve B. S. Mityagin [13-16] giiglii regiiler olmayan sinir
kosullarina sahip Sturm-Liouville operatoriiniin bazi spektral 6zelliklerini detayli bir sekilde
incelemislerdir. [7]’de smnir kosullar1 regiiler olan fakat giiclii regiiler olmayan ve kok
fonksiyonlar sistemi L, uzayinda taban olusturmayan ikinci dereceden diferansiyel operatorlerin
genis bir sinifinin varligi ispatlanmustir. [13]’te kok fonksiyonlar sisteminin taban olusturmamasi

lizerine bazi kesin sonuglar elde edilmistir. Dahasi, [13]’te istenen mertebeden tlireve sahip



potansiyel fonksiyonu igeren ve kok fonksiyonlar sistemi L, uzayinda taban olusturmayan

diferansiyel operatdrlere 6rnekler verilmistir.

[17]’de F. Gesztesy ve V. Tkachenko periyodik ve antiperiyodik sinir kosullarina sahip

Schrodinger operatoriiniin kok fonksiyonlar sisteminin L, ’de Riesz tabani olusturmasi i¢in gerek
ve yeter kosullar elde etmisler; ayrica, kok fonksiyonlar sistemin L, (l< p< oo) uzayinda

tabanligin1 aragtirmiglardir.

[8]’de
I(y)=y"+a(x)y,
y'(1)=(-1)" y'(0)+ry(0)=0,
y(1)-(-1)" y(0)=0
diferansiyel operatdriiniin spektral ozellikleri incelenmistir, burada q(x)e L, (0,1)kompleks
degerli bir fonksiyon, y sifirdan farkli bir kompleks sabit ve o = 0,1 dir. Ispat edilmistir ki, s6z
konusu durumda kok fonksiyonlar sistemi I_Z(O,l) ’de taban olusturur. [14] ve [9]’da, y =0

kosulu altinda (periyodik ve antiperiyodik siir kosullar1) yukardaki operatériin kok fonksiyonlar

sisteminin tabanligl i¢in q(x) potansiyelinin Fourier katsayilarimin {lizerine gerek ve yeter

kosullar koyulmustur (bkz: [18, 19]). Belirtelim ki [14]’te ele alinan potansiyel fonksiyonlar
smifi yeteri kadar genistir (ispat [15]’te verilmistir). [14] ve [15]’te trigonometrik polinom
biciminde potansiyel fonksiyonlarina sahip bdyle operatorlerin kok fonksiyonlar sisteminin
Riesz tabanligi hakkinda baska onemli sonuglar elde edilmistir. Ayrica, son zamanlarda P. B.
Djakov ve B. S. Mityagin [16] tabanlik i¢in potansiyel fonksiyonunun (potansiyele herhangi bir
sinifta olma kisitlamasi koymadan, hatta dagilim potansiyelleri i¢in bile) Fourier katsayilari
tizerine genel bir Kriter ispatlamislardir. [20, 21-24] makalelerinde de sinir kosullari regiiler olan
fakat giiglii regiiler olmayan adi diferansiyel operatdrlerin sinir deger problemlerinin spektral

ozellikleri incelenmistir.

[25]’te N. B. Kerimov ve U. Kaya asagidaki problemi incelemislerdir:



2 +p1(x)y’+ po(X)yley, (0<x<1)
"(1)—(-1)" y"(0)+ay,Y"(0)+ ;Y (0)+ a3,y (0) =0,

N. B. Kerimov ve U. Kaya, a,, #a;,+0a,, oldugunda, yukardaki problemin sonlu sayidaki

hari¢ 6zdegerlerinin basit oldugunu ve kok fonksiyonlar sisteminin L (0,1) (1< p<x)

uzaymda taban oldugunu ispatlamislardir. [26-27]’de N. B. Kerimov ve U. Kaya yukaridaki
problemde c¢oziilmeyen durumlarda 6zdegerlerin basitligini elde etmis ve kok fonksiyonlar

sisteminin tabanligini ispatlamiglardir. [28]’de H. Giines, N. B. Kerimov ve U. Kaya
yM 4, (X) Y+ P (X) Y+ po(X)y=4y,  (0<x<1)
y"(1)-(=2)"y"(0)=0,

y"(1)-(-1)" y"(0)=0
y'(2)-(-2)"y'(0)=0,
y(1)-(-1)"y(0)=0

bigimindeki periyodik-antiperiyodik sinir deger probleminin 6zdegerlerinin basitligini elde etmis

ve kok fonksiyonlar sisteminin tabanligini ispatlamislardir. Bu tez calismasi [25-28] deki

yontemlerin gelistirilmesiyle elde edilmistir.



3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde, bulgular kisminda kullanilacak bazi tanimlar ve temel teoremler verilecektir.
3.1. Lineer Diferansiyel Operatoriin Tanim ve Temel Ozellikleri
3.1.1. Temel Kavramlar

Tanmm 3.1.1.1 [29]. X 2 bir kiime, +: X xX — X ve -:[J xX — X iki doniisiim olsun.
Asagidaki kosullar saglanirsa X ’e bir lineer uzay veya vektor uzayi denir:

1. Vx,ye X, X+y=y+X,
2.V y,ze X, x+(y+2z)=(x+y)+z,

3. 30 X : VXxe X, x+0=X,
4. VxeX,yeX: x+y=40,

5 Vaell, Vx,ye X, a(x+y)=ax+ay,
6. Va,bell, Vxe X, (a+b)x=ax+bx,
7. Va,bell, vxe X, a(bx)=(ab)x,

8. Yxe X, Ix=X.

Tamim 3.1.1.2 [29]. X bir lineer uzay, =D c X olsun. Va,bell, Vx,yeD: ax+byeD

kosulu saglaniyorsa D ’ye X ’in bir alt uzay1 denir.

Tanim 3.1.1.3 [29]. X bir lineer uzay, c,C,,...,.C,€ll Vve X,X,,...,X €X olsun,

CX +C,X, +---+C X, elemanina X, X,,...,X, elemanlarmin bir lineer kombinasyonu denir.

W < X olsun. W *nun bostan farkli tiim sonlu alt kiimelerinin elemanlarinin biitiin lineer

kombinasyonlariin kiimesi X ’in bir alt uzayidir ve bu uzay SpanW ile gosterilir. SpanW alt

uzayina W ’nun iirettigi veya gerdigi uzay denir.



Tamim 3.1.1.4 [29]. X bir lineer uzay ve x,X,,...,X, € X olsun. “C¢X, +C,X, +---+C X, =6 =
Cc,=C,=---=C,=0" kosulu saglaniyorsa X,X,,...,X, elemanlarma lineer bagimsiz, aksi

takdirde lineer bagimli denir. W < X sonsuz elemanlt olsun. W ’nun her sonlu sayida elemani

lineer bagimsiz ise W ’ya lineer bagimsizdir denir. Aksi halde lineer bagimlidir denir.

Tammm 3.1.1.5 [29]. X ve Y lineer uzaylar A: X —Y bir doniisim olsun. Va,bell,
VX, yeX, A(ax+by)=aA(x)+bA(y) saglaniyorsa A’ya bir lineer doniisim veya lineer

operator denir.

Tamm 3.1.1.6 [30]. X reel veya kompleks bir lineer uzay olsun. |-|: X —[ déniisiimii
asagidaki ozellikleri saglarsa (X,|-[) ikilisine bir normlu uzay denir:

1. wxeX: [x|20,|x|=0<x=0,

2wy ex: eyl <d+ Iyl

3. WxeX:Vael (0): |ax]|=|A|x|.

p(%,y)=|x-y| olsun. Bu durumda (X, p) bir metrik uzay olur. Bu metrik uzaya ||

normu ile liretilen metrik uzay denir.

Tanm 3.1.1.7 [30]. (X,]{|) normlu uzay olsun. (X, o) tam metrik uzaysa (X,|) e Banach

uzay1 denir.

Tamm 3.1.1.8 [30]. X kompleks bir lineer uzay olsun. () Xx X =[] doniisimi asagidaki
ozellikleri saglarsa (X,(- : )) ikilisine bir i¢ ¢carpim uzay1 denir:

1. WxeX: (xx)=0, (xx)=0=x=6,

2. wx,yeX: (xy)=(y.x),
3. WX, YV,zeX: VA, uel: (Ax+uy,z)=A(x2)+u(y.z).

|| =+/(x.X) olsun. Bu durumda (X||||) bir normlu uzay olur. Burdaki norma i¢ ¢arpimin

tirettigi norm denir. Eger (X , ||||) Banach uzayi ise (X (- )) uzayina bir Hilbert uzayi denir.



Tamm 3.1.1.9 [31]. (X||||) bir Banach uzay1 {ek}tj’ X ’de bir dizi olsun. Her f € X i¢in

f= ickek
k=1

k=00 PR . k=00 e . .
, saysal dizisi var ve tek ise {ek}k:1 dizisine X wuzaymin bir Schauder

olacak bigimde {c,}

tabani ya da sadece tabani denir.

{ek}::f sistemi X wuzaymin bir tabani olsun. [J 'nin her bir # permutasyonu igin

k=00 =00 . . . -
{ee(k)} sistemi de X ’in bir tabani ise {ek}t:l sistemine bir kosulsuz taban; aksi durumda
k=1 -

kosullu taban denir.

Teorem 3.1.1.1 [32]. Rouche Teoremi: f ve g fonksiyonlar1 [J ’nin bir B bolgesinde analitik
fonksiyonlar olsunlar. Eger B bdélgesinin sinirt iizerinde ‘f (Z)‘ > ‘g (Z)‘ kosulu saglaniyorsa f

ile f+g fonksiyonlarinin sifir yerlerinin sayisi aynidir.

Tamim 3.1.1.10 [33]. X bir Hilbert uzayi, {Xn} < X bir dizi olsun. Eger
(L 21 |2
0< D Jc,| x| <+eo
=1
durumunda
D cx, =6
n=1

saglanmiyorsa {Xn} dizisine bir @ -lineer bagimsiz sistem denir.

Tamim 3.1.1.11 [33]. X bir Hilbert uzayi, {Xn},{yn} c X iki dizi olsun. Eger

Dl =Y <40
n=1

saglantyorsa {X,} ve {y,} e karesel yakindir denir.

Teorem 3.1.1.2 [33]. Bir Riesz tabanina karesel yakin @-lineer bagimsiz sistem de Riesz

tabanidir.



o0 o0

Teorem 3.1.1.3 [34]. {1,\/50052n7zx,\/§sin 2n7rx}

 {v2cos(2n-1) zx,+/2sin (20 -1) ]

n=1 n=1

sistemlerinin ikisi de her p e (1,00) icin Lp (0,1) uzayinin tabanidir.

Teorem 3.1.1.4 [35]. Bir X Banach uzaymnda tam ve minimal bir {X,} sisteminin taban olmasi

igin gerek ve yeter kosul her N €[] ve her xe X igin

> (% ¥,)%,

n=1

<M|x|

olacak bigimde bir M >0 sabitinin bulunmasidir. Buradaki {y,} sistemi {x } e biortogonal

olan sistemdir.

Teorem 3.1.1.5 [36]. Riesz Teoremi: {Xn} v (a, b) ’de ortonormal ve diizgiin sinirli bir sistem,

1< p<2 olmak iizere fel, (a,b) ve {c,} dizisi f ’in Fourier katsayilar1 olsun. Bu takdirde

1 1 . .
—+— =1 esitligini saglayan q sayis1 i¢in
a

(3jer ] smil

olacak sekilde bir M >0 sabiti vardir.
3.1.2. Lineer Diferansiyel ifade

Tamm 3.1.2.1 [29].
1(y)=po (X) Y™ + o, (X)y" Y +---+ p, (X)y, xe[a,b]
seklindeki bir ifadeye lineer diferansiyel ifade denir. p,, p;,...,p, fonksiyonlarina lineer

diferansiyel ifadenin katsay1 fonksiyonlari, n sayisina da lineer diferansiyel ifadenin mertebesi

ad1 verilir.

1
Genelde ——, pl(X),..., P, (X) fonksiyonlarinin [a, b] araliginda siirekli oldugu kabul

Po (%)
edilir. Gerektiginde katsay1 fonksiyonlari iizerine daha az veya daha ¢ok kosul yiikleyecegiz. Her

bir yec™ [a,b] fonksiyonu i¢in I(y) [a,b] araliginda siirekli bir fonksiyonu temsil eder.
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3.1.3. Simir Kosullar

v.=v(a), y.=v'(a), y.=vy"(a),...,y{"V =y"(a) ve y, = y(b), v; =y'(b), y; =y"(b)

oy

= y(nfl) (b) olarak gosterelim. U (y) bu degiskenlere gore lineer bir ifade olsun:
U(Y)=aYa +ays+ Yo+ BYo + A+t BraVy -
Burada ay,a,..., 01, By B fyq €01 °dir. Eger birkag tane U, (y)=0, v —1m ifadesi

acikca belirtilmis ve y e c” [a, b] fonksiyonlar1 lizerine

U,(y)=0 (v:l,_m) (3.1)
kosullar1 konmugsa bu kosullara y € ct [a, b] iizerine konulan sinir kosullar1 denir.
(3.1) ile belirtilmis sinir kosullarini saglayan tiim y € c™ [a, b] fonksiyonlarinin kiimesini D ile
gosterelim. Agiktir ki D, C(”)[a,b] ‘nin alt uzayidir. (3.1) kosullarinin tiim kosullarinin tim

katsayilari sifirsa veya bu kosullar konmamigsa D = c® [a, b] dir.

Tamm 3.1.3.1 [29]. I(y) diferansiyel ifadesi ve (3.1) ile tanimli 6zel bir D alt uzay verilsin.

Her bir y e D fonksiyonuna bir u =1 (y) fonksiyonunu karsilik getirelim. Bu, tanim bolgesi D
olan lineer bir operatdr tanimlar. Bu operatorii L ile gosterecegiz:

u=Ly.
L operatoriine I(y) diferansiyel ifadesi ve (3.1) sinir kosullariyla tiretilen diferansiyel operator

denir.

(3.1) sinir kosullarindan bazilarinin digerlerinin lineer kombinasyonu olarak yazilabildigi
durumlar var olabilir. Bu durumda m tane sinir kosulundan lineer bagimli olanlar atilir. Biz
bundan sonra (3.1) smir kosullarmin lineer bagimsiz oldugunu, yani katsayilarindan olusan

matrisin rankinin m oldugunu varsayacagiz.



3.1.4. Lagrange Formiilii ve Eslenik Diferansiyel ifade

1(y)=p, () Y™ +p,(X)y"? + p,(x)y, xe[a,b]
diferansiyel ifadesindeki katsayi fonksiyonlar1 iizerine p, (X) ec™ [a,b] kosulunu koyalim.

y,Z ec [a,b] olsun. k kez kismi integrasyon ile

(3.2)
« (k)
+( ) '[y<pn k ) dX
elde ederiz. (3.2)’de k =0,n alip elde edilen denklemleri taraf tarafa toplarsak
b b
[1(y)zdx=P(5,¢)+ [ yI" (z)dx (3.3)
elde ederiz. Burada
- n— _\() n-1 /— \(n-1) —
I"(z)=(-1) (poz) +(-1) 1(plz) +et P,z (3.4)

ve P(n,¢)

(Yo Y Y Y Voo W),

£ = (za,za, ,zfi”‘l),zb,zt’,,...,zt(,”‘l))
degiskenlerine bagli bilineer bir ifadedir. (3.4) ile tamml |"(z) diferansiyel ifadesine I(y)

diferansiyel ifadesinin eslenigi ve (3.3) formiiliine Lagrange formiilii denir.

3.1.5. Eslenik Sinir Kosullar ve Eslenik Operator

u,u,,...,u ya,y;,...,yg”_l),yb,y{),...,yé”_l) degiskenlerine bagli lineer bagimsiz ifadeler

m

olsunlar. m<2n durumunda, U,,U,,...,U,, ifadelerinden olusan 2n sayida lineer bagimsiz

ifade elde etmek i¢in U U,, ifadelerini ekleyelim. Bu ifadeler lineer bagimsiz oldugundan

melre e

Voo Ve Yy vy

olarak ifade edilebilir.

degiskenleri U,,U,,...,U,, ifadelerinin lineer kombinasyonu

10



Lagrange formiiliinde bu ifadeleri yerine yazarsak P(77, 4 ) U,U,,...,U,, degiskenlerine

bagli  olur.  Ayrica P(77, ¢ ) 'nm V,,V,,....V,, ile gosterecegimiz  katsayilar

oo 2" degiskenlerine bagh lineer bagimsiz homojen ifadelerdir. O halde

Lagrange formiilii

b b
jl (y)zdx=UV,, +u2v2n_l+---+U2nvl+jy|*(z)dx (3.5)

halini alir.

V,=0,V,=0,..V, . =0 (3.6)

©r Y 2n-m
siir kosullaria (ve buna denk tiim sinir kosullarina)

U,=0,U,=0,...,U, =0 (3.7)
sinir kosullarinin eslenik sinir kosullart denir. L, I(y) diferansiyel ifadesi ve (3.7) smr
kosullariyla belirlenmis bir operator olsun. I*(y) ve (3.6) ile belirlenmis operatore L

operatoriiniin eslenik operatorii denir ve L ile gosterilir.

(3.5) - (3.7)’den

D ey T

L(y)de:iyL*(z)dx

veya
(Ly,z):(y, L*z)

yazilabilir.
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3.2. Bir Diferansiyel Operatoriin Ozdeger ve Ozfonksiyonlar

3.2.1. Ozdeger ve Ozfonksiyonlarin Tanim

L, n. mertebeden bir diferansiyel operator, A €[l olsun. Eger
Ly =1y
denklemi sifirdan farkli bir y fonksiyonu i¢in saglaniyorsa A sayisina L operatdriiniin bir

Ozdegeri, y fonksiyonuna da A 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyon denir. Varsayalim ki L
operatdrii 1(y) diferansiyel ifadesi ve
U,(y)=0....,U,(y)=0 (3.8)

siir kosullarindan olugmustur. O halde y 06zfonksiyonu L operatoriiniin tanim kiimesine ait

olmak zorundadir. Yani (3.8) sinir kosullari1 saglamalidir. Bdylece, bir L operatoriiniin

0zdegerleri A ’nin dyle degerleridir ki bu degerlerde
I(y)=4y, U,(y)=0 (v=1,_n) (3.9)

homojen sinir deger probleminin sifira 6zdes olmayan ¢6ziimii vardir. Sifira 6zdes olmayan

¢oziim A o6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyondur.

Aym1 A Ozdegerine ait Ozfonksiyonlarin bir lineer kombinasyonu yine A ’ya ait bir
ozfonksiyondur.  Yani Ly, =4y, ve Ly, =1y, ise  her c¢,c,ell icin
L(CY:+CY,) = A(CYs +CpY, ) “dir.
I(y) = Ay homojen denklemi verilen bir A parametresi i¢in n’den ¢ok lineer bagimsiz ¢dziime

sahip degildir. Belirtelim ki ayn1 6zdegere ait olan tiim 6zfonksiyonlarin kiimesi boyutu n’den
biiylik olmayan bir uzay belirler. Bu uzaym boyutu verilen A 6zdegeri icin (3.9) probleminin

lineer bagimsiz ¢ézlimlerinin sayisidir. Bu saytya 4 6zdegerinin geometrik katlilig1 denir.

Vi (% 2), Y, (X A),ee Yo (X, 4) (3.10)
fonksiyonlar1
vy (ad)=4,, ( b :1_”)

baslangi¢c kosullarini saglayan ¢oziimlerin temel sistemi olsun. Belirtelim ki, [a,b] araliginda

sabitlenmis her X i¢in (3.10) fonksiyonlar1 A parametresinin tam fonksiyonlaridir.

12



Bir A sayisinin L operatoriiniin 6zdegeri olmasi igin gerek ve yeter kosul en az biri sifir

olmayan 6yle c,,C,,...,C, €[] sayilarinin var olmasidir ki y(x,ﬂ)=ZijJ— (X,/i) fonksiyonu
=L

(3.8) sinir kosullarini saglar. Bagka bir ifadeyle A4 sayisinin L operatoriiniin bir 6zdegeri olmasi

icin gerek ve yeter kosul

cU, (Y)+c U, (Y,)+-+cU,(y,)=0,
C1U2(y1)+C2U2(y2)+"'+CnU2(Yn):01

C1Un (y1)+C2Un (y2)+"'+CnUn (yn): 0
homojen lineer denklemler sisteminin en az biri sifir olmayan c,C,,...,C, €[l ¢0ziimiiniin var

olmasidir. O halde L operatoriiniin 6zdegerleri

Ul(yl) Ul(yz) Ul(yn)

a(2) =2 (0) La(32) Uz:(yn)

Up (%) Ua(Y2) - Uy (¥n)
biciminde tanimlanan tam fonksiyonun sifirlaridir.

1. A(1)=0iseher 2€ll saysi L operatdriiniin $zdegeridir.

2. A(/i) #0 ise L operatoriiniin 6zdegerinin kiimesi en fazla sayilabilir sayida elemana sahiptir

ve sonlu limit noktasina sahip degildir.

Biz bu ¢alismada “2” durumu ile ilgilenecegiz. A, sayis1 L operatoriiniin bir 6zdegeri

olsun. O halde bu sayt A(A) tam fonksiyonunun bir sifir yeridir. Bu sebeple,

A(2)=(A=%) F(2) olarak yazilabilir. Burada F bir tam fonksiyon, F(%)#0 ve kel

’dir. Bu bigimde tanimlanan k sayisina A, 6zdegerinin cebirsel katliligi denir. k =1 durumunda
A, ’a basit 6zdeger denir. A, Ozdegerinin geometrik katliligina m diyelim. Gosterilebilir ki
m <K ’dir. Daha agik bir ifade ile, A, dzdegerine karsilik gelen lineer bagimsiz 6zfonksiyonlarin

sayis1 bu 6zdegerin cebirsel katliligin1 gegemez.
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3.2.2. Ek Fonksiyonlar

A, sayst (3.9) probleminin bir 6zdegeri, go(x) bu 6zdegere karsilik gelen bir 6zfonksiyon olsun.

Asagidaki kosullar saglanirsa (X) W, (X) yeees Wy (X) fonksiyonlarina (p( X) ozfonksiyonlarinin

ek fonksiyonlar1 denir:

I(l//i):ﬂ'o‘//i TVia (i =1 )’

burada y, (X) = ¢(x) tir.

L lineer diferansiyel operatorii verilsin. Varsayalim ki bu operatoriin 6zdegerleri

sayilabilir sayidadir. O halde bu 6zdegerleri {xlj}jj olarak gosterebiliriz. A; O6zdegerinin

cebirsel kathligimm m, ile, A,’ya karsilik gelen lineer bagimsiz 6zfonksiyonlar1 da

?i2(X),052(X),--0 0, (X) ile  gosterelim.  Agiktir ki p; <m;’dir. Gsterilebilir ki
E= {(/’j, ()l jeld, 1<p<p j} lineer bagimsizdir. E’ye L diferansiyel operatoriiniin

Ozfonksiyonlar sistemi denir.

(pj’p’l(x),goj'pyz(X),...,gojyp’mjyp_l(x) fonksiyonlar1 ?ip (j ell,1<p< pj)
0zfonksiyonunun ek fonksiyonlart olsunlar. Bu takdirde

I’le]1 +mj'2 +--'+I'T1Lpj = mj

dir. Yani A; 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonlar ve onlara karsilik gelen ek fonksiyonlarin

toplam sayisi 4; nin cebirsel katliligina esittir. Gosterilebilir ki

R ={gpj’p'i (x)|jel,1<p< p;, 0<i<m, —1} lineer bagimsizdir. Burada ¢j’p’0(x)=¢j’p (X)

'tir. R’ye L diferansiyel operatoriiniin kok fonksiyonlar sistemi denir.
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3.3. Ozdeger ve Ozfonksiyonlarin Asimptotik Davranslari

3.3.1. Problemin ifadesi

Keyfi bir L(y) diferansiyel operatoriinin ozdeger ve ozfonksiyonlarmn asimptotik

gosterimlerini elde etmek igin ilk olarak |l ‘nin biiyiik degerlerinde I(y):/Iy denkleminin

¢ozlimlerinin asimptotik davranislarini inceleyelim. Daha sonra bu yaklasimlarnt A =0

n

denkleminde yerine yazarak Ozdegerler icin asimptotik ifadeler elde edelim. Once A=—p

kabul edelim. O halde I(y):/’ty denklemi

I(y)+p"y=0
halini, daha detayl olarak
dny n—1y )
—+ P (X) =+ P, (X)) Y+ =0 3.11
o TP () P, (X)y+p"y (3.11)

halini alir (basitlik i¢in p, (X) =1 almir. p, (X) #1 durumu p, (X) =1 durumuna indirgenebilir).

Genelligi kaybetmeden p, (X) =0 kabul edebiliriz. Eger p, (X) #0 ise

—%I‘ py(t)dt
y=ye *
dontigiimii yapilarak (3.11) denklemi
d n y n-2 y .
—+p,(X ++p, (X)) Y+ =0
oo F P () g e P (X)y 0"y

bi¢imine doniistiiriiliir. Burada p, (X), P, (X),..., P, (X), [a,b] ’de X ’in siirekli fonksiyonlaridir;

p ise degismemistir.

Yine genelligi kaybetmeden [a,b] aralig1 yerine [0,1] alabiliriz. Ciinkii
x=a+(b-a)t, te[0,1]

doniistimii ile [0,1] araligindan [a,b] araligina gecis yapilabilir.
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3.3.2. S ve T Bolgeleri

Kompleks p - bolgesini 2n tane S, (k =0,2n —1) bolgesine ayiralim:
k+1
Sk={peD |k—”3argpsg}. (3.12)
n n

@, @,,...,0, ile @"+1=0 denkleminin tiim farkl koklerini gosterelim (—1’in kokleri).

Teorem 3.3.2.1 [29]. Herhangi bir S, (OS k < 2n—1) bolgesi alalim ve k sayisini sabitleyelim.
Bu durumda @, @,,..., @, sayilart Vp €S, igin

Re(pw ) <Re(pw,)<---<Re(pw,) (3.13)

olacak bigimde siralanabilir.

Simdi p — p—c Otelemesi yaparak S, bolgelerini daha genel bolgelere doniistiirelim.

Burada ¢ herhangi bir kompleks sayidir. Bu yeni bolgeler koseleri p =—c noktasina yerlesen
bolgelerdir. Bu bolgeleri T, (k =0, 2n—1) ile gosterelim. Bu bdlgeler S, bolgelerinin
otelemeleri oldugundan @, @,,..., @, sayilarmin dyle bir dizilisi vardir ki Vp €T, i¢in

Re((p+c)m)<Re((p+c)w,)<--<Re((p+c)a,) (3.14)

saglanir.

Bundan sonra p degiskenini sabit bir T, bdlgesinin elemani olarak kabul edecegiz.

Ayrica S, ve T, yerine S ve T kullanacagiz. @, @,,...,®, sayllarmn sirasini (3.14)

n

esitsizligini saglayacak sekilde kabul edecegiz.

3.3.3. [(y)+p"y =0 Denkleminin integro-Diferansiyel Denkleme Indirgenmesi

I(y)+p"y=0 (3.15)
denklemini ele alalim ve

m(y)=p, (X)y" ™ +-+p, (x)y (3.16)
yazalim. O halde (3.15) denklemi
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yW 4 oty = -m(y) (3.17)

halini alir.

y(n)+p"y=0 homojen diferansiyel denkleminin p#0 icin temel ¢oziim sistemi
er™, e, ..,e” tir. (3.17) denklemini homojen olmayan kismi —m(y) olan homojen
olmayan denklem gibi diisiiniirsek sabitlerin degisimi yontemi ile y genel ¢oziimiinii

X epwl(x—é) . epwn(X—é)
y:cleﬂaﬁx+...+cnepwnx +J'a)1 + ntwn mg(}/)dg (3.18)
0

no"
formunda buluruz. Burada m, (y), x=¢ noktasinda m(y) ‘nin degeridir. (3.17) ve (3.18)
denklemleri denktir. Yani, keyfi c,c,,...,C, sayilar1 i¢in (3.18)’in bir ¢6ziimii (3.17)’nin de bir
¢oztimiidiir. Tersine (3.17)’nin herhangi bir ¢6ziimii i¢in dyle c,,C,,...,C, sayilar1 vardir ki (3.18)
saglanir. Burada c,cC,,...,C, sabitleri p’ya bagl olabilir. 1<k <n olmak iizere bir k sayisini

sabitleyelim.
ci = Lo e ) (3.19)

yazarsak

X

Y= e e L[k (x& p)m, (y)de
P (3.20)
1

Y 1,[K2 x,& p)m.(y)dg

elde ederiz. Burada

(X,&,p) Za)e”“’xg , (% & p)= Zwe”’xg (3.21)

a=k+1

dir.

3.3.4. I(y) +p"y =0 Denkleminin Coziimleri icin Asimptotik Formiiller

Lemma 3.3.4.1 [29].



integral denklemi asagidaki kosullar1 saglasin:

1. f,(x) fonksiyonlari [a,b] araliginda siireklidir.
2. Herhangi & e[a,b] i¢in A (x,£,4) fonksiyonlar: [a,&) ve (&,b] araliklarinda siireklidir.
3. Herhangi x,& €[a,b] i¢in A;(x,&,4) fonksiyonlar: U ’nin sirsiz bir alt bélgesinde A nin

analitik fonksiyonlaridir.

4. 9R,C >0: |/1| >R kosulunu saglayan her 4 ve her x,& e [a,b] icin
C
(X&) < —
‘AJ (X S )‘ |ﬂ|
saglanir. Bu takdirde 3R, >0: |ﬂ,| > R, bolgesinde integral denklemler sisteminin bir ve yalniz
bir
Y (%)= (x4) (i :ﬂ)

¢oziimil vardir ve bu ¢éziimler |/1| > R, bolgesinde analitiktir. Ayrica i =1r icin

y&xﬂ)=ﬁ(@+0(%) (41— o)

saglanir.

Lemma 3.3.4.2 [29]. Oyle C >0 sayis1 vardir ki her peT ve v=0,1,2,... icin asagidaki

esitsizlikler dogrudur:

14

0
ox”

<Clo'k

K,(%.£,p) e (0<&<x<1),

\4

ox”

K, (x.£,p)|[<Clal" (n—k)|e™ ) (0<x<&<).

Teorem 3.3.4.1 [29]. p,,..., p, fonksiyonlar1 [0,1] araliginda siirekli ise

YU+ py" P 4t p LY Y+ "y =0

denkleminin her bir T bolgesinde n lineer bagimsiz yl(x),...,yn(x) ¢Oziimii vardir. Bu

¢cOziimler | p|’nun yeterince biiyilk degerlerinde T  bdlgesinde analitiktir. Ayrica

¥ (X),..., ¥, (X) ¢dziimleri ve onlarn tiirevleri asagidaki asimptotik gdsterimlere sahiptir:
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y, = e’ {1+O(p’l)},

L/ e’ {a)k +O(p_l)},

dx (3.22)

d HYk

v = p" e’ {a)ffl +O(p’1)}.

Ispat: (3.20) denkleminde ¢/ =0 (v;tk), c, =1 alalim ve bu denklemin Yy, ¢6ziimiini

arastiralim:
, 1 7
y, =" + np”lIKl X,&, p)m. (y,)dé
. (3.23)
1
np“IKz X, &, p)m. (y,)dé.

(3.23) denkleminin Xx’e gdre (n—1). mertebeye kadar tiirevini alip @ +@) +---+a@) =0

(v =12,...,n —1) esitligini kullanirsak orijinal denklemle birlikte asagidaki denklemler sistemini

elde ederiz:
Y e 1 K (0EP)
1 (0K, (X.&,p) (3.24)
_an! Sm (y,)dg (v=012,...,n-1).
(3.24) denkleminde
ddxyk p ep(wxzkv (325)
yazarsak z,, =7, (X, p) fonksiyonlari i¢in
- 1 bt v O K(X S p)
., (X, p) + - !e P & x
1 1
LR e P I EILE
g : (3.26)

1 0K, (X, &,
1 e—pwk(x—é)pfv 2( V§ p)x
nes OX

{pz(é)zk,nZ (§1P)+% p3(§)zk,n3(§:p)+”'+% P, (‘f)zk,o (f,P)}df

denklemler sistemini elde ederiz.

19



"K
le—p(q((x—ﬁ)p—v—oHZ 0 1 (X, 51 p) pa (5)’

- v E<X
Kk,v,a (X'glp): v X
_ie*l’%(xff)p—v—OHZ 0 KZ (X;é:!p) pa (é:)’ é: > X
n OX

v=012,...,(n-1); a=23,...,n

ifadesini (3.26)’da yerine yazarsak asagidaki denklemler sistemini elde ederiz:

2 (3,0) =@ + 23 [Ky o (&, 9) 24 (€,0)E (3.27)

a=2(
Sabit bir k i¢in, (3.27)’de v=0,1,2,...,(n—1) degerleri yazilarak n denklemden olusan integral
denklemler sistemi elde edilir. Lemma 3.3.4.2’den Kkyw (X,f, ,0) fonksiyonlarinin 0<x,£<1

ve T bolgesindeki mutlak degerce yeterince biiyiik p ’lar i¢in siirli oldugu goriiliir. O halde
Lemma 3.3.4.1’in biitliin kosullar1 saglanir. Bu lemma ile, (3.27) integral denklemler sisteminin
bir ve yalmz bir 7, =2,,(X,p) ¢Oziimiine sahip oldugu sonucuna varilir. Burada mutlak
degerce yeterince bliylik p ’lar i¢in z, , (X, p) fonksiyonlar analitiktir ve asagidaki asimptotik
gosterime sahiptir:

2., (% p)=a) +O(p™). (3.28)
Buradan ve (3.25)’ten (3.22) elde edilir. Ayrica (3.22) formiilleri kullanilarak mutlak degerce
yeterince biiylik p ’lar i¢in yk(X,p) (kzl, 2,...,n) fonksiyonlarinin lineer bagimsiz oldugu
kolayca goriiliir.

(3.15) denkleminin (3.23)"ii saglayan {y, (x,p)}

k i~ .. - " .
— ¢oziimlerinin varligimi gosterirsek

Teorem 3.3.4.1’in ispati bitmis olur. Bunun i¢in keyfi se¢ilmis ( o *dan bagimsiz) ¢; sayilari igin

(3.15) denkleminin ¢6ziimiiniin varhigint gostermeliyiz.

(3.19) denklemi (c,,c,,...,C,)—>(C/,C,...,C,) bi¢iminde bir lineer déniisiim olusturur

(Hatirlatalim ki (3.19)’un sag tarafinda y ve buna bagli olarak m, (y) lineer olarak c,c,,...,cC,

’lere baglhidir). Bu ylizden | p| ‘nun biiyiik degerlerinde (3.19) ile belirlenen matris doniisiimiiniin
determinantinin sifirdan farkli oldugunu gostermek yeterlidir ( yo, eT). Bu sayede (3.19)
denklemini keyfi belirlenmis c; sayilari i¢in ¢ozlip c; sayilarini elde edebiliriz. (3.15)’in y
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¢Ozlimii (yani bulunan c; sayilarina karsilik gelen (3.18)’in ¢6ziimii) aranan ¢dziim olacaktir.
Varsayalim ki peT icin (3.19) déniisiimiiniin determinant1 sifirdir. O halde ¢/ =c, =---=c, =0
i¢in en az biri sifir olmayan c,C,,...,C, ¢6ziimii vardir. Bu ¢6ziime karsilik gelen y fonksiyonu

ayni zamanda

1 1 &
- 1.!K1 (x,.& p)m )dﬁ—Wle(x,f,p)mg(y)df (3.29)

denkleminin de sifirdan farkli ¢6ziimidir. (3.29) denklemi (3.20) denkleminde
¢, =C,=---=C, =0 yazilarak elde edilmistir. Yeterince biiyiik |p|’lar i¢in bunun imkansiz

oldugunu gosterecegiz. (3.29) denkleminin (n—1). mertebeye kadar tiirevini alip

z, = (;Xy(p ep“’“x) (v=012,...,n-1)

yazarsak z, fonksiyonlari i¢in

h v gPox(x (Xé: )
np“!p X" ’
{p P, (&) 2na (S p)+ o+ Py (8) ko(f’/?)}dé:

(3.30)

j‘ e pa«Xs”avK (chp)
ox”

{p pZ('f) k,n-2 (98’/0)+"'+ Pn (f)Zkyo(f,p)}df

esitliklerini elde ederiz.

X

m(p)= max,
0<x<1

2,(%p)|

olsun. (3.30)’un sag tarafinda Lemma 3.3.4.2’yi kullanirsak

z,(x,p)| < ? | ij.{|p2|+ + [P, |}d§

| i
P, [+ + d§£+ P,|+- + dé
e !{' R it e

elde ederiz. Esitligin sag tarafi X e ve v ’ye bagli olmadigindan sol taraftan maksimum aliarak

C

m(p)<m(p)=

o)

bulunur. Burada C, bir sabittir.
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|p| >C, i¢in m(p) =0 olmak zorundadir. Buradan z, (X, p) =0 yani y=0 elde edilir.

Teorem 3.3.4.1’in ispat1 bitti.

3.3.5. Sinir Kosullarinin Normallestirilmesi

Verilen bir lineer diferansiyel operatoriin sinir kosullarinin lineer kombinasyonlarini kullanarak
farkli U, (y) (v =1,_n) sinir kosullari elde etmek istiyoruz. Bir U (y) sinir kosulunda y(()k) veya

(k)

Yy, agik¢a bulunuyor fakat Vv >k icin yév) ve yl(v) bulunmuyor ise U (y) sinir kosuluna k

mertebeli denir. Varsayalim ki UV(Y) smir kosulu N—1 mertebelidir (eger varsa). Yerlerini

degistirerek ve sabitle ¢arparak bir diger smir kosuluna eklersek, yani sinir kosullarinin
olusturdugu nx2n tipindeki matriste elementer satir islemleri yaparsak, mertebesi n—1 olan en
fazla iki smir kosulu kalir. Geriye kalanlarin mertebesi N—2 veya daha kiigiiktiir. Bu yontemi
devam ettirirsek onceki ikisi disinda mertebesi N—2 olan en fazla 2 tane sinir kosulu kalir. Bu
4 sinir kosulu disindaki sinir kosullarinin mertebesi N—3 veya daha kiigliktiir. Bu yontem
miimkiin oldugunca bdyle devam ettirilir. Yani elementer satir islemleri miimkiin oldugunca
ilerletilir. Sonugta elde edilen sinir kosullarina normallestirilmis sinir kosullari, bu yonteme ise
siir kosullarinin normallestirilmesi denir. Verilen siir kosullarinin normallestirilmesiyle elde
edilen sinir kosullar1 en bastaki sinir kosullarina denktir. Yani her iki sinir kosullar1 sistemini

saglayan y fonksiyonlar1 aynidir. Bu yonteme gore bir normallestirilmis sinir kosullart sistemi

Uv(y)EUvo(Y)+Uv1(y):O (3.31)

bi¢iminde olmalidir. Burada

k-1 _
U,o(Y)=a 0" + 2 a0,

o (3.32)
U, (y)=BY+ 2 B0,

j=0

n-1>k >k, >--->k >0, k,,, <k, ve Vv=1n i¢in a, #0 veya 3, = 0 dur.

v+2

3.3.6. Regiiler Sinir Kosullar:

Sabitlenmis bir S, bdolgesini ele alalim. @, @, ,...,®, sayillarm1 Vp € §, i¢in

Re(pw ) <Re(pw,)<---<Re(pw,)
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kosulunu saglayacak bi¢cimde siralayalim.

(3.32) ile taniml1 sinir kosullarint géz oniine alalim. Regiiler sinir kosullart n’in tek ve

¢ift olma durumuna gore ayr1 ayr1 tanimlanir:

a) n tekolsun. n=2u-1.

kl 1
a,m, 0o,
k
a,m® - o0
2771 2
O, +0s=
kn
ana)l ana),u 1

u-1

(al +Sp, ) a);k, :31 /1+l
(az +54, ) a)/k, ﬂz o
(a, +S,6’n)a);" a)wl

k;
piooy’

k.
ﬁza)n2

Kn
n@h

esitligiyle verilen ¢, ve 6, sayilart sifirdan farkli ise (3.31)’de verilen normallestirilmis sinir

kosullarina regiilerdir denir.

b) n cift olsun. n=24.

o
—L1+0,+6s=
S
kl 1 kl
a, (0 am, (al + Sﬂl) w, (al +- 131] @, ﬁl 2
k k
a,m, aZwy 1 (az + Sﬁz)wyz (az +- ﬂz} y2+1 ﬂz 2
kn kn
ana)l ana),u 1 (an + Sﬂn )a),u (a +— ﬂ J ,u+1 a)/z+2

k;
poy

k
Py’

kn
Q)

n

esitligiyle verilen 6, ve @& sayilari sifirdan farkli ise (3.31)’de verilen normallestirilmis sinir

kosullarina regiilerdir denir. Smir kosullarmin regiiler oldugu durumda & =466, ise (3.31)

sinir kosullarina giiclii regiilerdir denir.

Belirtelim ki sinir kosullarinin regiilerligi genel bir kavram iken gii¢lii regiilerligi sadece

cift mertebeli operatorler ig¢in gegerli olan bir kavramdir. Gosterilebilir ki sinir kosullarinin

regiilerligi ve giiclii regiilerligi S, bolgesinin se¢iminden bagimsizdir.

3.3.7. Periyodik ve Antiperiyodik Sinir Kosullar

U, () =y ()~ (-1 ¥ (0) =" ~(-1)" ¥’ =0 (v=0,n=1) olsun. U, (y) (v=0,n-1)

siir kosullarina o =0 ve o =1 durumlarinda sirasiyla periyodik ve antiperiyodik sinir kosullar

denir. Simdi periyodik ve antiperiyodik sinir kosullarinin regiilerligini ve giiclii regiilerligini
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inceleyelim. Belirtelim ki periyodik ve antiperiyodik sinir kosullar1 normallestirilmistir. S,
belirlenmis bir bolge olsun ve @, @,,...,®, (3.13) esitsizligini saglayacak sirada dizilsin.

a) n tekolsun. n=2u-1.

1 1 (1-(-2)s) 1 1
0, + 05— o) o, (1-(-1) S) w, O, o,
n-1 n-1 o n-1 n-1 n-1
oy W, (l—(—l) s)a)ﬂ Wy o

- (o+1)(u-1) o
—C(-1) (1-(-2)"s)-
Burada C, o, ®,,...,®, sayllarinin Vandermonde determinantidir. @, ®,,...,®, sayilari

birbirinden farkli oldugundan C #0’dir. Goriildiigi gibi, n tek say1r oldugunda periyodik ve
antiperiyodik sinir kosullar regiilerdir.

b) n ¢ift olsun. n=24.

n ¢ift say1 oldugunda periyodik ve antiperiyodik smnir kosullari regiilerdir fakat & =466,

oldugundan giiglii regiiler degildir.
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3.3.8. Ozdegerlerin Asimptotik Davramslari

Teorem 3.3.8.1 [29]. (3.11) diferansiyel ifadesi ve (3.31) - (3.32) regiiler smir kosullar ile
tanimli N mertebeli bir lineer diferansiyel operatoriin sayilabilir sayida 6zdegeri vardir ve bu
0zdegerler asagidaki asimptotik formiillere sahiptir:

(@) n bir tek say1 ve n=4v—1 olsun. Bu durumda 6zdegerler asagidaki asimptotik formiillere

,pop i fo ning g0 1
A = (2k7i) {1+—2k7ri +O(k2j},

(o _nlnog(l) i)
A¢ =(—2kzi) {l T JrO(k2 },

(k=N,N+1...).

sahip iki dizi olusturur:

(b) n bir tek say1 ve n=4v+1 olsun. Bu durumda 6zdegerler asagidaki asimptotik formiillere

sahip iki dizi olusturur:

©
A =(=2Kzin)" {1—”'2nk°—§_+o(%]},

7
v ron_in |, nng g 1
A = (2kzin) {1+—2k7ri +O(k2]},
(k=N,N+1...).

Burada f(i)(i =O,1) sayis1 S; bolgesi icin elde edilen €& +6,=0 denkleminin kokii ve N
yeterince biilyiik bir dogal sayidir. Ayrica In,& fonksiyonu dogal logaritma fonksiyonunun
belirlenmis herhangi bir dalidir.

(c) n bir gift say1 (n=2x) olsun. Varsayalim ki sir kosullar1 giiclii regiilerdir. Bu durumda

O0zdegerler asagidaki asimptotik formiillere sahip iki dizi olusturur:

A =(-1)" (k=)™ {ﬁMm(k—lzj},

ki
A =(-1)" (2k7) {l+ - +O(k2)},
(k=N,N+1...).

Burada &' ve &£" sayilar1 S, bolgesi i¢in elde edilen
0L +0E+0,=0 (3.33)
denkleminin kokleridir.
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Sinir kosullart giiglii regiiler oldugundan bu kokler birbirinden farklidir. Dolayisiyla bu

durumda {4} ve {A/} dizileri igin verilen asimptotik formiiller birbirinden farklidur.
Formiillerdeki F isareti n=4v+2 veya n=4v olmasina gore degisir.
(d) n bir ¢ift sayi (n=2,u) olsun. Varsayalim ki sinir kosullar1 gii¢lii regiiler degildir. Bu

durumda 6zdegerler asagidaki asimptotik formiillere sahip iki dizi olusturur:
A 72 [ s 1
‘= (1) (2kz )™ 1+ﬂ—°+0(—j ,
4= (ke e o

_ulny & 1
"= (<1Y (2kz ) d17 £ Lo = |L
(k=N,N+1...).
Sinir kosullar1 gii¢lii regiiler olmadigindan agiktir ki (3.33) denkleminin bir tek & koki vardir ve

bu kok ¢ift kathdir. Formiildeki & sayis1 sozii edilen ¢ift katli koktiir.

Ilk ii¢ durumda mutlak degerce yeterince biiyiikk 6zdegerler basittir. Fakat dordiincii

durumda mutlak degerce yeterince biiyiik 6zdegerler ya basittir ya da ¢ift kathdar.

3.3.9. Ozfonksiyonlarin Asimptotik Davramslar

Vi) Yo,-.., Y, fonksiyonlar1 belirli bir T bolgesinde I(y)+p"y:0 denkleminin (3.22)

bagntilarin1 saglayan lineer bagimsiz ¢oziimleri olsunlar. 4 =—p" ( yo, eT) 0zdegerine karsilik

gelen bir 6zfonksiyon
Y=CY+CY, +-+CY,

bi¢iminde yazilabilir. Burada c; ler

cU, (y,)+cU, (y,)+--+cU,(y,)=0 (v=1,n)

homojen sisteminin en az biri sifir olmayan ¢oéziimleridir.

Basitlik i¢in sadece basit 6zdegerleri inceleyelim. A basit bir 6zdeger ise

Ul(yl) Ul(yz) Ul(yn)
UZ‘(yl) Uz.(yz).'”uz'(yn)

Un‘(yl) Un.(yZ) Un.(yn)
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matrisinin rank1 n—1"dir. O halde bu matristeki (n—l)x(n—l) tipindeki determinantlardan en

az biri sifirdan farklidir. Varsayalim ki birinci satirin mindrlerinden en az biri sifirdan farklidir
(Herhangi bir k. satirin mindrlerinden en az biri sifirdan farkli oldugu durumda birinci sinir

kosulu ile k. sinir kosulu yer degistirilebilir). Dolayisiyla,

Y1 Y, Yo
UZ(yl) Uz(yz) Uz(yn)

Un.(yl) Unkyz) Un.(yn)

A 0zdegerine karsilik gelen bir 6zfonksiyondur.

n bir tek dogal say1, n=2u-1, {4} ve {4/} Teorem 3.3.8.1.a ve Teorem 3.3.8.1.b’de
verilen 6zdegerler, Y, , (X) Ve Y, (X) sirastyla bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar, Kk

yeterince biiyiik bir dogal say1 olsun. Bu takdirde Y, ,(X) ve Y,,(x) fonksiyonlar1 asagidaki

asimptotik formiillere sahiptir:

kz 9 kz ks e k
a,m, a,m, ﬁZa)/Hrl By
u-1 i . ; . o _
Yii (X)=(=1)" ™™ : o [+0(k )¢
kn kﬂ kn kn
an a)l T an a),u—l na),u+l na)n

Burada p,, ve p,, swasiyla A =—p" ve A/=-p" esitlikleriyle elde edilen T bdlgesinin

elemanlar, «;, B;, K; (] = ﬂ) ise (3.31) esitligiyle verilen sayilardir.

N bir ¢ift dogal say;, n=2u, {4} ve {4/} Teorem 3.3.8.1.c ve Teorem 3.3.8.1.d’de
verilen 6zdegerler, Y, , (X) Ve Y, (X) sirastyla bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar, kK

yeterince biiyiik bir dogal say1 olsun. Bu takdirde y, ,(X) ve y,,(X) fonksiyonlari

Y1 (X)= (—l)”_l g

k 1 k k k
a,m, a0, {az + ? 2 j @, ﬁza)ﬂiz e ooy
+0 (k‘l)

ko o 1 o o kn
a, oW, (an+gﬁany+l D2 " ﬂna)n
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NE

k. k. k

a,m,* aZwy 1 (az + 5/82 ) ’ :82 y+2 o By
: i o)

krl kn krl

a,m" - ana)ﬂ (e, +§',Bn)a)y a)y+2 - B,

ve

Yo (X) =(_1)ﬂ 1e“ﬁM<zX %

k k k k
Q" 00,0 ( 5,,ﬂ2] @yl ﬂz HEREE Py

+ O(k‘l)
K, Ky 1 kn kn
a, o ana),u 1 o, + Eﬁn a),u+1 a)y+2 '“ n@h
+(— 1) g 2
k k k
o, - aZCOy 1 (0!2 +&" 2)60;12 ﬂz HTR By
. . . . . +O(k_l) ’
kn kn kn
ana)l T ana),u 1 (an + ‘/:é»:”ﬂn )a),u a),u+2 na)n

bigimindeki asimptotik formiillere sahiptir, burada &' ve &" sayilart (3.33) denkleminin

kokiidiir. Bu durumda n=2 oldugunda asimptotik formiiller agagidaki halini alir:

Yo (¥) = (i) e (0{2 +é B, +O(k1)j—ik2eip“x (e, +£8,+0(k™)),

o) = &0

+i[)’2 +O(k1)]—ik2ei”k'2X (az +&"B, +O(k’1)).
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4. BULGULAR VE TARTISMALAR

Bundan sonra, L ile
(y)=y" +a(x)y, (1)
diferansiyel ifadesi ve
U, (y)=y"(1)-(-1)"y"(0)=0,5=0,2
Us(y)=y ()=(-1)"y (0)+eay(0)=0

siur kosullarimin  tammladigi diferansiyel operatorii gosterecegiz; burada, q(x)e L, (0,1)

(4.2)

kompleks degerli fonksiyon, « keyfi kompleks sabit ve o =0,1 dir.

q(x) fonksiyonu ve « Kkatsayisi iizerine uygun kosullar koyarak Ly=Ay spektral
probleminin 6zdegerleri ve Ozfonksiyonlar1 i¢in asimptotik formiiller elde edecegiz ve kok
fonksiyonlar sisteminin L (0,1) (1< p <) uzaylarinda tabanligim inceleyecegiz.

1

J'q(é:)ez(Zn—cr)nigdg

0

1

J'q (é:)e—z(Zn—o—)zrigdg

0

+1 , 4.3)
n

£, = +

olsun.

1
Teorem 4.1. q(x)eL,(0,1) herhangi kompleks degerli fonksiyon, Jq(f)dfzo ve a#0
0

olsun. O halde (4.1) - (4.2) diferansiyel operatoriiniin sonlu sayidaki hari¢ tim 6zdegerleri
basittir ve {ﬂm}:j , {ﬂnyz}::c gibi iki sonsuz dizi olusturur. Ayrica, yeterince biiyiikk n sayilar
i¢in
4 -4
A =((20=0)7) {1+0(n"e, )},
2(_1)0 a (44)
((2n—a)7z)4

asimptotik formiilleri dogrudur; burada, n, ve n, belirli dogal sayilardir. Bunun yani sira,

A 2:<(Zn—0')7r)4 1-

n+n,,

yeterince bilyiik n dogal sayilari i¢in A, ve 4, dzdegerlerine karsilik gelen u,, (X) ve u,,(X)

ozfonksiyonlar1 asagidaki asimptotik gosterimlere sahiptir:
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Up,n 1 (X) = J2sin(2n-o) zx+0(¢,),

45
Uy, 2 (X) =2 C0s(2n—0) 7%+ 0 (s, ). (49)

1
Teorem 4.2. q(x) e L, (0,1) keyfi kompleks degerli fonksiyon, jq(g)df =0 ve a =0 olsun. O
0

halde (4.1) - (4.2) diferansiyel operatdriiniin kok fonksiyonlar sistemi L, (O,l) uzayinda
kosulsuz taban olusturur. Bu kosullara ek olarak q(x) erl(O,l) ise (4.1) - (4.2) diferansiyel

operatoriiniin kok fonksiyonlar sistemi L, (O, 1) (1 <p< oo) uzayinda tabandir.

1
Sonug 4.1. q(x)eL,(0,1) keyfi kompleks degerli fonksiyon, J.q(gg)d.f =0, a#0 ve n, n,
0

Teorem 4.1°de verilen tamsayilar olsun. Bu takdirde n +n,=1-oc’dir ve n,=1-0, n, =0

secebiliriz.
4.1. Bazi1 Yardimeci Sonuglar

Soz{p:re‘9|r>0,0§es%} (4.6)

olsun (bkz: (3.12)). o, (k :1,_4) ile @' +1=0 denkleminin farkli 4 kokiinii gosterelim. (3.13)
“ten gorilir ki, @, (k :l,_4) sayilari

Re(pw ) <Re(pw,) <Re(pw,)<Re(pw,) (VpeS,) (4.7)

esitsizligini saglayacak bigimde siralanabilir.

Bundan sonra o, (k =1_4) sayilarinin (4.7) esitsizligini saglayacak bigimde siralandigini

kabul edecegiz. O halde
w, = e37ri/4, w, = —37ri/4’ w, = eﬂ'i/4’ w, = e—ﬂi/4 (48)
tir ve buradan da

W ==, W, =—0, (4.9)
elde edilir (bkz: [29]).
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Lemma4.1.1. Her bir p€ S,

A

Re(pa)l)g—%w, Re(pa)4)27|p| (4.10)

esitsizlikleri dogrudur.

Ispat: (4.10)’deki ilk esitsizligi ispatlamak yeterlidir. (4.9)’dan ikinci esitsizligin de dogru
oldugu goriiliir. p €S, oldugundan p=|p|e”* (0<0<1) olarak yazilabilir. O halde (4.8)’den

30, 1-0 2
Re(pa)l):|p|Re[e 4 j:—|p|COST7IS—§|p|
elde edilir.

Lemma 4.1.1’in ispat1 bitti.

S, bolgesini —C kadar otelersek

T,={p—-clpeS,} (4.11)
bolgesini elde ederiz. T, bdlgesi i¢in (4.7) ve (4.10) esitsizlikleri agsagidaki bi¢imini alir:
Re((p+c)a)1) < Re((p+c)a)2) < Re((p+c)a)3) < Re((p+c)a)4), (4.12)
2 2
Re((p+c)a)l) < —g|p+c|, Re((p+c)a)4) Z§|p+c|. (4.13)
Teorem 3.3.4.1°den biliniyor ki
I(y)+ p'y =0 (4.14)

denklemi T, bolgesinde analitik Y, (X, p) (k :1,_4) lineer bagimsiz ¢ézlimlerine sahiptir. Ayrica

‘nun yeterince biiyiik degerlerinde bu ¢ézlimler ve tiirevleri

d® Xy 1 t0°K X
dy = plae’™ + 3J‘ 5,0 0(£)y(£)de
X 4p° 7
£0°K, (%,€,p) (4.15)
1 2 15
_4103.)[ axs q(éj) (f)df, (V=0,3)
denklemini saglar; burada
(X,&,p) Za)ep”’x‘f (% & p)= Zwewxf (4.16)

dir (bkz: (3.15), (3.16), (3.21), (3.24)). (3.25)’ten
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4V pe’ ™z, (x,p) (s =03 k=14 (4.17)
yazilabilir. (3.28) ile

2,(xp)=+0(p™) (s=03k=14) (4.18)

elde edilir. (4.15) ve (4.17)’den

Z, (X,p) = o, +

saglanir. (4.16)’daki Kl(x,§, p) ve KZ(X,{,‘, p) degerlerini yerine yazarsak

+

Zs (X p)= IQ(f Zyo (&, p)d
0
1§
+4—p32a>a ‘fa(¢) “30(£.p)dE (4.19)
2 0
1 g
gt S aE)F T 6 p)o

elde ederiz. Belirtelim ki (4.12) ile
Re(p(a)a —a)ﬁ)> = Re((p+c)(a)a —a)ﬁ))— Re(c(a)a —a)ﬂ)) < 2|C|
saglanir; burada 1< o < < 4’tiir. Buradan ve (4.18)’den

A(&)z,,; (¢ p)e" ™ Fde=0(1) (a<k),
(4.20)

4(£)z,5(&p)e"* *dE=0(1) (a>k)

X C— O Cm—

elde edilir; burada k =1,4 ve j=0,1,2 dir. Buradan ve (4.18) - (4.19) formiillerinden

2., (%, p)=a; +0(p") (s:@,k:ﬁ) (4.21)

saglanir. Bu ifadeyi (4.19)'da yerine yazarsak

_ s 1 st [ (0-0)(-5)
Zk’s(x,,o)—a)k+4/k03 _([q(f)d§+4p3 a:1wa l‘!‘q(g)ep o d&
S+ a) -ay )(x-&

_4,0 azkﬂa) lJ.q . d§+o( )

oldugu goriiliir. Buradan,
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s+1 1 s+1 1

7, (0.p)= ek = 2 Ja(€)ed, - 2 Ja()e a, +0(?)
2,,(0.0)= j okg, +0( )
0 (4.22)
11
2,.(Lp)= j " g, +0(p°)
0
s+1 1 )(18) a)s+l 1 2pn(1-) "
2,5 (Lp)= _([ d +4p3.([Q(§)e df"'o(/? )
elde edilir.

4.2. Teorem4.1’in ispat

Us () Ua(Yz) Us(¥s) Us(Ye)
A(p):Uz(yl) Uz (¥2) Uz (¥a) Ua(Ve)
U (%) Ui(yz) Us(¥s) Ui(ye)
Uo (Y1) Uo(Y2) Uo(Ys) Ue(Ys)

olsun; burada vy, (X, p) (k =1,_4) fonksiyonlar1 (4.14) denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleridir.
[29, 11, 4.9])’dan biliniyor ki, T, bdlgesinin p =—c kose noktast uygun bi¢cimde secilirse, (4.1) -
(4.2) diferansiyel operatoriiniin mutlak degerce yeterince biiylik 6zdegerleri p

A ( p) =0 (4.23)
denkleminin bir ¢dziimii olmak iizere, A =—p* formatindadir. Tersine boyle noktalarin kiimesi,

sonlu tanesi harig, (4.23) denkleminin T, ’daki tiim koklerini igerir.

(4.17) ilek =1, 4 olmak iizere
Us(yk):psepmkzk,s (1':0)_(_1)0 pszk,s (O,p)zo, S:(TZ
U3(Yk):p3ep(MK Zy 3 (1'/0)_(_1)0 pszk,?, (O!p)"‘azk,o (0,p)=0

elde edilir; burada o = 0dir. (4.13)’e gore e”* eksponansiyel olarak 0’a, e’ ise eksponansiyel
olarak sonsuza gider. O halde (4.18) ve (4.24)’ten

(4.24)

33



U, (y1) _(_1)Cr o {21,5 (O, ,0)4‘0(/077 )}, (S = (ﬁ),
(2001 S 10 (0.0)+0(7), (.29

U, (ys)=p'e* {2,,(1.p)+O(p )}, (s=03)

U, ()

esitlikleri dogrudur. s = 0_2 olmak tizere

2,,(0,p), k=1
A, (p)=1e"2,.(Lp)—(-1) 2, (0.p) k=23
Z,5(Lp) k=4
L3 (0"0)_(_1)0%21,0 (0,p), k=1 (4.26)

AS,k(p): epwkzk,s(lvp)_(_l)a Zk,3(01p)+%zk,0(0’p) k=2,3

2,,(Lp) . k=4

olarak tanimlayalim. (4.24) - (4.26) formiillerinden

U, (v;)=—(-2) p* {Ag,l(p)+0(/f7)}, s=0,
Us(yk):psAs,k (,0) (k=2,3), (4.27)
U, (y.)=p%e" {A.(p)+O(p7)}

w

elde ederiz. Bu esitlikleri (4.23)’te yerine yazip birinci, ikinci, iiciincii satirlardaki p°, p?, p,

ilk siitundaki —(—1)” ve son siitundaki e”* carpanlarini sadelestirirsek (4.23) asagidaki gibi

yazilir:
A (p)+O(p7)=0. (4.28)
Burada
AS,l(p) As,z(p) A3,3(p) A3,4(p)
Al(p)EAZ'l(p) Az,z(p) Az,s(p) A2,4(p) (4.29)
AL(P) A (P) As(p) Aulp)
Ai(p) Aa(p) As(p) Aulp)
dur.

Eger p, (4.23) veya (4.28) denkleminin bir koki ise, [27]’deki (35)-(36) esitlikleri

kullanilarak asagidaki formiiller elde edilir:
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e —(-1)7=0(p°), e —(-1)"=0(p?).

(4.30)

(4.21), (4.22) ve (4.30) bagntilari kullanilarak s=0,3 ve k =2,3 icin asagidaki formiiller elde

edilir:
A (,0) = Ag,kk) + Bs(,kk) +O(P_6), k=23
A(p)=af+0(p7), k=14

Burada,

_1 o a)s+1 1
e LG

bicimindeki ifadelerdir.

(4.30), (4.32) ve (4.33) bagmtilarindan
A (p)=0(p"), k=23
elde edilir. Buradan, (4.29) ve (4.31)’den (4.28) denklemi
A, (p)+O(p’7) =0

denklemine denktir. Burada,

A, (p)E

dir.
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(4.32)

(4.33)
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(4.33) esitligini ele alalim. Kolayca gortliir ki k =2,3 igin

(B (0).B% (0).BY (0). 8% ()

stitunu A, ( p) determinantindaki ilk ve son siitunlarin lineer kombinasyonudur. Dolayisiyla

A, ( ,0) determinanti

o A(p) A(p) @
|t A2(p) Ai(p) @
A (p)= (2 ¥ (4.36)
o A5 (,0) A (,0) @,
1 A%(p) AZ(p) 1
olarak verilebilir. (4.32) esitlikleri kullanilarak (4.36) determinant1 hesaplanirsa
-16(e” ~(-1)")(e7 ~(-2)")
4a)2a(ep“’2 —(—1)") 4a)2a(e”“’3 —(—1)") & : (4.37)
— + +0(p e(p))=0
P’ P’ )
elde edilir. Burada
1 1
_ 1
e(p)=|[a(&)e* > d, |+ |[a(¢)e™ " d, g (4.38)
0 0
dur. Riemann Lebesque lemmasinin ispatina benzer bigimde
£(p)=0(1) (lPl—>)
oldugu kolayca elde edilir.
w, =-w, ve e”” =0(1) oldugundan (4.37) denklemi asagidaki iki denkleme ayrilir:
e” =(-1)" +0(p°(p)). (4.39)
c W, —
e’ =(-1)" + 2/203 +O(p 3g(,o)). (4.40)

(4.39) denklemini arastiralim. Teorem 3.1.1.1 kullanilarak (4.39) denkleminin mutlak

degerce yeterince bilyik peT, kdklerinin G, =T, (n=ny,n,+1,...) bdlgelerinde yerlestigi
ispatlanabilir; burada G,, merkezi —(Zn—a) ﬂi/((), yarigapt O(n‘l) olan dairedir. Dahasi,

(4.39) denkleminin herbir G, bdlgesinde bir tek kokii vardir. p, (4.39) denkleminin G, ’deki
kokii olsun. [27]deki (40) ve (41) bagintilar1 kullanilarak
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p=—— 2" iy, (4.41)

saglanir. ¢, (4.3)’de tanimlanan say1 olmak iizere (4.38), (4.41) ve (4.42)’den
g(p):O(gn) (4.43)

elde edilir. Burada ¢,, (4.3) esitligiyle verilen sayidir.

r ’yi daha kesin bir bigimde yazalim. (4.41) ve (4.42)’den asagidaki iki bagint1 elde edilir:

(Pcoz )71 = —(Zn_ﬁ+o(n5), e™ =(-1)" {1+ ro, +O(n’6 )} (4.44)

(4.39)’da p = p yazarak ve (4.43) - (4.44) bagntilarin1 kullanarak

r= O(n’Sgn) (4.45)
elde ederiz. O halde (4.41) - (4.45)ten z,=—(2n—o)7i/w (n=n,n,+1...) noktasmm
O(n™) komsulugunda (4.39) denkleminin tek bir

Py = —M+O(n‘3gn) (4.46)
@,

kokiine sahip oldugu elde edilir.

Benzer sekilde z, =—(2n—o)zi/@ (n=ny,n,+1,...) noktasinin O(n’l) komsulugunda
(4.40) denklemi tek bir
(-1) ia

@, 2(2n—0')3 i

P2 = —i{(zn —o)7i= +0(n”%, )} (4.47)

kokiine sahip oldugu ayni1 yontemle elde edilebilir.
4
Simdi, yeterince biiyilk bir n sayist i¢in ﬁ=—(pn’1) 0zdegerine karsilik gelen Un,l(X)

6zfonksiyonunu asagidaki formda arastiralim:

V(% p) Yo(%p) Ya(xp) Ya(xp)

unl(x)z(—l)ae"""‘*p‘g’ﬁ Us(v)  Us(Y2)  Us(ys) Us(ye)

| da,ia Uy (V) Ua(Y2)  Ua(ys) Ua(ya)
Ui(y)  Ui(y.)  Ui(ys)  Ui(Y) s
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Bu 6zfonksiyonu asagidaki bi¢imde yazalim:

(D" n(xp)  Y.(xp) Vi(xp) €y (xp)

pN2 (= 1) pUs (1) p7Us(Y2) p7Us(Ys) o7 "Us(Ye)

“holal—(-1)7 o, (v;) P, (Y,) p7UL(Ys) P U, (Ys)
(=17 p Ui (%) PUL(Y,) PTUL(Ys) pTEUL(Y.)

Un1(X)=

P=Pna
Bundan sonra basitlik i¢cin p = p,, Ve & =¢, kabul edecegiz.

v (x,p)=0(1) (k=1,23), ey, (xp)=0(1)
oldugundan (4.27) ve (4.48) formiillerinden

()" vi(xp) Y.(xp) YVs(xp) €7y, (X p)
Una (X) = Psﬁ A (p) A,(p) Aslp) A, (p) +O(p‘4).
—4w,la szl(p) A, (p) (p) A, (p)
Ae) Adl) A Ae) |

elde edilir. (4.31), (4.34), (4.49) ve (4.50) formiillerini gz 6ntinde bulundurursak
3\/5
ns (x)= L =[5 (%, 0) B (0)- Y2 (%, 0) Es ()] +O( )
2

elde ederiz; burada

Ek(p)=a)12 Az,k(p) o (k:2!3)

o A(p) of| ot BY(p) o
Ek(p):a)l2 Agkk)(p) o} |+ ngk)(p) ; +O(p‘6)
o, AY(p) o o BY(p) o
bulunur. (4.33)’e gore ikinci determinant sifira esittir. Yani
@ A(p) o
E(p)=|af A)(p) @i|+O(p”)
o AY(p) o

dir. (4.32) ve (4.39)’a gore s=1,3 ve k =2,3 i¢in
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AV (p)=A(p)=0(p7), Al (p)= %+O(p‘38)
elde edilir. O halde (4.52)’ye gore

£ (p)=="25"+0(072(p)) (k=29

olur. Sonug olarak (4.51)’e gore

N2
Uns (%) =5 (¥ (% £) =2 (% ) +O(2,)
ya da daha agik olarak

Una(X) = g(% (X1Pn,1)— Y, (x,pn,l))+0(gn) (4.53)

elde edilir. Ote yandan (4.17), (4.18) ve (4.46)’ya gére
Y, (x, pnyl) =g (no)mix O(nfl), Y, (x, pnyl) =gl 1 0 (nfl)
saglanir. Buradan ve (4.53)’ten
Un,l(X):\/ESin(zn—O')ﬂ'X-FO(En) (4.54)

sonucuna varilir.

4
Simdi, yeterince biiyiik bir n sayisi i¢in 4 = —( Pn,z) 0zdegerine karsilik gelen un2 (X)

ozfonksiyonunu asagidaki formda arastiralim:

Y1(X’p) yz(X,p) y3(X,,0) y4(X,p)
uZ(X):(—l)"e’“""ﬁ U,(vi)  Us(y,)  Us(ys) Us(y,
"‘ fie U () U(%) U(%) Ui()
Uo(%)  Uo(¥2)  Uol¥s) Uola)]_,
Ayn1 yontemi uygularsak
un,z(x)=\/§cos(2n—a)7rx+0(gn) (4.55)

elde ederiz.

(4.46) ve (4.47) formiillerini gdz Oniine alalim. Goriildigi gibi, basit 6zdegerlerin

asagidaki gibi iki dizisini elde ettik:

VA N P (4.56)
PLOV LN LG (4.57)
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Bu 6zdegerler asagidaki asimptotik formiillere sahiptir:
A :-(pn,1)4 =((2n-0)x)’ {1+O(n‘4gn )}, (4.58)

Al =— n24= on-o)z) ——2(_1)60[
(Pn2) =((2n-0)2)" 31 (on o))

(n=ng,ny+Ln+2,...)

+0(n"s, )¢ (4.59)

Katliligi da dikkate alirsak (4.56) ve (4.57) O6zdegerlerinin disinda sonlu sayida o6zdeger
mevcuttur. Varsayalim ki L operatoriiniin katliligi da dikkate alarak (4.56) ve (4.57) 6zdegerleri

disinda m tane 6zdegeri vardir. m=m, +m, olsun. Burada, m, ve m, negatif olmayan keyfi
tamsayilardir. Kalan m tane 6zdegerden m, tanesini (uygun olarak m, tanesini) (4.56)

0zdegerlerine (uygun olarak (4.57) 6zdegerlerine) eklersek asagidaki gibi iki 6zdegerler dizisi

elde ederiz:
! ’ ’
cl,cz,...,cml,ﬂ,no,/1no+l,ﬂ,no+2,...,
14 14 14
€€ B A A s A g

Bu dizileri sirastyla A;,4,,..., A1, V& A5 Ay 50000 Ay, - 1le gosterelim. Agiktir ki

A

n+n,1

=X,

n+n,,2

=7 (n=ny) (4.60)
dir. Burada, n,=m —n,+1 ve n, =m, —n,+1’dir. (4.4) formiilii (4.58) - (4.60)’tan direk elde

edilir. Benzer yontemle (4.54) ve (4.55) formiillerinden (4.5) formiilii elde edilebilir.
Teorem 4.1’1in ispat1 bitti.

4.3. Teorem4.2 ve Sonuc4.1’in Ispat:

q (X) el (0,1) oldugunda L operatoriiniin kok fonksiyonlar sisteminin L, (0,1) uzayinda
kosulsuz taban oldugunu gosterelim.

Vig (X)0 V5 (X) e Vo g (X)0V0 5 (X)), (4.61)

sistemi

Uy, (X) Uy (X)seees Uy (X) U5 (X, (4.62)
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sisteminin biortogonali olsun. Yani (u, ;,v,()=6,,.6;, (nM=12,.., j,5=12) saglansm. [2,
s:84] veya [29, s:99]’daki iyi bilinen ozellige goére, (4.61) sistemi L operatoriiniin eslenik

operatorii olan L* operatoriiniin kok fonksiyonlar sistemidir. L™ lineer diferansiyel operatorii

14 !

I*(z):z(iv)+(mz) —(pl(x)z) + P, (X)z

diferansiyel ifadesi ve
U; (2) =2(1)~(-1)" 2(0) 0
U; (2) =2()~(-1) 2(0) =0
U3 (2)=2"()~(-1) 2/(0) =0
U;(z)=2"(1)~(-1)" 2"(0)+az(0)=0
eslenik sinir kosullariyla elde edilir. L” operatoriiniin bigiminden ve Teorem 4.1’den, yeterince
biiyiik n’ler icin
\m =11 (sin(2n-0) 7x+0(s,)),

(4.63)
Voun,2 (X)=To (cos(2n —o)ax+0(g, ))

asimptotik formiilleri elde edilir. Burada r, (j =1, 2) sayilari (u v ):1 esitliginden

+n;j n+ng, 0 Vnen; |
elde edilen sayilardir. Buradan ve (4.54), (4.55), (4.63) formiillerinden, yeterince biiyiik n’ler
i¢in
Lo =N2+0(n) (j=12)
bulunur. (4.63) formiillerini yeniden yazarsak, yeterince bilyiikk n’ler i¢in
\rl(x):«/fsin(Zn—a)zzx+O(gn),

(4.64)
(x)=+2cos(2n-o)7x+0(¢,)

\"

n+n,,2

elde ederiz. (4.61) ve (4.62) sistemlerinin ikisi de L, (0,1) de tamdir (bkz: [4]). Ayrica, (4.61) ve

(4.62) sistemlerinin normlarinin ¢arpiminin sinirl oldugu (4.54), (4.55) ve (4.64) formiillerinden
kolayca elde edilir. Dahasi, L operatoriiniin sonlu sayidaki 6zdegeri harig¢ tiim 6zdegerleri basit

oldugundan operatdriin kok fonksiyonlar sisteminde en fazla sonlu tane ek fonksiyon vardir.
Elde ettigimiz bu bilgilere gore [37]’deki temel teoremden (4.62) sisteminin L, (0,1) de Riesz

tabani oldugu sonucuna varilir.
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Simdi q(x)eLZ(O,l) kabul edelim ve Sonug¢ 4.1°i ispatlayalim. Bunun ig¢in Once,

asagidaki sistemleri tanimlayalim:

9o (X)=1  Gy4(X)=+2sin2nzx, g,,(X)=+2c0os2nzx, (4.65)
gzn4=\/§Sin(2n—1)7rx, an:\/fcos(Zn—l)yrx, (4.66)
(n=12...).

Belirtelim ki (4.65) ve (4.66) sistemlerinin ikisi de LZ(O,l) uzayinin ortonormal tabanlaridir.

q(x) € LZ(O,l) oldugundan bu fonksiyonun Fourier katsayilarinin karelerinin sonsuz toplami

yakinsaktir. Buradan kolayca

ggf < +00. (4.67)
elde edilir. Sonug 4.1’in ispatin1 yalnizca o =0 i¢in yapalim. o =1 durumu benzer bigimde
yapilir. n, >0 ve n, >0 olsun. (4.54), (4.55) asimptotik formiillerinden, {gk (x)}t: sisteminin
tanimindan (bkz: (4.65)) ve (4.67)’den
2

2
|+
n=1

un+r11,1 —Oona un+n2,2 —Uon

2) < const Zgrf < +00 (4.68)

n=1
elde edilir. Ag¢iktir ki (4.68)’de L operatoriiniin kok fonksiyonlarinin n, +n, tanesi, (4.65)

sisteminin fonksiyonlarindan da 1 tanesi yoktur.

n +n,>1 olsun. Bu durumda (4.68) esitsizliginden sisteminin n, +n,—1 fonksiyonu
disindaki fonksiyonlardan olusan S sistemi (4.65)’e karesel yakindir. (4.65) sistemi LQ(O,l)
uzayinin ortonormal tabani oldugundan Teorem 3.1.1.2 ile S, L2(0,1) ’in Riesz tabanidir. Bu

durum (4.62) sisteminin L, (0,1) ’in tabani olmasi ile celisir.

n =n,=0 olsun. (4.62) sistemi L,(0,1)’in Riesz tabani oldugundan yine (4.68) ile

{gk (X)}:O sistemi taban olur ve bu da {gk (X)}EZ: sisteminin taban olmast ile celisir.

Geriye kalan tiim durumlar benzer bi¢imde ispatlanir. Bdylece genel durumda

n, +n, =1-o elde edilir. Genelligi kaybetmeden
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varsayabiliriz. O halde
Uy, (X)=+2sin(2n-o)zx+0(s,),
U o (X) =2 c08(2n—0) 72X+ 0 (s, ),
\T(x) =2sin(2n-o)zx+0(s,),
Voo (X)=+2c0s(2n—0)2x+0(&,)

(4.69)

olur.

Simdi, g(x)eW,'(0,1) oldugunda L operatdriiniin kok fonksiyonlar sisteminin L, (0,1)
(1< p<+oo, p#2) uzayinda taban olusturdugunu ispatlayalim. Yukardaki gibi yalnizca o =0

durumu i¢in ispat1 yapalim. o =1 durumu benzer sekilde yapilir.

q(x) eW,'(0,1) oldugundan (4.3) formiiliine gdre
£, = O(n’l)
dir. Bu sebeple (4.69) formiilleri
u,,(x)=+2sin(2n-o)zx+0(n™),

(4.70)
(x)=~2cos(2n —a);zx+0(n‘1)

u

n+l-o,2

ve
Vo1 (X)=+/2sin(2n-c)zx+0(n), @
Voi o2 (X)=v2c0s(2n-0) 7x+0(n)

olarak yazilabilir.

Teorem 3.1.1.3 ile (4.65) sistemi her bir pe(L+w) igin L,(0,1)’in tabamdir,

Dolayisiyla Teorem 3.1.1.4’ten IM_ >0, Vf €L (0,1) igin

N

2(f,9,)0,

n=0

<M, [T (N=12..) (4.72)

p

saglanir. Burada ||||p, L,(0,1) uzayindaki normdur.
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pe(l,Z) olsun. (4.62) sistemi L, (O,l) ‘de tam oldugundan L, (0,1) ’de de tamdir.

Dahasi, Vf e Lp (O,l) icin

H(f,vm.)un,j )

saglanir; burada n=12,..., ve j=12’dir. O halde Teorem 3.1.1.4°ten, (4.62) sisteminin

<const | f ||p

Lp (0,1) ’de taban oldugunu gostermek igin Vf e Lp (0,1),

m 2

ZZ( FVo U,

n=1 j=1

<Mf], (m=12.)

p

olacak bi¢imde bir M >0 sabiti bulmak yeterlidir. Belirtelim ki ayni1 kosullar altinda

3y (1) = 290 s+ (£ Vs )t}

n=1

<M’

p

fl, (4.73)

esitsizligini ispatlamak yeterlidir; burada m=1,2,... ve M’ bir sabittir.

(4.65), (4.70) ve (4.71) formiillerinden
U, (X) = Oona (X)+O(n_l)1 Upiao (X) =0, (X)+O(n_l)
V”vl (X) = g2n*1 (X)+O(n_l)’ Vn+l,2 (X) = an (X)+O(n_1)
elde edilir. Sonug olarak

Jn(F)< I (F)+ 3, (F)+ 3,5 (F)+3,4(F) (4.74)

bulunur. Burada m=1,2,... ve

mel(f)= ;(.hgn)gn mez(f)=‘;(f,gn)0(n_l)
Ins(F)= ;(f,o(n—l))gn Jna(F)= nZ:;,(f,O(n‘l))O(n‘l)
dir. (4.72) den
Jna () <const| f[| (4.75)

elde edilir. Teorem 3.1.1.5’ten
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n—l

mez(f)éconsti‘(f,gn)
n=1

om Ya 7 om Up (476)
gconst(Z\(f,gn)qj (anj <const| f] .
n=1 n=1
_ 1 1 ...
bulunur; burada, —+ = =1"dir. Dahasi,
P q
2m 2m 2 12
Jns( )< Z(f,o(n’l))gn :[Z(f,O(nl)) ]
n=1 2 n=1 (477)
2m 1/2
< const|| |, (Z n‘ZJ <const | f ||p
n=1
ve
2m
Ja <const| ], 2% <const| f] (4.78)
n=1

kolayca elde edilir.

(4.73) esitsizligi (4.74)-(4.78) esitsizliklerinin bir sonucudur. (4.62) sisteminin L, (0,1)

(1< p <2) uzaymin bir tabam oldugu ispatlandi.

2< p<+oo ve IYp+1/g=1 olsun. Belirtelim ki 1< q<2’dir ve (4.61) L" operatoriiniin
kok fonksiyonlar sistemidir. Yukarida ispatlandigi gibi, bu operatoriin kok fonksiyonlar sistemi

Lq (0,1) ’in tabanidir. O halde ona biortogonal olan (4.62) sistemi de Lp (0,1) ’in tabamdir.

Teorem 4.2 ve Sonug 4.1’in ispati bitti.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu boliimde oncelikle bu tez ¢alismasinda ele alinan sonuglar 6zetlenecek daha sonra bu konu ile

ilgili bagka nelerin yapilabilecegi hakkinda oneriler verilecektir.

5.1. Sonuclar

Bu tezde, (4.1) - (4.2) lineer diferansiyel operatoriiniin 6zdegerlerinin ve 6zfonksiyonlarinin

asimptotik davraniglari incelenmis, kok fonksiyonlar sisteminin L (O,l) (l< p< oo) uzayinda

taban olusturdugu ve bu tabanin p =2 durumunda kosulsuz oldugu ispatlanmistir. Bu sonuglar

Bulgular ve Tartisma boliimiinde verilmistir. Problemin ¢6zlimii i¢in gerekli lemmalar, teoremler

ve yardimci sonucglar Materyal ve Yontem baslig altinda verilmistir.

5.2. Oneriler

Tezde, (4.1) - (4.2) operatdriiniin spektral 6zellikleri ve kok fonksiyonlar sisteminin L (0,1)

(1< p<oo) uzayindaki tabanligt « #0 durumunda incelenmistir. Gorildigi gibi, a=0

durumunda, yani sinir kosullarinin periyodik-antiperiyodik oldugu durumda, (4.1) - (4.2)
operatdriiniin tabanlik ve diger spektral Ozellikleri incelenmemistir. Lineer diferansiyel
operatorlerin spektral teorisiyle ilgilenen bilim insanlarinin bu ¢éziilmemis durumun ¢éziimii

tizerine ¢alismalar yapilmasi onerilir.
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