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ÖZET 

 

FĠBONACCĠ VE LUCAS SAYILARI YARDIMIYLA TANIMLANAN BAZI REGÜLER 

MATRĠSLER VE UYGULAMALARI 

 

 

Hasan KARABUDAK 

 

Yüksek Lisans Tezi 

 

Bitlis Eren Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

DanıĢman: Yrd. Doç. Dr. Murat KARAKAġ 

Ağustos 2016, 23 sayfa 

 

Hazırlanan çalıĢmada, öncelikle Fibonacci ve Lucas sayıları kullanılarak iki yeni F  ve E  

regüler matrisleri tanımlandı. Daha sonra bu matrisler yardımıyla, sırasıyla   X F  Fibonacci ve 

 X E  Lucas dizi uzayları tanımlanarak bu uzayların BK uzayı oldukları ve X uzayı ile izomorf 

oldukları gösterildi. Ayrıca bu iki uzayın 1 p   olmak üzere ,  pl c
 
ve 0c  dizi uzaylarıyla 

iliĢkisi incelenerek bazı kapsama bağıntıları verildi. 

 

Anahtar kelimeler: Fibonacci Sayıları, Lucas Sayıları, Regüler Matris, Dizi Uzayı, BK  Uzayı 
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ABSTRACT 

 

SOME REGULAR MATRICES DEFINED BY FIBONACCI AND LUCAS NUMBERS AND 

ITS APPLICATIONS 

 

 

Hasan KARABUDAK 

 

Master Thesis 

 

Bitlis Eren University Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics 

Supervisor: Yrd. Doç. Dr. Murat KARAKAġ 

August 2016, 23 pages 

 

In this study, two new regular matrices F  and E  are firstly defined by using Fibonacci and 

Lucas numbers. Then, it is denoted that the sequence spaces  X F  and  X E  are BK spaces 

and also isometrically isomorphic to space X . Further, the relationship among the spaces  X F

,  X E  with  ,pl c , 0c  is examined for 1 p   by giving some inclusion relations. 

 

Keywords: Fibonacci Numbers, Lucas Numbers, Regular Matrice, Sequence Space, BK  space 
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SİMGE VE KISALTMALAR DİZİNİ 
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IR   Reel sayılar kümesi 

ℂ  Kompleks sayılar kümesi 

   Reel (yada kompleks) terimli dizilerin uzayı 

FX   F  Fibonacci matrisinin tanım bölgesi 

EX   E  Lucas matrisinin tanım bölgesi 
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1.GİRİŞ 

 

 

Leonardo Fibonacci Ġtalyan’ın Pisa Ģehrinde doğmuĢ olan Ġtalyan bir matematikçidir. Fibonacci, 

yazdığı matematik kitaplarından birinde tavĢan çiftliği olan bir arkadaĢıyla ilgili olduğunu iddia 

ettiği bir problemi araĢtırırken bu sayıları buluyor ve kendi adını veriyor. Buna göre Fibonacci 

dizisi Ģöyle tanımlanıyor : 

0 1 2 1 2=0,  1 ,  =     ,   n 2n n nf f f f f f      

 Bu durumda Fibonacci sayılarının ilk birkaç tanesi Ģöyle sıralanır: 

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,377,… 

Fibonacci dizisinin bir terimi öncekine bölündüğünde, bölümün “altın oran” olarak adlandırılan 

ve irrasyonel bir sayı olan 
1 5

1,61803398...
2


 sayısına yakınsadığı görülür. 

Altın oran sayısının çok önemli bir sayı olması, doğa ile matematiğin iliĢkisini somut olarak 

gösteren nadir araĢtırma konularından biri olması ve birçok kullanım alanına sahip olması, 

Fibonacci sayılarının yüzyıllardır ilgi çekici olmasının önemli nedenlerindendir. 

Fibonacci rekürans bağıntısını kullanarak, farklı baĢlangıç koĢulları altında yeni sayı dizileri elde 

edilebilir. Bu sayı dizileri arasında önemli bir yeri olan ve Fransız matematikçi Edward Lucas’ın 

adıyla anılan Lucas sayı dizisi, Fibonacci sayı dizisinin birçok akrabasından biridir. Lucas dizisi 

Ģöyle tanımlanmaktadır: 

                           

Böylece Lucas sayıları Ģu Ģekilde sıralanır: 

2,1,3,4,7,11,18,29,47,76,123,199,… 

Lucas dizisinin terimleri de birbirine bölündüğünde Fibonacci dizisinde olduğu gibi altın oranı 

verir. 
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2.ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR 

 

 

Literatürde Fibonacci ve Lucas sayılarının yer aldığı birçok kitap bulunmaktadır [1-3]. 

Fibonacci ve Lucas sayıları sırasıyla; 

0 1 1 20 , 1 ,  , n 2n n nf f f f f       

0 1 1 22 , 1 ,  , n 2n n nL L L L L       

lineer tekrarlama bağıntıları yardımıyla tanımlanan sayı dizileridir. 

Bu sayılar bilim, güzel sanatlar ve mimarlıkta çok ilginç uygulama ve özelliklere sahiptir. Ayrıca 

bu sayıların bazı temel özellikleri aĢağıdaki gibidir [2-3]. 

2

1

1

.  , 1,
n

k n n

k

f f f n



   

2

1

1 , n 1,
n

k n

k

f f 



    

2 2 1

1

1,
n

k n

k

L L 



   

2

1

3.
n

k n

k

L L 



   

Bir matrisin tanım bölgesi yardımıyla yeni bir dizi uzayı oluĢturma yaklaĢımı son zamanlarda 

çeĢitli yazarlar tarafından kullanılmıĢtır. Örneğin, BaĢar ve Mursaleen [4], çalıĢmalarında bu 

yaklaĢımı ele almıĢlardır. 

Kara [5], Fibonacci sayılarını kullanarak ( ), 1pl F p   dizi uzayını tanımlayarak bu 

uzayın bazı topolojik ve geometrik özelliklerini incelemiĢtir. Kara ve BaĢarır [6], Fibonacci 

sayıları yardımıyla yeni bir regüler matris oluĢturmuĢ ve bu matrisin tanım bölgesini 

araĢtırmıĢlardır. KarakaĢ [7], Fibonacci sayılarından oluĢan bir Toeplitz matrisi kullanarak klasik 

dizi uzaylarının cebirsel ve topolojik özelliklerini vermiĢtir. BaĢarır, BaĢar ve Kara [8], 

Fibonacci dizisiyle oluĢturulan bir matris yardımıyla 0 ( ) c F ve ( )c F  uzaylarını tanıtarak bazı 

kapsama bağıntıları vermiĢlerdir. Candan ve Kayaduman [9], genelleĢtirilmiĢ Fibonacci fark 

matrisi yardımıyla bir dizi uzayı tanımlayarak bu uzayı, iyi bilinen bazı uzaylarla 

karĢılaĢtırmıĢlar ve tanımladıkları uzayın Schauder bazına sahip olmadığını göstermiĢlerdir. 

Alotaibi, Mursaleen, Alamri ve Mohiuddine [10], ( )pl F  Fibonacci fark dizi uzayını kullanarak 

1( , ( )) , 1pl l F p matris sınıflarını karakterize ederek sınırlı lineer operatörlerin normları için 
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bazı yaklaĢımlar elde etmiĢlerdir. Debnath ve Saha [11], yeni bir Fibonacci regüler matrisi 

yardımıyla 
0( ),  ( ) ve ( )c F c F l F

 uzaylarını oluĢturmuĢ ve bazı cebirsel özellikleri 

incelemiĢlerdir. 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

 

3.1. Temel Tanım ve Teoremler 

 

Tanım 3.1.1.  Kompleks sayıların bir ( )ijA a  sonsuz matrisi :A IN IN ℂ Ģeklinde 

tanımlanan bir kompleks sayılar dizisidir ve  0,1,2,3,...IN   dir [12].  

 

Tanım 3.1.2. Bir A  sonsuz matrisinin AX  ile gösterilen tanım bölgesi  

                                                             :AX x w Ax X                                               (3.1.1) 

Ģeklinde tanımlı bir dizi uzayıdır [12].        

 

Tanım 3.1.3.   ve   herhangi iki dizi uzayı olsun. ( )nkA a  bir sonsuz matris ve  ( )kx x    

olmak üzere x ’ in  A  dönüĢümü xA  mevcut ve x    için Ax   ise A , ' dan  ' ye bir 

matris dönüĢümü tanımlar ve :A    Ģeklinde gösterilir [12]. 

 

Teorem 3.1.4. (Silverman-Toeplitz) ( ) ( : ; )nkA a c c p   olması için gerek ve yeter Ģart; 

i) n nk

k

sup a    

                                                               ii) lim 0nk
n

a


  

iii) lim 1nk
n

k

a


  

 koĢullarının sağlanmasıdır [12]. 

 

Tanım 3.1.5. Silverman-Toeplitz teoreminin koĢullarını sağlayan bir matris regüler matris 

(Toeplitz matrisi) olarak adlandırılır [12]. 

 

Tanım 3.1.6. X  reel ya da kompleks bir lineer uzay ve d  , X  üzerinde bir metrik olsun. X   

üzerinde toplama ve skalerle çarpım iĢlemleri sürekliyse ( , )X d uzayına lineer metrik uzay adı 

verilir [12]. 

 

Tanım 3.1.7. Bir lineer metrik uzay tam ise Frechet uzayı adını alır [12]. 
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Tanım 3.1.8.  , lineer topolojiye sahip bir dizi uzayı olsun. i IN   için :ip  ℂ, ( )i ip x x  

dönüĢümlerinin her biri sürekli ise ,   dizi uzayına K -uzayı denir [12]. 

 

Tanım 3.1.9 X  bir dizi uzayı olsun. X bir Banach uzayı ve : ,k X C  ( )  ( 1,2,3,...)k kx x k  

dönüĢümü sürekli ise 'X e bir BK -uzayı denir [12]. 

 

Tanım 3.1.10.  , bir K -uzayı olsun. Eğer  , tam lineer metrik uzay ise FK -uzayı olarak 

adlandırılır [12]. 

 

Tanım 3.1.11. X  bir normlu uzay olsun. Eğer X  uzayı, x X   için                                                         

1

0 (n )
n

i i

i

x e


   olacak Ģekilde bir tek ( )i  skaler dizisi var olmak üzere, bir ( )ne dizisi 

içeriyorsa bu  ne dizisine X  uzayının bir Schauder bazı denir [13]. 

 

Tanım 3.1.12. ( , )X d  ve (   ̃) iki metrik uzay olsun. :T X Y dönüĢümünü göz önüne 

alalım. Eğer T  dönüĢümü uzaklıkları koruyorsa yani ,x y X   için  ̃(     )   (   ) ise T

dönüĢümüne izometri adı verilir. Eğer T  dönüĢümü aynı zamanda birebir ve örten ise 

izomorfizm olarak adlandırılır [13]. 

 

Tanım 3.1.13. X   bir cümle ve K  kompleks sayıların bir cismi olsun. 

: X X X    

: K X X    

 fonksiyonları aĢağıdaki özellikleri sağlıyorsa , X  cümlesine K  cismi üzerinde bir vektör uzayı 

(lineer uzayı) adı verilir. Her , ,x y z X  için ve her , K   için 

L1) x y y x    

L2) ( ) ( )x y z x y z      

L3) =x x olacak Ģekilde bir X  vardır. 

L4) Her bir x X için ( )x x    olacak Ģekilde bir ( )x X  vardır. 

L5) 1.x x  

L6) ( )x y x y      

L7) ( )x x x       
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L8)    x x    [13]. 

 

Tanım 3.1.14. Kompleks terimli tüm ( )kx x , ( 1,2,3,...)k   dizilerin cümlesini   ile 

göstereceğiz. ( )kx x , ( )ky y  ve   bir skaler olmak üzere; 

                                                                  ( ) ( )k kx y x y    

( )kx x   

 Ģeklinde tanımlanan iĢlemler altında   bir lineer uzaydır. ' nın her alt lineer uzayına dizi uzayı 

denir [12]. 

 

Tanım 3.1.15. X   ve :d X X IR   bir fonksiyon olsun. , ,x y z X   için  

 

      M1) ( , ) 0d x y x y    

M2) ( , ) ( , )d x y d y x  

              M3) ( , ) ( , ) ( , )d x z d x y d y z   

 koĢulları sağlanıyorsa 'd  ye bir metrik denir.  ,X d  ikilisine de metrik uzay adı verilir [13]. 

 

Tanım 3.1.16. X , K  cismi üzerinde bir lineer uzay olsun. . : X R
 
dönüĢümü  ,x y X 

için aĢağıdaki Ģartları sağlıyorsa bu dönüĢüme bir norm ve ( , . )X  ikilisine de bir normlu uzay 

denir [13]. 

N1) 0x   

             N2) 0x x     

                        N3) .x x  ( skaler) 

              N4) x y x y  
 

 

Tanım 3.1.17 (Hölder Eşitsizliği) 1p  , 
1 1

1
p q
  , 1 2 3, , ,..., 0na a a a  ve 1 2 3, , ,..., 0nb b b b 

olsun. Bu takdirde,  

1 1

1 1 1

.
n n np q

p q

k k k k

k k k

a b a b
  

   
    
   

    

ve aynı zamanda; 
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1 1

.
n n

k k k k

k k

a b a b
 

 
  
 

   

dir [13]. 

 

Teorem 3.1.18. X  uzayı .  normuna göre bir BK - uzayı olsun. Bu takdirde 
Tx X   için 

( )
T

x T x  olmak üzere 
TX  bir BK - uzayıdır [14]. 
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4. BULGULAR 

 

 

4.1. Fibonacci Matrisi ve Uygulamalar 

 

Bu bölümde Fibonacci sayılarını kullanarak yeni bir regüler matris oluĢturacağız ve bu matris 

yardımıyla Fibonacci dizi uzayı tanımlayarak bazı özelliklerini inceleyeceğiz.

0 1 1 20, 1,  , n 2n n nf f f f f     
 
olmak üzere , 1( )nk n kF f 

  Fibonacci matrisimizi 

                                                         

2 1

2

,  1

0,           

k

nnk

f
k n

ff

k n


 

 
 

                                              (4.1.1) 

Ģeklinde tanımlıyoruz. Bu matrisin terimlerini açtığımızda; 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

olup buradan; 

1 0 0 0 0 0 0

1 2
0 0 0 0 0

3 3

1 2 5
0 0 0 0

8 8 8

1 2 5 13
0 0 0

21 21 21 21

1 2 5 13 34
0 0

55 55 55 55 55

F

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

1

2

31

4 4

3 51

6 6 6

3 5 71

8 8 8 8

3 5 7 91

10 10 10 10 10

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

0 0

f

f

ff

f f

f ff

f f f

f f ff

f f f f

f f f ff

f f f f f
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 elde edilir. Matrisimizin üçgensel olduğu yukarıdan açıkça görülmektedir; yani 0nnf   ve k n  

için 0 (n=1,2,3,...)nkf 
 

dır. Ayrıca Teorem 3.1.4 (Silverman-Toeplitz)’ün Ģartlarını açıkça 

sağladığından, F matrisi bir Toeplitz matrisi yani regüler matristir.  

Bu bölüm boyunca 0, ,l c c ve  (1 )pl p 
 
dizi uzaylarını X  ile göstereceğiz. 

F  matrisini kullanarak ( )kx x dizisinin F -dönüĢümü olarak adlandırılan ( ) ( )k ky y F x 

dizisini; 

                                              
2 1

12

1
( ) ( )

k

k k i i

ik

y y F x f x
f





                                               (4.1.2) 

Ģeklinde tanımlıyoruz. Bu F -dönüĢümü yardımıyla Fibonacci dizi uzayımızı 

 ( ) ( ) : ( )k kX F x x y y X       

ile tanımlıyoruz. 

 

Teorem 4.1.1. ( )X F  Fibonacci dizi uzayı; 

                  

 0

1

( )

1

sup  ,    X , ,

( )
,   X=l ;1

k k

pX F X X p

k p

k

y l c c

x F x y
y p







 


    
   

 


                             (4.1.3) 

normuna göre bir BK -uzayıdır. 

 

İspat: F matrisimiz üçgensel olduğundan, (4.1.3) ve Teorem 3.1.18 kullanılarak ( )X F  uzayının 

bir BK - uzayı olduğu kolayca görülür. 

 

Teorem 4.1.2. ( )X F  dizi uzayı X  uzayına izometrik izomorftur; yani ( ) 'X F X dir. 

 

İspat: Öncelikle, ( )X F  ve X  uzayları arasında bir izometrik izomorfizmin varlığını 

göstermemiz gerekir. Bunun için ( )X F  uzayından 'X e tanımlanan aĢağıdaki P dönüĢümünü 

göz önüne alalım: 

2 1

12

1
: ( )  ,   ,  ( ) ( ) .

k

k k i i

ik

P X F X x Px y y y F x f x
f





        

Bu durumda ( )x X F  için ( ) 'Px y F x X   dir. Bununla birlikte P  dönüĢümünün lineer 

olduğu açıktır. Gerçekten; 
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2 1

12

1
( ) ( )

k

i i i

ik

P x z f x z
f





    

                                                                  
2 1 2 1

1 12 2

1 1k k

i i i i

i ik k

f x f z
f f

 

 

    

                                                                    Px Pz   

dir. Ayrıca 0 0Px x   olduğu kolayca görülebilir. O halde P  dönüĢümü 1:1’dir. 

ġimdi ( )ky y X   verilsin ve bu takdirde ( )kx x dizisini aĢağıdaki gibi tanımlayalım: 

                                              

02 2 2
1

2 1 2 1

 , k .k k
k k k

k k

f f
x y y IN

f f




 

                                         (4.1.4) 

0k IN   için (4.1.2) ve (4.1.4) eĢitliklerini kullanarak, 

2 1

12

1
( )

k

k i i

ik

F x f x
f





   

                                                                    2 2 2
2 1 1

12 2 1 2 1

1 k
i i

i i i

ik i i

f f
f y y

f f f


 

  

 
  

 
  

                                                                      2 2 2 1

12

1 k

i i i i

ik

f y f y
f

 



   

                                                                     
2

2

1
. k k k

k

f y y
f

   

elde edilir. Bu ise ( )F x y  olduğunu gösterir ve y X olduğundan ( )F x X  buluruz. 

Dolayısıyla ( )x X F  ve  Px y  olduğu sonucuna varırız ki bu P  dönüĢümünün örten olması 

demektir. 

Üstelik ( )x X F   için (4.1.3) eĢitliğinden P  dönüĢümünün normu koruduğunu yani; 

( )
( )

X X X X F
Px y F x x    

olduğunu görürüz. 

Bu ise P  dönüĢümünün bir izometri olduğunu ve sonuç olarak ( )X F  ve X uzaylarının 

izometrik izomorf olduklarını gösterir. Böylece ispat tamamlanır. 

AĢağıda vereceğimiz yardımcı teoremi ispatlamak için, 0( )k k  

  pozitif reel sayıların kesin 

artan bir dizisi, yani 0 10 ...     ve ,k k  
 
olmak üzere Mursaleen ve Noman [15] 

tarafından tanımlanan  

                                                 
1 ,  1 k n

0,            k>n

k k

nnk

 




 

   



                                       (4.1.5) 
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matrisini kullanacağız. Burada özel olarak 
2n nf  alırsak, 

1k k   2 2 2k kf f    

                           =
2 1 2 2 2 2k k kf f f     

    =
2 1kf 

 

buluruz. Dolayısıyla F   elde ederiz. ( )k  dizisinin tanımından   matrisi için 0n k 

olmak üzere 10 1k k

n

 




  , 0 k n   dir ve 
1

1
l




 
ise  1

1
supk k k

n k n

 








 
   

 
 olur [16]. 

Buradan ,n k IN   için 2 1

2

0 1k

n

f

f

   olur. Eğer 
1

2

1

k

l
f

 
 

 
 ise bu takdirde vereceğimiz yardımcı 

teoremin ispatı açıktır. 

Yardımcı Teorem 4.1.3.  
1k k

f



 Fibonacci sayı dizisi olsun. Eğer 

1

2

1

k

l
f

 
 

 
 ise, bu takdirde  

2 1

2

1
supi i

k i k

f
f







 
  

 
  dir. 

 

Teorem 4.1.4.  0, ,X l c c için 0( ) ( ) ( )c F c F l F   kapsaması kesindir. 

 

İspat: 0c c l  olduğundan 0( ) ( ) ( )c F c F l F   kapsaması sağlanır. 0i IN  için 1ix 

olacak Ģekilde ( )ix x dizisini düĢünelim. Bu takdirde 0k IN   için, 

2 1

12

1
( )

k

k i i

ik

F x f x
f





   

      = 2 1

12

1 k

i

ik

f
f





  

= 2

2

1k

k

f

f
  

olur. Buradan Fx c , 0Fx c olduğu açıktır. Dolayısıyla ( )x c F  ancak 0 ( )x c F bulunur. 

Bu ise 0( ) ( )c F c F
 
kapsamasının kesin olduğunu gösterir. ġimdi 0i IN   için; 

   2 2 2

2 1

1 1
i

i i

i

i

f f
x

f





  
  

dizisini düĢünelim. Bu dizi yardımıyla 0k IN   için; 
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2 1

12

1
( )

k

k i i

ik

F x f x
f





   

                                        = 2 2 2
2 1

12 2 1

( 1) ( 1)1
.

ik
i i

i

ik i

f f
f

f f




 

  
  

    = 2

2

( 1) .k

k

k

f

f


 

                                                                    = ( 1)k  

buluruz. Bu ise Fx l , fakat Fx c olması demektir. Böylece, ( )x l F , ( )x c F  olduğu 

açıktır. Yani ( ) ( )c F l F  kapsaması kesindir. 

 

Teorem 4.1.5. ( )X X F bağıntısı sağlanır. 

 

İspat: F matrisimiz regüler olduğundan, =cX  ve 0X c için bağıntı aĢikardır. ( )ix x l   

alırsak, bu takdirde 0i IN   için ix M olacak Ģekilde bir 0M   sabiti vardır. Böylece 

aĢağıdaki eĢitsizliği elde ederiz ki bu Fx l olduğunu gösterir: 

2 1

12

1
( )

k

k i i

ik

F x f x
f





   

 2 1

12

k

i

ik

M
f

f




   

2

2

. .k

k

M
f M

f
   

Buradan ( )ix x l 
 
iken ( ) ( )ix x l F   olduğu sonucunu çıkarırız. 

ġimdi ( )i px x l  , 1 p    alalım. Hölder eĢitsizliğinden yararlanarak 0k IN   için 

aĢağıdaki eĢitsizliği elde ederiz: 

2 1

1 2
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p
k

p i
k i

i k

f
F x x

f





 
  
 
  

                              

1

2 1 2 1

1 12 2
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p p
k k

i i
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i ik k

f f
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f f



 

 

   
    
   
   

                                                              2 1

12

1
.

k
p

i i

ik

f x
f





                                               (4.1.6) 

(4.1.6) eĢitsizliği yardımıyla; 
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2 1

1 1 12

1
( )

p pk

k i i

k k ik

F x f x
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2 1

1 2

1
p

i i

k k i k

x f
f

 



 

   

bulunur. 
2 1

2

1
supi i

k i k

M f
f







 
   

 
  için, yardımcı teorem (4.1.3)’den; 

                                          
( )

1

. .
p p

p
p p

il F l
k

x M x M x




                                                     (4.1.7) 

eĢitsizliği elde edilir. 

Sonuç olarak ( )px l F ve böylece 1 p  için ( )p pl l F olduğu görülür. 

1p   olması durumunda (4.1.7) eĢitsizliğinin sağlandığı benzer Ģekilde gösterilebilir. 

 

Teorem 4.1.6. ( )X F X bağıntısı sağlanır. 

 

İspat: (4.1.5) eĢitliğinde 2n nf   alırsak, 1 2 1k k kf      ve buradan F   olduğunu 

göstermiĢtik. Bu koĢullar altında 

1 2 2

2

lim limn n

n n
n n

f

f




 

 
  

                  2 2 1

2

lim n n

n
n

f f

f






  

              2 1

2

lim 1 n

n
n

f

f





 
  

 
 

             2 11 lim 1n

n
n

f

f




    

buluruz. 0 0 ,  c c c c   , l l

   ve ,  1p pl l p     eĢitliklerinin sağlanması için gerek ve 

yeter Ģart 1liminf 1n
n

n






   olduğundan [15-16], 1 p   olmak üzere  0, ,pX l c c  için 

( )X F X bağıntısı sağlanmıĢ olur. 

( )X F X  ve ( )X X F bağıntıları sağlandığından aĢağıdaki sonucu verebiliriz. 

 

Sonuç 4.1.7. ( )X F X . 
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4.2. Lucas Matrisi ve Uygulamaları 

 

Bu bölümde Lucas sayıları yardımıyla Lucas matrisi adını vereceğimiz yeni bir regüler matris 

oluĢturacağız ve bu matrisi kullanarak Lucas dizi uzayını tanımlayacağız. Lucas sayılarının  

                           

 
Ģeklinde tanımlandığını çalıĢmamızın giriĢ kısmında vermiĢtik. O halde bu sayıları kullanarak 

 
, 1nk n k

E L



   Lucas matrisimizi; 

                                                 

2

1

1

 ,  1
. 2

0          ,   

k

nk n n

L
k n

E L L

k n






 

 
 

                                            (4.2.1) 

Ģeklinde tanımlayalım. Bu matrisin terimlerini açtığımızda; 

2

0

1 0

2 2

0 1

2 1 2 1

2 2 2

0 1 2

3 2 3 2 3 2

2 22 2

0 31 2

4 3 4 3 4 3 4 3

2 22 2 2

0 31 2 4

5 4 5 4 5 4 5 4 5 4

0 0 0 0 0 0
. 2

0 0 0 0 0
. 2 . 2

0 0 0 0
. 2 . 2 . 2

0 0 0
. 2 . 2 . 2 . 2

0 0
. 2 . 2 . 2 . 2 . 2

L

L L

L L

L L L L

L L L

E L L L L L L

L LL L

L L L L L L L L

L LL L L

L L L L L L L L L L








 



   


    



    


















 
 
 

 

 

olup buradan; 

1 0 0 0 0 0 0

4 1
0 0 0 0 0

5 5

4 1 9
0 0 0 0

14 14 14

4 1 9 16
0 0 0

30 30 30 30

4 1 9 16 49
0 0

79 79 79 79 79

E

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

elde edilir. 
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0nnL   ve k n  için 0 (n=1,2,3,...)nkL 
 
olduğu, yani Lucas matrisimizin üçgensel olduğu 

yukarıdan açıkça görülmektedir. Üstelik Silverman-Toeplitz teoreminin Ģartları açıkça 

sağlanmaktadır. O halde E  matrisi bir Toeplitz matrisi yani regüler matristir.  

ġimdi ( )kx x
 
dizisinin E  dönüĢümü olarak adlandıracağımız ( ) ( )k ky y E x  dizisini  

                         2

1

11

1
( ) ( )

. 2

k

k k i i

ik k

y y E x L x
L L





  

                                                       (4.2.2) 

Ģeklinde tanımlıyoruz. Bu E  dönüĢümü yardımıyla Lucas dizi uzayımızı 

 ( ) ( ) : ( )k kX E x x y y X      

 olacak Ģekilde tanımlayalım. 

 

Teorem 4.2.1. ( )X E  Lucas dizi uzayı; 

  

 0

1

( )

1

sup  ,   , ,

( )
 ,   ;  1

k k

pX E X X p

k p

k

y X l c c

x E x y
y X l p







 


    
    

 


                                              (4.2.3) 

normuna göre bir BK uzayıdır. 

 

İspat: E  matrisimiz üçgensel olduğundan, bu teoremin ispatı Teorem 4.1.1’in ispatına benzer 

Ģekilde yapılabilir. 

 

Teorem 4.2.2. ( )X E ve X  uzayları izometrik olarak izomorftur. 

 

İspat: Ġlk yapmamız gereken ( )X E  ve X  uzayları  arasında bir izometrik izomorfizm olup 

olmadığını göstermektir. Bunun için, 

2

1

11

1
: ( ) ,  ,  ( ) ( )

. 2

k

k k k i

ik k

X E X x x y y y E x L x
L L





      

  

dönüĢümünü göz önüne alalım. Buradan ( )x X E   için ( )x y E x X    dir. Ayrıca açıkça 

görülmektedir ki   dönüĢümü lineerdir. Gerçekten; 

2

1

11

1
( ) ( )

. 2

k

k i i

ik k

x y L x y
L L





   

  

                                                           
2 2

1 1

1 11 1

1 1

. 2 . 2

k k

k i k i

i ik k k k

L x L y
L L L L

 

  

 
 
   

                                                           .x y    
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Ayrıca 0 0x x     olduğu kolayca görülür. Yani   dönüĢümü 1:1’dir. ġimdi ( )ky y X   

verilsin. ( )kx x dizisini,  

               1 1 2
12 2

1 1

. 2 . 2k k k k
k k k

k k

L L L L
x y y

L L

  


 

 
  , 0k IN                                                    (4.2.4) 

Ģeklinde tanımlayalım. (4.2.2) ve (4.2.4) eĢitlikleri yardımıyla  
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11

1
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k

k i i

ik k

E x L x
L L







  

                                                               2 1 1 2
1 12 2

11 1 1

. 2 . 21

. 2

k
i i i i

i i i

ik k i i

L L L L
L y y

L L L L

  
 

  

  
  

  
  

                                                                  1 1 2 1

11

1
. 2 2

. 2

k

i i i i i i

ik k

L L y L L y
L L

   



     
  

                                                               
1

1

1
.( . 2).

. 2
k k k k

k k

L L y y
L L





  


 

elde edilir. Bu ( )E x y olduğunu gösterir ve y X olduğundan ( )E x X buluruz. Bu takdirde 

( )x X E  ve x y   olur ki bu   dönüĢümünün örten olduğunu gösterir. 

Dolayısıyla ( )x X E   için (4.2.3) eĢitliğinden   dönüĢümünün, 

( )
( )

X X X X E
x y E x x     

eĢitliğini sağladığını, yani normu koruyan bir dönüĢüm olduğu anlaĢılır. O halde   dönüĢümü 

bir izometri olup, ( )X E  ve X  uzaylarının izometrik izomorf olduğu gösterilmiĢ olur. Böylece 

ispat tamamlanır. 

 

Teorem 4.2.3.  
1k k

L



 Lucas sayı dizisi olsun. Eğer 

1

1

. 2k kL L 

 
 

 
 dizisi 1l uzayının elamanı ise, 

bu takdirde 2

1

1

1
sup

. 2
i i

k i k k

L
L L





 

 
  

 
 dur. 

 

İspat: (4.1.5) ile verilen   matrisinde 1. 2n n nL L    alınırsa; 

 1 1 1 2. 2 . 2k k k k k kL L L L           

                                                            1 1 2. .k k k kL L L L     

                                                             1 2.k k kL L L    

                                                             1 1 2 2.k k k kL L L L       
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                                                            2

1kL   

elde edilir. Bu ise  ve E  matrislerinin eĢitliği anlamına gelir. 

E  matrisimizde ,n k IN   için 
2

1

1

0 1
. 2

k

n n

L

L L





 


 olduğu açıkça görülmektedir. Benzer 

durumda   matrisi için, Fibonacci matrisimizde olduğu gibi, 
1

1
l


  iken 

 1

1
supk k k

n k n

 








 
   

 
  olduğu göz önüne alınırsa,  

, 1nk n k
E L




  matrisi için 

1

1

1

. 2k k

l
L L 

 
 

 
 olduğu kolayca görüleceğinden 2

1

1

1
sup

. 2
i i

k i k k

L
L L





 

 
  

 
  bulunur. 

 

Teorem 4.2.4.  0( ) ( )c E c E l E   olup, bu kapsama kesindir. 

 

İspat: E matrisinin özellikleri kullanılarak Teorem 4.1.4’ ün ispatına benzer Ģekilde yapılabilir. 

 

Teorem 4.2.5.  X X E ’dir. 

 

İspat: E matrisinin regülerliği nedeniyle 0 0( )c c E  ve ( )c c E  olduğu açıktır. ( )ix x l 

alalım. O halde 
0, ix T i IN    olacak Ģekilde  bir 0T   sabiti mevcuttur.  

Bu durumda 0k IN   için, 
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11

1
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. 2

k

k i i

ik k

E x L x
L L
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11. 2
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L
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1

1

( . 2)
. 2

k k
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T
L L T

L L




  


 

                                                        

olur ki  bu ( )E x l  olduğunu gösterir. Böylece ( )ix x l   iken ( ) ( )ix x l E   elde edilir. 

Son olarak 1 p  olsun ve ( )i px x l   alalım. 0k IN   için Hölder eĢitsizliğini 

uygulayarak 
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                                      (4.2.5) 

ve (4.2.5) eĢitsizliği yardımıyla da 
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elde edilir ve buradan 2
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  olmak üzere Teorem 4.2.3’den  
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                                       (4.2.6) 

olduğu görülür. Yani ( )px l E ’dir ve 1 p   için ( )p pl l E  bağıntısının sağlandığı 

sonucuna varırız. 

 

Teorem 4.2.6.  ( )X E X ’dir. 

 

İspat: E  ve 1. 2n n nL L    olduğu göz önüne alınırsa 
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buluruz. Böylece Teorem 4.2.3’den ( )X E X ,  0, , , 1 ppX l c c     kapsama bağıntısının 

sağlandığı görülür. 

 

Sonuç 4.2.7. ( )X E X eĢitliği sağlanır. 

 

İspat: Teorem 4.2.5 ve Teorem 4.2.6’nın açık bir sonucudur. 
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

 

 0 0,  0 1np p n  
 
ve 0 1 2 ...n nP p p p p    

 
olsun. A  matrisi 

 
,    0

0,            

k

nnk

p
k n

PA a

k n


 

  
 

 

Ģeklinde tanımlansın. Bu takdirde,  A  matrisinin bir Toeplitz matrisi olması için gerek ve yeter 

Ģart ,  nP n   olmasıdır. Bu Ģekilde tanımlanan A  matrisine Riesz matrisi adı verilir [17]. 

Sonuç olarak, çalıĢmamızın 4. bölümünde tanımlamıĢ olduğumuz F  Fibonacci matrisi ve E  

Lucas matrisi, Riesz matrisinin özel hali olan  regüler matrislerdir. Ayrıca, 1 p   olmak 

üzere  0, ,pX l c c  için FX X  ve EX X  dir. Bu durumda Ģu iki soru akla gelebilir: 

I. X  keyfi bir normlu veya paranormlu uzay olduğunda, FX X  ve EX X  eĢitlikleri sağlanır 

mı? 

II. Klasik dizi uzayları üzerinde F  Fibonacci matrisi ve E  Lucas matrisinin spektrumu çalıĢılabilir 

mi? 

Bu soruların cevabı, hem yazar hem de okuyucular için bir araĢtırma niteliği taĢımaktadır.  
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