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OZET

FIBONACCI VE LUCAS SAYILARI YARDIMIYLA TANIMLANAN BAZI REGULER
MATRISLER VE UYGULAMALARI

Hasan KARABUDAK
Yiksek Lisans Tezi

Bitlis Eren Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danisman: Yrd. Dog. Dr. Murat KARAKAS
Agustos 2016, 23 sayfa

Hazirlanan ¢alismada, oncelikle Fibonacci ve Lucas sayilar1 kullanilarak iki yeni F ve E

regiiler matrisleri tanimlandi. Daha sonra bu matrisler yardimiyla, sirasiyla X (F) Fibonacci ve
X (E) Lucas dizi uzaylar1 tanimlanarak bu uzaylarin BK uzay1 olduklar1 ve X uzayi ile izomorf

olduklar1 gosterildi. Ayrica bu iki uzaym 1< p<oo olmak lizere |, ¢ ve ¢, dizi uzaylariyla

iligkisi incelenerek bazi kapsama bagmtilar1 verildi.

Anahtar kelimeler: Fibonacci Sayilari, Lucas Sayilari, Regiiler Matris, Dizi Uzayi, BK Uzay1



ABSTRACT

SOME REGULAR MATRICES DEFINED BY FIBONACCI AND LUCAS NUMBERS AND
ITS APPLICATIONS

Hasan KARABUDAK
Master Thesis

Bitlis Eren University Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics
Supervisor: Yrd. Dog. Dr. Murat KARAKAS
August 2016, 23 pages

In this study, two new regular matrices F and E are firstly defined by using Fibonacci and

Lucas numbers. Then, it is denoted that the sequence spaces X (F) and X (E) are BK spaces
and also isometrically isomorphic to space X . Further, the relationship among the spaces X (F)

, X (E) with 1 ,c, c, is examined for 1< p <o by giving some inclusion relations.

Keywords: Fibonacci Numbers, Lucas Numbers, Regular Matrice, Sequence Space, BK space
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SIMGE VE KISALTMALAR DiZiNi

Dogal sayilar kiimesi
Reel sayilar kiimesi

Kompleks sayilar kiimesi

Reel (yada kompleks) terimli dizilerin uzay1

F Fibonacci matrisinin tanim bdlgesi
E Lucas matrisinin tanim bolgesi
Fibonacci sayilari

Lucas sayilari



1.GIRIS

Leonardo Fibonacci italyan’in Pisa sehrinde dogmus olan Italyan bir matematik¢idir. Fibonacci,
yazdig1 matematik kitaplarindan birinde tavsan ¢iftligi olan bir arkadasiyla ilgili oldugunu iddia
ettigi bir problemi arastirirken bu sayilar1 buluyor ve kendi adin1 veriyor. Buna gére Fibonacci
dizisi soyle tanimlaniyor :
f,=0, f,=f,=1,f =f ,+f , , n=2
Bu durumda Fibonacci sayilarmin ilk birkag tanesi soyle siralanir:
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,377,...

Fibonacci dizisinin bir terimi dncekine boliindiigiinde, boliimiin “altin oran” olarak adlandirilan

ve irrasyonel bir say1 olan 1+£/§ =1,61803398... sayisina yakinsadigi goriiliir.

Altin oran sayisinin ¢ok dnemli bir say1r olmasi, doga ile matematigin iliskisini somut olarak
gosteren nadir arastirma konularindan biri olmasi ve birgok kullanim alanma sahip olmasi,
Fibonacci sayilarmin yiizyillardir ilgi ¢ekici olmasinin 6nemli nedenlerindendir.
Fibonacci rekiirans bagintisini kullanarak, farkli baslangi¢ kosullar1 altinda yeni say1 dizileri elde
edilebilir. Bu say1 dizileri arasinda 6nemli bir yeri olan ve Fransiz matematik¢i Edward Lucas’in
adiyla anilan Lucas say1 dizisi, Fibonacci say1 dizisinin birgok akrabasindan biridir. Lucas dizisi
sOyle tanimlanmaktadir:

Ly=2,L,=1L,=L, 1 +L, ,,n=2
Boylece Lucas sayilari su sekilde siralanir:

2,1,3,4,7,11,18,29,47,76,123,199,...

Lucas dizisinin terimleri de birbirine bdliindiigiinde Fibonacci dizisinde oldugu gibi altin orani

Verir.



2.ONCEKI CALISMALAR

Literatiirde Fibonacci ve Lucas sayilarmin yer aldigi birgok kitap bulunmaktadir [1-3].
Fibonacci ve Lucas sayilar1 sirasiyla;

f=0,f=1,f=f +f , ,n>2
L0:2’L1:l1|—n:Ln—1+Ln—2’n22

lineer tekrarlama bagintilar1 yardimiyla tanimlanan say1 dizileridir.
Bu sayilar bilim, giizel sanatlar ve mimarlikta ¢ok ilging uygulama ve 6zelliklere sahiptir. Ayrica

bu sayilarin bazi temel 6zellikleri asagidaki gibidir [2-3].

S 2=t f,,n>1
k=1

> f="f.,-1,n>1,

k=

N

Bir matrisin tanim bolgesi yardimiyla yeni bir dizi uzay1 olusturma yaklasimi son zamanlarda
cesitli yazarlar tarafindan kullanilmistir. Ornegin, Basar ve Mursaleen [4], ¢alismalarinda bu
yaklasimi ele almislardir.

Kara [5], Fibonacci sayilarini kullanarak 1 (F), 1< p<oo dizi uzaymi tanimlayarak bu

uzaymn bazi topolojik ve geometrik 6zelliklerini incelemistir. Kara ve Basarir [6], Fibonacci
sayilar1 yardimiyla yeni bir regililer matris olusturmus ve bu matrisin tanim bolgesini
arastrmiglardir. Karakas [7], Fibonacci sayilarindan olusan bir Toeplitz matrisi kullanarak klasik
dizi uzaylarmm cebirsel ve topolojik Ozelliklerini vermistir. Basarir, Basar ve Kara [8],
Fibonacci dizisiyle olusturulan bir matris yardimiyla c,(F) ve c(F) uzaylarmi tanitarak bazi
kapsama bagmtilar1 vermislerdir. Candan ve Kayaduman [9], genellestirilmis Fibonacci fark
matrisi yardimiyla bir dizi uzayr tanimlayarak bu wuzayi, iyi bilinen bazi uzaylarla
kargilastirmiglar ve tamimladiklar1 uzaymn Schauder bazma sahip olmadigini gdstermislerdir.

Alotaibi, Mursaleen, Alamri ve Mohiuddine [10], I (F) Fibonacci fark dizi uzayni kullanarak

(1,1,(F)) , 1< p <oomatris siniflarin1 karakterize ederek smirli lineer operatorlerin normlari igin



bazi yaklagimlar elde etmislerdir. Debnath ve Saha [11], yeni bir Fibonacci regiiler matrisi

yardimiyla c,(F), c(F) vel (F) wuzaylarmi olusturmus ve baz1 cebirsel 6zellikleri

incelemislerdir.



3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tamm 3.1.1. Kompleks sayilarm bir ~ A=(g;) sonsuz matrisi A:INxIN — C seklinde

tanimlanan bir kompleks sayilar dizisidir ve IN = {0,1, 2,3, } dir [12].

Tanim 3.1.2. Bir A sonsuz matrisinin X, ile gosterilen tanim bdlgesi
X,={xew:Axe X} (3.1.1)

seklinde tanimli bir dizi uzayidir [12].

Tanim 3.1.3. 4 ve g herhangi iki dizi uzayi olsun. A=(a,) bir sonsuz matris ve x=(x)ec®
olmak iizere X’ in A doniisimii A, mevcut ve Vxe A icin Axe u ise A, A'dan u'ye bir

matris doniisimii tanimlar ve A: A — u seklinde gosterilir [12].

Teorem 3.1.4. (Silverman-Toeplitz) A=(a, )< (c:c; p) olmasi i¢in gerek ve yeter sart;
i) sup, Y |a,] <
k

ii) lima,, =0

i) lim Z|ank| =1
n—oo K
kosullarinin saglanmasidir [12].

Tammm 3.1.5. Silverman-Toeplitz teoreminin kosullarin1 saglayan bir matris regiiler matris

(Toeplitz matrisi) olarak adlandirilir [12].

Tamm 3.1.6. X reel ya da kompleks bir lineer uzay ve d , X iizerinde bir metrik olsun. X

tizerinde toplama ve skalerle ¢arpim islemleri siirekliyse (X,d)uzayma lineer metrik uzay adi

verilir [12].

Tamim 3.1.7. Bir lineer metrik uzay tam ise Frechet uzayi adin1 alir [12].



Tamm 3.1.8. 4, lineer topolojiye sahip bir dizi uzay1 olsun. Vie IN icin p,: 4 —>C, p,(X)=X;

doniigiimlerinin her biri siirekli ise , 4 dizi uzayma K -uzayi denir [12].

Tanim 3.1.9 X bir dizi uzay1 olsun. X bir Banach uzayi ver, : X ->C, 7, (x) =%, (k=12,3,..)

doniigiimi siirekli ise X 'e bir BK -uzay1 denir [12].

Tamm 3.1.10. A, bir K-uzay: olsun. Eger A, tam lineer metrik uzay ise FK -uzayi olarak
adlandirilir [12].

Tamm 3.1.11. X bir normlu wuzay olsun. Eger X wuzay, VxeX i¢in

X—Zn:aiei

i=1

— 0 (n > ) olacak sekilde bir tek (¢;) skaler dizisi var olmak iizere, bir (e,) dizisi

iceriyorsa bu (en ) dizisine X uzaymin bir Schauder bazi denir [13].

Tamm 3.1.12. (X,d) ve (Y,d) iki metrik uzay olsun. T:X —Y doniisiimiinii goz oniine
alalim. Eger T doniisiimii uzakliklar1 koruyorsa yani Vx,y e X i¢in d(Tx,Ty) = d(x,y) ise T

donilistimiine izometri adi verilir. Eger T donilisimii ayni zamanda birebir ve Orten ise

izomorfizm olarak adlandirilir [13].

Tanim 3.1.13. X #J bir ciimle ve K kompleks sayilarm bir cismi olsun.
+: XxX > X
—KxX > X
fonksiyonlar1 asagidaki 6zellikleri sagliyorsa , X ciimlesine K cismi {izerinde bir vektor uzayi
(lineer uzayi) ad1 verilir. Her x,y,z e X igin ve her A, ue K igin
L1) X+y=y+X
L2) (X+Yy)+z=x+(y+2)
L3) x+@=xolacak sekilde bir € € X vardr.
L4) Her bir x e X i¢in X+ (—X) = @ olacak sekilde bir (—x) € X vardir.
L5) 1.x=x
L6) A(x+Yy)=AX+ Ay
L7) (A1 + )X = AX+ X



L8) A(ux)=(Au)x [13].

Tanim 3.1.14. Kompleks terimli tim X =(x,), (k=1,2,3,...) dizilerin cimlesini o ile
gosterecegiz. X=(X.), Y=(Y,) Ve a bir skaler olmak iizere;
X+y=(X)+(¥)
ax=(aX,)

seklinde tanimlanan iglemler altinda @ bir lineer uzaydir. @'nm her alt lineer uzayina dizi uzayi

denir [12].

Tamm 3.1.15. X #J ve d: X x X — IR bir fonksiyon olsun. ¥x,y,ze X igin

M1) d(x,y)=0<=x=Yy
M2) d(x,y)=d(y,X)
M3) d(x,z) <d(x,y)+d(y,2z)

kosullar1 saglaniyorsa d ' ye bir metrik denir. (X , d) ikilisine de metrik uzay adi verilir [13].

Tamim 3.1.16. X ,K cismi iizerinde bir lineer uzay olsun. |||| X — R" doniisimii  VX,y e X

icin asagidaki sartlar1 sagliyorsa bu doniisiime bir norm ve (X ,||||) ikilisine de bir normlu uzay

denir [13].
N1) x>0

N2) [X|=0<x=0
N3) |laX|| =]l ||x| (« skaler)

N) [+ ] <[[x]+]v]

Tamm 3.1.17 (Holder Esitsizligi) p>1, l+%:1, a,a,,8,...,a,20ve b,b,,b,,..,b >0

olsun. Bu takdirde,

o |~

n

n a b < (Zakpj

k=1 k=1

)

ve ayni zamanda,



dir [13].

Teorem 3.1.18. X uzay1 |||| normuna gére bir BK - uzay1 olsun. Bu takdirde VX € X; i¢in

||X||T =||T (X)|| olmak tizere X, bir BK - uzayidir [14].



4. BULGULAR

4.1. Fibonacci Matrisi ve Uygulamalar

Bu béliimde Fibonacci sayilarini kullanarak yeni bir regiiler matris olusturacagiz ve bu matris

yardimiyla  Fibonacci dizi  uzayr tamimlayarak bazi1  Ozelliklerini  inceleyecegiz.

f,=0f =1f =f_+f_,,n>2 olmakiizere F=(f);,_, Fibonacci matrisimizi

M, 1<k <n
f =2 f, (4.1.1)

0, k>n

seklinde tanimliyoruz. Bu matrisin terimlerini agtigimizda;

L000000
f2
LEOOOOO
f4 f4
LLf—OOOO
f6 f6 fG
LT
f8 f8 fS f8
A A S A SR
f10f10 10f10f10
olup buradan;
1 0 0 0 0 0 0 ..]|
12OOOOO
3 3
lg§OOOO
£_|8 8 8
12518 o0
21 21 21 21
12 5 13 3%
55 55 55 55 55




elde edilir. Matrisimizin tiggensel oldugu yukaridan agikca goériilmektedir; yani f =0 ve k>n
icin f, =0(n=1,2,3,...) dir. Ayrica Teorem 3.1.4 (Silverman-Toeplitz)’iin sartlarmni agik¢a

sagladigindan, F matrisi bir Toeplitz matrisi yani regiiler matristir.

Bu bdlim boyunca 1,,¢,c,ve |, (1< p <o) dizi uzaylarii X ile gosterecegiz.
F matrisini kullanarak x =(x,)dizisinin F -doniisiimii olarak adlandirilan y=(y,)=F, (x)
dizisini;

y=() =KX= fiz FoiaX (4.1.2)

2k i=1

seklinde tanimliyoruz. Bu F -doniisiimii yardimiyla Fibonacci dizi uzayimizi
X(F):{X:(Xk)ea): y=(Y)e X}

ile tanimliyoruz.

Teorem 4.1.1. X(F) Fibonacci dizi uzayz;

sup || . Xefl,.cc}

1
Z|yk|"Jp , X=l 1< p<oo
k

=1

Xl e, =1F Ol =[] = [ (4.13)

normuna gore bir BK -uzayidir.

Ispat: F matrisimiz iicgensel oldugundan, (4.1.3) ve Teorem 3.1.18 kullanilarak X (F) uzaymin

bir BK - uzayi oldugu kolayca goriiliir.

Teorem 4.1.2. X(F) dizi uzaytr X uzayina izometrik izomorftur; yani X (F) = X 'dir.

Ispat: Oncelikle, X(F) ve X wuzaylar1 arasinda bir izometrik izomorfizmin varhgini
gostermemiz gerekir. Bunun icin X (F) uzaymndan X 'e tanimlanan asagidaki P doniisiimiinii

g0z Oniine alalim:

1 k
P:X(F)> X ,x—>Px=y, y:(yk):Fk(x):f—ZfZi_lxi.
2k i1

Bu durumda Vxe X(F)icin Px=y=F(x)e X' dir. Bununla birlikte P doniisiimiiniin lineer

oldugu agiktir. Gergekten;



P(x+2)= ii foia (% +2)

2k i=l

= foaX + iz fia2

k
2k i=1l f2k i=1

S
f

=Px+Pz
dir. Ayrica Px=0= x=0o0ldugu kolayca goriilebilir. O halde P doéniigiimii 1:1’dir.

Simdi y =(y,) € X verilsin ve bu takdirde x = (x, ) dizisini asagidaki gibi tanimlayalim:

NSV T SN (4.1.4)

f2k—1 f2k—l

vk € IN? icin (4.1.2) ve (4.1.4) esitliklerini kullanarak,

l k
F.(X) = T Z foiaX

2k =1
1 & { f, f,
=—2 fa iyi_ 22 Yi—}
fo i foia fois '
1 k
- f_Z[ .y - f2i—2yi—1]
2k =1
1
= f_ f2k Y = Yk

2k

elde edilir. Bu ise F(x) =y oldugunu gosterir ve y € X oldugundan F(x) e X buluruz.
Dolayisiyla xe X(F) ve Px=y oldugu sonucuna variriz ki bu P doéniisiimiiniin 6rten olmasi
demektir.
Ustelik 3x € X (F) i¢in (4.1.3) esitliginden P doniisiimiiniin normu korudugunu yani;

[Pxl =Yl =[F OOl =lX e,
oldugunu goriiriiz.
Bu ise P doniisimiiniin bir izometri oldugunu ve sonug¢ olarak X(F) ve X uzaylarinin
izometrik izomorf olduklarini gosterir. Boylece ispat tamamlanir.
Asagida verecegimiz yardimci teoremi ispatlamak igin, A=(4,),_, pozitif reel sayilarin kesin
artan bir dizisi, yani 0< 4, <4, <... ve 4, — o,k — oo olmak tizere Mursaleen ve Noman [15]

tarafindan tanimlanan

A qck<n
A=()=1 4 (4.1.5)

0, k>n

10



matrisini kullanacagiz. Burada 6zel olarak A, = f, alirsak,
A=A = To—Tacs
=+t
= fuu
buluruz. Dolayisiyla A =F elde ederiz. A =(4,) dizisinin tanimindan A matrisi icin n+k >0

olmak tizere O</1k/12k‘1<1 0<k<n dlrve%el ise Supk[ﬂk A1) Z j<ooolur [16].

n :k

Buradan ¥n,k € IN igin 0< % <1 olur. Eger {ij €|, ise bu takdirde verecegimiz yardimci

2n f2k

teoremin ispat1 aciktir.

Yardimer Teorem 4.1.3. { f, |~ Fibonacci sayi dizisi olsun. Eger (ij el, ise, bu takdirde

2k

sup, [ fZi_lzfi] <oo dir.

T P
Teorem 4.1.4. X e{l,,c,c,}i¢in ¢,(F) = c(F) <, (F) kapsamasi kesindir.

Ispat: ¢, cccl oldugundan c,(F)cc(F)cl (F) kapsamasi saglanir.Vie IN%igin x =1

olacak sekilde X = (x)dizisini diisiinelim. Bu takdirde vk e IN° igin,

Fk (X) - Z f2|—1

2k i=1

l k
f_z f2|—1

2k

:hzl
ka

olur. Buradan Fx ec, Fx ¢ c,oldugu agiktir. Dolayisiyla x € ¢(F) ancak x & c,(F) bulunur.

Bu ise ¢,(F) = c(F) kapsamasmin kesin oldugunu gosterir. Simdi Vi e IN® igin;

X.=( 1) (fu+ fao—1)

' f

2i-1

dizisini diisiinelim. Bu dizi yardimiyla Wk e IN® igin;

11



Fk (X) - Z f2|—l

2k|l

- L3, D D

buluruz. Bu ise Fxel_, fakat Fx ¢ c olmasi demektir. Boylece, xel_(F), x ¢ c(F) oldugu

aciktir. Yani c(F) c|_(F) kapsamasi kesindir.
Teorem 4.1.5. X < X (F) bagmtis1 saglanir.

Ispat: F matrisimiz regiiler oldugundan, X=c ve X =c,igin bagmti asikardir. x =(x) el
alirsak, bu takdirde VielIN° icin |Xi|£ M olacak sekilde bir M >0 sabiti vardir. Bdylece

asagidaki esitsizligi elde ederiz ki bu Fx el_ oldugunu gosterir:

F00I— D fy x|
2k i=1

M K

<2 T

2k i=1

o

=M.

M
f2k

Buradan x=(x,) €l iken x=(x) el _(F) oldugu sonucunu ¢ikaririz.
Simdi x=(x)el,, 1<p<o alahm. Holder esitsizliginden yararlanarak Vk e IN® icin

asagidaki esitsizligi elde ederiz:

o [ |
0P <| 35 |
i=1 2k
p p-1
: f2lfl : f2i—l
SRy
i=1 f2k i=1 f2k
1 & p
== " (4.1.6)
2k i=1

(4.1.6) esitsizligi yardimyla;



0 p © 1 k p
SIR00] <373 flx|

k=1 Tok i=1

© p 0 1
=D Ix] szZf—
k=1 k=i

2k

o0

bulunur. M :supi[ 2i 1Z%j<oo i¢in, yardimce1 teorem (4.1.3)’den;

172k

w P
”X”IZ(F) <M 'kZl:|Xi| =M ”X”E 4.1.7)

esitsizligi elde edilir.
Sonug olarak x el,(F) ve boylece 1< p<woigin I, <l (F) oldugu goriliir.

p =1 olmas1 durumunda (4.1.7) esitsizliginin saglandig1 benzer sekilde gosterilebilir.
Teorem 4.1.6. X(F) < X bagintis1 saglanir.

Ispat: (4.1.5) esitliginde A, =f, alrsak, 4 —A_,=f, , ve buradan A=F oldugunu

gostermistik. Bu kosullar altinda

|imﬂ = |imﬂ

n—o ﬂ’n n—o f2n

f,,+f

— I 2n+1

n—o
2n

= I|m(1+ f2“+1J
n—oo f2n

=1+ lim—2L fonus >1

n—w

buluruz. ¢ =c,, ¢*=c, IZ=1_ ve Ig =l,, 1< p<oo esitliklerinin saglanmasi igin gerek ve

yeter sart Iiminfn_)w%>l oldugundan [15-16], 1< p <ooolmak iizere X e{lp,c,co} icin

X (F) < X bagmtisi saglanmis olur.

X(F)c X ve X < X(F)bagintilar1 saglandigindan asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug¢ 4.1.7. X(F)=X.
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4.2. Lucas Matrisi ve Uygulamalari

Bu boliimde Lucas sayilart yardimiyla Lucas matrisi adini verecegimiz yeni bir regiiler matris
Olusturacagiz ve bu matrisi kullanarak Lucas dizi uzaymi tanimlayacagiz. Lucas sayilarinin
LO = Z,Ll = 1,Ln = LTl—l + Ln_z,n = 2

seklinde tanimlandigini ¢alismamizin girig kisminda vermistik. O halde bu sayilar1 kullanarak

E=(Ly), ., Lucasmatrisimizi;

2
#, <k <n
E,=qL.L +2 (4.2.1)
0 , k>n

seklinde tanimlayalim. Bu matrisin terimlerini agtigimizda;

2

= 0 0 0 0 00
L.L,+2

2 2

L, L 0 0 0 0 0
L.L+2 L.L+2

2 2 2

= L L 0 0 00

E=|LL+2 L.L+2 L.L +2

2 2 2 2
L.L,+2 L.L,+2 L.L,+2 L,.L+2

L N I N

LL+2 LlL+2 LL+2 LL+2 L.L,+2

olup buradan;

1 0 0 0O 0 OO

ﬂlOOOOO

5 5

iigOOOO
E:141414

4 1090 16 o o

30 30 30 30

4 109 16 49

79 79

79 79 79
elde edilir.
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L,#0 ve k>n i¢in L, =0(n=1,2,3,...) oldugu, yani Lucas matrisimizin iiggensel oldugu

yukaridan acikca goriilmektedir. Ustelik Silverman-Toeplitz teoreminin sartlar1 agikga
saglanmaktadir. O halde E matrisi bir Toeplitz matrisi yani regiiler matristir.

Simdi x =(x,) dizisinin E —doniisiimii olarak adlandiracagimiz y =(y,) = E, (X) dizisini

y=0)=EX=r"T"7 n le“ . (4.2.2)

seklinde tanimliyoruz. Bu E —doniisiimii yardimiyla Lucas dizi uzayimizi
X(E):{X:(Xk)ew: y=()e X}

olacak sekilde tanimlayalim.

Teorem 4.2.1. X(E) Lucas dizi uzayz;

supk|yd , X e{l,.c.c}

e =IE Il =1 @29
© (Sr)

;1< p<owo

normuna gore bir BK —uzayidir.

Ispat: E matrisimiz licgensel oldugundan, bu teoremin ispat1 Teorem 4.1.1’in ispatina benzer

sekilde yapilabilir.
Teorem 4.2.2. X(E)ve X uzaylar1 izometrik olarak izomorftur.

Ispat: ilk yapmamiz gereken X(E) ve X uzaylar1 arasinda bir izometrik izomorfizm olup

olmadigini gostermektir. Bunun i¢in,

Z:X(E)—> X, x> Zx=Yy, y=(y,) =E,
(E)> X, x>Zx=y,y=(y)=E (X = LkLkl Zl‘,

dontisimiinii g6z 6niine alalim. Buradan Vvx e X(E) i¢in Zx=y=E(X) € X dir. Ayrica acik¢a

goriilmektedir ki Z doniisiimii lineerdir. Gergekten;

l k
Z(X+y)=—F—— E L2 (X +V.
( y) Lk.Lk71+2 o k—l( i y|)

1 : 1 :
= DL X +—— Ly
Lk-Lk1+2; k—1"% LkLk1+2; k—lyl

=7ZX+2y.
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Ayrica Zx=0=x=0 oldugu kolayca goriiliir. Yani Z doniisiimii 1:1°dir. Simdi y=(y,) € X
verilsin. x = (x,) dizisini,

Lbot2 Lob,+2
oL, Ly

seklinde tanimlayalim. (4.2.2) ve (4.2.4) esitlikleri yardimiyla

Yiar KeIN° (4.2.9)

k

1 2
E (X)=———— 2 X
(%) |_k.|_k1+2Z o

i=1

S| Lbg+2 0 Lo, +2
- LkﬁleL_{ T T yi_l}

k

L n +22|: (LL.+2)y (Li—lLi—2+2)yi—1:|
k-1

_ 1
LoLy,+2
elde edilir. Bu E(x) =y oldugunu gosterir ve y € X oldugundan E(X) € X buluruz. Bu takdirde

(L L +2)y, =Y,

xe X(E) ve Zx=y olur kibu Z doéniisiimiiniin 6rten oldugunu gésterir.
Dolayisiyla Ix € X (E) i¢in (4.2.3) esitliginden Z doniistimiiniin,
|21 =1l =1ECA, =Xl e,

esitligini sagladigmi, yani normu koruyan bir doniisiim oldugu anlagilir. O halde Z doniistimii

bir izometri olup, X(E) ve X uzaylarmin izometrik izomorf oldugu gésterilmis olur. Boylece

ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.3. {Lk};ozl Lucas say1 dizisi olsun. Eger ( j dizisi |, uzaymin elamani ise,

L.L,+2

bu takdirde sup, [Lf_lz

1 j
——— |<oodur.
S L, +2

ispat: (4.1.5) ile verilen A matrisinde 4, =L .L ,+2 alinirsa;
Ae=Aa=beba+2-(Lab,+2)
=Lbo Lol
ST L
=L [boa+ L~ L]
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_12
- I‘k—l

elde edilir. Bu ise A ve E matrislerinin esitligi anlamna gelir.

2
E matrisimizde Vn,kelIN i¢in O<%<1 oldugu agik¢a goriilmektedir. Benzer
_+_
-1

n*=n

durumda A  matrisi i¢in, Fibonacci matrisimizde oldugu gibi, %ell iken

sup, [(ﬂk _lk_l)zlij <oo oldugu g6z Oniine alinwrsa, E= ( L, ):ik:l matrisi  i¢in
n=k n

K;j e, oldugu kolayca gériileceginden sup, [Liz_lz

1
—— | < oo bulunur.
L.L.,+2 = L.L,+2

Teorem 4.2.4. ¢,(E) cc(E) <l (E) olup, bu kapsama kesindir.

Ispat: E matrisinin 6zellikleri kullanilarak Teorem 4.1.4’ iin ispatma benzer sekilde yapilabilir.

Teorem 4.2.5. X < X (E)’dir.

Ispat: E matrisinin regiilerligi nedeniyle ¢, cc,(E) ve ccc(E) oldugu agiktir. x=(x)el,
alalim. O halde |x|<T, Vi e IN® olacak sekilde bir T >0 sabiti mevcuttur.

Bu durumda Wk e IN? icin,

1 k
E (X)|s———=Y L ,.|x
.00l 5 2 Ll

<Li L2
TLL 25

i=1
T
=—(L.L ,+2)=T
|_k.|_k_1+2(Lk 1 +2)
olur ki bu E(x) €l oldugunu gosterir. Boylece x=(x)el, iken x=(x)el (E) elde edilir.
Son olarak 1< p<ooolsun ve x=(x)el alalm. Vke IN® icin Holder esitsizligini

uygulayarak
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P
B €| Sy
“ L.L ,+2"

i=1
il Bats]
L, Lk l+2 o L.L ,+2
Kk p
=m§|"2'1|x‘| (4.2.5)

Mx

1

ve (4.2.5) esitsizligi yardimiyla da

i 2 1
E Lx
Se. (9] szLmz ]

k=1 _

=Z|X| L lzL |_k1+2

k=1

elde edilir ve buradan T =sup, [L.Z_lz

: < oo olmak tizere Teorem 4.2.3’den
o Ll +

0 p
||X||IZ(E) ST'§|Xi| :T-”X”E (4.2.6)
oldugu gorilir. Yani xel (E)’dir ve 1<p<o icin I <l (E) bagmtismmn saglandig:

sonucuna variriz.

Teorem 4.2.6. X(E) < X dir.

Ispat: A=Eve A, =L L ,+2 oldugu goz dniine alinirsa

I|m /1n+l — I|m I—n+1'|—n +2
n—o )“n n—w Ln'Ln—l+2
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buluruz. Boylece Teorem 4.2.3’den X(E)c X, X € {Ip,c,co}, 1<p< o kapsama bagintisinin

saglandig1 goriiliir.
Sonuc 4.2.7. X(E) = X esitligi saglanir.

Ispat: Teorem 4.2.5 ve Teorem 4.2.6’nin agik bir sonucudur.
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5. SONUC VE ONERILER

P, >0, p, 20 (n>1) ve P, =p,+p,+ P, +..+ p, olsun. A matrisi

Py

-, 0<k<n
A=(ay)=1P,

0, k>n

seklinde tanimlansm. Bu takdirde, A matrisinin bir Toeplitz matrisi olmasi i¢in gerek ve yeter

sart P, — 0, N — oo olmasidir. Bu sekilde tanimlanan A matrisine Riesz matrisi ad1 verilir [17].

Sonug olarak, ¢alismamizin 4. boliimiinde tanimlamis oldugumuz F Fibonacci matrisi ve E

Lucas matrisi, Riesz matrisinin 6zel hali olan regiiler matrislerdir. Ayrica, 1< p<oo olmak
iizere X e{l;,C,C,} igin X =X ve X =X dir. Bu durumda su iki soru akla gelebilir:
X keyfi bir normlu veya paranormlu uzay oldugunda, X. =X ve X_ =X esitlikleri saglanir

mi?
Klasik dizi uzaylar1 tizerinde F Fibonacci matrisi ve E Lucas matrisinin spektrumu c¢alisilabilir
mi?

Bu sorularin cevabi, hem yazar hem de okuyucular i¢in bir aragtirma niteligi tasimaktadir.

20



KAYNAKLAR

[1]
[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

8]

[9]

[10]

[11]

Koshy T, 2001. Fibonacci and Lucas Numbers with Applications. Wiley&Sons.

Vajda S, 1989. Fibonacci and Lucas Numbers and Golden Section, Theory and
Applications, Chichester: Ellis Horword.

Kalman D, Mena R, 2003. The Fibonacci Numbers-Exposed, Matematics Magazine, June
76 (3).

Altay B, Basarir F, Mursaleen M, 2004. On the Euler Sequence Spaces which Include the
Spaces |, and I, I, Infomations Science, 176: 1460-1462.

Kara EE, 2013. Some Topological and Geometrical Properties of New Banach Sequence
Spaces. Journal of Inequalities and Applications, 38: 15pp.

Kara EE, Basarir M, 2012. An Application of Fibonacci Numbers into Infinite Toeplitz

Matrices, Caspian Journal of Mathematics Sciences, 1 (1): 1-6.

Karakas M, 2015. A New Regular Matrix Defined by Fibonacci Numbers and Its
Applications, BEU Fen Bilimleri Dergisi, 4 (2): 205-210.

Basarr M, Basar F, Kara EE, On the Spaces of Fibonacci Difference Null and
Convergent Sequences, Arxiv, 1309-0150, in press.

Candan M, Kayaduman K, 2015. Almost Convergent Sequence Space Derived by
Generalized Fibonacci Matrix and Fibonacci Core, British Journal of Mathematics &
Computer Science, 7 (2): 150-167.

Alotaibi A, Mursaleen M, Alamri B, Mohiuddine SA, 2015. Compact Operators on
Some Fibonacci Difference Sequence Spaces, Journal of Inequalities and Applications,
2015: 203.

Debnath S, Saha S, 2014. Some Newly Defined Sequence Spaces Using Regular Matrix
of Fibonacci Numbers, Afyon Kocatepe University Journal of Science & Engineering, 14
(1): 1-3.

21



[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

Basar F, 2011. Summability Theory and Its Applications, Bentham Science Publishers,
Istanbul.

Cakar O, 2007. Fonksiyonel Analize Giris I, A.U Fen Fakiiltesi Déner Sermaye Isletmesi
Yaymlari, No:13, Ankara.

Wilansky A, 1984. Summability through Functional Analysis, North-Holland
Mathematics Studies 85, Elsevier Science Publishers, Amsterdam New York : Oxford.

Mursaleen M, Noman AK, 2010. On the Space of A- Convergent and Bounded
Sequences, Thai Math J., 8 (2): 311-329.

Mursaleen M, Noman AK, 2011. On Some New Sequence Spaces of Non-absolute Type
Related to the Spaces |, and |, I, Filomat, 25 (2): 33-51.

Choudary B, Nanda S, 1989. Functional Analysis with Applications, Wiley Eastern
Limited, New Delhi, India.

22



OZGECMIS

1991 yilinda Besni’de dogdu. Ilkokulu Cakirhiiyiik Abmustik Ilkokulu’nda, Ortaokulu
Cakirhiiyiik 1lkdgretim Ortaokulu’nda ve liseyi de Cakirhiiyiik Cok Programli Lisesi’nde
tamamladi. 2010 yilinda Bitlis Eren Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimiine
kayit yaparak lisans 6grenimine basladi. 2014 yilinda mezun oldu ve ayni yil Bitlis Eren
Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisiiniin Matematik Anabilim dalinda agms oldugu tezli yiiksek

lisans programina baslad:.

Hasan KARABUDAK

23



