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ÖZET 

 

DÖRDÜNCÜ MERTEBEDEN BĠR PERĠYODĠK-ANTĠPERĠYODĠK SINIR DEĞER 

PROBLEMĠNĠN KÖK FONKSĠYONLARININ TABANLIK ÖZELLĠKLERĠ 

 

Selma ÖZKAN 

 

Yüksek Lisans Tezi 

 

Bitlis Eren Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

DanıĢman: Yrd. Doç. Dr. Ufuk KAYA 

Ağustos 2017, 51 sayfa 

 

Bu tez çalıĢmasında 
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Ģeklindeki sınır değer problemi incelenmiĢtir. Burada,   spektral parametre,    1

1 0,1q x W  

kompleks değerli fonksiyon ve 0,1  ’dir. Bu sınır değer probleminin sınır koĢulları 0   için 

periyodik, 1   için antiperiyodiktir. Bu tip sınır koĢulları regülerdir, fakat güçlü regüler 

değildir. Bu çalıĢmada    1 0q q  durumunda, verilen sınır değer probleminin özdeğerlerinin 

ve özfonksiyonlarının asimptotik davranıĢları incelenmiĢ ve kök fonksiyonlar sisteminin 

 0,1pL   1 p    uzayında taban oluĢturduğu ispatlanmıĢtır. Ayrıca 2p   durumunda bu 

tabanın Riesz tabanı olduğu gösterilmiĢtir. 

 

Anahtar Kelimeler: Diferansiyel Operatör, Özdeğer-Özfonksiyon, Asimptotik Formül, 

Tabanlık 
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ABSTRACT 

 

BASIS PROPERTIES OF ROOT FUNCTIONS OF A PERIODIC-ANTIPERIODIC FOURTH 

ORDER BOUNDARY VALUE PROBLEM 

 

Selma ÖZKAN 

 

Master Thesis 

 

Bitlis Eren University Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics 

Supervisor: Asst. Prof. Dr. Ufuk KAYA 

August 2017, 51 pages 

 

In this thesis, it is investigated the boundary problem 
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where   is a spectral parameter,    1

1 0,1q x W  is a complex valued function and 0,1  . 

The boundary conditions of this boundary value problem are periodic for 0   and they are 

antiperiodic for 1  . These sorts of boundary conditions are regular, but not strongly regular. 

In this work, it is established asymptotic formulae for eigenvalues and eigenfunctions of the 

considered boundary value problem and proved that the system of root functions forms a basis in 

the space  0,1pL   1 p    in the case    1 0q q . Besides, it is shown that this basis is a 

Riesz basis for 2p  . 

 

Keywords: Differential Operator, Eigenvalue-Eigenfunction, Asymptotic Formula, Basisness 
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SİMGE VE KISALTMALAR DİZİNİ 

 

 

   Doğal sayılar kümesi 

   Tamsayılar kümesi 

   Reel sayılar kümesi 

   Kompleks sayılar kümesi 

z    z  kompleks sayısının eĢleniği 

 ,f g    f  ve g  vektörlerinin bulundukları uzaydaki iç çarpımları 

 ,a b     |x a x b    

 ,a b     |x a x b    

 ,C a b   ,a b  aralığında sürekli ve kompleks değerli tüm fonksiyonların uzayı 

   ,
n

C a b   ,a b  aralığında .n  mertebeden türevi var ve sürekli olan kompleks 

değerli tüm fonksiyonların uzayı 

 ,pL a b  1 p    durumunda  
b

p

a

f x dx  Lebesque integrali sonlu olan 

ölçülebilir fonksiyonların uzayı 

 ,n

pW a b  1 p    ve  0n   durumunda .n  türevi var ve  ,pL a b  uzayından 

olan fonksiyonların uzayı 

 nO a  Landau sembolü 

,n m  Kronecker deltası.  n m  ise 1, n m  ise 0 değerini alan fonksiyon 
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1.GİRİŞ 

 

 

Bir sınır değer probleminin kök fonksiyonlar sisteminin farklı fonksiyonel uzaylarda tabanlık 

özelliklerinin incelenmesi lineer diferansiyel operatörlerin spektral teorisinin önemli 

problemlerinden biridir. Sınır koĢulları güçlü regüler olan bir sınır değer probleminin kök 

fonksiyonlar sisteminin 2L  uzayında koĢulsuz taban oluĢturduğu ispatlanmıĢtır. Sınır koĢulları 

regüler fakat güçlü regüler olmayan sınır değer problemlerinin kök fonksiyonlar sisteminin 

   0,1 1pL p    uzayında taban oluĢturduğuna ve oluĢturmadığına dair örnekler mevcuttur. 

Biz bu tez çalıĢmasında, 
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biçimindeki sınır değer problemini inceleyeceğiz, burada   spektral parametre, 

   1

1 0,1q x W kompleks değerli fonksiyon ve 0,1  ’dir. Problemin sınır koĢulları 0   için 

periyodik, 1   için antiperiyodiktir. Periyodik ve antiperiyodik sınır koĢulları regülerdir, fakat 

güçlü regüler değildir. 

Tezde  q x  fonksiyonu üzerine uygun koĢullar koyarak, problemin özdeğerleri ve 

özfonksiyonları için asimptotik formüller elde edeceğiz ve kök fonksiyonlar sisteminin  0,1pL

 1 p    uzaylarındaki tabanlığını inceleyeceğiz. 
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2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR 

 

 

Güçlü regüler sınır koĢullarına sahip bir sınır değer probleminin kök fonksiyonlar sisteminin 2L  

uzayında taban oluĢturduğu bilinmektedir [1,2,3]. Fakat kök fonksiyonlar sisteminin parantezli 

tabanlığını inceleyen çalıĢmaları bir kenara bırakırsak (bkz: [4]) güçlü regüler olmayan sınır 

koĢullarına sahip adi diferansiyel operatörlerin kök fonksiyonlar sisteminin tabanlığı henüz 

yeterince incelenmemiĢtir. [2]’de kök fonksiyonlar sistemi 2L  uzayında taban oluĢturmayan ve 

güçlü regüler olmayan sınır koĢullarına sahip bir diferansiyel operatöre örnek verilmiĢtir. 

1976’da N.I. Ionkin [5] bir homojen madde için klasik olmayan bir ısı iletim problemini 

araĢtırmıĢtır. DeğiĢkenlere ayırma yöntemi kullanılarak problem aĢağıdaki gibi bir sınır değer 

problemine indirgenmiĢtir: 

     , 0 0, 0 1 .y y y y y       

Buradaki sınır koĢuları regülerdir fakat güçlü regüler değildir. Problemin ikinci özdeğerinden 

sonraki bütün özdeğerleri iki katlıdır ve ek fonksiyonların genel sayısı sonsuzdur. Buna rağmen, 

bu problemin özel bir yolla seçilen kök fonksiyonlar sisteminin  2 0,1L  uzayında koĢulsuz 

taban oluĢturduğu ispatlanmıĢtır. 

[6]’da      4
0,1q x C  ve    1 0q q  koĢulları altında    l y y q x y  ,  0,1x  

diferansiyel ifadesi ve periyodik-antiperiyodik sınır koĢulları ile üretilen diferansiyel operatörün 

sonlu sayıdaki hariç tüm özdeğerlerinin basit olduğu ve bu operatörün kök fonksiyonlar 

sisteminin 2L  uzayında koĢulsuz taban olduğu ispatlanmıĢtır. Belirtelim ki periyodik-

antiperiyodik sınır koĢulları regülerdir, fakat güçlü regüler değildir. 

A. S. Makin [7-12], P. B. Djakov ve B. S. Mityagin [13-16] güçlü regüler olmayan sınır 

koĢullarına sahip Sturm-Liouville operatörünün bazı spektral özelliklerini detaylı bir Ģekilde 

incelemiĢlerdir. [7]’de sınır koĢulları regüler olan fakat güçlü regüler olmayan ve kök 

fonksiyonlar sistemi 2L  uzayında taban oluĢturmayan ikinci dereceden diferansiyel operatörlerin 

geniĢ bir sınıfının varlığı ispatlanmıĢtır. [13]’te kök fonksiyonlar sisteminin taban oluĢturmaması 

üzerine bazı kesin sonuçlar elde edilmiĢtir. Dahası, [13]’te istenen mertebeden türeve sahip 

potansiyel fonksiyonu içeren ve kök fonksiyonlar sistemi 2L  uzayında taban oluĢturmayan 

diferansiyel operatörlere örnekler verilmiĢtir. 
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[17]’de F. Gesztesy ve V. Tkachenko periyodik-antiperiyodik sınır koĢullarına sahip 

Schrödinger operatörünün kök fonksiyonlar sisteminin 2L ’de Riesz tabanı oluĢturması için gerek 

ve yeter koĢullar elde etmiĢler; ayrıca, kök fonksiyonlar sistemin pL  1 p    uzayında 

tabanlığını araĢtırmıĢlardır. 

[8]’de 
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diferansiyel operatörünün spektral özellikleri incelenmiĢtir, burada 1( ) (0,1)q x L
 

kompleks 

değerli bir fonksiyon,   sıfırdan farklı bir kompleks sabit ve 0,1  ’dir. Ġspat edilmiĢtir ki, söz 

konusu durumda kök fonksiyonlar sistemi  2 0,1L ’de taban oluĢturur. [14] ve [9]’da, 0   

koĢulu altında (periyodik-antiperiyodik sınır koĢulları) yukardaki operatörün kök fonksiyonlar 

sisteminin tabanlığı için ( )q x  potansiyelinin Fourier katsayılarının üzerine gerek ve yeter 

koĢullar koyulmuĢtur (bkz: [18,19]). [14] ve [15]’te trigonometrik polinom biçiminde potansiyel 

fonksiyonlarına sahip bu tip operatörlerin kök fonksiyonlar sisteminin Riesz tabanlığı hakkında 

önemli sonuçlar elde edilmiĢtir. Ayrıca, P. B. Djakov ve B. S. Mityagin [16] tabanlık için 

potansiyel fonksiyonunun (potansiyele herhangi bir sınıfta olma kısıtlaması koymadan) Fourier 

katsayıları üzerine genel bir kriter ispatlamıĢlardır. [21-24] makalelerinde de sınır koĢulları 

regüler olan fakat güçlü regüler olmayan adi diferansiyel operatörlerin sınır değer problemlerinin 

spektral özellikleri incelenmiĢtir. 

[25]’te N. B. Kerimov ve U. Kaya aĢağıdaki problemi incelemiĢlerdir: 
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N. B. Kerimov ve U. Kaya, 
2,1 3,2 1,0     olduğunda, yukardaki problemin sonlu sayıdaki 

hariç özdeğerlerinin basit olduğunu ve kök fonksiyonlar sisteminin  0,1pL   1 p    

uzayında taban olduğunu ispatlamıĢlardır. [26-27]’de N. B. Kerimov ve U. Kaya yukarıdaki 
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problemde çözülmeyen durumlarda özdeğerlerin basitliğini elde etmiĢ ve kök fonksiyonlar 

sisteminin tabanlığını ispatlamıĢlardır. 

[28]’de U. Kaya ve E. Kara Kuzu 0   durumunda 
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biçimindeki sınır değer probleminin özdeğerlerinin basitliğini elde etmiĢ ve kök fonksiyonlar 

sisteminin tabanlığını ispatlamıĢlardır. 

Benzer yöntemlerle, [29]’da H. GüneĢ, N. B. Kerimov ve U. Kaya 
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y p x y p x y p x y y x

y y

y y

y y

y y









       

    

   


   


  

 

biçimindeki periyodik-antiperiyodik sınır değer probleminin özdeğerlerinin basitliğini elde etmiĢ 

ve kök fonksiyonlar sisteminin tabanlığını ispatlamıĢlardır. Bu tez çalıĢması [25-29]’deki 

yöntemlerin geliĢtirilmesiyle elde edilmiĢtir. 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

 

Bu bölümde, bulgular kısmında kullanılacak bazı tanımlar ve temel teoremler verilecektir. 

 

3.1. Lineer Diferansiyel Operatörün Tanımı ve Temel Özellikleri 

 

3.1.1. Temel Kavramlar 

 

Tanım 3.1.1.1 [30]. X   bir küme, : X X X    ve : X X    iki dönüĢüm olsun. 

AĢağıdaki koĢullar sağlanırsa X ’e bir lineer uzay veya vektör uzayı denir: 

1. ,x y X  , x y y x   , 

2. , ,x y z X  ,    x y z x y z     , 

3. X  : x X  , x x  , 

4. x X  , y X  : x y   , 

5. a  , ,x y X  ,  a x y ax ay   , 

6. ,a b  , x X  ,  a b x ax bx   , 

7. ,a b  , x X  ,    a bx ab x , 

8. x X  , 1x x . 

 

Tanım 3.1.1.2 [30]. X  bir lineer uzay, D X   olsun. ,a b  , ,x y D  : ax by D   

koĢulu sağlanıyorsa D ’ye X ’in bir alt uzayı denir. 

 

Tanım 3.1.1.3 [30]. X  bir lineer uzay, 1 2, , , nc c c   ve 1 2, , , nx x x X  olsun. 

1 1 2 2 n nc x c x c x    elemanına 1 2, , , nx x x  elemanlarının bir lineer kombinasyonu denir. 

W X  olsun. W ’nun boĢtan farklı tüm sonlu alt kümelerinin elemanlarının bütün lineer 

kombinasyonlarının kümesi X ’in bir alt uzayıdır ve bu uzay SpanW  ile gösterilir. SpanW  alt 

uzayına W ’nun ürettiği veya gerdiği uzay denir. 
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Tanım 3.1.1.4 [30]. X  bir lineer uzay ve 1 2, , , nx x x X  olsun. “ 1 1 2 2 n nc x c x c x        

1 2 0nc c c    ” koĢulu sağlanıyorsa 1 2, , , nx x x  elemanlarına lineer bağımsız, aksi takdirde 

lineer bağımlı denir. W X  sonsuz elemanlı olsun. W ’nun her sonlu sayıda elemanı lineer 

bağımsız ise W ’ya lineer bağımsızdır denir. Aksi halde lineer bağımlıdır denir. 

 

Tanım 3.1.1.5 [30]. X  ve Y  lineer uzaylar :A X Y  bir dönüĢüm olsun. ,a b  , 

,x y X  ,      A ax by aA x bA y    sağlanıyorsa A ’ya bir lineer dönüĢüm veya lineer 

operatör denir. 

 

Tanım 3.1.1.6 [31]. X  reel veya kompleks bir lineer uzay olsun. : X   dönüĢümü 

aĢağıdaki özellikleri sağlarsa  ,X   ikilisine bir normlu uzay denir: 

1. :x X   0x  , 0x x    , 

2. , :x y X   x y x y   , 

3. :x X     :   x x  . 

 ,x y x y    olsun. Bu durumda  ,X   bir metrik uzay olur. Bu metrik uzaya   

normu ile üretilen metrik uzay denir. 

 

Tanım 3.1.1.7 [31].  ,X   normlu uzay olsun.  ,X   tam metrik uzaysa  ,X  ’e Banach 

uzayı denir. 

 

Tanım 3.1.1.8 [31]. X  kompleks bir lineer uzay olsun.  , : X X     dönüĢümü aĢağıdaki 

özellikleri sağlarsa   , ,X    ikilisine bir iç çarpım uzayı denir: 

1. :x X    , 0x x  ,  , 0x x x    , 

2. , :x y X      , ,x y y x , 

3. , , :x y z X   , :         , , ,x y z x z y z      . 

 ,x x x  olsun. Bu durumda  ,X   bir normlu uzay olur. Burdaki norma iç çarpımın 

ürettiği norm denir. Eğer  ,X   Banach uzayı ise   , ,X    uzayına bir Hilbert uzayı denir. 
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Tanım 3.1.1.9 [32].  ,X   bir Banach uzayı  
1

k

k k
e




, X ’de bir dizi olsun. Her f X  için 

1

k k

k

f c e




  

olacak biçimde  
1

k

k k
c




 sayısal dizisi var ve tek ise  

1

k

k k
e




 dizisine X  uzayının bir Schauder 

tabanı ya da sadece tabanı denir.  
1

k

k k
e




 sistemi X  uzayının bir tabanı olsun. ’nin her bir   

permutasyonu için   
1

k

k
k

e





 sistemi de X ’in bir tabanı ise  

1

k

k k
e




 sistemine bir koĢulsuz 

taban; aksi durumda koĢullu taban denir. 

 

Teorem 3.1.1.1 [33]. Rouche Teoremi: f  ve g  fonksiyonları ’nin bir B  bölgesinde 

analitik fonksiyonlar olsunlar. Eğer B  bölgesinin sınırı üzerinde    f z g z  koĢulu 

sağlanıyorsa f  ile f g  fonksiyonlarının sıfır yerlerinin sayısı aynıdır. 

 

Tanım 3.1.1.10 [34]. X  bir Hilbert uzayı,  nx X  bir dizi olsun. Eğer 

 
2 2

1

0 n n

n

c x




    

durumunda 

 
1

n n

n

c x 




  

sağlanmıyorsa  nx  dizisine bir  -lineer bağımsız sistem denir. 

 

Tanım 3.1.1.11 [34]. X  bir Hilbert uzayı,    ,n nx y X  iki dizi olsun. Eğer 

 
2

1

n n

n

x y




    

sağlanıyorsa  nx  ve  ny ’e karesel yakındır denir. 

 

Teorem 3.1.1.2 [34]. Bir Riesz tabanına karesel yakın  -lineer bağımsız sistem de Riesz 

tabanıdır. 
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Teorem 3.1.1.3 [35]. 0   ve 1   için 
  2n ix

n
e

 





 sistemi, her  1,p   için  0,1pL  

uzayının tabanıdır. 

 

Teorem 3.1.1.4 [36]. Bir X  Banach uzayında tam ve minimal bir  nx  sisteminin taban olması 

için gerek ve yeter koĢul her N  ve her x X  için 

  
1

,
N

n n

n

x y x M x


  

olacak biçimde bir 0M   sabitinin bulunmasıdır. Buradaki  ny  sistemi  nx ’e biortogonal olan 

sistemdir. 

 

Teorem 3.1.1.5 [37]. Riesz Teoremi:  nx ,  2 ,L a b ’de ortonormal ve düzgün sınırlı bir sistem, 

1 2p   olmak üzere,  ,pf L a b  ve  nc  dizisi f ’in Fourier katsayıları olsun. Bu takdirde 

1 1
1

p q
   eĢitliğini sağlayan q  sayısı için 

 

1

1

q
q

n p
n

c M f




 
 

 
  

olacak Ģekilde bir 0M   sabiti vardır. 

 

3.1.2. Lineer Diferansiyel İfade 

 

Tanım 3.1.2.1 [30]. 

             1

0 1 , ,
n n

nl y p x y p x y p x y x a b


      

Ģeklindeki bir ifadeye lineer diferansiyel ifade denir. 0 1, , , np p p  fonksiyonlarına lineer 

diferansiyel ifadenin katsayı fonksiyonları, n  sayısına da lineer diferansiyel ifadenin mertebesi 

adı verilir. 

Genelde, 
 

   1

0

1
, , , np x p x

p x
 fonksiyonlarının  ,a b  aralığında sürekli olduğu 

kabul edilir. Gerektiğinde katsayı fonksiyonları üzerine daha az veya daha çok koĢul 
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yükleyeceğiz. Her bir 
   ,
n

y C a b  fonksiyonu için  l y   ,a b  aralığında sürekli bir fonksiyonu 

temsil eder. 

 

3.1.3. Sınır Koşulları 

 

 ay y a ,  ay y a  ,  ay y a  , . . . ,
     1 1n n

ay y a
 
  ve  by y b ,  by y b  , 

 by y b  , . . . ,
     1 1n n

by y b
 
  olarak gösterelim.  U y  bu değiĢkenlere göre lineer bir ifade 

olsun: 

     1 1

0 1 1 0 1 1

n n

a a n a b b n bU y y y y y y y     
 

 
         . 

Burada 0 1 1 0 1 1, , , , , , ,n n        ’dir. Eğer birkaç tane   0, 1,U y m    ifadesi açıkça 

belirtilmiĢ ve 
   ,
n

y C a b  fonksiyonları üzerine 

    0 1,U y m    (3.1) 

koĢulları konmuĢsa bu koĢullara 
   ,
n

y C a b  üzerine konulan sınır koĢulları denir. 

(3.1) ile belirtilmiĢ sınır koĢullarını sağlayan tüm 
   ,
n

y C a b  fonksiyonlarının kümesini D  ile 

gösterelim. Açıktır ki D , 
   ,
n

C a b ’nin alt uzayıdır. (3.1) koĢullarının tüm koĢullarının tüm 

katsayıları sıfırsa veya bu koĢullar konmamıĢsa 
   ,
n

D C a b ’dir. 

 

Tanım 3.1.3.1 [30].  l y  diferansiyel ifadesi ve (3.1) ile tanımlı özel bir D  alt uzay verilsin. 

Her bir y D  fonksiyonuna bir  u l y  fonksiyonunu karĢılık getirelim. Bu, tanım bölgesi D  

olan lineer bir operatör tanımlar. Bu operatörü L  ile göstereceğiz: 

u Ly . 

L  operatörüne  l y  diferansiyel ifadesi ve (3.1) sınır koĢullarıyla üretilen diferansiyel operatör 

denir. 

(3.1) sınır koĢullarından bazılarının diğerlerinin lineer kombinasyonu olarak yazılabildiği 

durumlar var olabilir. Bu durumda m  tane sınır koĢulundan lineer bağımlı olanlar atılır. Biz 

bundan sonra (3.1) sınır koĢullarının lineer bağımsız olduğunu, yani katsayılarından oluĢan 

matrisin rankının m  olduğunu varsayacağız. 
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3.1.4. Lagrange Formülü ve Eşlenik Diferansiyel İfade 

 

             1

0 1 , ,
n n

nl y p x y p x y p x y x a b


     

diferansiyel ifadesindeki katsayı fonksiyonları üzerine      ,
n k

kp x C a b


  koĢulunu koyalım. 

   , ,
n

y z C a b  olsun. k  kez kısmi integrasyon ile 

 

           
 

   
 

111 2
1

1

bb
kkk k k

n k n k n k n k

a a

b
kk

n k

a

p zy dx p zy p z y p z y

y p z dx

 

   



 
     
 

 





 (3.2) 

elde ederiz. (3.2)’de 0,k n  alıp elde edilen denklemleri taraf tarafa toplarsak 

      ,

b b

a a

l y zdx P yl z dx      (3.3) 

elde ederiz. Burada 

      
 

   
 11

0 11 1
n nn n

nl z p z p z p z
        (3.4) 

ve  ,P    

    
    

1 1

1 1

, , , , , , , ,

, , , , , , ,

n n

a a a b b b

n n

a a a b b b

y y y y y y

z z z z z z





 

 

 

 
 

değiĢkenlerine bağlı bilineer bir ifadedir. (3.4) ile tanımlı  l z
 diferansiyel ifadesine  l y  

diferansiyel ifadesinin eĢleniği ve (3.3) formülüne Lagrange formülü denir. 

 

3.1.5. Eşlenik Sınır Koşulları ve Eşlenik Operatör 

 

1 2, , , mU U U  
   1 1

, , , , , , ,
n n

a a a b b by y y y y y
    değiĢkenlerine bağlı lineer bağımsız ifadeler 

olsunlar. 2m n  durumunda, 1 2 2, , , nU U U  ifadelerinden oluĢan 2n  sayıda lineer bağımsız 

ifade elde etmek için 1 2, ,m nU U  ifadelerini ekleyelim. Bu ifadeler lineer bağımsız olduğundan 

   1 1
, , , , , , ,

n n

a a a b b by y y y y y
    değiĢkenleri 1 2 2, , , nU U U  ifadelerinin lineer kombinasyonu 

olarak ifade edilebilir. 
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Lagrange formülünde bu ifadeleri yerine yazarsak  ,P    1 2 2, , , nU U U  

değiĢkenlerine bağlı olur. Ayrıca  ,P   ’nın 1 2 2, , , nV V V  ile göstereceğimiz katsayıları 

   1 1
, , , , , , ,

n n

a a a b b bz z z z z z
    değiĢkenlerine bağlı lineer bağımsız homojen ifadelerdir. O halde 

Lagrange formülü 

    1 2 2 2 1 2 1

b b

n n n

a a

l y zdx U V U V U V yl z dx

       (3.5) 

halini alır. 

 1 2 20, 0, , 0n mV V V     (3.6) 

sınır koĢullarına (ve buna denk tüm sınır koĢullarına) 

 1 20, 0, , 0mU U U    (3.7) 

sınır koĢullarının eĢlenik sınır koĢulları denir. L ,  l y  diferansiyel ifadesi ve (3.7) sınır 

koĢullarıyla belirlenmiĢ bir operatör olsun.  l y
 ve (3.6) ile belirlenmiĢ operatöre L  

operatörünün eĢlenik operatörü denir ve L  ile gösterilir. 

(3.5) - (3.7)’den 

   
b b

a a

L y zdx yL z dx   

veya 

   , ,Ly z y L z  

yazılabilir. 

 

3.2. Bir Diferansiyel Operatörün Özdeğer ve Özfonksiyonları 

 

3.2.1. Özdeğer ve Özfonksiyonların Tanımı 

 

L , .n  mertebeden bir diferansiyel operatör,   olsun. Eğer 

Ly y  

denklemi sıfırdan farklı bir y  fonksiyonu için sağlanıyorsa   sayısına L  operatörünün bir 

özdeğeri, y  fonksiyonuna da   özdeğerine karĢılık gelen özfonksiyon denir. Varsayalım ki L  

operatörü  l y  diferansiyel ifadesi ve 
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    1 0, , 0nU y U y   (3.8) 

sınır koĢullarından oluĢmuĢtur. O halde y  özfonksiyonu L  operatörünün tanım kümesine ait 

olmak zorundadır. Yani (3.8) sınır koĢullarını sağlamalıdır. Böylece, bir L  operatörünün 

özdeğerleri  ’nın öyle değerleridir ki bu değerlerde 

      , 0 1,l y y U y n     (3.9) 

homojen sınır değer probleminin sıfıra özdeĢ olmayan çözümü vardır. Sıfıra özdeĢ olmayan 

çözüm   özdeğerine karĢılık gelen özfonksiyondur. 

Aynı   özdeğerine ait özfonksiyonların bir lineer kombinasyonu yine  ’ya ait bir 

özfonksiyondur. Yani 1 1Ly y  ve 2 2Ly y  ise her 1 2,c c   için 

   1 1 2 2 1 1 2 2L c y c y c y c y   ’dir. 

 l y y  homojen denklemi verilen bir   parametresi için n ’den çok lineer bağımsız çözüme 

sahip değildir. Belirtelim ki aynı özdeğere ait olan tüm özfonksiyonların kümesi boyutu n ’den 

büyük olmayan bir uzay belirler. Bu uzayın boyutu verilen   özdeğeri için (3.9) probleminin 

lineer bağımsız çözümlerinin sayısıdır. Bu sayıya   özdeğerinin geometrik katlılığı denir. 

      1 2, , , , , ,ny x y x y x    (3.10) 

fonksiyonları 

     1

,, , 1,j jy a j n


  


   

baĢlangıç koĢullarını sağlayan çözümlerin temel sistemi olsun. Belirtelim ki,  ,a b aralığında 

sabitlenmiĢ her x  için (3.10) fonksiyonları   parametresinin tam fonksiyonlarıdır. 

Bir   sayısının L  operatörünün özdeğeri olması için gerek ve yeter koĢul en az biri 

sıfır olmayan öyle 1 2, ,..., nc c c   sayılarının var olmasıdır ki    
1

, ,
n

j j

j

y x c y x 


  

fonksiyonu (3.8) sınır koĢullarını sağlar. BaĢka bir ifadeyle   sayısının L  operatörünün bir 

özdeğeri olması için gerek ve yeter koĢul 

     

     

     

1 1 1 2 1 2 1

1 2 1 2 2 2 2

1 1 2 2

0,

0,

0

n n

n n

n n n n n

cU y c U y c U y

cU y c U y c U y

cU y c U y c U y

   


   


    

 

homojen lineer denklemler sisteminin en az biri sıfır olmayan 1 2, ,..., nc c c   çözümünün var 

olmasıdır. O halde L  operatörünün özdeğerleri 
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 

     

     

     

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

n

n

n n n n

U y U y U y

U y U y U y

U y U y U y

   

biçiminde tanımlanan tam fonksiyonun sıfırlarıdır. 

1.   0   ise her   sayısı L  operatörünün özdeğeridir. 

2.   0   ise L  operatörünün özdeğerinin kümesi en fazla sayılabilir sayıda elemana sahiptir 

ve sonlu limit noktasına sahip değildir. 

Biz bu çalıĢmada “2” durumu ile ilgileneceğiz. 0  sayısı L  operatörünün bir özdeğeri 

olsun. O halde bu sayı    tam fonksiyonunun bir sıfır yeridir. Bu sebeple, 

     0

k
F       olarak yazılabilir. Burada F  bir tam fonksiyon,  0 0F    ve k

’dir. Bu biçimde tanımlanan k  sayısına 0  özdeğerinin cebirsel katlılığı denir. 1k   durumunda 

0 ’a basit özdeğer denir. 0  özdeğerinin geometrik katlılığına m  diyelim. Gösterilebilir ki 

m k ’dır. Daha açık bir ifade ile, 0  özdeğerine karĢılık gelen lineer bağımsız özfonksiyonların 

sayısı bu özdeğerin cebirsel katlılığını geçemez. 

 

3.2.2. Ek Fonksiyonlar 

 

0  sayısı (3.9) probleminin bir özdeğeri,  x  bu özdeğere karĢılık gelen bir özfonksiyon olsun. 

AĢağıdaki koĢullar sağlanırsa      1 2, , , kx x x    fonksiyonlarına  x  

özfonksiyonlarının ek fonksiyonları denir: 

   0 1 1, ,i i il i k       

   0 1, , 1, ,iU i k n      

burada    0 x x  ’tir. 

 

L  lineer diferansiyel operatörü verilsin. Varsayalım ki bu operatörün özdeğerleri 

sayılabilir sayıdadır. O halde bu özdeğerleri  
1

j

j j





 olarak gösterebiliriz. j  özdeğerinin 
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cebirsel katlılığını jm  ile, j ’ya karĢılık gelen lineer bağımsız özfonksiyonları da 

     ,1 ,2 ,, , ,
jj j j px x x    ile gösterelim. Açıktır ki 

j jp m ’dır. Gösterilebilir ki 

  , | , 1j p jE x j p p     lineer bağımsızdır. E ’ye L  diferansiyel operatörünün 

özfonksiyonlar sistemi denir. 

     
,, ,1 , ,2 , , 1, , ,

j pj p j p j p mx x x     fonksiyonları ,j p   , 1 jj p p    

özfonksiyonunun ek fonksiyonları olsunlar. Bu takdirde 

,1 ,2 , jj j j p jm m m m     

dir. Yani j  özdeğerine karĢılık gelen özfonksiyonlar ve onlara karĢılık gelen ek fonksiyonların 

toplam sayısı j ’nin cebirsel katlılığına eĢittir. Gösterilebilir ki 

  , , ,| , 1 , 0 1j p i j j pR x j p p i m        lineer bağımsızdır. Burada    , ,0 ,j p j px x 

’tir. R ’ye L  diferansiyel operatörünün kök fonksiyonlar sistemi denir. 

 

3.3. Özdeğer ve Özfonksiyonların Asimptotik Davranışları 

 

3.3.1. Problemin İfadesi 

 

Keyfi bir  L y  diferansiyel operatörünün özdeğer ve özfonksiyonlarının asimptotik 

gösterimlerini elde etmek için ilk olarak  ’nın büyük değerlerinde  l y y  denkleminin 

çözümlerinin asimptotik davranıĢlarını inceleyelim. Daha sonra bu yaklaĢımları 0   

denkleminde yerine yazarak özdeğerler için asimptotik ifadeler elde edelim. Önce n    

kabul edelim. O halde  l y y  denklemi 

  0nl y y   

halini, daha detaylı olarak 

    
1

1 1
0

n n
n

nn n

d y d y
p x p x y y

dx dx





      (3.11) 

halini alır (basitlik için  0 1p x   alınır.  0 1p x   durumu  0 1p x   durumuna 

indirgenebilir). Genelliği kaybetmeden  1 0p x   kabul edebiliriz. Eğer  1 0p x   ise 
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 1

1

.

x

a

p t dt
n

y y e
 

  

dönüĢümü yapılarak (3.11) denklemi 

   
2

2 2
0

n n
n

nn n

d y d y
p x p x y y

dx dx





      

biçimine dönüĢtürülür. Burada      2 3, , , np x p x p x ,  ,a b ’de x ’in sürekli fonksiyonlarıdır; 

  ise değiĢmemiĢtir. 

Yine genelliği kaybetmeden  ,a b  aralığı yerine  0,1  alabiliriz. Çünkü 

   , 0,1x a b a t t     

dönüĢümü ile  0,1  aralığından  ,a b  aralığına geçiĢ yapılabilir. 

 

3.3.2. S ve T Bölgeleri 

 

Kompleks   - bölgesini 2n  tane  0,2 1kS k n   bölgesine ayıralım: 

 
 1

| arg .k

kk
S

n n


 

 
    
 

 (3.12) 

1 2, ,..., n  
 
ile 1 0n    denkleminin tüm farklı köklerini gösterelim ( 1 ’in kökleri). 

 

Teorem 3.3.2.1 [30]. Herhangi bir  0 2 1kS k n    bölgesi alalım ve k  sayısını sabitleyelim. 

Bu durumda 1 2, ,..., n    sayıları kS   için 

      1 2Re Re Re n      (3.13) 

olacak biçimde sıralanabilir. 

ġimdi c    ötelemesi yaparak kS  bölgelerini daha genel bölgelere dönüĢtürelim. 

Burada c  herhangi bir kompleks sayıdır. Bu yeni bölgeler köĢeleri c    noktasına yerleĢen 

bölgelerdir. Bu bölgeleri  0,2 1kT k n   ile gösterelim. Bu bölgeler kS  bölgelerinin ötelemeleri 

olduğundan 1 2, ,..., n    sayılarının öyle bir diziliĢi vardır ki kT   için 

         1 2Re Re Re nc c c            (3.14) 

sağlanır. 
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Bundan sonra   değiĢkenini sabit bir kT  bölgesinin elemanı olarak kabul edeceğiz. 

Ayrıca kS  ve kT  yerine S  ve T  kullanacağız. 1 2, ,..., n    sayılarının sırasını (3.14) 

eĢitsizliğini sağlayacak Ģekilde kabul edeceğiz. 

 

3.3.3.   nl y +ρ y = 0  Denkleminin İntegro-Diferansiyel Denkleme İndirgenmesi 

 

   0nl y y   (3.15) 

denklemini ele alalım ve 

        2

2

n

nm y p x y p x y


    (3.16) 

yazalım. O halde (3.15) denklemi 

 
   n ny y m y    (3.17) 

halini alır. 

 
0

n ny y   homojen diferansiyel denkleminin 0   için temel çözüm sistemi 

1 2, , , nxx x
e e e

 
’tir. (3.17) denklemini homojen olmayan kısmı  m y  olan homojen 

olmayan denklem gibi düĢünürsek sabitlerin değiĢimi yöntemi ile y  genel çözümünü 

 
   

 
1

1 1
1 1

0

n

n

x x x

xx n
n n

e e
y c e c e m y d

n

   




 




 



 
      (3.18) 

formunda buluruz. Burada  m y , x   noktasında  m y ’nin değeridir. (3.17) ve (3.18) 

denklemleri denktir. Yani, keyfi 1 2, , , nc c c  sayıları için (3.18)’in bir çözümü (3.17)’nin de bir 

çözümüdür. Tersine (3.17)’nin herhangi bir çözümü için öyle 1 2, , , nc c c  sayıları vardır ki 

(3.18) sağlanır. Burada 1 2, , , nc c c  sabitleri  ’ya bağlı olabilir. 1 k n   olmak üzere bir k  

sayısını sabitleyelim. 

 
   

1

1

0

, 1, ,

, 1 , ,

j

j

j j

j n

c j k

c e
c m y d j k n

n

 















  
  




 (3.19) 

yazarsak 
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   

   

1

1 11

0

1

21

1
, ,

1
, ,

n

x

xx

n n

n

x

y c e c e K x m y d
n

K x m y d
n







  


  






    







 (3.20) 

elde ederiz. Burada 

        
1 2

1 1

, , , , ,
k n

x x

k

K x e K x e    

 

 

     
 

  

    (3.21) 

dir. 

 

3.3.4.   nl y +ρ y = 0  Denkleminin Çözümleri için Asimptotik Formüller 

 

Lemma 3.3.4.1 [30]. 

         
1

, , 1,

br

i i ij j

j a

y x f x A x y d i r   


    

integral denklemi aĢağıdaki koĢulları sağlasın: 

1.  if x  fonksiyonları  ,a b  aralığında süreklidir. 

2. Herhangi  ,a b   için  , ,ijA x    fonksiyonları  ,a   ve  ,b  aralıklarında süreklidir. 

3. Herhangi  , ,x a b   için  , ,ijA x    fonksiyonları ’nin sınırsız bir alt bölgesinde  ’nın 

analitik fonksiyonlarıdır. 

4. , 0R C  : R   koĢulunu sağlayan her   ve her  , ,x a b   için 

 , ,ij

C
A x  


  

sağlanır. Bu takdirde 0 0R  : 0R   bölgesinde integral denklemler sisteminin bir ve yalnız 

bir 

     , 1,i iy x y x i r   

çözümü vardır ve bu çözümler 0R   bölgesinde analitiktir. Ayrıca 1,i r  için 

     
1

,i iy x f x O 


 
   

 
 

sağlanır. 
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Lemma 3.3.4.2 [30]. Öyle 0C   sayısı vardır ki her T   ve 0,1,2,   için aĢağıdaki 

eĢitsizlikler doğrudur: 

     

       

1

2

, , 0 1 ,

, , 0 1 .

k

k

x

x

K x C k e x
x

K x C n k e x
x


  




  



   

   






   




    



 

 

Teorem 3.3.4.1 [30]. 2 , , np p  fonksiyonları  0,1  aralığında sürekli ise 

   2

2 1 0
n n n

n ny p y p y p y y



       

denkleminin her bir T  bölgesinde n  lineer bağımsız    1 , , ny x y x  çözümü vardır. Bu 

çözümler  ’nun yeterince büyük değerlerinde T  bölgesinde analitiktir. Ayrıca 

   1 , , ny x y x  çözümleri ve onların türevleri aĢağıdaki asimptotik gösterimlere sahiptir: 

 

  

  

  

1

1

1
1 1 1

1

1 ,

,

.

k

k

k

x

k

xk
k

n
xn nk

kn

y e O

dy
e O

dx

d y
e O

dx









  

  






  



 

 

 

 (3.22) 

 

İspat: (3.20) denkleminde 0c    k  , 1kc   alalım ve bu denklemin ky  çözümünü 

araĢtıralım: 

 

   

   

11

0

1

21

1
, ,

1
, , .

k

x

x

k kn

kn

x

y e K x m y d
n

K x m y d
n







  


  






 







 (3.23) 

(3.23) denkleminin x ’e göre  1 .n   mertebeye kadar türevini alıp 1 2 0n

         

 1,2, , 1n    eĢitliğini kullanırsak orijinal denklemle birlikte aĢağıdaki denklemler sistemini 

elde ederiz: 
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 
 

 
   

1

1

0

1

2

1

, ,1

, ,1
0,1,2, , 1 .

k

x

xk
k kn

kn

x

K xd y
e m y d

dx n x

K x
m y d n

n x


 

 





 
  



 
 








 




  







 (3.24) 

(3.24) denkleminde 

 ,
k xk

k

d y
e z

dx





  (3.25) 

yazarsak  , , ,k kz z x    fonksiyonları için 
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 

 




         
 

  

  

  

  


  



 
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 


 



 
   

 





 (3.26) 

denklemler sistemini elde ederiz. 

 

   
 

   
 

12

, ,

22

, ,1
,

, ,
, ,1

,

k

k

x

k

x

K x
e p x

n x
K x

K x
e p x

n x


   



  
   



 
  

 
 

  

    

    

 


 
 


 
 

 

 0,1,2, , 1 ; 2,3, ,n n     

ifadesini (3.26)’da yerine yazarsak aĢağıdaki denklemler sistemini elde ederiz: 

      
1

, , , ,

2 0

1
, , , , .

n

k k k k nz x K x z d

   


      






    (3.27) 

Sabit bir k  için, (3.27)’de  0,1,2, , 1n    değerleri yazılarak n  denklemden oluĢan integral 

denklemler sistemi elde edilir. Lemma 3.3.4.2’den  , , , ,kK x     fonksiyonlarının 0 , 1x    

ve T  bölgesindeki mutlak değerce yeterince büyük  ’lar için sınırlı olduğu görülür. O halde 

Lemma 3.3.4.1’in bütün koĢulları sağlanır. Bu lemma ile, (3.27) integral denklemler sisteminin 

bir ve yalnız bir  , , ,k kz z x    çözümüne sahip olduğu sonucuna varılır. Burada mutlak 
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değerce yeterince büyük  ’lar için  , ,kz x   fonksiyonları analitiktir ve aĢağıdaki asimptotik 

gösterime sahiptir: 

    1

, ,k kz x O

     . (3.28) 

Buradan ve (3.25)’ten (3.22) elde edilir. Ayrıca (3.22) formülleri kullanılarak mutlak değerce 

yeterince büyük  ’lar için    , 1,2, ,ky x k n   fonksiyonlarının lineer bağımsız olduğu 

kolayca görülür. 

(3.15) denkleminin (3.23)’ü sağlayan   
1

,
k n

k k
y x 




 çözümlerinin varlığını gösterirsek 

Teorem 3.3.4.1’in ispatı bitmiĢ olur. Bunun için keyfi seçilmiĢ (  ’dan bağımsız) jc  sayıları 

için (3.15) denkleminin çözümünün varlığını göstermeliyiz. 

(3.19) denklemi    1 2 1 2, , , , , ,n nc c c c c c    biçiminde bir lineer dönüĢüm oluĢturur 

(Hatırlatalım ki (3.19)’un sağ tarafında y  ve buna bağlı olarak  m y  lineer olarak 

1 2, , , nc c c ’lere bağlıdır). Bu yüzden  ’nun büyük değerlerinde (3.19) ile belirlenen matris 

dönüĢümünün determinantının sıfırdan farklı olduğunu göstermek yeterlidir  T . Bu sayede 

(3.19) denklemini keyfi belirlenmiĢ jc  sayıları için çözüp jc  sayılarını elde edebiliriz. (3.15)’in 

y  çözümü (yani bulunan jc  sayılarına karĢılık gelen (3.18)’in çözümü) aranan çözüm olacaktır. 

Varsayalım ki T   için (3.19) dönüĢümünün determinantı sıfırdır. O halde 1 2 0nc c c       

için en az biri sıfır olmayan 1 2, , , nc c c  çözümü vardır. Bu çözüme karĢılık gelen y  

fonksiyonu aynı zamanda 

        
1

1 21 1

0

1 1
, , , ,

x

n n

x

y K x m y d K x m y d
n n

      
  

    (3.29) 

denkleminin de sıfırdan farklı çözümüdür. (3.29) denklemi (3.20) denkleminde 

1 2 0nc c c       yazılarak elde edilmiĢtir. Yeterince büyük  ’lar için bunun imkansız 

olduğunu göstereceğiz. (3.29) denkleminin  1 .n   mertebeye kadar türevini alıp 

   
1

0,1,2, , 1k xd y
z e n

dx




 
 



    

yazarsak z  fonksiyonları için 
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 


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


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
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 


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


 



 


 



 





 (3.30) 

eĢitliklerini elde ederiz. 

   
0 1

0 1

max ,
n

x

m z x


 
  
 

  

olsun. (3.30)’un sağ tarafında Lemma 3.3.4.2’yi kullanırsak 
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  
   

  

      
          

      



 

 

elde ederiz. EĢitliğin sağ tarafı x ’e ve  ’ye bağlı olmadığından sol taraftan maksimum alınarak 

    1C
m m 


  

bulunur. Burada 1C  bir sabittir. 

1C   için   0m    olmak zorundadır. Buradan  , 0z x    yani 0y   elde edilir. 

Teorem 3.3.4.1’in ispatı bitti. 

 

3.3.5. Sınır Koşullarının Normalleştirilmesi 

 

Verilen bir lineer diferansiyel operatörün sınır koĢullarının lineer kombinasyonlarını kullanarak 

farklı    1,U y n    sınır koĢulları elde etmek istiyoruz. Bir  U y  sınır koĢulunda 
 
0

k
y  veya 

 
1

k
y  açıkça bulunuyor fakat k   için 

 
0y


 ve 
 
1y


 bulunmuyor ise  U y  sınır koĢuluna k  

mertebeli denir. Varsayalım ki  U y  sınır koĢulu 1n  mertebelidir (eğer varsa). Yerlerini 

değiĢtirerek ve sabitle çarparak bir diğer sınır koĢuluna eklersek, yani sınır koĢullarının 

oluĢturduğu 2n n  tipindeki matriste elementer satır iĢlemleri yaparsak, mertebesi 1n  olan en 

fazla iki sınır koĢulu kalır. Geriye kalanların mertebesi 2n  veya daha küçüktür. Bu yöntemi 

devam ettirirsek önceki ikisi dıĢında mertebesi 2n  olan en fazla 2  tane sınır koĢulu kalır. Bu 4  
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sınır koĢulu dıĢındaki sınır koĢullarının mertebesi 3n  veya daha küçüktür. Bu yöntem 

mümkün olduğunca böyle devam ettirilir. Yani elementer satır iĢlemleri mümkün olduğunca 

ilerletilir. Sonuçta elde edilen sınır koĢullarına normalleĢtirilmiĢ sınır koĢulları, bu yönteme ise 

sınır koĢullarının normalleĢtirilmesi denir. Verilen sınır koĢullarının normalleĢtirilmesiyle elde 

edilen sınır koĢulları en baĢtaki sınır koĢullarına denktir. Yani her iki sınır koĢulları sistemini 

sağlayan y  fonksiyonları aynıdır. Bu yönteme göre bir normalleĢtirilmiĢ sınır koĢulları sistemi 

      0 1 0U y U y U y      (3.31) 

biçiminde olmalıdır. Burada 
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 

 





 (3.32) 

1 21 0nn k k k      , 2k k    ve 1,n   için 0   veya 0  ’dır. 

 

3.3.6. Regüler Sınır Koşulları 

 

SabitlenmiĢ bir kS  bölgesini ele alalım. 1 2, ,..., n    sayılarını kS   için 

     1 2Re Re Re n      

koĢulunu sağlayacak biçimde sıralayalım. 

(3.32) ile tanımlı sınır koĢullarını göz önüne alalım. Regüler sınır koĢulları n ’in tek ve 

çift olma durumuna göre ayrı ayrı tanımlanır: 

a) n  tek olsun. 2 1n   . 

 

 

 

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 2 1 2 2 2 1 2

0 1

1 1 1
n n n n n

k k k k k

n

k k k k k
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s
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s
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          

          
 

          

 

 

 




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

 

eĢitliğiyle verilen 0  ve 1  sayıları sıfırdan farklı ise (3.31)’de verilen normalleĢtirilmiĢ sınır 

koĢullarına regülerdir denir. 

b) n  çift olsun. 2n  . 

1
0 1s

s


      
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 

 
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 

 
  

 

 

eĢitliğiyle verilen 1  ve 1  sayıları sıfırdan farklı ise (3.31)’de verilen normalleĢtirilmiĢ sınır 

koĢullarına regülerdir denir. Sınır koĢullarının regüler olduğu durumda 
2

0 1 14    ise (3.31) 

sınır koĢullarına güçlü regülerdir denir. 

Belirtelim ki sınır koĢullarının regülerliği genel bir kavram iken güçlü regülerliği sadece 

çift mertebeli operatörler için geçerli olan bir kavramdır. Gösterilebilir ki sınır koĢullarının 

regülerliği ve güçlü regülerliği kS  bölgesinin seçiminden bağımsızdır. 

 

3.3.7. Periyodik ve Antiperiyodik Sınır Koşulları 

 

                 
1 01 1 0 1 0
v

U y y y y y
   

          0, 1v n   olsun.  U y   0, 1v n   

sınır koĢullarına 0   ve 1   durumlarında sırasıyla periyodik ve antiperiyodik sınır koĢulları 

denir. ġimdi periyodik ve antiperiyodik sınır koĢullarının regülerliğini ve güçlü regülerliğini 

inceleyelim. Belirtelim ki periyodik ve antiperiyodik sınır koĢulları normalleĢtirilmiĢtir. kS  

belirlenmiĢ bir bölge olsun ve 1 2, ,..., n    (3.13) eĢitsizliğini sağlayacak sırada dizilsin. 

a) n  tek olsun. 2 1n   . 

  
  

  

 
  

  

1 1 1

0 1

1 1 1 1 1

1 1 1

1 1

1 1 1 1 1 1

1 1

1 1

1 1 1 .

n

n n n n n

n

s

s
s

s

C s





  



  

  

    
 

    

 

    

 

 

 

 
 

 

   

 

Burada C , 1 2, ,..., n    sayılarının Vandermonde determinantıdır. 1 2, ,..., n    sayıları 

birbirinden farklı olduğundan 0C  ’dır. Görüldüğü gibi, n  tek sayı olduğunda periyodik ve 

antiperiyodik sınır koĢulları regülerdir. 
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b) n  çift olsun. 2n  . 

1
0 1s

s


      
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 
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1 1 1 1 .C s

s



   
 
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 
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n  çift sayı olduğunda periyodik ve antiperiyodik sınır koĢulları regülerdir fakat 
2

0 1 14    

olduğundan güçlü regüler değildir. 

 

3.3.8. Özdeğerlerin Asimptotik Davranışları 

 

Teorem 3.3.8.1 [30]. (3.11) diferansiyel ifadesi ve (3.31) - (3.32) regüler sınır koĢulları ile 

tanımlı n  mertebeli bir lineer diferansiyel operatörün sayılabilir sayıda özdeğeri vardır ve bu 

özdeğerler aĢağıdaki asimptotik formüllere sahiptir: 

(a) n  bir tek sayı ve 4 1n    olsun. Bu durumda özdeğerler aĢağıdaki asimptotik formüllere 

sahip iki dizi oluĢturur: 

 
 

 
 

 

0

0

2

1

0

2

ln 1
2 1 ,

2

ln 1
2 1 ,

2

, 1, .

n

k

n

k

n
k i O

k i k

n
k i O

k i k

k N N


 




 



   
     

   

   
      

   

 

 

(b) n  bir tek sayı ve 4 1n    olsun. Bu durumda özdeğerler aĢağıdaki asimptotik formüllere 

sahip iki dizi oluĢturur: 
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 
 

 
 

 

0

0

2

1

0

2

ln 1
2 1 ,

2

ln 1
2 1 ,

2

, 1, .

n

k

n

k

n
k in O

k i k

n
k in O

k i k

k N N


 




 



   
      

   

   
     

   

 

 

Burada 
   0,1
i

i   sayısı iS  bölgesi için elde edilen 1 0 0     denkleminin kökü ve N  

yeterince büyük bir doğal sayıdır. Ayrıca 0ln   fonksiyonu doğal logaritma fonksiyonunun 

belirlenmiĢ herhangi bir dalıdır. 

(c) n  bir çift sayı  2n   olsun. Varsayalım ki sınır koĢulları güçlü regülerdir. Bu durumda 

özdeğerler aĢağıdaki asimptotik formüllere sahip iki dizi oluĢturur: 

   

   

 

2 0

2

2 0

2

ln 1
1 2 1 ,

ln 1
1 2 1 ,

, 1, .

k

k

k O
k i k

k O
k i k

k N N

 

 

 
 



 
 



  
     

  

  
     

  

 

 

Burada    ve    sayıları 0S  bölgesi için elde edilen 

 
2

1 0 1 0        (3.33) 

denkleminin kökleridir. 

Sınır koĢulları güçlü regüler olduğundan bu kökler birbirinden farklıdır. Dolayısıyla bu 

durumda  k  ve  k  dizileri için verilen asimptotik formüller birbirinden farklıdır. 

Formüllerdeki  iĢareti 4 2n    veya 4n   olmasına göre değiĢir. 

(d) n  bir çift sayı  2n   olsun. Varsayalım ki sınır koĢulları güçlü regüler değildir. Bu 

durumda özdeğerler aĢağıdaki asimptotik formüllere sahip iki dizi oluĢturur: 

   

   

 

2 0

3 2

2 0

3 2

ln 1
1 2 1 ,

ln 1
1 2 1 ,

, 1, .

k

k

k O
k i k

k O
k i k

k N N

 

 

 
 



 
 



  
     

  

  
     

  

 

 

Sınır koĢulları güçlü regüler olmadığından açıktır ki (3.33) denkleminin bir tek   kökü vardır ve 

bu kök çift katlıdır. Formüldeki   sayısı sözü edilen çift katlı köktür. 
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Ġlk üç durumda mutlak değerce yeterince büyük özdeğerler basittir. Fakat dördüncü 

durumda mutlak değerce yeterince büyük özdeğerler ya basittir ya da çift katlıdır. 

 

3.3.9. Özfonksiyonların Asimptotik Davranışları 

 

1 2, , , ny y y  fonksiyonları belirli bir T  bölgesinde   0nl y y   denkleminin (3.22) 

bağıntılarını sağlayan lineer bağımsız çözümleri olsunlar. 
n     T  özdeğerine karĢılık 

gelen bir özfonksiyon 

1 1 2 2 n ny c y c y c y     

biçiminde yazılabilir. Burada jc ’ler 

       1 1 2 2 0 1,n ncU y c U y c U y v n        

homojen sisteminin en az biri sıfır olmayan çözümleridir. 

Basitlik için sadece basit özdeğerleri inceleyelim.   basit bir özdeğer ise 

     

     

     

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

n

n

n n n n

U y U y U y

U y U y U y

U y U y U y

 
 
 
 
 
 
 

 

matrisinin rankı  1n ’dir. O halde bu matristeki    1 1n n    tipindeki determinantlardan en 

az biri sıfırdan farklıdır. Varsayalım ki birinci satırın minörlerinden en az biri sıfırdan farklıdır 

(Herhangi bir .k  satırın minörlerinden en az biri sıfırdan farklı olduğu durumda birinci sınır 

koĢulu ile .k  sınır koĢulu yer değiĢtirilebilir). Dolayısıyla, 

     

     

1 2

2 1 2 2 2

1 2

n

n

n n n n

y y y

U y U y U y
y

U y U y U y

  

  özdeğerine karĢılık gelen bir özfonksiyondur. 

n  bir tek doğal sayı, 2 1n   ,  k  ve  k  Teorem 3.3.8.1.a ve Teorem 3.3.8.1.b’de 

verilen özdeğerler,  ,1ky x  ve  ,2ky x  sırasıyla bu özdeğerlere karĢılık gelen özfonksiyonlar, k  

yeterince büyük bir doğal sayı olsun. Bu takdirde  ,1ky x  ve  ,2ky x  fonksiyonları aĢağıdaki 

asimptotik formüllere sahiptir: 
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     

2 2 2 2

,

2 1 2 1 2 1 2

1 1

,

1 1 1

1 k i

n n n n

k k k k

n

x

k i

k k k k

n n n n n

y x e O k

 

  

 

       

       

 

 

 

 
  

   
 
  

. 

Burada ,1k  ve ,2k  sırasıyla 
n

k     ve 
n

k     eĢitlikleriyle elde edilen T  bölgesinin 

elemanları, j , j , jk   2,j n  ise (3.31) eĢitliğiyle verilen sayılardır. 

n  bir çift doğal sayı, 2n  ,  k  ve  k  Teorem 3.3.8.1.c ve Teorem 3.3.8.1.d’de 

verilen özdeğerler,  ,1ky x  ve  ,2ky x  sırasıyla bu özdeğerlere karĢılık gelen özfonksiyonlar, k  

yeterince büyük bir doğal sayı olsun. Bu takdirde  ,1ky x  ve  ,2ky x  fonksiyonları 

    ,1
1

,1 1 k x

ky x e 
  

    

 

2 2 2 2 2

2 1 2 1 2 2 1 2 2 2

1

1 1 1 2

1

1
n n n n n

k k k k k

n

k k k k k

n n n n n n n

O k

  

  

          


          


  



  

  
    

 
 

 
      

 

  ,11 k x
e 

  
    

 

 

 

2 2 2 2 2

2 1 2 1 2 2 2 2 2

1

1 1 2
n n n n n

k k k k k

n

k k k k k

n n n n n n n

O k

  

  

           

           

 



 

 
  

 
   

 

ve 

    ,2
1

,2 1 k x

ky x e 
  

    

 

2 2 2 2 2

2 1 2 1 2 2 1 2 2 2

1

1 1 1 2

1

1
n n n n n

k k k k k

n

k k k k k

n n n n n n n

O k

  

  

          


          


  



  

  
    

 
 

 
      

 

  ,21 k x
e 

  
    

 

 

 

2 2 2 2 2

2 1 2 1 2 2 2 2 2

1

1 1 2
n n n n n

k k k k k

n

k k k k k

n n n n n n n

O k

  

  

           

           

 



 

 
  

 
   

, 
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biçimindeki asimptotik formüllere sahiptir, burada    ve    sayıları (3.33) denkleminin 

köküdür. Bu durumda 2n   olduğunda asimptotik formüller aĢağıdaki halini alır: 

        2 ,1 ,121 1

,1 2 2 2 2

1
k k

k i x i xk

ky x i e O k i e O k
 

    


  
        

, 

        2 ,2 ,221 1

,2 2 2 2 2

1
k k

k i x i xk

ky x i e O k i e O k
 

    


  
        

. 
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4. BULGULAR 

 

 

Bundan sonra, L  ile 

       ,
iv

l y y q x y   (4.1) 

diferansiyel ifadesi ve 

            1 1 0 0, 0,3
s s

sU y y y s


      (4.2) 

sınır koĢullarının tanımladığı diferansiyel operatörü göstereceğiz; burada,    1

1 0,1q x W  

kompleks değerli fonksiyon ve 0,1  ’dir. 

Bu kısımda,  q x  fonksiyonu üzerine uygun koĢullar koyarak, Ly y  spektral 

probleminin özdeğerleri ve özfonksiyonları için asimptotik formüller elde edeceğiz ve kök 

fonksiyonlar sisteminin  0,1pL   1 p    uzaylarında tabanlığını inceleyeceğiz. 

ġimdi, bu çalıĢmanın temel sonuçlarını verelim: 

 

Teorem 4.1.    1

1 0,1q x W  herhangi kompleks değerli fonksiyon ve    1 0q q  olsun. O 

halde (4.1) - (4.2) diferansiyel operatörünün sonlu sayıdaki hariç tüm özdeğerleri basittir ve 

 ,1 1

n

n n





,  ,2 1

n

n n





 gibi iki sonsuz dizi oluĢturur. Ayrıca, yeterince büyük n  sayıları için 

   
      

  
 

4 5

, 0 5

1 1 0
2 1

2 2
j

j

n n j n

q q
c n O n

n



   
 







   
     

  

 (4.3) 

asimptotik formülü doğrudur. Bunun yanı sıra, yeterince büyük n  doğal sayıları için ,n j  

özdeğerlerine karĢılık gelen  ,n ju x  özfonksiyonları, 

            , 1 sin 2 1 cos 2
j nn

j

n j nu x x n x O


             (4.4) 

asimptotik gösterimlerine sahiptir. Burada, 1,2j  , 1 2,n n   tamsayılar, 

        
1 1

2 2 2 2

0 0

1n i n i

n q e d q
n

e d
     

    
        (4.5) 

ve 
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  
1

0

0

c q d    (4.6) 

dir. 

 

Teorem 4.2.    1

1 0,1q x W  keyfi kompleks değerli bir fonksiyon ve    1 0q q  olsun. O 

halde (4.1) - (4.2) diferansiyel operatörünün kök fonksiyonlar sistemi  2 0,1L  uzayında Riesz 

tabanı oluĢturur. Bu koĢullara ek olarak,    2

1 0,1q x W  ise (4.1) - (4.2) diferansiyel 

operatörünün kök fonksiyonlar sistemi  0,1pL   1 p    uzayında tabandır. 

 

Sonuç 4.1.    1

2 0,1q x W  keyfi kompleks değerli fonksiyon,    1 0q q , ve 1 2,n n  Teorem 

4.1’de verilen tamsayılar olsun. Bu takdirde 1 2 1n n    ’dır ve 1 1n   , 2 0n   seçilebilir. 

 

4.1. Bazı Yardımcı Sonuçlar 

 

 0 | 0, 0
4

iS re r 
 

 
     
 

 (4.7) 

olsun (bkz: (3.12)). k   1, 4k   ile 4 1 0    denkleminin farklı 4  kökünü gösterelim. (3.13)

’ten görülür ki, k   1, 4k   sayıları her 0S   için, 

        1 2 3 4Re Re Re Re       (4.8) 

eĢitsizliğini sağlayacak biçimde sıralanabilir. 

Bundan sonra k   1, 4k   sayılarının (4.8) eĢitsizliğini sağlayacak biçimde sıralandığını 

kabul edeceğiz. O halde 

 
3 3

4 4 4 4
1 2 3 4, , ,

i i i i

e e e e
   

   
 

     (4.9) 

olur ve buradan da 

 1 4 2 3,        (4.10) 

elde edilir (bkz: [30]). 

Lemma 4.1.1. Her 0S   için, 

    1 4

2 2
Re , Re

2 2
       (4.11) 
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eĢitsizlikleri doğrudur. 

 

İspat: (4.11)’deki ilk eĢitsizliği ispatlamak yeterlidir. (4.10)’dan ikinci eĢitsizliğin de doğru 

olduğu görülür. 0S 
 
olduğundan 

4ie    0 1   olarak yazılabilir. O halde (4.9)’dan 

 
3

4
1

1 2
Re Re cos

4 2

i

e

 

    
  

     
 

 

elde edilir. 

Lemma 4.1.1’in ispatı bitti. 

0S  bölgesini c  kadar ötelersek 

  0 0|T c S     (4.12) 

bölgesini elde ederiz. 0T  bölgesi için (4.8) ve (4.11) eĢitsizlikleri aĢağıdaki biçimini alır: 

            1 2 3 4Re Re Re Re ,c c c c               (4.13) 

      1 4

2 2
Re , Re .

2 2
c c c c             (4.14) 

Teorem 3.3.4.1’den 

   4 0l y y   (4.15) 

denkleminin 0T  bölgesinde analitik  ,ky x    1, 4k   lineer bağımsız çözümlerine sahip 

olduğunu biliyoruz. Ayrıca  ’nun yeterince büyük değerlerinde bu çözümler ve türevleri 

 

 
   

 
     
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0

1

2

3

, ,1

4
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, 0,3

4

k

sxs
xs sk

ks s

s

s

x

K xd y
e q y d

dx x

K x
q y d

x

  
    



 
   




 




 







 (4.16) 

denklemini sağlarlar; burada 

        
4

1 2

1 1

, , , , ,
k

x x

k

K x e K x e    

 

 

     
 

  

    (4.17) 

dir (bkz: (3.15), (3.16), (3.21), (3.24)). (3.25)’ten 

  , , 0,3, 1,4k

s
xsk

k ss

d y
e z x s k

dx

     (4.18) 

yazılabilir. (3.28) ile 
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    1

, , 0,3, 1,4s

k s kz x O s k       (4.19) 

elde edilir. (4.16) ve (4.18)’den 

       
 
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j

jx s
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 
     

 

 
   

 

  




  





 












 

sağlanır. (4.17)’deki  1 , ,K x    ve  2 , ,K x    değerlerini yerine yazarsak 
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q e z d

q e z d





  




  








     


   
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 
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











 (4.20) 

elde ederiz. Belirtelim ki (4.13) ile 

         Re Re Re 2c c c                

sağlanır. Burada 1 4    ’tür. Buradan ve (4.19)’dan 

 

          
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 

 

 

 





 (4.21) 

elde edilir. Burada 1,4k  ’tür. Buradan ve (4.19) - (4.20) formüllerinden 

      3

, , 0,3, 1, 4s

k s kz x O s k         (4.22) 

sağlanır. Bu ifadeyi (4.20)'de yerine yazarsak 
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q e d O





  




  







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  





 


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 

  

 

 


 

olduğu görülür. Buradan, 
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 (4.23) 

elde edilir. yukarıdaki formülde 0 0c   kabul edilmiĢtir (bkz: (4.6)). Biz ispatların sonunda, 

0 0c 
 
durumunu da inceleyeceğiz.    1

1 0,1q x W  ve 0   olduğunda, [28]’deki (4.39) ve 

(4.40) formüllerinden 0,1   için, 
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  
 (4.24) 

elde edilir. Ġlk eĢitlikten iki tarafın karesi alınarak 

  22 41e O
    (4.25) 

olduğu görülür. (4.23)’teki ilk eĢitlikteki   2

1
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0

q e d
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  integraline kısmi integrasyon uygulanıp (4.25) eĢitliği yerine yazılırsa 
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 (4.26) 

elde edilir. 
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4.2. Teorem 4.1’in İspatı 

 

 

       

       

       

       

3 1 3 2 3 3 3 4

2 1 2 2 2 3 2 4

1 1 1 2 1 3 1 4

0 1 0 2 0 3 0 4

U y U y U y U y

U y U y U y U y

U y U y U y U y

U y U y U y U y

   

olsun; burada  ,ky x   1, 4k   fonksiyonları (4.15) denkleminin lineer bağımsız çözümleridir. 

[30, II, 4.9]’dan biliniyor ki, 0T  bölgesinin c    köĢe noktası uygun biçimde seçilirse, (4.1) - 

(4.2) diferansiyel operatörünün mutlak değerce yeterince büyük özdeğerleri   

   0   (4.27) 

denkleminin bir çözümü olmak üzere, 4    formatındadır. Tersine böyle noktaların kümesi, 

sonlu tanesi hariç, (4.27) denkleminin 0T ’daki tüm köklerini içerir. 

(4.18) ile 1,4k  olmak üzere 

        , ,1, 1 0, 0, 0,3ks s

s k k s k sU y e z z s
         (4.28) 

elde edilir. (4.14)’e göre 1e
  eksponansiyel olarak 0 ’a, 4e

  ise eksponansiyel olarak sonsuza 

gider. O halde (4.22) ve (4.28)’den 
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elde edilir. 0,3s   olmak üzere 
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olarak tanımlayalım. (4.28) - (4.30) formüllerinden 0,3s   için 
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elde ederiz. Bu eĢitlikleri (4.27)’de yerine yazıp birinci, ikinci, üçüncü satırlardaki 3 , 2 ,   

ilk sütundaki  1


   ve son sütundaki 4e
  çarpanlarını sadeleĢtirirsek (4.27) aĢağıdaki gibi 

yazılır: 

    9

1 0O    . (4.32) 
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dur. (4.22), (4.24) ve (4.26) bağıntıları kullanılarak 0,3s   ve 2,3k   için aĢağıdaki formüller 

elde edilir: 
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Burada, 
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   1 4

1 11 1
11 4

, 3 3

0 0

1 1

4 4

k k

s s

k

s kB q e d q e d

 

        
    

 

 

   
    (4.36) 

dir. (4.34), (4.35) ve (4.36) bağıntılarından 

    3

, , 2,3,s kA O k     (4.37) 

elde edilir. Buradan, (4.33) ve (4.34)’ten (4.32) denklemi 

    9

2 0O      (4.38) 

denklemine denktir. Burada, 

 

               
               
               
               

2 2 3 33 3

1 3,2 3,2 3,3 3,3 4

2 2 3 32 2

1 2,2 2,2 2,3 2,3 4

2 2 2 3 3

1 1,2 1,2 1,3 1,3 4

2 2 3 3

0,2 0,2 0,3 0,31 1

A B A B

A B A B

A B A B

A B A B

     

     


     

   

 

 
 

 

 
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dir. (4.36) eĢitliğini ele alalım. Kolayca görülür ki 2,3k   için 

                3, 2, 1, 0,, , ,
T

k k k k

k k k kB B B B     

sütunu  2   determinantındaki ilk ve son sütunların lineer kombinasyonudur. Dolayısıyla 

 2   determinantı 

  

       
       
       
       

2 33 3

1 3,2 3,3 4

2 32 2

1 2,2 2,3 4

2 2 3

1 1,2 1,3 4

2 3

0,2 0,31 1

A A

A A

A A

A A

   

   


   

 

    (4.39) 

olarak verilebilir. (4.35) eĢitlikleri kullanılarak (4.39) determinantı hesaplanırsa 

      
    

  32

2

8

8
1

16 1 1 0
4

0q q
e e O

    





        . (4.40) 

elde edilir. Burada 

        22

1 1
2 12

0 0

1
q e d q e d

       


       (4.41) 

dur. Riemann Lebesque lemmasının ispatına benzer biçimde 

     1o     

olduğu kolayca elde edilir. 

3 2  
 
ve  2 1e O


  olduğundan (4.40) denklemi aĢağıdaki iki denkleme ayrılır: 

  
   

  2 4

4

1 0

8
1

q
e

q
i O

   





  , (4.42) 

  
   

  2 4

4

1 0

8
1

q
e

q
i O

   





  . (4.43) 

(4.42) denklemini araĢtıralım. Teorem 3.1.1.1 kullanılarak (4.42) denkleminin mutlak 

değerce yeterince büyük 0T   köklerinin 0nG T   0 0, 1,n n n   bölgelerinde yerleĢtiği 

ispatlanabilir; burada nG , merkezi  2n i    , yarıçapı  1O n  olan dairedir. Dahası, 

(4.42) denkleminin herbir nG  bölgesinde bir tek kökü vardır.  , (4.42) denkleminin nG ’deki 

kökü olsun. [28]’deki (4.46) ve (4.47) bağıntıları kullanılarak 
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 

2

2n i
r

 





   , (4.44) 

  4r O n  (4.45) 

olduğu elde edilir. n  (4.5)’da tanımlanan sayı olmak üzere (4.41), (4.44) ve (4.45)’ten 

    nO    (4.46) 

elde edilir. r ’yi daha kesin bir biçimde yazalım. (4.44) ve (4.45)’ten aĢağıdaki iki bağıntı elde 

edilir: 

 
 

      22 6 8

2

1
, 1 1 .

2
O n e r O n

n i

 
 

        


 (4.47) 

(4.42)’de    yazarak ve (4.46) - (4.47) bağıntılarını kullanarak 

 
      

 
 4

4 4

2

1 1 0

8 2
n

i q q
r O n

n




  


 

  


 (4.48) 

elde ederiz. O halde, (4.44) - (4.48)’den 
 

2

2
n

n i
z

 




    0 0, 1,n n n   noktasının  1O n  

komĢuluğunda (4.42) denkleminin tek bir 

  
      

 
 4

,1 4 4
2

1 1 01
2

8 2
n n

i q q
n i O n

n



   
  


   

     
  

 (4.49) 

köküne sahip olduğu elde edilir. 

Benzer Ģekilde 
 

2

2
n

n i
z

 




    0 0, 1,n n n   noktasının  1O n  komĢuluğunda 

(4.43) denkleminin tek bir 

  
      

 
 4

,2 4 4
2

1 1 01
2

8 2
n n

i q q
n i O n

n



   
  


   

     
  

 (4.50) 

köküne sahip olduğu aynı yöntemle elde edilebilir. 

ġimdi, yeterince büyük bir n  sayısı ve 1,2j   için  
4

,n j    özdeğerine karĢılık 

gelen  ,n ju x  özfonksiyonunu aĢağıdaki formda araĢtıralım: 
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 
 

    

       

       

       

       

4

,

1 2 3 4

2 1 2 2 2 3 2 4

1 1 1 2 1 3 1 4

0 1 0 2 3 4

,

2

0 0

, , , ,

.
1

1 0

n j

n j

y x y x y x y x

U y U y U y U y

U y U y U y U y

U y

e
u

U y U y U

q q

y

x
i

 

 





  









 

Bu özfonksiyonu ,n j   için aĢağıdaki biçimde yazalım: 

 
    

         

         

         

         

4

4

4

4

1 2 3 4

2 2 2 24

,
2 1 2 2 2 3 2 4

1 1 1 1

1 1 1 2 1 3 1 4

0 1 0 2 0 3

2

0 4

1

1

,

1 0

, ,

1

,

.

1

n j

y x y x y x e y x

U y U y U y e U y

U y U y U y e U y

U y U y U y

u
i

y

q

e U

x
q















 

   

   

   







   

   








 






(4.51) 

Bundan sonra basitlik için ,n j   ve n   kabul edeceğiz. (4.18) ve (4.22) formüllerinden 

          4

4, 1 1,2,3 , , 1ky x O k e y x O     (4.52) 

elde edilir. Buna göre, (4.31) ve (4.51) formüllerinden 

 
    

         

       

       

       

 

4

1 2 3 4

52,1 2,2 2,3 2,4

1,1 1,2 1,3 1,4

0,1 0,2 0,3 4

,

2

0,

4

, , , ,

.

1

1 0
n j

y x y x y x y x

A A A

e

u x
i q

A
O

A A A

A

q A

A A A

    

   


   

  




















 (4.53) 

elde edilir. (4.34), (4.37), (4.52) ve (4.53) formüllerini göz önünde bulundurursak 

  
    

         
4

2
, 3 2 2 3

2

, ,
1 0

n ju x y x E y x E O
i q q


    




    

 (4.54) 

elde ederiz. Burada 

 

 

 

 

2 2

1 2, 4

1 1, 4

0,

, 2,3

1 1

k

k k

k

A

E A k

A

  

   



   

tür. Buradan ve (4.34)’ten 

 

   
   
   

   
   
   

 

2 2 2 2

1 2, 4 1 2, 4

6

1 1, 4 1 1, 4

0, 0,1 1 1 1

k k

k k

k k

k k k

k k

k k

A B

E A B O

A B

     

       

 

    

bulunur. (4.36)’ya göre ikinci determinant sıfıra eĢittir. Yani 
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  

   
   
   

 

2 2

1 2, 4

6

1 1, 4

0,1 1

k

k

k

k k

k

k

A

E A O

A

  

    



   (4.55) 

dır. O halde, (4.35), (4.42) (4.43) ve (4.55)’e göre 2,3k   için 

 
         

 
2

4

4

1 0 1 1

2
k

j

n

k
q q i

E O




  








  

   

elde edilir. Sonuç olarak (4.54)’e göre 

 
             

 
3 2

,

1 1 1, ,

2

1
j n

j

n

j
y x y x

u x O
i

i i
 

 


   


 
  

ya da daha açık olarak 

  
             

 
, ,3 2

,

1 1 1 1, ,

2

n j n j

n j n

j j
y x y x

u x O
i

i i
 

 


   


 
  (4.56) 

elde edilir. Öte yandan (4.18), (4.19) ve (4.49)’a göre 

            2 21 1

,1 ,12 3, , ,
n ix n ix

n ny x e O n y x e O n
   

 
        

sağlanır. Buradan ve (4.56)’dan 

            , 1 sin 2 1 cos 2 nj

j

n n x nu x Ox


            (4.57) 

sonucuna varılır. 

(4.49), (4.50) formülleri ve 4    eĢitliği ile, basit özdeğerlerin aĢağıdaki gibi iki dizisi 

elde edilir: 

 
0 0 01 2, , , ,n n n   
     (4.58) 

 
0 0 01 2, , , .n n n   
     (4.59) 

Bu özdeğerler aĢağıdaki asimptotik formüllere sahiptir: 

     
      

  
 

4 4 5

,1 5

1 1 0
2 1

2 2
nn n

q q
n O n

n



    
 


   

       
  

, (4.60) 

     
      

  
 

4 4 5

,2 5

1 1 0
2 1

2 2
nn n

q q
n O n

n



    
 


   

       
  

. (4.61) 

 0 0 0, 1, 2,n n n n    
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Katlılığı da dikkate alırsak (4.58) ve (4.59) özdeğerlerinin dıĢında sonlu sayıda özdeğer 

mevcuttur. Varsayalım ki L  operatörünün katlılığı da dikkate alarak (4.58) ve (4.59) özdeğerleri 

dıĢında m  tane özdeğeri vardır. 1 2m m m   olsun. Burada, 1m  ve 2m  negatif olmayan keyfi 

tamsayılardır. Kalan m  tane özdeğerden 1m  tanesini (uygun olarak 2m  tanesini) (4.58) 

özdeğerlerine (uygun olarak (4.59) özdeğerlerine) eklersek aĢağıdaki gibi iki özdeğerler dizisi 

elde ederiz: 

2

1 0 0 0

0 0 0

1 2 1 2

1 2 1 2

, , , , , , , ,

, , , , , , , .

m n n n

m n n n

c c c

e e e

  

  

 

 

   

   
 

Bu dizileri sırasıyla 1,1 2,1 ,1, , , ,n    ve 1,2 2,2 ,2, , , ,n    ile gösterelim. Açıktır ki 

  
1 2,1 ,2 0,n n n n n n n n    

     (4.62) 

dır. Burada, 1 1 0 1n m n  
 
ve 2 2 0 1n m n   ’dir.  Buna göre, (4.60) - (4.62)’den 

   
      

  
 

4 5

, 5

1 1 0
2 1

2 2
j

j

n n j n

q q
n O n

n



   
 







   
    

  

  (4.63) 

elde edilir. Benzer yöntemler kullanılarak (4.57) formülünden 

            , 1 sin 2 1 cos 2
j nn

j

n j nu x x n x O


           , 

yani (4.4) formülü elde edilebilir. 

Ġspatın bu kısmına kadar 0 0c   varsaymıĢtık. ġimdi, 0 0c 
 
varsayalım ve sınır değer 

problemindeki diferansiyel ifadeyi 
   iv

y q x y y   olarak yazalım. Burada    1 0q q  ve 

 
1

0

0

0c q d   ’dır. diferansiyel ifadeyi tekrar 
      0 0

iv
y q x c y c y     olarak 

yazarsak, bir Ģey değiĢmemiĢ olur.     0Q x q x c   ve 0c    olarak tanımlarsak 

diferasiyel ifade 
   iv

y Q x y y   biçimini alır. Bu durumda,  
1

0

0Q d    olduğundan 

 

     

     

     

     

     

, 0 1

1 1 0 0,

1 1 0 0,

1 1 0 0,

1 1 0 0,

iv
y Q x y y x

y y

y y

y y

y y









   

   

   

   

  

  (4.64) 
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tipinde bir sınır değer problemi elde edilir. Biz yukarıda bu tipli sınır değer problemlerinin 

özdeğerler için (4.63) Ģeklinde bir formül elde etmiĢtik. Buna göre (4.64) sınır değer probleminin 

  özdeğerleri için 

   
      

  
 

4 5

, 5

1 1 0
2 1

2 2
j

j

n n j n

Q Q
n O n

n



 
   







   
    

  

 (4.65) 

asimptotik formülü elde edilir. (4.3) formülü     0Q x q x c  , 0c  
 
 ve (4.65)’ten direkt 

elde edilir. Görüldüğü gibi,  q x  fonksiyonunun  0,1  aralığındaki integrali özdeğerleri öteler, 

fakat özfonksiyonlar, yani (4.64) formülündeki y  fonksiyonları 0c  sayısından etkilenmez. 

Teorem 4.1’in ispatı bitti. 

 

4.3. Teorem 4.2 ve Sonuç 4.1’in İspatı 

 

   1

1 0,1q x W  olduğunda L  operatörünün kök fonksiyonlar sisteminin  2 0,1L  uzayında 

Riesz tabanı olduğunu gösterelim. 

        1,1 1,2 ,1 ,2, , , , ,n nv x v x v x v x   (4.66) 

sistemi 

        1,1 1,2 ,1 ,2, , , , ,n nx u x u x uu x   (4.67) 

sisteminin biortogonali olsun. Yani  , , , ,, .n j m s n m j su v     , 1,2,..., , 1,2n m j s   sağlansın. [2, 

s:84] veya [30, s:99]’daki iyi bilinen özelliğe göre, (4.66) sistemi L  operatörünün eĢlenik 

operatörü olan L  operatörünün kök fonksiyonlar sistemidir. L  lineer diferansiyel operatörü 

     iv
l z z q x z    

diferansiyel ifadesi ve 

       0 1 1 0 0U z z z
      

       1 1 1 0 0U z z z
       

       2 1 1 0 0U z z z
       

       3 1 1 0 0U z z z
       

eĢlenik sınır koĢullarıyla elde edilir. L  operatörünün biçiminden,    1 0q q  olduğundan ve 

Teorem 4.1’den, yeterince büyük n ’ler için 
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             , , 1 sin 2 1 cos 2 ,
j j

j

nn n j n n j nr x n x Ov x


              (4.68) 

asimptotik formülü elde edilir. Burada ,jn n jr    1,2j   sayıları  , ,, 1
j jn n j n n ju v    eĢitliğinden 

elde edilen sayılardır. Buradan ve (4.57), (4.68) formüllerinden, yeterince büyük n ’ler için 

 , 1 , 1,2
jn n j nr O j     

bulunur. (4.68) formülünü yeniden yazarsak, yeterince büyük n ’ler için 

            , 1 sin 2 1 cos 2
j nn

j

n j nv x x n x O


             (4.69) 

elde ederiz. (4.66) ve (4.67) sistemlerinin ikisi de  2 0,1L ’de tamdır (bkz: [4]). Ayrıca, (4.66) 

ve (4.67) sistemlerinin normlarının çarpımının sınırlı olduğu (4.57) ve (4.69) formüllerinden 

kolayca elde edilir. Dahası, L  operatörünün sonlu sayıdaki özdeğeri hariç tüm özdeğerleri basit 

olduğundan, operatörün kök fonksiyonlar sisteminde en fazla sonlu tane ek fonksiyon vardır. 

Elde ettiğimiz bu bilgilere göre [38]’deki temel teoremden (4.67) sisteminin  2 0,1L ’de Riesz 

tabanı olduğu sonucuna varılır. 

ġimdi,    1

2 0,1q x W  kabul edelim ve Sonuç 4.1’i ispatlayalım. Bunun için önce, 

aĢağıdaki sistemleri tanımlayalım: 

      0 2 1 21, 2 sin 2 , 2 cos2 ,n ng x g x n x g x n x     (4.70) 

    2 1 2
2 sin 2 1 , 2 cos 2 1 ,

n n
g n x g n x 


     (4.71) 

        0 2 1
1, sin 2 co 2 ,1 s

j

n j
h x h x n x n x 

 
     (4.72) 

          2 1 sin 2 1 1 cos 2 1
j

n jh x n x n x         (4.73) 

Belirtelim ki (4.70) ve (4.71) sistemlerinin ikisi de  2 0,1L  uzayının ortonormal tabanlarıdır. 

[26]’daki Lemma 2’ye göre (4.72) ve (4.73) sistemlerinin ikisi de  2 0,1L ’in Riesz tabanlarıdır. 

   1

2 0,1q x W  olduğundan    2 0,1q x L  ’dir. O halde, bu fonksiyonun Fourier 

katsayılarının karelerinin toplamı yakınsaktır. Buradan kolayca 

 
2

1
n

n







   (4.74) 

elde edilir. Sonuç 4.1’in ispatını yalnızca 0   için yapalım. 1   durumu benzer biçimde 

yapılır. 1 0n   ve 2 0n   olsun. (4.4) asimptotik formülünden,   
0

k

k k
h x




 sisteminin tanımından 

ve (4.74)’den 
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  1 2

2 2

,1 2 1 ,2 2
1

2

1
n n n n n n

n
n

n

u h u h const 

 

  
 

        (4.75) 

elde edilir. Açıktır ki (4.75)’te L  operatörünün kök fonksiyonlarının 1 2n n  tanesi, (4.70) 

sisteminin fonksiyonlarından da 1  tanesi yoktur. 1 2 1n n   olsun. Bu durumda (4.75) 

eĢitsizliğinden (4.67) sisteminin 1 2 1n n   fonksiyonu dıĢındaki fonksiyonlardan oluĢan S  

sistemi (4.70)’e karesel yakındır. (4.70) sistemi  2 0,1L  uzayının ortonormal tabanı olduğundan 

Teorem 3.1.1.2 ile S ,  2 0,1L ’in Riesz tabanıdır. Bu durum (4.67) sisteminin  2 0,1L ’in 

tabanı olması ile çeliĢir. 

1 2 0n n   olsun. (4.67) sistemi  2 0,1L ’in Riesz tabanı olduğundan yine (4.75) ile 

  
0

k

k k
h x




 sisteminden  0g x  fonksiyonu atılarak elde edilen sistem  2 0,1L ’in Riesz tabanı 

olur ve bu da   
0

k

k k
h x




 sisteminin taban olması ile çeliĢir. 

Geriye kalan tüm durumlar benzer biçimde ispatlanır. Böylece genel durumda 

1 2 1n n   
 
 elde edilir. Genelliği kaybetmeden 

1 20, 1n n     

varsayabiliriz. O halde 

 

         

         

         

         

,1

1 ,2

,1

1 ,2

,

,

1 sin 2 cos 2

1 sin 2 cos 2

1 sin 2 cos 2

1 sin 2 co 2

,

s

n

n

n

n

nn

nn

u x O

u x O

v x O

v

n x n x

n x n x

n x n x

n x n xx O











    

    

    

    

 

 

 

 



   

   

  

    

 



  (4.76) 

olur. 

ġimdi,    2

1 0,1q x W  olduğunda L  operatörünün kök fonksiyonlar sisteminin 

 0,1pL   1 , 2p p     uzayında taban oluĢturduğunu ispatlayalım. Yukardaki gibi 

yalnızca 0   durumu için ispatı yapalım. 1   durumu benzer Ģekilde yapılır. 

   2

1 0,1q x W  olduğundan (4.5) formülüne göre 

 1

n O n   

dir. Bu sebeple, (4.76) formülleri 0   için 

 
   

   

1

1

,1

1,2

sin 2 cos 2

sin 2 cos 2

,n

n

u x O

u

n x n x n

x nx n n Ox

 

 











 

 
 (4.77) 
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ve 

 
   

   

1

,1

,

1

1 2

sin 2 cos 2

sin 2 cos

,

2

n

n

v n x n x n

v n x n x n

x O

x O

 

  










 (4.78) 

olarak yazılabilir. 

Teorem 3.1.1.3 ile (4.70) sistemi her bir  1,p   için  0,1pL ’in tabanıdır. 

Dolayısıyla Teorem 3.1.1.4’ten 0pM  ,  0,1pf L   için 

    
0

, 1, 2,...

N

n n p p
n

p

f g g M f N


   (4.79) 

sağlanır. Burada 
p

 ,  0,1pL  uzayındaki normdur. 

 1,2p  olsun. (4.67) sistemi  2 0,1L ’de tam olduğundan  0,1pL ’de de tamdır. 

Dahası,  0,1pf L   için 

 , ,, n j n j pp
f v u const f  

sağlanır; burada 1,2, ,n   ve 1,2j  ’dir. O halde Teorem 3.1.1.4’ten, (4.67) sisteminin 

 0,1pL ’de taban olduğunu göstermek için  0,1pf L  , m  , 

 
2

, ,
1 1

,

m

n j n j p
n j

p

f v u M f
 

  

olacak biçimde bir 0M   sabiti bulmak yeterlidir. Belirtelim ki aynı koĢullar altında 

       ,1 ,1 1,2 1,2
1

, ,

m

m n n n n p
n

p

J f f v u f v u M f 


    (4.80) 

eĢitsizliğini ispatlamak yeterlidir; burada 1,2,m   ve M   bir sabittir. (4.70), (4.77) ve (4.78) 

formüllerinden 

           1 1

,1 2 1 1,2 2,n n n nu x h xx O n u h x O n 

      

           1 1

,1 2 1 1,2 2,n n n nv x h x O n v x h x O n 

      

elde edilir. Sonuç olarak 

          ,1 ,2 ,3 ,4m m m m mJ f J f J f J f J f     (4.81) 

bulunur. Burada 1,2,m   ve 
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         
2 2

1

,1 ,2
1 1

, ,, ,

m m

m n n m n
n n

p p

J f f g g J f f g O n

 

    

           
2 2

1 1 1

,3 ,4
1 1

, , ,

m m

m n m
n n

p p

J f f O n g J f f O n O n  

 

    

dir. Burada   toplamı 0n   haricindeki toplamı göstermektedir. (4.79)’den 

  ,1m p
J f const f  (4.82) 

elde edilir. Teorem 3.1.1.5’ten 

 

   

 

2

1

,2
1

1/1/ 22

11

,

,

m

m n
n

pq mm
q p

n p
nn

J f const f g n

const f g n const f











  
        





 (4.83) 

bulunur; burada, 
1 1

1
p q
  ’dir. Dahası, 

 

       
1/2

2 2
2

1 1

,3
1 1

2

1/2
2

2

1
1

, ,

m m

m n
n n

m

p
n

J f f O n g f O n

const f n const f

 

 





 
   

 
 

 
  

 
 

 



 (4.84) 

ve 

 

2

2

,4 1
1

m

m p
n

J const f n const f



   (4.85) 

kolayca elde edilir. 

(4.80) eĢitsizliği (4.81)-(4.85) eĢitsizliklerinin bir sonucudur. (4.67) sisteminin  0,1pL  

 1 2p 
 
 uzayının bir tabanı olduğu ispatlandı. 

2 p    ve 1 1 1p q   olsun. Belirtelim ki 1 2q  ’dir ve (4.66) L  operatörünün 

kök fonksiyonlar sistemidir. Yukarıda ispatlandığı gibi, bu operatörün kök fonksiyonlar sistemi 

 0,1qL ’in tabanıdır. O halde ona biortogonal olan (4.67) sistemi de  0,1pL ’in tabanıdır. 

Teorem 4.2 ve Sonuç 4.1’in ispatı bitti. 
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

 

Bu bölümde öncelikle bu tez çalıĢmasında ele alınan sonuçlar özetlenecek daha sonra bu konu ile 

ilgili baĢka nelerin yapılabileceği hakkında öneriler verilecektir. 

 

5.1. Sonuçlar 

 

Bu tezde, (4.1) - (4.2) lineer diferansiyel operatörünün özdeğerlerinin ve özfonksiyonlarının 

asimptotik davranıĢları incelenmiĢ, kök fonksiyonlar sisteminin  0,1pL   1 p    uzayında 

taban oluĢturduğu ve bu tabanın 2p   durumunda koĢulsuz olduğu ispatlanmıĢtır. Bu sonuçlar 

Bulgular ve TartıĢma bölümünde verilmiĢtir. Problemin çözümü için gerekli lemmalar, teoremler 

ve yardımcı sonuçlar Materyal ve Yöntem baĢlığı altında verilmiĢtir. 

 

5.2. Öneriler 

 

Tezde, (4.1) - (4.2) operatörünün spektral özellikleri ve kök fonksiyonlar sisteminin  0,1pL  

 1 p    uzayındaki tabanlığı    1 0q q  durumunda incelenmiĢtir. Görüldüğü gibi, 

   1 0q q  durumunda (4.1) - (4.2) operatörünün tabanlık ve diğer spektral özellikleri 

incelenmemiĢtir. Lineer diferansiyel operatörlerin spektral teorisiyle ilgilenen bilim insanlarının 

bu çözülmemiĢ durumun çözümü üzerine çalıĢmalar yapılması önerilir. 
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