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ÖZET

BİLATERAL DİZİLERİNİN İSTATİSTİKSEL VE İDEAL YAKINSAKLIĞI

İsmail YILMAZ

Yüksek Lisans Tezi

Bitlis Eren Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı

Danışman: Doç. Dr. Harun POLAT

Ağustos 2017, 46 sayfa

Bu çalışma beş bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde bu çalışma ile ilgili temel tanım, 

teoremler ve çalışmanın tarihi verildi. İkinci bölümde ideal yakınsaklık kavramının daha iyi 

anlaşılması için istatistiksel yakınsaklık kavramı örneklerle açıklandı. Üçüncü bölümde 

kullanılan materyal ve yöntemler verildi. Dördüncü bölümde ideal ve filter kavramları verilerek 

arasındaki ilişki açıklandı. Reel sayı dizilerinin ideal yakınsaklık kavramı incelenerek gerekli 

tanım ve teoremler verildi. Herhangi bir metrik uzayda ideal yakınsaklık kavramı kısaca 

incelendi. limit ve cluster noktaları kavramları kısaca açıklandı. İdeal yakınsaklığın I - I -

yakınsaklık alanları incelendi. Beşinci bölümde ise sonuç ve önerilere yer verildi. Sonuç 

kısmında Bilateral diziler için istatistiksel ve ideal yakınsaklık kavramları incelendi. Bilateral 

dizilerinin istatistiksel ve ideal yakınsaklığı ile ilgili önerilerde bulunuldu.

Anahtar kelimeler: Yoğunluk, İstatistiksel Yakınsaklık, İdeal Yakınsaklık, Bilateral Dizi
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ABSTRACT

STATISTICAL AND IDEAL CONVERGENCE OF BILATERAL SEQUENCES

İsmail YILMAZ

Master Thesis

Bitlis Eren University Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Harun POLAT

August 2017, 46 pages

This study consists of five chapters. In the first part, the basic definitions, theorems and the date 

of the work were given. In the second part, the concept of statistical convergence is explained 

with examples in order to better understand the concept of ideal convergence. Materials and 

methods used in the third chapter are given. In the fourth chapter, the relation between ideal and 

filter concepts is explained. The concept of ideal convergence of real number sequences is 

examined and necessary definitions and theorems are given. The concept of ideal convergence in 

any metric space has been studied briefly. The concepts of limit ve cluster points are I - I -

briefly explained. Convergence areas of ideal convergence have been studied. In the fifth 

section, the conclusions and recommendations are given. In the conclusion section, statistical and 

ideal convergence concepts for bilateral sequences were examined. Statistical and ideal 

convergence of bilateral sequences was suggested.

Keywords: Density, Statistical Convergence, Ideal Convergence, Bilateral Sequence
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1. G·IR·IŞ

Reel say¬dizileri için istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬n¬ilk defa 1951 y¬l¬nda Fast [1] ve

Steinhaus [2] verdi. ·Istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬N pozitif tamsay¬lar kümesinin yo¼gun-

luk kavram¬ile ili̧skilidir. Yo¼gunluk kavram¬ile ili̧skisini Buck [3] verdi ve bu kavram¬hemen

hemen yak¬nsak olarak tan¬tt¬. ·Istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n toplanabilme ile ili̧skisini ilk olarak

Schoonberg [4] verdi ve bu kavram¬D�yak¬nsakl¬k olarak tan¬tt¬. Fridy [5] çal¬̧smas¬nda hiç

bir matris toplanabilme metodunun istatistiksel yak¬nsakl¬k metodunu içermedi¼gini gösterdi.

Freedman ve Sember [6] yo¼gunluk ve negatif olmayan matrisler aras¬ndaki ili̧skiyi incelediler.

Salat [7] istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n topolojik özelliklerini inceledi ve s¬n¬rl¬reel de¼gerli ista-

tistiksel yak¬nsak dizilerin bilinen anlamda s¬n¬rl¬dizilerin altuzay¬oldu¼gunu gösterdi. Yine

Fridy [8] bir dizinin altdizisinin yo¼gunlu¼gunu düşünerek istatistiksel limit ve istatistiksel

cluster noktalar¬ kavramlar¬n¬ tan¬tt¬. Connor [9] ��istatistiksel yak¬nsakl¬k ve ��yo¼gun

yak¬nsakl¬k kavramlar¬n¬sundu. Buradaki �, N pozitif tamsay¬lar kümesinin altkümelerinin

bir alan¬üzerine tan¬ml¬iki de¼gerli bir ölçüdür. Buradaki ölçü kavram¬[0; 1] kapal¬aral¬¼g¬na

ait olan bir fonksiyondur. ·Istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬birçok matematikçi taraf¬ndan,

çal¬̧s¬lm¬̧s ve halen çal¬̧s¬lmakta olan bir konudur. [10-12]

N pozitif tamsay¬lar kümesinin altkümelerinin I ideali kavram¬na dayanan ideal yak¬nsak-

l¬k kavram¬n¬ise ilk olarak 2000 y¬l¬nda Kostyrko vd. [13] tan¬tt¬lar. Bu kavram istatistiksel

yak¬nsakl¬¼g¬n bir genellemesidir ve istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n birçok özelli¼ginden yararlan-

m¬̧st¬r. Kostyrko vd. [13] önce reel say¬dizilerinin ideal yak¬nsakl¬¼g¬n¬araşt¬rd¬lar. Bu çal¬̧s-

mada hem bilinen al¬̧s¬lm¬̧s (ordinary) anlam¬ndaki yak¬nsakl¬k hemde istatistiksel yak¬n-

sal¬k ile aras¬ndaki ili̧skiyi örnekleriyle beraber incelemi̧slerdir. Ayn¬çal¬̧smada Connor [9]

un sundu¼gu ��istatistiksel yak¬nsakl¬kl¬¼g¬n ideal yak¬nsakl¬k kavram¬na bir bak¬ma denk

oldu¼gunu göstermi̧slerdir. Buradan yine Connor [9] un sundu¼gu ��yo¼gun yak¬nsakl¬¼g¬na

bir bak¬ma denk olan I��yak¬nsakl¬¼g¬tan¬tt¬lar. Daha sonra ·Ideal yak¬nsakl¬¼g¬regüler bir

toplanabilme (limitleme) metodu gibi düşünüp yak¬nsakl¬k alanlar¬n¬verdiler. F (I) ve F (I�)

s¬ras¬yla I�yak¬nsakl¬k ve I��yak¬nsakl¬¼g¬n yak¬nsakl¬k alanlar¬olmak üzere; F (I) yak¬nsak-

l¬k alan¬n¬n `1 s¬n¬rl¬dizi uzay¬n¬n lineer alt uzay¬olmas¬ve birbirine eşit olmas¬için gerek ve

yeter şartlar¬göstermi̧slerdir. Kostyrko vd. [14] ideal yak¬nsakl¬¼g¬herhangi bir metrik uzayda

ele al¬p gerekli teoremleri ispatlad¬lar. Ayn¬çal¬̧smalar¬nda bir metrik uzay üzerinde Fridy

[8] in sunmuş oldu¼gu istatistiksel limit ve istatistiksel cluster (y¬¼g¬lma) noktalar¬n¬, I�limit

ve I�cluster (y¬¼g¬lma) noktalar¬kavramlar¬na geni̧slettiler.
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Bilateral diziler için yak¬nsakl¬k kavram¬n¬2012 de Agrawal vd. [28] çal¬̧st¬lar. Bu çal¬̧s-

mada ise bilateral diziler için istatistiksel ve ideal yak¬nsakl¬k kavramlar¬ tan¬t¬ld¬. Önce

bilateral dizilerin istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ile ilgili gerekli örnek ve teoremler verildi. Daha

sonra istatistiksel yak¬nsak bilateral dizinin kuvvetli p-Cesaro toplanabilir oldu¼gu gösterildi.

Yine ayn¬bölümde bilateral dizilerin ideal yak¬nsakl¬k kavram¬verildi. Yak¬nsak olan bilat-

eral dizileri ile ili̧skisi aç¬kland¬ve bilinen anlamdaki yak¬nsakl¬¼g¬n aksiyomlar¬n¬n sa¼glat¬l¬p

sa¼glat¬lmad¬¼g¬gösterildi.
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1.1 Temel Tan¬m Ve Teoremler

1.1.1. Tan¬m: X boş olmayan bir küme ve �, X de bir ba¼g¬nt¬olsun. Aşa¼g¬daki şartlar

sa¼glan¬yorsa � ba¼g¬nt¬s¬na k¬smi s¬ralama ba¼g¬nt¬s¬denir.

i: Her x 2 X için x � x dir. (Yans¬ma özelli¼gi)

ii: x � y ve y � z ise x = y dir. (Ters simetri özelli¼gi)

iii: x � y ve y � z ise x � z dir. (Geçi̧sme özelli¼gi)

Burada x � y ifadesi �x önce gelir y�diye okunur [24,26].

1.1.2 Tan¬m: X kümesinde k¬smi s¬ralama ba¼g¬nt¬s¬tan¬mlanm¬̧ssa X kümesine k¬smi

s¬ral¬küme denir ve (X;�) ile gösterilir [24,26].

1.1.3 Tan¬m: K¬smi s¬ral¬ bir kümenin herhangi iki eleman¬ (başka bir ifade ile her

eleman çifti) mukayese (kaŗs¬laşt¬rma) edilebilirse bu kümeye tam s¬ral¬küme denir.

Örne¼gin; R reel say¬lar kümesi tam s¬ral¬bir kümedir [24,26].

1.1.4 Tan¬m: (X;�) k¬smi s¬ral¬bir küme ve A � X olsun. (A 6= ?) Her x 2 A için

u � x olacak şekilde u 2 X varsa u ya A n¬n X deki alt s¬n¬r¬denir. Benzer şekilde Her

x 2 A için x � v olacak şekilde v 2 X varsa v ya A n¬n X deki üst s¬n¬r¬denir [24,26].

1.1.5 Tan¬m: Üst s¬n¬ra sahip olan kümeye üstten s¬n¬rl¬, alt s¬n¬ra sahip olan kümeye

alttan s¬n¬rl¬ küme denir. Hem alttan hem üstten s¬n¬rl¬ olan kümeye s¬n¬rl¬ küme denir

[24,26].

1.1.6 Tan¬m: (X;�) k¬smi s¬ral¬bir küme A � X ve A n¬n (X deki) alt s¬n¬rlar¬n¬n

kümesi A1 olsun. a 2 A1 olmak üzere her x 2 A1 için x � a ise a ya A n¬n en büyük alt

s¬n¬r¬(veya A n¬n in�mumu) denir ve inf A ile gösterilir. Benzer şekilde A n¬n üst s¬n¬rlar¬n¬n

kümesini A2 ile gösterelim. b 2 A2 olmak üzere her y 2 A2 için b � y ise b ye A n¬n en küçük

üst s¬n¬r¬(veya supremumu) denir ve supA ile gösterilir [24,26].

1.1.7 Tan¬m: (X;�) k¬smi s¬ral¬bir küme ve A � X olsun. A tam s¬ral¬ise A ya X de

zincir denir [24,26].

1.1.8 Teorem (Zorn Lemmas¬): X k¬smi s¬ral¬bir küme olsun. X in her zincirinin bir

üst s¬n¬r¬varsa X in bir maksimal eleman¬vard¬r [24].

1.1.9 Tan¬m: Bir kümenin eleman say¬s¬na o kümenin kardinalitesi denir [27].
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1.1.10 Tan¬m: X ve Y iki küme olsun. E¼ger X den Y ye bire bir ve örten bir fonksiyon

varsa bu cümleler denktir veya ayn¬kardinaliteye sahiptir denir [27].

1.1.11 Tan¬m: Bir X kümesi boş yada n 2 N olmak üzere n tane eleman¬varsa bu

kümeye sonlu, aksi halde sonsuz küme denir [27].

1.1.12 Tan¬m: Bir X kümesi N do¼gal say¬lar kümesine denk ise X kümesine say¬labilir

sonsuz küme denir. Sonlu yada say¬labilir sonsuz olan bir kümeye say¬labilir bir küme denir.

Örne¼gin; Q rasyonel say¬lar kümesi say¬labilirdir [27].

1.1.13 Teorem: Say¬labilir bir kümenin herhangi bir alt kümesi de say¬labilirdir [27].

1.1.14 Teorem: Say¬labilir kümelerin say¬labilir birleşimleride say¬labilirdir [27].

1.1.15 Tan¬m: Ortak eleman¬olmayan kümelere ayr¬k kümeler denir. Ayr¬k iki küme

için X \ Y = ? yazar¬z [26].

1.1.16 Tan¬m: Tan¬m kümesi N do¼gal say¬lar olan fonksiyona dizi denir. E¼ger bir dizinin

de¼ger kümesi R reel say¬lar kümesi ise o diziye reel terimli dizi, C kompleks say¬lar kümesi

ise kompleks terimli dizi, Q rasyonel say¬lar kümesi ise rasyonel terimli dizi denir [22].

1.1.17 Tan¬m: Tan¬m kümesi Z tamsay¬lar olan fonksiyona bilateral dizi denir. E¼ger

bilateral dizinin de¼ger kümesi R reel say¬lar kümesi ise o diziye reel terimli dizi, C kompleks

say¬lar kümesi ise kompleks terimli dizi, Q rasyonel say¬lar kümesi ise rasyonel terimli dizi

denir [28]

1.1.18 Tan¬m: Her n 2 N için jxnj � K olacak şekilde bir K pozitif reel say¬s¬varsa

(xn) dizisine s¬n¬rl¬dizi denir [22].

1.1.19 Tan¬m: " > 0 ve a 2 R olsun.

K = fx : jx� aj < "; x 2 Rg

kümesine a n¬n " komşulu¼gu denir. Bu durumda

jx� aj < " =) a� " < x < a+ " =) x 2 (a� "; a+ ")

oldu¼gundan a n¬n " komşulu¼gu (a� "; a+ ") aral¬¼g¬d¬r [22].
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1.1.20 Tan¬m: (xn) bir reel say¬dizisi ve a 2 R olsun. 8" > 0 için, n > n0 oldu¼gunda

jxn � aj < " kalacak şekilde " na ba¼gl¬bir n0 say¬s¬bulunabiliyorsa (xn) dizisi a ya yak¬nsakt¬r

denir.

Bunu şöyle de ifade edebiliriz; 8" > 0 için (xn) dizisinin sonlu say¬daki terimleri hariç

geriye kalan tüm terimleri bir a reel say¬s¬n¬n "-komşulu¼gunda bulunuyorsa (xn) dizisinin

limiti a d¬r (veya a ya yak¬nsar) denir ve

lim
n!1

xn = a

veya (xn)! a şeklinde gösterilir [20,22].

1.1.21 Tan¬m: (xn)n2Z bir bilateral dizisi ve a 2 R olsun. 8" > 0 için, jnj > n0 oldu¼gunda

jxn � aj < " kalacak şekilde " na ba¼gl¬bir n0 say¬s¬bulunabiliyorsa (xn)n2Z bilateral dizisi a

ya yak¬nsakt¬r denir.

lim
jnj!1

xn = a

şeklinde gösterilir [28]

1.1.22 Teorem: Yak¬nsak bir dizinin bir tek limiti vard¬r [20,22].

1.1.23 Teorem: Yak¬nsak her dizi s¬n¬rl¬d¬r [20,22].

1.1.24 Teorem: Yak¬nsak bir dizinin her alt dizisi yak¬nsakt¬r [20,22].

1.1.25 Tan¬m: (xnk), (xn) dizisinin bir alt dizisi olsun. (xnk) yak¬nsak ve limiti a ise bu

a noktas¬na (xn) dizisinin bir limit noktas¬denir [22].

1.1.26 Tan¬m: (xn) � R bir dizi olmak üzere ve x 2 R olsun. x noktas¬n¬n her komşu-

lu¼gunda (xn) dizisinin x den farkl¬en az bir eleman¬varsa bu x noktas¬na (xn) dizisinin bir

y¬¼g¬lma noktas¬d¬r denir [22].

1.1.27 Tan¬m: L boş olmayan bir küme ve F , reel yada kompleks say¬lar cismi olsun.

+ : L� L! L (toplama)

� : F � L! L (skalerle çarpma)

dönüşümlerini tan¬mlayal¬m. E¼ger aşa¼g¬daki şartlar sa¼glan¬yorsa L ye F üzerinde lineer uzay

(veya vektör uzay) denir [24]. 8�,� 2 K ve x,y 2 X için
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L1: x+ y = y + x

L2: (x+ y) + z = x+ (y + z)

L3: x+ � = � + x olacak şekilde bir � 2 X vard¬r.

L4: 8x 2 X için x+ (�x) = � olacak şekilde bir (�x) 2 X vard¬r.

L5: � (�x) = (��)x

L6: � (x+ y) = �x+ �y

L7: (�+ �)x = �x+ �x

L8: 1 � x = x

1.1.28 Tan¬m: L, F cismi üzerinde bir lineer uzay olsun ve M , L nin boş olmayan

bir alt kümesi olsun. M , L lineer uzay¬ndaki i̧slemlere göre kendi baş¬na bir lineer uzay

oluşturuyorsa M ye L nin lineer altuzay¬denir [24].

1.1.29 Tan¬m: X boş olmayan bir küme olsun.

� : X �X ! R

fonksiyonu için 8x; y; z 2 X olmak üzere;

i: � (x; y) = 0, x = y

ii: � (x; y) = � (y; x)

iii: � (x; y) � � (x; z) + � (z; y)

şartlar¬sa¼glan¬yorsa � fonksiyonuna X üzerinde bir metrik ve � ile birlikte X e metrik

uzay denir ve (X,�) ile gösterilir [23,24].

1.1.30 Tan¬m: (X; �) bir metrik uzay, x0 2 X ve r > 0 bir reel say¬olsun.

i: B (x0; r) = fx 2 X : � (x; x0) < rg kümesine x0 merkezli r yar¬çapl¬aç¬k yuvar,

ii: B (x0; r) = fx 2 X : � (x; x0) � rg kümesine x0 merkezli r yar¬çapl¬kapal¬yuvar,

iii: B
0
(x0; r) = fx 2 X : 0 < � (x; x0) < rg kümesine x0 merkezli r yar¬çapl¬delik yuvar

ve

iv: S (x0; r) = fx 2 X : � (x; x0) = rg kümesine x0 merkezli r yar¬çapl¬yuvar yüzeyi denir

[24].

1.1.31 Tan¬m: (X; �) bir metrik uzay ve (xn), X de bir dizi olsun.

lim
n!1

� (xn; x) = 0

6



olacak şekilde bir x 2 X varsa (xn) dizisine X de yak¬nsakt¬r ve x e de dizinin limiti denir.

lim
n!1

xn = x veya (xn)! x ile gösterilir [23,24].

1.1.32 Tan¬m: (X; �) bir metrik uzay ve A � X olsun. Her x 2 A için B (x; r) � A

olacak şekilde bir r pozitif say¬s¬varsa A ya X in aç¬k alt kümesi veya A, X de aç¬kt¬r denir.

X in B altkümesinin X deki tümleyeni yani Bt = X �B, X de aç¬ksa B ye kapal¬küme

denir [24].

1.1.33 Tan¬m: (X; �) bir metrik uzay A � X ve x0 2 A olsun. B (x0; ") � A olacak

şekilde bir " > 0 say¬s¬varsa A ya x0 ¬n bir civar¬ve x0 da A n¬n bir iç noktas¬d¬r denir [24].

1.1.34 Tan¬m: (X; �) bir metrik uzay A � X ve x0 2 X (bu nokta A n¬n bir noktas¬

olabilirde olmayabilirde) olsun. x0 ¬n herbir B
0
(x0; ") delik civar¬A ya ait bir nokta ihtiva

ediyorsa yani; B
0
(x0; ") \ A 6= ? ise x0 noktas¬na A n¬n y¬¼g¬lma noktas¬denir.

A n¬n y¬¼g¬lma noktalar¬n¬n A
0
kümesi ile A n¬n noktalar¬ndan ibaret olan kümeye A n¬n

kapan¬̧s¬denir ve A ile gösterilir. Öyleyse A = A[A0
dir. A, A y¬ihtiva eden en küçük kapal¬

kümedir.

A n¬n kapal¬olmas¬için gerek ve yeter şart A = A olmas¬d¬r [24].

1.1.35 Tan¬m: (X; �) bir metrik uzay A � X olsun. A n¬n kapan¬̧s¬X e eşit ise yani,

A = X ise A ya X de yo¼gundur denir. E¼ger X in say¬labilir yo¼gun bir altkümesi varsa X e

ayr¬labilir denir.

Örne¼gin; Q, R de yo¼gundur. Ayr¬ca Q say¬labilir oldu¼gundan R ayr¬labilirdir [24].

1.1.36 Tan¬m: f , X den Y ye bir ba¼g¬nt¬olsun. E¼ger aşa¼g¬daki şartlar sa¼glan¬yorsa f

ba¼g¬nt¬s¬na bir fonksiyon denir.

i: Her x 2 X için (x; y) 2 f olacak şekilde bir y 2 Y vard¬r.

ii: E¼ger (x; y) 2 f ve (x; z) 2 f ise y = z dir.

O halde X den Y ye bir f fonksiyonu, X in her eleman¬n¬ Y nin bir tek eleman¬na

götüren kurald¬r. (x; y) 2 f , y = f (x) olmak üzere X den Y ye bir f fonksiyonu genelde

f : X ! Y ile gösterilir [24,26].

1.1.37 Tan¬m: X in boş olmayan bir A altkümesi verilsin.

�
(x)
A =

8<: 1; x 2 A

0; x 2 XnA

7



olarak tan¬mlanan �A : X ! f0; 1g fonksiyonuna A n¬n karakteristik fonksiyonu denir [25].

1.1.38 Tan¬m: Reel veya kompleks terimli bütün dizilerin kümesini w ile gösterelim.

E¼ger x = (xk), y = (yk) ve � bir skaler olmak üzere w;

x+ y = (xk + yk) ve �x = (�xk)

i̧slemlerinin alt¬nda (yani toplama ve skalerle çarpma i̧slemlerine göre kapal¬ise) bir lineer

uzayd¬r. w n¬n her alt lineer uzay¬na dizi uzay¬denir. Örne¼gin;

`1 =

�
x = (xk) : sup

k
jxkj <1

�
s¬n¬rl¬dizi uzay¬n¬,

c =
n
x = (xk) : lim

k
xk mevcut

o
yak¬nsak dizi uzay¬n¬ve

c0 =
n
x = (xk) : lim

k
xk = 0

o
s¬f¬ra yak¬nsak dizilerin uzay¬n¬temsil eder [18,25].

1.1.39 Tan¬m: X ve Y , w n¬n iki alt kümesi olsun. A = (ank) reel yada kompleks terimli

sonsuz bir matris olmak üzere, x = (xk) 2 X, 8n 2 N ve her n � 1 için

yn = (Ax)n =
1X
k=1

ankxk

serisi yak¬nsak ise (yn) = ((Ax)n) = Ax dönüşüm dizisi mevcuttur denir. E¼ger her x 2 X

için (yn) = (Ax)n dönüşüm dizisi mevcut ve ((Ax)n) 2 Y ise A = (ank) matrisine X den Y

içine bir matris dönüşümü tan¬mlar denir [15,18].

1.1.40 Tan¬m: E¼ger bir x dizisi içinAx dönüşüm dizisi mevcut ve bir L de¼gerine yak¬nsak

ise x dizisi L de¼gerine A-limitlenebilirdir (veya A-toplanabilirdir) denir ve A� limx = L ile

gösterilir [15,18].

1.1.41 Tan¬m: E¼ger A, X den Y içine bir matris dönüşümü tan¬mlar ise A 2 (X; Y )

olarak yaz¬l¬r. Toplam¬ve limiti koruyan matrislerin s¬n¬f¬n¬(X; Y ; p) ile gösterece¼giz [15,18].

1.1.42 Tan¬m: E¼ger A matrisi yak¬nsak diziyi yak¬nsak diziye dönüştürüyor ve ayn¬

zamanda limiti koruyorsa bu A matrisine regüler matris denir ve A 2 (c; c; p) ile gösterilir

[15,18].
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1.1.43 Teorem: Bir A = (ank) matrisi verilsin. A 2 (c; c; p) olmas¬için gerek ve yeter

şart;

i: sup
n

X
k

jankj <1

ii: lim
n!1

ank = 0

iii: lim
n!1

X
k

ank = 1

olmas¬d¬r [21].

1.1.44 Tan¬m: (xn),
P
an serisinin n: ci k¬smi toplam¬olarak ve onun aritmetik ortala-

mas¬olan

�n =
x1 + x2 + � � �+ xn

n
, n = 1; 2; : : :

olarak verilsin. E¼ger f�ng yak¬nsak ise
P
an serisi Ces¼aro toplanabilir (veya (C; 1) toplan-

abilir) denir. E¼ger lim
n!1

�n = S ise o zaman
P
an serisinin Ces¼aro toplam¬ (veya (C; 1)

toplam¬) S dir denir. Ces¼aro toplanabilirli¼ge kaŗs¬l¬k gelen matris

cnk =

8<: 1
n+1
; 0 � k � n

0; k > n

matrisi olup Ces¼aro matrisi olarak tan¬mlan¬r. Ayr¬ca Ces¼aro matrisi regüler bir matristir

[25].
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2. ÖNCEK·I ÇALIŞMALAR

2.1 ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k

2.1.1 Tan¬m: A � N = f1; 2; : : : ; n; : : :g olsun. �A, A kümesinin karakteristik fonksiyonu

ve

dn (A) =
1

n

nX
k=1

�A (k) ; n = 1; 2; : : :

olmak üzere

d (A) = lim
n!1

inf dn (A) ve d (A) = lim
n!1

sup dn (A)

s¬ras¬yla A n¬n alt ve üst asimptotik yo¼gunlu¼gu olarak adland¬r¬l¬r [13].

Bu tan¬m aşa¼g¬daki tan¬ma eşde¼gerdir.

2.1.2 Tan¬m: A\ f1; 2; : : : ; k; g kümesindeki k reel say¬s¬na eşit veya k den daha küçük

pozitif tamsay¬lar¬n say¬s¬n¬A (k) ile gösterirsek yani;

A (k) = fn � k : n 2 Ag

ve C1 Cesaro matrisi olmak üzere C1�A dizisinin k: ci terimi
A (k)

k
dir ve böylece

d (A) = lim
k!1

jA (k)j
k

mevcuttur ve bu do¼gal yo¼gunluk olarak adland¬r¬l¬r. Buradaki j j i̧sareti kümedeki elemanlar¬n

say¬s¬n¬gösterir [16,19].

Buradan anlaş¬laca¼g¬üzere bir kümenin alt ve üst asimptotik yo¼gunluklar¬mevcut ve

birbirine eşit ise do¼gal yo¼gunluk olarak da adland¬r¬labilir.

2.1.3 Tan¬m: A � N = f1; 2; : : : ; n; : : :g olsun. �A, A kümesinin karakteristik fonksiyonu

ve

�n (A) =
1

lnn

nX
k=1

�A (k) ; n = 1; 2; : : :

olmak üzere

� (A) = lim
n!1

inf �n (A) ve � (A) = lim
n!1

sup �n (A)

s¬ras¬yla A n¬n alt ve üst logaritmik yo¼gunlu¼gu olarak adland¬r¬l¬r [13].

2.1.4 Tan¬m: E¼ger lim
n!1

dn (A) = d (A) ve lim
n!1

�n (A) = � (A) mevcut ise o zaman d (A)

ve � (A) ya s¬ras¬yla A n¬n asimptotik ve logaritmik yo¼gunlu¼gu denir [13].
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Her A � N için d (A) � � (A) � � (A) � d (A) dir. Bu durumda e¼ger d (A) mevcut ise

� (A) da mevcuttur ve d (A) = � (A) d¬r. Fakat tersi do¼gru de¼gildir. Ayr¬ca bu say¬lar [0; 1]

kapal¬aral¬¼g¬na aittir.

2.1.5 Tan¬m: Reel say¬lar¬n bir x = (xn)n2N dizisi her " > 0 için d (A (")) = 0 mevcut

ise � 2 R say¬s¬na istatistiksel yak¬nsakt¬r denir. Buradaki

A (") = fn 2 N : jxn � �j � "g

dir [13].

Biz bu tan¬m¬şöyle de ifade edebiliriz; Reel say¬lar¬n bir x = (xn)n2N dizisi � 2 R say¬s¬na

istatistiksel yak¬nsakt¬r öyleki 8" > 0 için

lim
k!1

1

k
jfn � k : jxn � �j � "gj = 0

yani hemen hemen her n için jxn � �j < " dir. Bu durum st-limxn = � ile gösterilir [5,7].

2.1.6 Örnek: x = (xn) dizisi

xn =

8<: 1; n = k2 ise

2; n 6= k2 ise

şeklinde tan¬mlans¬n. x = (xn) dizisini aç¬k olarak yazd¬¼g¬m¬zda

(xn) = (1; 2; 2; 1; 2; 2; 2; 2; 1; 2; : : :)

dir. Bu dizinin bilinen (ordinary, al¬̧s¬lm¬̧s) anlamda yak¬nsak olmad¬¼g¬aç¬kt¬r. Ancak istatis-

tiksel yak¬nsakt¬r. Çünkü; x = (xn) dizisinin 2 den farkl¬elemanlar¬n¬n say¬s¬na bakt¬¼g¬m¬zda

indis kümesinin yo¼gunlu¼gu s¬f¬rd¬r. Gerçekten; Her " > 0 için x = (xn) dizisinin indis kümesi

jfn � k : jxn � 2j � "gj � jfn � k : xn 6= 2gj �
p
k

olup

lim
k!1

1

k
jfn � k : jxn � 2j � "gj � lim

k!1

p
k

k
= lim

k!1

1p
k
= 0

oldu¼gundan x = (xn) dizisi 2 ye istatistiksel yak¬nsakt¬r ve st-limxn = 2 olarak gösterilir.

Demek ki bilinen anlamda yak¬nsak olmayan bir dizi istatistiksel yak¬nsak olabilir.

Yak¬nsak bir dizinin s¬n¬rl¬oldu¼gunu biliyoruz. Aşa¼g¬daki örnekte bir dizinin istatistiksel

yak¬nsak oldu¼gu fakat s¬n¬rl¬olmad¬¼g¬gösterilmi̧stir.

11



2.1.7 Örnek: x = (xn) dizisi

xn =

8<:
p
n; n = k2 ise

7; n 6= k2 ise

şeklinde tan¬mlans¬n. 2.1.6 Örne¼ge benzer bir yolla x = (xn) dizisini aç¬k olarak yazd¬¼g¬m¬zda

(xn) = (1; 7; 7; 2; 7; 7; 7; 7; 3; 7; : : :)

dir. Her " > 0 için

jfn � k : jxn � 7j � "gj � jfn � k : xn 6= 7gj �
p
k

olup

lim
k!1

1

k
jfn � k : jxn � 7j � "gj � lim

p
k

k
= lim

k!1

1p
k
= 0

oldu¼gundan x = (xn) dizisi 7 ye istatistiksel yak¬nsakt¬r. Fakat bu dizi üstten s¬n¬rs¬zd¬r.

2.1.8 Tan¬m: x = (xn) bir dizi ve p pozitif bir reel say¬olsun. x = (xn) dizisi e¼ger;

lim
k

1

k

kX
n=1

jxn � Ljp = 0

olacak şekilde kompleks bir L say¬s¬varsa kuvvetli p�Cesaro toplanabilirdir denir [10].

2.1.9 Tan¬m: x = (xn) bir dizi oldu¼gunda x in aral¬¼g¬n¬fxn : n 2 Ng şeklinde göstere-

ce¼giz. E¼ger
�
xn(j)

	
; x in bir altdizisi ve K = fn (j) : j 2 Ng ise

�
xn(j)

	
yi k¬saca fxgK

olarak yazaca¼g¬z. Bu durumda d (K) = 0 ise fxgK yo¼gunlu¼gu s¬f¬r olan altdizi veya ince bir

altdizi olarak adland¬r¬l¬r. Di¼ger taraftan, fxgK e¼ger K s¬f¬r yo¼gunlu¼ga sahip de¼gilse x in ince

olmayan altdizisi olarak adland¬r¬l¬r [8].

E¼ger x = (xn) dizisinin � ye yak¬nsak altdizisi mevcut ise � say¬s¬bir x dizisinin bilinen

anlamda (al¬̧s¬lm¬̧s) limit noktas¬d¬r. Dolay¬s¬yla Fridy [8] buradan istatistiksel limit noktas¬

ve istatistiksel cluster noktas¬kavramlar¬n¬aşa¼g¬daki gibi tan¬mlam¬̧st¬r.

2.1.10 Tan¬m: x = (xn) dizisinin � ya yak¬nsak ince olmayan altdizisi mevcut ise �

say¬s¬na x = (xn) dizisinin bir istatistiksel limit noktas¬d¬r denir [8].

2.1.11 Tan¬m: Her " > 0 için

fn 2 N : jxn � �j < "g
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kümesi s¬f¬r yo¼gunlu¼ga sahip de¼gilse � say¬s¬na x = (xn) dizisinin bir istatistiksel cluster

(y¬¼g¬lma) noktas¬denir [8].

Herhangi bir x = (xn) say¬dizisi için al¬̧s¬lm¬̧s limit noktalar¬n¬n kümesi Lx; istatistiksel

limit noktalar¬n¬n kümesi �x ve istatistiksel cluster (y¬¼g¬lma) noktalar¬n¬n kümesi �x ile

gösterilir.

2.1.12 Örnek: Bir x = (xn) dizisi

xn =

�
2; n = k2

1; n 6= k2 k 2 N

şeklinde tan¬mlans¬n. Burada x = (xn) dizisinin 1 e istatistiksel yak¬nsak oldu¼gu aç¬kt¬r.

Bu dizinin alt dizileri

(xnk) = (2; 2; : : :) ve (xnl) = (1; 1; : : :)

dir. Limit noktalar¬n¬n 1 ve 2 oldu¼gu aç¬kt¬r. (xnl) dizisi 1 e yak¬nsak fakat yo¼gunlu¼gu s¬f¬rdan

farkl¬oldu¼gu için 1 say¬s¬x = (xn) dizisinin istatistiksel limit noktas¬d¬r. ·Istatistiksel cluster

noktas¬için

A (") = fn 2 N : jxn � 1j � "g

1 e istatistiksel yak¬nsak oldu¼gundan yo¼gunlu¼gu s¬f¬rd¬r. Dolay¬s¬yla

B (") = fn 2 N : jxn � 1j < "g

kümesinin yo¼gunlu¼gu s¬f¬rdan farkl¬olaca¼g¬ndan x = (xn) dizisinin istatistiksel cluster nok-

tas¬n¬n 1 oldu¼gu görülür. Bu durumda Lx = f2; 1g ; �x = f1g ve �x = f1g d¬r.

2.1.13 Önerme: Varsayal¬m ki x = (xn) bir say¬dizisi ve M = fn 2 N : xn � xn+1g

olsun. E¼ger d (M) = 1 ve x = (xn), M üzerinde s¬n¬rl¬ ise x = (xn) dizisi istatistiksel

yak¬nsakt¬r [5,7].
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3. MATERYAL VE YÖNTEM

Bu çal¬̧sma için literatür taramas¬yap¬larak ilgili kitap ve makalelerden faydalan¬ld¬. ·Ilk

bölümde temel tan¬m ve teoremler verildi. ·Ikinci bölümde istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬m¬

verildi ve konu ile ilgili örnekler incelendi. Üçüncü bölümde Reel say¬dizilerinin ideal yak¬n-

sakl¬k kavram¬verildi. ·Istatistiksel yak¬nsakl¬k ve ideal yak¬nsakl¬k aras¬ndaki ili̧ski örneklerle

incelendi. Dördüncü bölümde herhangi bir metrik uzayda ideal yak¬nsakl¬k tan¬m¬verildi.

Beşinci ve son bölümde ise sonuç ve önerilere yer verilip bilateral diziler için istatistiksel

ve ideal yak¬nsakl¬k kavramlar¬tan¬t¬ld¬. Bilateral diziler için verilen kavramlar örneklerle

incelendi ve gerekli teoremler ispatland¬ktan sonra çal¬̧sma sonland¬r¬ld¬.
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4. BULGULAR

4.1 ·Ideal ve Filter

·Ideal yak¬nsakl¬k kavram¬N pozitif tamsay¬lar kümesinin altkümelerinin I ideali kavram¬na

dayan¬r. Bu yüzden ideal ve ona dual olan F �lter (süzgeç) kavramlar¬n¬tan¬tmak yerinde

olur. Bu bölümde ideal ve �lter kavramlar¬tan¬t¬l¬p aras¬ndaki ili̧ski incelenmi̧stir.

4.1.1 Tan¬m: X 6= ? olsun. X in altkümelerinin boş olmayan bir I � P (X) s¬n¬f¬e¼ger

aşa¼g¬daki şartlar¬sa¼gl¬yorsa I ya X de bir idealdir denir [13,17].

i: ? 2 I

ii: A;B 2 I =) A [B 2 I

iii: A 2 I; B � A =) B 2 I:

4.1.2 Tan¬m: E¼ger I 6= ? ve X =2 I ise I ya non-trivial (proper) ideal denir [13,17].

4.1.3 Tan¬m: E¼ger I � P (X) bir non-trivial ideal ise I; X in tüm sonlu altkümelerini

içeriyorsa, yani

ffxg : x 2 Xg � I

ise I ya admissible ideal denir [13,17].

4.1.4 Tan¬m: X 6= ? olsun. E¼ger F � P (X) kümeler ailesi X üzerinde bir �lter ise

aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glar [13].

i: ? =2 F

ii: A;B 2 F =) A \B 2 F

iii: A 2 F ; A � B =) B 2 F
·Ideal ve �lter aras¬ndaki ili̧ski aşa¼g¬da verilmi̧stir.

4.1.5 Önerme: I � P (X) bir non-trivial idealinin X üzerinde �lter olmas¬için gerek

ve yeter şart

F = F (I) = fXnA : A 2 Ig

olmas¬d¬r (F (I), I ile üretilmi̧s �lterdir) [13].
·Ispat: Filter in şartlar¬n¬sa¼glatal¬m.

i: I bir non-trivial ideal oldu¼gundan ? 2 F olsun. O halde ? = XnA olacak şekilde

A 2 I mevcuttur. ? = XnA olmas¬için X = A olmas¬n¬gerektirdi¼gi aç¬kt¬r ki buda X 2 I
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olmas¬n¬ gerektirir. Halbuki I bir non-trivial ideal idi. Burada bir çeli̧ski söz konusudur.

Çünkü; X 2 I olursa I bir non-trivial ideal olamaz. Dolay¬s¬yla ? =2 F dir.

ii: A;B 2 I için (XnA) \ (XnB) 2 F oldu¼gunu gösterelim. Kümelerden bildi¼gimiz basit

bir i̧slem ile

(XnA) \ (XnB) = Xn (A [B)

olarak yazabiliriz. Buradan A;B 2 I oldu¼gundan ve ideal tan¬m¬ gere¼gince A [ B 2 I

oldu¼gunu görmek kolayd¬r. Dolay¬s¬yla A[B 2 I oldu¼gundan Xn (A [B) kümesi F �lterine

ait olur ki buda (XnA) \ (XnB) 2 F oldu¼gunu gösterir.

iii: (XnA) 2 F ; (XnA) � (XnB) ise (XnB) 2 F oldu¼gunu gösterelim. Varsayal¬m ki

(XnA) � (XnB) dir. (XnA) 2 F oldu¼gundan A 2 I d¬r. Dolay¬s¬yla ideal tan¬m¬gere¼gince

A 2 I, A � B ise B 2 I olup buradan (XnB) 2 F oldu¼gu kolayca görülür. Buda ispat¬

tamamlar.

4.2 Reel Say¬Dizilerinin ·Ideal Yak¬nsakl¬¼g¬

Kostyrko v.d [13] önce reel say¬dizilerin ideal yak¬nsakl¬¼g¬n¬araşt¬rd¬lar, daha sonra bu

kavram¬herhangi bir metrik uzayda tan¬mlad¬lar. ·Ideal yak¬nsakl¬k istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n

bir genelleştirmesidir ve pozitif tamsay¬lar¬n N kümesinin alt kümelerinin I ideali kavram¬na

dayan¬r.

Bu bölümde önce reel say¬ dizilerinin ideal yak¬nsakl¬k kavram¬ tan¬t¬ld¬. Daha sonra

bilinen anlamda yak¬nsakl¬¼g¬n aksiyomlar¬n¬n sa¼glat¬l¬p sa¼glat¬lmad¬¼g¬gösterildi. Reel say¬

dizileri için ideal yak¬nsakl¬k; bilinen anlamdaki yak¬nsakl¬k ve istatistiksel yak¬nsakl¬k ile

aras¬ndaki ili̧ski örneklerle incelendi. Ard¬ndan Connor [9] un ��yo¼gun yak¬nsakl¬¼g¬na bir

bak¬ma denk olan I��yak¬nsakl¬k kavram¬verildi. Daha sonra Reel say¬dizileri için I�yak¬nsakl¬k

ve I��yak¬nsakl¬k kavramlar¬n¬n denk olmas¬için (AP) şart¬n¬n sa¼glamas¬gerektirdi¼gi gös-

terildi.

4.2.1 Tan¬m: I, N de bir non-trivial ideal olsun. Reel say¬lar¬n bir x = (xn)n2N dizisi

e¼ger; her " > 0 için

A (") = fn : jxn � �j � "g

kümesi I ya ait ise � 2 R say¬s¬na I-yak¬nsakt¬r denir [13].

E¼ger x = (xn)n2N dizisi � 2 R ye I-yak¬nsak ise biz I � limxn = � (veya I � limx = �)

olarak yazaca¼g¬z ve � say¬s¬na x = (xn)n2N dizisinin I-limiti diyece¼giz.
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Şimdi ideal yak¬nsakl¬¼g¬n bilinen anlamdaki yak¬nsakl¬¼g¬n baz¬ aksiyomlar¬n¬ sa¼glay¬p

sa¼glamad¬¼g¬n¬gösterece¼giz. Aşa¼g¬daki aksiyomlar ideal yak¬nsakl¬k için formülleştirilmi̧stir.

(S) Her sabit x = (�; �; : : : ; �; : : :) dizisi � ye I-yak¬nsakt¬r.

(H) Limitin tekli¼gi: E¼ger I � limx = � ve I � limx = � ise � = � dir.

(F ) E¼ger I � limx = � ise o zaman x in her y altdizisi için I � lim y = � mevcuttur.

(U) E¼ger bir x dizisinin her y altdizisi � ye I-yak¬nsak bir z altdizisine sahip ise o zaman

x; � ye I-yak¬nsakt¬r [13].

4.2.2 Teorem: I; N de bir admissible ideal olsun. O zaman

i: I-yak¬nsakl¬k (S) ; (H) ve (U) aksiyomlar¬n¬sa¼glar.

ii: E¼ger I sonsuz bir küme içeriyorsa o zaman I-yak¬nsakl¬k (F ) aksiyomunu sa¼glamaz

[13].

·Ispat: i: I bir admissible ideal oldu¼gundan her sabit x = (�; �; : : : ; �; : : :) dizisinin � ye

I-yak¬nsak oldu¼gu aç¬kt¬r. Biz (H) aksiyomunu ispatlayal¬m. Varsayal¬m ki

A (") = fn : jxn � �j � "g

için I � limx = � ve

B (") = fn : jxn � �j � "g

için I � limx = � ve � 6= � olsun.

" 2
�
0;
j� � �j
2

�
(4.1)

olarak seçelim. Varsay¬mdan ve 4.1.5 Önerme den dolay¬,

NnA (") = fn : jxn � �j < "g ; NnB (") = fn : jxn � �j < "g

kümeleri F (I) �lterine aittir. Dolay¬s¬yla �lterin tan¬m¬gere¼gince

NnA (") \ NnB (")

kümesideF (I) �lterine aittir. Bundan dolay¬birm 2 N vard¬r öyleki jxm � �j < "; jxm � �j <

" dir. Buradan basit bir i̧slem ile

j� � �j = j� � xm + xm � �j

� jxm � �j+ jxm � �j

< "+ " = 2"
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oldu¼gu görülür ki bu (4.1) ile çeli̧sir. O halde varsay¬m¬m¬z yanl¬̧st¬r ve � = � dir.

Şimdi I-yak¬nsakl¬¼g¬n (U) aksiyomunu sa¼glad¬¼g¬n¬gösterelim. Aşa¼g¬da (U) ya denk olan

ifadeyi ispatlayal¬m: e¼ger I � limxn = � eşitli¼gi sa¼glanmaz ise o zaman x in bir y altdizisi

vard¬r öyleki y nin � ye I�yak¬nsak bir z altdizisi mevcut de¼gildir. 4.2.1 Tan¬m gere¼gince bir

"0 vard¬r öyle ki

A ("0) = fn : jxn � �j � "0g =2 I (4.2)

dir. O halde A ("0), I bir admissible ideal oldu¼gundan sonsuz bir kümedir.

A ("0) = fn1 < n2 < � � � < nk < nk+1 < � � � g � N

olsun. yk = xnk (k = 1; 2; : : :) alal¬m. O halde y = (yk)k2N, x in bir altdizisidir ve (4.2) den

jyk � �j � "0; (k = 1; 2; : : :) (4.3)

dir. (4.3) den y nin I-yak¬nsak z = (zm)
1
1 altdizisi olmad¬¼g¬görülür. Aksi taktirde N; I ya

ait olurdu ki bu I n¬n bir admissible ideal olmas¬ile çeli̧sir. Buda isteneni verir.

ii: Varsayal¬m ki bir A = fn1 < n2 < � � � < nk < � � � g � N sonsuz kümesi I ya aittir.

B = NnA = fm1 < m2 < � � � < mk < � � � g

olsun. B kümesi yine sonsuzdur. Çünkü; B sonlu olsa idi N, I ya ait olacakt¬ki bu I n¬n

admissible ideal olmas¬ile çeli̧sirdi. x = (xn)n2N dizisini aşa¼g¬daki gibi

xnk = 0; xmk
= 1; (k = 1; 2; : : :)

tan¬mlayal¬m. I � limxn = 1 oldu¼gu aç¬kt¬r. Ayn¬anda x in y = (xnk)k2N altdizisi sabittir

ve bu yüzden I � lim y = 0 d¬r ((S) aksiyomuna bak¬n¬z). Dolay¬s¬yla I�yak¬nsakl¬k (F )

aksiyomunu sa¼glamaz. Böylece ispat tamamlan¬r.

4.2.3 Örnek: I0 = f?g olsun. Bu N deki boş olmayan minimal non-trivial idealidir.

Bir dizinin I0�yak¬nsak olmas¬için gerek ve yeter şart sabit olmas¬d¬r.Gerçekten sabit bir

x = (xn) dizisi için x = (�; �; : : : �; : : :) ise 8" > 0 için

A ("0) = fn : jxn � �j � "0g = ?

dir. Buda I0 = f?g oldu¼gundan I0�yak¬nsakt¬r. E¼ger bir dizi I0�yak¬nsak ise A (") = ?

oldu¼gu aç¬kt¬r. Dolay¬s¬yla x = (xn) sabit bir dizidir [13].
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4.2.4 Örnek: N nin tüm sonlu alt kümelerinin s¬n¬f¬n¬If olarak tan¬mlayal¬m. O halde

If , N de bir admissible ideal ve If�yak¬nsakl¬k R deki al¬̧s¬lm¬̧s yak¬nsakl¬k ile çak¬̧s¬r. Gerçek-

ten; If , N nin tüm sonlu altkümelerini içerdi¼ginden bir admissible ideal oldu¼gu aç¬kt¬r. Bir

(xn) dizisi e¼ger � 2 R say¬s¬na bilinen anlamda yak¬nsak ise o zaman (xn) dizisinin sonlu

say¬daki terimleri hariç geriye kalan tüm terimleri � 2 R say¬s¬n¬n bir " komşulu¼gunda kal¬r.

Dolay¬s¬yla bu komşulu¼gun d¬̧s¬ndaki elemanlar sonlu olup If idealine ait olur. Bu ise (xn)

dizisinin If�yak¬nsak oldu¼gunu gösterir [13].

4.2.5 Örnek: Id = fA � N : d (A) = 0g olsun. O halde Id, N de bir admissible ideal

ve Id�yak¬nsakl¬k, istatistiksel yak¬nsakl¬k ile çak¬̧s¬r. Gerçekten; Bir (xn) dizisinin � 2 R

say¬s¬na istatistiksel yak¬nsak olmas¬için gerek ve yeter şart 8" > 0 için

A (") = fn 2 N : jxn � �j � "g

kümesinin d (A (")) = 0 olmas¬ idi. Bu ise Id admissible ideal oldu¼gundan (xn) dizisinin

Id�yak¬nsak oldu¼gunu gösterir [13].

Şimdi bilinen anlamda yak¬nsak olmayan ve istatistiksel yak¬nsak olmayan fakat ideal

yak¬nsak olan bir örnek verelim.

4.2.6 Örnek: I = fA � N : A kümesi tek say¬lar¬n kümesidirg

şeklinde tan¬mlayal¬m. x = (xn) dizisi

x = (xn) =

�
0; n = 2t� 1
2; n 6= 2t� 1 t 2 N

olsun. x = (xn) dizisinin bilinen anlamda yak¬nsak olmad¬¼g¬aç¬kt¬r. ·Istatistiksel yak¬nsak

olup olmad¬¼g¬na bakal¬m. Bunun için

x = (xn) = (0; 2; 0; 2; 0; 2 : : :)

aç¬k olarak yazarsak e¼ger bu dizinin " komşulu¼gu d¬̧s¬nda kalan elemanlar¬n¬n indis kümesinin

yani

A (") = fn � k : jxn � 2j � "g = fn � k : xn 6= 2g

yo¼gunlu¼gu s¬f¬r ise x = (xn) dizisi 2 ye istatistiksel yak¬nsakt¬r diyece¼giz. Dolay¬s¬yla 8" > 0

için x = (xn) dizisinin 2 den farkl¬elemanlar¬na bakaca¼g¬z.

lim
k!1

jA (k)j
k

= lim
k!1

�����k2
�����+ 1
k

=
1

2
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oldu¼gundan A (") kümesinin yo¼gunlu¼gu s¬f¬rdan farkl¬d¬r, yani d (A (")) 6= 0 ve dolay¬s¬yla

x = (xn) dizisi 2 ye istatistiksel yak¬nsak de¼gildir.

Burada şunu belirtelim: x = (xn) dizisi ayn¬zamanda benzer bir yolla 0 a istatistiksel

yak¬nsak olmad¬¼g¬da görülür.

Şimdi x = (xn) dizisinin ideal yak¬nsak olup olmad¬¼g¬na bakal¬m. Önce yukar¬da tan¬m-

lad¬¼g¬m¬z I kümesinin ideal oldu¼gunu gösterelim ve ideal şartlar¬n¬sa¼glatal¬m.

i: ? 2 I oldu¼gu aç¬kt¬r.

ii: A;B 2 I ise I dan ald¬¼g¬m¬z iki tek kümenin birleşimi yine tektir ve I ya aittir.

Dolay¬s¬yla A [B 2 I d¬r.

iii: A 2 I; B � A ise I dan ald¬¼g¬m¬z bir tek kümenin alt kümesi de tektir ve I ya aittir.

Dolay¬s¬yla B 2 I d¬r.

Buradan anlaş¬laca¼g¬üzere I bir idealdir. Ayn¬zamanda I 6= ? ve X =2 I oldu¼gundan

I bir non-trivial idealdir. Şimdi x = (xn) dizisinin 2 ye ideal yak¬nsak olup olmad¬¼g¬n¬

inceleyelim. Bunun için x = (xn) dizisinin 2 den farkl¬ elemanlar¬n¬n kümesinin I ya ait

oldu¼gunu göstermeliyiz. 8" > 0 için

A (") = fn : jxn � 2j � "g = f1; 3; 5; : : :g

olup A (") 2 I d¬r. Dolay¬s¬yla x = (xn) dizisi 2 ye ideal yak¬nsak oldu¼gu görülür.

Demek ki hem bilinen anlamda yak¬nsak olmayan ve hemde istatistiksel yak¬nsak olmayan

bir dizi ideal yak¬nsak olabilir. Bu ise ideal yak¬nsakl¬¼g¬n daha genel bir yak¬nsak çeşidi

oldu¼gunu gösterir. Burada hemen şunu belirtelim ideal yak¬nsakl¬k kavram¬ideal seçimine

ba¼gl¬d¬r. Yani ideali

I = fA � N : A kümesi çift say¬lar¬n kümesidirg

şeklinde seçersek x = (xn) dizisinin 2 ye ideal yak¬nsak olmad¬¼g¬görülür.

J. Connor [9] reel de¼gerli diziler için ��istatistiksel ve �� yo¼gun yak¬nsakl¬k kavramlar¬n¬

tan¬tm¬̧st¬r. Burada �, N nin altkümelerinin bir alan¬üzerine tan¬mlanm¬̧s f0; 1g de¼gerli sonlu

toplamsal ölçüdür.

4.2.7 Tan¬m: �, N nin tüm sonlu altkümelerini içeren P (N) nin bir altalan¬olsun ve

� : �! f0; 1g sonlu toplamsal ölçüdür öyleki tüm k 2 N için � (fkg) = 0 ve e¼ger A � B ve

� (B) = 0 ise o zaman A 2 � ve � (A) = 0 d¬r.

i: x bir A 2 � mevcut ise ��yo¼gun yak¬nsakt¬r öyleki x{A 2 c0 ve � (A) = 1 dir. Ayr¬ca

x; e¼ger x� re s¬f¬ra ��yo¼gun yak¬nsak ise x; r ye ��yo¼gun yak¬nsakt¬r denir.
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ii: x e¼ger tüm " > 0 için � (fk : jxkj � "g) = 0 ise s¬f¬ra ��istatistiksel yak¬nsakt¬r ve

e¼ger x; x� re s¬f¬ra ��istatistiksel yak¬nsak ise x; r ye ��istatistiksel yak¬nsakt¬r denir.

E¼ger T = (tnk) negatif olmayan regüler bir matris,

� =

(
A � N : lim

n

1X
k=1

tnk{A (k) = 0 veya lim
n

1X
k=1

tnk{A (k) = 1

)

ve � : �! f0; 1g ;

� (A) = lim
n

1X
k=1

tnk{A (k)

ile tan¬mlan¬yorsa o zaman � ve �, yukar¬daki tan¬m¬n koşullar¬n¬sa¼glar. ��yo¼gun, ��istatistiksel

yak¬nsakl¬k ve kuvvetli T�toplanabilme � ve � seçimi ile s¬n¬rl¬diziler üzerinde denktirler.

Burada � yerine C1 Ces¼aro matrisi al¬n¬rsa ��istatistiksel yak¬nsakl¬k, istatistiksel yak¬n-

sakl¬k tan¬m¬n¬verir [9].

Kostyrko v.d [13] istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n genelleştirilmi̧sine J. Connor un yaklaş¬m¬ile

ideal yak¬nsakl¬k kavram¬n¬n bir bak¬ma denk oldu¼gu göstermi̧slerdir.

I = fA 2 � : � (A) = 0g

olsun. Öyleyse I, N de bir admissible idealdir ve

F (I) = fB � N : � (B) = 1g

dir. Tersine, e¼ger I; N de bir admissible ideal ise � = I [ F (I) olsun. Bu taktirde �; N nin

altkümelerinin bir alan¬d¬r (cebiridir). � : �! [0; 1] yi

E¼ger M 2 I ise � (M) = 0

E¼ger M 2 F (I) ise � (M) = 1

olarak tan¬mlayal¬m. Bu tan¬m I \F (I) = ? oldu¼gundan do¼grudur. Ayr¬ca I bir admissible

oldu¼gundan � (fkg) = 0 d¬r.

4.2.8 Teorem: I, N de bir non-trivial ideal olsun [13].

i: E¼ger I � limxn = �, I � lim yn = � ise I � lim (xn + yn) = � + � dir.

ii: E¼ger I � limxn = �, I � lim yn = � ise I � lim (xnyn) = �� dir.

iii: E¼ger I; N de bir admissible ideal ve limxn = � ise I � limxn = � dir.
·Ispat: i: " > 0 olsun. O halde

fn : j(xn + yn)� (� + �)j � "g �
n
n : jxn � �j �

"

2

o
[
n
n : jyn � �j �

"

2

o
(4.4)
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kapsamas¬do¼grudur. Gerçekten; (4.4) ün sa¼g taraf¬ndaki kümeler I ya aittir. ·Idealin tan¬m¬n-

dan dolay¬(4.4) ün sol taraf¬ndaki kümelerde I ya ait olur.

ii: " > 0 olsun. Aşa¼g¬daki kapsama kontrol edilebilir.

fn : jxnyn � ��j < "g = fn : jxnyn � xn� + xn� � ��j < "g

= fn : jjxnyn � xn�j+ jxn� � ��jj < "g

= fn : jxn (yn � �) + � (xn � �)j < "g

� fn : jxn < j�j+ 1jg (4.5)

\
�
n : jyn � �j <

"

2 (j�j+ 1)

�
\
�
n : jxn � �j <

"

2 j�j

�
dir. E¼ger jxn � �j < 1 ise

jxnj = jxn � � + �j � jxn � �j+ j�j < 1 + j�j

olur ve
"

2 j�j � 1 ise

fn : jxnj < j�j+ 1g � fn : jxn � �j < 1g

�
�
n : jxn � �j <

"

2 j�j

�
Böylece (4.5) den

fn : jxnyn � ��j < "g �
�
n : jxn � �j <

"

2 j�j

�
(4.6)

\
�
n : jyn � �j <

"

2 (j�j+ 1)

�
elde edilir. Varsay¬m¬m¬zdan ve (4.6) in sa¼g taraf¬ndaki kümeler F (I) �lterine aittir. Bu-

radan kolayca (4.6) in sol taraf¬ndaki kümenin de F (I) �lterine ait oldu¼gu görülür. Fakat

di¼ger taraftan F (I) n¬n tamamlay¬s¬c¬s¬fn : jxnyn � ��j � "g kümesi I idealine aittir. Buda

istenilendir.

iii: I, N de bir admissible ideal oldu¼gundan limxn = � ise x = (xn) dizisinin sonlu

say¬daki terimleri hariç geriye kalan sonsuz say¬daki terimleri � 2 R say¬s¬n¬n komşulu¼gunda

kal¬r. Dolay¬s¬yla bu komşulu¼gun d¬̧s¬nda kalan elemanlar sonlu olup I idealine ait olur. If

ideali I idealinin alt kümesi oldu¼gundan ve ideal tan¬m¬gere¼gince If de ideal olur. If nin her

admissible idealin altküme olmas¬ndan dolay¬I � limxn = � dir ki buda ispat¬tamamlar.
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Kostyrko v.d [13] ideal yak¬nsakl¬kla ba¼g¬nt¬l¬J. Connor [9] un ��yo¼gun daki yak¬nsak-

l¬¼g¬na kaŗs¬l¬k gelen başka bir yak¬nsakl¬k çeşidini aşa¼g¬daki gibi sunmuşlard¬r.

4.2.9 Tan¬m: Varsayal¬m ki I; N de bir admissible ideal olsun. Reel say¬lar¬n bir x =

(xn)n2N dizisi e¼ger, bir H 2 I kümesi vard¬r öyleki

M = NnH = fm1 < m2 < � � � g

için

lim
k!1

xmk
= � (4.7)

mevcut ise � 2 R say¬s¬na I��yak¬nsakt¬r (k¬saca I�� limxn = � veya I�� limx = �) denir.

(4.7) nin yerine lim
n!1;n2M

xn = � de yazabiliriz [13].

4.2.10 Teorem: Varsayal¬m ki I; N de bir admissible ideal olsun. E¼ger I� � limxn = �

ise o zaman I � limxn = � dir [13].
·Ispat: Varsay¬m¬m¬zdan bir H 2 I kümesi vard¬r öyleki (4.7) sa¼glan¬r. Burada

M = NnH = fm1 < m2 < � � � g

dir. " > 0 olsun. (4.7) den bir k0 2 N vard¬r öyleki k > k0 için jxmk
� �j < " d¬r. O halde

A (") � H [ fm1;m2; : : : ;mk0g (4.8)

dir. I admissible ideal ve H 2 I oldu¼gundan (4.8) in sa¼g taraf¬I ya aittir. Böylece A (") 2 I

d¬r.

4.2.11 Tan¬m: I � P (X) admissible ideali e¼ger; I ya ait kaŗs¬l¬kl¬ayr¬k fA1; A2; : : :g

kümelerinin say¬labilir her ailesi için Bj � N (j = 1; 2; : : :) say¬labilir kümeleri vard¬r öyleki

Aj�Bj (j = 1; 2; : : :) simetrik fark¬sonlu ve B =
1[
j=1

Bj; I ya ait ise I ideali (AP) şart¬n¬

sa¼glar denir [13,19].

4.2.12 Uyar¬: Baz¬ idealler için 4.2.10 Teoreminin tersi sa¼glan¬r (Örne¼gin; Id ideali).

Ancak bu teoremin terisinin sa¼glanmas¬için gerek ve yeter şart (AP) şart¬n¬n sa¼glanmas¬d¬r

[13].

4.2.13 Örnek: N =
1[
j=1

Dj; N nin bir parçalan¬̧s¬olsun (yani k 6= l için Dk \Dj = ?).

Dj (j = 1; 2; : : :) sonsuz kümeler olsun (Örne¼gin; Dj = f2j�1 (2s� 1) : s = 1; 2; : : :g olarak
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seçelim). J ideali tan¬mlayal¬m öyleki

J = fA � N : A; Dj ile sonlu say¬da kesi̧sirg

O halde J , N de bir admissible idealdir. I = J olsun. x = (xn)n2N dizisini aşa¼g¬daki gibi

tan¬mlayal¬m: n 2 Dj için xn =
1

j
(j = 1; 2; : : :) olsun. O halde I� limxn = 0 oldu¼gu aç¬kt¬r.

Şimdi I� � limxn 6= 0 oldu¼gunu gösterece¼giz. E¼ger H 2 I = J ise bir p 2 N vard¬r öyleki

H � D1 [D2 [ : : : [Dp

dir. Fakat di¼ger taraftan 4.2.10 Teoremden dolay¬Dp+1 � NnH ve böylece k lar¬n birço¼gu

için xmk
=

1

p+ 1
mevcuttur ve bu nedenle lim

k!1
xmk

= 0 do¼gru olamaz [13].

4.2.14 Teorem: I� limxn = � oldu¼gunda I�� limxn = � olmas¬için gerek ve yeter şart

I idealinin (AP) şart¬n¬sa¼glamas¬d¬r [13].

·Ispat: Önce gerek şart¬ispatlayaca¼g¬z. Varsayal¬m ki I; (AP) şart¬n¬sa¼glar. I�limxn = �

olsun. O halde her " > 0 için

A (") = fn : jxn � �j � "g

kümesi I ya aittir. Bu nedenle aşa¼g¬daki Aj (j = 1; 2; : : :) kümelerinin

A1 = fn : jxn � �j � 1g = A (1)

Ak =

�
n :

1

k
� jxn � �j <

1

k + 1

�
= A

�
1

k

�
nA
�

1

k � 1

�
herbiri I ya aittir. i 6= j için Ai \ Aj = ? oldu¼gu aç¬kt¬r. I, (AP) şart¬n¬ sa¼glad¬¼g¬ndan

Bj � N kümeleri vard¬r öyleki Aj�Bj sonlu bir küme ve B =

1[
j=1

Bj 2 I d¬r. Şimdi ise

n 2M için

lim
n!1;n2M

xn = � (4.9)

ispatlayaca¼g¬z. Burada M = NnB dir. � > 0 olsun. Bir k 2 N seçelim öyleki
1

k + 1
< � dir.

O halde

fn : jxn � �j � �g �
k+1[
j=1

Aj (4.10)

dir. I n¬n toplamsall¬¼g¬ndan dolay¬(4.10) un sa¼g taraftaki küme I ya aittir.Aj�Bj (j = 1; 2; : : :)

sonlu oldu¼gundan bir n0 2M vard¬r öyleki

k+1[
j=1

Bj \ (n0;+1) =
k+1[
j=1

Aj \ (n0;+1)
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dir. Şimdi e¼ger n =2 B, n > n0 ise n =2
k+1[
j=1

Bj dir ve böylece n =2
k+1[
j=1

Aj dir. Fakat di¼ger

taraftan jxn � �j <
1

k + 1
< � dir. Bundan dolay¬(4.9) ifadesi sa¼glan¬r.

Şimdi de yeter şart¬sa¼glatal¬m. Varsayal¬m ki I � limxn = � oldu¼gunda I� � limxn = �

dir. I idealinin (AP) şart¬n¬sa¼glad¬¼g¬n¬gösterece¼giz. fA1; A2; : : :g, I n¬n ayr¬k kümelerinin

bir s¬n¬f¬olsun. x = (xn) dizisini n 2 Aj (j = 1; 2; : : :) için xn =
1

j
, n 2 Nn

[
j

Aj için xn = 0

olacak şekilde tan¬mlayal¬m. ·Ilk önce I � limxn = 0 oldu¼gunu gösterelim. " > 0 olsun. Bir

m seçelim öyleki
1

m
< " dir. O halde

A (") = fn : jxn � �j � "g � A1 [ A2 [ : : : [ Am

dir. Buradan A (") 2 I oldu¼gu görülür. Bundan dolay¬ I � limxn = 0 d¬r. Sonuç olarak

varsay¬m¬m¬zdan

I� � limxn = 0

mevcuttur. Ama di¼ger taraftan bir B 2 I kümesi vard¬r öyleki

lim
n!1;n2NnB

xn = 0 (4.11)

Şimdi Aj�Bj simetrik fark¬n sonlu oldu¼gunu göstermek yeterlidir bunun için Bj = Aj \ B;

(j = 1; 2; : : :) olsun. Gerçekten bu do¼gru ise;

1[
j=1

Bj =
1[
j=1

(B \ Aj) = B \
1[
j=1

Aj � B

dir. B 2 I oldu¼gundan
[
j

Bj 2 I oldu¼gu görülür. NnB = fm1 < m2 < : : :g olsun. O halde

(4.11) den lim
k!1

xmk
= 0 dir. Bundan Aj kümesi NnB kümesi ile ortak elemanlar¬n sonlu bir

say¬s¬na sahiptir.

Aj�Bj � Aj \ (NnB)

mevcut olup Aj�Bj sonludur. Buda ispat¬tamamlar.

4.3 Herhangi Bir Metrik Uzayda ·Ideal Yak¬nsakl¬k

Kostyrko v.d [13] reel say¬dizilerinin ideal yak¬nsakl¬¼g¬n¬araşt¬rd¬lar. Ayn¬y¬l Kostyrko

vd. [14] bunu herhangi bir metrik uzayda çal¬̧s¬p gerekli teoremleri ispatlad¬lar. Ayn¬çaļsmada

I�limit ve I�cluster noktalar¬n¬tan¬tt¬lar.

(X; �) sabit bir metrik uzay ve I, N nin altkümelerinin bir non-trivial ideali olarak tan¬m-

lans¬n. B (�; "), " > 0 yar¬çapl¬� 2 X merkezli X in aç¬k bir yuvar¬olsun.
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4.3.1 Tan¬m:X in elemanlar¬n¬n bir (xn)n2N dizisi � 2 X (� = I� limn!1xn) e I�yak¬nsakt¬r

ancak ve ancak her " > 0 için

A (") = fn 2 N : � (xn; �) � "g

kümesi I ya aittir. Burada � eleman¬na x = (xn)n2N dizisinin I�limiti diyece¼giz [14].

4.3.2 Örnek: I; için If s¬n¬f¬N nin tüm sonlu altkümeleri olarak al¬ns¬n. O halde If

bir non-trivial admissible ideal ve If yak¬nsakl¬k X deki � metri¼gi ile ilgili olarak al¬̧s¬lm¬̧s

yak¬nsakl¬k ile çak¬̧s¬r [14].

4.3.3 Örnek: Bütün A � N s¬n¬f¬Id ve I�, s¬ras¬yla d (A) = 0 ve � (A) = 0 ile tan¬mlan¬r.

O halde Id ve I� non-trivial admissible ideallerdir ve s¬ras¬yla Id�yak¬nsakl¬k istatistiksel

yak¬nsakl¬k ile, I�� yak¬nsakl¬k ise logaritmik istatistiksel yak¬nsakl¬k ile çak¬̧s¬r [14].

4.3.4 Örnek: I�yak¬nsakl¬¼g¬n geni̧s bir s¬n¬f¬aşa¼g¬daki gibi elde edilebilir. T = ftnkgn;k2N
negatif olmayan regüler bir matris olsun. A � N, n 2 N için

d
(n)
T (A) =

1X
k=1

tnk:{A (k)

olsun. E¼ger lim
n!1

d
(n)
T (A) = dT (A) mevcut ise o zaman dT (A), A n¬n bir T�yo¼gunlu¼gu olarak

adland¬r¬l¬r. T nin regülerli¼ginden lim
n!1

1X
k=1

tnk = 1 oldu¼gu ve buradan e¼ger lim
n!1

d
(n)
T (A) =

dT (A) mevcut ise dT (A) 2 [0; 1] oldu¼gu görülür.

IdT = fA � N : dT (A) = 0g

olsun. O halde IdT bir non-trivial idealdir ve IdT hem Id�yak¬nsakl¬k hemde I��yak¬nsakl¬¼g¬n

özel bir durumunu içerir. Gerçekten; Id� yak¬nsakl¬k

tnk =

8<:
1

n
; k � n

0; k > n

seçimi ile istatisktiksel yak¬nsakl¬k, I�� yak¬nsakl¬k ise

tnk =

8>><>>:
1

k
sn
; k � n

0; k > 0

seçimi ile logaritmik istatistiksel yak¬nsakl¬k elde edilir [14].
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4.3.5 Örnek: Diyelim ki N =
1[
j=1

4j, N nin bir ayr¬̧s¬m¬olsun öyleki her 4j sonsuzdur

ve i 6= j için 4i \4j = ? oldu¼gu aç¬kt¬r. 4
0
js nin sonlu bir say¬s¬sadece kesi̧sen tüm A � N

s¬n¬f¬" olarak tan¬mlans¬n o zaman " bir non-trivial idealdir [14].

4.3.6 Sonuç: I bir admissible ideal iseX deki al¬̧s¬lm¬̧s yak¬nsakl¬kX in I�yak¬nsakl¬¼g¬n¬

ima eder [14].

Reel say¬dizileri için sa¼glanan (S) ; (H) ; (U)ve (F ) aksiyomlar¬herhangi bir metrik uzay

içinde sa¼glan¬r.

4.3.7 Önerme: Varsayal¬m ki X en az iki noktaya sahiptir. Diyelim ki I � 2X bir

admissible idealdir [14].

i: I�yak¬nsakl¬k (S) ; (H) ve (U) yu sa¼glar.

ii: E¼ger I sonsuz bir küme içerir ise o zaman I�yak¬nsakl¬k (F ) yi sa¼glamaz.

4.3.8 Uyar¬: E¼ger I herhangi bir sonsuz küme içermeyen bir admissible ideal ise I�yak¬nsakl¬k

al¬̧s¬lm¬̧s yak¬nsakl¬k ile çak¬̧s¬r ve (F ) nin sa¼glanaca¼g¬aç¬kt¬r [14].

·Istatistiksel yak¬nsakl¬k teorisinde bilinen bir sonuç ile I��yak¬nsakl¬k ele al¬nm¬̧st¬r.

�Reel say¬lar¬n bir x = (xn)n2N dizisi � e istatistiksel yak¬nsak olmas¬ için gerek ve yeter

şart bir M = fm1 < m2 < � � � < mk < � � � g � N kümesinin olmas¬d¬r öyleki d (M) = 1 ve

lim
k!1

xmk
= � dir.�Kostyrko v.d [14] bu sonuçtan yola ç¬karak aşa¼g¬daki tan¬m¬vermi̧slerdir.

4.3.9 Tan¬m: X in elemanlar¬n¬n bir x = (xn)n2N dizisi � 2 X e I��yak¬nsak olmas¬için

gerek ve yeter şart bir M = fm1 < m2 < � � �mk < � � � g � N, M 2 F (I) (yani N nM 2 I)

kümesinin var olmas¬d¬r öyleki

lim
k!1

� (xmk
; �) = 0

d¬r [14].

4.3.10 Önerme: I bir admissible ideal olsun. E¼ger I� � lim
n!1

xn = � ise o zaman I �

lim
k!1

xn = � dir [14].

I�yak¬nsakl¬k ve I��yak¬nsakl¬k aras¬ndaki kaŗs¬t içerme (X; �) metrik uzay yap¬s¬üz-

erine ba¼gl¬d¬r.

4.3.11 Teorem: (X; �) bir metrik uzay olsun.
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i: E¼gerX in bir y¬¼g¬lma noktas¬na sahip de¼gilse, o zaman I�yak¬nsakl¬k ve I��yak¬nsakl¬k

her I � P (N) admissible ideali için çat¬̧s¬r.

ii: E¼ger X bir y¬¼g¬lma noktas¬na sahip ise, o zaman bir I � P (N) admissible ideali ve

X in elemanlar¬n¬n bir (yn)n2N dizisi vard¬r öyleki I � lim
n!1

xn = � dir. Fakat I� � lim
n!1

yn

yoktur [14].

I�yak¬nsakl¬k ve I��yak¬nsakl¬¼g¬n hangi şartlar alt¬nda eşit olaca¼g¬n¬söylemi̧stik. Şimdi

ise herhangi bir metrik uzayda nas¬l eşit olaca¼g¬n¬gösterece¼giz. Aşa¼g¬da 4.2.12 Tan¬m daki

(AP) özelli¼gini kullanaca¼g¬z.

4.3.12 Teorem: I � P (N) bir admissible ideal olsun [14].

i: E¼ger I ideali (AP) özelli¼gini sa¼gl¬yor ve ayr¬ca (X; �) key�bir metrik uzay ise o zaman

X in elemanlar¬n¬n key� bir fxngn2N dizisi için I � lim
n!1

xn = � ise I� � lim
n!1

xn = � dir.

ii: E¼ger (X; �) en az bir y¬¼g¬lma noktas¬na sahip ve X in elemanlar¬n¬n key�bir fxngn2N
dizisi ve her � 2 X için I � lim

n!1
xn = �; I

�� lim
n!1

xn = � oluyorsa o zaman I (AP) özelli¼gine

sahiptir.

4.4 I�limit ve I�cluster noktalar¬

Bir � 2 R say¬na, �d (M) > 0 ve lim
k!1

xmk
= � olacak şekilde bir M = fm1 < m2 < � � � g �

N kümesinin varl¬¼g¬n¬sa¼glayan reel say¬lar¬n bir (xn)n2N dizisinin istatistiksel limit noktas¬

denir. Bir � 2 R say¬s¬na, her " > 0 için �d fn 2 N : jxn � �j < "g mevcut olan x = (xn)n2N
dizisinin istatistiksel cluster noktas¬denir.

Kostyrko vd [14] aşa¼g¬daki yöntemle bu kavramlar¬I�yak¬nsakl¬¼ga geni̧slettiler.

4.4.1 Tan¬m: (X; �) bir metrik uzay ve x = (xn)n2N, X in elemanlar¬n¬n bir dizisi olsun.

i: Bir � 2 R eleman¬, M =2 I ve lim
k!1

xmk
= � olacak şekilde bir M = fm1 < m2 < � � � g �

N kümesinin varl¬¼g¬n¬sa¼glayan x in I�limit noktas¬olarak adland¬r¬l¬r.

ii: Bir � 2 R eleman¬n¬n x in I�cluster noktas¬olmas¬için gerek ve yeter şart her " > 0

için fn 2 N : � (xn; �) < "g =2 I mevcut olmas¬d¬r. [14]

x in bütün I�limit ve I�cluster noktalar¬n¬n kümesi s¬ras¬yla I (�x) ve I (�x) olarak

tan¬mlan¬r.

4.4.2 Önerme: I bir admissible ideal olsun. O halde X in elemanlar¬n¬n her x = (xn)n2N

dizisi için I (�x) � I (�x) vard¬r [14].
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4.4.3 Teorem: I bir admissible ideal olsun [14].

i: I (�x) kümesi X in elemanlar¬n¬n her x = (xn)n2N dizisi için X de kapal¬d¬r.

ii: Varsayal¬m ki (X; �) ayr¬labilir bir metrik uzayd¬r. Mn � N ve n 2 N için Mn =2 I

olacak şekilde fMngn2N kümelerinin ayr¬k bir dizisinin oldu¼gunu varsayal¬m. O halde her

kapal¬F � X kümesi için F = I (�x) olacak şekilde X in elemanlar¬n¬n bir x = (xn)n2N

dizisi vard¬r.

4.5 I�yak¬nsakl¬k Ve I��yak¬nsakl¬¼g¬n Yak¬nsakl¬k Alanlar¬

I�yak¬nsakl¬k ve I�� yak¬nsakl¬k (I bir admissible ideal olmas¬durumunda) bir regüler

toplanabilme metodu olarak düşünülebilir. Kostyrko v.d [13] F (I) ve F (I�) yak¬nsakl¬k

alanlar¬şöyle tan¬mlam¬̧st¬r:

F (I) = fx = (xn) 2 `1 : I � limxn 2 R mevcutg

F (I�) = fx = (xn) 2 `1 : I� � limxn 2 R mevcutg

Buradaki F (I) ve F (I�) s¬ras¬yla I�yak¬nsak ve I��yak¬nsakl¬¼g¬n yak¬nsakl¬k alanlar¬d¬r.

Bu yak¬nsakl¬k alanlar¬aşa¼g¬daki sup-norm

kxk = sup
n=1;2;:::

jxnj ; x = (xn)11 2 `1

ile tüm s¬n¬rl¬reel dizilerin lineer normlu uzay¬`1 un altkümeleri gibi çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

F (I) ve F (I�) ¬n özelliklerini I ideali üzerine ba¼gl¬d¬r. ·Ilk önce maksimallik başta olmak

üzere N deki ideallerin baz¬özellikleri tan¬t¬ld¬.

Z, N deki tüm admissible ideallerin s¬n¬f¬d¬r ve kapsam ile k¬smi s¬ralanabilir. E¼ger Z0 �

Z, Z nin s¬ralanm¬̧s boş olmayan (lineer) alts¬n¬f¬ise o zaman
[
Z0 yine Z0 için bir üst s¬n¬r

olan N deki bir admissible ideal oldu¼gu kolayca görülür. Aşa¼g¬da N deki maksimal admissible

ideallerin bir karakterizasyonu verilmi̧stir [13].

4.5.1 Lemma: N deki bir I0 ideali N de bir maksimal ideal olmas¬için gerek ve yeter

şart, her A � N için

(A 2 I0) _ (NnA 2 I0) (4.12)

ifadesini sa¼glar [13].

·Ispat: Önce gerek şart¬sa¼glatal¬m. Varsayal¬m ki I0 (4.12) yi sa¼glar. Gösterelim ki I0

maksimal admissible ideal dir. Aksini varsayal¬m ki N deki I1 bir admissible idealdir öyleki

I1 � I0 d¬r. O halde bir A � N kümesi vard¬r öyleki A 2 I1nI0 d¬r. Bundan dolay¬A =2 I0 ve
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sonuç olarak (4.12) den NnA 2 I0 mevcuttur. Fakat di¼ger taraftan A 2 I1, NnA 2 I1 olmas¬

N 2 I1 oldu¼gunu verir ki bu bir çeli̧skidir. Çünkü varsay¬m¬m¬zdan I1 admissible ideal idi.

Bu da I0 ¬n maksimal ideal oldu¼gunu gösterir.

Şimdi yeter şart¬ sa¼glatal¬m. Varsayal¬m ki I0 bir maksimal admissible idealdir. (4.12)

nin sa¼gland¬¼g¬n¬gösterece¼giz. Bunun için aksini ispatlayal¬m. Dolay¬s¬yla bir A � N kümesi

vard¬r öyleki

(A =2 I0) ^ (NnA =2 I0) (4.13)

mevcuttur.

K = fX � N : X \ A 2 I0g

s¬n¬f¬n¬inşa edelim. Gösterece¼giz ki

a: K � I0
b: K; N de bir admissible idealdir.
·Ilk önce a: y¬gösterelim.

a: X 2 I0 olsun. O halde X\A � X dir. Bu nedenle X\A 2 I0 d¬r ve bu yüzden X 2 K

d¬r. Bu da istenilendir.

Şimdi de b: yi gösterelim.

b: N =2 K ve K, n 2 N herbir tek nokta fng içerdi¼gi aşikard¬r. Ayr¬ca X1; X2 2 K ise

X1 \ A; X2 \ A 2 I0 d¬r bu nedenle

(X1 [X2) \ A = (X1 \ A) [ (X2 \ A)

I0 a aittir. Dolay¬s¬yla X1 [ X2; K ya aittir. X 2 K ve X1 � X olsun. O halde X1 \ A �

X \ A 2 I0, bundan dolay¬X1 \ A 2 I0; X1 2 K d¬r.

Böylece K; N de bir admissible ideal ve K � I0 oldu¼gu görülür. I0 ¬n maksimalli¼ginden

I0 = K mevcuttur. (NnA)\A = ? 2 I0 oldu¼gundan NnA 2 K d¬r. Fakat bu (4.13) ile çeli̧sir.

Şimdi tekrar F (I) ve F (I�) altuzaylar¬na dönelim. F (I) �büyüklü¼gü� I ideali üzerine

ba¼gl¬d¬r. Bu durum aşa¼g¬daki teoremde gösterilmi̧stir.

4.5.2 Teorem: I, N de bir admissible ideal olsun. O halde F (I) = `1 olmas¬için gerek

ve yeter şart I n¬n N de maksimal admissible ideal olmas¬d¬r [13].
·Ispat: Önce gerek şart¬ispatlayal¬m. Varsayal¬m ki I, N de bir admissible idealdir. x =

(xn)
1
1 2 `1 olsun. I � limxn 2 R varl¬¼g¬n¬gösterece¼giz. Bunun için x 2 `1 oldu¼gundan

a; b 2 R say¬lar¬vard¬r öyleki a � xn � b (n = 1; 2; : : :) aşa¼g¬daki kümeleri

A1 =

�
n : a � xn �

a+ b

2

�
; B1 =

�
n :

a+ b

2
� xn � b

�
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olarak alal¬m. O halde A1 [ B1 = N dir. I bir admissible ideal oldu¼gundan her iki A1; B1
kümelerinin ikisi birden I ya ait olamaz. Bu nedenle bunlardan en az biri I ya ait de¼gildir. D1

ve I1 e kaŗs¬l¬k gelen aral¬¼g¬tan¬mlayal¬m. BöyleceD1 kümesi (sonsuz) ve I1 aral¬¼g¬mevcuttur

öyleki

D1 = fn : xn 2 I1g =2 I

d¬r. Böylece tümevar¬m ile

I1 � I2 � � � � � In � � � �

In = [an; bn] olmak üzere kapal¬aral¬klar¬n bir dizisini inşa edebiliriz. Bu durumda lim
n!1

(an � bn) =

0 (n = 1; 2; : : :) ve

Dk = fn : xn 2 Ikg =2 I (k = 1; 2; : : :)

dir. � 2
1\
k=1

Ik ve " > 0 olsun.

M = fn : jxn � �j < "g

kümesini inşa edelim. Yeterince büyükm için Im = [am; bm] � (� � "; � + ")mevcuttur.Dm =2

I oldu¼gundan M (") =2 I oldu¼gu görülür. M (") 2 I oldu¼gundan, I n¬n maksimalli¼ginden ve

4.5.1 Lemma gere¼gince,

A (") = fn : jxn � �j � "g = NnM (") 2 I

d¬r. Bundan dolay¬I � limxn = � dir.

Şimdi yeter şart¬ispatlayaca¼g¬z. Varsayal¬m ki I maksimal ideal de¼gildir. O halde 4.5.1

Lemma gere¼gince bir

M = fm1 < m2 < � � � g � N

kümesi vard¬r öyleki M =2 I; NnM =2 I d¬r. x = (xn)
1
1 dizisini xn = {M (n) (n = 1; 2; : : :)

gibi tan¬mlayal¬m. O halde xn 2 `1 dur. Gösterece¼giz ki I� limxn mevcut de¼gildir. Buradan

her � 2 R ve yeterince küçük " için

fn : jxn � �j � "g

kümesi M ye, NnM ye yada N ye eşittir ve dolay¬s¬yla bunlar¬n hiçbiri I ya ait de¼gildir.

Buda ispat¬tamamlar.

4.5.3 Uyar¬: 4.5.2 Teoremi s¬n¬rs¬z diziler için geni̧sletilemez [13].

31



4.5.4 Önerme: I bir admissible ideal olsun. Reel say¬lar¬n s¬n¬rs¬z bir dizisi vard¬r ki

I � limxn mevcut de¼gildir [13].
·Ispat: I bir admissible ideal ve xn = n (n = 1; 2; : : :) istenilen bir dizi oldu¼gundan ispat¬

yapmak kolayd¬r.

Şimdi F (I) ve F (I�) yak¬nsakl¬k alanlar¬n¬n topolojik özelliklerini ve birbirleri aras¬ndaki

ili̧skiyi aç¬klayaca¼g¬z.

4.5.5 Teorem: Varsayal¬m ki I; N de bir admissible ideal dir. O halde F (I), `1 un

kapal¬lineer altuzay¬d¬r [13].

·Ispat: x(m) =
�
x
(m)
j

�1
j=1

2 F (I) (m = 1; 2; : : :), lim
m!1

x(m) = x, `1 da x = (xj)
1
j=1 yani

lim
m!1

x(m) � x = 0 olsun. x 2 F (I) oldu¼gunu ispatlayaca¼g¬z. Varsay¬mdan I � limx(m) =
�m 2 R (m = 1; 2; : : :) mevcuttur. ·Ispat¬iki ad¬mda yapaca¼g¬z.

1: (�m)
1
1 bir Cauchy dizisi oldu¼gunu gösterece¼giz (öyleki lim

m!1
�m = � 2 R vard¬r).

2: I � limx = � oldu¼gunu gösterece¼giz.

Bunun için önce 1:ispatlayal¬m.

1: � > 0 olsun. lim
m!1

x(m) = x oldu¼gunda
�
x(m)

�1
1
dizisinin `1 da bir Cauchy dizisi

oldu¼gunu görürüz. Bu nedenle bir m0 2 N vard¬r öyleki her u; v > m0 içinx(u) � x(v) < �

3
(4.14)

mevcuttur. u; v > m0 için

U
��
3

�
=

n
j :
���x(u)j � �u

��� < �

3

o
V
��
3

�
=

n
j :
���x(v)j � �v

��� < �

3

o
kümeleri F (I) �lterine aittir. Dolay¬s¬yla bunlar¬n kesi̧simi boş de¼gildir. s 2 U

�
�
3

�
\ V

�
�
3

�
eleman¬için ��x(u)s � �u

�� < �

3
;
��x(v)s � �v

�� < �

3
(4.15)

vard¬r. Basit bir de¼gerlendirme ile (4.14) ve (4.15) den

j�u� �vj �
���u� x(u)s ��+ ��x(u)s � x(v)s

��+ ��x(v)s � �v
��

<
�

3
+
�

3
+
�

3
= �

elde ederiz. Bundan dolay¬(�m)
1
1 bir Cauchy dizisidir ve bu yüzden � = lim

m!1
�m 2 R dir.

2: " > 0 olsun. v0 seçelim öyleki v > v0 için ayn¬zamanda

j�v � �j < "

3
;
x(v) � x � "

3
(4.16)
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vard¬r. Her n 2 N için

jxn � �j �
��xn � x(v)n ��+ ��x(v)n � �u

��+ j�v � �j (4.17)

mevcuttur.

A (") = fn : jxn � �j � "g ; CA (") = fn : jxn � �j � "g

Av

�"
3

�
=

n
n :
��x(v)n � �v

�� � "

3

o
; CAv

�"
3

�
=
n
n :
��x(v)n � �v

�� < "

3

o
olsun. O halde (4.16) ve (4.17) den her n 2 Av

�
"
3

�
için jxn � �j < " elde ederiz. Böylece

CAv

�"
3

�
� CA (") (4.18)

dir. Av
�
"
3

�
2 I oldu¼gundan e¼ger (4.18) dekinin tümleyeni al¬n¬rsa A (") 2 I bulunur. Böylece

2: nin ispat¬biter.

F (I) ve F (I�) yak¬nsakl¬k alanlar¬n¬şöyle özetleyebiliriz: 4.2.9 Teorem de F (I) � F (I�)

oldu¼gunu gösterdik. 4.2.13 Teorem de F (I) = F (I�) olmas¬için gerek ve yeter şart¬n I n¬n

(AP) şart¬n¬sa¼glamas¬d¬r. Ayr¬ca 4.5.2 Teorem den e¼ger I bir maksimal ideal ise F (I) = `1

dur. Böylece e¼ger I bir maksimal ideal de¼gil ve (AP) şart¬n¬sa¼glam¬yorsa o zaman F (I) �

F (I�) � `1 dir. Şimdi her I admissible ideali için F (I�) kümesi F (I) da yo¼gun oldu¼gunu

gösterece¼giz. Bunun için aşa¼g¬daki teoreme bakal¬m.

4.5.6 Teorem: N deki her I admissible ideali için F (I�) = F (I) dir (M; `1 dakiM nin

kapan¬̧s¬d¬r) [13].

·Ispat: 4.2.9 Teorem den dolay¬F (I) � F (I�) d¬r. F (I) ; `1 da kapal¬ oldu¼gundan

F (I�) � F (I) elde ederiz. Bundan dolay¬F (I) � F (I�) oldu¼gunu ispatlayaca¼g¬z. z 2 `1
için B (z; �) = fx 2 `1 : kx� zk < �g ; � > 0 (`1 daki yuvar) alal¬m. Her y 2 F (I) ve

0 < � < 1 için

B (y; �) \ F (I�) 6= ? (4.19)

oldu¼gunu göstermek yeterli olacakt¬r. L = I� lim y alal¬m. Key�bir � (0; �) seçelim. O halde

A (�) = fn : jyn � Lj � �g 2 I

d¬r. x = (xn)
1
1 dizisini e¼ger n 2 A (�) ise xn = yn, di¼ger durumlarda xn = L olacak şekilde

tan¬mlayal¬m. O zaman x 2 `1, I�� limx = L ve x 2 B (y; �) oldu¼gu aç¬kt¬r. Böylece (4.19)

sa¼glanm¬̧s olur. Buda ispat¬tamamlar.
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5. SONUÇ VE ÖNER·ILER

5.1 Bilateral Dizilerinin ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬¼g¬

Agrawal ve Srivasatava [28] bilateral dizileri tan¬mlad¬lar. Reel say¬dizileri için istatis-

tiksel yak¬nsakl¬k kavram¬n¬ilk defa 1951 y¬l¬nda Fast [1] verdi. Yo¼gunluk ile ili̧skisini Buck

[3] inceledi. Toplanabilme ile ili̧skisini Schoonberg [4] çal¬̧st¬ve bunu D-yak¬nsakl¬k olarak

tan¬mlad¬. Fridy [5] ·Istatistiksel limit ve istatistiksel cluster noktalar¬ kavramlar¬n¬verdi.

Salat [7] istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n topolojik özelliklerini inceledi. Connor [9] yo¼gunluk yer-

ine iki de¼gerli ölçü kavram¬n¬kullanarak ��istatistiksel ve ��yo¼gun yak¬nsakl¬k kavramlar¬n¬

sundu. Connor [10] istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n kuvvetli p-Cesaro toplanabilir oldu¼gunu gös-

terdi. Fonksiyon dizilerinin istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬için Duman ve Orhan [34] ve Wilczynski

[35] çal¬̧smalar yapm¬̧slard¬r. Fark dizilerinin istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n¬Başar¬r [33] çal¬̧st¬.

Bu bölümde bilateral dizileri için istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬örneklerle aç¬kland¬. Bi-

linen anlamda yak¬nsakl¬k ile ili̧skisi incelendi. ·Istatistiksel yak¬nsak bilateral dizinin kuvvetli

p-Cesaro toplanabilir oldu¼gu gösterildi.

5.1.1 Tan¬m: x = (xn)n2Z bilateral dizisi 8" > 0 için

A (") = fn 2 Z : jxn � �j � "g

kümesinin yo¼gunlu¼gu s¬f¬r ise � 2 R say¬s¬na istatistiksel yak¬nsakt¬r denir. Bu kümenin

yo¼gunlu¼gunun s¬f¬r olmas¬demek

d (A (")) = lim
k!1

1

k
jfn � jkj : jxn � �j � "gj = 0

dir. Bilateral dizisinin istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬st (B)� limx = � ile gösterilir.

5.1.2 Örnek: x = (xn)n2Z bilateral dizisini

x = (xn) =

8<: 1; jnj = k2

0; jnj 6= k2
n 2 Z

ile tan¬mlayal¬m. Bu dizi 0 a istatistiksel yak¬nsakt¬r. Çünkü;

x = (xn) =

0@: : : ; 0; 1; 0; 0; 0; 0; 1; 0; 0; 1
#

�1: terim

; 1
#

0: terim

; 1
#

1: terim

; 0; 0; 1; 0; 0; 0; 0; 1; 0; : : :

1A
34



oldu¼gundan

jfn � jkj : jxn � 0j � "gj � jfn � jkj : xn 6= 0gj � 2
p
k + 1

dir. Her taraf¬n limitini al¬rsak,

lim
k!1

1

k
jfn � jkj : jxn � 0j � "gj � lim

k!1

2
p
k

k
= 0

buda dizinin 0 a istatistiksel yak¬nsak oldu¼gunu gösterir.

5.1.3 Örnek: x = (xn)n2Z bilateral dizisini

x = (xn) =

8<:
p
n; jnj = k2

7; jnj 6= k2
n 2 Z

ile tan¬mlarsak yukar¬daki örne¼ge benzer bir yolla 7 ye istatistiksel yak¬nsak oldu¼gu görülür.

5.1.4 Teorem: x = (xn)n2Z bilateral dizisi e¼ger yak¬nsak ise istatistiksel yak¬nsakt¬r.

·Ispat: x = (xn)n2Z bilateral dizisi � ye yak¬nsak olsun. O halde 8" > 0 için jnj > n0

oldu¼gunda jxn � �j < " kal¬r. Dolay¬s¬yla yak¬nsakl¬k tan¬m¬gere¼gince " komşulu¼gu d¬̧s¬nda

kalan elemanlar

A (") = fn 2 Z : jxn � �j � "g

kümesine ait olup sonlu yo¼gunlu¼gu s¬f¬rd¬r. Buradan x = (xn)n2Z bilateral dizisinin � ye

istatistiksel yak¬nsak oldu¼gu anlaş¬l¬r.

5.1.5 Teorem: ·Istatistiksel yak¬nsak bilateral bir dizinin limiti tektir.

·Ispat: Varsayal¬m ki x = (xn)n2Z bilateral dizisi � ve � olmak üzere iki farkl¬istatistiksel

limite sahip olsun.

" 2
�
0;
j� � �j
2

�
(5.1)

olarak seçelim. O halde

A (") = fn 2 Z : jxn � �j � "g ve B (") = fn 2 Z : jxn � �j � "g

kümelerinin yo¼gunlu¼gu s¬f¬r olaca¼g¬ndan n 2 Z için jxn � �j < " ve jxn � �j < " dir. Buradan

j� � �j = j� � xn + xn � �j � jxn � �j+ jxn � �j

< "+ " = 2"

olur ki bu (5.1) ile çeli̧sir. O halde varsay¬m¬m¬z yanl¬̧s olur. Dolay¬s¬yla istatistiksel yak¬nsak

bilateral bir dizinin limiti tektir.
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5.1.6 Teorem: x = (xn)n2Z ve y = (yn)n2Z bilateral diziler olsun. st (B) � limx = �;

st (B)� lim y = � ve a bir reel say¬olsun. Bu durumda;

i: st (B)� lim (x+ y) = � + �

ii: st (B)� lim (ax) = a�

dir.

·Ispat: st (B)� limx = � ve st (B)� lim y = � olsun. O halde 8" > 0 için

d
�n
n 2 Z : jxn � �j �

"

2

o�
= 0 ve d

�n
n 2 Z : jyn � �j �

"

2

o�
= 0

d¬r.

j(xn + yn)� (� + �)j � jxn � �j+ jyn � �j

eşitsizli¼gini kullanarak

fn 2 Z : j(xn + yn)� (� + �)j � "g

�
n
n 2 Z : jxn � �j �

"

2

o
[
n
n 2 Z : jyn � �j �

"

2

o
yazabiliriz. Buradan

d (fn 2 Z : j(xn + yn)� (� + �)j � "g)

� d
�n
n 2 Z : jxn � �j �

"

2

o�
+ d

�n
n 2 Z : jyn � �j �

"

2

o�
= 0

yani

lim
k!1

1

k
jfn � jkj : j(xn + yn)� (� + �)j � "gj

� lim
k!1

1

k

���nn � jkj : jxn � �j � "

2

o���+ lim
k!1

1

k

���nn � jkj : jyn � �j � "

2

o��� = 0
oldu¼gunu gösterir ki buda st (B)� lim (x+ y) = � + � demektir.

ii: a = 0 ise st (B)� lim (ax) = a� oldu¼gu aç¬kt¬r. Şimdi a 6= 0 oldu¼gunu varsayal¬m.

jaxn � a�j � " ise jxn � �j �
"

jaj

olarak yazabiliriz. Buradan

fn 2 Z : jaxn � a�j � "g �
�
n 2 Z : jxn � �j �

"

jaj

�
oldu¼gundan

d (fn 2 Z : jaxn � a�j � "g) � d
��
n 2 Z : jxn � �j �

"

jaj

��
= 0
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elde edilir. Bu ise st (B)� lim (ax) = a� oldu¼gunu gösterir.

5.1.7 Tan¬m: x = (xn)n2Z bilateral dizi ve p pozitif reel bir say¬olsun. E¼ger;

lim
k

1

k

kX
n=�k

jxn � �jp = 0

olacak şekilde bir � kompleks say¬s¬varsa x = (xn)n2Z bilateral dizisi � ye kuvvetli p�Cesaro

toplanabilirdir denir.

5.1.8 Teorem: p 2 R ve 0 < p < 1 olsun. E¼ger bir x = (xn)n2Z bilateral dizisi � ye

kuvvetli p�Cesaro toplanabilir ise � ye istatistiksel yak¬nsakt¬r.
·Ispat: Varsayal¬m ki x = (xn)n2Z bilateral dizisi � ye kuvvetli p�Cesaro toplanabilir

olsun.
kX

n=�k

jxn � �jp � jfn � jkj : jxn � �jp � "gj :"p

elde edilece¼ginden eşitsizli¼gin her iki taraf¬n¬
1

k
ile çarp¬p k !1 için limit al¬rsak e¼ger;

lim
k!1

1

k

kX
n=�k

jxn � �jp � lim
k!1

1

k
jfn � jkj : jxn � �jp � "gj :"p

olur böylece x = (xn)n2Z bilateral dizisi � ye istatistiksel yak¬nsak oldu¼gu görülür.

5.1.9 Teorem: E¼ger s¬n¬rl¬bir bilateral dizi � ye istatistiksel yak¬nsak ise � ye kuvvetli

p�Cesaro toplanabilirdir.
·Ispat: Şimdi varsayal¬m ki s¬n¬rl¬x = (xn)n2Z bilateral dizisi � ye istatistiksel yak¬nsak

ve K = kxk1 + j�j olsun. " > 0 verilsin ve N" seçelim öyleki her k > N" için

1

k

�����n � jkj : jxn � �j � �"2� 1
p

����� � "

2Kp

ve

Lk =

�
n � jkj : jxn � �j �

�"
2

� 1
p

�
olsun. Şimdi k > N" için

1

k

kX
n=�k

jxn � �j =
1

k

0BB@X
n2Lk

jxn � �jp +
X
n=2Lk
n�jkj

jxn � �jp

1CCA
<

1

k

�
k"

2Kp

�
Kp +

1

k

�
k
"

2

�
=

"

2
+
"

2
= "
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olur ve bundan dolay¬x = (xn)n2Z bilateral dizisi � ye kuvvetli p�Cesaro toplanabilirdir.

5.2 Bilateral Dizilerinin ·Ideal Yak¬nsakl¬¼g¬

Reel say¬dizileri için ideal yak¬nsakl¬k kavram¬n¬2000 y¬l¬nda Kostyrko vd. [13,29] tan¬m-

lad¬lar. Kostyrko vd. [14] daha sonra bu kavram¬herhangi bir metrik uzaya geni̧slettiler.

Salat vd [31] ideal yak¬nsakl¬¼g¬n yak¬nsakl¬k alan¬üzerine çal¬̧st¬lar. Lahiri ve Das [32] ideal

yak¬nsal¬¼g¬n topolojik özelliklerini incelediler. Balcerzak vd. [37] fonksiyon dizileri için ideal

yak¬nsakl¬k kavram¬n¬çal¬̧sm¬̧slard¬r. Gümüş [36] fark dizilerinin ideal yak¬nsakl¬¼g¬n¬araşt¬rd¬.

Bu k¬s¬mda bilateral diziler için ideal yak¬nsakl¬k kavram¬örneklerle aç¬kland¬. Bilinen

anlamdaki yak¬nsakl¬¼g¬n aksiyomlar¬n¬n sa¼glat¬l¬p sa¼glat¬lmad¬¼g¬gösterildi.

5.2.1 Tan¬m: I � P (Z) kümesi idealin şartlar¬n¬sa¼glar. Dolay¬s¬yla I, Z de bir non-

trivial ideal olup x = (xn)n2Z bilateral dizisi 8" > 0 için

A (") = fn 2 Z : jxn � �j � "g 2 I

ise � 2 R say¬s¬na ideal yak¬nsakt¬r denir ve I (B)� limxn = � ile gösterilir.

5.2.2 Örnek: I � P (Z) kümesi için

I = fA � Z : A kümesi teksay¬lardan oluşurg

şeklinde tan¬mlayal¬m. x = (xn)n2Z bilateral dizisi

x = (xn) =

8<: 1; n = 2k � 1

0; n 6= 2k � 1
k 2 Z

olsun. Buradan

A (") = fn 2 Z : jxn � 0j � "g = f: : : ;�5;�3;�1; 1; 3; 5; : : :g 2 I

oldu¼gundan x = (xn)n2Z bilateral dizisi 0 a ideal yak¬nsak oldu¼gu görülür.

Yukar¬daki örnekte x = (xn)n2Z bilateral dizisi bilinen anlamda yak¬nsak ve istatistiksel

yak¬nsak de¼gildir.

5.2.3 Teorem: I, Z de bir admissible ideal olsun.

i: Her sabit x =

0@: : : ; �; �
#

�1: terim

; �
#

0: terim

; �
#

1: terim

; �; : : :

1A bilateral dizisi 0 a I�yak¬nsakt¬r.
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ii: I�yak¬nsak bilateral dizisi için limit tektir.

iii: E¼ger bir x = (xn)n2Z bilateral dizisinin herbir alt dizisi � ye I�yak¬nsak bir z altdizi-

sine sahip ise x bilateral dizisi � ye I�yak¬nsakt¬r.

iv: E¼ger I sonsuz bir küme içermiyorsa o zaman x bilateral dizisi � ye I�yak¬nsak ise x

in her y alt dizisi de � ye I�yak¬nsakt¬r.

ispat:

i: I bir admissible ideal oldu¼gundan her sabit x = (: : : ; �; �; �; �; : : :) bilateral dizisi 0 a

I�yak¬nsak oldu¼gu aç¬kt¬r.

ii: Varsayal¬mki x = (xn)n2Z bilateral dizisi iki farkl¬ideal limite sahip olsun. Yani

I � limxn = � ve I � limxn = �

olsun.

" 2
�
0;
j� � �j
2

�
(5.2)

olarak alal¬m. ·Ideal tan¬m¬ndan

A (") = fn 2 Z : jxn � �j � "g

ve

B (") = fn 2 Z : jxn � �j � "g

dir. Filter tan¬m¬gere¼gince

ZnA (") = fn 2 Z : jxn � �j < "g

ve

ZnB (") = fn 2 Z : jxn � �j < "g

kümeleri I ile üretilmi̧s F (I) �lterine aittir. Dolay¬s¬yla n 2 Z için

jxn � �j < " ve jxn � �j < "

dir. Buradan basit bir i̧slem ile j� � �j < 2" oldu¼gu görülür ki bu (5.2) ile çeli̧sir. O halde

varsay¬m¬m¬z yanl¬̧st¬r.

iii: x = (xn)n2Z bilateral dizisi � 2 R say¬s¬na I�yak¬nsak olmas¬n. x in y altdizisi için

y nin � ye I�yak¬nsak bir z altdizisinin olmad¬¼g¬n¬göstermemiz yeterlidir. ·Ideal yak¬nsakl¬k

tan¬m¬ndan

A ("0) = fn 2 Z : jxn � �j � "0g =2 I (5.3)
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d¬r. O halde A ("0) kümesi sonsuz bir kümedir.

A ("0) = f� � � < n�k�1 < n�k < � � � < n�1 < n0 < n1 < � � � < nk < nk+1 < � � � g � Z

olsun. yk = xnk (k 2 Z) alal¬m. O halde y = (yk)k2Z , x in bir alt dizisidir ve (5.3) den

jyk � �j � "0 (k 2 Z) (5.4)

dir. (5.4) ten y nin I�yak¬nsak z = (zm)m2Z alt dizisi olmad¬¼g¬görülür. Aksi taktirde Z; I

ya ait olur ki bu I n¬n admissible ideal olmas¬ile çeli̧sir.

iv: Varsayal¬m ki

A = f� � � < n�k < � � � < n�1 < n0 < n1 < � � � < nk < � � � g � Z

sonsuz kümesi I ya ait olsun.

B = ZnA = f� � � < m�k < � � � < m�1 < m0 < m1 < � � � < mk < � � � g

kümesi yine sonsuzdur. Çünkü B nin sonlu olmas¬durumunda Z; I ya ait olacakt¬ki burada

I n¬n admissible ideal olmas¬çeli̧skisi söz konusudur. x = (xn)n2Z bilateral dizisini

(xnk) = 0 , (xmk
) = 1 (k 2 Z)

olarak tan¬mlayal¬m. I � limxn = 1 oldu¼gu aç¬kt¬r. Dolay¬s¬yla x in y = (xnk)k2Z altdizisi

sabit olup I � lim y = 0 d¬r. Bu yüzden varsay¬m¬m¬z yanl¬̧s olur.

5.2.4 Örnek: I0 = f?g olsun. Bilateral bir dizinin I0�yak¬nsak olmas¬ için gerek ve

yeter şart sabit olmas¬d¬r. Gerçekten sabit bir x = (xn)n2Z = (: : : ; �; �; �; �; �; : : :) bilateral

dizisi için

A ("0) = fn 2 Z : jxn � �j � "0g = ? 2 I

oldu¼gundan do¼grudur.

5.2.5 Örnek: Z nin tüm sonlu altkümelerinin s¬n¬f¬n¬If olarak tan¬mlayal¬m. If ; Z de bir

admissible ideal ve If�yak¬nsakl¬k R deki bilateral dizileri için bilinen anlamdaki yak¬nsakl¬k

ile çak¬̧s¬r.

5.2.6 Örnek: Id = fA � Z : d (A) = 0g olsun. Id; Z de bir admissible ideal ve Id�yak¬nsakl¬k

bilateral dizileri için istatistiksel yak¬nsakl¬k ile çak¬̧s¬r.
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5.2.7 Teorem: E¼ger I; Z de bir admissible ideal ve x = (xn)n2Z bilateral dizi olsun. Bu

durumda limxn = � ise I � limxn = � dir.
·Ispat: If � I oldu¼gundan e¼ger (xn)n2Z bilateral dizisi yak¬nsak ise ideal yak¬nsak oldu¼gu

aç¬kt¬r.

5.2.7 Teorem: I; Z de non-trivial bir ideal olsun. (xn)n2Z ve (yn)n2Z bilateral diziler

olsun.

i: E¼ger I � limxn = � ve I � lim yn = � ise I � lim (xn + yn) = � + � dir.

ii: E¼ger I � limxn = � ve I � lim yn = � ise I � lim (xnyn) = �� dir.

ispat: I � limxn = � ve I � lim yn = � ise

A (") =
n
n 2 Z : jxn � �j �

"

2

o
ve B (") =

n
n 2 Z : jyn � �j �

"

2

o
dir. Öyleyse

ZnA (") =
n
n 2 Z : jxn � �j <

"

2

o
ve ZnB (") =

n
n 2 Z : jyn � �j <

"

2

o
kümeleri �ltere aittir. Buradan basit bir i̧slem ile n 2 Z için

j(xn + yn)� (� + �)j = j(xn � �) + (yn � �)j

� jxn � �j+ jyn � �j

<
"

2
+
"

2
= "

oldu¼gundan

fn 2 Z : j(xn + yn)� (� + �)j � "g 2 I

olur. Dolay¬s¬yla I � lim (xn + yn) = � + � oldu¼gu kolayca görülür.

ii: " > 0 olsun. I � limxn = � ve I � lim yn = � olsun.

fn 2 Z : j(xnyn)� (��)j < "g = fn 2 Z : jxnyn � xn� + xn� � ��j < "g

= fn 2 Z : jxnyn � xn�j+ jxn� � ��j < "g

= fn 2 Z : xn jyn � �j+ � jxn � �j < "g (5.5)

�
�
n 2 Z : jxn � �j <

"

2 j�j

�
\
�
n 2 Z : jyn � �j <

"

2 (j�j+ 1)

�
oldu¼gundan (5.5) in sa¼g taraf¬F (I) �lterine aittir. Bu yüzden �lter tan¬m¬gere¼gince sol

taraf¬da F (I) �lterine ait olacakt¬r. Dolay¬s¬yla

fn 2 Z : j(xnyn)� (��)j � "g 2 I
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oldu¼gu görülür.

5.3 Öneriler

Sonuçlar k¬sm¬nda bilateral diziler için verdi¼gimiz istatistiksel ve ideal yak¬nsakl¬k kavram-

lar¬geli̧stirilebilir.

·Ideal yak¬nsakl¬k için çal¬̧st¬¼g¬m¬z bilateral dizilerinin I��yak¬nsakl¬¼g¬araşt¬r¬labilir.

Bilateral diziler için I�yak¬nsakl¬k ve I��yak¬nsakl¬k hangi şartlar alt¬nda eşit olabilir

oldu¼gu araşt¬r¬labilir.
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