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OZET

BILATERAL DIZILERININ ISTATISTIKSEL VE IDEAL YAKINSAKLIGI

Ismail YILMAZ

Yiiksek Lisans Tezi

Bitlis Eren Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danisman: Dog¢. Dr. Harun POLAT
Agustos 2017, 46 sayfa

Bu calisma bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde bu calisma ile ilgili temel tanim,
teoremler ve calismanin tarihi verildi. Ikinci béliimde ideal yakinsaklik kavrammin daha iyi
anlasilmas1 icin istatistiksel yakinsaklik kavrami oOrneklerle aciklandi. Ugiincii boliimde
kullanilan materyal ve yontemler verildi. Dordiincili boliimde ideal ve filter kavramlar1 verilerek
arasindaki iliski aciklandi. Reel say1 dizilerinin ideal yakinsaklik kavrami incelenerek gerekli
tanim ve teoremler verildi. Herhangi bir metrik uzayda ideal yakinsaklik kavrami kisaca
incelendi. 7-limit ve - cluster noktalar1 kavramlari kisaca aciklandi. Ideal yakinsakligin
yakinsaklik alanlar1 incelendi. Besinci boliimde ise sonu¢ ve Onerilere yer verildi. Sonug
kisminda Bilateral diziler icin istatistiksel ve ideal yakinsaklik kavramlari incelendi. Bilateral

dizilerinin istatistiksel ve ideal yakinsaklig: ile ilgili 6nerilerde bulunuldu.

Anahtar kelimeler: Yogunluk, Istatistiksel Yakisaklik, ideal Yakinsaklik, Bilateral Dizi



ABSTRACT

STATISTICAL AND IDEAL CONVERGENCE OF BILATERAL SEQUENCES

Ismail YILMAZ

Master Thesis

Bitlis Eren University Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Harun POLAT
August 2017, 46 pages

This study consists of five chapters. In the first part, the basic definitions, theorems and the date
of the work were given. In the second part, the concept of statistical convergence is explained
with examples in order to better understand the concept of ideal convergence. Materials and
methods used in the third chapter are given. In the fourth chapter, the relation between ideal and
filter concepts is explained. The concept of ideal convergence of real number sequences is
examined and necessary definitions and theorems are given. The concept of ideal convergence in

any metric space has been studied briefly. The concepts of ] - limit ve [ - cluster points are

briefly explained. Convergence areas of ideal convergence have been studied. In the fifth
section, the conclusions and recommendations are given. In the conclusion section, statistical and
ideal convergence concepts for bilateral sequences were examined. Statistical and ideal

convergence of bilateral sequences was suggested.

Keywords: Density, Statistical Convergence, Ideal Convergence, Bilateral Sequence
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SIMGELER DiZIiNi
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1. GIRIS

Reel say1 dizileri igin istatistiksel yakinsaklik kavramini ilk defa 1951 yilinda Fast [1] ve
Steinhaus [2] verdi. Istatistiksel yakinsaklik kavrami N pozitif tamsayilar kiimesinin yogun-
luk kavramn ile iligkilidir. Yogunluk kavramu ile iligkisini Buck [3] verdi ve bu kavrami hemen
hemen yakinsak olarak tanitt1. Istatistiksel yakinsakligin toplanabilme ile iligkisini ilk olarak
Schoonberg [4] verdi ve bu kavrami D—yakinsaklik olarak tanitti. Fridy [5] ¢alismasinda hig
bir matris toplanabilme metodunun istatistiksel yakinsaklik metodunu icermedigini gosterdi.
Freedman ve Sember [6] yogunluk ve negatif olmayan matrisler arasindaki iligkiyi incelediler.
Salat [7] istatistiksel yakinsakligin topolojik 6zelliklerini inceledi ve smirh reel degerli ista-
tistiksel yakinsak dizilerin bilinen anlamda sinirh dizilerin altuzay:1 oldugunu gosterdi. Yine
Fridy [8] bir dizinin altdizisinin yogunlugunu diigiinerek istatistiksel limit ve istatistiksel
cluster noktalar1 kavramlarimi tanitti. Connor [9] pu—istatistiksel yakinsaklik ve p—yogun
yakinsaklik kavramlarini sundu. Buradaki p, N pozitif tamsayilar kiimesinin altkiimelerinin
bir alam iizerine tammh iki degerli bir 6lgiidiir. Buradaki 6lgii kavrami [0, 1] kapal araligina
ait olan bir fonksiyondur. Istatistiksel yakinsaklik kavrami bircok matematikci tarafindan,
caligilmig ve halen ¢aligilmakta olan bir konudur. [10-12]

N pozitif tamsayilar kiimesinin altkiimelerinin / ideali kavramina dayanan ideal yakinsak-
ik kavramim ise ilk olarak 2000 yihinda Kostyrko vd. [13] tamttilar. Bu kavram istatistiksel
yakinsakligin bir genellemesidir ve istatistiksel yakinsakligin bir¢ok 6zelliginden yararlan-
nmugtir. Kostyrko vd. [13] énce reel say1 dizilerinin ideal yakinsakligini aragtirdilar. Bu ¢alig-
mada hem bilinen aligilmig (ordinary) anlamindaki yakinsaklik hemde istatistiksel yakin-
salik ile arasindaki iligkiyi ornekleriyle beraber incelemiglerdir. Ayni ¢ahsmada Connor [9]
un sundugu p—istatistiksel yakinsaklikligin ideal yakinsaklik kavramina bir bakima denk
oldugunu gostermiglerdir. Buradan yine Connor [9] un sundugu p—yogun yakinsakligina
bir bakima denk olan I*—yakinsakhig tamittilar. Daha sonra Ideal yakinsakhigi regiiler bir
toplanabilme (limitleme) metodu gibi diigiiniip yakinsaklik alanlarim verdiler. F' (1) ve F' (I*)
sirasiyla [ —yakinsaklik ve I*—yakinsakligin yakinsaklik alanlar: olmak iizere; F' (I) yakinsak-
lik alaninin /., sinirh dizi uzayinin lineer alt uzayi olmasi ve birbirine esit olmasi icin gerek ve
yeter gartlar gostermislerdir. Kostyrko vd. [14] ideal yakinsakligi herhangi bir metrik uzayda
ele alip gerekli teoremleri ispatladilar. Ayni ¢aligmalarinda bir metrik uzay tizerinde Fridy
[8] in sunmusg oldugu istatistiksel limit ve istatistiksel cluster (y1gilma) noktalarini, /—limit

ve I—cluster (y1g1lma) noktalar1 kavramlaria geniglettiler.
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Bilateral diziler i¢in yakinsaklik kavramim 2012 de Agrawal vd. [28] galigtilar. Bu calig-
mada ise bilateral diziler icin istatistiksel ve ideal yakinsaklik kavramlari tamitildi. Once
bilateral dizilerin istatistiksel yakinsakligi ile ilgili gerekli érnek ve teoremler verildi. Daha
sonra istatistiksel yakinsak bilateral dizinin kuvvetli p-Cesaro toplanabilir oldugu gosterildi.
Yine aynm boliimde bilateral dizilerin ideal yakinsaklik kavrami verildi. Yakinsak olan bilat-
eral dizileri ile iligkisi aciklandi ve bilinen anlamdaki yakinsakligin aksiyomlarinin saglatilip

saglatilmadigr gosterildi.



1.1 Temel Tanim Ve Teoremler

1.1.1. Tanim: X bog olmayan bir kiime ve <, X de bir baginti olsun. Asagidaki sartlar
saglaniyorsa < bagintisina kismi siralama bagintisi denir.

i. Her x € X i¢in # < z dir. (Yansima ozelligi)

ii. x Sy vey = zise x =y dir. (Ters simetri 6zelligi)

iti. v Ry vey X zise z = z dir. (Gegisme ozelligi)

Burada = =< y ifadesi "« 6nce gelir y” diye okunur [24,26].

1.1.2 Tanim: X kiimesinde kismi siralama bagintisi tanimlanmigsa X kiimesine kismi

sirali kiime denir ve (X, <) ile gosterilir [24,26].

1.1.3 Tanim: Kismi sirali bir kiimenin herhangi iki eleman (baska bir ifade ile her
eleman ¢ifti) mukayese (karsilagtirma) edilebilirse bu kiimeye tam sirali kiime denir.

Ornegin; R reel sayilar kiimesi tam sirali bir kiimedir [24,26].

1.1.4 Tanim: (X, <) kismi sirah bir kiime ve A C X olsun. (A4 # @) Her z € A igin
u =< z olacak sekilde v € X varsa u ya A nin X deki alt sinir1 denir. Benzer gekilde Her

r € Aigin x < v olacak sekilde v € X varsa v ya A min X deki tist simir1 denir [24,26].

1.1.5 Tanim: Ust simira sahip olan kiimeye tistten sinirli, alt smira sahip olan kiimeye
alttan smirhl kiime denir. Hem alttan hem iistten sinirli olan kiimeye smirli kiime denir

[24,26].

1.1.6 Tanum: (X, <) kismi siral bir kiime A C X ve A min (X deki) alt sinirlarinin
kiimesi A; olsun. a € A; olmak iizere her v € Ay igin x < a ise a ya A nin en biiyiik alt
siur1 (veya A nin infimumu) denir ve inf A ile gosterilir. Benzer sekilde A nin iist simirlarinin
kiimesini A, ile gosterelim. b € A, olmak iizere her y € A, igin b < y ise b ye A nin en kiigiik

iist sinir1 (veya supremumu) denir ve sup A ile gosterilir [24,26].

1.1.7 Tanim: (X, <) kismi sirali bir kiime ve A C X olsun. A tam swrali ise A ya X de
zincir denir [24,26].

1.1.8 Teorem (Zorn Lemmasi): X kismi sirali bir kiime olsun. X in her zincirinin bir

iist siir1 varsa X in bir maksimal eleman vardir [24].

1.1.9 Tamm: Bir kiimenin eleman sayisina o kiimenin kardinalitesi denir [27].
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1.1.10 Tanim: X ve Y iki kiime olsun. Eger X den Y ye bire bir ve érten bir fonksiyon

varsa bu ciimleler denktir veya aym kardinaliteye sahiptir denir [27].

1.1.11 Tanim: Bir X kiimesi bog yada n € N olmak {izere n tane elemani varsa bu

kiimeye sonlu, aksi halde sonsuz kiime denir [27].

1.1.12 Tanim: Bir X kiimesi N dogal sayilar kiimesine denk ise X kiimesine sayilabilir
sonsuz kiime denir. Sonlu yada sayilabilir sonsuz olan bir kiimeye sayilabilir bir kiime denir.

Ornegin; Q rasyonel sayilar kiimesi sayilabilirdir [27].
1.1.13 Teorem: Sayilabilir bir kiimenin herhangi bir alt kiimesi de sayilabilirdir [27].
1.1.14 Teorem: Sayilabilir kiimelerin sayilabilir birlesimleride sayilabilirdir [27].

1.1.15 Tanim: Ortak elemani olmayan kiimelere ayrik kiimeler denir. Ayrik iki kiime

icin X NY = @ yazariz [26].

1.1.16 Tanim: Tanim kiimesi N dogal sayilar olan fonksiyona dizi denir. Eger bir dizinin
deger kiimesi R reel sayilar kiimesi ise o diziye reel terimli dizi, C kompleks sayilar kiimesi

ise kompleks terimli dizi, Q rasyonel sayilar kiimesi ise rasyonel terimli dizi denir [22].

1.1.17 Tanim: Tanim kiimesi Z tamsayilar olan fonksiyona bilateral dizi denir. Eger
bilateral dizinin deger kiimesi R reel sayilar kiimesi ise o diziye reel terimli dizi, C kompleks
sayillar kiimesi ise kompleks terimli dizi, Q rasyonel sayilar kiimesi ise rasyonel terimli dizi

denir [28]

1.1.18 Tamim: Her n € N igin |z,| < K olacak gekilde bir K pozitif reel sayis1 varsa

(x,,) dizisine smurh dizi denir [22].
1.1.19 Tanim: € > 0 ve a € R olsun.
K={z:|r—a|<e, xR}
kiimesine a nin € komgulugu denir. Bu durumda
|t —a|<e = a—e<zr<a+e = x€(a—¢ a+e)

oldugundan a nin € komsulugu (a — ¢, a + ) arahgidir [22].



1.1.20 Tamim: (z,,) bir reel say1 dizisi ve a € R olsun. Ve > 0 igin, n > ny oldugunda
|z, — a| < e kalacak gekilde € na bagli bir ng sayis1 bulunabiliyorsa (z,,) dizisi a ya yakinsaktir
denir.

Bunu soyle de ifade edebiliriz; Ve > 0 igin (x,) dizisinin sonlu sayidaki terimleri harig
geriye kalan tiim terimleri bir a reel sayisiin e-komgulugunda bulunuyorsa (z,) dizisinin

limiti a dir (veya a ya yakinsar) denir ve

lim z, = a
n—oo

veya (z,,) — a seklinde gosterilir [20,22].
1.1.21 Tanim: (z,,),,., bir bilateral dizisi ve a € R olsun. Ve > 0 icin, |n| > ng oldugunda
|z, — a| < € kalacak sekilde ¢ na bagh bir ng sayis1 bulunabiliyorsa (xy,),,., bilateral dizisi a

ya yakinsaktir denir.

lim z, =a
|n]—o0

seklinde gosterilir [28]
1.1.22 Teorem: Yakinsak bir dizinin bir tek limiti vardir [20,22].
1.1.23 Teorem: Yakinsak her dizi simirhdir [20,22].
1.1.24 Teorem: Yakinsak bir dizinin her alt dizisi yakinsaktir [20,22].

1.1.25 Tanim: (z,, ), (z,) dizisinin bir alt dizisi olsun. (x,, ) yakinsak ve limiti a ise bu

a noktasia (x,,) dizisinin bir limit noktasi1 denir [22].

1.1.26 Tanim: (x,,) C R bir dizi olmak iizere ve = € R olsun. x noktasimin her komsu-
lugunda (z,,) dizisinin  den farkli en az bir eleman1 varsa bu z noktasina (x,,) dizisinin bir

yigilma noktasidir denir [22].
1.1.27 Tanim: L bos olmayan bir kiime ve F', reel yada kompleks sayilar cismi olsun.

+ : LxL— L (toplama)

Fx L — L (skalerle ¢carpma)

doniistimlerini tanimlayalim. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa L ye F' tizerinde lineer uzay

(veya vektor uzay) denir [24]. Vo5 € K ve z,y € X i¢in



Ll.o+y=y+x

L2. (x4+y)+z=x+ (y+2)

L3. x + 0 = 6 + z olacak sekilde bir § € X vardir.

L4.Vz € X igin © + (—z) = 6 olacak sekilde bir (—z) € X vardur.
L5. a(fx) = (af) x

L6.a(z+y) =ax+ay

L7. (a+p)z =ax + px

I8 1-z=x

1.1.28 Tanim: L, F' cismi iizerinde bir lineer uzay olsun ve M, L nin bog olmayan
bir alt kiimesi olsun. M, L lineer uzayindaki iglemlere gore kendi bagina bir lineer uzay

olugturuyorsa M ye L nin lineer altuzay: denir [24].
1.1.29 Tanim: X bos olmayan bir kiime olsun.
p: XxX —=R

fonksiyonu i¢in V,y, z € X olmak iizere;
i.p(r,y) =0 =y
i. p(z,y) = p(y,v)
ii. p(z,y) < p(x,2)+p(2,y)
sartlar1 saglaniyorsa p fonksiyonuna X iizerinde bir metrik ve p ile birlikte X e metrik

uzay denir ve (X,p) ile gosterilir [23,24].

1.1.30 Tanim: (X, p) bir metrik uzay, xo € X ve r > 0 bir reel say1 olsun.

i. B(zg,7) ={x € X : p(x,x9) < r} kiimesine zq merkezli r yarigaph agik yuvar,

ii. B (z9,7) = {x € X : p(x,30) < r} kiimesine xo merkezli r yaricaph kapali yuvar,

iii. B (20,7) = {x € X : 0 < p(z,29) < r} kiimesine z¢ merkezli r yarigaph delik yuvar
ve

iv. S (zo,7) ={x € X : p(x,z9) = r} kiimesine z¢ merkezli r yarigapli yuvar yiizeyi denir

[24].
1.1.31 Tanum: (X, p) bir metrik uzay ve (x,), X de bir dizi olsun.

lim p (z,,2) =0

n—oo



olacak gekilde bir x € X varsa (x,) dizisine X de yakinsaktir ve x e de dizinin limiti denir.

lim z, =z veya (z,) — x ile gosterilir [23,24].

n—oo

1.1.32 Tanim: (X, p) bir metrik uzay ve A C X olsun. Her z € A igin B (z,7) C A
olacak sekilde bir r pozitif sayisi varsa A ya X in agik alt kiimesi veya A, X de aciktir denir.

X in B altkiimesinin X deki tiimleyeni yani B = X — B, X de agiksa B ye kapal kiime
denir [24].

1.1.33 Tanim: (X, p) bir metrik uzay A C X ve zy € A olsun. B (zg,e) C A olacak

sekilde bir £ > 0 sayis1 varsa A ya xo i bir civari ve xy da A min bir i¢ noktasidir denir [24].

1.1.34 Tanim: (X, p) bir metrik uzay A C X ve zp € X (bu nokta A min bir noktasi
olabilirde olmayabilirde) olsun. zo 1 herbir B’ (2¢,¢) delik civar1 A ya ait bir nokta ihtiva
ediyorsa yani; B’ (z9,€) N A # @ ise xy noktasina A min yigilma noktas: denir.

A nin yigilma noktalarmin A’ kiimesi ile A nin noktalaridan ibaret olan kiimeye A nin
kapanist denir ve A ile gosterilir. Oyleyse A = AUA’ dir. A, A y1 ihtiva eden en kiiciik kapal
kiimedir.

A nin kapali olmast igin gerek ve yeter sart A = A olmasidir [24].

1.1.35 Tamim: (X, p) bir metrik uzay A C X olsun. A nin kapamsi X e esit ise yani,
A= X ise A ya X de yogundur denir. Eger X in sayilabilir yogun bir altkiimesi varsa X e
ayrilabilir denir.

Ornegin; Q, R de yogundur. Ayrica Q sayilabilir oldugundan R ayrilabilirdir [24].

1.1.36 Tanim: f, X den Y ye bir bagint1 olsun. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa f
bagintisina bir fonksiyon denir.

i. Her x € X i¢in (z,y) € f olacak sekilde bir y € Y vardir.

ii. Eger (z,y) € f ve (x,2) € f ise y = z dir.

O halde X den Y ye bir f fonksiyonu, X in her elemanini Y nin bir tek elemanina
gotiiren kuraldir. (z,y) € f < y = f (z) olmak iizere X den Y ye bir f fonksiyonu genelde
f: X =Y ile gosterilir [24,26].

1.1.37 Tanim: X in bos olmayan bir A altkiimesi verilsin.

1, reA
0, ze€X\A

v =



olarak tanimlanan y 4 : X — {0, 1} fonksiyonuna A nin karakteristik fonksiyonu denir [25].

1.1.38 Tanim: Reel veya kompleks terimli biitiin dizilerin kiimesini w ile gosterelim.

Eger z = (z1), y = (yx) ve « bir skaler olmak iizere w;
r+y=(rp+y) ve axr = (axy)

islemlerinin altinda (yani toplama ve skalerle ¢arpma iglemlerine gore kapal ise) bir lineer

uzaydir. w nin her alt lineer uzayina dizi uzay: denir. Ornegin;

loo = {x = (xy) : sup |zx| < oo}
k

sinirh dizi uzayini,

c= {x = (xg) : liinxk mevcut}
yakinsak dizi uzaymi ve
co = {a: = (xg) : h}gﬂﬂ = 0}

sifira yakinsak dizilerin uzayim temsil eder [18,25].

1.1.39 Tamim: X ve Y, w mn iki alt kiimesi olsun. A = (a,;) reel yada kompleks terimli

sonsuz bir matris olmak iizere, z = (z3) € X, Vn € N ve her n > 1 i¢in

yn = (Az), = Zankxk
k=1

serisi yakisak ise (y,,) = ((Az),) = Az doniigiim dizisi mevcuttur denir. Eger her z € X
icin (y,) = (Ax), doniisiim dizisi meveut ve ((Ax),) € Y ise A = (a,;) matrisine X den Y

icine bir matris doniistimii tanimlar denir [15,18].

1.1.40 Tanim: Eger bir z dizisi i¢in Az doniisiim dizisi mevcut ve bir L degerine yakinsak
ise = dizisi L degerine A-limitlenebilirdir (veya A-toplanabilirdir) denir ve A —limz = L ile

gosterilir [15,18].

1.1.41 Tanim: Eger A, X den Y i¢ine bir matris doniigiimii tamimlar ise A € (X,Y)

olarak yazilir. Toplam ve limiti koruyan matrislerin simfimi (X, Y’; p) ile gosterecegiz [15,18].

1.1.42 Tanim: Eger A matrisi yakinsak diziyi yakinsak diziye doniigtiiriiyor ve ayni
zamanda limiti koruyorsa bu A matrisine regiiler matris denir ve A € (¢, ¢;p) ile gosterilir

[15,18].



1.1.43 Teorem: Bir A = (a,;) matrisi verilsin. A € (¢, ¢;p) olmasi igin gerek ve yeter

sart;
i. sup E |ank| < oo
"ok
7. lim a,, =0
n—oo

177, lim E Anr = 1
n—oo k:

olmasidir [21].

1.1.44 Tanim: (x,,), Y a, serisinin n. ci kismi toplami olarak ve onun aritmetik ortala-

masi olan
T+ 29+ -+ o,
Op = ,n=1,2,...
n

olarak verilsin. Eger {o,} yakinsak ise ) a,, serisi Cesdro toplanabilir (veya (C,1) toplan-
abilir) denir. Eger lim o, = S ise o zaman ) a, serisinin Cesdro toplami (veya (C,1)

toplami) S dir denir. Cesdro toplanabilirlige karsilik gelen matris

matrisi olup Cesaro matrisi olarak tanimlanir. Ayrica Cesaro matrisi regiiler bir matristir

[25].



2. ONCEKI CALISMALAR

2.1 istatistiksel Yakinsaklik

2.1.1 Tammm: A C N ={1,2,...,n,...} olsun. x4, A kiimesinin karakteristik fonksiyonu

ve
1 n
d"(A>:ﬁZXA(k)’ n=12...
k=1

olmak iizere

d(A) = lim infd, (A) wve d(A)= lim supd, (A)

sirasiyla A nin alt ve iist asimptotik yogunlugu olarak adlandirilir [13].

Bu tanim asagidaki tanima esdegerdir.

2.1.2 Tamim: AN{1,2,...,k, } kiimesindeki k reel sayisina esit veya k den daha kiigiik

pozitif tamsayilarin sayisimi A (k) ile gosterirsek yani;
Ak)={n<k:ne A}

ve (' Cesaro matrisi olmak tizere C'x 4 dizisinin k. ci terimi

dir ve boylece

d(A) = lim 14w

k—oo  k
mevcuttur ve bu dogal yogunluk olarak adlandirilir. Buradaki | | isareti kiimedeki elemanlarin
sayisini gosterir [16,19].
Buradan anlagilacag: iizere bir kiimenin alt ve iist asimptotik yogunluklari mevcut ve

birbirine egit ise dogal yogunluk olarak da adlandirilabilir.

2.1.3 Tanim: A C N = {1,2,...,n,...} olsun. y,, A kiimesinin karakteristik fonksiyonu

ve
1 n
5n(A)_mk§1XA(k)7 n_1727"'

olmak iizere

§(A) = lim infé, (A) wve &(A)= lim supd, (A)

- n—oo n—00

sirasiyla A nin alt ve iist logaritmik yogunlugu olarak adlandirihir [13].

2.1.4 Tanim: Eger lim d,, (A) = d(A) ve lim 6, (A) = 0 (A) mevcut ise o zaman d (A)

ve 0 (A) ya sirasiyla A nin asimptotik ve logaritmik yogunlugu denir [13].
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Her A C Nigin d(A) < §(A4) < 6(A) < d(A) dir. Bu durumda eger d (A) mevcut ise
d (A) da mevcuttur ve d (A) = 0 (A) dir. Fakat tersi dogru degildir. Ayrica bu sayilar [0, 1]

kapali araligina aittir.

2.1.5 Tanim: Reel sayilarin bir @ = (), dizisi her ¢ > 0 i¢in d (A4 (¢)) = 0 mevcut

ise ¢ € R sayisina istatistiksel yakinsaktir denir. Buradaki
A)={neN:|z, - >¢}

dir [13].
Biz bu tanim soyle de ifade edebiliriz; Reel sayilarm bir & = (), dizisi { € R sayisina

istatistiksel yakinsaktir 6yleki Ve > 0 igin

1
klim E|{n§k:|mn—§|28}|:0

yani hemen hemen her n i¢in |z, — £| < ¢ dir. Bu durum st-lim z,, = ¢ ile gosterilir [5,7].
2.1.6 Ornek: z = (z,,) dizisi

1, n=k?ise

2, n # k? ise

Tn =

seklinde tanmimlansin. © = (x,,) dizisini agik olarak yazdigimizda
(xn) =1(1,2,2,1,2,2,2,2,1,2,...)

dir. Bu dizinin bilinen (ordinary, alisilmig) anlamda yakinsak olmadig1 agiktir. Ancak istatis-
tiksel yakinsaktir. Ciinkii; z = (x,,) dizisinin 2 den farkl elemanlarimin sayisina baktigimizda

indis kiimesinin yogunlugu sifirdir. Gergekten; Her € > 0 i¢in 2 = (z,,) dizisinin indis kiimesi
\{ngk:]xn—Z\26}\§\{n§k:xn7é2}|§\/E

olup

1 1
limE|{n§k:|xn—2|25}|§klim\/7%:lim 0

k—oo k—o0 ﬁ -

oldugundan = = (x,) dizisi 2 ye istatistiksel yakinsaktir ve st-limz,, = 2 olarak gosterilir.
Demek ki bilinen anlamda yakinsak olmayan bir dizi istatistiksel yakinsak olabilir.
Yakinsak bir dizinin sinirli oldugunu biliyoruz. Asagidaki érnekte bir dizinin istatistiksel

yakinsak oldugu fakat sinirli olmadigi gosterilmistir.
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2.1.7 Ornek: = = (z,,) dizisi

Vn, n=k? ise
7, n # k? ise

Ty =

seklinde tammlansin. 2.1.6 Ornege benzer bir yolla z = (x,,) dizisini agik olarak yazdigimizda
(z2) = (1,7,7,2,7,7,7,7,3,7,...)
dir. Her € > 0 i¢in
{n<k:lo, -7 > <{n<k:z, A7} <VEk

olup

1 k 1
lim E\{n§k:|xn—7\2€}\§hm%: lim — =0

k—o0 k—oo \/E -

oldugundan z = (x,,) dizisi 7 ye istatistiksel yakinsaktir. Fakat bu dizi iistten sinirsizdir.

2.1.8 Tanum: = = (x,,) bir dizi ve p pozitif bir reel say1 olsun. x = (z,,) dizisi eger;

k
.1 »
hinE E_l |z, — LI =0
olacak gekilde kompleks bir L sayisi varsa kuvvetli p—Cesaro toplanabilirdir denir [10].

2.1.9 Tanim: = = (x,,) bir dizi oldugunda z in araligim {z, : n € N} geklinde gostere-
cegiz. Eger {z,;)}, = in bir altdizisi ve K = {n(j):j € N} ise {z,(;)} yi kisaca {z},
olarak yazacagiz. Bu durumda d (K) = 0 ise {z}, yogunlugu sifir olan altdizi veya ince bir
altdizi olarak adlandirilir. Diger taraftan, {x},- eger K sifir yogunluga sahip degilse z in ince
olmayan altdizisi olarak adlandirilir [8].

Eger © = (z,,) dizisinin £ ye yakinsak altdizisi mevcut ise £ sayisit bir x dizisinin bilinen
anlamda (aligilmig) limit noktasidir. Dolayisiyla Fridy [8] buradan istatistiksel limit noktasi

ve istatistiksel cluster noktas: kavramlarini asagidaki gibi tanimlamigtir.

2.1.10 Tanim: = = (z,) dizisinin 7 ya yakinsak ince olmayan altdizisi mevcut ise 7

sayisina r = (z,,) dizisinin bir istatistiksel limit noktasidir denir [8].
2.1.11 Tanmim: Her ¢ > 0 i¢in
{neN: |z, — ¢ <&}
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kiimesi sifir yogunluga sahip degilse ¢ sayisina x = (x,,) dizisinin bir istatistiksel cluster
(yi1gilma) noktast denir [8].

Herhangi bir x = (z,,) say1 dizisi i¢in aligilmig limit noktalarimin kiimesi L, istatistiksel
limit noktalarimin kiimesi A, ve istatistiksel cluster (yigilma) noktalarmin kiimesi I', ile

gosterilir.

2.1.12 Ornek: Bir 2 = (x,,) dizisi

2, n=~k
h=1 keN
’ {1,n¢k2 -

seklinde tanimlansin. Burada = = (x,,) dizisinin 1 e istatistiksel yakinsak oldugu agiktir.

Bu dizinin alt dizileri

(Tn,) =(2,2,...) ve (z,)=(1,1,...)

dir. Limit noktalarinin 1 ve 2 oldugu agiktir. (z,,) dizisi 1 e yakinsak fakat yogunlugu sifirdan
farkh oldugu icin 1 sayist x = (x,,) dizisinin istatistiksel limit noktasidir. Istatistiksel cluster
noktasi i¢in

Ae)={neN:|z, -1 >¢}
1 e istatistiksel yakinsak oldugundan yogunlugu sifirdir. Dolayisiyla
B)={neN:|z, -1 <&}

kiimesinin yogunlugu sifirdan farkli olacagindan = = (z,,) dizisinin istatistiksel cluster nok-

tasimin 1 oldugu goriiliir. Bu durumda L, = {2,1}, A, = {1} ve T', = {1} dur.

2.1.13 Onerme: Varsayalim ki 2 = (z,,) bir say1 dizisi ve M = {n € N: z, < 2,41}
olsun. Eger d(M) = 1 ve ¢ = (z,), M iizerinde siirh ise x = (x,) dizisi istatistiksel

yakinsaktir [5,7].
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu calisma icin literatiir taramas: yapilarak ilgili kitap ve makalelerden faydalamldi. Ilk
bosliimde temel tanim ve teoremler verildi. Tkinci boliimde istatistiksel yakinsaklik tanimi
verildi ve konu ile ilgili 6rnekler incelendi. Uciincii boliimde Reel say1 dizilerinin ideal yakin-
saklik kavrami verildi. Istatistiksel yakinsaklik ve ideal yakinsaklik arasmdaki iliski 6rneklerle
incelendi. Dordiincii boliimde herhangi bir metrik uzayda ideal yakinsaklik tanimi verildi.
Besinci ve son boéliimde ise sonug ve onerilere yer verilip bilateral diziler igin istatistiksel
ve ideal yakinsaklik kavramlar: tanitildi. Bilateral diziler icin verilen kavramlar ¢rneklerle

incelendi ve gerekli teoremler ispatlandiktan sonra caligma sonlandirildi.
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4. BULGULAR
4.1 ideal ve Filter

Ideal yakinsaklik kavrami N pozitif tamsayilar kiimesinin altkiimelerinin I ideali kavramina,
dayanir. Bu yiizden ideal ve ona dual olan F filter (siizgeg) kavramlarini tamitmak yerinde

olur. Bu boliimde ideal ve filter kavramlar: tanitilip arasindaki iligski incelenmistir.

4.1.1 Tanim: X # @ olsun. X in altkiimelerinin bog olmayan bir I C P (X)) sinifi eger
agsagidaki sartlar saglhyorsa I ya X de bir idealdir denir [13,17].

i.oel

ii. A, Bel — AUBel

jiii. AcI,BCA — Bel.

4.1.2 Tanim: Eger [ # & ve X ¢ [ ise I ya non-trivial (proper) ideal denir [13,17].

4.1.3 Tanim: Eger I C P (X) bir non-trivial ideal ise /, X in tiim sonlu altkiimelerini
igeriyorsa, yani

Hz}:ze X} CI

ise I ya admissible ideal denir [13,17].

4.1.4 Tanim: X # @ olsun. Eger F C P (X) kiimeler ailesi X iizerinde bir filter ise
agsagidaki ozellikleri saglar [13].

i.o¢F

it. ABeF = ANBeF

iti. Ae F,ACB = BeF

Ideal ve filter arasindaki iligki asagida verilmistir.

4.1.5 Onerme: I C P (X) bir non-trivial idealinin X tizerinde filter olmas: i¢in gerek

ve yeter sart

F=F(I)={X\A: AeI}

olmasidir (F (I), I ile iiretilmis filterdir) [13].

Ispat: Filter in sartlarmi saglatalim.

i. I bir non-trivial ideal oldugundan @ € F olsun. O halde @ = X\A olacak sekilde
A € I mevcuttur. @ = X'\ A olmasi i¢cin X = A olmasim gerektirdigi agiktir ki buda X € I
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olmasimi gerektirir. Halbuki I bir non-trivial ideal idi. Burada bir celigki s6z konusudur.
Ciinkii; X € I olursa [ bir non-trivial ideal olamaz. Dolaysiyla @ ¢ F dir.

it. A, B € I igin (X\A) N (X\B) € F oldugunu gosterelim. Kiimelerden bildigimiz basit
bir iglem ile

(X\A) N (X\B) = X\ (AU B)

olarak yazabiliriz. Buradan A, B € [ oldugundan ve ideal tanimi geregince AU B € [
oldugunu gérmek kolaydir. Dolayisiyla AU B € [ oldugundan X'\ (A U B) kiimesi F filterine
ait olur ki buda (X\A) N (X\B) € F oldugunu gosterir.

iti. (X\A) € F, (X\A) D (X\B) ise (X\B) € F oldugunu gosterelim. Varsayalim ki
(X\A) 2 (X\B) dir. (X\A) € F oldugundan A € I dir. Dolayisiyla ideal tanimi geregince
A€ l, AC Bise B € I olup buradan (X\B) € F oldugu kolayca goriiliir. Buda ispati

tamamlar.
4.2 Reel Say1 Dizilerinin Ideal Yakinsakhig:

Kostyrko v.d [13] &nce reel say:1 dizilerin ideal yakinsakhigimi aragtirdilar, daha sonra bu
kavrami herhangi bir metrik uzayda tanimladilar. ideal yakinsaklik istatistiksel yakinsakligin
bir genellestirmesidir ve pozitif tamsayilarin N kiimesinin alt kiimelerinin [ ideali kavramina
dayanir.

Bu boliimde once reel sayr dizilerinin ideal yakinsaklik kavrami tanitildi. Daha sonra
bilinen anlamda yakinsakligin aksiyomlarinin saglatilip saglatilmadigi gosterildi. Reel say1
dizileri i¢in ideal yakinsaklik; bilinen anlamdaki yakinsaklik ve istatistiksel yakinsaklik ile
arasindaki iligki orneklerle incelendi. Ardindan Connor [9] un p—yogun yakinsakligina bir
bakima denk olan /*—yakinsaklik kavrami verildi. Daha sonra Reel say1 dizileri igin /—yakinsaklik
ve [*—yakinsaklik kavramlarinin denk olmasi igin (AP) sartinin saglamasi gerektirdigi gos-

terildi.

4.2.1 Tanmmm: I, N de bir non-trivial ideal olsun. Reel sayilarm bir z = (z,,),oy dizisi
eger; her € > ( i¢in

Ale) ={n:fzn =& > e}

kiimesi [ ya ait ise £ € R sayisina [-yakinsaktir denir [13].
Eger x = (5,),cy dizisi £ € R ye I-yakinsak ise biz [ — limx, = £ (veya I —limz = &)

olarak yazacagiz ve { sayisma x = (z,,),oy dizisinin /-limiti diyecegiz.
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Simdi ideal yakinsakligin bilinen anlamdaki yakinsakligin bazi aksiyomlarini saglayip
saglamadigini gosterecegiz. Asagidaki aksiyomlar ideal yakinsaklik icin formiillegtirilmigtir.

(S) Her sabit x = (§,¢,...,&,...) dizisi £ ye I-yakinsaktir.

(H) Limitin tekligi: Eger I —limz = £ ve [ — limx = 7 ise £ = 7 dir.

(F) Eger I —lima = £ ise o zaman zx in her y altdizisi i¢in [ — lim y = £ mevcuttur.

(U) Eger bir x dizisinin her y altdizisi £ ye I-yakinsak bir z altdizisine sahip ise o zaman

x, £ ye I-yakimsaktir [13].

4.2.2 Teorem: I, N de bir admissible ideal olsun. O zaman

i. I-yakimsaklik (S), (H) ve (U) aksiyomlarimi saglar.

ii. Eger I sonsuz bir kiime igeriyorsa o zaman [-yakinsaklik (F') aksiyomunu saglamaz
[13].

Ispat: i. I bir admissible ideal oldugundan her sabit = = (&,€,...,¢,...) dizisinin & ye
I-yakimsak oldugu agiktir. Biz (H) aksiyomunu ispatlayalim. Varsayalim ki

Ale) ={n: |vn = ¢| = &}

icin [ —limz =& ve

B(e) =A{n: |z, —nl > ¢}

ee <0, |§;"’> (4.1)

olarak secelim. Varsayimdan ve 4.1.5 Onerme den dolayn,

icin I —limz =7 ve £ # n olsun.

N\A(e) ={n: |z, =&l <e}, N\B(e) ={n:|z, —n| <c}
kiimeleri F (1) filterine aittir. Dolayisiyla filterin tanimi geregince
N\A () "N\B (¢)

kiimeside F (I) filterine aittir. Bundan dolay1 bir m € N vardir 6yleki |z, — &| < &, |z, — 1] <

¢ dir. Buradan basit bir iglem ile

E—nl = [£—xp+zm—1

IN

| — &| + [2m — 7]

< €4e=2
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oldugu goriiliir ki bu (4.1) ile geligir. O halde varsayimimiz yanhstir ve £ = 7 dir.

Simdi /-yakinsakhgin (U) aksiyomunu sagladigini gosterelim. Asagida (U) ya denk olan
ifadeyi ispatlayalim: eger I — limx,, = £ esitligi saglanmaz ise o zaman z in bir y altdizisi
vardir oyleki y nin £ ye I—yakinsak bir z altdizisi mevcut degildir. 4.2.1 Tanim geregince bir

gg vardir oyle ki
Ago) ={n:|o,—¢& >0} ¢1 (4.2)
dir. O halde A (&), I bir admissible ideal oldugundan sonsuz bir kiimedir.
Algg) ={ni <ng<---<np<mp1 <---}CN
olsun. y, = z,, (k =1,2,...) alahm. O halde y = (y&),cy, * in bir altdizisidir ve (4.2) den

lye — & >0, (=1,2,...) (4.3)

dir. (4.3) den y nin [-yakmsak z = (z,,)] altdizisi olmadig goriiliir. Aksi taktirde N, I ya
ait olurdu ki bu / nin bir admissible ideal olmasi ile celisir. Buda isteneni verir.

i1. Varsayalim ki bir A = {n; <ny <--- <ny <---} C N sonsuz kiimesi [ ya aittir.
B=N\A={mj<mg<---<mp<--}

olsun. B kiimesi yine sonsuzdur. Ciinkii; B sonlu olsa idi N, [ ya ait olacakt1 ki bu I nin

admissible ideal olmasi ile gelisirdi. x = (x,,),,oy dizisini agagidaki gibi
Tp, =0, Ty, =1, (k=1,2,...)

tanimlayalim. I — lim 2, = 1 oldugu agiktir. Aym anda x in y = (2, ),y altdizisi sabittir
ve bu yiizden I — limy = 0 dir ((S) aksiyomuna bakimz). Dolayisiyla [—yakinsaklik (F)

aksiyomunu saglamaz. Boylece ispat tamamlanir.

4.2.3 Ornek: I, = {2} olsun. Bu N deki bog olmayan minimal non-trivial idealidir.
Bir dizinin /p—yakinsak olmasi icin gerek ve yeter sart sabit olmasidir.Gercekten sabit bir

r = (x,) dizisi i¢cin x = (£,§,...&,...) ise Ve > 0 i¢in
Aleo) ={n: |z, &l Z e}t =2

dir. Buda Iy = {@} oldugundan Iy—yakinsaktir. Eger bir dizi Iy—yakinsak ise A (¢) = @
oldugu agiktir. Dolayisiyla x = (x,,) sabit bir dizidir [13].
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4.2.4 Ornek: N nin tiim sonlu alt kiimelerinin sinifim I ¢ olarak tamimlayalim. O halde
I+, N de bir admissible ideal ve Iy —yakisaklik R deki ahsilmig yakinsaklik ile cakigir. Gergek-
ten; I, N nin tiim sonlu altktimelerini icerdiginden bir admissible ideal oldugu aciktir. Bir
(z,) dizisi eger £ € R sayisina bilinen anlamda yakinsak ise o zaman (z,) dizisinin sonlu
sayidaki terimleri hari¢ geriye kalan tiim terimleri £ € R sayisinin bir € komgulugunda kalir.
Dolayisiyla bu komsulugun digindaki elemanlar sonlu olup /; idealine ait olur. Bu ise (z,,)

dizisinin [;—yakimsak oldugunu gosterir [13].

4.2.5 Ornek: I, = {ACN:d(A) =0} olsun. O halde I;, N de bir admissible ideal
ve I;—yakinsaklik, istatistiksel yakinsaklik ile ¢akigir. Gergekten; Bir (z,,) dizisinin £ € R

sayisina istatistiksel yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart Ve > 0 igin
A(e)={neN: |z, —¢& >¢}

kiimesinin d (A (¢)) = 0 olmas: idi. Bu ise /; admissible ideal oldugundan (z,) dizisinin

I;—yakmsak oldugunu gosterir [13].

Simdi bilinen anlamda yakinsak olmayan ve istatistiksel yakinsak olmayan fakat ideal

yakinsak olan bir 6érnek verelim.

4.2.6 Ornek: T = {A C N : A kiimesi tek sayilarm kiimesidir}

seklinde tammlayalim. x = (x,,) dizisi

0, n=2t—1
7= (@) {2,n7é2t—1 ©

olsun. » = (x,,) dizisinin bilinen anlamda yakinsak olmadig1 aciktir. Istatistiksel yakinsak

olup olmadigina bakalim. Bunun igin
r = (z,) =(0,2,0,2,0,2...)

acik olarak yazarsak eger bu dizinin € komgulugu diginda kalan elemanlarinin indis kiimesinin
yani

Ae)={n<k:|z, -2/ >c}={n<k:z, #2}

yogunlugu sifir ise x = (z,,) dizisi 2 ye istatistiksel yakinsaktir diyecegiz. Dolayisiyla Ve > 0
i¢in © = (z,,) dizisinin 2 den farkl elemanlarina bakacagz.

im AB HSH ! 1
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oldugundan A (¢) kiimesinin yogunlugu sifirdan farklhidir, yani d (A (¢)) # 0 ve dolayisiyla
xr = (x,) dizisi 2 ye istatistiksel yakinsak degildir.

Burada sunu belirtelim: x = (z,,) dizisi aym zamanda benzer bir yolla 0 a istatistiksel
yakinsak olmadigr da goriiliir.

Simdi # = (=,,) dizisinin ideal yakinsak olup olmadigina bakalim. Once yukarida tanim-
ladigimiz [ kiimesinin ideal oldugunu gosterelim ve ideal sartlarimi saglatalim.

1. @ € I oldugu aciktir.

1. A, B € I ise I dan aldigimiz iki tek kiimenin birlesimi yine tektir ve I ya aittir.
Dolaysiyla AU B € I dir.

1ii. A€ I, BC Aise I dan aldigimiz bir tek kiimenin alt kiimesi de tektir ve I ya aittir.
Dolayisiyla B € I dir.

Buradan anlagilacag iizere I bir idealdir. Ayni zamanda I # & ve X ¢ I oldugundan
I bir non-trivial idealdir. Simdi z = (z,) dizisinin 2 ye ideal yakimsak olup olmadigim
inceleyelim. Bunun i¢in © = (z,,) dizisinin 2 den farkli elemanlarinin kiimesinin I ya ait

oldugunu gostermeliyiz. Ve > 0 icin
Ale)={n:|z,—2| >} ={1,3,5,...}

olup A (e) € I dir. Dolayisiyla x = (z,,) dizisi 2 ye ideal yakinsak oldugu goriiliir.

Demek ki hem bilinen anlamda yakinsak olmayan ve hemde istatistiksel yakinsak olmayan
bir dizi ideal yakinsak olabilir. Bu ise ideal yakinsaklhigin daha genel bir yakinsak gesidi
oldugunu gosterir. Burada hemen sunu belirtelim ideal yakinsaklik kavrami ideal se¢imine

baglidir. Yani ideali
I ={A CN: Akiimesi ¢ift sayilarin kiimesidir}

seklinde secersek = = (x,,) dizisinin 2 ye ideal yakinsak olmadigi goriiliir.
J. Connor [9] reel degerli diziler igin p—istatistiksel ve u— yogun yakinsaklik kavramlarini
tanmtmigtir. Burada g, N nin altkiimelerinin bir alan iizerine tammlanmig {0, 1} degerli sonlu

toplamsal olgiidiir.

4.2.7 Tanmim: I'; N nin tiim sonlu altkiimelerini igeren P (N) nin bir altalam olsun ve
p: T'— {0,1} sonlu toplamsal 6lgiidiir dyleki tiim k € N igin u ({k}) = 0 ve eger A C B ve
p(B)=0ise o zaman A € I' ve u(A) =0 dur.

i. z bir A € I" mevcut ise p—yogun yakinsaktir dyleki x4 € ¢y ve u(A) =1 dir. Ayrica

x, eger x — re sifira p—yogun yakinsak ise z, r ye u—yogun yakinsaktir denir.
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ii. x eger tiim € > 0 igin u ({k: |xx| > €}) = 0 ise sifira p—istatistiksel yakinsaktir ve
eger z, x — re sifira p—istatistiksel yakinsak ise x, r ye pu—istatistiksel yakinsaktir denir.
Eger T = (t,1) negatif olmayan regiiler bir matris,
I' = {A CN: limZtnk%A (k) = 0 veya limZtnk%A (k) = 1}
k=1 k=1

ve u:I'— {0,1},
#(4) = lim > tuwsea (k)
k=1

ile tamimlaniyorsa o zaman I" ve i, yukaridaki tanimin kogullarini saglar. y—yogun, p—istatistiksel
yakinsaklik ve kuvvetli T'—toplanabilme p ve I' se¢imi ile sinirh diziler iizerinde denktirler.
Burada I" yerine C'; Cesaro matrisi alinirsa p—istatistiksel yakinsaklik, istatistiksel yakin-
saklik tanimim verir [9)].

Kostyrko v.d [13] istatistiksel yakinsakligin genellestirilmigine J. Connor un yaklagim ile

ideal yakinsaklik kavraminin bir bakima denk oldugu gostermislerdir.
I={Ael:pu(A) =0}
olsun. Oyleyse I, N de bir admissible idealdir ve
F()={BCN:u(B)=1}

dir. Tersine, eger I, N de bir admissible ideal ise I' = I U F (I) olsun. Bu taktirde I', N nin

altkiimelerinin bir alamidir (cebiridir). p: I' — [0, 1] yi

Eger M € Tisepu(M)=0

Eger M € F(I) ise p(M)=1

olarak tamimlayalim. Bu tamm I NF (/) = & oldugundan dogrudur. Ayrica I bir admissible
oldugundan p ({k}) = 0 dur.

4.2.8 Teorem: I, N de bir non-trivial ideal olsun [13].
i. Eger I —limx, =&, I — limy, =nise [ —lim (z, + y,) = £ + n dir.
ii. Eger I —limx,, =&, I —limy, = nise I — lim (x,y,) = &n dir.
12¢. Eger I, N de bir admissible ideal ve limz,, = £ ise [ — lim x,, = & dir.
Ispat: i. £ > 0 olsun. O halde
£
nilaty) — €+l zet  {nilom—g 2 fufnima-n22} @9
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kapsamasi dogrudur. Gergekten; (4.4) iin sag tarafindaki kiimeler I ya aittir. Idealin tanimin-
dan dolay1 (4.4) iin sol tarafindaki kiimelerde I ya ait olur.

ii. € > 0 olsun. Asagidaki kapsama kontrol edilebilir.

{n: ey, —Enl <e} = {n:|oayn —2an +z0n — &y <€}
= {n:llznyn — zanl + |zan — &0l < &}
= {n:|zn(Wn—n) +n(z, =] <e}
2 {n:lz, <€+ 11} (4.5)

N : —E
{”"y”_f'<2<|f|+1>}
ﬂ{n:|wn—§|<ﬁ}

dir. Eger |z, —&| < 1 ise
|| = |20 = €4 €] < |zn — &+ €] <1+ ¢

olur ve _c <1 ise
2n]

{n: el <61+ 1}

U

{n:|v, —€ <1}

g

{n ey, — €| <e} 2 {n e, =€ < ﬁ} (4.6)

ﬁ{nilyn—n|<m}

elde edilir. Varsayimimizdan ve (4.6) in sag tarafindaki kiimeler F (1) filterine aittir. Bu-

Boylece (4.5) den

radan kolayca (4.6) in sol tarafindaki kiimenin de F (I) filterine ait oldugu goriiliir. Fakat
diger taraftan F (/) nin tamamlayisicist {n : |z,y, — {n| > €} kiimesi [ idealine aittir. Buda
istenilendir.

iti. I, N de bir admissible ideal oldugundan limz, = ¢ ise * = (x,) dizisinin sonlu
sayidaki terimleri hari¢ geriye kalan sonsuz sayidaki terimleri £ € R sayisinin komgulugunda
kalir. Dolayisiyla bu komgsulugun disinda kalan elemanlar sonlu olup / idealine ait olur. I
ideali I idealinin alt kiimesi oldugundan ve ideal tanimi geregince /¢ de ideal olur. /¢ nin her

admissible idealin altkiime olmasindan dolay1 I — lim x,, = £ dir ki buda ispat1 tamamlar.
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Kostyrko v.d [13] ideal yakinsaklikla bagmtili J. Connor [9] un p—yogun daki yakinsak-
ligina karsilik gelen bagka bir yakinsaklik cesidini asagidaki gibi sunmuslardir.

4.2.9 Tanim: Varsayalim ki /, N de bir admissible ideal olsun. Reel sayilarin bir x =

(75),,en dizisi eger, bir H € I kiimesi vardir 6yleki
M=N\H={m; <my<---}
icin
kh_{& T, =& (4.7)
mevcut ise £ € R sayisina [*—yakinsaktir (kisaca I* — limx,, = £ veya [* —limz = &) denir.

(4.7) nin yerine lim  x,, = & de yazabiliriz [13].

n—oo,neM
4.2.10 Teorem: Varsayalim ki I, N de bir admissible ideal olsun. Eger [* — limx,, = £
ise 0 zaman [ — limx,, = £ dir [13].

Ispat: Varsayimimizdan bir H € I kiimesi vardir 6yleki (4.7) saglanir. Burada
M=N\H={m <my<---}
dir. € > 0 olsun. (4.7) den bir kg € N vardir syleki k > k¢ icin |z,,, — &| < & dir. O halde
A(e) CHU{my,mg,...,my} (4.8)

dir. I admissible ideal ve H € I oldugundan (4.8) in sag tarafi I ya aittir. Boylece A (¢) € I
dir.

4.2.11 Tamum: [ C P (X) admissible ideali eger; I ya ait kargihkl ayrik {A4;, Ay, ...}
kiimelerinin sayilabilir her ailesi i¢cin B; C N (j = 1,2,...) sayilabilir kiimeleri vardir 6yleki

A;AB; (j=1,2,...) simetrik farki sonlu ve B = U B;, I ya ait ise [ ideali (AP) sartim
j=1
saglar denir [13,19].
4.2.12 Uyar:t: Baz1 idealler icin 4.2.10 Teoreminin tersi saglamir (Ornegin; I, ideali).
Ancak bu teoremin terisinin saglanmasi igin gerek ve yeter sart (AP) sartinin saglanmasidir

13].

4.2.13 Ornek: N = U D;, N nin bir par¢alams: olsun (yani k # [ i¢in Dy N D; = @).
j=1
D; (j = 1,2,...) sonsuz kiimeler olsun (Ornegin; D; = {27! (2s — 1) : s = 1,2,...} olarak
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secelim). J ideali tamimlayalim 6yleki
J={ACN:A D, ile sonlu sayida kesigir}

O halde J, N de bir admissible idealdir. I = J olsun. z = (z,),oy dizisini asagidaki gibi
1

tanimlayalim: n € D; i¢in z,, = = (j = 1,2,...) olsun. O halde / —lim z,, = 0 oldugu agiktir.
J

Simdi I* — lim z,, # 0 oldugunu gosterecegiz. Eger H € I = J ise bir p € N vardir 6yleki
HCDiUDyU...UD,

dir. Fakat diger taraftan 4.2.10 Teoremden dolay1 D,.; C N\H ve boylece k larin birgogu

k—o0

1
icin ,,, = 1 mevcuttur ve bu nedenle lim z,,, = 0 dogru olamaz [13].
p

4.2.14 Teorem: [ —lim x,, = £ oldugunda [* —lim z,, = £ olmasi i¢in gerek ve yeter sart
I idealinin (AP) sartim saglamasidir [13].
Ispat: Once gerek sart1 ispatlayacagiz. Varsayalim ki I, (AP) sartmi saglar. I —lim z,, = &

olsun. O halde her € > 0 i¢in
Ae)={n: |z, — & 2 ¢}
kiimesi / ya aittir. Bu nedenle agsagidaki A; (j =1,2,...) kiimelerinin

Ay = {n:lz, —¢ 21} = A1)

A, = {n%ﬁ\xn—§|<%ﬂ}:fl(%)\fl(ﬁ)

herbiri / ya aittir. ¢ # j icin A; N A; = @ oldugu aciktir. I, (AP) sartim sagladigindan
B; C N kiimeleri vardir dyleki A;AB; sonlu bir kiime ve B = U B; € I dir. Simdi ise

j=1
n € M igin

lim x,=¢ (4.9)

n—oo,n€M

1
ispatlayacagiz. Burada M = N\ B dir. n > 0 olsun. Bir k € N segelim 6yleki 1 < n dir.

O halde

k+1

fn:lea—cl=myc|JA4 (4.10)

j=1
dir. J min toplamsalligindan dolay1 (4.10) un sag taraftaki kiime I ya aittir. A;AB; (j = 1,2,...)
sonlu oldugundan bir ny € M vardir 6yleki

k+1 k+1
U B N (o, +00) = | ] 4; N (no, +00)

J=1 Jj=1
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k+1 k1
dir. Simdi eger n ¢ B, n > ng ise n ¢ U B; dir ve boylece n ¢ U A; dir. Fakat diger
j=1 =1
1
taraftan |z, —£| < il < 1 dir. Bundan dolay1 (4.9) ifadesi saglanir.
Simdi de yeter sart1 saglatalim. Varsayalim ki [ — lim z,, = £ oldugunda I* — limx,, = £
dir. [ idealinin (AP) sartin1 sagladigini gosterecegiz. { Ay, As, ...}, I min ayrik kiimelerinin

1
bir siifi olsun. = = (x,,) dizisinin € 4; (j =1,2,...) i¢in z, = =, n € N\ UAj icin z, =0
J -
J
olacak sekilde tammmlayalim. Ilk énce I — limz,, = 0 oldugunu gosterelim. £ > 0 olsun. Bir

1
m segelim 6yleki — < e dir. O halde
m
Ale)={n:|o,—¢§ >} CAUAU...UA,

dir. Buradan A () € I oldugu goriiliir. Bundan dolay1 I — limz,, = 0 dir. Sonug olarak
varsaymmimizdan

I* —limz, =0

mevcuttur. Ama diger taraftan bir B € I kiimesi vardir 6yleki

lim  x,=0 (4.11)

n—oo,n€N\B
Simdi A;AB; simetrik farkin sonlu oldugunu gostermek yeterlidir bunun i¢in B; = A; N B,
(j =1,2,...) olsun. Gergekten bu dogru ise;
UBi=JBn4)=Bn{J4,CcB
j=1 j=1 j=1

dir. B € I oldugundan UBj € I oldugu goriiliir. N\B = {m; < mgy < ...} olsun. O halde

j
(4.11) den klim Ty, = 0 dir. Bundan A; kiimesi N\ B kiimesi ile ortak elemanlarin sonlu bir

sayisina sahiptir.

A;AB; C A;n (N\B)

mevcut olup A;AB; sonludur. Buda ispat1 tamamlar.

4.3 Herhangi Bir Metrik Uzayda Ideal Yakinsaklik

Kostyrko v.d [13] reel say1 dizilerinin ideal yakisakligim aragtirdilar. Ay yil Kostyrko
vd. [14] bunu herhangi bir metrik uzayda ¢alisip gerekli teoremleri ispatladilar. Aym ¢alsmada
I—limit ve I —cluster noktalarini tanittilar.

(X, p) sabit bir metrik uzay ve I, N nin altkiimelerinin bir non-trivial ideali olarak tanim-

lansin. B (§,¢), € > 0 yarigaphi £ € X merkezli X in agik bir yuvar olsun.
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4.3.1 Tamim: X in elemanlarmin bir (z,),,. dizisi{ € X ({ = I— lim x,,) e I —yakinsaktir

ancak ve ancak her ¢ > 0 i¢gin
Afe) ={n eN:p(zn,§) 2 &}
kiimesi [ ya aittir. Burada £ elemanma = = (z,), oy dizisinin /—limiti diyecegiz [14].

4.3.2 Ornek: I, icin [ ¢ smufi N nin tiim sonlu altkiimeleri olarak almsm. O halde Iy
bir non-trivial admissible ideal ve Iy yakinsakhik X deki p metrigi ile ilgili olarak aligilmig

yakinsaklik ile gakigir [14].

4.3.3 Ornek: Biitiin A C N smifi I, ve I, sirastyla d (A) = 0 ve 6 (A) = 0 ile tanimlanir.
O halde I; ve Is non-trivial admissible ideallerdir ve sirasiyla I;—yakinsaklik istatistiksel

yakinsaklik ile, Is— yakinsaklik ise logaritmik istatistiksel yakinsaklik ile gakigir [14].

4.3.4 Ornek: ] —yakinsakhigin genis bir simfi asagidaki gibi elde edilebilir. 7 = {tnr b ken

negatif olmayan regiiler bir matris olsun. A C N, n € N i¢in
5 (A) = top.sea (k)
k=1

olsun. Eger lim dgl ) (A) = dr (A) mevcut ise o zaman dp (A), A nin bir T—yogunlugu olarak

n—oo

adlandirihir. 7" nin regiilerliginden lim Ztnk = 1 oldugu ve buradan eger lim d(Tn ) (A) =

k=1
dr (A) mevcut ise dr (A) € [0,1] oldugu goriiliir.

I, = {ACN:dr(A) =0}

olsun. O halde /4, bir non-trivial idealdir ve I, hem /;—yakinsaklik hemde /5—yakinsakhigin

ozel bir durumunu icerir. Gergekten; I;— yakinsaklik

1
k

bnk = _n’k<n
0, k>0

segimi ile logaritmik istatistiksel yakinsaklik elde edilir [14].
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4.3.5 Ornek: Diyelim ki N = U Aj, N nin bir ayrisimi olsun 6yleki her A; sonsuzdur
j=1
ve i # j i¢in A;NA; = @ oldugu aciktir. A;-s nin sonlu bir sayis1 sadece kesigen tiim A C N

smifi € olarak tanmimlansin o zaman ¢ bir non-trivial idealdir [14].

4.3.6 Sonug: [ bir admissible ideal ise X deki aligilmig yakinsaklik X in /—yakinsakligini

ima eder [14].

Reel say1 dizileri igin saglanan (5), (H), (U)ve (F') aksiyomlar: herhangi bir metrik uzay

icinde saglanir.

4.3.7 Onerme: Varsayalm ki X en az iki noktaya sahiptir. Diyelim ki I < 2% bir
admissible idealdir [14].
i. [—yakinsaklik (S), (H) ve (U) yu saglar.

ii. Eger I sonsuz bir kiime igerir ise o zaman [—yakinsaklik (F') yi saglamaz.

4.3.8 Uyar1: Eger I herhangi bir sonsuz kiime icermeyen bir admissible ideal ise I —yakinsaklik
alisilmig yakinsaklik ile cakigir ve (F) nin saglanacag agiktir [14].

Istatistiksel yakinsaklik teorisinde bilinen bir sonuc ile I*—yakimsaklik ele alinmistir.
"Reel sayilarin bir & = (x,),y dizisi { e istatistiksel yakinsak olmasi icin gerek ve yeter
sart bir M = {m; <my <--- <my <---} C N kiimesinin olmasidir 6yleki d (M) = 1 ve

klim T, = & dir.” Kostyrko v.d [14] bu sonugtan yola ¢ikarak agagidaki tanimi vermislerdir.

4.3.9 Tanim: X in elemanlarinm bir z = (z,,),, .y dizisi £ € X e I*—yakinsak olmasi i¢in
gerek ve yeter sart bir M = {m; <mg <---mp <---} CN, M € F(I) (yani N\ M € I)
kiimesinin var olmasidir 6yleki

Jim p (2, €) =0

dir [14].

4.3.10 Onerme: I bir admissible ideal olsun. Eger I* — lim z,, = ¢ ise o zaman I —

lim x, = & dir [14].

k—o0
I—yakinsaklik ve I*—yakinsaklik arasindaki kargit igerme (X, p) metrik uzay yapisi iiz-

erine baghdir.

4.3.11 Teorem: (X, p) bir metrik uzay olsun.
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. Eger X in bir yigilma noktasina sahip degilse, o zaman [ —yakinsaklik ve I*—yakinsaklik
her I C P (N) admissible ideali i¢in gatigir.

ii. Eger X bir yigilma noktasina sahip ise, o zaman bir I C P (N) admissible ideali ve
X in elemanlarmm bir (y,),,.y dizisi vardir oyleki I — 711Lr£30 x, = & dir. Fakat I* — lim y,

yoktur [14].

I—yakinsaklik ve I*—yakinsakligin hangi sartlar altinda esit olacagini soylemistik. Simdi
ise herhangi bir metrik uzayda nasil esit olacagini gosterecegiz. Asagida 4.2.12 Tanim daki

(AP) ozelligini kullanacagz.

4.3.12 Teorem: [ C P (N) bir admissible ideal olsun [14].
i. Eger I ideali (AP) ozelligini sagliyor ve ayrica (X, p) keyfi bir metrik uzay ise o zaman
X in elemanlarinm keyfi bir {x,}, . dizisi i¢in [ — lim z,, = { ise I* — lim z,, = ¢ dir.

ii. Eger (X, p) en az bir yigilma noktasina sahip ve X in elemanlarinin keyfi bir {x,},
dizisi ve her £ € X i¢in I — lim x, = &, I* — lim z,, = £ oluyorsa o zaman [ (AP) ozelligine

sahiptir.
4.4 [—-limit ve ] —cluster noktalar:

Bir ¢ € R sayma, d (M) > 0 ve klim T, = & olacak sekilde bir M = {m; <ma < ---} C
N kiimesinin varhgimi saglayan reel sayilarin bir (z,), .y dizisinin istatistiksel limit noktas:
denir. Bir £ € R sayisma, her ¢ > 0 i¢in d{n € N : |z,, — {| < £} mevcut olan = = (z,,), .y

dizisinin istatistiksel cluster noktas: denir.

Kostyrko vd [14] agsagidaki yontemle bu kavramlar [—yakimsakliga geniglettiler.

4.4.1 Tanim: (X, p) bir metrik uzay ve z = (x,,) X in elemanlarinin bir dizisi olsun.

neN
i. Bir £ € R eleman, M ¢ I ve ;}H& T, = & olacak sekilde bir M = {m; <ms <---} C
N kiimesinin varligini saglayan = in /—limit noktas:1 olarak adlandirilir.
1. Bir £ € R elemaninin x in [—cluster noktasi olmasi igin gerek ve yeter sart her ¢ > 0
icin {n € N: p(z,,§) < e} ¢ I mevcut olmasidir. [14]

x in biitiin /—limit ve /—cluster noktalarmin kiimesi sirasiyla I (A;) ve I (I';) olarak

tammlanir.

4.4.2 Onerme: I bir admissible ideal olsun. O halde X in elemanlarimn her z = (z,)

dizisi i¢in I (A,) C I (I',) vardir [14].

neN
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4.4.3 Teorem: I bir admissible ideal olsun [14].

i. I (I';) kiimesi X in elemanlarimin her x = (x,),,o dizisi i¢cin X de kapalidir.

i1. Varsayalim ki (X, p) ayrilabilir bir metrik uzaydir. M,, C N ve n € N i¢in M, ¢ I
olacak sekilde {M,}, y kiimelerinin ayrik bir dizisinin oldugunu varsayalim. O halde her
kapali F' C X kiimesi i¢in F' = I (I';) olacak sekilde X in elemanlarmm bir x = (z,), oy

dizisi vardir.
4.5 [—yakinsaklik Ve [*—yakinsakligin Yakinsaklik Alanlar:

I—yakinsaklik ve I*— yakinsaklik (I bir admissible ideal olmas1 durumunda) bir regiiler
toplanabilme metodu olarak diisiiniilebilir. Kostyrko v.d [13] F'(I) ve F (I*) yakinsaklik

alanlar1 soyle tanimlamigtir:

F(I) = {z=(z,) €ly: I —limz, € R mevcut}

F(I") = {z=(z,) €l : [" —limz, € R mevcut}

Buradaki F'(I) ve F'(I*) sirasiyla [—yakinsak ve [*—yakinsakhigin yakinsaklik alanlaridir.

Bu yakinsaklik alanlari agagidaki sup-norm

o0

||| = Slllg) |z,|, o= (2n)] €Ll

ile tiim sinirh reel dizilerin lineer normlu uzay: /., un altkiimeleri gibi caligilmigtir.

F (I) ve F (I*) m ozelliklerini I ideali tizerine baghdir. Ik 6nce maksimallik basta olmak
tizere N deki ideallerin bazi 6zellikleri tanitildi.

Z, N deki tiim admissible ideallerin sinifidir ve kapsam ile kismi siralanabilir. Eger Z, C
Z, Z nin siralanmig bog olmayan (lineer) altsinifi ise o zaman U Zy yine Zj icin bir iist sinir
olan N deki bir admissible ideal oldugu kolayca goriiliir. Asagida N deki maksimal admissible

ideallerin bir karakterizasyonu verilmigtir [13].

4.5.1 Lemma: N deki bir /; ideali N de bir maksimal ideal olmasi i¢in gerek ve yeter
sart, her A C N i¢in
(A€ ly) Vv (N\A e I) (4.12)
ifadesini saglar [13].
Ispat: Once gerek sart1 saglatalim. Varsayahm ki I, (4.12) yi saglar. Gosterelim ki I,

maksimal admissible ideal dir. Aksini varsayalim ki N deki /; bir admissible idealdir 6yleki

I; D Iy dir. O halde bir A C N kiimesi vardir 6yleki A € I;\ Iy dir. Bundan dolay1 A ¢ I ve
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sonug olarak (4.12) den N\ A € I, mevcuttur. Fakat diger taraftan A € I;, N\A € [; olmasi
N € I oldugunu verir ki bu bir geligkidir. Ciinkii varsayimimizdan /; admissible ideal idi.
Bu da Iy in maksimal ideal oldugunu gosterir.

Simdi yeter sart1 saglatalim. Varsayalim ki I, bir maksimal admissible idealdir. (4.12)
nin saglandigin1 gosterecegiz. Bunun igin aksini ispatlayalim. Dolayisiyla bir A C N kiimesi
vardir oyleki

(A ¢ Io) N (N\A ¢ Io) (4.13)
mevcuttur.

K={XCN:XNnA€ I}

sinifin1 inga edelim. Gosterecegiz ki

a. K O I

b. K, N de bir admissible idealdir.

Ik 6nce a. y1 gosterelim.

a. X € Iy olsun. O halde XN A C X dir. Bunedenle XN A € I dir ve bu yiizden X € K
dir. Bu da istenilendir.

Simdi de b. yi gosterelim.

b. N ¢ K ve K, n € N herbir tek nokta {n} igerdigi asikardir. Ayrica X;, Xy € K ise
XiNA, XoNAe€ Iy dir bu nedenle

(X, UX2)NA=(X;NA)U(XyN A)

Iy a aittir. Dolayisiyla X7 U X5, K ya aittir. X € K ve X; C X olsun. O halde X; N A C
X N A € Iy, bundan dolay1 X1 N A € Iy, X; € K dir.
Boylece K, N de bir admissible ideal ve K O I oldugu goriiliir. I, 1n maksimalliginden
Iy = K mevcuttur. (N\A)NA = & € I oldugundan N\ A € K dir. Fakat bu (4.13) ile ¢elisir.
Simdi tekrar F'(I) ve F (I*) altuzaylarina donelim. F' (I) ”biiyiikliigi” I ideali tizerine

baglidir. Bu durum agagidaki teoremde gosterilmistir.

4.5.2 Teorem: I, N de bir admissible ideal olsun. O halde F' (I) = /., olmasi i¢in gerek
ve yeter sart / nin N de maksimal admissible ideal olmasidir [13].

Ispat: Once gerek sart1 ispatlayalim. Varsayalim ki 7, N de bir admissible idealdir. z =
(2,)]° € lo olsun. I —limz, € R varhgm gosterecegiz. Bunun icin = € (4 oldugundan

a,b € R sayilar vardir 6yleki a < z, < b (n=1,2,...) agagidaki kiimeleri

b b
Alz{n:agxnga;— }, Blz{n:a;— gxngb}
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olarak alalim. O halde A; U B; = N dir. I bir admissible ideal oldugundan her iki A;, B;
kiimelerinin ikisi birden / ya ait olamaz. Bu nedenle bunlardan en az biri / ya ait degildir. D,
ve I; e karsilik gelen araligi tanimlayalim. Boylece Dy kiimesi (sonsuz) ve I; araligi mevcuttur
oyleki

Di={n:z,eli} ¢1

dir. Boylece tiimevarim ile

Lo 21,2:--

I,, = [an, by] olmak tizere kapali araliklarin bir dizisini inga edebiliriz. Bu durumda lim (a, — b,) =
0(n=1,2,...) ve

Dy={n:x,elt ¢l (k=1,2,...)
dir. £ € ﬂ I}, ve € > 0 olsun.

k=1
M={n:|z,—¢& <e}

kiimesini inga edelim. Yeterince biiyiik m igin I,, = [am, b)) C (£ — €,& + €) meveuttur. D,, ¢
I oldugundan M (g) ¢ I oldugu goriiliir. M (¢) € I oldugundan, I nin maksimalliginden ve

4.5.1 Lemma geregince,
Ale)={n:|zn — & 2t =N\M(e) € ]

dir. Bundan dolay1 I — limz,, = £ dir.
Simdi yeter sart1 ispatlayacagiz. Varsayalim ki I maksimal ideal degildir. O halde 4.5.1
Lemma geregince bir

M:{m1<m2<---}gN

kiimesi vardir oyleki M ¢ I, N\M ¢ I dir. z = (x,,)]° dizisini z,, = s (n) (n =1,2,...)
gibi tamimlayalim. O halde z,, € ¢, dur. Gosterecegiz ki [ —lim z,, mevcut degildir. Buradan

her £ € R ve yeterince kiigiik € igin
{TL: |xn_§| 25}

kiimesi M ye, N\M ye yada N ye esittir ve dolayisiyla bunlarmn hicbiri I ya ait degildir.

Buda ispat1 tamamlar.

4.5.3 Uyarn: 4.5.2 Teoremi sinirsiz diziler igin genisletilemez [13].
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4.5.4 Onerme: ] bir admissible ideal olsun. Reel sayilarmn sirsiz bir dizisi vardir ki
I — lim x,, mevcut degildir [13].

Ispat: I bir admissible ideal ve 2, = n (n = 1,2, ...) istenilen bir dizi oldugundan ispat1
yapmak kolaydir.

Simdi F' (1) ve F' (I*) yakinsaklik alanlarinin topolojik ¢zelliklerini ve birbirleri arasindaki

iligkiyi aciklayacagiz.

4.5.5 Teorem: Varsayalim ki /, N de bir admissible ideal dir. O halde F'(I), {s un
kapali lineer altuzayidir [13].

Ispat: z(™ = (xgm)x; €eF(I)(m=12...), nll_{r(l)o ™ =g (o dax = (xj);il yani
TAI_I)I;O Hx(m) - x” = 0 olsun. z € F (I) oldugunu ispatlayacagiz. Varsayimdan I — lim z(™ =
¢, €R (m=1,2,...) mevcuttur. Ispat1 iki adimda yapacagiz.

L. (&,)7 bir Cauchy dizisi oldugunu gosterecegiz (Syleki nll_rgo & =& € R vardir).

2. I —limx = £ oldugunu gosterecegiz.

Bunun i¢in 6nce 1.ispatlayalim.

1. n > 0 olsun. WIL% ™ = 2z oldugunda (x(m))(;o dizisinin /., da bir Cauchy dizisi

oldugunu goriiriiz. Bu nedenle bir mg € N vardir 6yleki her u,v > my igin
[EREE R (4.14)

mevcuttur. u, v > my i¢in

U(g) = {j: m§u)—§u‘<g}
o) - -l

kiimeleri F (I) filterine aittir. Dolaysiyla bunlarmn kesigimi bog degildir. s € U () NV (%)
elemani icin

‘a:g“) — &u| < g, |xg”) — & < g (4.15)
vardir. Basit bir degerlendirme ile (4.14) ve (4.15) den

u—gol < Jeu—ald] + [ — 0] + Jof0 — o]

n.,n.,n_
< gtztz =T

elde ederiz. Bundan dolay1 (,,)]° bir Cauchy dizisidir ve bu yiizden £ = lim &, € R dir.

2. € > 0 olsun. vy segelim oyleki v > vy i¢in ayn1 zamanda

v —¢| < % |z — 2| < (4.16)

<
3
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vardir. Her n € N igin
|z, —&] < ‘xn—x,(f)|+‘xfl”)—§u|+|§v—§| (4.17)
mevcuttur.

Ae) = {n:fzn—¢lzet, CA(e)={n: |z, - ¢ = ¢}
1(E) = {rob 23] o ()= forleb -l <)

olsun. O halde (4.16) ve (4.17) den her n € A, () i¢in |z, — | < € elde ederiz. Boylece
€
— ) C .
CA, (3) C CA(e) (4.18)

dir. A, (%) € I oldugundan eger (4.18) dekinin tiimleyeni alinirsa A (¢) € I bulunur. Boylece

2. nin ispat1 biter.

F (I) ve F (I*) yakinsaklik alanlarimi soyle 6zetleyebiliriz: 4.2.9 Teorem de F' (1) C F (I*)
oldugunu gosterdik. 4.2.13 Teorem de F'(I) = F (I*) olmast igin gerek ve yeter sartin / nin
(AP) sartim saglamasidir. Ayrica 4.5.2 Teorem den eger [ bir maksimal ideal ise F' (1) = (o
dur. Boylece eger I bir maksimal ideal degil ve (AP) sartin1 saglamiyorsa o zaman F (I) C
F (I*) C £y dir. Simdi her I admissible ideali igin F' (/*) kiimesi F' (1) da yogun oldugunu
gosterecegiz. Bunun icin agagidaki teoreme bakalim.

4.5.6 Teorem: N deki her I admissible ideali i¢in F' (I*) = F (I) dir (M, £, daki M nin
kapanigidir) [13].

Ispat: 4.2.9 Teorem den dolayr F (I) C F(I*) dir. F(I), s da kapal oldugundan
m C F (1) elde ederiz. Bundan dolayr F' (I) C m oldugunu ispatlayacagiz. z €
icin B(z,0) = {x €ly:||lx—2| <6}, § > 0 ({s daki yuvar) alalm. Her y € F (I) ve
0<d<1igin

By, 0)NF(I") # 2 (4.19)
oldugunu gostermek yeterli olacaktir. L = I —lim y alalim. Keyfi bir 7 (0, §) segelim. O halde
Am) ={n:ly.— L Zznt el

dir. & = (z,)] dizisini eger n € A (n) ise z,, = Yy, diger durumlarda z,, = L olacak gekilde
tammlayalim. O zaman x € (o, [* —limx = L ve x € B (y,n) oldugu agiktir. Boylece (4.19)

saglanmig olur. Buda ispat1 tamamlar.
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5. SONUC VE ONERILER

5.1 Bilateral Dizilerinin Istatistiksel Yakinsakhg:

Agrawal ve Srivasatava [28] bilateral dizileri tamimladilar. Reel say1 dizileri igin istatis-
tiksel yakinsaklik kavramin ilk defa 1951 yilinda Fast [1] verdi. Yogunluk ile iligkisini Buck
[3] inceledi. Toplanabilme ile iligkisini Schoonberg [4] ¢aligt1 ve bunu D-yakinsaklik olarak
tammladi. Fridy [5] Istatistiksel limit ve istatistiksel cluster noktalar1 kavramlarmi verdi.
Salat [7] istatistiksel yakinsakhigin topolojik 6zelliklerini inceledi. Connor [9] yogunluk yer-
ine iki degerli 6l¢ii kavramini kullanarak p—istatistiksel ve p—yogun yakinsaklik kavramlarini
sundu. Connor [10] istatistiksel yakinsakhigin kuvvetli p-Cesaro toplanabilir oldugunu gos-
terdi. Fonksiyon dizilerinin istatistiksel yakinsakligi igin Duman ve Orhan [34] ve Wilczynski
[35] galigmalar yapmiglardir. Fark dizilerinin istatistiksel yakisakligim Bagarir [33] galigti.

Bu boliimde bilateral dizileri igin istatistiksel yakinsaklik kavrami 6érneklerle aciklandi. Bi-
linen anlamda yakinsaklik ile iligkisi incelendi. Istatistiksel yakinsak bilateral dizinin kuvvetli

p-Cesaro toplanabilir oldugu gosterildi.
5.1.1 Tamim: x = (z,,),,., bilateral dizisi Ve > 0 igin
Ale)={neZ: |z, —¢ > ¢}

kiimesinin yogunlugu sifir ise £ € R sayisina istatistiksel yakinsaktir denir. Bu kiimenin

yogunlugunun sifir olmasi1 demek
o1
A(A@©) = lim 7 [{n < [K]: [, — & > =} = 0
dir. Bilateral dizisinin istatistiksel yakinsakligi st (B) — limx = ¢ ile gosterilir.

5.1.2 Ornek: z = (z,), _, bilateral dizisini

nel

1, |n|=k?
r=(r,) = nez

0, |n| # k2

ile tanimlayalim. Bu dizi 0 a istatistiksel yakinsaktir. Ciinkii;

z=(r,)=1...,0,1,0,0,0,0,1,0,0, } , } , } ,0,0,1,0,0,0,0,1,0,...

—1. terim 0. terim 1. terim
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oldugundan

\{ng]k\:|:cn—()]25}]§|{n§\k|:xn7ﬁ0}\§2\/%+1

dir. Her tarafin limitini alirsak,

2vVk

1
im — < : —0| > < lim — =
g e s e = 0h2 2h = i = =0
buda dizinin 0 a istatistiksel yakinsak oldugunu gosterir.

5.1.3 Ornek: = = (z,,), ., bilateral dizisini

Vi, In| = k2

r=(x,) = n ez
2
7, |n| #k

ile tammmlarsak yukaridaki érnege benzer bir yolla 7 ye istatistiksel yakinsak oldugu goriiliir.

5.1.4 Teorem: = = (x,),,., bilateral dizisi eger yakinsak ise istatistiksel yakinsaktir.

Ispat: z = (73,),,c;, bilateral dizisi  ye yakinsak olsun. O halde Ve > 0 icin |n| > ny
oldugunda |z,, — £| < € kalir. Dolayisiyla yakisaklik tanimi geregince € komgulugu diginda
kalan elemanlar

Ale)={n€Z: |z, — ¢ > ¢}

kiimesine ait olup sonlu yogunlugu sifirdir. Buradan z = (), bilateral dizisinin £ ye

istatistiksel yakinsak oldugu anlagilir.

5.1.5 Teorem: Istatistiksel yakinsak bilateral bir dizinin limiti tektir.

Ispat: Varsayalim ki z = (2,),,c,, bilateral dizisi £ ve n olmak tizere iki farkl istatistiksel
ee (o, |§;T7|> (5.1)

Ale)={ne€Z: |z, —¢& >¢c} ve Be)={ne€Z:|r,—n|>c}

limite sahip olsun.

olarak secelim. O halde

kiimelerinin yogunlugu sifir olacagindan n € Z igin |x,, — §| < € ve |z,, — 1| < € dir. Buradan

|€_7]| = |f—l’n+$n—77|§|$n—f|+|$n—7l|

< e+e=2¢

olur ki bu (5.1) ile ¢gelisir. O halde varsayimimiz yanlis olur. Dolayisiyla istatistiksel yakinsak

bilateral bir dizinin limiti tektir.
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5.1.6 Teorem: v = (7y),cy V€ ¥ = (Yn), ey bilateral diziler olsun. st (B) — limz = ¢,
st (B) — limy = n ve a bir reel say1 olsun. Bu durumda;

i. st(B)=lim(z+y)=¢+n

ii. st (B) — lim (ax) = a&

dir.

Ispat: st (B) — limz = £ ve st (B) — limy = 1 olsun. O halde Ve > 0 i¢in

d({nEZ:|xn—§|Zg}>:0ved<{n€Z:|yn—77|Zg}>:0

dir.

(@ +yn) = (E+0)| < |z — &+ [yn — 1

esitsizligini kullanarak

neZ: |(x,+uyy) — (E+n)|>e}

)
g g
C {neZ:Ixn—€|2§}U{n€Z:!yn—nl>—}

yazabiliriz. Buradan

d({n €Z: [(zn+yn) — (E+n)| 2 €})
< d({nEZ:|xn—€|2%})+d<{n€Z:|yn—n|>§}>:0

-2
yani
1
kh_)rgoy{nﬁ k|2 (20 4+ yn) — (§+ 1) > €}
1 1
< Jim g [{n <kl clea =2 G} Jim g [{n < bl =l = 5 =0

oldugunu gosterir ki buda st (B) — lim (z + y) = £ + ) demektir.
it. a = 0 ise st (B) — lim (az) = a& oldugu agiktir. Simdi a # 0 oldugunu varsayalim.
lax,, —a&| > ¢ ise |x, —&| > |i|
a
olarak yazabiliriz. Buradan

{nGZ:|axn—a£\Za}g{nEZ:]:cn—ﬂz—}

oldugundan



elde edilir. Bu ise st (B) — lim (ax) = a& oldugunu gosterir.

5.1.7 Tamim: x = (z,,),,., bilateral dizi ve p pozitif reel bir say1 olsun. Eger;
1 RS P _
liﬂznz_k |z — &7 =
olacak sekilde bir § kompleks sayisi1 varsa x = (1,,),,.,, bilateral dizisi £ ye kuvvetli p—Cesaro

toplanabilirdir denir.

5.1.8 Teorem: p € R ve 0 < p < oo olsun. Eger bir = (x),,., bilateral dizisi £ ye
kuvvetli p—Cesaro toplanabilir ise ¢ ye istatistiksel yakinsaktir.
Ispat: Varsayalim ki z = (%y),cz bilateral dizisi  ye kuvvetli p—Cesaro toplanabilir

olsun.
k

Dol =P 2 Hn S |k : o — € 2 e}

n=—"k

1
elde edileceginden esitsizligin her iki tarafini z ile carpip £ — oo igin limit alirsak eger;

3 1 p p
lim > o, — P> lim - |{n < k| ¢ |zn — €F > €} €”
olur boylece & = (z,,),.,, bilateral dizisi £ ye istatistiksel yakinsak oldugu goriiliir.

5.1.9 Teorem: Eger siirli bir bilateral dizi £ ye istatistiksel yakinsak ise & ye kuvvetli
p—Cesaro toplanabilirdir.
Ispat: Simdi varsayalim ki siurl # = (#,),,e7, bilateral dizisi £ ye istatistiksel yakinsak

ve K = ||z||, + || olsun. € > 0 verilsin ve N, segelim 6yleki her & > N icin

fnziia2 ()| =g
Li = {ng & : Jan — €] > (g)}

ve

olsun. Simdi k£ > N. i¢in

k
LD S I I P

n=—k neLly n¢ Ly,
n<|k|
1 1 €
() e+ 163
= k(2KP> A
.-
2
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olur ve bundan dolay1 x = (z,,),,, bilateral dizisi £ ye kuvvetli p—Cesaro toplanabilirdir.
5.2 Bilateral Dizilerinin Ideal Yakinsaklig

Reel say1 dizileri igin ideal yakinsaklik kavramim 2000 yilinda Kostyrko vd. [13,29] tanim-
ladilar. Kostyrko vd. [14] daha sonra bu kavrami herhangi bir metrik uzaya genislettiler.
Salat vd [31] ideal yakinsakligin yakinsaklik alanm iizerine galigtilar. Lahiri ve Das [32] ideal
yakinsaligin topolojik 6zelliklerini incelediler. Balcerzak vd. [37] fonksiyon dizileri i¢in ideal
yakinsaklik kavramini galigmiglardir. Giimiis [36] fark dizilerinin ideal yakinsakligini aragtirdi.

Bu kisimda bilateral diziler icin ideal yakinsaklik kavrami orneklerle agiklandi. Bilinen

anlamdaki yakinsakligin aksiyomlarinin saglatilip saglatilmadigi gosterildi.

5.2.1 Tanmim: [ C P (Z) kiimesi idealin gartlarim saglar. Dolaysiyla I, Z de bir non-

trivial ideal olup = = (x,,), ., bilateral dizisi Ve > 0 igin

nez
Ale)={ne€Z |z, —¢ >}t el
ise £ € R sayisina ideal yakimsaktir denir ve [ (B) — limz,, = ¢ ile gosterilir.
5.2.2 Ornek: I C P (Z) kiimesi icin
I ={A CZ: Akiimesi teksayilardan olugur}

seklinde tanimlayahm. z = (x,),,., bilateral dizisi

1, n=2%k—1
r=(z,) = kel
0, n#2k—1

olsun. Buradan
Ale)={ne€eZ:|z,—0>e}={...,-5,-3,-1,1,3,5,...} €[

oldugundan = = (x,,),__, bilateral dizisi 0 a ideal yakinsak oldugu goriiliir.

nez
Yukaridaki 6rnekte x = (z,,),,., bilateral dizisi bilinen anlamda yakinsak ve istatistiksel

yakinsak degildir.

5.2.3 Teorem: I, Z de bir admissible ideal olsun.

t. Hersabit x = | ... ;& & , & , & ,& ... | bilateral dizisi 0 a [—yakinsaktir.
! !

—1. terim 0. terim 1. terim
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17. [—yakinsak bilateral dizisi i¢in limit tektir.

iii. Eger bir x = (x,,),,,, bilateral dizisinin herbir alt dizisi { ye I —yakinsak bir z altdizi-
sine sahip ise x bilateral dizisi £ ye [ —yakinsaktir.

1. Eger I sonsuz bir kiime icermiyorsa o zaman z bilateral dizisi £ ye I —yakinsak ise x
in her y alt dizisi de £ ye I —yakinsaktir.

ispat:

i. I bir admissible ideal oldugundan her sabit x = (..., £,&,€,&,...) bilateral dizisi 0 a
I—yakinsak oldugu aciktir.

it. Varsayalimki « = (x,,), _, bilateral dizisi iki farkli ideal limite sahip olsun. Yani

nel

I —limz, =¢ve l —limx, =n

ee <0, S ” ”’) (5.2)

olsun.

olarak alalim. Ideal tammmindan
Ale)={neZ: |z, —& >¢}

ve

B(e)={n€Z:|v,—n|=¢}
dir. Filter tanimi geregince
Z\NA(e)={n€Z: |z, ¢ <e}
ve
Z\B()={n€Z:|x,—n| <e}
kiimeleri [ ile iiretilmig F (/) filterine aittir. Dolayisiyla n € Z igin
|, — & <eve |z, —n|<e

dir. Buradan basit bir iglem ile | — n| < 2¢ oldugu goriiliir ki bu (5.2) ile geligir. O halde
varsayimimiz yanlgtir.

it1. © = (xp), ., bilateral dizisi £ € R sayisina I—yakinsak olmasin. x in y altdizisi icin
y nin ¢ ye I —yakinsak bir z altdizisinin olmadigini gostermemiz yeterlidir. Ideal yakinsaklik
tanimindan

Agg)={n€Z |z, — & >ceo} ¢1 (5.3)
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dir. O halde A (g9) kiimesi sonsuz bir kiimedir.
Algg) ={<npa<nyp<---<ng<ng<m<--<np<ngpy<---}CZ
olsun. y = x,, (k € Z) alahm. O halde y = (yx),cy »  in bir alt dizisidir ve (5.3) den
ly — €| > 20 (k€ Z) (5.4)

dir. (5.4) ten y nin [—yakinsak z = (2p),,c;, alt dizisi olmadig goriiliir. Aksi taktirde Z, I
ya ait olur ki bu I nin admissible ideal olmasi ile gelisir.

1v. Varsayalim ki
A={ -<ny<---<n 1 <np<m<--<n<---}C7Z
sonsuz kiimesi / ya ait olsun.
B=Z\A={ - -<m_<---<m_y<mog<my <---<mp<--}

kiimesi yine sonsuzdur. Ciinkii B nin sonlu olmasi durumunda Z, [ ya ait olacakt1 ki burada

I nin admissible ideal olmasi celigkisi s6z konusudur. x = (xy),,., bilateral dizisini
(Tny) =0, () =1 (k€ Z)

olarak tammlayahm. I — limx, = 1 oldugu agiktir. Dolayisiyla x in y = (2, ),., altdizisi

sabit olup I —limy = 0 dir. Bu yiizden varsayimimiz yanlis olur.

5.2.4 Ornek: [, = {2} olsun. Bilateral bir dizinin /y—yakinsak olmasi igin gerek ve
yeter sart sabit olmasidir. Gergekten sabit bir @ = (), = (..., &, &,£,€,€, .. .) bilateral
dizisi i¢in

A(gg)={n€Z: |z, —& >co}=0 €l

oldugundan dogrudur.

5.2.5 Ornek: Z nin tiim sonlu altkiimelerinin siifini ¢ olarak tamimlayalim. I, Z de bir
admissible ideal ve /;—yakinsaklik R deki bilateral dizileri i¢in bilinen anlamdaki yakinsaklik
ile cakigir.

5.2.6 Ornek: I; = {A C Z: d(A) = 0} olsun. I, Z de bir admissible ideal ve I,—yakimsakhk

bilateral dizileri icin istatistiksel yakinsaklik ile gakigir.
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5.2.7 Teorem: Eger I, Z de bir admissible ideal ve x = (zy,),,o;, bilateral dizi olsun. Bu
durumda limz,, = £ ise I — limx,, = £ dir.
Ispat: I 5 C I oldugundan eger (), ., bilateral dizisi yakinsak ise ideal yakinsak oldugu

aciktir.

5.2.7 Teorem: I, Z de non-trivial bir ideal olsun. (x,),.; ve (Yn),c; bilateral diziler
olsun.

i. Eger I —limx, =& ve [ —limy, =nise I — lim (x, + y,) = & + 7 dir.

ii. Eger I —limx,, =& ve I —limy, =7 ise [ — lim (z,y,) = &n dir.

ispat: I —limx, =& ve [ —limy, = n ise

460~ relan a2 5 w0~ fneztn-ni> )

dir. Oyleyse

Z\A(g):{nEZ:|xn—§l<g} VeZ\B(e):{nEZ:|yn—n|<§}

kiimeleri filtere aittir. Buradan basit bir iglem ile n € Z icin

[(@n +yn) = (E+0)| = [(Tn — &) + (Y — 1)l
19 5_
< 5“}‘5—5

oldugundan

{neZ:|(xnt+yn) —(E+n)|=etel
olur. Dolaywsiyla I — lim (z,, + y,,) = £ + 1 oldugu kolayca goriiliir.
7. € > 0 olsun. I —limx,, = ¢ ve I — limy,, = n olsun.
{neZ:|(xnyn) — )l <e} = {n€Z:|wayn — 2an +xan — En| < &}

= {nNE€Z:|xnyn — Tun| + |x,m —En| < €}

= {neZ:x,|yn—n|l+nlr, — & <&} (5.5)
D {nEZ:|xn—§|<ﬁ}

g
“{”GZ"y”‘”'<2<|5|+1>}

oldugundan (5.5) in sag tarafi F (I) filterine aittir. Bu yiizden filter tanimi geregince sol

tarafida F (I) filterine ait olacaktir. Dolayisiyla

{neZ:|(wayn) — En)| = e} €1
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oldugu goriiliir.

5.3 Oneriler

Sonugclar kisminda bilateral diziler i¢in verdigimiz istatistiksel ve ideal yakinsaklik kavram-
lar1 gelistirilebilir.

Ideal yakinsaklik icin calistigimiz bilateral dizilerinin I*—yakinsaklig1 arastirilabilir.

Bilateral diziler icin /—yakinsaklik ve I*—yakinsaklik hangi sartlar altinda esit olabilir

oldugu aragtirilabilir.
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