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OZET

N-KESIRLI HESAP YONTEMI

Canan MERIC

Yiiksek Lisans Tezi

Bitlis Eren Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danisman: Yrd. Dog. Dr. Okkes OZTURK
Subat 2018, 32 sayfa

Bu tez calismasinda oncelikle kesirli hesabin tarihgesi ve kesirli hesap ile alakali baz1 ¢alismalar
belirtilmistir. Baz1 6zel fonksiyonlarin tanimlari, kesirli hesabin bazi1 6zellikleri, 6rnekler ile
birlikte onemli kesirli tiirev ve kesirli integral tanimlar1 ve N-kesirli hesap yontemi verilmistir. Bu
yontem kullanilarak bazi singiiler diferansiyel denklemler ¢oziilebilmektedir. Son bdliimde, iki
farkli potansiyel altinda radyal Schrodinger denklemlerinin ¢oziimleri N-kesirli hesap yontemi ile
elde edilmistir. Boylece, bu iki denklemi ¢6zmek i¢in yeni bir yontem kullanilmis ve ¢éziimler de

kesirli formlarda bulunmustur.

Anahtar Kelimeler: Kesirli Hesap, N-Kesirli Hesap Yontemi, Genellestirilmis Leibniz Kurali,

Radyal Schrodinger Denklemi



ABSTRACT

N-FRACTIONAL CALCULUS METHOD

Canan MERIC

Master Thesis

Bitlis Eren University Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Okkes OZTURK
February 2018, 32 pages

In this thesis, history of the fractional calculus and some of the studies related to the fractional
calculus have been indicated. Definitions of some special functions, some properties of the
fractional calculus, definitions of fractional derivative and fractional integral with examples and
N-fractional calculus method have been given. Some singular differential equations can be solved
by using this method. In the last section, solutions of the radial Schrodinger equation under two
different potentials were obtained via N-fractional calculus method. Thus, a new method has been

used to solve these two equations and solutions have been found in fractional forms.

Keywords: Fractional Calculus, N-Fractional Calculus Method, Generalized Leibniz Rule, Radial

Schrédinger Equation
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1. GIRIS

Kesirli mertebeden tiirev ve integral kavramlari, tamsay1 mertebeli tiirev ve integralleri kesirli
mertebeye genellestiren kavramlardir. Kesirli matematigin ve kesirli mertebeden tiirev kavraminin
ortaya ¢cikmasimin en onemli nedenlerinden birisi, dogada meydana gelen bir¢ok olaymn tam
sayilarla ifade edilememesidir. Klasik analizde bilinen integral ve tiirev tanimlarinin hem gelisen
teknoloji hem de hizla ilerlemekte olan bilim alanlari i¢in yetersiz kaldig1 goriilmiistiir. Boylece

kesirli mertebeden tiirev kavrami uygulamali matematigin 6nemli bir dalin1 olusturmustur [1,2].

Kesirli analiz alaninin gelistirilmesi, mertebesi tamsay1 olmayan ifadelerin tiirev ve integral
hesaplarin kolaylikla bulunmasini saglamistir. Arastirmaci topluluklarin ilgisini ¢eken kesirli
analiz alam1 300 yildan fazla bir gecmise dayanmaktadir. ilk olarak, 1695 yilinda L Hospital’in
Leibniz’e yazdig1 ve igerisinde %. mertebeden tiirevin anlamini sordugu mektup ile baslar. iste bu
soru belki de farkinda olmadan kesirli analizin ortaya ¢ikmasina ve merakla arastirilmasina sebep
olan soru olmustur. Daha sonra bu konu, ayn1 y1l Bernoulli’nin Leibniz’e ‘‘Kuvvetlerin kesirli
veya irrasyonel olmasi’’ durumuyla ilgili sorular yonelttigi bir mektupla tekrar giindeme gelmistir.

Leibniz’in L’Hospital’a yazdig1 mektuba benzer fakat daha ayrintili bir mektupla karsilik vermistir

13].

Pek cok olgu kesirli hesap kullanilarak daha gercege uygun modellenebilmis ve aciklanabilmistir.
Kesirli analizin klasik analizden en 6nemli farki, klasik analizde oldugu gibi tek bir tiirev taniminin
olmayisidir. Kesirli analizdeki birden fazla tiirev taniminin olmasi probleme en uygun olaninin
kullanilmasini, problemin en iyi ¢éziimiiniin elde edilmesini saglar. En 6nemli kesirli tanimlar:
Riemann-Liouville (RL), Caputo, Griinwald-Letnikov (GL), Weyl, Riesz ve Marchaud
tanimlaridir. Bu tanimlar arasinda gecisler olmasina ragmen tanimlar1 ve tanimlariin fiziksel
yorumlart agisindan farklilik gosterirler. GL tanimi nlimerik hesaplamalar i¢in, RL tanimi hem
niimerik hem de analitik hesaplamalar i¢in, Caputo kesirli tiirev tanimi da analitik hesaplamalar
icin daha uygundur. Genel olarak, GL ve RL kesirli tiirev tanim1 matematik ve miihendislik

bilimlerinde, Caputo kesirli tiirev tanimu ise fizikte kullanilmaktadir [4].



2. ONCEKI CALISMALAR

Leibniz’in hayatin1 kaybetmesiyle kesirli mertebeden tiirev ile ilgili ¢alismalar sona ermemistir.
Langrange kesirli analiz ile ilgilenmeye baslamis ve tamsay1 mertebeli diferansiyel operatorii igin
bir denklem gelistirmis, ¢alismalarinin sonunda da verilen sartlar altinda bu ifadenin tamsay1
mertebeden olmayan operatdrlere de doniistiiriilebilecegini gostermistir. Euler faktoriyel
kavraminin genellestirilmis hali olan ve kesirli analizde 6nemli bir denklem olan ‘‘Gama’’
fonksiyonunu gelistirmistir. Lacroix ise, x% kuvvet fonksiyonunun %:. mertebeden tiirevi igin
Euler’in kullandig1 ifadeye yakin bir formiil bulmustur. Bu ¢alismalarin yaninda bir de Abel,

kesirli mertebeden denklemin ¢oziimiinii ilk defa ortaya koyarak yeni ¢aligmalara 1s1k tutmustur

[5].

1832 yilindan sonra kesirli analizin lineer adi diferansiyel denklemlerin bazi ifadelerinde
uygulandigr Liouville’nin makalesinde goriilmiistiir. Boole, sabit katsayili lineer diferansiyel
denklemlerin ¢oztimiinde kesirli hesab1 kullanmistir. Riemann da, belirli bir integrali i¢eren ve
issii tam say1 olmayan kuvvet serilerine uygulanabilen farkli bir tanim gelistirmistir. Riemann ve
Liouville’nin elde ettikleri sonuglar1 Griinwald ve Krug birlestirmistir. Griinwald, limiti kullandig1
bir tlirev tanimini belirlemis ve tiirev icin belirli integral formiillerine ulasmistir. Caputo 1967
yilinda, tam sayr mertebeden baslangi¢ durumlarmi kullanmak yerine, kesirli mertebeden

diferansiyel denklemleri ¢ozmek i¢in RL kesirli tiirevinin daha klasik tanimini1 vermistir [6].

Ozellikle 20.yy’da kesirli kuvvetlere sahip ¢ok sayida denklemin gesitli yollarla elde edildigi
goriiliir. Ornegin; kesirli Boussinesq denklemi, zaman kesirli dalga denklemi, kesirli mertebeli
diftizyon denklemi, kesirli Burgers denklemi vb. ilgi ¢ekici yoniiniin ve genis uygulama alanlarina
sahip olmasmin kesfedilmesiyle bilim diinyasinda yerini alan kesirli hesap teknigi, bircok
calismaya imkéan saglamis ve saglamaya devam etmektedir. Kesirli tiirev ve integral hesabinin
uygulamalar1 tizerine birgok arastirma yapilmistir. Dogal ve yapay sistemlerin ¢alisma sekillerini
anlamada ¢ok 6nemli bir aractir. Kesirli tiirev ve integraller, bazi belirli integrallerin alinmasi, seri
toplamlarinin bulunmasi gibi konularda da yararli bir teknik olarak karsimiza cikar. Ayrica
histerezis, hafiza ve gerilim faktorlerinin dogal olarak ortaya ¢iktig1 viskoelastik (yapiskan ve
esnek) materyallerin (kikirdak, deri, kas) fiziksel durumlarinin modellenmesinde kesirli
hesaplamanin kullanim1 kendiliginden ortaya ¢ikar. 2002 yi1linda Manabe, bir uzay aracinin serbest

uzayda hareketlerinin modellenmesinde kesirli mertebeden tiirevlerin kullanimin1 ve {istiin



yanlarin1 gostermistir. 2009 da Petras, dogru akim kaynagi kullanan bir motorun geri besleme
hizinin  kontroliiniin tamsayr mertebeli tiirevler yerine kesirli mertebeden tiirevler ile
hesaplanmasinin daha net sonuglar verecegini gostermistir. Yine gliniimiizde biyolojik sistemleri
modellemede, fizik alaninda, beyin analizi ve fiyat analizi gibi dogrusal olmayan hareketlerin
modellenmesinde, tip alaninda sinir hiicrelerinin anormal davraniglarinin modellenmesi
caligmalarinda, depremde fay hatlarinin anormal davraniglarin analiz edilmesinde, ilag

sektoriindeki icerik incelenmesinde sik¢a kullanilmaktadir [6].

Bu alanda yapilmis ¢ok sayida ¢alisma bulunmaktadir. Bunlardan bazilar;
1840°da De Morgan kesirli hesap ile ilgili yayimladigi makalelerinde bu konuyla ilgili daha 6nce
bahsedilen sistemlerin aslinda daha genel bir sistemin pargalari oldugunu séylemistir. 1868’de ise
Holmgren kesirli hesabin adi diferansiyel denklemlere uygulanisi hakkinda uzun bir monolog
caligsmasi yapmistir. RL taniminin ilk ¢alismasi, Sonin’in 1869°da yayimladig: ‘‘Keyfi mertebeden
diferansiyel”” adli makalesinde ortaya konmustur. Bu alan ile ilgili ilk kitap Oldham ve Spainer
tarafindan 1974 yilinda ¢ikarilmistir. Ayn1 yil Ross tarafindan New Hawen Universitesinde ilk
konferans diizenlenmistir. 1999 yilinda daha genis kapsamli bir kitap I. Podlubny tarafindan
yaymlanmistir. Bu uygulamalar sayesinde dnceleri dar bir ¢alisma alanina sahip olan ‘‘Kesirli

Analiz”’ giiniimiizde biiytik bir arastirmact toplulugunun da ilgi alan1 olmustur [6].

Ayrica 2002°de Srivastava, adi ve kismi denklemlerin (agik) belirli ¢6ziimlerinin tiiretilmesinde

kesirli hesabin kullanimi gdstermistir [7].

Watson, kesirli hesapla ilgili bir inceleme yapmis ve kesirli hesaplamadaki Laplace dontigiimiiniin

faydasini arastirip kesirli diferansiyel denklemler hakkinda bazi temel gergekleri tanitmistir [8].

2004’te Ozen ve Oztiirk, GL, RL ve Caputo kesirli tiirevleri iizerinde durmustur. Ayrica GL, RL

ve Caputo kesirli tiirevlerinin birbiriyle olan iliskilerini gdsteren bazi 6zel drnekler vermistir [9].

Liileci, orneklerle kesirli diferansiyel denklemler icin baslangi¢c deger problemlerinin ¢6ziim

metodu olarak kullanilabilecegi gostermistir [10].

Yilmazer ve Oztiirk, N-kesirli hesap teknigi kullanarak Gegenbauer denkleminin acik ¢dziimleri

elde etmistir [11].



2015’te Komekei, Mellin doniisiimiinii tanitmis ve kesirli basamaktan degisken katsayili

diferensiyel denklemlerin ¢6ziimlerini bu doniisiim yardimiyla hesaplamistir [12].



3. MATERYAL VE YONTEM

Basit fakat gerekli olan matematiksel ifadeleri tartismak ve gelistirebilmek, bu kavramlarin ortaya
¢ikmasini saglamistir. Gama fonksiyonu, beta fonksiyonu, Mittag-Leffler fonksiyonu ve hata
fonksiyonu kesirli diferansiyel denklemlerin agiga ve ¢éziime kavusmasi i¢in ¢ok dnemli bir yere

sahiptir. Bu boliimde diger boliimlerde kullanilacak olan bazi metot ve yontemler verilecektir.
3.1. Gama Fonksiyonu

Gama fonksiyonu en kisa tanimiyla faktoriyelin reel sayilara genellestirilmis halidir. Bu ylizden
kesirli denklemlerle yakindan ilgilidir. Gama fonksiyonu negatif degerler hari¢ tam say1 olmayan
degerler, hatta kompleks say1 degerleri igin gecerlidir.

x > 0 degerleri ile sinirh olan,

I'(x) = fooe_yyx_ldy (3.1)
0

seklinde tanimlanan fonksiyona gama fonksiyonu denir. x € C olmak tizere I'(x) fonksiyonu,

kompleks diizlemin sag yarisinda yakinsaktir.

I'(x) = fooe‘yyx‘ldy = (x —1)! (3.2)
0

oldugundan gama fonksiyonu genellestirilmis faktoriyel fonksiyonu olarak da bilinir.

Gama fonksiyonu ayrica;

1.23..n
_ . X —_ — —
M) = TILL"oo‘x(x D@ +2) . (x+tn) (x#0,-1,-2,-3,..) (33)

limit seklinde de tanimlanabilir.



Burada x yerine x + 1 alirsak;

Foes 1) = I 1.23..n ol
x T A D+ 2D +3) . tnt D

Y nx 1.23..n
nl—r>£lox+n+1x(x+ D(x+2) ...(x+n)n

X

= xI'(x)

ve

r - 1 123.n
T ale123..nm+ D)

re) =1 )
I'(3) = 2I'(2) = 2 $
: |

)

F() =123 ..(n—1) = (n — 1!

oldugu kolayca goriilebilir [2].

Cizelge 3.1. Baz1 x degerleri i¢in gama fonksiyonunun degerleri [13].

(-] )

r() =1 r(-1) =

+

(0]

-2 )2

2) =4 2) =72
[(0) = +oo rG3) =2
re) =1 r(—%) - 2T

(3.4)

(3.5)

(3.6)



3.2. Beta Fonksiyonu

x,y > 0 olmak iizere beta fonksiyonunun tanimz;

(0]

B(x,y) =f t*"1(1 —t)¥ ldt

0

ile verilir. t = 1 — a degisken doniisiimii ile beta fonksiyonu

_T)r(y)
CT(x+v)

B(x,y)

olup, en belirgin 6zelligi

B(x,y) = By, x)

dir.

3.7)

(3.8)

(3.9)

Bazi durumlarda gama fonksiyonu yerine beta fonksiyonu olarak bilinen bagintiy1 kullanmak daha

uygun olmaktadir [14].

3.3. Mittag-Leffler Fonksiyonu

Ustel fonksiyonun genellestirilmis hali olan bu fonksiyon kesirli mertebeden diferansiyel

denklemlerin ¢oziimlerinde ortaya ¢ikmustir.

Ba(x) = ’; F(an + 1)

fonksiyonunu 1903 yilinda Mittag-Leffler tarafindan tanimlanmigtir.

(3.10)



a > 0, > 0 olmak iizere, iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu ise,

[00] xn
Eqp(x) = ;m (3.11)

seklinde verilir. Ozel olarak; @ = B = 1 igin E; (x) = E; 1 (x) = e* seklindedir [2].
3.4. Hata Fonksiyonu

Gauss hata fonksiyonu olarak da bilinen hata fonksiyonu

erf(x) = 2, xe‘tzdt (3.12)
v Jg

seklinde tanimlanir [15].
3.5. Kesirli Hesap Tanimlari
3.5.1. Griinwald-Letnikov Tanimlari

(> 0 bir reel say1, her sonlu [a, x] kapali araliginda f fonksiyonu siirekli, f™ (x) tiirevleri var

vem < u < m+ 1 olacak sekilde bir f fonksiyonunun u. mertebeden GL kesirli tiirevi;

m

UDEFC) = )

n=0

™ (a)(x = @)+ 1
[(—u+n+1) [(—u+m+1)

J x(x — MM () de  (3.13)

seklinde tanimlanir.

f fonksiyonunun pu katli GL kesirli integrali ise;

etprn NP (@@ — )t 1 o ymeup(me
W0 =) Tt 1y TG T | Gmomeurmdaa @1

bi¢imindedir [2].



Ornek 3.1. f(x) = x? + 4x fonksiyonunun p = % mertebeden GL kesiri tiirev ve integraline

bakalim. (a = 0)

m=0 <%< 1 ve f(0) = 0 olmak iizere,

GLD/2(x2 + 4x) = f (x — t)"V2(t2 4 4t)'dt

F(——+ 1)
4x3/2
4/x +
=2 ——3
\/E

ve
1/2 1 x

D, /2(x2 + 4x) = l—j (x — )Y2(t? + 4t)'dt
'(=+1)0

_ 16x*2(5 + x)
 15vrm

olarak bulunur.
3.5.2. Riemann-Liouville Tanimlari

1 > 0 bir reel sayi, her sonlu [a,x] araliginda f fonksiyonu siirekli ve integrallenebilir olsun.

n€Z*, n—1<u<n olmak lizere bir f fonksiyonunun u. mertebeden RL kesirli tiirevi;

REDIF (x) = j (x — O™ f(0)de (3.15)

[(n M)d”

seklinde tanimlanir.



f fonksiyonunun u katli RL Kkesirli integrali;

1 X
KD f(x) = m[ (x — F1f(t)dt (3.16)

bigimindedir [2].

Ornek 3.2. f(x) = x* fonksiyonunun u = v2. mertebeden RL kesirli tiirev ve integraline
bakalim. (a = 0)

1 <+/2 < 2 = n oldugundan

RLD\/EX3

1 d2 X N
= x — t)17V2t3dt
D) F(Z—\/E)dxzjo( )

= 4.24175x1°8579
ve
7z L (7 7z
0~x F(\/E) o
= (0.131522x*41421
elde edilir.

3.5.3. Caputo Tanim
Riemann-Liouville tanimlar1 zamanla fiziksel olgulart modellemede yetersiz kalmistir. Boylece

kesirli hesap tekniginde baslangic¢ kosullarini fiziksel durumlara en iyi sekilde uygulayan Caputo

olmustur.

10



Kesirli tiirevin bir bagka tanimi olan Caputo kesirli tiirevi;

TR0

60 = s |, G

dt, (—-1<p<n) (3.17)

seklinde tanimlanmistir. Caputo yaklasiminin en 6nemli avantaji tam say1 mertebeden diferansiyel

denklemlerdeki gibi baslangi¢ kosullarinin ayni olmasidir [2,16].

Ornek 3.3. f(x) = 2e* fonsiyonunun u = % . mertebeden Caputo tiirevini bulalim. (a = 0)

1< % < 2 = n oldugundan

(2eY)”

1 X
e e

3
6Dz2e* =
r

= 2e*erf(Vx)
seklindedir.
3.5.4. Miller-Ross Ardisik Kesirli Tiirevi
Bir f(x) fonksiyonunun tamsay1 mertebeden ardisik tiirevi,

dfo)  d d d
o - ddw) “aoy! W (mEN) (3.18)

bigimindedir. Benzer sekilde, 0 < p < 1 olmak lizere ardisik kesirli tiirev,

D™ f(x) = D*D* ..D* f(x) (3.19)

n

ile ifade edilir.

11



Miller-Ross bu esitligi daha genel bir ifadeyle,
DHf(x) = D¥iD¥2 ..D¥rf(x), (W =pq+ Uy + - +ip) (3.20)

seklinde tanimlayarak bunu ardigik kesirli tiirev olarak isimlendirmistir. Ardisik kesirli tiirevler
baz1 fizik ve uygulamali matematik problemlerinin formiillerinin elde edilmesinde ortaya cikar.
Fiziksel siiregleri veya objeleri modelleyen diferansiyel denklemler boylece kesirli tiirevle ifade
edilen bir durumun yine kesirli tiirevle ifade edilen bir baska durum iginde isleme alinmasinin bir
sonucu olarak ortaya ¢ikar. Ayrica Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirevi de ardisik kesirli

tiirevlerin 6zel halleridir [2].
3.5.5. Riemann Formiilii

u > 0,k > —1 olacak sekilde birer reel say, n € Z* ven —1 < u < n olsun. f(x) = (x — a)*

fonksiyonunun p. mertebeden kesirli tiirevi;

r(l+k)

D# _ j— \ Y

(x —a)k* (3.21)

formiilii ile hesaplanir [2].
Ornek 3.4. f(x) = 2x7 fonksiyonunun 7. mertebeden tiirevini bulalim. (a = 0,k = 7)

r'(8)
2 DTL’ 7 — 7—T
X =rE—m) ¥

= 518.67x38%8%1
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Diferintegrallerin diger bazi 6zellikleri:

(e, =a*e”, (a#0,u€eRxe€C) )

OO>J

e~) = e Mhghe=®* (g £0,u€ER,x EC
( Du ( U ) > (322)
F(u—a)

—imu F(” - a) a—p
I'(—a)

D =e r—a) X

, <,uE]R,xEC,

bicimindedir. Buradaki a degeri sabittir.

Lemma 3.1. (Lineerlik). f(x) ve g(x), Q < C’de analitik ve tek degerli fonksiyonlar olsunlar.

Eger f, ve g, tirevleri mevcut ise;
(af (x) + Bg(xX)y = afu(x) + Bgu(x) (3.23)
bigimindedir. Burada u € R, x € Q ve «, § sabitlerdir [2].

Lemma 3.2. (Indis Kurali). f (x), Q € C’de analitik ve tek degerli fonksiyon olsun. Eger ( fun Ve

(fy)p tirevleri mevcut ise;
(Fu Oy = fusn () = (f () (3.24)
bi¢imindedir. Burada u,n € R ve x € Q dir [2].

Lemma 3.3. (N-Kesirli Hesap Yontemi). f(x) ve g(x), Q S Cde analitik ve tek degerli

fonksiyonlar olsunlar. Eger f,, ve g, tiirevleri mevcut ise genellestirilmis Leibniz kurali ile

C M+ 1)
NHF 9001 = F@ICN = D Fard T =t g 9k (3.25)
n=0

bicimindeki N-kesirli hesap yontemi tanmimlanir. Burada p € R,x € Q,n € Z* U {0} ve

I(pu+1)
F(y+1—n)l"(n+1)| < oo dur [2]

13



4. BULGULAR

N-kesirli hesap operatorii yardimiyla bazi singiiler diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri elde
edilmektedir. Yeni bir ¢oziim yontemi olarak karsimiza g¢ikan N- kesirli hesap yonteminde
coziimler kesirli tiirev veya integral formlarinda karsimiza g¢ikmaktadir. Bu yontem, seri

¢coziimiinden farkli olmakla birlikte daha hizli ve dogru sonuglar vermektedir.

Bu béliimde, iki farkli potansiyel altinda radyal Schrodinger denklemlerinin ¢oziimlerini bulmak
icin N- kesirli hesap yontemini kullandik. Radyal Shrodinger denklemi, fiziksel bir denklem olup
singiiler bir diferansiyel denklemdir. Sirastyla genellestirilmis Morse potansiyeli ve Kratzer-Fues

potansiyeli altindaki radyal denklemleri ¢c6zmeyi amagladik.

4.1. Genellestirilmis Morse Potansiyeli Altinda Radyal Schrodinger Denkleminin Coziimleri

Genellestirilmis Morse potansiyeli altinda radyal Schrodinger denklemi;

2R, + 1Ry — (Ar? —Br—C)R=0 4.1)

seklindedir. Burada, R = R(r) dalga fonksiyonu ve r = vVwe~%* ile tammhdir (a parametredir).

Ayrica;

2m 2mWw s o mE oax ax
C =4¢4, ¢ =—m, V(X)=W€ —We (42)

- B=——"
h?a? h2a2\w

bi¢imindedir. Burada, m: kiitle, A: Planck sabiti, V: elektirik potansiyel, E: elektrik alandir [17].
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Teorem4.1. R € { R:0 # | R,| < o, u € R} olmak iizere (4.1) denkleminin

—2VAC+B-VA
RO = ArveerdA |~ aia =2V ,
2VAC-VA+B (4'3)
2VA
2x/_ B-VA
R® = grVCe—VA |, 2ya  g2rVA )
2VAC-VA-B (44)
2VA
2\/_+B VA
R(3) = Ar~ r\/— e—ZT\/Z ,
—2VAC-VA+B (4'5)
2VA
2\/_ B VA
R(4-) = Ar- \/— T‘\/— er/_
—-2VAC—VA-B (4'6)
2VA
kesirli formda ¢oziimleri vardir. Buradaki A keyfi sabit sayidir.
Ispat: g = g(r) olmak iizere,
R=1r"g, (r+0) 4.7)
olsun. O halde,
R, =vr"1lg+rvg, (4.8)
ve
R, =v(v—1Dr"2g+2vr’ g, +1rvg, (4.9)
olur. R, Ry ve R;’yi (4.1)’de yerine yazarsak
(4.10)

rg, + Qv+ 1)g, +[B—Ar+ (w2 -=C)rtg=0
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seklinde elde edilir. Burada, v? — C = 0 kabul edersek;

v=+VC

olur. Boylece iki durum s6z konusu olur.

1.Durum v = +/C olsun. Bu deger (4.7) ve (4.10)’da yerlerine yazilirsa

ve
rg, + (2\/E+ 1)g; +(B—Ar)g=0

elde edilir. Simdi de , h = h(r) olmak iizere,

g=e*h, (r=+0)
diyelim.

g1 =Ae*h+e*h,
ve

gp = A?e*h + 22e*h, + e*h,
tirevleri ve (4.14), (4.13) denkleminde yerlerine yazilirsa;
rhy + (2rA+2VC + 1)hy + [r(A2 —A) +22VC+ 1) + BJh =0

bulunur. 2 degeri, 22 — A = 0 seklinde segilirse,

16
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(4.14)

(4.15)

(4.16)
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A=+VA (4.18)
olur. Yine iki durum gegerlidir.
(1-)): A =+/A olsun. O halde (4.14) ve (4.17)’de yerine yazarsak,

g= e\/zrh (419)
ve

rhy + (2rVA+2VC + 1)hy + 2VAC + VA + B)h =0 (4.20)

seklinde yazilir. (4.20)’deki denklemin her iki yanma (3.25)’de tamimli olan N* operatorii

uygulanirsa,
(rhy), + (2rVAhy), + (2VC + 1)hyy, + (2VAC + VA + B)h, = 0 (4.21)

elde edilir. (3.25) bagintisindan,

1

B Fru+1) B
0 = Y T Syt 3y b = v i 422)
ve
1
r 1
(rhl)u = (et 1) (r)n(hl)u—n = Th-1+;4 + #h’ﬂ (4.23)

LT+ 1-ml(n+1)
olur. (4.22) ve (4.23), (4.21)’de yerlerine yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa

rhovy + (b + 2rVA+ 2VC + 1)hyy, + (2uVA+ 2VAC +VA+B)h, = 0 (4.24)
dir. O halde u degeri, 2uvA + 2VAC + VA + B = 0 dan,

_ —2JAC—-VA-B
B 2VA

u (4.25)

bulunur.
17



(4.24)’de her terim r~1ile carpilip u yerine birakilirsa,

[r_w—al K 2VAC — VA - B+2\/—+1> —1+2\/—l r_w—B)_o (4.26)

2VA
elde edilir.
h(\/ﬁ—zm—B) =u=u(r), Ih(r) = u(B+2\/A_C—\/Z)l (4-27)
2VA 2VA

olsun. Bu esitlik (4.26)’da yerine yazilirsa

2VAC +VA-B
u; + [( >r‘1 + 2\/Zl u=20 (4.28)
2VA
bi¢giminde birinci mertebeden homojen lineer adi diferensiyel denklem elde edilir. (4.28)’in

¢ozumi,

o = o ) s o ar [u _ g (B (429

olarak bulunur. (4.3) i¢in geriye doniip islemleri yerine birakirsak,

B VA-2VAC
o m st [r 5T o

’ | 0

2VA
ve
B- \/——2\/_
RW = pVComVA g |47 272 g 21VA
2VAC—VA+B (4'31)
2VA

¢Oziimi elde edilir.
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1-ii): 2 = —V/A olsun. (1-i)’deki benzer islemler yapilarak,

jm —2\/A_C;\—/Z\/Z +B (4.32)
ve
h(\/;_zi\/\/fw) =u=u(r), lh(r) = u(%)l (4.33)
bulunur. Buradan,
uy + [(Zm;f tB ) N zvz] L=0 (4.38)

biciminde birinci mertebeden homojen lineer adi diferansiyel denklem elde edilir. Bu denklemin

¢Ozlimii,

—B—VA-2VAC
i = ) g2 (4.35)

bigimindedir. (4.4) igin tersine igslemlerle,

(—B—\/Z—Z\/A_C> -
h=A 2Va r
2VA
ve
-B—VA-2VAC
R@ = pVCo-1VAp ™ 2va  g2rVA
r-e r e AEIB (4_37)
2VA
seklinde bir 6zel ¢ozlim daha elde edilir.
2.Durum:v = —v/C olsun. Bu deger (4.6) ve (4.10)’da yerine yazilirsa,
R=r"Veg (4.38)
ve
rhy + (2Ar — 2\e + 1)hy + [r(2 = A) = A(2Vc— 1) + B]h =0 (4.39)
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elde edilir. Bu denkleme 1. Durumdaki gibi (4.14) doniisiimii uygulanip ve gerekli islemler

yapilirsa,

1=+VA (4.40)

bulunur.

(2-i): 1 = VA olsun. (1-i)’de yapilan islemlere benzer islemler yapilarak,

Fzm—\/z—g (4.41)
2VA
ve
h(ﬂ+2\/A_C—B) =u= u(r), Ih(r) = u(—Z\/A_C+B—x/Z)l (4-42)
2VA 2VA

bulunur. Buradan,

u, + K_Zm + VA B) rl 4 zx/Zl u=0 (4.43)
2v/A

bi¢iminde birinci mertebeden homojen lineer adi diferansiyel denklem elde edilir. Bu denklemin
¢ozimii,

B—VA+2VAC
u= c/l‘r( ZJZZ )e—Zr\/Z (444)

bigimindedir. (4.5) i¢in tersine islemlerle,

B x/_+2«/_> -
h=A —er
],
2VA
ve
B— \/—+2\/_

(—ZVA_ZC‘\/—Z\/Z+B)
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seklinde bir diger 6zel ¢6ziim elde edilir.

2-ii): 2 = —V/A olsun. (1-ii)’deki islemlere benzer islemler yapilarak,

#22\/AC—\/Z+B 4.47)
2VA
ve
h(«/Z+2W+B) =u=u(r), lh(T) = u(—zW—B—x/Z)l (4.48)
2VA 2VA
bulunur. Buradan,
—2VvAC +VA+B

u; + ( 2\/2\/— )r‘1 — zﬂ] u=0 (4.49)

biciminde birinci mertebeden homojen lineer adi diferansiyel denklem elde edilir. Bu denklemin

¢Ozlimii,

—B—JA+2VAC
N G I (4.50)

bigimindedir. (4.6) i¢in tersine islemlerle,

-B— x/_+2«/_

h c/l ) 21‘\/_

! ]( st @51)
2VA
ve
-B— \/—+2\/_
R® = ~VCo-1VA g |~ 2va  g2rVA
r (s n (4.52)
2VA

seklinde son bir 6zel ¢oziim elde edilir.
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4.2. Kratzer-Fues Potansiyeli Altinda Radyal Schrodinger Denkleminin Coziimleri

Kratzer-Fues potansiyeli altinda radyal Schrodinger denklemi;

2R, + 2rRy — (Ar? —=Br+ C)R=0 (4.53)

bi¢imindedir. R = R(r) dalga fonksiyonu, X,: atomlar arasi denge uzakligi ve D,: iki atam

arasindaki ayrilma enerjisi olmak iizere,

2m 4m
A= F(De - E) = —82, B = FDexe (454)
ve
2m h2e(f + 1) X — X\
€ = =5 |Dexe + ——— l V(x) = D, ( ;i e) (4.55)

seklindedir. Burada #: yan kuantum sayisidir [17].

Teorem4.2. R € {R:0 # |R_u | < oo, u € R} olmak iizere (4.53) denkleminin

(1) —14a (—a\/z—\/Z+B) 5 \/Z

RY =Ar =2 |r 2VA e T ,

e P
2VA

(2) —1+a (Dtx/z +VA —B) ) \/Z
R¥ = Ar =z [r\ -2/a r ,
re l ¢ l(—a\/ﬁ +VA —B) (4'57)

_2\/2

(3) —1—-a (a\/Z—\/Z+B) 5 \/Z

R©Y) = Ar =2 |r\ 2vA Je=4T ,

]
2VA

—1-a —aVA+VA+B
R(4) = cﬂrlT T( —24;/Z+ )ezr\/z . 4 59
(825e5) (4.59)

_2\/2

kesirli formda ¢6ziimleri vardir. Buradaki A keyfi sabit sayidir.
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Ispat: g = g(r) olmak iizere,
R=1r"g (4.60)
olsun. Boylece
rg, +2(w+1)g, —[Ar—Br+ @w?+v+C)rtlg=0 (4.61)

elde edilir. v?2 + v+ C = 0 olacak sekilde secilsin. a =+1 —4C alirsak, v = %ia yazilir.

Boylece iki durum sz konusu olur.

1.Durum v = —= olsun. Bu deger, (4.60) ve (4.61)’de yerine yazilirsa,
R = r_12+ag (462)
ve
rg, +(1+a)g;.—(Ar—B)g=0 (4.63)

elde edilir. Simdi de, h = h(r) olmak iizere,

g=e*h, (r+0) (4.64)

doniisiimii (4.63) denklemine uygulanirsa,

rg, + Qri+1+a)g, +[rA?+A(1+a)—Ar +Blg =0 (4.65)

olur. A degeri, r(4% — A) = 0 seklinde segilirse

Al=+VA (4.66)

bulunur. Yine iki durum s6z konusu olur.
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(1-1): A = VA olsun. Béylece,
rg, +(1+a+2rVA)g, + [B+ 1+ a)VA]g =0
yazilir. (4.67)’nin her iki tarafina (3.25)’de taniml1 olan N# operatorii uygulanirsa,
rgosu+ W+ 1+a+2rvA)gi, + [B+ Qu+ 1+ a)VA]g, =0
elde edilir. O halde p degeri B+ (2u + 1+ a)vA = 0 dan,

_-B-(1+a)VA
= 2VA

bulunur. (4.68)’de her terim 1 ile ¢arpilir ve u niin degeri yerine yazilirsa,

N aA+VA-B
)+

2\/Z + 21"\/2)7"_19(2@—3—(“(1)\/2) =0

[g (Zx/Z—B—(lﬂz)\/Z
2VA

2VA

elde edilir.

J1+p = U

olarak alirsak

g(Z\/Z—B—(1+a)\/Z) =u= u(r), lg (T) = u\/Z—B—a\/Zl
2VA 2VA

olsun. Bu esitlik (4.70)’de yerine yazilirsa,

u1+l2\/Z+<a\/Z+\/Z_B>r_1]u=0

2v/A

bigiminde birinci mertebeden homojen lineer adi diferansiyel denklem elde edilir.
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Bu denklemin ¢oziimii,

(—aJZ—JZ+B)
u=cAr\" 2a Jg=2rV4

bi¢imindedir. Benzer islemlerle (4.56) denklemi,

aJ_ VA+B
N
(aJZ—VZ+B)
2VA
ve
R(l) _ r_12+a Uq a\/— \/_+B _Zr\/z
aJZ—JZ+B)
2VA
olarak bulunur.
1-ii): A = —VA olsun. (1-i)’deki benzer islemlerle,
_B+(1+ a)VA )
= i )
—~(1+a)VA +B o
g—zJZBua)\/Zl"'( —2VAT|r 9 (-2vA+B+a+aya) = 0 ¢
[ (FHEE)], ~2VA (FHEEF)
1+a)VA +B
+l—2x/Z+< ( VA >_1lu=0
—2vA J
ve
(1+a)VA -B
uzcﬂr( ~2VA )ezr‘/Z
elde edilir.
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Benzer islemlerle (4.57) denklemi,

((1+a)\/Z —B) -
=Alr -2VA e<’
9 I l((_aﬂ)\m —B) (4.79)
—2VA
ve
_1+a a\/_ +VA B
R@ = Alr\=va 2r\/Z
L e aL I
-2vVA
olarak bulunur.
2.Durumv = ——< olsun. Benzer adimlarla,
rg, + Qrdi+1—a)g, +[rA>+ A1 —a)—Ar+Blg=0 (4.81)
olup, buradan A = ++/4 elde edilir.
(2-i): 2 = VA olsun.
g, +(2r\/Z+ 1—a)g1+ [\/Z(l—a)+B]g =0 (4.82)
seklinde olur. (4.82)’nin her iki tarafina (3.25)’de tanimli olan N* operatorii uygulanirsa,
TG24p + (u +1—a+ ZT'\/Z)QH.# + [B +Cu+1- a)\/Z]gM =0 (4.83)
elde edilir. B + (21 + 1 — a)VA = 0 olacak sekilde secilirse,
_ —B — (1 - (1)\/Z (484)
2VA

bulunur.
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(4.83)’de her terim 1 ile ¢arpilir ve u niin degeri yerine yazilirsa,

—aVA+VA-B
9 (2VA-B-(1-a)A l + < + ZT\/Z> 719 Aoy = 0 (4.89)
l(z ), 2VA (=55
olur. g4, = u olarak kabul edilirse,
g(z\/Z—B—a—a)\/Z) =u=u(r), [g (r) = uﬂ—Bmﬁl (4.86)
2VA 2VA

olur. Bu esitlik (4.85)’de yerine yazilirsa,

(4.87)

u1+I2\/Z+<_a\/Z+\/Z_B>r_1lu=O

2V/A

bi¢iminde birinci mertebeden homojen lineer adi diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin

¢Ozlimii,

aVA-VA+B
u= c/l‘r( 2VA : )e—Zr\/Z (488)

bi¢imindedir. Benzer islemlerle (4.58) denklemi,

avVA-A+B
g = A I‘r‘( 2VA )e_zrﬂl<—am_ﬂ+3) (489)
2VA
ve
R® =15 A lr(aﬂz_fzz +B>e—2rﬂl 4.90
(—a\/Z—N/Z+B) ( . )
2VA

seklinde bulunur.
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2-ii): 2 = —/A olsun. Benzer islemlerle,

_ B+ (1-a)VA )
M - —2\/Z Y
aVA-VA-B
9 (—2vA-B+-a)Va l + ( - 2\/Zr>r_1g _2vA-B+a-aya) = 0 ¢
[(2 ~2va )1 —2VA (P55
aVA—VA-B
U + [—2vVA + r‘llu=0

' l < —2vA > ),

ve
—aVA+VA+B
u= aélr(%\/{)ezr\/z
bi¢imindedir. Benzer islemlerle (4.59) denklemi,
—aVA+VA+B
g = A ‘r'(T)ezr‘/Z
(m/Z+x/Z+B)
—-2VA
ve
—1—-a —aVA+J/A+B
R@® = rch/l r( —24;/24. )ezr\/Z
(a\/Z+\/Z+B)
—-2VA

olarak elde edilir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu béliimde, tez calismasinin genel bir degerlendirmesi yapilarak, ¢alismanin katkilar1 ve ilerki

calismalar i¢in birtakim oneriler verilmistir.

5.1. Sonuclar

Bu ¢aligsmada, klasik analizdeki tiirev ve integral tanimlarindan ¢ok farkli ve yeni olan kesirli tiirev
ve integral tanimlar1 agiklayici 6rneklerle birlikte verilmistir. Kesirli hesap kavrami igerisinde yer
alan ve genellestirilmis Leibniz kurali olarak bilinen N-kesirli hesap yontemi belirtilmis ve bu

yontemi uygulayabilecegimiz iki problem tiirii bir 6nceki boliimde ele alinmistir.

Fiziksel problem olan radyal Schrodinger problemleri, yontemimizin uygulanabilecegi tiirden
singiiler katsayili problemlerdir. Iki farkli potansiyel altinda ele aldigimiz bu problemleri, kesirli
diferansiyel denklemlere doniistiirlip, yonteme uygun hale getirip, kesirli formlardaki ¢oziimler

elde ettik.

5.2. Oneriler

Bu tezde, ele aldigimiz problemler ve benzer problemler igin yeni bir yontemin varlig1 ve basarili
sonuclar1 gosterilmistir. Kesirli formlardaki ¢éziimler uygun kesirli hesap tanimlar1 yardimiyla

hesaplandiginda analitik ¢oziimler elde edilecektir.

Caligmamiz, uygun singiiler diferansiyel denklemlere yeni bir ¢dziim yontemi kullanarak
uygulamali matematik ¢alismalarina ve fiziksel problemlerin ¢oziilmesinden dolayr da fizik
calismalarina olumlu katkilar saglayacaktir. Bu yontem, benzer denklemlere de uygulanabilecegi
gibi benzer yontemler de gelistirilebilir. Daha yiiksek mertebeli singiiler diferansiyel denklemlerin

¢oziimiinde de bu yontemin kullanilabilirligi test edilebilir.
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