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OZET

CIFT DIZILER ICIN M,;-ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Serife GUNAL

Yiksek Lisans Tezi

Bitlis Eren Universitesi Fen Bilimleri Enstitiis(
Matematik Anabilim Dal1
Damigman: Dr. Ogr. Uyesi Nazlim Deniz ARAL
Eylul 2019, 29 sayfa

Bu tez ¢alismasinda, P. N. Natarajan tarafindan tanimlanan cift diziler i¢in (M, A,,,,)
toplanabilme metodu kullanilarak ¢ift diziler i¢in yeni bir istatistiksel yakinsaklik tanimi

verilmistir. Ayrica, ¢ift diziler i¢in yeni tanimlanan M, __-istatistiksel yakinsaklik ile istatistiksel

yakinsaklik arasinda bazi igerme bagintilar: elde edilmistir.

Anahtar kelimeler: Istatistiksel Yakinsaklik, Cift Diziler, Sonsuz Matris, Toplanabilme.



ABSTRACT

M;-STATISTICAL CONVERGENCE OF DOUBLE SEQUENCES

Serife GUNAL

Master Thesis

Bitlis Eren University Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Nazlim Deniz ARAL
September 2019, 29 pages

In this thesis, we introduce a new type of statistical convergence method for double
sequences by using (M, A,,,,,)-method of summability which is defined by P. N. Natarajan. We
also obtain some inclusion reltions between M, -statistical convergence and statistical

convergence for double sequences.

Keywords: Statistical Convergence, Double Sequence, Infinity Matrix, Summability.
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Xa
X= (Xk)

5,(A)
st — limx
P-lim

X:(Xjk)

(M, Amn)

SIMGELER DiZIiNi

Dogal sayilar kiimesi
Reel sayilar kiimesi

A kimesinin karakteristik fonksiyonu
Reel sayilarin bir dizisi

A kilimesinin ¢ift dogal yogunlugu
Cesaro operatori

X =(X,) dizisinin istatistiksel limiti
Pringsheim limit

Reel sayilarin bir ¢ift dizisi

Tiim diziler uzay1

Natarajan toplanabilme metodu



1.GIRIS

Toplanabilme Teorisi ve Fonksiyonel Analizde 6nemli bir yer tutan yakinsaklik
kavraminin bir genellesmesi olan istatistiksel yakinsaklik fikri 1935 yilinda Zygmund [1]
tarafindan hemen hemen yakinsaklik adi altinda verilmisti. Daha sonra 1951 yilinda Steinhaus
[2] ve Fast [3] tarafindan tanim1 yapilan istatistiksel yakinsaklik kavrami birgok 6nemli yazarin
katkilariyla aktif bir arastirma alan1 haline gelmistir. Istatistiksel yakinsaklik kavrami
matematigin ¢esitli alanlarinda uygulamalara sahiptir &rnegin, Olgiim teorisi (Miller [4]),
toplanabilme teorisi (Freedman vd.[5], Connor [6], Et [7-9]), Sayilar Teorisi (Erdds[10]),
Trigonometrik seriler (Zygmund [1]) gibi. Ayn1 zamanda yaklasim teorisinde de uygulamalara
sahiptir [11-12].

Cift diziler lizerinde ilk calisma Bromwich [13] tarafindan yapilmistir. Daha sonra Hardy
[14], Moricz [15], Moricz ve Rhoades [16], Tripathy [17,18] tarafindan ve diger pek ¢ok
matematikg¢i tarafindan ¢alisildi. Pringsheim 1900 yilinda ¢ift diziler igin yakinsaklik kavramini
vermistir ve P-lim olarak gostermistir [19]. Bu yakinsaklik satir ve siitunlarin yakinsak olup
olmadigina bakilmaksizin tanimlanmistir. Daha sonra Hardy [14] ¢ift diziler i¢in yakinsakligi
daha detayli inceleyerek P-limit in yaninda satir ve siitunlarin yakinsakligini da ekledigi regiiler
yakinsakligi tanimladi. Istatistiksel yakimsakligin cift dizilere genellesmesi ilk defa Mursaleen
ve Edely [20] tarafindan elde edilmistir. Cift diziler, alisilmis dizilerde elde edilen pek ¢ok
kavrama tasinmustir. Patterson ve Savas tarafindan Lacunary istatistiksel yakinsaklik elde
edilmistir [21]. Tirkmenogu ¢ift dizi uzaylarinm1 tanimlamigtir [22]. Savas ve Mursaleen [23]
tarafindan Fuzzy sayilarina, Das vd. [24] tarafindan I ve I* yakinsakliga taginmustir.

P. N. Natarajan [25], ¢ift diziler igin (M, Am_n) toplanabilme metodunu tanimlamis ve
baz1 6zelliklerini ¢alismistir. Bu ¢alismasinda (M , Am,n) toplanabilme metodunun regiler olmasi
icin gerek ve yeter kosul verilmis ve herhangi iki Natarajan metodunun tutarli oldugunu
gostermistir. Ayni1 zamanda farkli A’lar i¢in icerme ve denklik bagintilarini elde etmistir.

Bu tez calismasinda ¢ift diziler i¢in istatistiksel yakinsakligin bir genellesmesi olarak P.
N. Natarajan’in ¢alismasi kullanilarak yeni bir yakinsaklik tanimi verilecektir. Ayrica farkli A’lar

icin igerme bagntilar elde edilecek ve istatistiksel yakinsaklik ile My, -istatistiksel yakinsaklik

arasindaki bagmtilar verilecektir.



2. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde, c¢alismamiz igin gerekli olan alisilmis ve ¢ift diziler ile ilgili temel

kavramlar hatirlatilacak, temel teoremler ve tanimlar verilecektir.
2.1. Temel Tamim ve Teoremler

Tanim 2.1.1. Tanim kiimesi pozitif tamsayilar kiimesi olan her fonksiyona dizi denir [26].

Tamm 2.1.2. Bir (X,) reel say1 dizisi alalim. Eger verilen her £ > o icin bir n, dogal sayisi
bulunabiliyor ve n > n, icin
lx, —L| <¢

esitsizligi saglaniyorsa, o zaman L sayisina (x,,) dizisinin limiti denir [26].

Tamim 2.1.3. Bir x = (x,,) dizisi alalm. sup|x,| < oo ise (X,) dizisine smirl dizi denir [26].
n

Tanmm 2.1.4. A dogal sayilar kiimesinin alt kiimesi olmak Uzere A kilimesinin karakteristik

fonksiyonu y, ile gosterilir ve,

. (1, jeEA
1) ={y j € (N/A)

seklinde tanimlanir.

Bu tanimlarin benzeri ¢ift diziler i¢in asagidaki sekilde verilir.

Tammm 2.1.5. Tamim kiimesi N X N olan fonksiyonlara ¢ift dizi denir. x = (xm’n) seklinde

gosterilir [27].

Ornek verilirse, her m, n igin Xmn = mn ile taniml ¢ift dizisi

1 2 3
2 4 6
3 6 9

seklinde bir gdsterime sahiptir.



Cift dizilerde birden fazla yakinsaklik tanimlanabilir. Biz bu ¢aligmada asagida tanim1 verilen

Pringsheim anlaminda yakinsaklig1 kullanacagiz.

Tammm 2.1.6. Bir x = (x;,,) Cift dizisi alalim. Eger verilen her € > o i¢in bir n, sayisi
bulunabiliyor ve m,n > n, igin

|xmn — L] < &
esitsizligi saglaniyorsa (X,,,) dizisi L sayisia Pringsheim anlaminda yakisaktir (P-yakinsak)

denir. P-lim x = L ile gosterilir [19].
mn

Bu galisma boyunca P — limx = L yerine lim x = L kullanilacaktir.
mn mn

Tamm 2.1.7. Bir x = (xp,,,) ¢ift dizisi alalim. sup|x,,| < o ise x dizisine smrl dizi denir
mmn

[16].

Tiim smurh ¢ift dizilerin kiimesini £2, ile gdsterecegiz.

Tamm 2.1.8. A € N x N olmak (izere A kiimesinin karakteristik fonksiyonu y, ile gosterilir ve,

. (1 (. k)eA
xaU k) = {0, (J, k) € (N x N\A)

seklinde tanimlanir.

Yakinsak olan alisgilmis dizi igin elde edilen sonuglarin hepsi Pringsheim anlaminda
yakinsak olan ¢ift dizilerde gegerli olmayabilir. Ornegin, yakinsak olan alisilmus bir dizi sinirlidir
fakat Pringsheim anlaminda yakinsak olan bir ¢ift dizi sinirli olmayabilir. Bunun i¢in asagidaki

ornegi inceleyelim.

— { n, m=1
mn =1 0, diger durumlarda

tanimlanirsa x = (X, ,) ¢ift dizisi sifira Pringsheim anlaminda yakinsak oldugu halde smnirl

degildir.
Teorem 2.1.1. Eger x = (X, ) ¢ift dizisi Pringsheim anlaminda yakinsak ise limiti tektir [19].

Ispat: L ve L' sayilar1 bu ift dizinin iki farkli limitleri olsun. Béylece verilen & > 0 sayis1 igin

VYm,n = ny oldugunda



€
|xm,n - L| < >

olacak sekilde n, € N sayis1 vardir. Benzer sekilde, Vm,n = n, icin,
€
|%Xmn — L'| < >

olacak sekilde n, € N sayisi vardir. max{n,, n,} = n, olsun. Bdylece vm,n > n,

icin,
0<I|L—L|=|L—%mn+%mn—L| < |xmn —L| + |xmn —L'| <

bulunur. Bu ise L = L' olmasini verir.

zamanda lim x,, ,(m € N) ve limx,,, ,(n € N) limitleri de var ise x = (x,,,,) dizisine Reguler
m n
yakinsaktir denir. Yani, regiiler yakinsak bir x = (x,, ) dizisi i¢in lim lim x,, ,, ve limlim x,,, ,,
m n n m

limitleri vardir ve bu limitler Pringsheim limitine esittir.

Ornek 2.1.1. x = (xp ) = % r % dizisi verilsin. Bu dizinin Pringsheim anlaminda 0 noktasina
yakinsak oldugu goriilir. Bununla beraber her n € N i¢in lim x,,, = % ve m € N igin
m—0oo

. 1 -
lim x,,, = — oldugundan,
n—oo m

limlim x,, , =limlimx,, , =0
m n n m

bulunur. O halde, x = (xm,n) dizisinin 0 noktasina regiiler yakinsak oldugu elde edilir. Bdylece

bu dizi sinirli bir dizidir.

Tanmm 2.1.9. x = (xm_n) bir ¢ift dizi olsun. Herhangi bir € > 0 sayis1 igin, bir n, dogal sayisi
bulunabiliyor ve m,n,p, g > n, igin
|xm,n - xp,q| <e¢

saglantyorsa x = (xm,n) dizisine Pringsheim anlaminda Cauchy dizisi denir [19].

Teorem 2.1.2. x = (xm,n) Gift dizisi verilsin. x = (xm,n) dizisinin yakinsak olmasi igin gerek

ve yeter kosul bu dizinin Cauchy dizisi olmasidir [28].

Simdi toplanabilme kavramini hatirlayalim.



Tamim 2.1.10. X ve Y tiim kompleks terimli diziler uzay1 w’nin iki alt kiimesi, x = (x,,) € X ve

A = (any )y k=1 bir matris olsun. Eger, Vn € N i¢in

o

Yn = (Ax)n = Z Apk Xk

k=1
serisi yakinsak ve y = (y,,) € Y ise A’ya X ten Y’ye bir matris doniisiimii denir.
(y,) dizisi yakinsak ve limiti L € C ise (x,) dizisine L degerine A-toplanabilir denir ve A —

lim x, = L ile gosterilir [29].
n—-oo

Tanmm 2.1.11. (a,u)nk=1 bir matris ve x = (x,) dizisi verilsin. Eger, lim x,, = L oldugunda
n

lim(Ax),, = L ise A = (a,;) matrisine regiler matris denir [30].
n

Bu tanimlarin benzeri ¢ift diziler i¢in asagidaki sekilde verilir. Bunun i¢in Once ¢ift seri tanimint

verelim.

Tamm 2.1.12. (xm,n) bir ¢ift dizi olmak Uzere Y., , X, toplamina bir ¢ift seri denir.
Bu serinin kismi toplamlar dizisi olan {(Zm 1n= 1xm,n)st} P-yakinsak ise yani P-
llm Zm 1n=1%mn limiti varsa seri bu limit degerine Pringsheim anlaminda yakinsaktir (P-

yakinsak) denir [13].

Teorem 2.1.3. Eger Y, Xmn Gift serisi yakinsak ise

mnO

lim xp,,=0
mmn—oo

dir. Fakat tersi dogru degildir [31].

Tamm 2.1.13. Eger Y |xmn| serisi yakinsak ise Y, o Xmn Gift serisi mutlak yakinsaktir

mnO mnO

denir.

Eger Yo7 o Xm serisi mutlak yakinsak ise Y,

degildir [32].

mn= o0 Xmn serisi yakinsaktir. Fakat tersi dogru

Tanm 2.1.14. x = (xm,n) bir ¢ift dizive A = (a{;fn :n=1 dort boyutlu bir matris olsun. Eger,

vm,n € N igin



o

ik
(Ax)jk:: Z ainnxm,n

m,n=1
cift serisi P-yakinsak ise
Ax:= (Z xmna{,’fn>
mn j,k

dizisine x dizisinin A-doniisiim dizisi denir [31].
Ax cift dizisi bir L sayisina P-yakinsak ise x dizisi L sayisina A-toplanabilirdir ve A(x) =L ile

gosterilir.

Tanmm 2.1.15. lim x,,, =s oldugunda lim (Ax),,, =s ise dort boyutlu sonsuz A =
m,n—oo

m,n—oo

(@ k1) Matrisi regilerdir denir [31].

Teorem 2.1.4. Bir (afl]:n) matrisinin smirl regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,
i)P-l]i_,r’? a{,’fn =0, hern,m

i) P-lim ahe, =1

ii) P-l]i,,rl?zm|af,’fn =0, hern

Iv) P-l}'_,r]? Zn|a,j7'fn| =0, herm

V) Her m, n igin Zm,n=1|af,]fn| < M olacak bicimde M sayisinin mevcut olmasidir [32].

Bilindigi gibi istatistiksel yakinsaklik kavrami dogal yogunlugu sifir olan kiimelerle ilgili

oldugundan simdi yogunluk kavrami verilecektir.

Tanmm 2.1.16. K c N i¢in K(n), K n{1,2,...,n} kiimesinin eleman sayisin1 gostersin. Bu
takdirde A: P(N) — [0,1]

K(n) (2.2)
n

A(K) = liminf
n—->0oo
biciminde tanimlanan fonksiyona alt asimptotik yogunluk fonksiyonu denir. Buna bagli olarak

bir K kiimesinin iist asimptotik yogunlugu

A(K) = limsup K(n)

n—oo n




bigiminde tanimlanir. Eger A(K) = A(K) ise K’ya asimptotik yogunluga sahiptir denir ve K’nin
asimptotik yogunlugu A(K) ile gosterilir. Bu durumda

A(K) = lim @ (22)

n—oo n

esitligi saglanir [33].
Simdi yakinsakligin bir genellesmesi olan istatistiksel yakinsaklik tanimini verelim.
Tanmm 2.1.17. (x,,) < Cve L € C olmak lizere, Ve > 0 igin,

A({keN:|x;, — L =€}) =0

ya da

|k = nl:|x — L] = €}
lim =0

n—oo n

- e . . . o . g st - . age
ise (x,) dizisi L’ye istatistiksel yakinsaktir denir ve st — lim x,, = L ya da x,, — L ile gosterilir
n—oo

3]

t
Teorem 2.1.5. x = (x,) € C ve L € C olsun. Bu takdirde x, 5 L olmast icin gerek ve yeter

kosul x = y + z olacak bicimde y = (y,,) ve z = (z,,) dizilerinin bulunmasidir 6yle ki lim y, =
n—->oo

L ve
_|{k =nl:z, # 0}
lim =

n—oo n

0

saglanir [6].

Sonug 2.1.1. Bir dizi bir noktaya yakinsak ise ayn1 noktaya istatistiksel yakinsaktir [6].
Sonug 2.1.1%in tersi dogru degildir. Bunu bir 6rnekle agiklayalim:

Ornek 2.1.2.

X _{n, nep
"0, ngP

dizisini ele alalim. Burada P asal sayilar kiimesini gostermektedir. Bu dizi sinirli olmadigi i¢in
klasik anlamda yakinsak degildir. Fakat 0’a istatistiksel yakinsaktir. Bunu gostermek i¢in € > 0

verildiginde



|k =n:|x, — 0] = €}
lim
n—ooo n
limitinin 0 oldugunu gostermeliyiz:
k<nl|x|=>¢ k<n:keP t(n n(n)lnn 1
lim I x| }|< lim I }|= limQ= limL.—zl.Ozo.

n—-oo n n—oo n n—-oo n n—oo n ln n

Buradaki m(n) = [{k < n:k € P}| fonksiyonuna asal say1 fonksiyonu denir. 1 den nye kadar
tiim asal sayilarin sayis1 w(n) ile gosterilir. Bilindigi gibi asal say1 teoremi
n(n)lnn
mn _
n—oo n
oldugunu ifade eder. Goriildiigii gibi siirli olmayan bir dizi istatistiksel yakinsak olabilir. Bu

durum klasik yakinsaklikta gecerli degildir. Bu 6rnek ayrica, asal sayilar kiimesinin asimptotik

yogunlugunun 0 oldugunu da gosterir.

Teorem 2.1.6. Bir dizi istatistiksel yakinsak ise istatistiksel limiti tektir [34].

t t
Teorem 2.1.7. (x,),(y,) € C ve L, L,,a, B € C olsun. Bu takdirde x, S—>L1 Ve y, S—>L2 ise

t
ax, + By 5 al, + fL, saglanir. Baska bir deyisle, istatistiksel yakinsaklik, lineer bir
fonksiyoneldir [35].

Cift diziler icin istatistiksel yakinsaklik kavrami Murselen ve Edely [20] tarafindan verilmistir.

Once cift diziler i¢in yogunluk kavramini verelim.

Tanmm 2.1.18. K € N X N olmak tzere {(i, j): (i,j) € K,i < m,j < n} kiimesinin eleman sayisi
K (m,n) ile gosterilsin. Bir K € N x N kiimesinin alt asimptotik yogunlugu
K(m,n)

nm

6,(K) =liminf
mn
K(mmn) . . C e . .. o
olarak tanimlanir. (7) dizisinin Pringsheim anlaminda limiti varsa K kiimesi ¢ift dogal
yogunluga sahiptir denir ve bu kiimenin ¢ift dogal yogunlugu

. K(m,n)
6,(K) = lim
mmn mm

ile verilir [20].
Ornek olarak, {(j2,k?):j, k € N} kiimesinin dogal yogunlugu
K(m,n) <1 Vmyvn B

s Im
nm mn mn

0

mmn



Cift dogal yogunluk ile ilgili asagidaki 6zellikleri verebiliriz. A ve B, N X N kiimesinin herhangi
iki alt kiimesi olmak Uzere,

i) 5,(A) var ve 0 < §,(A) < 1 dir. Aymi zamanda 6§, (N X N\A) vardir ve §,(N X N\4) =1 —
6,(A) dir.

ii) Eger 6,(A) = 1ve A c Bise 6,(B) = 1 dir.

iii) 5,(A) =0ve 6,(B) =0ise 6,(AUB) =0

iv) 6,(A) =1ved,(B) =1ise 5,(ANnB) =1dir.

Tamm 2.1.19. x = (x,,,) bir ¢ift dizi olsun. Verilen her bir &> 0sayist igin

{(m,n): |xm,n - L| > s}

kiimesinin dogal yogunlugu sifir ise, yani

j,lliinoo(i+ eI D) Hmn),m<jven<ki|xp,—L|=¢}|=0

ise x = (xm,n) cift dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve st-limx,, , = L seklinde

gosterilir [20].

Not 2.1.1 [20] a) x = (xm’n) Pringsheim anlaminda yakinsak bir ¢ift dizi olsun. O halde, sinirli
veya sinirsiz satir ve (veya) sltunlar i¢in sinirli birer say1 bulunabilir. Bu sayilar s; ve s, olarak
tanimlanirsa,

K(m,n) < s;m+ syn
olur. Bdylece bu sayilarin varligindan x = (xm_n) dizisinin istatistiksel yakinsak oldugu
anlagilir.
b) Eger x = (xm,n) dizisi L sayisina istatistiksel yakinsak ise bu L sayisi tektir.
c) Eger x = (xm'n) dizisi istatistiksel yakinsak ise Pringsheim anlaminda yakinsak olmasi

gerekmez. Ayni1 zamanda Sinirli olmasina da gerek yoktur.

.. mn, mven tam kare
Ornek 2.1.3. (xmyn) = { 1,diger durumlarda
dizisi tanimlansin. x = (xm,n) cift dizisi 1 noktasina istatistiksel yakinsaktir. Fakat ne
Pringsheim anlaminda yakinsak ne de sinirli degildir. Clinkii dizinin 1 haricindeki elemanlariin

yogunlugu 0 dir. Yani her € > 0 sayis1 i¢in;



Hmn):i<m,j<n,|xp,— 1| =e}| <Vmvn

dir. Boylece her iki tarafin limiti alinirsa,

Vi

y

lim[{(mn):i<m,j<n,|xp,—1| = e} <lim =0

i,j iLj

bulunur.

Teorem 2.1.8. x = (xm’n) cift reel say1 dizisi verilsin. Bu dizinin bir L sayisina istatistiksel
yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul K = {(m,n) S N X N:m,n=1,23,..}, 5,(K) =
1ve

im X =1L
m,n—-oo,(mn)eK m,n

olacak sekilde K € N x N alt kiimesinin var olmasidir [20].

Teorem 2.1.9. st-limx,,, , = Ly, st-limy,,,, = L, vec € R ise
mn mn
i) st — lim(xm,n + ym,n) = st —limx,, , + st —limy,,, = L; + L, dir.
m,n mn mn

i) st-limc x,,, , = cL,dir [20].
mmn

2.2. Gift Diziler icin (M, ,,,) (Natarajan) Toplanabilme Metodu

Bu kisimda P. N. Natarajan’in ¢alismasinda elde edilen (M, Am,n) (Natarajan) toplanabilme
metodu tanimini ve elde edilmis baz1 sonuglar verilecektir.

Tamm 2.2.1. {4} dizisi Yoo o|Amn| < o kosulunu saglayan bir ¢ift dizi olsun. (M, 4,,,)
metodu 4-boyutlu (am,n,k,l) sonsuz matrisi ile tanimlanir. Burada (am,n,k'l) asagidaki sekilde

verilmistir.

Am—k,n—l ) k < m, l <n

Amnkl = {O , diger durumlarda (23)

Tamm 2.2.2. Eger s, > 0(M, An) Ve si; = 6'(M, iy ) oldugunda o = ¢’ ise herhangi iki

(M , Am'n), (M , ym,n) metodlari tutarlidir denir.
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Tammm 2.2.3. Eger sy, —>0(M,Am,n) oldugunda sy, —>0(M,,um,n) ise (M,Am,n) metodu
(M, ptynn) metodu tarafindan igerilir denir. Ve bu icerme (M,Ap,) S (M, upmn,) seklinde
gosterilir.

Eger (M , /’lm,n) c (M , um,n) ve tersi saglanirsa bu iki metod denktir denir.

Teorem 2.2.1. (Silverman-Toeplitz) [36] Doért boyutlu sonsuz A = (am,n,k,l) matrisinin reguler

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

. 00,00 .

|) sup Zk,lzolam,n,k,ll <™,
mn

||) lim am'n,k'l =0 , k,l = 0,1,2, ey

m,n—oo

. 00,00 = .
i) lim ¥ 5 amnes =1
m,n—co ’

iv) lim ¥ o|amni =0,1=012,..ve
m,n—oo

V) lim Y2olamnii =0,k=012, ...
m,n—oo

Teorem 2.2.2. (M, A,,) metodunun regiiler olmasi igin gerek ve yeter sart Ym0 Amn = 1

olmasidir.

Ispat: Yo A, = 10lsun. O halde, Yoo o|Amn| < o oldugundan

sup z |amnkl| = Ssup z |/1m kn— l| < ®
m,nz0 m,n=0

k.l1=0 k.l1=0

ve lim A4,,, = 0 oldugundan 11m Amniy = lim Ay =0,k1=0,12,..dir.
m,n—-oo m,n m,n—oo

Boylece (M, A,,.,) metodunun regiiler olmast igin gerek ve yeter sart

00,00 mn

1= lim Amnky = lim Am—kn— = lim lkl = Z Ak

m,n—oo m,n—o m,n—oo
k,1=0 k,1=0 k,1=0 k,1=0

olmasidir.

Teorem 2.2.3. Herhangi iki Natarajan metodu tutarlidir.
ispat: (M, A,0,), (M, pim,) iki regiiler metod olsun dyleki (), (#mn) SONSuz matrislerinin

her bir satir ve siitunlar1 basit diziler igin regiiler Natarajan metodudur. Ugiincii bir metod olarak

(M, ¥yn,) tanimlayalim. Burada ¥y, , = Yiito A jtm-in-jy mn=0,12,..dir. s = {Smn} icin
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(M ymn)(s) = U Oumn”(M ,u”)(s) alahm.  Burada  Upp;; = Ap—in-jQij, Qij =
Z;é,]z=o ey 6j =0,12,.. . Teorem 2.2.2’yi kullanarak (M,¥y,,) regiler oldugu gériilir.
Boylece sy, = o' (M, i) olmast si; = 6'(M, ¥y ) oldugunu gdsterir. Benzer sekilde s;; —
O'(M , /1m,n) olmasi ile s ; — O'(M , ym,n) oldugu gosterilebilir.

Sonug olarak, o = ¢’ elde edilir ve boylece (M, A r) Ve (M, i) metodlarimn tutarlt oldugu

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Simdi
Alx,y) = Z:rol;.f:o Annx™y™, ulx,y) = Z::l:lo:o Umn XY™

alalim. Bu seriler |x|, |y| < 1 igin yakinsaktr.

_ Axy)

_ uxy) 00,00
k(x y) ~ Zmn okm,nxmy l(—’ h(x Y) Zm_n=0 hmnx y Il(xJ’)

verilsin.

mn mn
Zl} ok Am in—-j = Hmn Zl} Oh’l]”m in—j Am,n
olsun.

Asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 2.2.4. Bger (M, Ay p) Ve (M, ) regiler metodlar olsun. (M, A,,,) S (M, i)

olmast igin gerek ve yeter kosul Y > " olkmn| < 0 ve Y=o kmn = 1 olmasidir,

Ispat: s(x,y) —Zmn o0 SmaX™y™ olsun. O halde

00,00 w,00 [/ mn
Z (Mt ) ($)x™y™ = Z Z Him—in-jSij | X"Y"

mn=0 mn=0 \i,j=0

= ux,y)s(x, y).

Benzer sekilde,

00,00 00,00 m,n

min _ mi,n
z (M’Am,n)(s)x y = Z Z Am—i,n—jsi,j Xy
mn=0 m,n=0 \i,j=0

= A(x,¥)s(x, y).
Baoylece,
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00,00

D (Mt )Xy = kG y) Y (M) (D67

mn=0 m,n=0
= ( 2 km,nxmyn)< Z (Mr/lm,n)(s)xmyn>
m,n=0 m,n=0
elde edilir. Buradan,
mmn mmn
(M, i) (s) = Z km—in-j(M,2;;)(s) = z Cmnij(M,2;;)(s)
i,j=0 i!j=0
bulunur. Burada
_ {km—i,n—j , 1<m, ] <n
Cmnij = 0, diger durumlarda

dir.

Eger, (M, Am n) c (M, Um n) ise (cmnij) regulerdir. Silverman-Toeplitz teoremindeki (iii)’ye

mnk

mn
i,j=0 k

gore hm ZU 0Cmmnij = 1, yani hm > m-in—j = 1 dir. Buradan lim ZU_)OO

mmn—oo

1 oldugu ve dolayisiyla Y>> k; ; = 1 elde edilir.

Yine Silverman-Toeplitz teoremindeki (i)’ye gore bir H > 0 vardir dyleki

00,00

Z lcmni| <H, mn=01.2, ..,
i,j=0

oldugunu yani,
Z |km—in-j| <H, mn=012,.,
i,j=0
dolayisiyla
Z |kij|<H, mn=012,..
i,j=0
dir. Buradan, Yoo |kmq| < oo elde edilir.
Tersine eger Y.,/ ol kmn| < o0 ve Yo okij =1ise (cpny ;) regiiler oldugu ve (M, Apn) S
(M , ,um,n) oldugu ispatlanir.

Bu teoremin bir sonucu olarak agagidaki teoremi verebiliriz.
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Teorem 2.25. (M, An), (M, i p) regiiler metodlarmin denk olmast icin yani (M, A,,) S
(M , ,um,n) ve tersinin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul

Yomm=olkmn| < 00, T o kmn = 1
ve

mn olhmnl =® z:mn 0 mn =1

olmasidir.
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3. BULGULAR

Bu bélimde P. N. Natarajan tarafindan tanimlanan (M, 4,,,,,) toplanabilme metodu kullanilarak
cift diziler icin istatistiksel yakinsaklik tanimi verildi. Ayn1 zamanda, ¢ift diziler igin Mﬁm

istatistiksel yakinsaklik ile istatistiksel yakinsaklik arasinda bazi igerme teoremleri ispatlandi.

x = (Xmn) reel degerli gift dizisi verilsin. (xy,,) dizisinin M,_  ortalamasi olan (t,,,) dizisi
tim m,n € N igin

bn = ?:0 Z?:O Am—k,n—lxkl (3-1)

seklinde tanimlanir.

Tanm 3.1. x = (X,,) Gift dizisi L € R degerine (M, ) toplanabilirdir denir eger t,,, - L

saglanirsa ve X, , = L (M, ) ile gosterilir,

Tamm 3.2. Eger (|xp,, —L|) dizisi sifira (M, ) toplanabilirse, (xp,) cift dizisi L € R
degerine M;__-guclii toplanabilirdir denir ve x,,, —» L([M;,_]) ile gosterilir. Gugli M

toplanabilir dizilerin kiimesini M, = gosterecegiz ve asagidaki sekilde tanimlayacagiz.

m n
My, = {x = (xm,n): mlgf}ooz z Am-kn—t1X — LI =0
k=0 1=0

Herhangi bir (4,,,) icin (2.3) de M, matrisi dikkate alinarak dogal yogunluk ve istatistiksel

yakinsaklik asagidaki gibi tanimlanir.

Tamim 3.3. (M, -yogunluk) K kimesi N X N nin bir alt kiimesi olsun. Eger

m n
lim Z Z Am—k,n—lXK(k’ l)
m,n—oo
k=01=0

limiti varsa bu limite K’nin M,__-yogunlugu denir ve 6, _(K) ile gosterilir.
Tamm 3.4. (M, __-istatistiksel yakinsakhk) x = (xm,n) cift dizisine L’ye M, _-istatistiksel
yakinsaktir denir V€ X, , = L(M,, ~— st) ile gosterilir eger her € > 0 igin

K(e)={(k,1):k<m,l<n:|x;—L|l = ¢}
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klmesinin M; -yogunlugu sifir ise yani,
lT}lr;l ZZL:O 2?:0 Am—k,n—l)(]{(e) (k, l) = 0.

M, -istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesini M ,{;n ile gosterecegiz yani,

MSL'

/lmn

= {x = (Xmn): AL € Royleki Xy = LMy, — st)}.

Teorem 3.1. x = (xm,) Ve y = (Y, ) iKi cift indisli dizi olsun.
Q) Xpn > Li(M;, —St)Ve ypupn = Ly(My, —st) olsun. O halde (xpn + Ymn) = Ly +
Ly)(My, — st) dir.

b) Ximn = Li(My, — st) ve (c # 0) € Rolsun. O halde cx, , > cLy (M, — st) dir.

Ispat: i) x, ,, - Li(M,, . — st)olsun. O halde K < N X N olmak tizere &,,,,(K) = 0 oldugunda
€ > 0 verildiginde Ym,n > s; ve (m,n) € (N x N\K) icin

= L] <5

Xmn 1 =5
olacak sekilde s; € N vardir. Benzer sekilde, Yy, = L,(My_ — st) olsun. O halde T € N X N
olmak Uzere 8,,,(T) = 0 oldugunda & > 0 verildiginde Vm,n > s, ve (m,n) € (N x N\T)
icin

= Lal <3

Ymn 2 2
olacak sekilde s, € N vardir.
So = max{sy,s,} olsun. v(m,n) € (N x N\(K nT)) ve her m,n > s, i¢in

|(xm,n + ym,n) - (Ll + Lz)l < |xm,n - Lll + |ym,n - L2|
£ €

<§+§=€

oldugundan Ve > 0 igin

m n
lim > Anien-tX ey (6D = 0
mn
k=0 1=0

oldugundan (xm,n + ym,n) = (L1 + Ly)(My,, — st).
i) Eger ¢ = 0 ise cx, , — 0 dur.
¢ # 0 Ve Xpyn = L1 (M, — st)olsun. O halde K < N X N i¢in 8,,,,(K) = 0 oldugunda Ve > 0

verildiginde Vm,n > s; ve (m,n) € (N X N\K) i¢in
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|xm,n — L1| < —

cl

olacak sekilde s; € N vardir. Boylece V(m,n) € (N X N\K) ve her m,n > s; igin

€
|

&

|cxm,n — cL1| < |c||xm‘n —L1| <l|c|l/—==¢

c|

olur. Ve > 0 igin

m n
lT}’lI}ll Z z Am—k,n—lX(K)(e) (k,)=0
k=0 1=0

oldugundan cxp, , = cL;(My__ — st).
31l M jfnn’ in Bazi Ozellikleri ve M Ay ile Karsilagtirma

A ve Ay kiimelerini

A:={A=(Amn):iillmn|<w} , A0:={/1€A: iilmnzl}

m=0n=0

tanimlayalim.

Teorem 3.1.1. 2 = (4;nn) €A Olsun. Eger x = (xm,n) cift dizisi L’ye M, _-istatistiksel

yakinsak ise bu limit tektir.

Ispat: Varsayalim ki Xmn = Li(My,,,, — St), Ximn = Lo (Mlmn — st) ve L; # Lyolsun.

g<%|L1— L2| alalim.

Ac(Ly) = {(m' n): |xm,n - L1| = 3}

ve

Ae(LZ) = {(m; n): |xm,n - L2| = 8}

kiimelerini  tamimlayalim. X, = Li(M;, = —St) Ve Xpp = Ly(My ~—st) oldugundan

5/1mn(A£(L1)) =0ve 6/1mn(A£(L2)) = 0.
Buradan,

{m,n): |xpn — Lo| < €} € Ac(Ly)
icermesi saglanir. Boylece,
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6Amn{(m’ n): |xm'n - L2| < 8} S 6/1mn (AE(Ll))
esitsizligi saglanir. Ayrica, {(m, n): |xm’n - L2| < e} ve A.(L,) kiimeleri ayrik ve
N x N = {(m,n): [xpmn — Lo| < &JU 4.(Ly) (3.2)

(3.2) den
82, (NXN) =68 ({(m,n): |xnn — La| < €} + 81, (A:(L2))

elde edilir. Son esitsizlik 6;, (N x N) = 0 olmasint verir fakat bu §; (N x N) = 1 olmast ile

geliskidir. Boylece, x = (xp,,) dizisinin M, __-istatistiksel limiti tektir.

Teorem 3.1.2. A = (A,;m) € A, da bir ¢ift dizi olsun. Asagidaki ifadeler saglanir,
i) Eger X, = L([My,,,]) is€ Xpn = L(My,,, — st) ve (My,, ) & M;E dir.

i) Eger x = (Xpp) € €% V€ X = L(My,  — st) ise Xy > L([My, ]) dir.

ispat:
i) €>0vexpy, > L([M,]) olsun. O halde

m n mmn mn
Z Z Am—kn-1lXp — L] = Z Am—kn—1Xp — L] + z Am—ken-1|%Xk — L]
k=0 1=0 k,1=0,(k,1)EK (€) k,1=0,(k,1)EK ()
mmn mn
= Z Am—k,n—llxkl - Ll =€ Z Am—k,n—lXK(s)(kr l)-
k,1=0,(k,1)EK (€) K1=0

elde edilir. m,n — oo limit alirsak, x,,,, = L(M,, — st) elde ederiz .

ii)Varsayahm ki x = (Xp,,) € €5 Ve Xy, = L(M;_ — st) olsun. O halde tim m,n € N igin
|tmn — L| < K olacak sekilde pozitif bir K >0 sabiti vardur.

€ > 0 sayist verilsin, o halde asagidaki esitsizlik saglanir.

m n mn mn
z z Am-kn—11X — L| = Z Am—-ken—11% — L| + Z Am—-kn—11% — L]
k=0 1=0 k,1=0,(K1)EK (&) k,1=0,(k1) 2K ()
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mn mn

<K Z Am—k,n—l XK(S) (k: l) +& Z Am—k,n—l
k,l=0 k,1=0,(k,1)&K ()

m,n — oo limit alinirsa, x,, , — L([Mlmn]) elde edilir.

Uyanr 3.1.1. Teorem 3.1.2. de (i)’nin tersi saglanmaz.

A= ) = —

(mn+1)2 Ve

N _{537‘3, k=r2vel =s?
mn =0, diger durumlarda

seklinde tanimlayalim. Boylece,
[m] [n]

m n
1 1
i 33 i = >'>
oo (mn + 1)? X (k) = g ((m—=r)(n—s)+1)?
k=01=0 =0 s=0

saglanir. Fakat

m n [m] [n]
: z z : = Z z : e
g (m-k(n-1+1)2 e ((m=7)(n—5) +1)2 ST
k=0 1=0 r=0s=0

[m] [n]

_mn—>00(mn+1)zzzs r* S

r=0s=

bulunur. Bu sonug (M, ) © Mf;n oldugunu gosterir.

Sonug 3.1.1 Eger x,;, , = L(m,n — o) olsun. O halde herhangi bir 1 = (4,,,,) € A, dizisi igin

iGN X = L(M,,, — st) dir.

Ispat: x,,, > L(mn—> o) ve 2= Ay, € Ay icin M, . regiler oldugundan xp,, —

L([M,,,.]) bulunur. Teorem 3.1.2. i) den x,, , » L(M;, . — st) elde edilir.
3.2. M, __ I¢in Icerme Sonuglar

A, 1 € Ay icin asagidaki serileri ele alalim:

Ax, Y) = Z‘;.:l:‘:):O Annx™y™ ve u(x, Y) = Z;.:l::fzo P XY™ (3.3)
Aciktir ki A(x, y) ve u(x,y) serileri tim |x|, |y| < 1 i¢in yakinsaktir.
hxy) _ AxY) _

k(x%,¥) = Yrmeo kmnXx™y™ ve =1(6,y) = Xomeo L x™y" (3.4)

Axy) u(x,y)
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olsun.

Teorem 3.2.1. Herhangi bir A, u € A icin ¥ = (V) € A bir ¢ift dizisi vardir 6yle ki M,{fnn c
Mst

Ymn ve lefnn = M)irl;m dir.
Ispat Herhangi 2 = (A,,,,) € A Ve u = (Ump) € A iGNy = (J4my) dizisini m,n € N igin

Ymn: = A’Oollm,n + /111.um—1,n—1 + o+ Amnktoo (3.5)
alalim. y € A oldugunu gésterelim. A, u € A oldugundan

00,00

z [Ymnl =

m,n=0

00,00

z Aoolmn T+ AM1lm—1n-1 T =+ Amnlioo

m,n=0

00,00

< Z | 200l ttmn| + |/111||Ilm—1,n—1| + -+ [ Amnl ool

m,n=0

(3 (3 )<

m,n=0 m,n=0
saglanir.
(t,’}m) ve (t#m) sirastyla x = (X, ) dizisinin My — st ve M, — st doniisiimleri olsun. Ayni

zamanda (t},,,) dizisi x = (%, ,,) dizisinin M, — st doniisiimii olmak lizere,

mn

tr);m = Z Vm—k,n—lXK(s)(k» D)= YmnXk(e) (0,0) + - +YooXk(e) (m,n)
k,1=0

dir. (3.5)’ten
thn = (Aooﬂm,n + Mibbm-1n-1 + -+ Amn.uOO)XK(s) (0,0) + -+ + AgotooXk(e) (M, 1)
= AooMooXk(e)(Mm,n) + -+ + (Amn.uOO + Am—1n—1M11 + o+ AOO.“mn)XK(s)(O'O)
= A1 (MOOXK(E) (m,n) + -+ UmnXk(e) (0,0)) + o+ Apn (,unmXK(e) (O;O))
= Matpn + Aozt g + o+ At

elde edilir. tf,, > 0, m,n > o i¢in lim ¢y, = 0 bulunur. Béylece, x,,, > L(M,, —st)
—00

mn mn

elde edilir. Benzer ispat yontemiyle M,{fnn c M;! elde edilir.
Uyar1 3.2.1. Teorem 3.2.1. A, u € A, iginde saglanur.

Teorem 3.2.2. Herhangi iki A, 4 € A igin Mﬁm ve Mﬁfnn metodlar1 tutarhidir.
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Ispat: (x,,,,) Gift dizisi x,,,, & L(My, — st) V€ Xpp > T(M,,  — st) olsun. y = () € A
dizisini Teorem 3.2.1. de (3.5) gibi diisliniirsek, x,,,, = L(M,, = — st) V& Xy, = T(M,, = — st)

elde edilir. Limitin tek olmasindan L = T bulunur.

Teorem 3.2.3. 4,u € A, olsun. O halde My < Mt gerek ve yeter kosul 3,27 |k | < 00

00,00 _
Ve Y=o Kkmn = 1.

ispat:

(t,’}m) ve (t#m) sirastyla x = (xp, ) dizisinin M ——st ve M, ~— st doniisiimleri olsun.
Eger

x| < 1ve|y| <1ise

0,00 00,00 mn
> thamyn= ) (Z R— l)) xmy”

mmn=0 mn=0 \k,l=0

saglanir. (3.4)’ten tim |x| < 1 ve |y| < 1 igin

u(x,y) = A(x, y)k(x,y)
dir. (3.3) ve (3.5)’ten

k@A) D Xk mmx™y™ = k(xy) D Kol mxmy"

mn=0 m,n=0
bulunur. Buradan,
©0,00 00,00
k(x,y) Z tmn XY™ = Z tn XY
mn=0 mn=0
elde edilir. Boylece,
©0,00
B A y) A A
tmn = kootinn + Kiatmn + =+ kntho = Z am,n,i,jtij
i,j=0
dir. Burada
a '__{km—i,n—j' i<m, ]STI
mntj 0, diger durumlarda

dir. O halde Mﬁm c Mjt  olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (am,n'i'j) matrisinin reguler

olmasidir. Boylece,
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elde edilir. Yani, X7 o[k, | < oo dir. Ay zamanda
00,00 mn

lim am,n,i,j = lim km—i,n—j =1
mmn—oo m,mn—oo
i,j=0 i,j=0

dir. Yani, X" o kmp = 1. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 3.2.2. A u€A, olsun. Mjt =Mt gerek ve yeter kosul Y27 |kl < oo,

Tanmim 3.2.2. 1 = (4nn) Ve 4 = (Umn), A’nin elemant olan iki dizi olsun. Eger

A
lim =2 =1

MmNn=m lUmn

ise bu iki diziye denktir denir ve A~pu ile gosterilir [37].

Teorem 3.2.4. 1 = (Aypn) Ve U = (), A'nin eleman: olan iki dizi ve A~u olsun. O halde
MSt — Mst

Amn Umn*

Ispat: x = (xmn) € M;fflm keyfi bir dizi olsun dyle ki herhangi bir € > 0 igin

mn

lim Am—k,n—l)(l((s) (k,D)=0
mmn—-oo
k,l=0
dir. Boylece,
mn mn
. . Hm—kn-1
lim Um—-kn—1XK(e) (k,1) = lim —Am—k,n—lXK(e) (k, D

=" =" Am—kn-t

elde edilir. A~u oldugundan herhangi bir sabitlenmis £, > 0 sayis1 i¢in ng = ny(gy) € N, my =
m(ey) € N sayilari vardir 6yleki tim n > n, ve m = my, icin
1 - 80 < M < 1 + 80
m—kn—l1

saglanir. Boylece, asagidaki esitsizlik elde edilir.

m(gg)no(go)

mn

Hm—k,n-1
Z Um—kn—1XK(e) (k: l) = Z /{n—n/lm—k,n—lXK(e) (kr l)
Kk,1=0 Kk,1=0 m-kn-l
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mn

Hm—kn-1
+ Z uAm—k,n—l)(l((s) (k: l)
k,l=m(go),no(go) m-kn-l
m(gg)ng(€o) mn

Hm—k,n-1
< Z u)Lm—k,n—l)(l{(s) (k: D+ 1+ 80) Z Am—k,n—lXK(e) (k, D)

Ay gen_
k,1=0 m=kn=l k,1=m(go),n0(&o)
mmn
<c Z Am—k,n—lXK(e)(k’ l)
k,1=0

Burada

) wen

Umn HUm-1n-1 Um-myn-n
c=max{1+eo, N

) )
Am,n Am—l,n—l Am—mo,n—no

dir .m,n — oo limit alinirsa Xy, , = L(M,,, — st) elde edilir. Boylece, M3*

Bu icermenin tersi ayn1 yontemle elde edilir. Boylece ispat tamamlanur.

st
c M; bulunur.

Sonug 3.2.1. E = {Ayn:m,n € N} ve F = {l:m,n € N} kimeleri A = (A1) Ve 4 = (Umn)

dizileriyle baglantili kiimeler olmak tizere eger E\F (F\E) sonlu ise M ffnn = M3t

Umn*

3.3 istatistiksel Yakinsakhk ile Mflfnn-Yaklnsakllgln Karsilastirilmasi

Teorem 3.3.1 x = (xp, ) bir ¢ift dizi ve 1 € A olsun. x, , = L(st) ise xp,, > L(M,__ — st)

ancak ve ancak 0 < k <nve 0 <! < migin mni,,_y,—; = 0(1) dir.
ispat € > 0 icin
K(e) = {(m,n) : |xm,n - L| > e}

alalm. 0 < k <mve 0 <[ < nigin mni,,_j ,—; = 0(1) oldugundan

mn 1 mn
> Aot (D) = — > Moo (ko)
k,1=0 k,l=0

1 mn
<0 — > e (kD

k,l1=0

m,n — o igin limit alinirsa X, = L(M; __ — st) olmasi igin gerek ve yeter kosul 0 < k <m

ve 0 <[ < niginmni,,_g,—; = 0(1) olmasidir.
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Teorem 3.4.2. x = (xp, ) bir ¢ift dizi ve 2 € A olsun. x,,,, > L(M, __ — st) ise xp,, = L(st)

ancak ve ancak k < mvel < nigin = 0(1) dir.

MmniAm—gn-1

Ispat € > 0 icin
K(e) ={mmn): |xpun—L| =€}

alalim.
li _Z D= li _z m—kn—l '
mvllrlloomnkl OXK(S)(k )= m}gloomn Am—kn—-1 Xk (kD)
mmn
=mlilllloo z mnA Am-kn-1Xk(e) (K, 1) = 0(1) 11m z An—kn—-1Xk (&) (k, D)
’ K,1=0 m—-kn—l e

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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5. SONUG

Bu tezde, cift diziler igin Natarajan metodu kullanilarak yeni bir istatistiksel yakinsaklik
tanimi1 verilmis, bu yeni yakinsaklik tiiriiniin, istatistiksel yakinsakligin bir genellestirilmesi
oldugu gosterilmistir. Ayrica, tezde M, _-istatistiksel limitin tekligi, M, _-istatistiksel
yakinsakligin regiilerligi elde edilmistir. Bunun yani sira, farkli A’lar i¢in igerme sonuglari elde
edilmis, herhangi iki istatistiksel yakinsaklik metodunun tutarli oldugu gosterilmistir. Bu
sonuglar Bulgular boliimiinde verilmistir. Problemin ¢6ziimii igin gerekli lemmalar, teoremler ve
yardime1 sonuglar Materyal ve Yontem baslig1 altinda verilmistir.

M, -istatistiksel yakinsaklik ¢ift diziler ile ilgili daha énce yapilmis olan galismalara

tasinip yeni sonuglar elde edilebilir.
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