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OZET

BAZI LIMIT VE SUREKLILIK CESITLERI UZERINE

Gokhan TURAN

Yiksek Lisans Tezi

Bitlis Eren Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Damgman: Dr. Ogr. Uyesi Ufuk KAYA
Aralik 2019, 30 sayfa

Bu tez calismasinda, matematik analizin temel kavramlarindan biri olan limit kavram ele

almmustir. Klasik limit tanimina gore reel tanimli ve reel degerli bir f fonksiyonunun bir @ € R

noktasinda limitinin L € R olmasi i¢in gerek ve yeter sart her € > 0 sayisina karsilik
{xe(@—-8a+d)\{a}:|f(x)—L| =¢}

kiimesi bos kiime olacak bi¢gimde bir § > 0 sayisinin bulunmasidir. Bu calismada, yukaridaki

kiime bos degil de daha farkli bigcimde alindiginda neler oldugu arastirilacaktir. Bu sayede yeni

limit tanimlar1 ve bu yeni limit tanimlarinin bazi1 temel 6zellikleri (varlik, teklik, toplamsallik,

carpimsallik vs.) lizerine teoremler elde edilecektir. Ayrica, elde ettigimiz limit tanimlari ile daha

onceki limit tanimlar1 karsilastirilarak ve ornekler verilecektir.

Anahtar kelimeler: Limit, Siireklilik, Yaklasitk Limit, Lebesgue Olgiisii, Olgiilebilir
Fonksiyonlar.



ABSTRACT

ON SOME LIMIT AND CONTINUITY TYPES

Master Thesis

Bitlis Eren University Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Ufuk KAYA
December 2019, 30 pages

In this thesis, the limit concept that is one of the fundamental concepts of mathematical
analysis is considered. By the definition of the clasical limit, at a point a € R, the limit of a
function f from Rto R is L € R if and only if there exists § > 0 such that the set

{xe(@—6a+d)\{la}|f(x) —L| =¢}
is empty for each € > 0. In this study, it is investigated what happens when the above set is not
empty. In this way, new limit definitions are obtained. Theorems on some basic properties of
these new limit definitions (existence, uniqueness, additivity, multiplicitivity, etc.) are obtained.
In addition, the limit definitions we have obtained are compared with the previous limit

definitions and some examples are given.

Keywords: Limit, Continuity, Approximate Limit, Lebesgue Measure, Measurable Functions.
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1.GIRIS

Limit kavrami analizin en temel kavramlarindandir. Limiti ilk olarak 17. yiizyilin iinlii
matematikgilerinden Isaac Newton ve Gottfried Leibniz tanimlamislar ve bazi karmasik limitleri
hesaplamiglardir. Isaac Newton ve Gottfried Leibniz’den dnceki donemlerde de limit kullanilmis
ama o doneme kadar unutulmaya yiiz tutmustur. Newton ile Leibniz’in eserlerinde sik¢a Limit
kavrami kullanilmigtir. Bu dénemden sonra Limit kavramina daha da énem verilmistir. Cauchy
ile birlikte sonsuza kadar kiigiilen ve sonsuza kadar biiyiiyen sayilar kurami “Limit kurami” na
yerini birakmistir. Cauchy yayinladigi eserinde limiti “Bir degiskenin ardisik degerleri, sabit bir
saylya olabildigince ¢ok yaklastiginda elde edilen son degerdir” seklinde tanimlamigtir. Cauchy
tarafindan yapilan bu tanim giiniimiiz matematiginde kullandigimiz tanima en yakin tanimdir.
Gilinlimiiz matematiginde kullandigimiz tanim Weierstrass tarafindan verilmistir.

Limit bize anlamsiz goziiken seyleri anlamli kilmaya yoneliktir. Limit, nokta belirli bir
saylya yaklasirken, bir fonksiyonun degerinin yaklastigi degerdir. Siireklilik ise fonksiyonun
limiti ile degerinin ¢akismas1 halidir.

Limit tanimina gore reel tanimli ve reel degerli bir f fonksiyonunun bir a € R
noktasinda limitinin L € R olmasi i¢in gerek ve yeter sart her € > 0 sayisina karsilik

{xe(@—-8a+d)\{a}:|f(x)—L| =¢}
kiimesi bos kiime olacak bigimde bir § > 0 sayisinin bulunmasidir. Denjoy [3] bu kiimeyi sifir
yogunluklu alarak yaklasik limit (approximate limit) kavramina giris yapmis ve yaklasik limit
kavraminin 6zelliklerini incelemistir. Bu konudaki en Onemli teoremi “Bir fonksiyonun
oOl¢iilebilir olmasi icin gerek ve yeter kosul fonksiyonun hemen hemen her yerde yaklasik siirekli
olmasidir” bigimindedir.

Biz ise, bu ¢aligmada, yukarida verilen kiime bos ya da sifir yogunluklu degil de daha
farkli bicimde alindiginda neler oldugunu arastiracagiz. Bu kiime sonlu, yigilma noktalari
kiimesi bos, sayilabilir veya sifir 6l¢iilii oldugunda limit taniminin nasil oldugunu, bu sekilde
yeni limit tanimi verilip verilmeyecegini bu tezde arastiracagiz. Yeni bir limit tanimi
verdigimizde Oncelikle bu yeni tanimin daha Onceki verilen limit tanimlart ile ayni olup
olmadigmi ornekler ya da teoremlerle kontrol edip eger farkli ise bu yeni kavramin temel
ozelliklerini inceleyecegiz. Bu temel oOzellikler varlik, teklik, toplamsallik, ¢arpimsallik gibi

ozelliklerdir.



2. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde, bulgular kisminda kullanilacak bazi tanimlar ve temel teoremler

verilecektir.

2.1. Limit

Tanmm 2.1.1. [2]. § bir pozitif say1 olsun. K = {x € R: |x — x| < &} kiimesine x, noktasinin §

komsulugu denir.

Tamm 2.1.2. [2]. A € R ve x, € R olsun. x, noktasinin her § komsulugunda A kiimesinin x,

dan farkli en az bir elemani varsa bu xy noktasina A kiimesinin bir y1gilma noktasi denir.

Tamm 2.1.3. [2]. Ac R, f: A — R bir fonksiyon, L € R ve x, da A kiimesinin bir yigilma
noktasi olsun. Her € > 0 igin, eger 0 < |x — xy| < § oldugunda |f(x) — L| < € kalacak sekilde

bir § > 0 sayis1 bulunabiliyorsa x, x,’a yaklastiginda f nin limiti L dir denir ve lim f(x) =L

X—>Xq

bigiminde gosterilir. Ornegin,

. sinx
lim =1
x-0 X

dir.

Teorem 2.1.1. [2.Ac R, f:tA—- R ve g:A— R birer fonksiyon, x,, 4 € R olsun. Eger

lim f(x) ve lim g(x) limitleri varsa
X—Xg

XX
1) lim (f + g)(x) = lim f(x) + lim g(x)
X=X X—Xg X—Xg
2) lim (f.g)(x) = lim f(x). lim g(x)
X=X X—Xg X—Xq
3) Herx € Aigin g(x) # 0 ve lim g(x) # 0 ise
XX

feo  Jm &)
2 gt~ Jim g(x)

4) Her A € A igin lim (A f)(x) = A. lim f(x)
X—Xg X—Xg

olur.



2.2. Sureklilik

Tamm 2.2.1. [2]. A c R, f: A = R bir fonksiyon ve x, € A olsun. f fonksiyonu x, noktasinda

stireklidir. & Her € > 0 i¢in en az bir § > 0 vardir dyle ki

lx —xol <6 = |f(x) — flxo)| <&

1
—x2

dur. Ornegin, cosx fonksiyonu R’nin her bir noktasinda, - fonksiyonu ise R\{—1,1}

kiimesinin her bir noktasinda sureklidir.
2.3. Olcii

Tamm 2.3.1. [1]. X bir kiime olsun. X in A sinifi i¢in asagidaki ozellikler saglanirsa bu A
siifina X lizerinde bir cebirdir denir.

) XeA

i) HerE € Ai¢cin EC = X\E € A

iii) k=1,2,..,nicinEy € A = U Ex EA

Eger (iii) yerine “Her n € N i¢in E;,, € A = U,-1 E,, € A” sart1 alinirsa A cebirine bir o-cebir

ad1 verilir.

Tammm 2.3.2. [1]. X bir kime A da X fiizerinde bir o-cebir olsun. A iizerinde tanimli
genisletilmis reel degerli bir u fonksiyonu

) u@ =0

i) HerA e Aiginu(A) =0

iii) Her ayrik {A,,} dizisi i¢in p(Up=q1 Apn) = Xpeq1 4(4)

Ozelliklerini saglarsa bu fonksiyona bir 6l¢ii fonksiyonu veya kisaca 6l¢ii ad1 verilir.

Tammm 2.3.3. [1]. X bir kiime ve P(X) de X in kuvvet kiimesi olsun. P(X) iizerinde tanimli,
genisletilmis reel degerli bir u* fonksiyonu

) u(@ =0

ii) Her E € P(x) i¢in u*(E) =0



iii) A c B c Xigin u*(4) < u*(B)
iv) Her birn € N igin 4,, € P(X) ise u*(Up=1 Ap) < Yy u*(45)

sartlarin1 sagliyorsa u* fonksiyonuna X tizerinde bir dis 6l¢iidiir denir.

Tanim 2.3.4. [1]. (I), R nin sinirli ve agik alt araliklarinin dizisi

T ={x):AcUl }

olsun. P(R) lizerinde

1(4) = inf {Z 2(1): (1) €7,
k=1

bi¢iminde tanimlanan A* bir dis dl¢lidiir. Bu dis 6l¢iiye Lebesgue dis 6l¢iisii ad1 verilir.
Teorem 2.3.1. [1]. A sayilabilir bir kiime ise A*(A4) = 0 dir.

Tamm 2.3.5. [1]. X bir kiime, p* da X tizerinde bir dis 6l¢ii olsun. Eger X in her bir A alt kiimesi

i¢cin
p ) =pANE)+u (ANES)
ise X in E alt kiimesi u* dl¢iilebilir denir.
Teorem 2.3.2. [1]. A ve B u* 6lgiilebilir kiimeler ise A U B de u* 6lgiilebilirdir.
Teorem 2.3.3. [1]. X bir kiime, u* X ftzerinde bir dis ol¢ii ve M (X,u*) da X iizerinde u*
Olciilebilir kiimelerin sinifi olsun
i) M(X,u") bir o cebirdir.

i) w*mnM(X,u") smifina kisitlanmasi bir 6l¢tidiir.

Tamim 2.3.6. [1]. (X, u, A) bir dlgii uzayi olsun. f: X — R fonksiyonuna olgtilebilirdir denir <
Va € R i¢in

f((a,+0)) ={x € X: f(x) > a} € A.



2.4 Yaklasik Limit
Tamm 2.4.1. [6]. E < Rve ¢ € Rolsun.

i |[EN(c—8,¢c+6)|
550 26

limiti varsa bu limite ¢ noktasiin E kiimesi tizerindeki yogunlugu denir ve A(c, E) ile gosterilir.

Tanimdan da anlasilacagi gibi 0 < A(c, E) < 1’dir.
Tammm 2.4.2. [6]. E c R olgiilebilir bir kiime. f:E — R O0lgiilebilir bir fonksiyon, ¢ € R,
A(c,E) >0 ve LR olsun. Ve >0 igin A(c,{x € (c —6,c+O)\{c}:If(x)—L| =¢€})=0

olacak bicimde & > 0 sayis1 mevcut ise f’in c’deki yaklasik limiti (approximate limiti) L’dir

denir ve
aplimf(x) =1L
X—C
ile gosterilir.

Teorem 2.4.1. [6]. E < R olgiilebilir bir kiime, f: E — R 0lgiilebilir bir fonksiyon, ¢, L € R ve
A(c, E) > 0 olsun. Bu durumda,

ap lim f(x) = L

olmasi igin gerek ve yeter sart f(x) = g(x) + h(x), lim g(x) = L ve
X—C

- H{xe€eEn(c—6,c+6):h(x) # 0}
lim =0
6-0t 20

kosullarini saglayan g, h: E — R 06l¢iileblir fonksiyonlarinin var olmasidir. Bu teoreme yaklagik

limitin ayrigim teoremi denir.



Teorem 2.4.2. [6]. E c R o6lgiilebilir bir kiime, ¢,A4,Ly,L, € R, A(c,E) >0, fi,fo:E >R

olgiilebilir fonksiyonlar ve
aplim f;(x) = L;, aplim f,(x) =L,
X—C xX—C

olsun. Bu durumda,
1) aplim(f,(x) + £(0)) = Ly + Ly,
2) ap Li_r)ré(fl(x).fz(x)) =L,.L,,
3) ap }Cl_r)ré Afilx) = A Ly,

4) aplimM =k (L, #0)
2

xoc 20 L

bagintilar1 saglanir.



3. BULGULAR

Bu tezde limit tanimlarim1 T1, T2... seklinde tanimlayacagiz. Ilk olarak temel limit

tanimini verecegiz. Bu limit tanimin1 T1 olarak adlandiracagiz.

Tanmmm 3.1. A c R, f: A = R bir fonksiyon, L € R ve x, da A kiimesinin bir yi1gilma noktasi

olsun. Her € > 0 igin
{x € (xg — 6, %0 + 8I\{xo} NA:|f(x) — LI 2 e} =0
olacak bigimde bir §, > 0 sayis1 varsa ise f’in x,’daki limiti L’dir. Biz tezde bu durumu

T1 lim f(x) =1L
X=X

olarak gosterecegiz. Simdi bir baska limit tanimi olan aproximate limit tanimimi T2 olarak

tanimlayacagiz.

Tammm 3.2. A c R o6lgiilebilir bir kiime, f: A — R o6lciilebilir bir fonksiyon, x,,L € R ve
A(xo,A) > 0 olsun. Her € > 0 i¢in

A(xg, {x € (xg — 8¢, xp + SI\{x} N A:|[f(x) =L =€}) =0
olacak bi¢cimde &, > 0 sayis1 varsa f’in yaklasik limiti L’dir denir. Biz tezde bu durumu

T2 lim f(x) =1L
X—Xg

olarak gosterecegiz.

T2 limiti ile T1 limiti arasinda bir baglant1 vardir. T1 limiti varsa T2 limiti de vardir ve

bunlar aynidir:

T1 lim f(x) = L = T2 lim f(x) = L.
X—Xg

X—Xg



Bu ifadenin tersi dogru degildir. Bir 6rnekle aciklayalim:

Ornek 3.1: D: R - R,

v =g

fonksiyonu Dirichlet fonksiyonu olarak bilinir. x, € R alalim. T1 lim D(x) yoktur. Fakat L = 0

X—Xg

icin

Y [{x € (xo — &,x0 + 6)\{x0}: ID(x)| = €}
m = OI
6-07% 26

yani T2 lim D(x) = 0 dir. Sonugta T2 limiti varken T1 limiti yoktur.

X—>Xq

T1 ve T2 limitinden yola ¢ikarak yeni limit tanimlar1 verecegiz. Bu limit tanimlarinin
tanimlanmis limitlerden farkli olup olmadigini inceleyecegiz. Simdi T3 limitini verelim:
Tamim 3.3. A c R bir kiime, f: A = R bir fonksiyon, x,, L € R olsun. Her € > 0 i¢in

{x € (Xg = 8¢, Xo + 8) \ {x0} N A: |[f(x) — L] = €}

kiimesi sonlu olacak bi¢imde bir . > 0 varsa f’in T3 limiti L’dir diyecegiz. Biz tezde bu

durumu
T3 lim f(x) =1L
X—Xg
olarak gosterecegiz.

Teorem 3.1. A c R bir kiime, f: A = R bir fonksiyon, x,, L € R olsun. Bu durumda,

T1lim f(x) = L & T3 lim f(x) = L
X—Xg

X—Xg

kosulu saglanir. Yani tanimladigimiz T3 limiti aslinda temel limit tanimiyla aynidir.



Ispat: T1 lim f(x) = L olsun. Bu durumda
X—Xg

Ve>0,36,>0: {x € (xg— s, x0 +6) \{xo}NA:|f(x)—L| =€}=0

olur. Yani {x € (xqg — 6. x0 +38:) \ {xg} NA:|f(x) —L| = ¢} kiimesi sonludur. Buradan
T3 lim f(x) = L yazilir. Tersine, T3 lim f(x) = L olsun. O halde,

X—Xq X—=Xo
Ve>0,36,>0: {x € (xg — 8, x9 +6.) \ {xo} NA:|f(x) —L| = &}

kiimesi sonludur. Bu kiimeyi {t;, t,, t3, ..., t, } ile gosterelim.

0. = min |t, — x,| yazarsak
£ 1sk5n| k 0| y

Ve>0,36,>0: {x € (xg— 84, x0 +6) \{xo}NA:|f(x)— Ll =€}=0

olur. Bu da T1 lim f(x) =L oldugunu gosterir. Simdi T4 limiti i¢in gerekli olan bir lemma
xX—xg

verelim:
Lemma 3.1. A < R simirli bir kiime olsun. O halde, A sonludur & A" = @.
Tamim 3.4. A R bir kiime, f: A = R bir fonksiyon ve x,, L € R olsun. Her € > 0 i¢in
{x € (o= 8% + )\ (X} NA:[f(x) — LI = &) = @

olacak bigimde bir §, > 0 varsa f’in T4 limiti L’dir diyecegiz. Biz tezde bu durumu

T4 lim f(x) =1L

xX=Xo

olarak gosterecegiz. Buradan Lemma 3.1. yardimiyla

Tl T3 T4

gerekliliklerin dogrulugu goriilir. Yani T1, T3 ve T4 limitleri aynidir. Simdi farkli bir limit

tanimi1 olan T5 limitini verelim:



Tamim 3.5. A c R bir kiime, f: A = R bir fonksiyon, x,, L € R olsun. Her € > 0 i¢in
{x € (xg = 0ex0 + 8) \ {xo} NA: [f(x) — L| = &}

kiimesi sayilabilir olacak bi¢imde bir §, > 0 varsa f’in T5 limiti L’dir diyecegiz. Biz tezde bu

durumu

T5 lim f(x) =1L

X—Xo

olarak gosterecegiz. T5 limitinin 6nceki verdigimiz limitlerden farkli oldugunu bir Grnekle

gosterelim:

Ornek 3.2. f:R - R,

1
dneN:x=—,
n

fx) = L

0, diger durumlarda,

olarak tanimlansin. Bu fonksiyonun limitini hesaplayalim.

olarak alirsak
lim x, = lim¢, =0
n—-oo

n—-oo

oldugu goriilir. lim f(x,;) =1, lim f(¢t,) =0 ve 1 # 0 oldugundan T1 lirr(l) f(x) yoktur. TS5
n—oo n—oo X—>

limitinin varligini géstermek i¢in L = 0 olarak alalm. Ve, § > 0 igin

re -6\ 0): [f@Izecfnen]

10



bagintis1 dogrudur. O halde Ve, § > 0 igin
{x € (=6,0)\{0}: |[f(x)| = &}
kiimesi sayilabilir bir kiimedir. Buna gore,
T5 }ciir(l) f(x)=0
olur. Bu bilgilere gore asagidaki bagintilar1 yazabiliriz:
T1=TS5, T5» T1
Yani T1 limiti varsa T5 limiti de vardir. Bunun tersi dogru degildir. Sayilabilir her kiime sifir

olgiilii oldugundan, T5 limiti varsa T2 limitinin de var oldugunu agiktir. Simdi tersinin dogru

olmadigini gosterecegiz. Bunun i¢in Cantor kiimesini tanimlayalim ve bazi 6zelliklerini verelim.

Tamim 3.6.[4]. [0, 1] kapali aralig1 ii¢ esit parcaya bolelim ve (%,g) acik dogru pargasi olan

oot

kiimesini elde ederiz. Ayni islemi kalan kisimlara uygularsak geriye,

oo o oo

kiimesi kalir. Bu sekilde iige bolme islemlerine devam edilerek, T;,T,, ... kiimelerini buluruz.

ortadaki kismi1 atalim. Boylece,

Tanim olarak Cantor kiimesi,

C:ﬂTl

i=1
seklinde verilir.

Teorem 3.2.[4] Cantor kiimesi sayilabilir bir kiime degildir fakat ol¢tisi sifirdir, yani A*(C) = 0
dir.

11



Ornek 3.3: f: R — R fonksiyonunu

1, x € C,
f(x):{o x &C,

)

seklinde tanimlayalim ve

olarak secelim. Buna gore,

[tx € (=6, )\ {0}: If () = &}l _

26 0

Ve >0, lim
6-0F
oldugundan
T2limf(x) =0
x-0

elde edilir. Simdi bu fonksiyonun T35 limitinin var olmadigini gostermek igin asagidaki lemmay1

verelim:

Lemma 3.2. Vé > 0 igin C N (0, §) sayilamaz bir kiimedir.

Ispat: § >0 oldugunda 3In € N: 3% <. [0,3% araligt Cantor kiimesini tanimlarken
kullandigimiz T;,’in birinci pargasidir. Cantor kiimesini insa ederken bu parca da lice boliinmeler
biciminde devam eder. ¢:C N [0, 3%] - C, ¢(x) = 3™x olarak tanimlarsak, bu fonksiyonunun

birebir ve orten oldugu agiktir. Aslinda C N [0, 3%] kiimesi sadece Cantor kiimesinin 3" kat

daralmig halidir. Bu yiizden C N [0, 3%] de sayilamazdir. C N [0, §) kiimesi C N [0, Bin] kiimesini

kapsadigindan C N [0,6) de sayilamazdir. Sonug olarak C N (0,8) kiimesi de sayilamazdir.

Simdi Ornek 3.3 te tanimladigimiz f fonksiyonunu incelemeye devam edelim:
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vé >0 igin {x €(=6,0)\{0}:|f(x)] = %} =CnN(0,6) sayllamaz bir kiimedir.

T5 lirr(l) f(x) # 0 veya yoktur. Bu bilgilere gore asagidaki bagntilar1 yazabiliriz:
xX—

T1=TS5, TS5+ T1
T5=T2, T2+ T5

Simdi, T5 limitinin tekligini asagidaki teoremle ispatlayalim.

Teorem 3.3. Ac R ve x, € R olsun. x,’da T5 limiti var olan her f: A - R fonksiyonu i¢in

T5 lim f(x) tektir & V3§ > 0, (xo — 8, x5 + 6) \ {x0} N A kiimesi sayilamazdir.

X—Xg

Ispat: x,’da T5 limiti var olan her f:A - R fonksiyonu i¢in T5 lim f(x) tek olsun. “v§ >
X—Xg

0,(xg—6,x9+ )\ {xo} NA kiimesi sayillamazdir” Onermesinin aksini varsayalim. Yani,

A8y > 0, (xg — 8y, %9 + 8y) \ {xo} N A sayilabilir olsun. O halde,
xexo—08,xg+t)\{xo}NA:|f(x) — Ll =&} c(xg—6,x0+ )\ {xg} N A
oldugundan V§ < §,, VL € R igin
{x€(xo—8,x0+8) \{xo} NA:|f(x) — L| = &}
sayilabilir olur. Buna gore, VL € R igin
T5 lim f(x) =L
X=X

esitligi saglanir. Yani f’in sonsuz farklt T5 limiti vardir. O zaman varsayim yanlistir. V& > 0

icin (xg — 8,x9 + 6) \ {x0} N A4 sayilamazdir. Simdi teoremin diger tarafini ispatlayalim. V§ >

0,(xg — 8,x9 + 6) \ {x0} N A sayillamaz olsun. T5 lim f(x) =L, ve T5 lim f(x) = L, olsun.
X—Xq

XX
Buna gore Ve >0, 35, > 0 {x € (xg — 65, x0 + 64) \ {xo} N A:|f(x) — L,| = €} sayilabilirdir
veVe >0, 36 > 0{x € (xg —6;,x0 + ) \ {x0} N A: |f(x) — L,| = &} sayilabilirdir.
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d, = min{dy, 8¢}
se¢elim. Buradan,
Af ={x € (xg — 8, x9 + 6) \ {xo} NA: |f(x) — L{| = €}
ve
A7 ={x € (xo = 8, %0 + 6:) \ {xo} NA: |[f(x) — Lp| = €}
sayilabilir kiime olur. O haldeA] U A§ da sayilabilirdir. O halde
Ve > 0,{(xo — 8, xo + 8.) \ {xo} N A} \ (AJUAS) + 0.

Buradan, Ve > 0,3x, € (xq — 8, %0 + 6) \ {xo} N A x, & A7 ve x, & A5 ve sonug olarak Ve >
0,1f(xs) — Li|l < evel|f(x,) — L,| < ¢ elde edilir.

Ve>0,|Ly — Lyl = Ly — f(xe) + f(xe) — Lo < [f(xe) — Lyl + [f(xe) — Lp| < 2¢

saglandigindan L, = L, olur. Burdan TS5 limiti varsa tektir sonucuna ulasiriz.

T5 limitinin asagidaki gibi bir ayrisim teoremini sagladigini gosterelim.

Teorem 34. AcR, f:A—- R bir fonksiyon ve x, L €R olsun. T5lim f(x) =L &
X—Xg

dg,h:A->R: Vx €A f(x) =gx)+h(x), lim g(x) =L ve 35, >0 : {x € (xg — 6y, x¢ +
X—Xg

8o) \ {x0} N A: h(x) # 0} sayilabilirdir.

Ispat: “g,h: A > R:Vx €A f(x) =gx)+h(x): lim glx) =L, 36, >0:{x €
X—Xg

(xg — 89, %0 + 6p) \ {xo} N A: h(x) # 0} sayilabilirdir” Onermesini dogru kabul edelim ve
T5 lim f(x) = L oldugunu gosterelim. € > 0 verilsin. lim g(x) = L oldugundan

X—Xg X—Xg

36;>0: {x€(xg—65,x0+06) \{xo}NA:|glx)— Ll =€} =0
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olur. 6, = min{é;, §,} secelim.

{x € (xo = 6, x0 + 6) \ {xo} N A: |[f(x) — L| = €}
c{x € (xg — 6s x0 + ) \ {xo} N A: h(x) # 0}

saglandigindan ve sag taraftaki kiime sayilabilir oldugundan soldaki kiime de sayilabilirdir. O
halde

T5 lim f(x) =1L

X—Xo

saglanir.

Simdi T5 lim f(x) = L varsayalim. Ve > 0,36, > 0:

{x € (xO — 8¢, %0 + 8:) \ {xo} N A: |f(x) —L| = €}

sayilabilirdir. € = % secelim. vn € N,34,, > 0:

fre (o= boxa + 80\ Dl 0 A:1F ) Ll 2 ) = 4,

sayilabilirdir. g: A — R fonksiyonunu asagidaki gibi tanimlayalim:

()_{L ,  3keN:ix €4,
g\x) = f(x), diger durumlarda.

€ > 0 igin EInEN:%<£. 0<|x—xy| <8,vexeAolsun. 3k € N:x € A ise |g(x) — L| =
0 < eolur. vk € N,x & A ise, Ay kiimelerinin ve g fonksiyonunun tanimina gore |g(x) — L| =

If(x) —L| < % < golur. Buda lim g(x) = L oldugunu gosterir.

X—=Xg

h: A — R fonksiyonunu h(x) = f(x) — g(x) olarak tanimlayalim. O halde vn € N

{x € (xg—8x0+6,) \{xo} NA:h(x) # 0} c UAk
k=1
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olur. Dolayisiyla {x € (xg — 8., xo + ) \ {xo} N A: h(x) # 0} sayilabilirdir. &, = supd,

olarak secelim.

{x € (xg—8g,x9 +8p) \ {xo} NA: h(x) # 0}

= U{x € (xg — 6pn, xo + 6,) \ {x0} N A: h(x) # 0}
n=1

oldugundan {x € (x, — 8¢, x¢ + &o) \ {xo} N A: h(x) # 0} kiimesi de sayilabilir bir kiimedir. Bu
sekilde Teorem 3.4’{in ispat1 bitmis olur.

T5 limitinin baz1 cebirsel 6zellikleri asagidaki sekildedir:

Teorem 3.5. AcR,fi, f,:A— R fonksiyonlar ve x,,4,L; L, € R olsun. Bu durumda,
X—Xq X=Xo
1) TS xli_)r)rclo(fl(x) + fo,(x)) = Ly + Ly,
2) 15 lim (i) () = L. L,
(AN _ L
Y 75 Jim (f) =1 (2 20

X—Xg

ozellikleri saglanir.
Ispat:

X—=Xg

oldugundan 3g;,hi:A > R: Vx €A, fi(x) = g1(x) + hy(x) : lim g;(x) =L; ve 3§, >0:
X—Xg

{x € (xg — 81,%9 + 61) \ {xo} N A: hy(x) # 0} sayilabilirdir.

X—Xg
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oldugundan 3g,,h,: A > R: Vx € A, f,(x) = go(x) + hy(x) : lim g,(x) =L, ve 35, >0:
XX

{x € (xg — 82, x9 + 62) \ {x0} N A: hy(x) # 0} sayilabilirdir. §, = min{d,, §,} secelim.

1) filx) + f2(x) = g1(x) + go(x) + hy(x) + hy(x) ve Jgi_)ngo(gﬂx) + gz(x)) =

lim g, (x) + lim g,(x) = L; + L, esitlikleri dogrudur.
X—Xg X—Xg

hi(x) +hy(x) #0 = hy(x) #0 Vhy(x) #0
onermesi dogru oldugundan
{x € (xO - 60, Xo + 60) \ {XO} NnA: hl(X) + hz(X) * 0}
C {x € (xO - 61,x0 + 61) \ {xo} N A: hl(x) * 0} V)

{x € (xg — 82, x9 + 62) \ {x0} N A: h,(x) # 0}

ifadesi de dogrudur. Sayilabilir kiimelerin sonlu birlesimi sayilabilir. Sayilabilir kiimenin tiim alt

kiimeleri de sayilabilirdir. Buna gore
{x € (xO - 60, Xo + 60) \ {XO} NnA: hl(X) + hz(x) * 0}

sayilabilir bir kiimedir. Buradan ve Teorem 3.4’ten

TS5 xli_)f;fclo(ﬁ(x) +£(0)) =L + L,

elde edilir.
2)  fi().L2(x) = 91(x). g2(x) + g1(x). hp (%) + hy (). g2 (x) + hy(x). hy(x) =
91(%). g2 () + hy (x). g2 (%) + (91 (x) + hy (%)) by (%) ve xligggo (91(0). g2(x)) =

lim g, (x). lim g,(x) = L;.L,  esitlikleri  dogrudur.  h(x) = hy(x).g,(x) + (g1 (x) +
X—Xo X—Xo

hy (x)). h,(x) yazalim.

{x € (xg — 89, %9 + 6p) \ {x0} N A: h(x) # 0}
c{x € (xg—06,x0+6) \{xo}NA:h (x) # 0}
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U {x € (xg — 82, x0 + 82) \ {xo} N A: hy(x) # 0}

bagintist dogru oldugundan {x € (x, — 8¢, Xo + 89) \ {x0} N A: h(x) # 0} kiimesi sayilabilirdir.

Buradan ve Teorem 3.4’ten
TS5 xh_gclo(ﬁ(x)fz (x)) = L;.L,

elde edilir. 4)’tin ispat1 f, fonksiyonu sabit fonksiyon (f,(x) = A) segilerek kolayca elde edilir.
3) Oncelikle, T5 lim f(x) = L ve L # 0 iken

X—Xq

75 lim —— =~
xoxo fx) L

oldugunu gosterelim. T5 lim f(x) = L oldugundan ve Teorem 3.4’ten
X—>Xo

fOx)=g() + h(x) : JLI}CIOQ(X) =L

38 > 0: {x € (xg — 6p, X0 + 6p) \ {xo} N A: h(x) # 0}

sayilabilir olacak bicimde g ve h fonksiyonlarinin varlig: elde edilir.

1 1 B h(x)
f) 9t go.(9(x) +h(x)’
1 1

xh—>n920 gx) L
ve
h(x)

+
9. (g +h(x))
C {.X € (xO - 50, Xo + 60) \ {xO} N A: h(x) * O}

{x € (xg — 89, %0 + 6p) \ {xg} N A: —

0}
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h(x)

oldugundan {x € (xo = 8o, %o + 60) \ {xo} N 4: = -5y

# 0} sayilabilirdir. Buradan ve

Teorem 3.4°ten

x=xo f(X) L

elde edilir. Sonug olarak

Ly

rs i () = 75 0TS i =

kolayca bulunur.
Tamm 3.7. A R bir kiime, f: A = R bir fonksiyon, x,, L € R olsun. Her € > 0 i¢in
[{x € (xo = 8, x0 + 8) \{xo} NA: |[f(xX) - Ll 2 €} =0
olacak bigimde bir §, > 0 varsa f’in T6 limiti L’dir diyecegiz. Biz tezde bu durumu
T6 xh—gclo f(x)=1L

olarak gosterecegiz. Burada |.| kiimenin Lebesgue Olgiisiinii gostermektedir. Sayilabilir her

kiimenin olgtsi sifirdir. Buna gére T5 lim f(x) = L = T6 lim f(x) = L 6nermesi dogrudur.
X—Xo X—Xg

Tersinin dogru olmadigini bir 6rnekle gosterelim:
Ornek 3.4:f: R - R fonksiyonunu

x€C

1, )
f(x)={0 x & C,

)

olarak tanimlayalim. Burada C Cantor kiimesidir. x, = L = 0 alalim. Cantor kiimesi sayilamaz

oldugundan T5 lirré f (x) yoktur. Ote yandan Ve, § > 0 igin
X—

19



[{x € (=68 \ {0} : |f ()| = e}l < [{x € (=8.6:)\{0}: x€C} =0
esitligi saglanir. Tanim 3.7’den
T6limf(x) =0
x—0

elde edilir. Yani T5 limiti varsa T6 limiti vardir. T6 limiti varken T5 limiti olmayabilir. Simdi T6
limiti ile T2 limiti arasindaki bagintiy1 inceleyelim: Bir kiimenin 6l¢iisii sifir ise R’deki her nokta
tizerindeki yogunlugu sifirdir. Buna gore T6 limiti varsa T2 limiti de vardir. Tersinin dogru

olmadigini asagidaki o6rneklerle gorelim:

Ornek 3.5.

o-Jf-5)

olsun. Once A(0,Q) = 0 oldugunu gosterelim. Yani,

1Nl
P 26 B

oldugunu gostermeliyiz. § > 0 i¢in Ing € N : <6< ni Buna gore
6

ng+1

oo 1 1 1 o 1
QN (=6,6)| - |Uk=n5 [;—z—k';)| B Zkzngz_k _ngt+1
28 = 2 1 - 2 - 2ng+2
ng+1 ng+1

esitsizligi dogrudur. § » 07 & ng — o oldugundan

QN (=46, 9) < 1 ng+1

S 1lIm =
26 ng—oo 2n8+1

0<A0,0) = lim,

saglanir. Yani A(0, Q) = 0 olur.

Ikinci olarak
v6>0,|0n(—=6,6)>0
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oldugunu gosterelim. § > 0 i¢in Ang € N : ni < 6. Buna gore,
S5
0 [1 ! 1) an (=5,5)
—— — — C J—
k 2K’k ’
k=ng+1
olur.
T ESRESE N I I S
U k-z7)|= 2 7=z
k=ng+1 k=ng+1
oldugundan istenen elde edilir.

Ornek 3.6.: f: R - R fonksiyonunu

1, x € (),
f(x)‘{o x & Q,

)

olarak tanimlayip x, = L = 0 alalim. Ve > 0 i¢in

Y l{x € (=6, \{0}: |f ()| = e}| i N (=6,5) \ {0}
st 26 = S 26

—A0,y) = 0
oldugundan

T2 }ci—% f(x)=0
olur. Ote yandan Ve, § > 0 igin

[{x € (=6, \ {0} |f(x)| = e}l = 12N (=6,6) \ {0} > 0O

oldugundan
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T6lim f(x) # 0
x-0

ya da fonksiyonun T6 limiti yoktur. Sonug¢ olarak T6 limiti varsa T2 limiti vardir. Ancak T2

limiti varken T6 limiti olmayabilir. Simdi T6 limitinin tekligini ispatlayalim.

Teorem 3.6. A c R ve x, € R olsun. x,’da T6 limiti var olan her f: A - R fonksiyonu i¢in
T6 lim f(x) tektir & V6 > 0, |(xy — 6,x9 + ) \ {xo} NA| > 0.

X—Xg

Ispat: x,’da T6 limiti var olan her f: A —» R fonksiyonu i¢in 76 lim f(x) tek olsun. “v§ >
X—Xq

0,|(xg — 8,x9 + )\ {xo} N A| > 0” Gnermesinin aksini varsayalim. Yani, 35, > O:
|(xg = 6,x9 + 8) \ {xo} N Al =0
olsun. V6 < §,, VL € R i¢in
fxe(xg—06,xg+)\{xo}NA:|f(x) — Ll =€} (xg—6,x0+ )\ {xo}NA
oldugundan
{x € (xg — 6, x0 + ) \{xo}NA:|f(x) — Ll =&} < |(xg— 8, x0+8) \ {xog} NA| =0
olur. Buna gore, VL € R i¢in
T6 lim f(x) =L
X=X
esitligi saglanir. Yani f’in sonsuz farkli T6 limiti vardir. O zaman varsayim yanlistir. V6 > 0
icin |(xg — 8, x0 + &) \ {xo} N A| > 0.

Simdi teoremin diger tarafim ispatlayalim. V& > 0,(xq —8,x0 +6) \ {xo} N A

sayllamaz olsun. T6 lim f(x) =L; ve T6 lim f(x) =L, varsayalim. O halde, Ve >
XX xX—Xg

0,36%,6/ > 0:
H{x € (xg — 04, x0 +6e) \{xg} NA:|f(x) —L| =€} =0
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ve
H{x € (xg — 64, x0 +65) \{xo} NA:|f(x) —L| = €} =0.
&, = min{d, '} segelim ve

Af = {x € (xg — 8¢, x0 + 8) \ {xo} NA: |[f(x) — Lq| = €}
A3 ={x € (xg — 8¢, %0 + 6) \ {xo} N A: [f(x) — Lp| = &}

olarak isaretleyelim. |A{| = |A5| = 0 oldugu agiktir. Buna gore |A] U A5| < |Af| +|4A5] =0
yazabiliriz. O halde Ve > 0, ((xg — 8¢, x0 + 8¢) \ {xo} N A) \ (A5UAS) # @, yani Ve > 0 icin
xe & A ve x, & A5 olacak bigmde x, € (xo — 8, xo + 6;) \ {xo} N A vardir. Buna gore Ve >
0,|f(x:) — Li| < evelf(xs) — L,| < eolur. ve > 0 igin

|Ly — Lp| = [Ly — f(xe) + f(xe) — La| < |f(xe) — Lil + [f (xe) — L] < 2¢,

yani L, = L, olur.

T6 limitinin agagidaki gibi bir ayrisim teoremini sagladigini gosterelim.

Teorem 3.7. AcR, f:A— R bir fonksiyon ve x, L € R olsun. T6 lim f(x) =L <
XX
dg,h:A->R: Vx €A f(x) =gx)+ h(x), lim g(x) =L ve 35, > 0:
X—Xg

{x € (xg — 8¢, x0 + 8y) \ {x0} NA: h(x) # 0} = 0.

Ispat: “Jg,h:A>R: Vx €A, f(x) = g(x)+h(x): lim g(x) =L, 36, >0:|x €
X—Xg

(xg — 80, %0 + 8) \ {xg} NA:h(x) # 0| = 0” Onermesini dogru kabul edelim ve

T6 lim f(x) = L oldugunu gésterelim. € > 0 verilsin. lim g(x) = L oldugundan
x—Xx(

X=X
36 >0: {x €(xg— 8z, x0 + ) \{xo}NA:|glx) —L| =€} =0

olur. §, = min{dy;, 6,} segelim.
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{x € (xo = 6gyx0 + 6) \ {xo} N A: |f(x) — L| = €}
c{x € (xg — 6s x9 + ) \ {xo} N A: h(x) # 0}

saglandigindan ve sag taraftaki kiime sifir 6l¢iilii oldugundan soldaki kiime de sifir 6l¢iiliidiir. O
halde

T6 lim f(x) =1L

X—Xg

saglanir.

Simdi T6 lim f(x) = L varsayalim. Ve > 0,36, > 0:

[{x € (xo — 6z, %0 + ) \ {xo} N A: |[f(x) — L] = €}| = 0.

€= % secelim. vn € N, 36, > 0:

€ (o~ 80+ 80\ ro} 0 40170 ~ 11 = | = 0

olur.

A ={x € (o= 8,0 + 8\ [} 0 41170 — 11 2]

yazalim. O halde Vn € N, |4,,| = 0 olur. g: A - R fonksiyonunu asagidaki gibi tanimlayalim:

()_{L ) HkEN:XEAk,
A f(x), diger durumlarda.

€ > 0 igin EInEN:%<£. 0<|x—xy| <8,vexeAolsun. 3k € N:x € A ise |g(x) — L| =
0 < eolur. vk € N,x & A, ise, Ay kiimelerinin ve g fonksiyonunun tanimina gore |g(x) — L| =

If(x) —L| < % < golur. Buda lim g(x) = L oldugunu gosterir.

X—=Xg

h: A - R fonksiyonunu h(x) = f(x) — g(x) olarak tanimlayalim. O halde Vn € N
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{x € (xg — 8, %0 + 8,) \ {xo} N A: h(x) % 0} C UAk
k=1

ve dolayisiyla

{x € (xg — 6p,x0 + 6,) \ {xo} NA: h(x) # 0} <

olur. §, = supéd,, olarak segelim.

{x € (xg — 89, %0 + 8p) \ {xo} NA: h(x) # 0}

(0]

_ U{x € (o — 8y, %0 + 8,) \ {xo} N A: h(x) % 0}

n=1
oldugundan

[{x € (xo — 6, X0 + 80) \ {xo} N A: h(x) # 0}

U{x € (xg — 6y xo + 6,) \ {x0} NA: h(x) # 0}

< ) {x€(xg—6,x0+ 8, \{xo} NA:h(x) # 0}| = 0=0.
; 0 0 0 ;

saglanir. Teorem 3.7’nin ispatt bitmis olur.

T6 limitinin baz1 cebirsel 6zellikleri asagidaki sekildedir:

Teorem 3.8. AcR,f,f,:A—> R fonksiyonlar ve xy,4,L; L, € R olsun. Bu durumda,
T6 lim f;(x) = L, ve T6 lim f,(x) = L, ise
X—Xg

X—X(

1) T6xli_gl (f1(x) +f2(x)) = L1 + Ly,

2) T6xli_gl (f1(x)f2(x)) =Ly. Ly,

3) T6 lim (22) =2 (1, # 0),

x—xq \2(x)

25



xX—Xg

Ozellikleri saglanir.
ispat:

X—Xq

oldugundan 3g;,hi:A > R: Vx €A, fi(x) = g:(x) + hy(x) : lim g;(x) =L; ve 3§, >0:
X—Xg
|{x € (xo - 61,.7(,'0 + 51) \{xo} ﬂA:hl(x) * 0}' =0.
T6 hm fz(X) == LZ
X—Xq

oldugundan 3g,,h,: A > R: Vx € A, f,(x) = go(x) + hy(x) : lim g,(x) =L, ve 35, >0:
X—Xo

|{x € (xo - 52, Xo + 62) \ {xo} N A: hz(X) * O}I = 0. 60 = min{51, 62} Segelim.

1) fi(0) + f2(x) = g1(x) + g2(x) + hy(x) + hy(X) ve J}i_)l;rclo(gl(x) + gz(x)) =

lim g, (x) + lim g,(x) = L, + L, esitlikleri dogrudur.
X—-Xg

X=X
hi(x) +hy(x) #0 = hy(x) #0 Vhy(x) #0
onermesi dogru oldugundan
{x € (xg — 89, %9 + 6p) \ {x0} NA: hy(x) + hy(x) # 0}
c{x€e(xy—06,x0+6) \{xo}NA:hi(x) =0}V

{x € (xg — 82, x0 + 62) \ {x0} N A: hy(x) # 0}

ifadesi de dogrudur. Sifir 6l¢iilii kiimelerin sonlu birlesimi sifir 6l¢iiliidiir ve Ol¢iisii sifir olan bir

kiimenin tiim alt kiimelerinin de 6l¢iisii sifirdir. Buna gore

[{x € (xo = 80, %0 + 80) \ {xo} N A: hy(x) + hp(x) # 0} = 0.
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Buradan ve Teorem 3.7°den

T6xli_)r§c1 (f1(x) + fz(x)) =L, + L,

elde edilir.
2) f1(0). f2(x) = g1(x). g2(x) + g1 (x). hp (x) + hy(x). g2 (x) + hy(x). hy(x) =
g1(x). g2(x) + hy(x). g (x) + (91(x) + h1(x))-h2(x) ve 9}1}“}30(91(95)-92(35)) =

lim g, (x).xlim 92(x) =Ly.L,  esitlikleri  dogrudur.  h(x) = hy(x). go(x) + (g1 (x) +
—Xo —Xo

h, (x)). h,(x) yazalim.

{x € (xg — 89, %9 + 6p) \ {x0} N A: h(x) # 0}
c{x € (xg—06,x0+6) \{xo}NA:h (x) # 0}
U {x € (xg — 83, x9 + 82) \ {xo} N A: h,(x) # 0}

bagmtis1 dogru oldugundan |{x € (xy — 8¢, Xo + 69) \ {x0} N A: h(x) # 0}| = 0 olur. Buradan

ve Teorem 3.7°den
T6 lim (fi(x). f,(x)) = Ly. L,
X—>Xo

elde edilir. 4’iin ispat1 f, fonksiyonu sabit fonksiyon (f,(x) = 1) segilerek kolayca elde edilir.
3) Oncelikle, T6 lim f(x) = L ve L # 0 iken

X—Xg

76 lim —— =~
ko f(x) L

oldugunu gosterelim. T6 lim f(x) = L oldugundan ve Teorem 3.7’den
X

—Xg

fG) = g(0) +h(x) ¢ lim g(x) =L

36, > 0: |{x € (xg — 89, %0 + 6p) \ {xg} NA:h(x) #0}| =0

olacak bi¢imde g ve h fonksiyonlarinin varligi elde edilir.
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1 1 B h(x)
fG) g g(o.(g(x) + h(x))

L1 1
XLI}C]O g(x) B L
ve
{x E (xo - 60, xO + 60) \ {xo} ﬂ A: - h(x) 7‘-' 0}
g().(g(x) + h(x))
C {x € (xo - 60, Xo + 60) \ {XO} N A: h(X) * O}
oldugundan {x € (xg — 8¢, %0 + 8p) \ {xo} N A: —W + O}‘ = 0’dir. Buradan ve

Teorem 3.7°den

76 lim —— = =
xovo f(x) L

elde edilir. Sonug olarak

Ly

T6 lim

X—Xg

<f1 (x)

7 m) =76 lim f,(x).T6 lim

x-xo fo(x) B L,

kolayca bulunur.
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