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ÖZET 

 

LUCAS SAYILARI YARDIMIYLA TANIMLANAN 

 α. DERECEDEN İSTATİSTİKSEL YAKINSAKLIK 

 

 

Hacer DÖNMEZ 

 

Yüksek Lisans Tezi 

 

Bitlis Eren Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü 

İstatistik Anabilim Dalı 

Danışman: Doç. Dr. Murat KARAKAŞ 

Eylül 2019, 33 sayfa 

 

Beş bölümden oluşan bu çalışmanın ilk bölümünde konumuza temel oluşturan kavramlar 

açıklanarak, bu kavramlarla ilgili literatürde günümüze kadar yapılan araştırmalardan 

bahsedilmiş ve bu çalışmaların bir kısmına atıf yapılmıştır.  

İkinci bölümde ise çalışmamıza temel oluşturan temel tanım ve teoremlerden 

bahsedilmiştir. Doğal yoğunluk kavramı tanımlanarak, doğal yoğunluk yardımıyla istatistiksel 

yakınsaklık ve α.dereceden istatistiksel yakınsaklık kavramları örneklerle açıklanmıştır. 

Sonuçlarımızın yer aldığı üçüncü bölümde ise Lucas sayıları yardımıyla yeni bir regüler 

matris ve yeni bir dizi uzayı oluşturulmuştur. Bu matrisin terimleri yardımıyla elde edilen Lucas 

dizilerini kullanarak  𝛼. dereceden istatistiksel yakınsaklık kavramı ve 𝛼. dereceden istatistiksel 

yakınsaklıkla ilgili bazı özellikler incelenmiştir.  

Dördüncü bölümde elde ettiğimiz bulguların literatüre katkısı ve sonrasında neler 

yapılabileceği hakkında değerlendirmede bulunulmuştur.  

Son bölümde ise bu çalışmanın tamamlanması sürecinde yararlandığımız makale, kitap 

ve tezlere atıf yapılmıştır.  

 

Anahtar kelimeler: Doğal Yoğunluk, İstatistiksel Yakınsaklık, α. Dereceden İstatistiksel 

Yakınsaklık, Lucas Sayıları, Cesaro Toplanabilme. 
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ABSTRACT 

 

STATISTICAL CONVERGENCE OF ORDER α DEFINED BY LUCAS NUMBERS 

 

 

Hacer DÖNMEZ 

 

Master Thesis 

 

Bitlis Eren University Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Statistics 

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Murat KARAKAŞ 

September 2019, 33 pages 

 

In the first part of this study which consists of five parts, the concepts that form the basis 

for our subject are explained and some of the research that has been done in the literature about 

these concepts are mentioned and some of these studies have been referred to. 

In the second part, the basic definitions and theorems that form the basis of our work are 

mentioned. With the help of the concept of natural density, we explain the concepts of statistical 

convergence and statistical convergence of order α with some examples. 

In the third section in which we give our results, a new regular matrix and a new 

sequence space are created by using Lucas numbers. Using the Lucas sequences obtained by the 

help of the terms of this matrix, some properties related to  statistical convergence and statistical 

convergence of order α are examined. 

In the fourth section, we evaluate the contribution of the findings to the literature and 

what can be done afterwards. 

In the last section, the articles, books and theses that we used during the completion of 

this study are cited. 

 

Keywords: Natural density, statistical convergence, Statistical convergence of order α, Lucas 

Numbers, Cesaro Summability. 
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ÖNSÖZ 

 

Fibonacci ve Lucas sayılarıyla ilgili son yıllarda dizi uzayları bakış açısıyla ve 

toplanabilme teorisiyle ilişkilendirilerek çalışmalar yapılmaktadır. İstatistiksel yakınsaklık 

kavramı da uzun yıllardır farklı isimler altında ve farklı bakış açılarıyla birçok alanda pek çok 

yazar tarafından çalışılmaktadır. 

Son zamanlarda ise bu kavramlar bir araya getirilerek yeni sonuçlar elde edilmekte ve 

literatüre eklenmektedir. Bu bilgiler ışığında, tezimizde Lucas sayıları ve dereceli istatistiksel 

yakınsaklık kavramları birleştirilmeye ve yeni sonuçlar oluşturulmaya çalışılmıştır. 
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ℕ   Doğal sayılar  

ℝ   Reel Sayılar 

ℂ Kompleks sayılar 

𝕂 Reel yada kompleks sayılar cismi 

|𝐾| 𝐾 kümesinin eleman sayısı 

𝑐0   Reel yada kompleks değerli sıfıra yakınsak diziler uzayı 

 𝑙∞ Reel yada kompleks değerli sınırlı diziler uzayı 

𝑓𝑛    Fibonacci sayıları 

𝐿𝑛 Lucas sayıları 

𝑆  Bütün istatistiksel yakınsak diziler 

𝑆0 Sıfıra istatistiksel yakınsak diziler 

 𝑆𝛼 𝛼.Dereceden istatistiksel yakınsak diziler uzayı 

𝑆0
𝛼 𝛼. Dereceden sıfıra istatistiksel yakınsak diziler uzayı 

δ(𝐾) 𝐾 kümesinin doğal yoğunluğu 

𝛿̅(𝐾) 𝐾 kümesinin üst asimptotik yoğunluğu 

𝛿(𝐾) 𝐾 kümesinin alt asimptotik yoğunluğu 

ℵ𝐾  𝐾 kümesinin karekteristik fonksiyonu 

𝐶1 Cesaro matrisi 

𝑤 Bütün reel ve kompleks terimli diziler uzayı 

𝑤𝑃 Kuvvetli  𝑝 − 𝐶𝑒𝑠𝑎𝑟𝑜  toplanabilir diziler uzayı 

𝑤𝑝
𝛼  𝛼. Dereceden kuvvetli 𝑝 − 𝐶𝑒𝑠𝑎𝑟𝑜  toplanabilir diziler uzayı 
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1. GİRİŞ 

 

Fransız Matematikçi Edward Lucas tarafından tanımlanan Lucas sayı dizisi, Fibonacci 

sayı dizisindeki 𝑓0= 𝑓1 = 1,  𝑓𝑛+1=𝑓𝑛 + 𝑓𝑛−1, 𝑛 ≥  1 başlangıç koşullarının, 𝐿0 =  2,  𝐿1 =  1 

şeklinde değiştirilmesiyle 𝐿𝑛= 𝐿𝑛−1 +𝐿𝑛−2, 𝑛 ≥  2 bağıntısı kullanılarak Fibonacci tekrarlama 

bağıntısına benzer bir şekilde elde edilmiştir. Günümüze dek yapılan araştırmalar bu iki sayı 

dizisi arasında ilginç bağıntıların olduğunu kanıtlamıştır. 

İstatistiksel yakınsaklık düşüncesi ilk kez Zygmund [1], tarafından kendi monografisinin 

Varşova’da basılan ilk baskısında verildi ve bu kavram ilk defa Fast [2], tarafından tanımlandı. 

İstatistiksel yakınsaklık günümüze dek farklı isimler altında Fourier analiz teorisi, ergodic teori, 

sayılar teorisi, ölçü teorisi, trigonometrik seriler ve Banach uzaylar teorisinde tartışılmıştır. Daha 

sonra, dizi uzayları bakış açısı ve toplanabilme teorisiyle ilişkilendirilerek Schoenberg [3], Fridy 

[4], Connor [5], Fridy ve Orhan [6], Savaş [7], Mursaleen [8], Moricz [9], Bhardwaj ve Bala [10] 

tarafından araştırılmıştır. Son yıllarda, istatistiksel yakınsaklık kuvvetli integral toplanabilmede 

ve yerel kompakt uzaylar üzerinde tanımlı sınırlı sürekli fonksiyon ideallerinin yapısında 

görülmeye başlandı. Ayrıca, istatistiksel yakınsaklık olasılık teorisindeki yakınsaklık kavramıyla 

yakından ilişkilidir. 

İstatistiksel yakınsaklık kavramının klasik anlamda yakınsaklık kavramıyla da yakından 

ilişkisi vardır. Bu kavram ℕ doğal sayılar kümesinin altkümelerinin yoğunluğuna bağlıdır. 

İstatistiksel yakınsaklığın temeli olan yoğunluk kavramı oldukça geniş bir kavram olup doğal 

yoğunluk, asimptotik yoğunluk, düzgün yoğunluk, rasyonel ve reel sayıların yoğunluğu, oran 

kümelerinin yoğunluğu v.b. gibi birbirinden farklı birçok şekilde tanımlanmıştır. Asimptotik 

yoğunluğun tam sayılar kümesi için genelleştirmesi Buck [11] tarafından verilmiştir. Freedman 

ve Sember [12] tarafından da tanımlama yapılarak bazı özellikleri incelenmiştir.  

Bir sayı dizisi için dereceli istatistiksel yakınsaklık Gadjiev ve Orhan [13] tarafından 

verilmiş ve sonrasında Duman vd. [14] tarafından 𝐴 −istatistiksel yakınsaklık metodu için 

genelleştirilmiştir. Daha sonra, sayı dizileri için α.dereceden istatistiksel yakınsaklık ve α. 

dereceden kuvvetli 𝑝 − 𝐶𝑒𝑠𝑎𝑟𝑜 toplanabilme Çolak [15] tarafından çalışılmıştır.  

Salat [16] ayrıca 𝜔0 ın ω, 𝐹𝐾 topolojisi ile verildiğinde ω’ nın reel değerli dizilerinin 

birinci kategoriden bir alt kümesi olduğunu göstermiş ve 𝜔0′ın bir açık teorik tanımını 

kurmuştur. Yine Salat [16], reel değerli sınırlı istatistiksel dizileri 𝑙∞′un kapalı bir alt uzayı 

formunda vermiştir.  
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Kuvvetli 𝑝 − 𝐶𝑒𝑠𝑎𝑟𝑜 toplanabilmenin geçmişi uzun zaman belirgin olamamıştır. 

Kuvvetli Cesaro toplanabilme kavramı ilk olarak bir Fourier serisinin yakınsaklığına bağlı olarak 

Hardy ve Littlewood [17] tarafından ortak çalışmalarında belirtilmiştir. Ancak bu kavram, 

Kuttner [18] tarafından bir toplanabilme metodu olarak çalışılıncaya kadar ortada görünmemiştir. 

Maddox [19-20], 𝜔𝑝’nin 1 ≤  𝑝 < ∞ iken bir 𝐵𝐾 uzayı olarak ve 0< 𝑝 < 1 iken bir 𝑝 −normlu 

uzay olarak ele alınabileceğine işaret etmiş, aynı zamanda 0 < 𝑝 < ∞  için 𝜔𝑝den 𝑐 ′ye matris 

dönüşümlerini de karakterize etmiştir. Bu kavram sıkça genelleştirilmektedir ve fonksiyonel 

analizin bakış açısından sıkça ele alınmaktadır.   
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2. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

2.1. Temel Tanım ve Teoremler 

 

Tanım 2.1.1. 𝑋 ≠ ∅ bir cümle ve 𝐾 reel veya kompleks sayılar cismi olmak üzere, 

 

+ ∶ 𝑋 ×  𝑋 → 𝑋, 

 

.  : 𝐾 ×  𝑋 → 𝑋 

 

fonksiyonları aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa, 𝑋 cümlesine 𝐾 cismi üzerinde bir vektör uzayı 

(lineer uzay) adı verilir. Her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 ve 𝜆, 𝜇 ∈ 𝐾 için 

   𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 

  (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 = 𝑥(𝑦 + 𝑥) 

  ∀ 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑥 + 𝜃 = 𝑥 olacak şekilde bir 𝜃 vardır. 

 Her bir 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑥 + (−𝑥) = 𝜃 olacak şekilde bir (−𝑥) vardır. 

  1. 𝑥 = 𝑥 

 λ(𝑥 + 𝑦) = 𝜆𝑥 + 𝜆𝑦 

 (𝜆 + 𝜇)𝑥 = 𝜆𝑥 + 𝜇𝑥 

 λ(𝜇𝑥) = (𝜆𝜇)𝑥 [24]. 

 

 

Tanım 2.1.2. Lucas sayı dizisi 𝐿0 = 2 ve 𝐿1= 1 başlangıç koşulları ile verilen ve genel terimi 

 

𝐿𝑛 = 𝐿𝑛  − 1 + 𝐿𝑛 − 2, 𝑛 ≥  2   

 

olan bir dizidir. Bu sayı dizisi   

                             

2,1,3,4,7,11,18,29,47,76,123,199,322,521,…. 

 

şeklinde oluşmuştur [22]. 

Tanım 2.1.3. 𝑥 =  (𝑥𝑘) dizisi bir 𝑃 özelliğini yoğunluğu sıfır olan bir küme dışındaki her 𝑘 için 

gerçekliyorsa 𝑥 dizi 𝑃 özelliğini hemen hemen her 𝑘 için gerçekliyor denir [4]. 
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Tanım 2.1.4. 𝐴 = (𝑎𝑛𝑘) sonsuz matrisi verilmiş olsun. Eğer 𝐴 matrisi yakınsak her diziyi 

yakınsak bir diziye limiti koruyarak dönüştürüyorsa 𝐴 matrisine regüler matris denir ve 𝐴 ∈

(𝑐, 𝑐, 𝑃) şeklinde gösterilir [23]. 

Tanım 2.1.5. 𝑋 boş olmayan bir cümle olsun. 𝑑: 𝑋 × 𝑋 → ℝ fonksiyonu,aşağıdaki şartları 

sağlıyorsa 𝑑’ye 𝑋 üzerinde metrik veya uzaklık fonksiyonu (𝑋, 𝑑) çiftine de metrik uzay denir 

[26]. 

 

 ∀𝑥, 𝑦 ∈  𝑋  için, 𝑑( 𝑥, 𝑦)  =  0  ⇔  𝑥 =  𝑦  

 ∀𝑥, 𝑦 ∈  𝑋  için, 𝑑 ( 𝑥, 𝑦) =  𝑑(𝑦, 𝑥) 

 ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈  𝑋  için 𝑑( 𝑥, 𝑧)  ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑧)  

 

Tanım 2.1.6. 𝑋 boş olmayan bir cümle ve " ≤" 𝑋'de bir bağıntı olsun. Aşağıdaki şartlar 

sağlanıyorsa "≤ " bağıntısına kısmi sıralama bağıntısı denir [26]. 

 

 ∀ 𝑥 ∈ 𝑋 için, 𝑥 ≤ 𝑥 (Yansıma özelliği)  

  ( 𝑥  ≤  𝑦 ve  𝑦  ≤  𝑥)  ise  𝑥 =  𝑦 (Ters simetri özelliği)  

  ( 𝑥 ≤  𝑦 𝑣𝑒 𝑦 ≤  𝑧)  ise  𝑧 ≤  𝑥 (Geçişme özelliği) 

 

Tanım 2.1.7. (𝑋, ≤ ) kısmi sıralı bir cümle,  𝐴 ≠ ∅ ve 𝐴 ⊂ 𝑋 olsun. ∀ 𝑥 ∈ 𝐴 için, 𝑢 ≤  𝑥 olacak 

şekilde 𝑢 ∈ 𝑋 varsa 𝑢’ya 𝐴′ nın 𝑋'deki alt sınırı, ∀ 𝑥 ∈ 𝐴 için,  𝑥 ≤  𝑣 olacak şekilde 𝑣 ∈ 𝑋 varsa  

𝑣’ye  𝐴 nın 𝑋 ′deki üst sınırı denir [26]. 

Tanım 2.1.8. (𝑋, ‖. ‖)  Bir normlu uzay ve 𝑥 = (𝑥𝑛) de 𝑋 uzayında bir dizi olsun. Eğer ∀ 𝜀 > 0 

için 𝑚, 𝑛 > 𝑛0 iken 

 

‖𝑥𝑚 − 𝑥𝑛‖ < 𝜀 

 

olacak şekilde bir  𝑛0 = 𝑛0(𝜀) ∈ ℕ sayısı varsa 𝑥 = (𝑥𝑛) dizisine bir Cauchy dizisi denir [27]. 

Tanım 2.1.9. 𝑤 = {𝑥 = (𝑥𝑘)|𝑥: ℕ
∘ → 𝕂,   𝑘 → 𝑥𝑘 = 𝑥(𝑘)} kümesi 

 

((𝑥𝑘), (𝑦𝑘)) → (𝑥𝑘 + 𝑦𝑘)   ve (𝜆, (𝑥𝑘)) → (𝜆𝑥𝑘) 

 



5 
 

ile tanımlı toplama ve skaler ile çarpma işlemleri ile birlikte 𝕂 üzerinde bir lineer uzaydır. 𝑤 

lineer uzayı ve 𝑤 nin her bir lineer alt uzayı dizi uzayı olarak adlandırılır. 𝑐0, 𝑐 ve 𝑙∞ sırasıyla 

sıfıra yakınsak dizilerin uzayı, yakınsak diziler uzayı ve sınırlı diziler uzayı olarak adlandırılır. 

𝑐0, 𝑐 ve 𝑙∞ dizi uzayları ‖𝑥‖ = sup
𝑘
|𝑥𝑘| normu ile birlikte birer normlu uzay oluşturur [23]. 

Tanım 2.1.10. Bir Banach uzayı tam normlu bir lineer uzaydır. Buradaki tamlık 𝑥𝑛 ∈ 𝑋 için 

‖𝑥𝑚 − 𝑥𝑛‖→0 ve 𝑚, 𝑛 → 0 olduğunda bir 𝑥 ∈ 𝑋 mevcuttur öyle ki, 

  

‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ → 0  (𝑛 → ∞) 

 

olur. 

Tanım 2.1.11. 𝑋 bir lineer topolojik uzay ve 𝑠 bütün kompleks dizilerin uzayı olsun. Eğer 

aşağıdaki şartlar sağlanıyorsa 𝑋 e bir 𝐹𝐾 −uzayı denir [28-29]. 

 

 𝑋 metriklenebilirdir. 

 𝑋 tamdır. 

 𝑋'in koordinat izdüşümleri süreklidir.   

 

Kısaca 𝐹𝐾 −uzayına Frechet koordinat uzayı da denir. Normlu bir 𝐹𝐾 −uzayına bir 𝐵𝐾 −uzayı 

denir. 𝐹𝐾 ve 𝐵𝐾 −uzaylarının topolojilerine 𝐹𝐾 ve 𝐵𝐾 −topolojisi denir.    

Tanım 2.1.12. 𝐴 ⊂ ℝ ve 𝑎 ∈ ℝ olsun. 𝑎 noktasının her 𝜀 komşuluğunda 𝐴 kümesinin 𝑎'dan 

farklı en az bir elamanı varsa, bu 𝑎 noktasına  𝐴'nın bir yığılma noktasıdır denir [27]. 

Tanım 2.1.13. ( 𝑋, 𝑑) bir metrik uzay ve ( 𝑥𝑛), 𝑋'de bir dizi olsun. 

  

lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛 , 𝑥)  

 

olacak şekilde 𝑥 ∈ 𝑋 varsa yakınsak (𝑥𝑛), 𝑋 'de yakınsak ve dizinin limiti 𝑥 ise bu, 

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥, 𝑥𝑛 → 𝑥 veya 𝑛 → ∞ için 𝑥𝑛 → 𝑥 sembollerinden biri ile ifade edilir. (𝑥𝑛 )  yakınsak 

değilse ıraksaktır [26]. 

Teorem 2.1.14. (Silverman-Toeplitz)  𝐴 = (𝑎𝑛𝑘) ∈ (𝑐: 𝑐; 𝑝) olması için gerek ve yeter şart; 

 

 𝑠𝑢𝑝𝑛 ∑ │𝑎𝑛𝑘│𝑘 < ∞   

  lim
𝑛→∞

𝑎𝑛𝑘 = 0  
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  lim
𝑛→∞

∑ │𝑎𝑛𝑘│𝑘 = 1 

 

koşullarının sağlanmasıdır [21]. 

Tanım 2.1.15. 𝑛,𝑘 ∈ ℕ için 𝑎𝑛𝑘 ∈ ℂ olmak üzere (𝑎𝑛𝑘)𝑛,𝑘=1
∞  ifadesine bir sonsuz matris denir ve 

  

𝐴 = (𝑎𝑛𝑘) = (

𝑎11 𝑎12 𝑎13 …
𝑎21 𝑎22 𝑎23 …
𝑎31 𝑎32 𝑎33 ⋯
⋮ ⋮ ⋮ ⋱

) 

 

biçiminde gösterilir [21]. 

Teorem 2.1.16. 𝑋 uzayı ‖. ‖ normuna göre bir 𝐵𝐾 −uzayı olsun. Bu takdirde ∀𝑥 ∈ 𝑋𝑇 için 

‖𝑋‖𝑇 = ‖𝑇(𝑥)‖ olmak üzere 𝑋𝑇 bir 𝐵𝐾 −uzayıdır [25]. 

 

2.2. İstatistiksel Yakınsaklık 

 

İstatistiksel yakınsaklık kavramını tanımlamak için ilk önce doğal yoğunluğu 

açıklamamız gerekir. Çünkü pozitif tamsayılar kümesinin doğal yoğunluğunun sıfır olduğu 

durumlarda istatistiksel yakınsaklık incelenebilir. 

Tanım 2.2.1.(Doğal Yoğunluk) 𝐾⊆ℕ olsun. 𝐾𝑛 = {𝑚 ≤ 𝑛:𝑚 ∈ 𝐾} ifadesi için 𝛿(𝐾) =

|{𝑚 ≤ 𝑛:𝑚 ∈ 𝐾}| ya da lim
𝑛→∞

|𝐾𝑛|

𝑛
 limit değeri mevcutsa bu limit değerine 𝐾 kümesinin 

yoğunluğu denir. Burada limit durumundaki çubuklar 𝐾𝑛 kümesinin eleman sayısını 

göstermektedir. 

  

𝑑0(𝐾) = 𝑑0(𝐾) = lim
𝑛→∞

𝐾(𝑛)

𝑛
 

 

şeklinde gösterilir. [32] 

Her 𝜀> 0 ve 𝑥0 ∈ ℝ için 𝐾 = 𝐾𝑛(𝜀) = {𝑛 ∈ ℕ: |𝑥𝑛 − 𝑥0| ≥ 𝜀} kümesinin eleman sayısı  |𝐾| 

olarak gösterilmek üzere 𝐾 kümesinin doğal yoğunluğu ya da asimptotik yoğunluğu 

𝑑𝑛(𝐾) =
1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑘 ∈ 𝐾}| 

 

olarak gösterilir. Burada  
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alt asimptotik yoğunluk ⇒ 𝑑0(𝐾) = lim
𝑛
𝑠𝑢𝑝

𝐾(𝑛)

𝑛
 

üst asimptotik yoğunluk ⇒ 𝑑0(𝐾) = lim
𝑛
𝑖𝑛𝑓

𝐾(𝑛)

𝑛
 

 

şeklinde ifade edilir. Eğer lim
𝑛→∞

𝑑𝑛(𝐾) = 𝑑(𝐾) ve lim
𝑛→∞

𝛿𝑛(𝐾) = 𝛿(𝐾) limitleri mevcutsa 

𝑑(𝐾)’ya 𝐾’nın asimptotik yoğunluğu 𝛿(𝐾)’ya ise 𝐾‘nın logaritmik yoğunluğu denir. Benzer 

şekilde  

                                    üst logaritmik yoğunluk⇒ 𝛿𝑛(𝐾) = lim
𝑛→∞

𝑠𝑢𝑝 𝛿𝑛 (𝐾) 

 

                                     alt logaritmik yoğunluk⇒𝛿𝑛(𝐾) = lim
𝑛→∞

𝑖𝑛𝑓 𝛿𝑛(𝐾) 

 

eğer lim
𝑛→∞

𝑑𝑛(𝐾) = 𝑑(𝐾) ve lim
𝑛→∞

𝛿𝑛(𝐾) = 𝛿(𝐾) limitleri mevcutsa 𝑑(𝐾) ve 𝛿(𝐾) gösterimlerine 

sırasıyla 𝐾’nın asimptotik yoğunluğu ve 𝐾’nın logaritmik yoğunluğu denir. Her bir 𝐾 ⊆ ℕ için, 

 

𝑑0(𝐾) ≤ 𝛿0(𝐾) ≤ 𝛿(𝐾) ≤ 𝑑(𝐾) 

 

eşitsizliği sağlanır. Böylece 𝑑(𝐾) mevcutsa 𝑑(𝐾) = 𝛿(𝐾) olacak şekilde 𝛿(𝐾) da mevcuttur. 

Ayrıca asimptotik ve logaritmik yoğunluk değerleri [0,1] aralığındadır.[32] 

 

Önerme 2.2.2. 𝛿(𝐾) bir alt yoğunluk ve 𝛿(𝐾) da bir üst yoğunluk olmak üzere 𝐴 ⊆ ℕ ve 𝐵 ⊆ ℕ 

için 

 

 𝐴 ⊆ 𝐵 ise 𝛿(A) ≤ 𝛿(B) 

 𝐴 ⊆ 𝐵 ise 𝛿(A) ≤ 𝛿(B) 

 ∀ 𝐴, 𝐵 için 𝛿(A) + 𝛿(B) ≥ 𝛿(𝐴 ∪ 𝐵) 

 𝛿(∅) = 𝛿(∅) =0 

 𝛿(ℕ) 

 𝐴~𝐵 ise 𝛿(A) = 𝛿(B) 

 𝛿(A) ≤ 𝛿(A) 

 

özellikleri sağlanır.[32] 
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Örnek 2.2.3. 𝐴 = {1,2,3, . . . } = ℕ kümesi için 𝑑0 = 1’dir. Gerçekten, 

 

𝐴(1) = 1, 𝐴(2) = 2,  𝐴(3) = 3, . . . 𝐴(𝑛) = 𝑛 

𝑑0(𝐴) = lim
𝑛→∞

𝐴(𝑛)

𝑛
= lim

𝑛→∞

𝑛

𝑛
= 1’dir. 

 

Örnek 2.2.4. 𝐾 = {2,4,6, . . . } kümesinin iki farklı yoldan doğal yoğunluğunun 
1

2
 olduğunu 

görebiliriz. 

1.Yol: 𝐾(1) = 0, 𝐾(2) = 1, 𝐾(3) = 1, 𝐴(4) = 2, . . . , 𝐾(𝑛) = ‖
𝑛

2
‖ olduğundan, 

 

𝑑0(𝐾) = 𝑑0(𝐾) = lim
𝑛→∞

𝐾(𝑛)

𝑛
= lim

𝑛→∞

‖
𝑛
2
‖

𝑛
=
1

2
 

 

olarak bulunur. 

  

2.Yol:                                      

𝐴(𝑛)

𝑛
=
0

1
,
1

2
,
1

3
,
2

4
,
2

5
,
3

6
,
3

7
, … ,

𝑛

2𝑛
,

𝑛

2𝑛 + 1
 

olup, 

𝑑0(𝐾) = lim
𝑛
𝑖𝑛𝑓

𝐾(𝑛)

𝑛
= lim

𝑛→∞

𝑛

2𝑛
=
1

2
 

 

  𝑑0(𝐾) = lim
𝑛
𝑠𝑢𝑝

𝐾(𝑛)

𝑛
= lim

𝑛→∞

𝑛

2𝑛 + 1
=
1

2
 

 

𝑑0(𝐾) = 𝑑0(𝐾) = 𝑑0(𝐾) =
1

2
 

 

Tanım 2.2.5. 𝑥 = (𝑥𝑘) reel (ya da kompleks) değerli bir dizi olmak üzere ∀ 𝜀 > 0 sayısı için 

  

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝑥0| ≥ 𝜀}| = 0 
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olacak şekilde bir 𝑥0 sayısı mevcut ise bu 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi 𝑥0 sayısına istatistiksel yakınsaktır 

denir. 𝑠𝑡 − lim 𝑥 = 𝑥0 ile gösterilir. Tanımdan da anlaşılacağı gibi istatistiksel yakınsaklık doğal 

yoğunluğun sıfır olduğu durumlarla ilgilenir [2]. 

 h.h.k için |𝑥𝑘 − 𝑥0| < 𝜀 özelliği "bir 𝑦 = (𝑦𝑘) dizisinin terimlerinin bir özelliği sıfır yoğunluklu 

bir cümle dışında bütün 𝑘’lar için sağlanması" olarak ifade edilir. 

Şimdi istatistiksel yakınsaklık ile Cesaro matrisini karşılaştıralım. 𝐶1 = (𝑐𝑛𝑘) Cesaro 

matrisi olmak üzere bu matris; 

 

𝑐𝑛𝑘 = {
1

𝑛
,           1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 

0,                   𝑘 > 𝑛
1 

 

ile verilir. 𝐾(𝜀) = {𝑘: |𝑥𝑘 − 𝑥0| ≥ 𝜀} ve 𝜆𝐾(𝜀), 𝐾(𝜀) kümesinin karekteristik fonksiyonunu 

göstermek üzere, 

 

𝑠𝑡 − lim
𝑘
𝑥𝑘 = 𝑥0 ⇔ ∀  𝜀 > 0,   lim

𝑛

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝑥0| > 𝜀}| = 0 

 

                                                       ⇔ ∀  𝜀 > 0,   lim
𝑛

1

𝑛
∑ 𝜆𝐾(𝜀)(𝑘)
∞
𝑘=1 = 0 

 

       ⇔ ∀  𝜀 > 0,   lim
𝑛
(𝐶1𝜆𝐾(𝜀))𝑛 = 0  

 

olduğu açıktır. 

Teorem 2.2.6. Hiçbir matris toplanabilme metodu, istatistiksel yakınsaklık metodunu 

içermez.[6] 

Teorem 2.2.7. 𝑝 ∈ ℕ ve 0 < 𝑝 < ∞ olsun. Aşağıdakiler sağlanır. [5] 

 

 Bir dizi 𝑥0 sayısına kuvvetli 𝑝 − 𝐶𝑒𝑠𝑎𝑟𝑜 toplanabilir ise 𝑥0 sayısına istatistiksel 

yakınsaktır. 

 Sınırlı bir dizi 𝑥0 sayısına istatistiksel yakınsak ise 𝑥0 sayısına kuvvetli 𝑝 − 𝐶𝑒𝑠𝑎𝑟𝑜 

toplanabilirdir. 

 

Lemma 2.2.8. 𝑠𝑡 − lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 = 𝑎 ve 𝑠𝑡 − lim
𝑘→∞

𝑦𝑘 = 𝑏 ve c bir reel sayı olsun. Bu durumda 
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 𝑠𝑡 − lim
𝑘→∞

(𝑥𝑘 + 𝑦𝑘) = 𝑎 + 𝑏 

 𝑠𝑡 − lim
𝑘→∞

(𝑐𝑥𝑘) = 𝑐𝑎.[16] 

 

Örnek 2.2.9. Aşağıdaki gibi tanımlanan, 

 

𝑥 = (𝑥𝑛) = {
𝑛,         𝑛 = 𝑘2

0,          𝑛 ≠ 𝑘2
             (𝑛 = 1,2,3, . . . ) 

 

dizisini inceleyelim. Burada  

 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝑥0| ≥ 𝜀}| = 0 

 

olacak şekilde bir 𝑥0 sayısı bulmalıyız. 

 

𝑛 = 𝑘2 ⇒ 𝑥𝑛 = 𝑛 ⇒ |𝑛 − 0| = |𝑛| = 𝑛 ≥ 𝜀 ⇒ 𝑘2 ≥ 𝜀   𝑘 ≥ √𝜀 

 

𝑛 ≠ 𝑘2 ⇒ 𝑥𝑛 = 0 ⇒ |𝑛 − 0| = |0 − 0| = 0 ≥ 𝜀 ⇒ Ç. 𝐾 = ∅ 

 

Şimdi ise parçalı fonksiyonu birleşim şeklinde gösterelim. 

 

|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 0| ≥ 𝜀}| = |{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑛 = 𝑘2, |𝑥𝑘 − 0| ≥ 𝜀}| + |{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑛 ≠ 𝑘2|𝑥𝑘 − 0| ≥ 𝜀}| 

 

                                          = |{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑛 = 𝑘2, 𝑘 ≥ √𝜀|𝑥𝑘 − 𝑥0| ≥ 𝜀}| + |{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑛 ≠ 𝑘
2, 0 ≥ 𝜀}| 

 

Her iki tarafın doğal yoğunluğuna bakacak olursak, 

 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 0| ≥ 𝜀}| 

 

= lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑛 = 𝑘2, 𝑘 ≥ 𝜀}| + lim

𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑛 ≠ 𝑘2, 0 ≥ 𝜀}| 

 

≤ lim
𝑛→∞

1

𝑛
√𝑛 + 0 = 0 
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Dolayısıyla (𝑥𝑛) dizisinin 𝑠𝑡 − 𝑙𝑖𝑚𝑥 = 0 olduğu görülür. 

Örnek 2.2.10. Aşağıdaki gibi tanımlanan  

𝑥 = 𝑥𝑛 = {
𝑛,           𝑛 = 𝑘2 
𝑛 − 1

𝑛
    𝑛 ≠ 𝑘2

(𝑛 = 1,2,3, . . . ) 

bir (𝑥𝑛) dizisinin 𝑠𝑡 − 𝑙𝑖𝑚𝑥 = 1 olduğunu gösterelim. 

 

𝑛 = 𝑘2 ⇒ 𝑥𝑛 = 𝑛 ⇒ |𝑥𝑛 − 1| = |𝑛 − 1| = 𝑛 − 1 ≥ 𝜀 ⇒ 𝑘2 ≥ 𝜀 + 1 ⇒ 𝑘 ≥ √𝜀 + 1 

 

𝑛 ≠ 𝑘2 ⇒ 𝑥𝑛 =
𝑛−1

𝑛
⇒ |

𝑛−1

𝑛
− 1| =

1

𝑛
≥ 𝜀 ⇒ 𝑛 ≤

1

𝜀
⇒𝑘 ≤

1

𝜀
 

 

𝜀 > 0 olduğundan 𝑘 ≤
1

𝜀
 kümesi sonlu bir kümedir. 

 

|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑛 − 1| ≥ 𝜀}| = |{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑛 = 𝑘2, |𝑥𝑛 − 1| ≥ 𝜀}| + |{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑛 ≠ 𝑘2, |𝑥𝑛 − 1| ≥ 𝜀}| 

 

= |{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑛 = 𝑘2, 𝑘 > √𝜀 + 1}| + |{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑛 ≠ 𝑘2, 𝑘 ≤
1

𝜀
}| 

 

𝑘 = √𝑛, 𝑘 ≤ 𝑛 ⇒ 𝑘 ≤ 𝑛 

 

𝑘 ≤
1

𝜀
 olup 𝑘 sınırlı olduğundan sağ tarafın doğal yoğunluğu sıfırdır. 

 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑛 − 1| ≥ 𝜀}| 

 

= lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑛 = 𝑘2, 𝑘 ≥ √𝜀 + 1}| + lim

𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑛 ≠ 𝑘2, 𝑘 ≤

1

𝜀
}| 

 

≤ lim
𝑛→∞

1

𝑛
.√𝑛 + 0 = 0 

 

olduğundan 𝑥𝑛 dizisi 1'e istatistiksel yakınsaktır. 𝑥𝑛 → 1(𝑆) veya 𝑠𝑡 − 𝑙𝑖𝑚𝑥 = 1’dir. 
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Uyarı 2.2.11. Klasik anlamdaki yakınsak diziler sınırlıdır. Fakat istatistiksel yakınsak her dizi 

sınırlı olmayabilir. Şimdi buna bir örnek verelim. 

Örnek 2.2.12. Aşağıdaki gibi tanımlanan bir 

𝑥 = (𝑥𝑛) = {
𝑛,         𝑛 = 𝑘2

0,          𝑛 ≠ 𝑘2
             (𝑛 = 1,2,3, . . . ) 

 

dizisini incelediğimizde 𝑛 = 𝑘2 için 𝑥𝑛 dizisinin üstten sınırlı olmadığı açıktır [32]. 

 

 Uyarı 2.2.13. Bilindiği gibi istatistiksel yakınsaklık bilinen anlamdaki yakınsaklıktan daha 

genel bir kavramdır. Yakınsak her dizi istatistiksel yakınsak iken istatistiksel yakınsak her dizi 

yakınsak olmayabilir. Şimdi buna dair bir örnek inceleyeceğiz. 

 

𝑥 = (𝑥𝑛) = {
1,         𝑛 = 𝑘2

0,          𝑛 ≠ 𝑘2
             (𝑛 = 1,2,3, . . . ) 

 

dizisini incelediğimizde 

 

𝑥 = (𝑥𝑛) = (1,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,1, . . . ) 

 

şeklinde elde edilir. 

Burada (𝑥𝑛2)= 1 olduğu görülür. Diğer durumlarda ise  (𝑥𝑛)= 0’dır. 

 

lim
𝑛→∞

𝐴(𝑛)

𝑛
= lim

𝑛→∞
(
2

1
,
2

2
,
2

3
,
2

4
,
2

5
,
2

6
,
2

7
, . . . ,

2

𝑛
, . . . ) = lim

𝑛→∞

2

𝑛
= 0 

 

olup istatistiksel yakınsaktır. Ancak 𝑙𝑖𝑚𝑛𝑥𝑛 = 0 ve 𝑙𝑖𝑚𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑥𝑛 = 1 olup alt ve üst limitler eşit 

olmadığı için bu dizi yakınsak değildir [32]. 

Örnek 2.2.14 

𝑥 = (𝑥𝑘) = {
√𝑘,         𝑘 = 𝑚2

1,          𝑘 ≠ 𝑚2
             (𝑚 = 1,2,3, . . . ) 

 

şeklinde tanımlanan 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisini inceleyelim. ∀ 𝜀 > 0 için 

  

|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 1| ≥ 𝜀}| ≤ |{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑥𝑘 ≠ 1}| ≤ √𝑛 
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olduğundan  

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 1| ≥ 𝜀}| ≤ lim

𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑥𝑘 ≠ 1}| ≤ lim

𝑛→∞

1

𝑛
√𝑛 = 0 

elde edilir. Demek ki, 

 

|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 1| ≥ 𝜀}| = {𝑘 = 𝑚2:𝑚 ∈ ℕ} 

 

ve  

                                               δ({𝑘 = 𝑚2:𝑚 ∈ ℕ})= 0 

 

olup ∀ 𝜀 > 0 için |𝑥𝑘 − 1| < 𝜀   (h.h.k) olduğundan 𝑠𝑡 − 𝑙𝑖𝑚𝑥 = 1 bulunur. 

Örnekte görüldüğü gibi klasik anlamda yakınsak olan her dizi istatistiksel yakınsak iken sınırsız 

ıraksak bazı diziler de istatistiksel yakınsak olabilmektedir. 

Örnek 2.2.15 

𝑥 = (𝑥𝑘) = {
√𝑘,         𝑘 = 𝑚2

1,          𝑘 ≠ 𝑚2
             (𝑚 = 1,2,3, . . . ) 

 

dizisi 1'e istatistiksel yakınsaktır fakat 𝑥𝑘 ∉ 𝑙∞’dur. Diğer yandan 𝑥𝑘 = (1,0,1,0, . . . ) dizisi 

istatistiksel yakınsak değildir. Fakat sınırlıdır. 

Tanım 2.2.16.  Her ε> 0 için  

 

𝑙𝑖𝑚
1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: ⌊𝑥𝑘 − 𝑥𝑁⌋ ≥ 𝜀}| = 0 

 

yani  

 

                                                  ⌊𝑥𝑘 − 𝑥𝑁⌋ < 𝜀   (ℎ. ℎ. 𝑘) 

 

olacak biçimde bir 𝑁 = 𝑁(𝜀) sayısı mevcut ise 𝑥 dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir.  

Teorem 2.2.17 Aşağıdaki ifadeler denktir. 

 

 𝑥 = (𝑥𝑘) istatistiksel yakınsak dizidir. 

 𝑥 = (𝑥𝑘) istatistiksel Cauchy dizidir. 
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 h.h.k için 𝑥𝑘 = 𝑦𝑘  olacak şekilde yakınsak bir 𝑦 = (𝑦𝑘) dizisi vardır. 

 

Teorem 2.2.18. 𝑝 ∈ ℝ, 0 < 𝑝 < ∞ olsun. Eğer bir dizi 𝐿’ye kuvvetli 𝑝 − 𝐶𝑒𝑠𝑎𝑟𝑜 toplanabilir 

ise o zaman bu dizi 𝐿’ye istatistiksel yakınsaktır. Eğer sınırlı bir dizi 𝐿’ye istatistiksel yakınsak 

ise o zaman bu dizi 𝐿’ye kuvvetli 𝑝 − 𝐶𝑒𝑠𝑎𝑟𝑜 toplanabilirdir. 

Teorem 2.2.19. (Ayrışma Teoremi) Eğer 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi 𝐿’ye kuvvetli 𝑝 − 𝐶𝑒𝑠𝑎𝑟𝑜 toplanabilir 

veya istatistiksel yakınsak ise o zaman 𝑦 = (𝑦𝑘)'nın limiti 𝐿, 𝑥 = 𝑦 + 𝑧 ve lim
𝑛
𝑛−1|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑧𝑘 ≠

0}| = 0 olacak şekilde yakınsak bir 𝑦 = (𝑦𝑘) dizisi ve sıfıra istatistiksel yakınsak bir 𝑧 = (𝑧𝑘) 

dizisi vardır. Dahası, eğer 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi sınırlı ise o zaman 𝑧 = (𝑧𝑘) dizisi de sınırlıdır ve 

‖𝑧‖∞ < ‖𝑥‖∞ + |𝐿|'dir. 

 

2.3. 𝛼 . Dereceden İstatistiksel Yakınsaklık 

 

Tanım 2.3.1. 0< 𝛼 ≤ 1 olacak şekilde 𝛼 herhangi bir reel sayı olsun. |{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑘 ∈ 𝑀}|, 𝑀 

kümesinin 𝑛′den büyük olmayan eleman sayılarını göstermek üzere 

 

lim
𝑛→∞

1

𝑛𝛼
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑘 ∈ 𝑀}| 

 

limiti mevcut ise bu limit değerine 𝑀 alt kümesinin 𝛼 − yoğunluğu denir ve 𝑆𝛼(𝑀) ile gösterilir 

[15]. 

𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi, 𝛼 − yoğunluğu sıfır olan cümle hariç, her 𝑘 için 𝑝(𝑘) özelliğini sağlayacak 

şekilde bir dizi ise o zaman (𝑥𝑘) dizisi, 𝛼 ’ya göre hemen hemen her k için 𝑝(𝑘) özelliğini sağlar 

denir. Kısaca h.h.k(𝛼 ) ile gösterilir. 

ℕ doğal sayılar kümesinin herhangi bir sonlu alt kümesi sıfır 𝛼-yoğunluğa 

sahiptir.𝛿𝛼(𝑀
𝑐) = 1 − 𝛿𝛼(𝑀) eşitliği genelde 0< 𝛼 < 1 için sağlanmaz, ancak 𝛼 = 1 ise bu 

eşitlik sağlanır. Herhangi bir 𝑀 ⊂ ℕ kümesinin 𝛼  yoğunluğu 𝛼 = 1 durumunda kümenin doğal 

yoğunluğuna indirgenir. 

Lemma 2.3.2.  𝑀 ⊂ ℕ olsun. Eğer 0< 𝛼 ≤ 𝛽 ≤ 1 ise o zaman 𝛿𝛽(𝑀) ≤ 𝛿𝛼(𝑀) dir [15]. 

İspat: 0 < 𝛼 ≤ 𝛽 ≤ 1  olsun . Her  𝑛 ∈ ℕ için  𝑛𝛼 ≤ 𝑛𝛽 ve bu nedenle  
1

𝑛𝛽
≤

1

𝑛𝛼
 olduğundan, 

 

1

𝑛𝛽
│{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑘 ∈ 𝑀}│ ≤

1

𝑛𝛼
│{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑘 ∈ 𝑀}│ 
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elde ederiz. Bu eşitsizlikten 𝛿𝛽(𝑀) ≤ 𝛿𝛼(𝑀) elde edilir. 

Şimdi 0< 𝛼 ≤ 𝛽 ≤ 1 olsun. O zaman Lemma 2.3.2' den eğer 𝑀 sıfır 𝛼 −yoğunluğuna 

sahipse o zaman 𝑀 sıfır 𝛽-yoğunluğuna sahiptir ve en az bir 0 < 𝛼 ≤ 1 için sıfır 

𝛼 −yoğunluğuna sahipse, o zaman sıfır doğal yoğunluğuna sahiptir. 

Tanım 2.3.3. 𝑥 = (𝑥𝑘) ∈ 𝑤 olsun. 0 < 𝛼 ≤ 1 olarak verilsin. ∀ ℇ> 0 için 

 

lim
𝑛→∞

1

𝑛𝛼
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘| − 𝐿 ≥ ℇ}| = 0 

 

olacak şekilde kompleks bir 𝐿 sayısı varsa 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi 𝐿’ye 𝛼 . dereceden istatistiksel 

yakınsaktır denir. Başka bir ifadeyle ∀ ℇ> 0 ve h.h.k(𝛼) için |𝑥𝑘 − 𝐿| < ℇ ise 𝑥 dizisi 𝐿’ye 𝛼. 

dereceden istatistiksel yakınsaktır denir. Bu yakınsaklık 𝑆𝛼 − lim𝑥𝑘 = 𝐿 şeklinde gösterilir. 𝛼. 

dereceden tüm istatistiksel yakınsak dizilerin cümlesi ise 𝑆𝛼 ile gösterilir [15]. 

Tanım 2.3.4. 𝑥 = (𝑥𝑘)  ∈ 𝑤 olsun. 0 < 𝛼 ≤ 1 olarak verilsin. ∀ 𝜀 > 0 için    

 

lim
𝑛→∞

1

𝑛𝛼
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝑥𝑁| ≥ 𝜀}| = 0 

   

olacak şekilde bir  ℕ = ℕ(𝜀) sayısı varsa 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisine 𝛼.dereceden istatistiksel Cauchy 

dizisi denir. Bir başka ifadeyle her 𝜀 > 0 ve ℎ. ℎ. 𝑘(𝛼) için |𝑥𝑘 − 𝑥𝑁| < 𝜀 ise 𝑥 dizisine   

𝛼.dereceden istatistiksel Cauchy dizisi denir.[4] 

Teorem 2.3.5. 0< 𝛼 ≤ 1 için aşağıdaki ifadeler denktir [30]. 

i. 𝑥, 𝛼. dereceden istatistiksel yakınsak bir dizidir. 

ii.  𝑥, 𝛼. dereceden istatistiksel Cauchy dizisidir. 

iii. 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi verilsin. h.h.k(𝛼 ) için 𝑥𝑘 = 𝑦𝑘  olacak şekilde yakınsak bir 𝑦 = (𝑦𝑘) 

dizisi vardır. 

İspat. (𝐢) ⇒ (𝐢𝐢): 𝑆𝛼 − lim𝑥𝑘 = 𝐿 olduğunu kabul edelim ve 𝜀 > 0 olsun. h.h.k(𝛼 ) için 

|𝑥𝑘 − 𝐿| <
𝜀

2
 

ve seçilen bir 𝑁 için 

|𝑥𝑁 − 𝐿| <
𝜀

2
 

dir. h.h.k(𝛼 ) için 
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|𝑥𝑘 − 𝑥𝑁| < |𝑥𝑘 − 𝐿| + |𝑥𝑁 − 𝐿| <
𝜀

2
+
𝜀

2
 

 

dir. Böylece 𝑥, 𝛼. dereceden istatistiksel Cauchy dizisidir. 

 (𝐢𝐢) ⇒ (𝐢𝐢𝐢): (𝐢𝐢) sağlansın, yani 𝑥 = (𝑥𝑘), 𝛼. dereceden istatistiksel Cauchy dizisi olsun. 𝑁 

doğal sayısını 𝐼 = (𝑥𝑁 − 1, 𝑥𝑁 + 1) aralığı h.h.k(𝛼) için 𝑥𝑘 'yı içerecek şekilde seçelim. Aynı 

şekilde 𝑀 doğal sayısını öyle seçelim ki 𝐼′ = (𝑥𝑀 −
1

2
, 𝑥𝑀 +

1

2
) aralığı h.h.k(𝛼) için 𝑥𝑘′yı 

içersin. İddia ediyoruz ki  

𝐼1 = 𝐼 ∩ 𝐼′ 

h.h.k(𝛼) için 𝑥𝑘 'yı içerir; çünkü, 

 

{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑥𝑘 ∉ 𝐼
′} = {𝑘 ≤ 𝑛: 𝑥𝑘 ∉ 𝐼} + {𝑘 ≤ 𝑛: 𝑥𝑘 ∉ 𝐼

′} 

 

ve dolayısıyla 0 < 𝛼 ≤ 1 için 

lim
𝑛→∞

1

𝑛𝛼
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑥𝑘 ∉ 𝐼 ∩ 𝐼

′}| ≤ lim
𝑛→∞

1

𝑛𝛼
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑥𝑘 ∉ 𝐼}| ≤ + lim

𝑛→∞

1

𝑛𝛼
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑥𝑘 ∉ 𝐼

′}| = 0 

 

dır. bu nedenle 𝑙1 uzunluğu küçük veya eşit 1 olan ve ℎ. ℎ. 𝑘(𝛼) için 𝑥𝑘 'yı içeren kapalı bir 

aralıktır. Şimdi 𝐼′′ = (𝑥𝑁(2) −
1

4
, 𝑥𝑁(2) +

1

4
)  aralığı ℎ. ℎ. 𝑘(𝛼) için 𝑥𝑘 'yı içerecek şeklinde 

𝑁(2)′yi seçelim. Yukarıdaki düşünceyle 𝐼2 = 𝐼1 ∩ 𝐼
′′ aralığının ℎ. ℎ. 𝑘(𝛼) için 𝑥𝑘 'yı içerdiğini ve 

𝑙2 aralığının uzunluğunun 
1

2
'den küçük veya eşit olduğunu verir. bu yolla devam ederek her 𝑚 

için, 𝑙𝑚 ⊇ 𝑙𝑚+1 'in uzunluğu 21−𝑚  den daha büyük olmayacak ve ℎ. ℎ. 𝑘(𝛼) için 𝑥𝑘 ∈ 𝑙𝑚 olacak 

şekilde kapalı aralıkların bir {𝐼𝑚}𝑚=1
∞  dizisini elde ederiz. İç içe aralıklar teoremi gereğince 

∩𝑚=1
∞ 𝐼𝑚 = {𝜆} olacak şekilde bir λ sayısı vardır. ℎ. ℎ. 𝑘(𝛼) için  𝑥𝑘 ∈ 𝑙𝑚 gerçeğini kullanarak 

her 𝑛 > 𝑇𝑚 için 

                                                              

                                                              
1

𝑛𝛼
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑥𝑘 ∉ 𝑙𝑚}| <

1

𝑚
                                                     (2.3.1) 

                                                     

olacak şekilde pozitif tamsayıların artan bir {𝑇𝑚}𝑚=1
∞  dizisini seçebiliriz. Şimdi 𝑥 = (𝑥𝑘) 

dizisinin 𝑘 > 𝑇1 ve 

 𝑇𝑚 < 𝑘 ≤ 𝑇𝑚+1 

ise 𝑥𝑘 ∉ 𝑙𝑚 olacak şekilde bütün 𝑥𝑘 terimlerinden oluşan bir 𝑧 = (𝑧𝑘) alt dizisini tanımlayalım. 

Şimdi 𝑦 = (𝑦𝑘) dizisini 
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𝑦𝑘 = {
𝜆,     𝑒ğ𝑒𝑟 𝑥𝑘, 𝑧 = (𝑧𝑘)′𝑛𝑖𝑛 𝑏𝑖𝑟 𝑡𝑒𝑟𝑖𝑚𝑖 𝑖𝑠𝑒,

𝑥𝑘,             𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 ℎ𝑎𝑙𝑙𝑒𝑟𝑑𝑒 ,
 

 

şeklinde tanımlayalım. O zaman lim𝑦𝑘 = 𝜆 'dır. çünkü, eğer 𝜀 >
1

𝑚
> 0 ve 𝑘 > 𝑇𝑚 ise ya 

𝑥𝑘, 𝑦𝑘 = 𝜆 olacak şekilde 𝑧′ nin bir terimidir ya da 𝑦𝑘 = 𝑥𝑘 ∈ 𝑙𝑚 ve |𝑦𝑘 − 𝜆| ≤ 𝑙𝑚 nin uzunluğu 

≤ 21−𝑚 ' dir. Ayrıca ℎ. ℎ. 𝑘(𝛼) için 𝑥𝑘 = 𝑦𝑘  olduğunu iddia ediyoruz. Bunu göstermek için 𝑇𝑚 <

𝑛 < 𝑇𝑚+1 olarak alırsak {𝑘 ≤ 𝑛: 𝑦𝑘 ≠ 𝑥𝑘}⊂{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑥𝑘 ∉ 𝑙𝑚} dolayısıyla (2.3.1) gereğince  

 

1

𝑛𝛼
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑦𝑘 ≠ 𝑥𝑘}| ≤

1

𝑛𝛼
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑥𝑘 ∉ 𝑙𝑚}| <

1

𝑚
 

 

dir. Böylece 𝑛 → ∞ için limit 0’dır ve ℎ. ℎ. 𝑘(𝛼) için 𝑥𝑘 = 𝑦𝑘  dır. Bu nedenle (ii), (iii) gerektirir. 

 

(iii)⇒(i): (iii)’ün sağlandığını, ℎ. ℎ. 𝑘(𝛼) için 𝑥𝑘 = 𝑦𝑘  ve lim𝑦𝑘 = 𝐿 olduğunu kabul edelim. 𝜀 >

0 olsun. lim𝑦𝑘 = 𝐿 olduğundan 

 

{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀} ⊆ {𝑘 ≤ 𝑛: 𝑥𝑘 ≠ 𝑦𝑘} ∪ {𝑘 ≤ 𝑛: |𝑦𝑘 − 𝐿| > 𝜀} 

 

dır. Son cümle belli bir sabit sayıda doğal sayı içerir, bunu ise 𝑙 = 𝑙(𝜀) ile gösterelim. ℎ. ℎ. 𝑘(𝛼) 

için 𝑥𝑘 = 𝑦𝑘  olduğundan 0 < 𝛼 ≤ 1 için  

 

lim
𝑛→∞

1

𝑛𝛼
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| ≤ lim

𝑛→∞

1

𝑛𝛼
|{𝑘 ≤ 𝑛: ≠ 𝑦𝑘}| + lim

𝑛→∞

1

𝑛𝛼
= 0 

 

yazabiliriz. Böylece ℎ. ℎ. 𝑘(𝛼) için |𝑥𝑘 − 𝐿| < 𝜀 elde edilir. 

Sonuç.2.3.5. 𝑥 dizisi için 𝑆𝛼 − lim𝑥𝑘 = 𝐿 ise 𝑥 dizisi, lim𝑦𝑘 = 𝐿 olacak şekilde bir 𝑦 alt 

dizisine sahiptir. 
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3. BULGULAR 

 

3.1. Lucas Matrisi Ve Lucas Dizi Uzayı 

 

Bu bölümde Lucas sayılarını kullanarak yeni bir regüler matris oluşturup, bu matris 

yardımıyla Lucas dizi uzayı tanımlayacağız ve bazı özelliklerini inceleyeceğiz. 𝐿0 = 2, 𝐿1 =

1,  𝐿2 = 3,𝐿3 = 4,… olmak üzere Lucas matrisimizi,  

 

𝐻̂ = (𝐿𝑛𝑘) = {

𝐿𝑘
𝐿𝑛+2 − 3

 ,                1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 𝑖ç𝑖𝑛 

0 ,                   𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 (𝑘 > 𝑛)
 

 

şeklinde tanımlıyoruz. Bu matrisin terimlerini açtığımızda; 

 

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝐿1
𝐿3 − 3

0 0 0 0 0 0 0 0 …

𝐿1
𝐿4 − 3

𝐿2
𝐿4 − 3

0 0 0 0 0 0 0 …

𝐿1
𝐿5 − 3

𝐿2
𝐿5 − 3

𝐿3
𝐿5 − 3

0 0 0 0 0 0 …

𝐿1
𝐿6 − 3

𝐿2
𝐿6 − 3

𝐿3
𝐿6 − 3

𝐿4
𝐿6 − 3

0 0 0 0 0 …

𝐿1
𝐿7 − 3

𝐿2
𝐿7 − 3

𝐿3
𝐿7 − 3

𝐿4
𝐿7 − 3

𝐿5
𝐿7 − 3

0 0 0 0 ⋯

𝐿1
𝐿8 − 3

𝐿2
𝐿8 − 3

𝐿3
𝐿8 − 3

𝐿4
𝐿8 − 3

𝐿5
𝐿8 − 3

𝐿6
𝐿8 − 3

0 0 0 …

𝐿1
𝐿9 − 3

𝐿2
𝐿9 − 3

𝐿3
𝐿9 − 3

𝐿4
𝐿9 − 3

𝐿5
𝐿9 − 3

𝐿6
𝐿9 − 3

𝐿7
𝐿9 − 3

0 0 …

𝐿1
𝐿10 − 3

𝐿2
𝐿10 − 3

𝐿3
𝐿10 − 3

𝐿4
𝐿10 − 3

𝐿5
𝐿10 − 3

𝐿6
𝐿10 − 3

𝐿7
𝐿10 − 3

𝐿8
𝐿10 − 3

0 …

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

olup buradan; 
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𝐻 =

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 0 0 0 0 0 0 0 0 …
1

4

3

4
0 0 0 0 0 0 0 …

1

8

3

8

4

8
0 0 0 0 0 0 …

1

15

3

15

4

15

7

15
0 0 0 0 0 …

1

26

3

26

4

26

7

26

11

26
0 0 0 0 ⋯

1

44

3

44

4

44

7

44

11

44

18

44
0 0 0 …

1

73

3

73

4

73

7

73

11

73

18

73

29

73
0 0 …

1

120

3

120

4

120

7

120

11

120

18

120

29

120

47

120
0 …

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

matrisi elde edilir. Bu matrisin üçgensel olduğu açıkça görülmektedir. Yani 𝐿𝑛𝑛 ≠ 0 ve 𝑘 > 𝑛 

için 𝐿𝑛𝑘 = 0 (𝑛 = 1,2,3, . . . )’dir. Ayrıca Silverman-Toeplitz teoreminin şartlarını sağladığından 

𝐻 matrisi regüler bir matristir. Ayrıca 𝐻 matrisinin tersi 

𝐻−1 =

{
 
 

 
 

𝐿𝑛+2 − 3

𝐿𝑘
,   𝑘 = 𝑛 𝑖𝑠𝑒

−
𝐿𝑛+1 − 3

𝐿𝑘+1
,   𝑘 = 𝑛 − 1 𝑖𝑠𝑒

0,       𝑑𝑖ğ𝑒𝑟

 

şeklinde tanımlıdır. 

Şimdi 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisinin 𝐻 dönüşümü olarak adlandırılan 𝑦 = (𝑦𝑘) = 𝐻𝑘(𝑥) dizisini  

 

                                            𝑦 = (𝑦𝑘) = 𝐻𝑘(𝑥) =
1

𝐿𝑘+2−3
∑ 𝐿𝑖𝑥𝑖
𝑘
𝑖=1                                         (3.1.1) 

 

şeklinde tanımlıyoruz. Bu dönüşüm yardımıyla 

 

𝑋(𝐻) = {𝑥 = (𝑥𝑘) ∈ 𝑤: 𝑦 = (𝑦𝑘) ∈ 𝑋} 

 

Lucas dizi uzayını tanımlayabiliriz. 

Teorem 3.1.1. 𝑋(𝐻) Lucas dizi uzayı; 

 

          ‖𝑥‖𝑋(𝐻) = ‖𝐻(𝑥)‖𝑋 = ‖𝑦‖𝑋 = {
sup
𝑘
|𝑦𝑘|,                 𝑋 = 𝑙∞, 𝑐 𝑣𝑒𝑦𝑎 𝑐0

(∑ |𝑦𝑘|
𝑝∞

𝑘=1 )
1
𝑝⁄ ,         𝑋 = 𝑙𝑝;  1 ≤ 𝑝 < ∞

              (3.1.2) 
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normuna göre bir 𝐵𝐾 −uzayıdır.  

İspat. 𝐻 matrisimiz üçgensel olduğundan, (3.1.2.) normu ve teorem 2.1.17’den 𝑋(𝐻) uzayı bir 

𝐵𝐾 −uzayıdır. 

Teorem 3.1.2. 𝑋(𝐻) Lucas dizi uzayı 𝑋 uzayına izometrik izomorftur. 

İspat. İlk olarak 𝑋(𝐻) ve 𝑋 uzayları arasında izometrik izomorfizmin varlığını göstermeliyiz. 

Dolayısıyla aşağıdaki  𝐾 dönüşümünü göz önüne alırsak; 

 

𝐾: 𝑋(𝐻) → 𝑋,        𝑥 → 𝐾𝑥 = 𝑦, 

 

𝑦 = (𝑦𝑘) = 𝐻𝑘(𝑥) =
1

𝐿𝑘+2 − 3
∑𝐿𝑖𝑥𝑖

𝑘

𝑖=1

 

 

dir. ∀𝑥 ∈ 𝑋(𝐻) için 𝐾𝑥 = 𝑦 = 𝐻(𝑥) ∈ 𝑋 olur. Ayrıca 𝐾 dönüşümünün lineer olduğu görülür. 

Gerçekten, 

  

𝐾(𝑥 + 𝑦) =
1

𝐿𝑘+2 − 3
∑𝐿𝑖(𝑥𝑖 + 𝑦𝑖)

𝑘

𝑖=1

=
1

𝐿𝑘+2 − 3
∑𝐿𝑖𝑥𝑖

𝑘

𝑖=1

+
1

𝐿𝑘+2 − 3
∑𝐿𝑖𝑦𝑖

𝑘

𝑖=1

= 𝐾𝑥 + 𝐾𝑦 

 

Ayrıca 𝐾𝑥=0⇒ 𝑥 = 0 olduğundan 𝐾  dönüşümü 1-1′dir. Şimdi 𝑦 = (𝑦𝑘) ∈ 𝑋 verilsin. 𝑥 = (𝑥𝑘) 

dizisini, 

 

                                           𝑥𝑘 =
𝐿𝑘+2−3

𝐿𝑘
𝑦𝑘 −

𝐿𝑘+1−3

𝐿𝑘
𝑦𝑘−1,   𝑘 ∈ ℕ

0                                       (3.1.3) 

 

şeklinde tanımlayalım. (3.1.1) ve (3.1.3) eşitlikleri yardımıyla 

 

𝐻𝑘(𝑥) =
1

𝐿𝑘+2 − 3
∑𝐿𝑖𝑥𝑖

𝑘

𝑖=1

=
1

𝐿𝑘+2 − 3
∑𝐿𝑖 [

𝐿𝑖+2 − 3

𝐿𝑖
𝑦𝑖 −

𝐿𝑖+1 − 3

𝐿𝑖
𝑦𝑖−1]

𝑘

𝑖=1

 

                                                               

=
1

𝐿𝑘+2 − 3
∑[(𝐿𝑖+2 − 3)𝑦𝑖 − (𝐿𝑖+1 − 3)𝑦𝑖−1]

𝑘

𝑖=1
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=
1

𝐿𝑘+2 − 3
(𝐿𝑘+2 − 3)𝑦𝑘 = 𝑦𝑘  

 

bulunur. Bu ise 𝐻(𝑥) = 𝑦 olduğunu gösterir ve 𝑦 ∈ 𝑋 olduğundan 𝐻(𝑥) ∈ 𝑋 bulunur. Bu 

takdirde 𝑥 ∈ 𝑋(𝐻) ve 𝐾𝑥 = 𝑦 olur. Bu da 𝐾 dönüşümünün örten olduğunu gösterir. Dolayısıyla 

∃𝑥 ∈ 𝑋(𝐻) için 𝐾 dönüşümünün, 

 

‖𝐾𝑥‖𝑋 = ‖𝑦‖𝑋 = ‖𝐻(𝑥)‖𝑋 = ‖𝑥‖𝑋(𝐻) 

 

eşitliğini sağladığını, yani normu koruyan bir dönüşüm olduğunu görürüz. O halde 𝐾 dönüşümü 

bir izometri olup, 𝑋(𝐻) ve 𝑋 uzaylarının izometrik izomorf olduklarını göstermiş oluruz. 

Teorem 3.1.3. 𝑐0(𝐻) ⊂ 𝑐(𝐻)⊂𝑙∞(𝐻). 

İspat. ∀ 𝑖 ∈ ℕ0 için 𝑥𝑖 = 1 olacak şekilde 𝑥 = (𝑥𝑖) dizisini gözönüne alalım. Buradan ∀ 𝑘 ∈ ℕ 

için, 

 

𝐻𝑘(𝑥) =
1

𝐿𝑘+2 − 3
∑𝐿𝑖𝑥𝑖

𝑘

𝑖=1

=
1

𝐿𝑘+2 − 3
∑𝐿𝑖 =

𝐿𝑘+2 − 3

𝐿𝑘+2 − 3
= 1

𝑘

𝑖=1

 

 

olur. O halde 𝐻𝑥 ∈ 𝑐, 𝐻𝑥 ∉ 𝑐0 olduğu açıktır. Bu takdirde 𝑥 ∈ 𝑐(𝐻) fakat 𝑥 ∉ 𝑐0(𝐻) elde edilir 

ki bu 𝑐0(𝐻) ⊂ 𝑐(𝐻) kapsamasının kesinliğini ifade eder. Şimdi  𝑖 ∈ ℕ0 için, 

 

𝑥𝑖 =
(−1𝑖)(𝐿𝑖+2 + 𝐿𝑖+1 − 3)

𝐿𝑖
 

 

dizisini göz önüne alalım. Bu diziyi kullanarak ∀ 𝑘 ∈ ℕ0 için  

 

𝐻𝑘(𝑥) =
1

𝐿𝑘+2 − 3
∑𝐿𝑖𝑥𝑖

𝑘

𝑖=1

=
1

𝐿𝑘+2 − 3
∑𝐿𝑖

𝑘

𝑖=1

∙
(−1𝑖)(𝐿𝑖+2 + 𝐿𝑖+1 − 3)

𝐿𝑖
 

                                                                  

=
(−1)𝑘(𝐿𝑖+2 − 3)

𝐿𝑘+2 − 3
= (−1)𝑘 
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buluruz. O halde 𝐻𝑥 ∈ 𝑙∞ fakat 𝐻𝑥 ∉ 𝑐’dir. Yani 𝑥 ∈ 𝑙∞(𝐻), 𝑥 ∉ 𝑐(𝐻)  olduğu açıktır. 

Dolayısıyla 𝑐(𝐻) ⊂ 𝑙∞(𝐻) kapsaması kesindir. 

 

3.2. Lucas Dizisi Yardımıyla Tanımlanan Dereceli İstatistiksel Yakınsaklık 

 

Çalışmamızın bu bölümünde 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi yerine Lucas matrisimiz yardımıyla 

oluşturulan 𝐻𝑥 = (𝐻𝑥)𝑘 dizisini alarak 𝛼 . dereceden istatistiksel yakınsaklık kavramını ve 

özelliklerini vereceğiz.  

Tanım 3.2.1. 𝐻𝑥 = (𝐻𝑥𝑘) ∈ 𝑤 olsun ve 0< 𝛼 ≤ 1 verilsin. Eğer  

 

lim
𝑛→∞

1

𝑛𝛼
│{𝑘 ≤ 𝑛:│𝐻𝑥𝑘 − ℓ│ ≥ 𝜀}│ = 0 

 

olacak şekilde kompleks bir ℓ sayısı varsa 𝐻𝑥 = 𝐻𝑥𝑘 dizisi ℓ’ye 𝛼. dereceden Lucas  tipi 

istatistiksel yakınsaktır denir. Bir başka ifadeyle her 𝜀> 0 ve h.h.k(𝛼) için │𝐻𝑥𝑘 − ℓ│ < 𝜀 ise 

𝐻𝑥 = 𝐻𝑥𝑘 dizisi ℓ’ye 𝛼 . dereceden Lucas tipi istatistiksel yakınsaktır denir. Bunu 𝑆𝛼(𝐻) −

lim𝑥𝑘 = ℓ şeklinde yazarız. 

Tüm α. dereceden istatistiksel yakınsak sıfır dizilerinin kümesini göstermek için 𝑆0
𝛼(𝐻) 

yazacağız. Her 0< 𝛼 ≤ 1için 𝑆0
𝛼(𝐻) ⊂ 𝑆0(𝐻) olduğu açıktır. 𝛼. dereceden Lucas tipi istatistiksel 

yakınsaklık 𝛼 = 1 için Lucas tipi istatistiksel yakınsaklık ile aynıdır. 0< 𝛼 ≤ 1 için 𝛼. 

dereceden Lucas tipi istatistiksel yakınsaklık iyi tanımlıdır. Fakat 𝛼 > 1 için iyi tanımlı değildir. 

Bunun için 

 

𝑥 = (𝑥𝑘) = (0,
4

3
,−1,

15

7
, −
15

11
,
44

18
,−
44

29
,
120

47
, . . . ) 

 

olarak seçelim. Bu takdirde 𝐻𝑥 = (𝐻𝑥𝑘) dizisi aşağıdaki gibi elde edilir. 

 

(𝐻𝑥𝑘) = {
1,         𝑘 = 2𝑛,       𝑛 = 1,2,3, . . .
0,         𝑘 ≠ 2𝑛,       𝑛 = 1,2,3, . . .

 

 

Bu durumda hem 

  

lim
𝑛→∞

1

𝑛𝛼
│{𝑘 ≤ 𝑛: │𝐻𝑥𝑘 − 1│ ≥ 𝜀}│ ≤ lim

𝑛→∞

𝑛

2𝑛𝛼
= 0 
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hem de  

lim
𝑛→∞

1

𝑛𝛼
│{𝑘 ≤ 𝑛:│𝐻𝑥𝑘│ ≥ 𝜀}│ ≤ lim

𝑛→∞

𝑛

2𝑛𝛼
= 0 

 

dır. Buna göre 𝛼 > 1 için 𝐻𝑥 = (𝐻𝑥𝑘) dizisi hem 0'a hem de 1'e 𝛼 . Dereceden Lucas tipi 

istatistiksel yakınsak, yani 𝑆𝛼(𝐻) − lim𝑥𝑘 =1 ve 𝑆𝛼(𝐻) − lim 𝑥𝑘 =0’dır. Fakat bu mümkün 

değildir. 

Teorem 3.2.2.  0< 𝛼 ≤ 1 ve 𝑥 = (𝑥𝑘), 𝑦 = (𝑦𝑘) kompleks terimli iki sayı dizisi olsun. 

 

 Eğer 𝑆𝛼(𝐻) − lim𝑥𝑘 = 𝑥0 ve 𝑐 ∈ ₵ ise o zaman 𝑆𝛼(𝐻) − lim𝑐𝑥𝑘 = 𝑐𝑥0’dır. 

 Eğer 𝑆𝛼(𝐻) − lim𝑥𝑘 = 𝑥0 ve 𝑆𝛼(𝐻) − lim𝑦𝑘 = 𝑦0 ise 𝑆𝛼(𝐻) − lim(𝑥𝑘 + 𝑦𝑘) = 𝑥0 +

𝑦0 ‘ dır. 

 

İspat. 𝑐 = 0 durumunda ilk koşul açıktır. Varsayalım ki 𝑐 ≠ 0 olsun. Bu durumda  

 

lim
𝑛→∞

1

𝑛𝛼
│{𝑘 ≤ 𝑛: │𝑐. 𝐻𝑥𝑘 − 𝑐𝑥0│ ≥ 𝜀}│ ≤ lim

𝑛→∞

1

𝑛𝛼
|{𝑘 ≤ 𝑛:│𝐻𝑥𝑘 − 𝑥0│ ≥

𝜀

│𝑐│
}| 

 

eşitsizliğinden  ve  

lim
𝑛→∞

1

𝑛𝛼
│{𝑘 ≤ 𝑛:│𝐻𝑥𝑘 +𝐻𝑦𝑘 − (𝑥0 + 𝑦0)│ ≥ 𝜀}│ ≤ 

 

1

𝑛𝛼
│{𝑘 ≤ 𝑛: │𝐻𝑥𝑘 − 𝑥0│ ≥

𝜀

2
}│ + lim

𝑛→∞

1

𝑛𝛼
│{𝑘 ≤ 𝑛: │𝐻𝑦𝑘 − 𝑦0│ ≥

𝜀

2
}│ 

 

eşitsizliğinden  ispat çıkar. 

Her yakınsak dizinin 𝛼. dereceden Lucas tipi istatistiksel yakınsak olduğunu göstermek 

kolaydır. Yani her 0< 𝛼 ≤ 1 için  𝑐⊂𝑆𝛼(𝐻) dir. Fakat tersi doğru değildir. Örneğin, 

 

𝑥 = (𝑥𝑘) = (1,−
1

3
, 0,0,0,0,0,

120

47
, . . . ) 

 

dizisi seçilirse 𝐻𝑥 = 𝐻𝑥𝑘 dizisi 
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                                             (𝐻𝑥𝑘) = {
1,         𝑘 = 𝑛3,       𝑖𝑠𝑒

0,         𝑘 ≠ 𝑛3,       𝑖𝑠𝑒
                                                (3.2.1) 

şeklinde elde edilir. Bu durumda bu dizi 𝛼 >
1

3
 iken 𝑆𝛼(𝐻) − lim 𝑥𝑘 = 0 olduğundan 𝛼 . 

dereceden Lucas tipi istatistiksel yakınsak fakat yakınsak değildir. Yukarıdaki teoremden 𝑆𝛼(𝐻) 

cümlesi bir vektör uzayıdır. 

Teorem 3.2.3. 0 < 𝛼 ≤ 𝛽 ≤ 1 olsun. Bu taktirde 𝑆𝛼(𝐻) ⊆ 𝑆𝛽(𝐻) dir ve kapsama 𝛼 < 𝛽 olacak 

şekilde bazı 𝛼 ve 𝛽’lar için kesindir. 

İspat. Eğer 0 < 𝛼 ≤ 𝛽 ≤ 1 ise o zaman her 𝜀> 0 için  

 

1

𝑛𝛽
│{𝑘 ≤ 𝑛:│𝐻𝑥𝑘 − ℓ│ ≥ 𝜀}│ ≤

1

𝑛𝛼
│{𝑘 ≤ 𝑛:│𝐻𝑥𝑘 − ℓ│ ≥ 𝜀}│ 

 

sağlanır ve buradan 𝑆𝛼(𝐻) ⊆  𝑆𝛽(𝐻) elde edilir. Kapsamanın kesin olduğunu göstermek için; 

 

                                       𝑥 = (𝑥𝑘) = (1,−
1

3
, 0,

15

7
, −

15

11
, 0,0,0, . . . )                              (3.2.2) 

 

dizisini göz önüne alalım. Buradan 𝐻𝑥 = (𝐻𝑥𝑘) dizisini 

(𝐻𝑥𝑘) = {
1,         𝑘 = 𝑛2,       𝑖𝑠𝑒

0,         𝑘 ≠ 𝑛2,       𝑖𝑠𝑒
 

 

şeklinde elde ederiz. Bu durumda 
1

2
< 𝛽 ≤ 1 için 𝑆𝛽(𝐻) − lim 𝑥𝑘 =0, yani 𝑥 ∈ 𝑠𝛽(𝐻)’dir. Fakat 

0 < 𝛼 ≤
1

2
 için 𝑥 ∈ 𝑆𝛼(𝐻)′𝑑𝑖𝑟. Eğer Teorem 3.2.3 de 𝛽= 1 alınırsa o zaman aşağıdaki sonucu 

elde ederiz. 

Sonuç 3.2.4. Eğer bir dizi en az bir 0 < 𝛼 ≤ 1 için ℓ’ye 𝛼. dereceden Lucas tipi istatistiksel 

yakınsak ise o zaman bu dizi ℓ’ye istatistiksel yakınsaktır, yani 𝑆𝛼(𝐻) ⊆  𝑆(𝐻)’dir. 

Sonuç 3.2.5. 

 

 𝑆𝛼(𝐻) = 𝑆𝛽(𝐻) olması için gerek ve yeter şart 𝛼 = 𝛽 olmasıdır. 

 𝑆𝛼(𝐻) = 𝑆(𝐻) olması için gerek ve yeter şart 𝛼 = 1 olmasıdır. 

 

Teorem 3.2.6. 0 < 𝛼 < 1 olsun ve 𝑥 = (𝑥𝑘), 𝑆
𝛼(𝐻) − lim𝑥𝑘 = ℓ olacak şekilde 𝛼. dereceden 

Lucas tipi istatistiksel yakınsak bir dizi olsun. Bu taktirde  lim(𝐻𝑦)𝑘 = ℓ olacak şekilde 𝐻𝑥 =

(𝐻𝑥𝑘) dizisinin bir 𝐻𝑦 = (𝐻𝑦𝑘) alt dizisi vardır. 
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Teorem 3.2.7. 0 < 𝛼 ≤ 1 ve her 𝑘 ∈ 𝐾 ⊂ ℕ için (𝐻𝑥)𝑘 ≤ (𝐻𝑦)𝑘 ≤ (𝐻𝑧)𝑘 olsun. Eğer 

𝑆𝛼(𝐻(𝐾)) = 1 ve  

 

𝑆𝛼(𝐻) − lim𝑥𝑘 = 𝐿 = 𝑆
𝛼(𝐻) − lim𝑧𝑘 

 

ise bu taktirde  

𝑆𝛼(𝐻) − lim𝑦𝑘 = 𝐿 

 

dir. 

İspat. Eğer   𝐴 = {𝑘 ∈ ℕ:│𝐻𝑥𝑘 − 𝐿│ ≥ 𝜀} ve 𝐵 = {𝑘 ∈ ℕ:│𝐻𝑧𝑘 − 𝐿│ ≥ 𝜀} ise, o zaman  

     

│{𝑘 ≤ 𝑛:│𝐻𝑦𝑘 − 𝐿│ ≥ 𝜀}│ ⊂ 𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐾
° 

 

elde edilir. 

Teorem 3.2.8. Her  𝑘 ∈ 𝐾 ⊂ ℕ için 𝐻𝑥𝑘 > 0 olsun. Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝐻𝑥𝑘 ≠ 0 ve 0 < 𝛼 ≤ 1 

olacak şekilde 𝛿𝛼𝐻(𝐾) = 1 olsun. Bu takdirde  

𝑆𝛼(𝐻) − lim𝑥𝑘 = ∞⇔ 𝑆𝛼(𝐻) − lim𝑥𝑘
−1 = 0 

 

dır. 

İspat.  Herhangi bir 𝜀> 0 için  

 

{𝑘 ∈ ℕ:𝐻𝑥𝑘 < 𝜀−1} = {𝑘 ∈ ℕ:𝐻𝑥𝑘
−1 ≥ 𝜀} 

 

olduğundan istenilen elde edilir. 

 

3.3 Lucas Dizisi Yardımıyla Tanımlanan 𝜶. Dereceden Kuvvetli 𝒑 − Cesaro Toplanabilme 

 

Tanım 3.3.1. 0< 𝛼 ≤ 1 olacak şekilde herhangi bir reel sayı 𝛼 ve 𝑝 pozitif bir reel sayı olsun. 

Eğer  

 

lim
𝑛→∞

1

𝑛𝛼
∑│𝐻𝑥𝑘 − ℓ│

𝑝

𝑛

𝑘=1

= 0 
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olacak şekilde kompleks bir ℓ sayısı varsa, 𝐻𝑥 = (𝐻𝑥𝑘) dizisine 𝛼. Dereceden Lucas tipi 

kuvvetli 𝑝 − 𝐶𝑒𝑠𝑎𝑟𝑜 toplanabilir denir. Bu durumda 𝐻𝑥 = (𝐻𝑥𝑘) dizisi ℓ’ye 𝛼. dereceden Lucas 

tipi kuvvetli 𝑝 − 𝐶𝑒𝑠𝑎𝑟𝑜 toplanabilir denir. 𝛼 = 1 için 𝛼. dereceden Lucas tipi 𝑝 − 𝐶𝑒𝑠𝑎𝑟𝑜 

toplanabilirlik Lucas tipi kuvvetli 𝑝 − 𝐶𝑒𝑠𝑎𝑟𝑜 toplanabilirliğe indirgenir. 𝛼. dereceden Lucas 

tipi tüm kuvvetli 𝑝 − 𝐶𝑒𝑠𝑎𝑟𝑜 toplanabilir dizilerin kümesini 𝑤𝑝
𝛼(𝐻) ile göstereceğiz. ℓ= 0 

durumunda 𝑤0,𝑝
𝛼 (𝐻) yazacağız. 

 

Teorem 3.3.2. 0 < 𝛼 ≤ 𝛽 ≤ 1 ve 𝑝 pozitif bir reel sayı olsun. Bu takdirde 𝑤𝑝
𝛼(𝐻) ⊆ 𝑤𝑝

𝛽
(𝐻) dir 

ve 𝛼 < 𝛽 olacak şekilde bazı 𝛼 ve 𝛽 sayıları için kapsama kesindir. 

İspat. 𝐻𝑥 = (𝐻𝑥𝑘) ∈ 𝑤𝑝
𝛼 herhangi bir dizi 0 < 𝛼 ≤ 𝛽 ≤ 1 ve 𝑝 pozitif bir rel sayı olsun. Bu 

durumda, 

 

1

𝑛𝛽
∑│𝐻𝑥𝑘 − ℓ│

𝑝

𝑛

𝑘=1

≤
1

𝑛𝛼
∑│𝐻𝑥𝑘 − ℓ│

𝑝

𝑛

𝑘=1

 

 

yazabiliriz ki bu eşitsizlikten 𝑤𝑝
𝛼(𝐻) ⊆ 𝑤𝑝

𝛽
(𝐻) olduğu görülür. 

Kapsamanın kesin olduğunu göstermek için (3.2.2) ile tanımlanan 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisini göz önüne 

alalım. 

 

1

𝑛𝛽
∑│𝐻𝑥𝑘 − 0│

𝑝

𝑛

𝑘=1

≤
√𝑛

𝑛𝛽
=

1

𝑛𝛽−
1
2

 

 

olduğunu göstermek kolaydır. n→∞ iken 
1

2
< 𝛽 ≤ 1 için 

1

𝑛
𝛽−

1
2

 →0 olduğundan  𝑤𝑝
𝛽
(𝐻) −

lim𝑥𝑘 = 0’dır. Yani 
1

2
< 𝛽 ≤ 1 için 𝑥 ∈ 𝑤𝑝

𝛽
(𝐻)’dır. Fakat  

 

√𝑛 − 1

𝑛𝛼
≤
1

𝑛𝛼
∑ │𝐻𝑥𝑘 − 0│

𝑝
𝑛

𝑘=1
 

 

ve  0 < 𝛼 <
1

2
 için 𝑛 → ∞ iken 

√𝑛−1

𝑛𝛼
 →∞ olduğundan, 0< 𝛼 <

1

2
 için 𝑥 ∉ 𝑤𝑝

𝛼(𝐻) olur. Bu da 

ispatı tamamlar. 
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Sonuç 3.3.3. 0< 𝛼 ≤ 𝛽 ≤ 1 olsun ve 𝑝 pozitif reel sayı olsun. O zaman aşağıdaki ifadeler 

sağlanır. 

 

 𝑤𝑝
𝛼(𝐻) = 𝑤𝑝

𝛽
(𝐻) olması için gerek ve yeter şart 𝛼 = 𝛽 olmasıdır. 

 Her  𝛼 ∈ (0,1] ve 0< 𝑝 < ∞ için 𝑤𝑝
𝛼(𝐻) = 𝑤𝑝(𝐻) 

 

Teorem 3.3.4. 0 < 𝛼 ≤ 1 ve 0< 𝑝 < 𝑞 < ∞ olsun. Bu durumda 𝑤𝑞
𝛼(𝐻) ⊆ 𝑤𝑝

𝛼(𝐻)’dir. 

Teorem 3.3.4′de 𝛼 = 1 alarak Maddox [31] tarafından verilen bir sonucu elde ederiz. 

Eğer 0< 𝑝 < 𝑞 < ∞ ise 𝑤𝑞(𝐻) ⊆ 𝑤𝑝(𝐻)’dir. 

Teorem 3.3.5. 0 < 𝛼 ≤ 𝛽 ≤ 1 sabit bir reel sayı ve 0 < 𝛼 < ∞ olsun. Eğer bir dizi ℓ’ye 𝛼. 

dereceden Lucas tipi kuvvetli 𝑝 − 𝐶𝑒𝑠𝑎𝑟𝑜 toplanabilir ise o zaman bu dizi ℓ’ye 𝛽. dereceden 

Lucas tipi istatistiksel yakınsaktır. 

İspat. Herhangi bir 𝐻𝑥 = (𝐻𝑥𝑘) dizisi ve 𝜀 > 0 için 

 

∑│𝐻𝑥𝑘 − ℓ│
𝑝

𝑛

𝑘=1

≥ │{𝑘 ≤ 𝑛:│𝐻𝑥𝑘 − ℓ│ ≥ 𝜀}│. 𝜀
𝑝 

 

yazabiliriz. Bu eşitlik ve 𝑛𝛼 ≤ 𝑛𝛽 olduğu öz önüne alınırsa  

 

1

𝑛𝛼
∑│𝐻𝑥𝑘 − ℓ│

𝑝

𝑛

𝑘=1

≥
1

𝑛𝛼
│{𝑘 ≤ 𝑛: |𝐻𝑥𝑘 − ℓ| ≥ 𝜀}│. 𝜀

𝑝 

 

                                   ≥
1

𝑛𝛽
│{𝑘 ≤ 𝑛:│𝐻𝑥𝑘 − ℓ│ ≥ 𝜀}│. 𝜀

𝑝 

 

elde edilir. Bu eşitsizlikten, eğer 𝐻𝑥 = (𝐻𝑥𝑘) dizisi ℓ’ye 𝛼. dereceden Lucas tipi kuvvetli 𝑝 −

𝐶𝑒𝑠𝑎𝑟𝑜 toplanabilir ise o zaman bu dizinin  ℓ’ye 𝛽. dereceden Lucas tipi istatistiksel yakınsak 

olduğu sonucu elde edilir. 

Eğer Teorem 3.3.5'de 𝛽= 𝛼 alınırsa aşağıdaki sonucu elde ederiz. 

Sonuç 3.3.6. 0< 𝑝 < ∞ ve 𝛼 sayısı 0 < 𝛼 ≤ 1 olacak şekilde sabit bir reel sayı olsun. Eğer bir 

dizi ℓ’ye 𝛼. dereceden Lucas tipi kuvvetli 𝑝 − 𝐶𝑒𝑠𝑎𝑟𝑜 toplanabilir ise o zaman bu dizi  ℓ’ye 𝛼. 

dereceden Lucas tipi istatistiksel yakınsaktır. 
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Uyarı 3.3.7. Dikkat edelim ki Teorem 3.3.5’in tersi genelde geçerli değildir. Sınırlı ve 𝛼. 

dereceden Lucas tipi istatistiksel yakınsak bir dizinin 0 < 𝛼 < 1 için genelde dizinin   𝛼. 

dereceden kuvvetli  Lucas tipi  kuvvetli 𝑝 − 𝐶𝑒𝑠𝑎𝑟𝑜 toplanabilir olması gerekmez. Örneğin, 

 

𝑥 = (𝑥𝑘) = (1,
2√2 − 1

3
,
4√3 − 3√2

6
 ,
45 − 8√3

21
,
26√5 − 75

55
,
110√6 − 78√5

270
, …) 

 

dizisi seçilirse; 

 

(𝐻𝑥𝑘) = {

1

√𝑘
,         𝑘 ≠ 𝑚2,      𝑖𝑠𝑒

1,             𝑘 = 𝑚2,       𝑖𝑠𝑒

 

 

olarak elde edilen  

 

𝐻𝑥 = (1,
1

√2
,
1

√3
, 1,

1

√5
,
1

√6
,
1

√7
,
1

√8
, 1, . . . ) 

 

dizisi bu duruma bir örnektir. Her 𝛼(0 < 𝛼 ≤ 1) için 𝐻𝑥 ∈ ℓ∞ ve 𝐻𝑥 ∈ 𝑆𝛼(𝐻) olduğu açıktır. 

İlk olarak her 𝑛 ≥ 2 pozitif tamsayısı için sağlanan  

 

∑
1

√𝑘

𝑛

𝑘=1

> √𝑛 

 

eşitliğini göz önüne alalım. 𝐻𝑛 = {𝑘 ≤ 𝑛: 𝑘 ≠ 𝑚2, 𝑚 = 1,2,3, . . . } tanımlayalım ve 𝑝 = 1 olsun. 

 

∑│𝐻𝑥𝑘│
𝑝

𝑛

𝑘=1

=∑│𝐻𝑥𝑘│ = ∑ │𝐻𝑥𝑘│

𝑘∈𝐻𝑛 ,   1≤𝑘≤𝑛

𝑛

𝑘=1

 

 

+ ∑ │𝐻𝑥𝑘│ =

𝑘∉𝐻𝑛,   1≤𝑘≤𝑛

∑
1

√𝑘
+ ∑ 1

𝑘∉𝐻𝑛 ,   1≤𝑘≤𝑛𝑘∈𝐻𝑛,   1≤𝑘≤𝑛

>∑
1

√𝑘

𝑛

𝑘=1

> √𝑛 

 

olduğundan 𝑝 = 1 için 
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1

𝑛𝛼
∑│𝐻𝑥𝑘│

𝑝

𝑛

𝑘=1

=
1

𝑛𝛼
∑│𝐻𝑥𝑘│ >

1

𝑛𝛼

𝑛

𝑘=1

∑
1

√𝑘
>
1

𝑛𝛼
√𝑛

𝑛

𝑘=1

=
1

𝑛𝛼−
1
2

 

 

yazılabilir. 𝑛 → ∞ iken 0 < 𝛼 <
1

2
 için 

1

𝑛
𝛼−

1
2

→ ∞ olacağından, yukarıdaki eşitsizlik de göz önüne 

alınırsa 0< 𝛼 <
1

2
 için 𝐻𝑥 ∈ 𝑆𝛼(𝐻) − 𝑤𝑝

𝛼 elde edilir. 

Sonuç 3.3.8. 0 < 𝛼 ≤ 1 ve pozitif bir reel sayı 𝑝 olsun. O zaman  𝑤𝑝
𝛼(𝐻) ⊂ 𝑆(𝐻)’dir. Eğer 0<

𝛼 < 1 ise kapsama kesindir. 

İspat. Sonuç 3.3.6 ve sonuç 3.2.4’den 𝑤𝑝
𝛼(𝐻) ⊂ 𝑆(𝐻) elde ederiz. Kapsamanın kesin olduğunu 

göstermek için (3.2.1) ile tanımlanan 𝐻𝑥 = (𝐻𝑥𝑘) dizisini göz önüne alalım. O zaman 𝑆𝛼(𝐻) −

lim𝑥𝑘 = 0 olduğu açıktır. Yani 𝐻𝑥 ∈ 𝑆 fakat 0< 𝛼 ≤
1

3
 ve 𝑝 = 1 için 𝐻𝑥 ∉ 𝑤𝛼(𝑝) dir. 

Gerçekten  

 

1

𝑛𝛼
∑│𝐻𝑥𝑘 − 0│

𝑝

𝑛

𝑘=1

=
1

𝑛𝛼
∑│𝐻𝑥𝑘│

𝑝 ≥
√𝑛
3 − 1

𝑛𝛼

𝑛

𝑘=1

 

 

olduğunu görmek kolaydır. 𝑛 → ∞ için 
√𝑛
3

−1

𝑛𝛼
→ ∞ olduğundan o zaman 0 < 𝛼 ≤

1

3
 ve 𝑝 = 1 için 

𝐻𝑥 ∉ 𝑤𝑝
𝛼’dır. Sonuç olarak 0< 𝛼 ≤

1

3
 ve 𝑝 = 1 için 𝐻𝑥 ∈ 𝑆 − 𝑤𝑝

𝛼’dır. Bu ise ispatı tamamlar. 

Sonuç 3.2.4,  sonuç 3.3.8 ve [5, teorem 2.1]’ den 0< 𝛼 ≤ 1 ve 0< 𝑝 < ∞ olmak üzere 

her 𝛼 için  

𝑆𝛼(𝐻) ∩ 𝑙∞ ⊂ 𝑤𝑝
𝛼(𝐻) ⊂ 𝑆(𝐻) 

elde edilir. 
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4. SONUÇ 

 

Bir matrisin yakınsaklık alanı yardımıyla dizi uzayı oluşturma düşüncesi yıllardır birçok 

yazar tarafından farklı bakış açılarıyla kullanılmaktadır. Son yıllarda Fibonacci ve Lucas sayıları 

bu fikrin bir parçası haline gelmiştir. Biz de bu çalışmamızda Lucas sayılarını kullanarak yeni bir 

regüler matris tanımladık ve bu matrisin yakınsaklık alanını kullanarak yeni bir dizi uzayı 

oluşturup bazı özelliklerini inceledik. 

 Buna ek olarak, tanımladığımız matrisin terimlerinden oluşan diziler yardımıyla 𝛼. 

dereceden istatistiksel yakınsaklık ve 𝛼. dereceden kuvvetli 𝑝 − 𝐶𝑒𝑠𝑎𝑟𝑜 toplanabilme 

kavramlarını tanımladık ve aralarındaki ilişkiyi inceledik.  

Bunun neticesinde yeni ve literatüre katkısı olacak sonuçlar elde ettik. Bu sonuçlar 

genişletilebilir ve farklı istatistiksel yakınsaklık türleri araştırmacılar tarafından çalışılabilir. 

Bakış açısı değiştirilerek elde etmiş olduğumuz sonuçlar farklı şekilde yorumlanabilir. 
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