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OZET

LUCAS SAYILARI YARDIMIYLA TANIMLANAN
o. DERECEDEN ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Hacer DONMEZ

Yiksek Lisans Tezi

Bitlis Eren Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
[statistik Anabilim Dal1
Danisman: Do¢. Dr. Murat KARAKAS
Eyliil 2019, 33 sayfa

Bes boliimden olusan bu ¢alismanin ilk bolimiinde konumuza temel olusturan kavramlar
aciklanarak, bu kavramlarla ilgili literatiirde gilinlimiize kadar yapilan arastirmalardan
bahsedilmis ve bu caligmalarin bir kismina atif yapilmastir.

Ikinci bolimde ise calismamiza temel olusturan temel tamim ve teoremlerden
bahsedilmistir. Dogal yogunluk kavrami tanimlanarak, dogal yogunluk yardimiyla istatistiksel
yakinsaklik ve a.dereceden istatistiksel yakisaklik kavramlar1 6rneklerle agiklanmustir.

Sonuglarimizin yer aldig1 tiglincii boliimde ise Lucas sayilar1 yardimiyla yeni bir regiiler
matris ve yeni bir dizi uzay1 olusturulmustur. Bu matrisin terimleri yardimiyla elde edilen Lucas
dizilerini kullanarak a. dereceden istatistiksel yakinsaklik kavrami ve a. dereceden istatistiksel
yakinsaklikla ilgili baz1 6zellikler incelenmistir.

Doérdiincii boliimde elde ettigimiz bulgularin literatiire katkis1 ve sonrasinda neler
yapilabilecegi hakkinda degerlendirmede bulunulmustur.

Son boliimde ise bu ¢aliymanin tamamlanmasi siirecinde yararlandigimiz makale, kitap

ve tezlere atif yapilmustir.

Anahtar kelimeler: Dogal Yogunluk, Istatistiksel Yakmsaklik, o. Dereceden Istatistiksel

Yakinsaklik, Lucas Sayilari, Cesaro Toplanabilme.



ABSTRACT

STATISTICAL CONVERGENCE OF ORDER o DEFINED BY LUCAS NUMBERS

Hacer DONMEZ

Master Thesis

Bitlis Eren University Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Statistics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Murat KARAKAS
September 2019, 33 pages

In the first part of this study which consists of five parts, the concepts that form the basis
for our subject are explained and some of the research that has been done in the literature about
these concepts are mentioned and some of these studies have been referred to.

In the second part, the basic definitions and theorems that form the basis of our work are
mentioned. With the help of the concept of natural density, we explain the concepts of statistical
convergence and statistical convergence of order a with some examples.

In the third section in which we give our results, a new regular matrix and a new
sequence space are created by using Lucas numbers. Using the Lucas sequences obtained by the
help of the terms of this matrix, some properties related to statistical convergence and statistical
convergence of order o are examined.

In the fourth section, we evaluate the contribution of the findings to the literature and
what can be done afterwards.

In the last section, the articles, books and theses that we used during the completion of

this study are cited.

Keywords: Natural density, statistical convergence, Statistical convergence of order a, Lucas

Numbers, Cesaro Summability.
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ONSOZ

Fibonacci ve Lucas sayilariyla ilgili son yillarda dizi uzaylar1 bakis agisiyla ve
toplanabilme teorisiyle iliskilendirilerek calismalar yapilmaktadir. Istatistiksel yakimsaklik
kavrami da uzun yillardir farkl isimler altinda ve farkli bakis agilariyla bircok alanda pek ¢ok
yazar tarafindan ¢alisilmaktadir.

Son zamanlarda ise bu kavramlar bir araya getirilerek yeni sonuclar elde edilmekte ve
literatiire eklenmektedir. Bu bilgiler 1s181nda, tezimizde Lucas sayilar1 ve dereceli istatistiksel

yakinsaklik kavramlar1 birlestirilmeye ve yeni sonuglar olusturulmaya ¢aligilmistir.
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1. GIRIS

Fransiz Matematik¢i Edward Lucas tarafindan tanimlanan Lucas say1 dizisi, Fibonacci
say1 dizisindeki fo= f; = 1, fuy1=fn + fu-1, n = 1 baslangic kosullarinin, Ly = 2, L; = 1
seklinde degistirilmesiyle L,= L,,_q +L,_,,n = 2 bagmtist kullanilarak Fibonacci tekrarlama
bagntisina benzer bir sekilde elde edilmistir. Giinlimiize dek yapilan arastirmalar bu iki say1
dizisi arasinda ilging bagintilarin oldugunu kanitlamistir.

Istatistiksel yakinsaklik diisiincesi ilk kez Zygmund [1], tarafindan kendi monografisinin
Varsova’da basilan ilk baskisinda verildi ve bu kavram ilk defa Fast [2], tarafindan tanimlandi.
Istatistiksel yakinsaklik giiniimiize dek farkli isimler altinda Fourier analiz teorisi, ergodic teori,
sayilar teorisi, Ol¢ii teorisi, trigonometrik seriler ve Banach uzaylar teorisinde tartigilmistir. Daha
sonra, dizi uzaylar1 bakis agis1 ve toplanabilme teorisiyle iliskilendirilerek Schoenberg [3], Fridy
[4], Connor [5], Fridy ve Orhan [6], Savas [7], Mursaleen [8], Moricz [9], Bhardwaj ve Bala [10]
tarafindan arastirilmistir. Son yillarda, istatistiksel yakinsaklik kuvvetli integral toplanabilmede
ve yerel kompakt uzaylar {izerinde tanimli smirl siirekli fonksiyon ideallerinin yapisinda
goriilmeye baslandi. Ayrica, istatistiksel yakinsaklik olasilik teorisindeki yakinsaklik kavramiyla
yakindan iliskilidir.

Istatistiksel yakmsaklik kavrammin klasik anlamda yakinsaklik kavramiyla da yakindan
iligkisi vardir. Bu kavram N dogal sayilar kiimesinin altkiimelerinin yogunluguna baghdir.
Istatistiksel yakinsakligm temeli olan yogunluk kavrami oldukca genis bir kavram olup dogal
yogunluk, asimptotik yogunluk, diizgiin yogunluk, rasyonel ve reel sayilarin yogunlugu, oran
kiimelerinin yogunlugu v.b. gibi birbirinden farkli birgok sekilde tanimlanmistir. Asimptotik
yogunlugun tam sayilar kiimesi i¢in genellestirmesi Buck [11] tarafindan verilmistir. Freedman
ve Sember [12] tarafindan da tanimlama yapilarak bazi 6zellikleri incelenmistir.
verilmis ve sonrasmda Duman vd. [14] tarafindan A —istatistiksel yakimsaklik metodu i¢in
genellestirilmistir. Daha sonra, say1 dizileri i¢in a.dereceden istatistiksel yakinsaklik ve a.
dereceden kuvvetli p — Cesaro toplanabilme Colak [15] tarafindan galigilmustir.

Salat [16] ayrica w, m ®, FK topolojisi ile verildiginde ®’ nin reel degerli dizilerinin
birinci kategoriden bir alt kiimesi oldugunu gdstermis ve w,'mn bir agik teorik tanimini
kurmustur. Yine Salat [16], reel degerli sinirl istatistiksel dizileri [,,'un kapali bir alt uzayi

formunda vermistir.



Kuvvetli p — Cesaro toplanabilmenin gegmisi uzun zaman belirgin olamamustir.
Kuvvetli Cesaro toplanabilme kavrami ilk olarak bir Fourier serisinin yakisakligina bagl olarak
Hardy ve Littlewood [17] tarafindan ortak calismalarinda belirtilmistir. Ancak bu kavram,
Kuttner [18] tarafindan bir toplanabilme metodu olarak ¢alisilincaya kadar ortada goriinmemistir.
Maddox [19-20], w,’nin 1 < p < oo iken bir BK uzay olarak ve 0< p < 1 iken bir p —normlu
uzay olarak ele alinabilecegine isaret etmis, ayn1 zamanda 0 < p < oo igin w,den c'ye matris
doniisimlerini de karakterize etmistir. Bu kavram sikca genellestirilmektedir ve fonksiyonel

analizin bakis a¢isindan sikca ele alinmaktadir.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tanim 2.1.1. X # @ bir ciimle ve K reel veya kompleks sayilar cismi olmak iizere,

+: XX X - X,

KX X- X

fonksiyonlar1 asagidaki ozellikleri sagliyorsa, X climlesine K cismi iizerinde bir vektor uzayi

(lineer uzay) ad1 verilir. Her x,y,z € X ve A, u € K i¢in

. x+ty=y+x
o x+y)+z=x(y+x)
. V x € X i¢in x + 8 = x olacak sekilde bir 8 vardir.

) Her bir x € X i¢cin x + (—x) = 6 olacak sekilde bir (—x) vardr.
J l.x=x

. Mx+y)=Ax+ Ay

o A+ wx = Ax + ux

o Mux) = (Au)x [24].

Tanim 2.1.2. Lucas say1 dizisi Ly = 2 ve L,= 1 baslangi¢ kosullar1 ile verilen ve genel terimi

Ly=1L,-1+1L,—2 n=>2

olan bir dizidir. Bu say1 dizisi

2,1,3,4,7,11,18,29,47,76,123,199,322,521,....

seklinde olusmustur [22].

Tanmm 2.1.3. x = (x;) dizisi bir P 6zelligini yogunlugu sifir olan bir kiime digindaki her k i¢in

gercekliyorsa x dizi P 6zelligini hemen hemen her k i¢in gercekliyor denir [4].



Tanmm 2.1.4. A = (a,;)sonsuz matrisi verilmis olsun. Eger A matrisi yakinsak her diziyi
yakinsak bir diziye limiti koruyarak doniistiiriiyorsa A matrisine regiiler matris denir ve A €
(¢, ¢, P) seklinde gosterilir [23].

Tammm 2.1.5. X bos olmayan bir ciimle olsun. d:X X X — R fonksiyonu,asagidaki sartlar

sagliyorsa d’ye X iizerinde metrik veya uzaklik fonksiyonu (X, d) ciftine de metrik uzay denir
[26].

e Vx,y€ X i¢in,d(x,y) = 0 © x=y
e Vx,y€ X i¢in,d (x,y) = d(y,x)
e Vx,y,z€ X i¢cind(x,2) <d(x,y)+d(y,z)

Tanmm 2.1.6. X bos olmayan bir ciimle ve " <" X'de bir bagint1 olsun. Asagidaki sartlar

saglaniyorsa "< " bagintisina kismi siralama bagmtisi denir [26].

e Vx €Xicin, x < x (Yansima 6zelligi)
e (x <yvey < x) ise x = y(Ters simetri 6zelligi)

e (x <yvey < z) ise z < x (Gegisme 6zelligi)

Tamm 2.1.7. (X, <) kismi sirali bir ciimle, A # @ ve A c X olsun. V x € A i¢in, u < x olacak
sekilde u € X varsa u’ya A’ nin X'deki alt sinir1, V x € A igin, x < v olacak sekilde v € X varsa
v’ye A nmn X 'deki tist smir1 denir [26].

Tamm 2.1.8. (X, ||.||) Bir normlu uzay ve x = (x,,) de X uzayinda bir dizi olsun. Eger V £ > 0

icin m,n > n, iken

”xm - xn” <e¢

olacak sekilde bir n, = ny(e) € N sayis1 varsa x = (x,,) dizisine bir Cauchy dizisi denir [27].
Tanm 2.1.9.w = {x = (x;)|x:N° > K, k — x;, = x(k)} kiimesi

((xk): (Yk)) - (xp +yi) Ve (ﬂ. (xk)) - (Axy)



ile taniml toplama ve skaler ile ¢arpma iglemleri ile birlikte K {izerinde bir lineer uzaydir. w
lineer uzay1 ve w nin her bir lineer alt uzay1 dizi uzayi olarak adlandirilir. ¢y, ¢ ve [, sirasiyla
sifira yakinsak dizilerin uzayi, yakinsak diziler uzay1 ve sinirh diziler uzay: olarak adlandirilir.

Co, € Ve o, diziuzaylari ||x|| = sup|x,| normu ile birlikte birer normlu uzay olusturur [23].
k

Tamim 2.1.10. Bir Banach uzay1 tam normlu bir lineer uzaydir. Buradaki tamlik x, € X i¢in

I, — x,,]|—0 ve m,n = 0 oldugunda bir x € X mevcuttur 6yle ki,
ll, = x|l = 0 (n - o)

olur.
Tammm 2.1.11. X bir lineer topolojik uzay ve s biitiin kompleks dizilerin uzay1 olsun. Eger

asagidaki sartlar saglaniyorsa X e bir FK —uzayi denir [28-29].

e X metriklenebilirdir.
e X tamdir.

e X'in koordinat izdiistimleri siireklidir.

Kisaca FK —uzayina Frechet koordinat uzayi da denir. Normlu bir FK —uzayna bir BK —uzay1
denir. FK ve BK —uzaylarinin topolojilerine FK ve BK —topolojisi denir.

Tammm 2.1.12. A c Rve a € Rolsun. a noktasmin her ¢ komsulugunda A kiimesinin a'dan
farkli en az bir elamani varsa, bu a noktasina A'nin bir yigilma noktasidir denir [27].

Tamm 2.1.13. (X, d) bir metrik uzay ve ( x,,), X'de bir dizi olsun.

lim d(x,,x)
n—->00

olacak sekilde x € X varsa yakinsak (x,,), X 'de yakinsak ve dizinin limiti x ise bu,

lim x,, = x, x, = x veyan — o i¢in x,, = x sembollerinden biri ile ifade edilir. (x,, ) yakinsak

n—-oco

degilse wraksaktir [26].

Teorem 2.1.14. (Silverman-Toeplitz) A = (a,x) € (c: c; p) olmasi i¢in gerek ve yeter sart;

i Supnz:k |ank| <®

e lima,,=0

n—oo



o limYy |ay|=1
n—-oo

kosullarmnin saglanmasidir [21].

Tamim 2.1.15. n,k € N i¢in a,,; € C olmak iizere (a,; )y k=1 ifadesine bir sonsuz matris denir ve

a1 Q12 Qg3

A= _| Q21 Qzz Q23
- (ank) - a a a

31 32 33

bigiminde gosterilir [21].
Teorem 2.1.16. X uzay1 ||.|| normuna gore bir BK —uzay1 olsun. Bu takdirde Vx € X igin
X1+ = IIT (x)|| olmak tlizere X; bir BK —uzayidir [25].

2.2. Istatistiksel Yakinsakhk

Istatistiksel yakinsaklik kavrammi tammlamak i¢in ilk once dogal yogunlugu
aciklamamiz gerekir. Ciinkli pozitif tamsayilar kiimesinin dogal yogunlugunun sifir oldugu
durumlarda istatistiksel yakinsaklik incelenebilir.

Tammm 2.2.1.(Dogal Yogunluk) KSN olsun. K, = {m <n:m € K} ifadesi i¢in §(K) =

l{m <n:m € K}| ya da lim lI;—”l limit degeri mevcutsa bu limit degerine K kiimesinin
n—-oo

yogunlugu denir. Burada limit durumundaki g¢ubuklar K,, kiimesinin eleman sayisini

gostermektedir.

= . Km)
do(K) = do(K) = lim ——
n—-oo n
seklinde gosterilir. [32]
Her e> 0 ve x, € R igin K = K,,(¢) = {n € N: |x,, — xo| = €} kiimesinin eleman sayis1 |K]|

olarak gosterilmek iizere K kiimesinin dogal yogunlugu ya da asimptotik yogunlugu

d,(K) = %I{k <n:k €K}

olarak gosterilir. Burada



K(n)

n

alt asimptotik yogunluk = d,(K) = lim sup
n

iist asimptotik yogunluk = dy(K) = lim in f%
n

seklinde ifade edilir. Eger lim d,(K) =d(K) ve lim §,(K) = §(K) limitleri mevcutsa
n—oo n—oo

d(K)’ya K’nin asimptotik yogunlugu &§(K)’ya ise K‘nin logaritmik yogunlugu denir. Benzer
sekilde

iist logaritmik yogunluk= &,,(K) = lim sup &, (K)
n—->oo

alt logaritmik yogunluk=4,,(K) = lim inf §,(K)
n—->oo

eger lim d,(K) = d(K) ve lim 6, (K) = 6§(K) limitleri mevcutsa d(K) ve §(K) gosterimlerine
n—-oo n—-oo

sirasiyla K’ nin asimptotik yogunlugu ve K’nin logaritmik yogunlugu denir. Her bir K € N i¢in,
do(K) < 8p(K) < 8(K) < d(K)

esitsizligi saglanir. Boylece d(K) mevcutsa d(K) = §(K) olacak sekilde §(K) da mevcuttur.
Ayrica asimptotik ve logaritmik yogunluk degerleri [0,1] araligindadir.[32]

Onerme 2.2.2. §(K) bir alt yogunluk ve 8 (K) da bir iist yogunluk olmak iizere A € Nve B € N

icin

o ACBised(A) <46(B)

. A C Bise §(A) < 8(B)

. V A, B i¢in §(A) + 6(B) = §(AU B)
. 5(@) = 8§(@) =0

. S(N)

. A~B ise §(A) = §(B)

. 8(A) < 6(A)

ozellikleri saglanir.[32]



Ornek 2.2.3. A = {1,2,3,...} = N kiimesi i¢in d, = 1’dir. Gergekten,

A =1, A@2)=2, A3)=3,...A(n) =n
do(4) = lim 2% = 1im 2 = 1°dir.
n-oo N n—-oon
Ornek 2.2.4.K ={2,4,6,...} kiimesinin iki farkli yoldan dogal yogunlugunun % oldugunu
gorebiliriz.

LYol: K(1) =0, K(2) = 1, K(3) = ,A(4) = 2,...,K(n) = ||| oldugundan,

”2”

do(K) = dy(K) = 1
n—>oo n
olarak bulunur.
2.Yol:
Am) 0112233 n n
n  1'2’3'4’5'6’7"72n’"2n+1
olup,
4 (K = lim K()_l. n 1
(k) = lininf = =l 20 =2

= (1) = li K(n)_l. B
o(F) =limsup— == lim > —— =7

— 1
do(K) = do(K) = do(K) =5
Tamim 2.2.5. x = (x;) reel (ya da kompleks) degerli bir dizi olmak {izere V € > 0 sayis1 i¢in

1
lim —|{k < n:|x, —xol =&} =0
n-on



olacak sekilde bir x, sayis1t mevcut ise bu x = (x;) dizisi x, sayisina istatistiksel yakimsaktir
denir. st — lim x = x, ile gosterilir. Tanimdan da anlasilacagi gibi istatistiksel yakinsaklik dogal
yogunlugun sifir oldugu durumlarla ilgilenir [2].
h.hk igin |x, — xo| < & 6zelligi "bir y = () dizisinin terimlerinin bir 6zelligi sifir yogunluklu
bir ciimle diginda biitiin k’lar i¢in saglanmasi" olarak ifade edilir.

Simdi istatistiksel yakinsaklik ile Cesaro matrisini karsilagtiralim. C; = (c¢,;) Cesaro

matrisi olmak {izere bu matris;

{1, 1<k<n
Chg =1 1
0, k>n

ile verilir. K(e) = {k:|x) —xo|l = €} ve Ak, K(e) kiimesinin karekteristik fonksiyonunu

gostermek tiizere,
1
st—li}gnxk =x,Ve>0, limEI{k <n:|xg—x0l >e€} =0

n
. 1o

(=4 V E> 0, 117rlr1;2k=1/11((8)(k) = 0

SV e> 0, hm(Cl/‘lK(S))n =0
n

oldugu agiktir.
Teorem 2.2.6. Hicbir matris toplanabilme metodu, istatistiksel yakinsaklik metodunu

icermez.[6]

Teorem 2.2.7.p € N ve 0 < p < o olsun. Asagidakiler saglanir. [5]

e Bir dizi x, sayisma kuvvetli p — Cesaro toplanabilir ise x, sayisna istatistiksel
yakinsaktir.
e Smirh bir dizi x, sayisina istatistiksel yakinsak ise x, sayisma kuvvetli p — Cesaro

toplanabilirdir.

Lemma 2.2.8. st — ]lim X, = avest— ]lim Yx = b ve c bir reel say1 olsun. Bu durumda



J st—]lim(xk+yk)=a+b

o st— ]lim (cxy) = ca.[16]

Ornek 2.2.9. Asagidaki gibi tanimlanan,

0, n # k?

dizisini inceleyelim. Burada

lim lI{k <nlxg—xl =€} =0

n-oon
olacak sekilde bir x, sayis1 bulmaliyiz.

n=k’=sx,=n=>n-0|=|nl=n>e=>k?*>¢ k>
nzk?=>x,=0>n—-0/=]10-0=0=>ec=>CK=0
Simdi ise pargali fonksiyonu birlesim seklinde gosterelim.
H{k<n:i|x,—0l=eH=l{k<nin=k%|x, — 0| = &}| + |[{k <n:n # k?|x, — 0] > &}
= |{k <n:n=k?k >elx, — x| 2£}| +{k <n:n#k?0 > ¢}

Her iki tarafin dogal yogunluguna bakacak olursak,

1
lim — |{k < n:|x; — 0| = €}
n-on

1 1
= limgl{k <n:n=k=%k > ¢} + lim EI{kSn:nqtkz,O > ¢}
n—-oo

n—->oo

1
< lim=-vn+0=0

n-on

10



Dolayisiyla (x,,) dizisinin st — limx = 0 oldugu goriiliir.
Ornek 2.2.10. Asagidaki gibi tanimlanan

n, n = k?
xX=x,=in-1 n¢k2(n=1,2,3,...)

bir (x,,) dizisinin st — limx = 1 oldugunu gosterelim.
n=k?sx,=n=>|x,—1l=ln—-1l=n-1=2ec=2k?*>c+1=2k=>Ve+1

-1 1 1
n;ekz:xn="7=>|——1|=525=>ns;=>ks

m | =

€ > 0 oldugundan k < i kiimesi sonlu bir kiimedir.

Hk<n:i|x,— 1=} =k <nn=k%|x,— 1| =&} + |{k <nin #k? |x, — 1] = €}

= [{k <n:n=k?, k>\/s+1}|+|{k£n:n¢k2,kﬁé}|

k < i olup k smirli oldugundan sag tarafin dogal yogunlugu sifirdir.

1
lim —|{k < n:|x, — 1| = &}
n—-ocon

n-on n-on

1
= lim = |{k <n:in = k% k = Ve + 1}| + lim 1|{kSn:n¢k2,kS%}|

1
<lim—.vn+0=0

n—-ocon

oldugundan x,, dizisi 1'e istatistiksel yakmsaktir. x,, = 1(S) veya st — limx = 1’dir.

11



Uyan 2.2.11. Klasik anlamdaki yakinsak diziler smirlidir. Fakat istatistiksel yakinsak her dizi
sinirlt olmayabilir. Simdi buna bir 6rnek verelim.
Ornek 2.2.12. Asagidaki gibi tanimlanan bir

n, n = k?

x=(xn)={0 n # k?

n=123,...)

dizisini inceledigimizde n = k? i¢in x,, dizisinin iistten sinirli olmadig: agiktir [32].

Uyan 2.2.13. Bilindigi gibi istatistiksel yakinsaklik bilinen anlamdaki yakinsakliktan daha
genel bir kavramdir. Yakinsak her dizi istatistiksel yakinsak iken istatistiksel yakimsak her dizi

yakimsak olmayabilir. Simdi buna dair bir 6rnek inceleyecegiz.

1, n = k?

' 2 (n=123,...)

x = () =
dizisini inceledigimizde
x = (x,) = (1,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,1,...)

seklinde elde edilir.

Burada (x,2)= 1 oldugu goriiliir. Diger durumlarda ise (x,)= 0’dur.

lim —— = lim =lim—-—=0
n—oo n n—oo n-on

A(n) _(2222222 2.) 2

olup istatistiksel yakinsaktir. Ancak lim,x, =0 ve lim,x, =1 olup alt ve st limitler esit

olmadig1 igin bu dizi yaknsak degildir [32].
Ornek 2.2.14

vk, k = m?

(m=123,...)

seklinde tanimlanan x = (x;,) dizisini inceleyelim. ¥V ¢ > 0 i¢in

Ik <n:lxp =12 e}l < [{k <n:xp # 1} <V

12



oldugundan
1 1 1
lim —|{k < n:|x, — 1| =&} < lim = |{k < n:x, # 1}] < lim —vn =0
n-on n-oon n-oon

elde edilir. Demek Ki,
l{k < n:|x; — 1| = €}| = {k = m?: m € N}

ve

d{k =m% meN})=0

olupV € > 0igin |x, — 1| < & (h.h.k) oldugundan st — limx = 1 bulunur.
Ornekte goriildiigii gibi klasik anlamda yakinsak olan her dizi istatistiksel yakisak iken sinirsiz
raksak bazi diziler de istatistiksel yakinsak olabilmektedir.

Ornek 2.2.15

Vk, k =m?

) A (m=123,...)

x= () =|

dizisi 1'e istatistiksel yakmsaktir fakat x; € [, dur. Diger yandan x; = (1,0,1,0,...) dizisi
istatistiksel yakinsak degildir. Fakat sinirlidir.
Tanim 2.2.16. Her > 0 i¢in

1
limgl{k <nlx,—xyl=¢€}=0

yani
lx, —xyl < e (h.h.k)

olacak bigimde bir N = N (&) sayis1 mevcut ise x dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir.
Teorem 2.2.17 Asagidaki ifadeler denktir.

o x = (x;) istatistiksel yakinsak dizidir.

o x = (x) istatistiksel Cauchy dizidir.

13



e h.hki¢in x;, = y, olacak sekilde yakinsak bir y = (y,) dizisi vardur.

Teorem 2.2.18. p € R, 0 < p < oo olsun. Eger bir dizi L’ye kuvvetli p — Cesaro toplanabilir
ise 0 zaman bu dizi L’ye istatistiksel yakimsaktir. Eger smirlt bir dizi L’ye istatistiksel yakinsak
ise 0 zaman bu dizi L’ye kuvvetli p — Cesaro toplanabilirdir.

Teorem 2.2.19. (Ayrisma Teoremi) Eger x = (x;,) dizisi L’ye kuvvetli p — Cesaro toplanabilir

veya istatistiksel yakinsak ise o zaman y = (y,)'nm limiti L, x = y + z ve limn~|{k < n:z, #
n

0}| = 0 olacak sekilde yakinsak bir y = (y,) dizisi ve sifira istatistiksel yakmsak bir z = (z;)
dizisi vardir. Dahasi, eger x = (x;) dizisi sinirlt ise o zaman z = (z;,) dizisi de smnirhidir ve

lzlleo < llxlle + [L]'dir.
2.3. a . Dereceden Istatistiksel Yakinsakhk

Tamm 2.3.1. 0< a <1 olacak sekilde a herhangi bir reel say1 olsun. |{k <n:k € M}|, M

kiimesinin n'den biiyiik olmayan eleman sayilarmi gostermek lizere

1
lim —|{k <n:k € M}|

n-on

limiti mevcut ise bu limit degerine M alt kiimesinin @ — yogunlugu denir ve S, (M) ile gosterilir
[15].

x = (xp) dizisi, @ —yogunlugu sifir olan ciimle harig, her k i¢in p(k) 6zelligini saglayacak
sekilde bir dizi ise 0 zaman (x;) dizisi, a ’ya gore hemen hemen her k igin p (k) 6zelligini saglar
denir. Kisaca h.h.k(a ) ile gosterilir.

N dogal sayilar kiimesinin herhangi bir sonlu alt kiimesi sifir a-yogunluga
sahiptir.6,(M¢) =1 — §,(M) esitligi genelde 0< a < 1 i¢in saglanmaz, ancak @« =1 ise bu
esitlik saglanir. Herhangi bir M € N kiimesinin ¢ yogunlugu @ = 1 durumunda kiimenin dogal
yogunluguna indirgenir.

Lemma 2.3.2. M c N olsun. Eger 0< a < f < 1 ise 0 zaman 6z(M) < 6,(M) dir [15].

—<— oldugundan,

Ispat: 0 <@ < <1 olsun. Her n € N i¢cin n* < n” ve bu nedenle — < —

n—lﬁ|{kSn:kEM}| S%Hkﬁn:keM}l

14



elde ederiz. Bu esitsizlikten §g (M) < 6,(M) elde edilir.

Simdi 0< ¢ < f <1 olsun. O zaman Lemma 2.3.2" den eger M sifir « —yogunluguna
sahipse 0 zaman M sifir f-yogunluguna sahiptir ve en az bir 0 <a <1 igin sifir
a —yogunluguna sahipse, o zaman sifir dogal yogunluguna sahiptir.

Tammm 2.3.3. x = (x;) € wolsun. 0 < @ < 1 olarak verilsin. ¥ €> 0 i¢in
1
lim —[{k <n:|x,| —-L=€}=0
n-on

olacak sekilde kompleks bir L sayis1 varsa x = (x;) dizisi L’ye a. dereceden istatistiksel
yakmsaktir denir. Bagka bir ifadeyle V €> 0 ve h.h.k(a) igin |x;, — L| < € ise x dizisi L’ye a.
dereceden istatistiksel yakinsaktir denir. Bu yakinsaklik S* — lim x;, = L seklinde gosterilir. a.
dereceden tiim istatistiksel yakinsak dizilerin ciimlesi ise S ile gosterilir [15].

Tamm 2.3.4. x = (x;) € wolsun. 0 < a < 1 olarak verilsin. V £ > 0 i¢in

) 1
Tlll_r)gloﬁl{kSn: lxy —xy| =€} =0

olacak sekilde bir N = N(&) sayis1 varsa x = (x;) dizisine a.dereceden istatistiksel Cauchy
dizisi denir. Bir bagka ifadeyle her € >0 ve h.h.k(a) i¢in |x;, —xy| < & ise x dizisine
a.dereceden istatistiksel Cauchy dizisi denir.[4]
Teorem 2.3.5. 0< a < 1 i¢in asagidaki ifadeler denktir [30].

I.  x, a. dereceden istatistiksel yakinsak bir dizidir.

ii.  x, a. dereceden istatistiksel Cauchy dizisidir.

iii.  x = (xp) dizisi verilsin. h.h.k(a ) i¢in x; = y, olacak sekilde yakinsak bir y = (yy)

dizisi vardir.

Ispat. (i) = (ii): S* —limx;, = L oldugunu kabul edelim ve &> 0 olsun. h.n.k(a) igin

€
|xk — Ll < E

ve segilen bir N i¢in
€

dir. h.h.k(a ) igin

15



& &
X — x| <|xk_L|+|xN_L|<§+§

dir. Boylece x, a. dereceden istatistiksel Cauchy dizisidir.
(ii) = (iii): (ii) saglansin, yani x = (x), a. dereceden istatistiksel Cauchy dizisi olsun. N
dogal sayisi1 I = (xy — 1,xy + 1) araligi h.h.k(a) icin xj, 'y1 icerecek sekilde secelim. Ayni
sekilde M dogal sayisin1 dyle segelim ki I’ = (xM —%,xM +%) araligi h.h.k(a) igin x;'y1
icersin. Iddia ediyoruz ki

L=InTl
h.h.k(@) igin x;'y1 igerir; ¢linkii,

(k<nx,el'}={k<nmx,¢l}+{k<nx, &I}

ve dolayisiyla 0 < a < 1 i¢in

7li_r)glon—lal{k <nx,€Inl'} Srlli_r)glo%I{k <n:x; ¢ I} S+Tlli_)rrgo%|{k <nx,€I'}l=0
dir. bu nedenle l; uzunlugu kiiciik veya esit 1 olan ve h.h.k(a) i¢in x;'y1 i¢ceren kapal bir
araliktir. Simdi [" = (xN(Z) - %,x,\,(z) + %) araligi h.h.k(a) i¢in x;'y1 icerecek seklinde
N (2)'yi secelim. Yukaridaki diisiinceyle I, = I; N I"" araliginin h. h. k(a) i¢in x;'y1 icerdigini ve
[, araligmm uzunlugunun %‘den kiiciik veya esit oldugunu verir. bu yolla devam ederek her m
i¢in, L, 2 L,+1'in uzunlugu 21™™ den daha biiyiik olmayacak ve h. h. k(«) i¢in x; € L,,, olacak
sekilde kapali araliklarin bir {I,,}5_, dizisini elde ederiz. I¢ i¢e araliklar teoremi geregince
Ny 1 I, = {1} olacak sekilde bir A sayisi vardir. h. h.k(a) i¢in x; € l,,, gergegini kullanarak

hern > T, i¢in
1 1
ke <snix @b} < (2.3.1)

olacak sekilde pozitif tamsayilarin artan bir {T,}m=; dizisini segebiliriz. Simdi x = (x)
dizisinin k > T; ve
T <k <Thiq
ise x, & L, olacak sekilde biitiin x;, terimlerinden olusan bir z = (z,) alt dizisini tanimlayalim.
Simdi y = (yy) dizisini
16



_ {/1, eger xi, z = (z;)'mun bir terimi ise,
Yie = Xk diger hallerde,

seklinde tanimlayalim. O zaman limy, = A 'dir. ¢linkii, eger € > % >0 ve k>T, ise ya

X, Vi = A olacak sekilde z' nin bir terimidir ya da y, = xj, € [, ve |y, — 4| < [, nin uzunlugu
< 2™ dir. Ayrica h. h. k(a) i¢in x; = v, oldugunu iddia ediyoruz. Bunu gostermek icin T,, <

n < T4 olarak alirsak {k < n:y, # x ik < n:x; € [,,} dolayisiyla (2.3.1) geregince

1 1 1
Fl{k <n:y, # x| SFI{kSn:xk € Ly} <E

dir. Béylece n — oo i¢in limit 0°dir ve h. h. k(a) igin x; = v, dir. Bu nedenle (ii), (iii) gerektirir.

(ii))=(i): (iii)’tn saglandigm, h. h. k(a) igin x; = v, ve limy, = L oldugunu kabul edelim. £ >

0 olsun. lim y; = L oldugundan
(k<n:i|xy—Ll=ze}c{k <nx,#yjUilk <nly,—L|>¢}

dir. Son ciimle belli bir sabit sayida dogal sayi igerir, bunu ise [ = [(&) ile gosterelim. h. h. k(a)

icin x;, = yj oldugundan 0 < a < 1 i¢in

.1 1 .
lim —[{k <n:[x, —L| 2 e}l < lim — |[{k <n: # y, }| + lim — =0
n-on n—oo

n-oon n<«

yazabiliriz. Boylece h. h. k(a) i¢in |x;, — L| < ¢ elde edilir.

Sonug.2.3.5. x dizisi i¢in S* —limx, = L ise x dizisi, limy, = L olacak sekilde bir y alt

dizisine sahiptir.
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3. BULGULAR

3.1. Lucas Matrisi Ve Lucas Dizi Uzay1

Bu boliimde Lucas sayilarini kullanarak yeni bir regiiler matris olusturup, bu matris

yardimiyla Lucas dizi uzay1 tanimlayacagiz ve bazi 6zelliklerini inceleyecegiz. Lo = 2, L, =

1, L, = 3,L; = 4,... olmak iizere Lucas matrisimizi,

Ly
. _, 1<k<nign
H = (Lpi) = {Ln42 —3 ‘
0, diger (k > n)

seklinde tanimliyoruz. Bu matrisin terimlerini agtigimizda;

Ly 0 0 0 0 0 0 0 0
L,—3

Ly L, 0 0 0 0 0 0 0
L4__3 L4_3

Ly L, Lg

0 0 0 0

Le—3 L:—3 L.—3 0 0

L L L L

E 2 3 4 0 0 0 0 0
Le—3 Li—3 Lg—3 Lg—3

L L L L L

1 2 3 4 5 0 0 0 0
L7_3 L7_3 L7_3 L7_3 L7_3

L L L L L L

1 2 3 4 5 6 0 0 0
Lg—3 Lg—3 Lg—3 Lg—3 Lg—3 Lg—3

Ly L, Lj Ly Ly Le L, 0 0
L9_3 L9_3 L9_3 L9_3 L9_3 L9_3 L9_3

Ly L, Lj Ly Ly Le L, Lg 0

olup buradan;
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7 11 18 29
73 73 73 73
7 11 18 29 47
120 120 120 120

1 0 0 0 0 0 0 0 0
L3 9 0 0 0 0 0 o0
4 4
Lo o 0 0 0 0
8 8 8
L2 2 7 6 0o 0 o0 o
15 15 15 15

po| L 3 4 7 o1
26 26 26 26 26
1 3 4 7 1 18
44 44 44 44 44 44
1 3 4
73 73 73
1 3 4

—_
N
(e}
—_

e N
(@]
—_
N
(@]
—_
N
(@]

0 O

matrisi elde edilir. Bu matrisin iiggensel oldugu ag¢ik¢a goriilmektedir. Yani L,,, # 0 ve k > n

i¢in Ly, = 0 (n = 1,2,3,...) dir. Ayrica Silverman-Toeplitz teoreminin sartlarini sagladigindan

H matrisi regiiler bir matristir. Ayrica H matrisinin tersi

( Lyio—3

L. , k=nise
H~1 =:4 L -3
I—L, k=n—1ise
Liyq
k 0, diger

seklinde tanimlidir.

Simdi x = (x;) dizisinin H doniisiimii olarak adlandirilan y = (y,) = Hy (x) dizisini

1
Lg42—3

y =) = He(x) = Z{'(=1 Lix;

seklinde tanimliyoruz. Bu doniisiim yardimiyla

X(H) = {x = (x) Ew:y = () € X}

Lucas dizi uzayini tanimlayabiliriz.

Teorem 3.1.1. X(H) Lucas dizi uzayz;

sup|yil, X = lg, c veya c

xllxcery = IHx = llyllx = “
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normuna gore bir BK —uzayidur.

Ispat. H matrisimiz iiggensel oldugundan, (3.1.2.) normu ve teorem 2.1.17°den X (H) uzay bir
BK —uzayidir.

Teorem 3.1.2. X(H) Lucas dizi uzay1 X uzayimna izometrik izomorftur.

Ispat. Ik olarak X(H) ve X uzaylar1 arasinda izometrik izomorfizmin varligini gostermeliyiz.

Dolayisiyla asagidaki K doniisiimiinii g6z Oniine alirsak;

K:X(H) - X, x> Kx=y,

k
1
y =) = Hy(x) = —z Lix;
L2 =344

dir. Vx € X(H) i¢in Kx = y = H(x) € X olur. Ayrica K doniisiimiiniin lineer oldugu goriiliir.

Gergekten,

L & & &
K(x+y) = —z Li(xi +y:) = —Z Lix; +—Z Liy; = Kx + Ky
Lir2 =344 Lir2 =344 Lir2 =344

Ayrica Kx=0= x = 0 oldugundan K doniisiimii 1-1'dir. Simdi y = (y,) € X verilsin. x = (x;)

dizisini,

Lis2—3 Lis1—3
X = kZ Vi — kz;{ Yk-1, k €N° (3.1.3)

seklinde tanimlayalim. (3.1.1) ve (3.1.3) esitlikleri yardimiyla

k k
1 1 Lisy—3 Ly —3
o) = 7——5 ) Lo = ——5 ) L[5y =22y,
k(x) Lk+2 _3 - lxl Lk+2_3 - l LL yl Ll yl 1
L= =

k
1
—_BZ[(LHZ —3)y; — (L1 — 3)yi-4]

Lict2
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1
= Lk+2—_3(Lk+2 = 3)Vk = Yk
bulunur. Bu ise H(x) =y oldugunu gosterir ve y € X oldugundan H(x) € X bulunur. Bu
takdirde x € X(H) ve Kx = y olur. Bu da K doniisiimiiniin drten oldugunu gosterir. Dolayisiyla

Jdx € X(H) i¢in K doniisimiiniin,
IKxllx = llyllx = IHGx = llxllxc

esitligini sagladigini, yani normu koruyan bir doniisiim oldugunu goriiriiz. O halde K doniistimii
bir izometri olup, X(H) ve X uzaylarinin izometrik izomorf olduklarmi géstermis oluruz.
Teorem 3.1.3. ¢y (H) c c(H)cl, (H).

Ispat. Vi € N° i¢in x; = 1 olacak sekilde x = (x;) dizisini gézoniine alalim. Buradan V k € N

i¢in,

L2 =3
H.(x) =—— ZLx = Z
y Lk+2—3 : Lk+z—3 T Le2—3

olur. O halde Hx € ¢, Hx & c, oldugu agiktir. Bu takdirde x € c(H) fakat x & c,(H) elde edilir
Kibu cy(H) © c(H) kapsamasinm kesinligini ifade eder. Simdi i € N icin,

(_1i)(Li+2 + Liyq — 3)
Xi = L.
L

dizisini gdz 6niine alalim. Bu diziyi kullanarak V k € N° i¢cin

k k .
1 1 (=1)Liyz + Liys = 3)
S VA i P L
L= =

(DL, — 3)
Lz — 3

= (Dt
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buluruz. O halde Hx € l, fakat Hx ¢ c’dir. Yani x € l,(H), x € c(H) oldugu agiktir.
Dolayisiyla c(H) < I, (H) kapsamasi kesindir.

3.2. Lucas Dizisi Yardimiyla Tammlanan Dereceli Istatistiksel Yakinsakhk

Calismamizin bu boliimiinde x = (x;) dizisi yerine Lucas matrisimiz yardimiyla
olusturulan Hx = (Hx); dizisini alarak a. dereceden istatistiksel yakinsaklik kavramini ve
ozelliklerini verecegiz.

Tamm 3.2.1. Hx = (Hx;) € w olsun ve 0< a < 1 verilsin. Eger

rlli_l)rgo% |k <n:|Hx,— 2| 23] =0
olacak sekilde kompleks bir ¢ sayisi varsa Hx = Hx,, dizisi £’ye a.dereceden Lucas tipi
istatistiksel yakinsaktir denir. Bir baska ifadeyle her £> 0 ve h.h.k(e) i¢in |ka -7 | < ¢ ise
Hx = Hx, dizisi £’ye a . dereceden Lucas tipi istatistiksel yakinsaktir denir. Bunu S*(H) —
lim x;, = ¢ seklinde yazariz.

Tim a. dereceden istatistiksel yakinsak sifir dizilerinin kiimesini gostermek icin S§(H)
yazacagiz. Her 0< a < li¢in S§'(H) < Sy (H) oldugu agiktir. a. dereceden Lucas tipi istatistiksel
yakinsaklik @ =1 i¢in Lucas tipi istatistiksel yakinsaklik ile aymdir. 0<a <1 igin a.
dereceden Lucas tipi istatistiksel yakinsaklik iyi tanimlidir. Fakat @ > 1 igin iyi tanimh degildir.

Bunun i¢in

vt 15 1544 44 120
¥=M0) =03 "L =778 " 2947

olarak segelim. Bu takdirde Hx = (Hx;) dizisi asagidaki gibi elde edilir.

1, k=2n, n=123,...
(Hx)) = {0, k#2n n=123,...

Bu durumda hem

=0

1
Tlliirgoﬁl{kSn:lek—ll > ¢} | < lim ——
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hem de

dir. Buna gore a > 1 i¢in Hx = (Hx,) dizisi hem 0'a hem de 1'e a. Dereceden Lucas tipi
istatistiksel yakinsak, yani S*(H) —limx;, =1 ve S*(H) — lim x;, =0’dwr. Fakat bu miimkiin
degildir.

Teorem 3.2.2. 0< a < 1vex = (x), Yy = (y) kompleks terimli iki say1 dizisi olsun.

o EgerS*(H) —limx;, = x, ve ¢ € € ise 0 zaman S*(H) — lim cx; = cx,’dr.
e Eger S*(H) —limx, = xy ve S*(H) —limy, =y, ise S*(H) —lim(x, + y,) = xo +
Yo ¢ dir.

Ispat. ¢ = 0 durumunda ilk kosul agiktir. Varsayalim ki ¢ # 0 olsun. Bu durumda

1 1 £
7li_r)glon—a|{k£n: |c.ka—cx0| Ze}l Srlll-r)?oﬁ {kSn:lek—x0| Zm

esitsizliginden ve

1
lim—a|{kSn: |ka+Hyk—(x0+yo)| 28}| <

n-on
e < s o= xo| =53]+ lim - | e < | Hy - 3| = 5}
n 2 n-oonN

esitsizliginden ispat ¢ikar.
Her yakimnsak dizinin a. dereceden Lucas tipi istatistiksel yakinsak oldugunu gostermek

kolaydir. Yani her 0< a < 1 i¢in ccS*(H) dir. Fakat tersi dogru degildir. Ornegin,

= =(1 100000120
x_(xk)_(l 3"!!!!47!"')

dizisi segilirse Hx = Hx,, dizisi
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1 k=n3 ise
H =1 ! 3.21
(Ha) {0, k+n3 ise ( )

seklinde elde edilir. Bu durumda bu dizi @ >3 iken S%(H) —limx, = 0 oldugundana .

dereceden Lucas tipi istatistiksel yakinsak fakat yakinsak degildir. Yukaridaki teoremden S*(H)
climlesi bir vektor uzayidir.

Teorem 3.2.3. 0 < a < B < 1 olsun. Bu taktirde S*(H) < SP (H) dir ve kapsama a < S olacak
sekilde bazi a ve B’lar i¢in kesindir.

Ispat. Eger 0 < a < 8 < 1 ise 0 zaman her £> 0 icin
1 1
— |tk <n: |Hx, — €| = &} <— |tk <n: |Hx, — 2| = &}
saglanir ve buradan S*(H) € SP(H) elde edilir. Kapsamanin kesin oldugunu gostermek igin;
1,15 15
X—(Xk)—(1,—5,0,7,—H,0,0,0,...) (322)

dizisini g6z Oniine alalim. Buradan Hx = (Hx; ) dizisini

1 k =n? ise
H — { ) )
(Hx) 0, k =#n? ise

seklinde elde ederiz. Bu dummda% < B < 1igin SB(H) —lim x;, =0, yani x € s#(H)’dir. Fakat

0<ac< % i¢in x € S*(H)'dir. Eger Teorem 3.2.3 de f= 1 alinirsa o zaman asagidaki sonucu
elde ederiz.

Sonu¢ 3.2.4. Eger bir dizi en az bir 0 < a < 1 i¢in £’ye a. dereceden Lucas tipi istatistiksel
yakinsak ise o zaman bu dizi £’ye istatistiksel yakinsaktir, yani S*(H) € S(H)’dir.

Sonug 3.2.5.

e S%(H) = SP(H) olmasi icin gerek ve yeter sart @ = 5 olmasidir.
e S%H) = S(H) olmasi i¢in gerek ve yeter sart @ = 1 olmasidur.

Teorem 3.2.6. 0 < a < 1 olsun ve x = (x), S*(H) — limx;, = ¥ olacak sekilde «. dereceden
Lucas tipi istatistiksel yakinsak bir dizi olsun. Bu taktirde lim(Hy), = € olacak sekilde Hx =
(Hxy) dizisinin bir Hy = (Hy,,) alt dizisi vardir.
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Teorem 3.2.7. 0<a <1 ve her ke KcN igin (Hx), < (Hy), < (Hz), olsun. Eger
S*(H(K)) =1ve

SU(H) — limx, = L = S*(H) — lim z,

ise bu taktirde
S*(H) —limy, =1L

dir.

ispat. Eger A={k€N:|Hx, —L| =¢}veB ={k €N: |Hz, —L| = ¢} ise, 0 zaman

|{k <n: |Hy, —L| =¢}| cAUBUK"
elde edilir.
Teorem 3.2.8. Her k € K c N i¢in Hx; > 0 olsun. Her n € N i¢gin Hx;, #0 ve 0 <a <1

olacak sekilde 6*H(K) = 1 olsun. Bu takdirde
SE(H) — limx, = o0 & S*(H) — limx;1 =0

dir.
Ispat. Herhangi bir > 0 icin

{k € N:Hx; < e} ={k € N:Hx;;! > &}
oldugundan istenilen elde edilir.
3.3 Lucas Dizisi Yardinmyla Tammmlanan a. Dereceden Kuvvetli p — Cesaro Toplanabilme

Tammm 3.3.1. 0< a < 1 olacak sekilde herhangi bir reel say1 @ ve p pozitif bir reel say1 olsun.

Eger

n

1

lim—z |ka—€ P=0
k=1

n-oo n&%
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olacak sekilde kompleks bir ¢ sayis1 varsa, Hx = (Hx;) dizisine a. Dereceden Lucas tipi
kuvvetli p — Cesaro toplanabilir denir. Bu durumda Hx = (Hx, ) dizisi £’ye a. dereceden Lucas
tipi kuvvetli p — Cesaro toplanabilir denir. @ = 1 icin a. dereceden Lucas tipi p — Cesaro
toplanabilirlik Lucas tipi kuvvetli p — Cesaro toplanabilirlige indirgenir. «. dereceden Lucas
tipi tiim kuvvetli p — Cesaro toplanabilir dizilerin kiimesini wg'(H) ile gosterecegiz. £= 0

durumunda wg ), (H) yazacagiz.

Teorem 3.3.2. 0 < a < B < 1 ve p pozitif bir reel say1 olsun. Bu takdirde wg'(H) S wf(H) dir
ve a < 8 olacak sekilde baz1 a ve (8 sayilari i¢in kapsama kesindir.
Ispat. Hx = (Hx;) € w{ herhangi bir dizi 0 < @ < g <1 ve p pozitif bir rel say1 olsun. Bu

durumda,

n

iim _g|p<iZ|H _ple
nﬁk=1 Xl ~na ol

k=1

yazabiliriz ki bu esitsizlikten wy' (H) < Wpﬁ (H) oldugu goriiliir.
Kapsamanin kesin oldugunu gostermek i¢in (3.2.2) ile tanimlanan x = (x;) dizisini gdz 6niine

alalm.

n
1 n 1
—Z Ika—olps£=
7’7,[57 nB B_l
k=1 n- 2

oldugunu gostermek kolaydir. n—oo iken %< B <1 igin 31_3 —0 oldugundan Wf (H) —
n 2

limx, = 0°dur. Yani > < g < 1 igin x € w}, (H)"drr. Fakat

Vn—1 1"
<— Hx;, —0|P
ne S pa k=1| Xk

Vn-1

n

ve 0<a< % icin n — oo iken —00 oldugundan, 0< « <% i¢in x € wy' (H) olur. Bu da

ispat1 tamamlar.
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Sonu¢ 3.3.3. 0< a < B <1 olsun ve p pozitif reel say1 olsun. O zaman asagidaki ifadeler

saglanir.

e wy(H)= Wf (H) olmasi icin gerek ve yeter sart ¢ = [ olmasidir.

e Her a € (0,1] ve 0< p < oo icin wZ(H) = w,,(H)

Teorem 3.3.4.0 < a < 1ve 0< p < g < « olsun. Bu durumda wg'(H) € wy (H) dir.

Teorem 3.3.4'de @ = 1 alarak Maddox [31] tarafindan verilen bir sonucu elde ederiz.
Eger 0<p < q < oo ise wy(H) € w,(H) dir.
Teorem 3.3.5. 0 < a < <1 sabit bir reel say1 ve 0 < @ < oo olsun. Eger bir dizi £’ye a.
dereceden Lucas tipi kuvvetli p — Cesaro toplanabilir ise 0 zaman bu dizi #’ye . dereceden
Lucas tipi istatistiksel yakinsaktir.
Ispat. Herhangi bir Hx = (Hx,,) dizisi ve £ > 0 igin

n
Z |ka—{’|p2 |{kSn:|ka—£’| Zs}l.sp
k=1

yazabiliriz. Bu esitlik ve n* < n® oldugu 6z 6niine alnirsa
n
1 1
FZ | Hx,, —¢|? ZF | {(k < n:|Hx, — €] > €}|.€?
k=1

Zniﬁl{kSn:|ka—€| 2£}|.£p

elde edilir. Bu esitsizlikten, eger Hx = (Hx,,) dizisi €’ye a. dereceden Lucas tipi kuvvetli p —
Cesaro toplanabilir ise 0 zaman bu dizinin €’ye S. dereceden Lucas tipi istatistiksel yakinsak
oldugu sonucu elde edilir.

Eger Teorem 3.3.5'de f= a alinirsa asagidaki sonucu elde ederiz.
Sonug¢ 3.3.6. 0< p < o0 ve a sayist 0 < a < 1 olacak sekilde sabit bir reel say1 olsun. Eger bir
dizi ’ye a. dereceden Lucas tipi kuvvetli p — Cesaro toplanabilir ise 0 zaman bu dizi ¢’ye a.

dereceden Lucas tipi istatistiksel yakinsaktir.
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Uyan 3.3.7. Dikkat edelim ki Teorem 3.3.5’in tersi genelde gecerli degildir. Smirh ve a.
dereceden Lucas tipi istatistiksel yakimnsak bir dizinin 0 < @ < 1 i¢in genelde dizinin  «a.

dereceden kuvvetli Lucas tipi kuvvetli p — Cesaro toplanabilir olmasi gerekmez. Ornegin,

2v2 —1 43 —-3V2 45-8v3 26V5—75 110V6 — 78V5 )

":(""):(1' 3 6 21 55 270

dizisi secilirse;

k+m? ise

1
(ka) = ﬁ,

1, k=m? ise
olarak elde edilen

1 1 1 1 1 1

Hx = (Lﬁ,ﬁlllﬁ,%'ﬁ,%’lnu

)

dizisi bu duruma bir 6rnektir. Her a(0 < @ < 1) i¢in Hx € ¢, ve Hx € S*(H) oldugu agiktir.

[Ik olarak her n > 2 pozitif tamsayis1 i¢in saglanan

2.

n
k=1

>/n

e

esitligini goz oniine alalim. H, = {k < n:k # m? m = 1,2,3,...} tanimlayalim ve p = 1 olsun.

n n
Z|ka|p:Z|ka|: z | Hx, |
k=1 k=1

k€H,, 1<ksn

+ Z |Hx, | = Z %+ Z 1>Z\/%>\/ﬁ

k¢&H,, 1<ksn k€Hy, 1<ksn k€Hy,, 1<ksn k=1

oldugundan p = 1 i¢in
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n n n

1 z| 1 1

LS g r =2 i > Y Lo Limo L
a a a a 1

n k=1 n k=1 n k:l\/z n na_i

yazilabilir. n - o iken 0 < <2 1g1n 1 © olacagindan, yukaridaki esitsizlik de goz dniine
n 2

alinirsa 0< a < % icin Hx € S“(H) — wy elde edilir.

Sonuc¢ 3.3.8. 0 < a < 1 ve pozitif bir reel say1 p olsun. O zaman wg'(H) c S(H) dir. Eger 0<
a < 1 ise kapsama kesindir.

Ispat. Sonuc 3.3.6 ve sonug 3.2.4°den wy (H) € S(H) elde ederiz. Kapsamanim kesin oldugunu
gostermek i¢in (3.2.1) ile tanimlanan Hx = (Hx;,) dizisini goz oniine alalim. O zaman S*(H) —
limx; =0 oldugu acgiktir. Yani Hx € S fakat 0< « S§ ve p=1 i¢cin Hx € w*(p) dir.

Gergekten

Yn—-1
Z |ka—0|p__z | Hx, [P > a

oldugunu goérmek kolaydir. n — oo i(;in — 00 oldugundan o zaman 0 < @ < gve p = 1icin

Hx & wy’dir. Sonug olarak 0< a <2 SVep = ligin Hx € § — wy’dir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Sonug 3.2.4, sonug 3.3.8 ve [5, teorem 2.1]° den 0< @ < 1 ve 0< p < o olmak {izere
her a igin
S*(H)nl, c wy(H) € S(H)

elde edilir.
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4. SONUC

Bir matrisin yakinsaklik alan1 yardimiyla dizi uzay1 olusturma diisiincesi yillardir bircok
yazar tarafindan farkli bakis acilartyla kullanilmaktadir. Son yillarda Fibonacci ve Lucas sayilar1
bu fikrin bir parcasi haline gelmistir. Biz de bu ¢alismamizda Lucas sayilarini kullanarak yeni bir
regliler matris tanimladik ve bu matrisin yakinsaklik alanini kullanarak yeni bir dizi uzayi
olusturup bazi 6zelliklerini inceledik.

Buna ek olarak, tanmimladigimiz matrisin terimlerinden olusan diziler yardimiyla a.
dereceden istatistiksel yakinsaklik ve a. dereceden kuvvetli p — Cesaro toplanabilme
kavramlarmi tanimladik ve aralarindaki iliskiyi inceledik.

Bunun neticesinde yeni ve literatiire katkisi olacak sonuglar elde ettik. Bu sonuclar
genigletilebilir ve farkli istatistiksel yakinsaklik tiirleri arastirmacilar tarafindan calisilabilir.

Bakis acis1 degistirilerek elde etmis oldugumuz sonuglar farkl sekilde yorumlanabilir.
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