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OZET

3-BOYUTLU GALILE UZAYINDA SABIT SIRT UZAKLIKLI EGRILER VE BU
EGRILERIN SMARANDACHE EGRILERI

Ishak GURGAR
Yiiksek Lisans Tezi

Bitlis Eren Universitesi Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danisman: Dog¢. Dr. Ali CAKMAK
Agustos 2020, 54 sayfa

Bu tez ¢alismasinda oncelikle 3-boyutlu Galile uzayiyla alakali temel tanim ve teoremler
verilmistir. Sonra, Galile uzayr ve Oklid uzaymda bazi 6zel egrilerin tanimlar1 ve dzellikleri
belirtilmistir. Daha sonra sabit sirt uzakli egriler ve Bertrand, involiit-evoliit, Mannheim ve
Smarandache egrileri arasinda iligkiler kurulmustur. Son boéliimde ornekler verilerek, konu

gorsellerle desteklenmis ayn1 zamanda bulunan sonuglar somutlastirilmistir.

Anahtar Kelimeler: 3-Boyutlu Galile Uzay, Sabit Sirt Uzaklikli Egriler, Baz1 Ozel Egriler,

Smarandache egrisi



ABSTRACT

CURVES AT A CONSTANT DISTANCE FROM THE EDGE OF REGRESSION AND
SMARANDACHE CURVES OF THESE CURVES IN 3-DIMENSIONAL GALILE SPACE

Ishak GURGAR

Master Thesis

Bitlis Eren University Graduate Education Institute
Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ali CAKMAK
August 2020, 54 pages

In this thesis, firstly, basic definitions and theorems related to 3-dimensional Galilean space
are given. Then, the definitions and properties of some special curves in Galile space and Euclidean
space are specified. Later, relations between the curves at a constant distance from the edge of
regression and Bertrand, involute-evolute, Mannheim and Smarandache curves are established. In
the last section, by giving examples, the subject is supported with visuals and the results are

concretized.

Keywords: 3-Dimensional Galile Space, Curves at a Constant Distance from the Edge of

Regression, Some Special Curves, Smarandache curve



TESEKKUR

Tezimin konusunu belirlememde, tez calismam sirasinda kiymetli bilgi, birikim ve
tecriibeleri ile bana yol gosteren ve yapici elestirileriyle destek olan, kendime olan inancimi
sorguladigim vakitlerde bile bana olan inancini bir an dahi yitirmeyen, bu sayede tezimin
varligimin meydana gelmesinde etkisi azimsanmaycak kadar ¢ok olan degerli danisman hocam
Sayin Dog. Dr. Ali CAKMAK ’a siikranlarim1 sunarim.

Tezimin baglangicindan bitimine kadar benden yardimlarini esirgemeyen, giilen yiiziiyle
her zaman yanimda olan, 6zellikle stresli gecen donemlerimde gosterdigi sabirdan dolay1 aileme

tesekkiirlerimi sunuyorum.
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1. GIRIS

Geometri kelime anlami olarak “yerin olgiilmesi” anlamina gelen; uzay ve uzayda
tasarlanabilen (nokta, diizlem, dogru vs.) bicimleri ve bunlarin birbirleriyle olan iligkilerini
inceleyen bir bilim dalidir. Geometri ¢ok genis bir kavram olup igerisinde bir¢ok islem, uzay ve
ozellik bulunur. Ozellikle son iki yiizyilda cesitli yeni geometriler kesfedildi ve gelistirildi.
Gelistirilen bu geometriler bir¢ok alanda incelendi. Ozellikle A. Cayley ve F. Klein tarafindan
cesitli geometrilerin miimkiin oldugunu ifade etmislerdir.

Bu geometriler arasinda ayni1 zamanda Galile geometrisi de vardir. Galile geometrisi fizikte
de biiyilk bir oneme sahiptir. Galile geometrisi hareket doniisiimleri altinda degismezlerin
teorisidir. Bu geometrinin daha dogru adi, Galile rélativite prensipleriyle birlesen geometridir. Bu
ifade uzun oldugundan kisaca Galile geometrisi ad1 verilmistir.

Bu tezdeki ¢aligma alanimiz olan Galile geometrisinde 6zellikle vektdr carpiminin lineer
olmamasi, burada yapilacak islemlerde geometrideki diger konulara gore daha dikkatli olmamiza
ve islemlerin daha da uzamasma yol agarken bu durum bazen de bazi kolayliklara da yol
agmaktadir. Bundan dolay: Oklid geometrisinde genel durumlar igin ¢dziilemeyen bazi problemler
Galile geometrisinde kolaylikla ¢oziilebilir. Ornegin; bir egrinin egrilik fonksiyonlarina gore genel
konum vektdriiniin belirlenmesi problemi Oklid geometrisinde genel durumlarda ¢dziilemezken
Galile geometrisinde egrinin tiiriine bagl olmaksizin ¢oziilebilir.

Diferansiyel geometri alaninda egriler ve yiizeylerin diferansiyel geometrisi her zaman
arastirmacilar i¢in 6nemli bir ¢alisma alan1 olup bir¢ok ¢alismalar yapilmistir. Son yillarda Galile
ve yari-Galile uzaylarinda egriler ve yiizeyler teorisiyle ilgili aragtirmalar artmistir. Bu uzaylarin
genel bir ¢alismasi ve arastirmasi Roschel ve Divjak tarafindan yapilmustir [1, 2].

Egri kavramiin incelenmeye basladig: ilk anlardan bugiine kadar bir¢ok arastirmaci ilk

olarak egri ilizerinde tanimlanan Frenet ii¢yiizliilerini incelemistir. Frenet elemanlar1 olarak

adlandirilan « ( S) 7 ( S) , T ( S) , N (S) , B (S) ifadeleri kullanilarak egriler hakkinda bir¢ok bilgi

elde edilmistir. Calisilan uzaya gore Frenet elemanlari hakkinda farkliliklar da karsimiza
¢ikmaktadir [3].

Egrilerin diferansiyel geometrisi bircok geometrici tarafindan ele alinarak incelenmistir.
Ozellikle egrinin egriligi ve egrinin burulmas1 gibi kavramlarla egriyi incelemek oldukga
onemlidir. Bir regiiler egrinin teget vektorii sabit bir dogrultu ile sabit bir a¢1 yapiyorsa egri genel
helis veya sabit egimli egri olarak adlandirilir. Bir egrinin genel helis olmas1 i¢in gerek ve yeter

sart



T Ve k oraninin sabit olmasi sonucu 1802 yilinda M. A. Lancret tarafindan ifade edilmis ve ilk
olarak 1845 yilinda B. de Saint Venant tarafindan ispat edilmistir. Eger bu oranda hem egrilik hem
de burulma sifirdan farkli ve sabit iseler egriye dairesel helis denir [4].

Diferansiyel geometride onemli diger bir egri 1850 yilinda J. Bertrand tarafindan bulunan
Bertrand egrileridir. Kisaca, bu egrinin her noktasindaki asli normal vektorii Bertrand gifti denilen

diger bir egrinin de asli normal vektori olur [5].

a ve o egrilerinin normal vektorleri birbiriyle lineer bagimli ise « egrisine Bertrand
egrisi, a” egrisine o egrisinin Bertrand partner egrisi, (a, a*) ikilisine de Bertrand egri ¢ifti

denilmektedir.

Mannheim tarafindan ilk olarak 1878 yilinda ortaya atilmis olan Mannheim egrileri de
Bertrand egrilerine benzer bir 6zelliktedir. Burada da egrinin normali diger egrinin binormali ile
lineer bagimlidir [6].

Sabit sirt uzaklikli egri kavrami ilk defa Hans Vogler tarafindan ortaya atilmistir. O
makalesinde bir uzay egrisinin pseudo rektifiyan torslarina dual karsilik olan, bir tors iizerine
cizilmis sabit sirt uzaklikli egrilerin Frenet catisi tarafindan teskil edilen geometrik 6zelikleri
incelemistir [7]. Daha sonra Hacisalihoglu, bir uzay egrisinin Frenet ¢atisinin egri boyunca
hareketi esnasinda, rektifiyan diizlemine siki suretle bagl bir dogrunun olusturdugu agilamayan
bir ylizey tlizerine ¢izilmis parametre egrilerinin (sabit sirt uzaklikli egrilerden daha genel)
ozeliklerini incelemistir [8]. Tarakci ise, Vogler’in ileri siirdiigii problemde bir egri yerine bir
yiizey almis ve ortaya ¢ikan yeni yiizeye ilk yiizeyin sabit sirt uzaklikli ylizeyi olarak bakmuigstir.
S6z konusu yiizeyler arasindaki geometrik ve diferensiyel geometrik 6zellikleri incelemistir [9].
Daha sonraki yillarda arastirmacilar tarafindan sabit sirt uzaklikli egriler ve yiizeyler lizerine
incelemeler stiregelmistir [10,11,12,13,14,15].

Bu tez ¢alismasinda ise 3-boyutlu Galile uzayinda bazi 6zel egrilerle sabit sirt uzaklikli
egriler arasinda bagmtilar kurulmaya caligilacaktir. Bunun igin ilk olarak 3-boyutlu Galile uzayda
temel tanim ve teoremlere yer verilecektir. Sonra, Frenet elemanlar1 yardimiyla Bertrand, involiit-
evoliit, Mannheim ve Smarandache egrilerinin tanimlar1 yapilacak ve ozellikleri ele alinacaktir.
Daha sonra asil inceleme konumuzu olusturan [16] daki bulgular incelenerek yukarida bahsi gegen
0zel egrilerle sabit sirt uzaklikli egriler arasinda iliskiler kurarak o6zel egri ¢ifti olusturup
olusturmayacaklar1 arastirilacaktir. Son olarak 3-boyutlu Galile uzayinda Smarandache egrileri

izotropik olma veya olmama durumuna gore sabit sirt uzaklikli egrinin T N,, T, B, ve T, N, B,

egrileri elde edilecektir.



Dort boliimden olusmasi olusan bu g¢alisma, giris boliimiinden sonra temel tanim ve
kavramlara yer verilerek 6zel egriler incelenecektir. Asil ¢alisma alanimiz {igiincii boliim bulgular
kisminda yer alacaktir. Biitiin bu g¢alismalarda SWP ve Mathematica programiyla sekil ve
grafiklere yer verilerek gorseller yardimiyla 6rneklendirmeler yapilacaktir. Dordiincii boliimde ise

bu ¢alismamizda elde edilen sonuglar verilecektir.



2. MATERYAL VE YONTEM

Bu béliimde, ¢alisma alanimiza kaynaklik eden Galile uzayi ile ilgili temel tanim ve
teoremler {izerinde durulacaktir. Daha sonra, 3-boyutlu Oklid uzay1 ve 3-boyutlu Galile uzayinda
sirasiyla helis, Bertand, Mannheim, involiit-evoliit egrileri ve Smarandache egrilerinin tanimlari
yapilacaktir. Bu egrilerin Frenet ¢at1 elemanlari arasindaki bagintilar belirtilecektir. Son kisimda

calismamizin temelini olusturan [16] daki bulgular ele alinacaktir.
2.1. 3-Boyutlu Galile Uzayr

Tamm 2.1.1. (Galile Skaler Carpim)
3-boyutlu Galile uzay1 G, de; A=(x,y,z) ve B=(x,Y,,z) vektorleri verilmis olsun. Bu
durumda bu iki vektoriin skaler ¢arpimi;

XX, , Xx#=0veya x #0
(A,B)G:A.B:{Xl L
yy,+2z,, X=0 vex =0

seklinde olur [17].

Tamim 2.1.2. (Galile Uzayinda Iki Vektoriin Dikligi)

3-boyutlu Galile uzayinda Xx,y,z vektdrleri verilsin, A=(x,y,z) ve B=(X,V,,z) vektorleri

olsun. Bu durumda AB =0 ise bu vekorlere Galile uzayinda Galile anlaminda vektorler diktirler
denir [17].

Tamim 2.1.3. (Norm)

A=(X,Y,z) vektoriiniin Galile normu,

i ¥, x#0
Al =

¢ |y +z2, x=0
seklinde olur [17].

Tamim 2.1.4. (izotropik Vektor)

Bir A=(X,Y,z) eG, vektoriinde x=0 ise A vektoriine izotropik vektordiir, eger X # 0 ise



A vektoriine izotropik vektor degildir denir [17].

Tanim 2.1.5. (Galile Vektorel Carpimi)
A=(X,Y,,2) ve B=(X,,Y,,2,) €G, olsun. A ve B Galile vektérel garpimi

0 e &g
AxgB=Ix, vy 7
XZ y2 ZZ
bicimindedir. Eger x, =0, X, =0 ise
el e2 e3
Ax;B=|0 vy, Z
0 v, 1
seklinde tanimlanir [17, 18].
2.2. 3-Boyutlu Galile Uzayinda Egriler
Tamm 2.2.1. (Egri)
G, de bir o doniistimii
a:l1->G,,

a(t) = (x(t), y(t), 2(1))
seklinde olsun. Bu ifadede x(t), y(t), z(t) € C® (siirekli diferansiyellenebilen fonksiyonlar) ve t € I
'dir. Burada o doniisimiine G, de bir egri denir. «(t), G; de bir egri ve bu durumda eger

X'(t) #0 olursa «(t) egrisine regiilerdir denir [19].

Tanmim 2.2.2. (Yay uzunluk parametresi)
G, de bir o regiiler egrisi

a(t) = (x(t), y(t), z(t))
olarak verilsin. Bu egrinin yay uzunluk parametresi

ds = [x'(t)dt| = |dX]

seklinde olur. & egrisinin yay uzunlugu ise ds =dx ve s=x olarak elde edilir [19].

Galile uzayinda yay parametresine gore egri parametrelendirilirse egri

a(x) = (X, y(x),2(x))



bi¢iminde olur.

| = R agik araliginda
a:l >G;,
a(x) = (X, y(x),2(x))
egrisi verilsin. Bu durumda y,z:l1 —R fonksiyonuna o« egrisine ait Galile koordinat
fonksiyonlart ad1 verilir. (x) de X’e gore tiirev alinirsa;
a'(x) =@ y'(x),2'(x))
bulunur. Burada ||05'(X)||G =1 oldugundan, « egrisinin Galile uzaymnda birim hizli bir egri oldugu

goriilmis olur [19].

Tamm 2.2.3. (Galile Uzayinda Egrinin Serret-Frenet Catisi)
I =R acik araliginda

a:l >G;,
a(X) = (X, y(x), z(x))
egrisi verilsin. Burada « ard arda iki defa tiirevlenirse;
a'(x) = (L y'(x), 2'(x))
a"(x) =(0,y"(x),2"(x))
esitlikleri bulunur. ||0£'(X)||G =1 olacagindan,
T(X) =@ y'(x),Z'(x))
olur ki; bu vektore egrinin teget vektori denir. Bu tiirevlerin i¢ ¢arpimi alinirsa;
a'(x).a"(x)=0
olur. Bu demektir ki; a'(x) L a"(x) olup, a"(x), T(x) vektoriine diktir. Boylece egrinin birim
normal vektorii

_a'(x)
N ol

biciminde hasaplanir. Egrinin parametrik ifadesindeki degerler kullanilirsa;

1 " "
N () = (0,y"(x),'(¥)
JY2 0 +27(x)
denklemi bulunur. Son olarak, egrinin birim binormal vektorti;
1 " "
B (0,=2"(x), y"(x))

()=
VY0 +27(x)



olarak elde edilir. Boylece G, de elde edilen {T (x), N(x), B(X)} catisina birim hizli egriler igin

Serret-Frenet catis1 adi verilir [20].

Onerme 2.2.4. 3-boyutlu Galile uzayinda birim hizli o egrisi igin, Frenet formiilleri;

T'(x) 0 x(Xx) O T(X)
N'(x) |=| 0 0 7(X) || N(X)
B'(X) 0 —-z(u) O B(x)

bi¢iminde olup, bu durumda x egrilik ve 7 burulma fonksiyonlari

K (X) =\ Y"2(X) + 2"2(X)

_det(e'(x),a"(x), " (X))
- K (x)

7(x)

denklemleriyle verirlir [20].

Tamim 2.2.5. (Birim Hizhi Olmayan Egriler I¢in Egrilik)

G,, Galile uzaymnda birim hizli olmayan bir f:1c R — G, egrisi i¢in egrilik ise

ﬂ!x ﬁ"
| f I

G

seklinde tanimlidir [21].

2.3. 3-Boyutlu OKklid ve Galile Uzayinda Baz1 Ozel Egriler

2.3.1. 3-Boyutlu Oklid ve Galile Uzayinda Helis Egrisi

Tamm 2.3.1.1. (Helis Egrisi)

Sabit a uzunlugundaki AB dogru parcasi bir dogruya (mesela O, eksenine) dik olarak baglansin

ve bu dogru parcasinin bir ucu dik dogru boyunca hareket ettirilsin. Eger, bu hareket eden A ug
noktasinin O baslangicindan olan OA uzakligi, dogru par¢asinin OX ekseni ile yaptig1 ¢ donme
acistyla orantili olursa (OA=bg), bu takdirde diger B u¢ noktasinin ¢izdigi egriye helis egrisi
denir (sekil 2.1) [22].

Tamm 2.3.1.2. E® uzaymnda bir  egrisinin birim teget vektor alant T olsun. T vektor alan,

belirli bir u vektort ile sabit ag1 yapiyorsa « egrisine bir helis ad1 verilir [5].



Sekil 2.1. Helis egrisi

Teorem 2.3.1.3. E® de bir egrinin helis egrisi olabilmesi i¢in L nin sabit olmas gerekir.
K

Ispat: a(t) = (acos(t),asmn(),br) parametrik denklemi ile verilen helis egrisini ele alalim. Bu
durumda
a'(t) = (—asin(t),acos(t),b)
a"(t) = (—acos(t), —asin(t),0)
a" (t) = (asin(t), —acos(t), 0)

tirevleri yardimiyla « ve 7

_lle'xa’]

et

a,a",a

| m
r= 2

||a' xa"
oldugundan dolay1 buradan da
(o, a",a™) =ba’
olarak hesap edilir. Boylece

||a'xa”||2 =+a*+a%’

| =ava? +b?

al X a”




Jo = (767

oldugundan 7 ve x hesaplanip oranlandiginda

o b
a’+b?

@
a’ +b?
r b
K a

sabit olarak elde edilir [22].

Tamm 2.3.1.4. «; G, 3-boyutlu Galile uzayinda bir egri ve {T,N,B} de a nm Frenet ¢atisi

olsun. Eger x ve 7, a boyunca pozitif sabitlerse 0 zaman « Frenet catisina gore bir dairesel

helis olarak isimlendirilir [23].

Tamm 2.3.1.5. ; G, 3-boyutlu Galile uzayinda bir egri ve {T,N,B}, a egrisi boyunca Frenet

catis1 olsun; eger

_ sabit
.

olmak iizere @ Frenet catisina gore bir genel helis olarak isimlendirilir [23].
2.3.2. 3- Boyutlu Oklid ve Galile Uzayinda Bertrand Egrileri

1850°de J.Bertrand tarafindan kesfedilen Bertrand egrileri 6zel egri teorisinin 6nemli,
klasik ve en ilging konularindan biridir. Bir Bertrand egrisi asli normallerini diger 6zel egriyle
paylasan bir 6zel egri olarak tanimlanir. (Bertrand esi diye adlandirilir).Bertrand egrileri egrilik ve

burulmasinin lineer baglantili oldugu 6zel egriler olarak karakterize edilirler [21].

Tamim 2.3.2.1. (Bertrand Egri Cifti)

M, N cE?® egrileri sirasiyla (I ,a),(l, ) koordinat kosuluklari ile verilsin.vsel ya karsilik
gelen a(s)eM ve B(s)eN noktalarinda M veN nin {T,N,B} ve {T*,N*,B*} Frenet i¢
ayaklilar ile verildiginde Vsel i¢cin {N,N"} ikilisi lineer bagimli ise (I\/l,N) egri ciftine

Bertrand egri ¢ifti denir [24].



—
-

B*

Sekil 2.2. Bertrand egri ¢ifti

Teorem 2.3.2.2. E° de M ve N Bertrand egri ¢ifti olmak {izere; M ve N sirasi ile (I, ) ve

(1, B) koordinat komsuluklart ile verilsin. Vs e | i¢in d(a(s), £(S)) sabittir [24].

Ispat: M ve N Bertrand egri ¢ifti oldugundan
B(S) =a(s)+AN(s)

yazilabilir. Bu ifade diferansiyellenirse,

ABG) 1495 _ (1 1T + 2N+ 4B
ds ds

olur. Bu durumda N ve N liner bagimh ve (T*,N")=0 dan (T*,N}=0 olup,
A'=0
bulunur. Boylece;
B(s) = a(s)+ AN(s)
ve
d(a(s), B(s)) = |a()B(")|| =||B(s7) - a(s)]| = |AN ()] = |A]

esitliklerinden A sabit olarak elde edilmis olur [24].

Tamm 2.3.2.3. (G, de Bertrand Egrisi)

G, de o ve o egrilerinin egrilikleri ve burulmalar1 sifirdan farkli olsun. Yani Vs el i¢in
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x,(s)#0, x,"(s)#0, 7,(s)#0, 7,(s)=0
olsun. Ayrica ar Ve " egrilerinin Frenet gatilan sirasiyla {T, ,N,,,B,} ve {T;, N, Ba} seklinde
olsunlar. Vsel noktasindaki & ve «" 1n asli normalleri birbirine paralel oluyorsa diger bir
deyisle lineer bagimli ise bu egrilere G, de Bertrand egrileri denir. (a,a*) egri ¢iftine de G, de
bir Bertrand egri ¢ifti denir.
o’ egrisine « 'nin Bertrand partner egrisi ve ayni sekilde « egrisine de o 'in Bertrand es
egrisi denir. Tanimdan (a,a*) Bertrand egri ¢ifti igin, u*(s*(s))zu(s) olan bir s"=s"(s)

fonksiyonel bagintisi vardir. O zaman, (a , a*) G, de bir Bertrand egri gifti olmak tizere,

a’(s)=a(s)+u(s)N,(s)

yazilabilir [25].
2.3.3. 3- Boyutlu OKlid ve Galile Uzayinda Iinvoliit ve Evoliit Egrileri

Tamim 2.3.3.1. (involiit ve Evoliit Egri)

M c E®, (I, ) koordinat komsuluguile N — E* (1, 8) koordinat komsulugu ile verilmis bir egri
olsun. M ve N egrilerinin Frenet ti¢ ayaklilar1 sirasiyla {T,N,B} ve {T*,N*,B"} olsun. Eger,
(T(s),T*(s)) =0 ise yani a nintegeti B nin asli normali ise B ya « nin involiitii denir ve « ya

da B nn evoliitii denir [24].

Teorem 2.3.3.2. M, E*de (I, ) koordinat komsuluklar1 ile N ise («, ) koordinat komsuluklar:

ile verilsin. M ve N c E® de involiit evoliit egri ¢ifti olsun. Burada Vs € |, ¢ = sabit icin

d(a(s), B(s)) =|c 5|
dir [24].

Tamim 2.3.3.3. (G, de involiit ve Evoliit Egrileri)
a ve o; G, Galile uzaynda iki egri olsun, eger a(S) noktasindaki « egrisinin teget vektori
a’ (S) noktasinda " egrisinin teget vektorii boyunca gegiyorsa ve <T,T*> =0 ise a’, o egrisinin

involiti olarak isimlendirilir.

11



Burada {T,N,B} ve {T*,N*,B*} sirastyla o ve o mn Frenet catilaridir. Ustelik o egrisi,

o egrisinin evoliitii olarak adlandirilir [26].

Sekil 2.3. Involiit-evoliit egri ¢ifti
2.3.4. 3-Boyutlu OKlid ve Galile Uzayinda Mannheim Egrileri

Tamm 2.3.4.1. (Mannheim Egri Cifti)

E®de M ve N sirasiyla {I,a},{l, f} koordinat komsuluklariyla verilsin.s € | ya karsilik gelen
a(s)e M ve f(s) e N noktalarinda M ve N nin {T,N,B} ve {T",N*,B"} Ferenet ii¢ ayaklilari

verildiginde {N,B*} ikilisi lineer bagimli ise (M, N) egri ¢iftine Mannheim egri ¢ifti denir [27].

Teorem 2.3.4.2. M ve N Mannheim egri ¢ifti olsun. M ve N sirasi ile {I,a},{l, #} koordinat
komsuluklariyla verilsin. Vs e | i¢in d(a(s), £(s)) sabittir [27].

Tamim 2.3.4.3. (G, de Mannheim Egrileri)
G, 3-boyutlu Galile uzayinda iki egri @ ve & olsun. ¢ 1n binormal dogrusu & nin birim normal
dogrusu ise & ve o a Mannheim egrileri denir. (a,a*) ciftine ise Mannheim egri ¢ifti denir

[28].

Teorem 2.3.4.4. a, G, Galile uzaymda bir egri olsun. Bu durumda ¢ nin bir Mannheim egrisi

olmasi igin gerek ve yeter sart o nin x, egriligi ve 7, burulmasi ve bir ¢ sabiti i¢in

)
K, =Ct,

a

esitliginin saglanmasidir [28].
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Ispat: a =« (S) regliler Mannheim egrisi olmak lizere « nin Frenet catist {T,N,B} ticliisii olsun.
Diger taraftan o =a*(s) egrisinin binormal dogrultusu « egrisinin normali ile c¢akisan bir
regiiler egri olsun. Bu durumda «” i Frenet ¢at1 alanini da {T* ,N*,B*} olarak gosterelim.
Burada B*(S*)ziN(s) dir. o egrisi; ¢(s)#0 olmak iizere S yay uzunluguna gdre bir c(s)
fonksiyonu igin

a(s)=a(s)+c(s)N(s)
formunda yazilabilir. Bu son esitligin S ye gore tlirevi

a’=T+cN+cr,B

dir. &" 1n binormali & nin normali ile ¢akistigindan ¢'=0 olur. Bu durumda ¢ sabit olup, s ye

esitligi bulunur. N'; " 1n binormal dogrultusunda olacagindan
K, —Cr.=0
olur.

Tersine, o G, de bir egri ve

olsun. Bir ¢ sabiti igin
a"(s)=a(s)+cN(s)

egrisi N(s) binormal dogrultusuna sahiptir. Bdylece ispat tamamlanr.

2.3.5. 3-Boyutlu Oklid ve Galile Uzayinda Frenet Catisina Gore Smarandache Egrileri

o= a(s) ve f=0 (S*) 3-boyutlu Oklid uzayinda birim hizli regiiler egriler olsunlar.

Burada « nin Serret-Frenet catist {T, N, B} olarak verilsin. Bu durumda TN -Smarandache

egrisi, NB -Smarandache egrisi ve TNB - Smarandache egrisi asagidaki gibi tanimlanirlar [29].

Tamm 2.3.5.1. @ =«(s) ; E® de bir birim hizli regiiler egri olsun. {T, N, B} de & nin Serret -

Frenet catisi olarak verildiginde TN -Smarandache egrisi asagida verilen
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B(s)=—=(T+N)

-

denklemi ile tanimlanir [29].

Tamm 2.35.2. @ =a(s) ; E® de bir birim hizl regiiler egri olsun. {T, N, B} de & nin Serret -

Frenet ¢atisi olarak verildiginde NB -Smarandache egrisi asagida verilen
* 1
pAls )J=—=(N+B
()= (n+p)

denklemi ile gosterilir [29].

Tanmm 2.3.5.3. a = a(s) ; E* de bir birim hizl1 regiiler egri olsun. {T, N, B} de o nin Serret -

Frenet catis1 olarak verildiginde TNB -Smarandache egrisi asagida verilen
* 1
pls )=—=(T+N+B
(§)= S renen)

denklemiyle ifade edilir [29].

Tamim 2.3.5.4. Minkowski uzay-zamanda konum vektorii; baska bir regiiler egrinin Frenet gati

vektorleriyle meydana gelen bir regiiler egri; bir Smarandache egrisi olarak isimlendirilir [30].

Yukaridaki tanim 1s181nda, Galile uzayinda gecerli egriler i¢in tanimi1 sdyle ifade edebiliriz:

Tamm 2.3.5.5. @ =a(s) Galile 3-uzayinda regiiler bir egri ve {T, N, B} ; o nin Serret-Frenet

catisi olsun. TN -Smarandache, TB - Smarandache ve TNB - Smarandache egrileri sirasiyla;

o = T+N
"N
o = T+B
®oIrBl
T+N+B

“re TN+ B

olarak tanimlanir [31].
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2.4. 3-Boyutlu OKklid ve Galile Uzayinda Sabit Sirt Uzaklikh Egriler

2.4.1. 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Sabit Sirt Uzaklikh Egriler

Tamim 2.4.1.1. «, 3-boyutlu Oklid uzayinda bir egri, & nin bir P = a(s) noktasindaki Serret-
Frenet ii¢ ayaklist {T, N, B} olsun. d,,d,,d, eR i¢in d/ +d} +d? =1
olmak tizere;
d=d,T+d,N+d,B
vektoriine {T, N, B} ye sik1 suretle bagli vektor, P noktasindan gegen ve d dogrultusundaki
k dogrusuna {T, N, B} ye siki suretle bagl dogru denir [8, 9].
Tamim 2.4.1.2. «, 3-boyutlu Oklid uzayimnda bir egri ve o nm bir P noktasindaki Serret-Frenet

ii¢ ayaklist {T, N, B} olsun. {T, N, B} ye siki suretle bagl k dogrusu iizerindeki P den sabit

bir r uzakligindaki nokta P, ile gdsterilmis olsun. {T, N, B} nin egri iizerinde hareketi boyunca

r

P noktasinin ¢izdigi geometrik yer olan ¢, egrisine & egrisinin sabit sirt uzaklikl egrisi denir

I8, 9.

a(s) =)

Oc () d

0
Sekil 2.4. Sabit sirt uzaklikli egri

2.4.2. 3-Boyutlu Galile Uzayinda Sabit Sirt Uzakhkh Egriler

Tamm 2.4.2.1. «; G, de bir egri ve o nin bir P =(s) noktasinda Frenet ii¢ ayaklis1 {T,N,B}
ve P noktasindan sabit bir r uzakligindaki nokta P. olsun. {T,N, B} nin egri boyunca hareketi
esnasinda P. noktasinin geometrik yeri olan o, =« +rd egrisine « egrisinin sabit sirt uzaklikl
egrisi denir [16].

15



Burada d =(d,,d,,d,) vektdrii, d,,d,,d, € R sabit sayilar ve d*=1 ya da |d|=1 olmak

lizere,

d, T, dizotropik degilse
d,N+d,B, dizotropikse

olarak tanimlanir [16].

Buna gore; «, sabit sirt uzaklikli egrisini iki durumda incelemek gerekir.

1. d izotropik degilse: Bu durumdad, =0 ve d’ =1 olur ki d =%T olur. O halde « egrisinin

sabit sirt uzaklikli egrisi d =T olmak {izere;
a,(S)=a(s)+rT(s)

olur [16]. Bu durumda asagidaki teoremleri yazabiliriz:

Teorem 2.4.2.2. Eger «(S) egrisi S yay uzunluk parametresi ile verilmisse o zaman « egrisinin

sabit sirt uzaklikli egrisi de S yay uzunluk parametresi ile yazilabilir [16].

Ispat: a(s) egrisi s yay uzunluk parametresi ile verilmis olsun. o, egrisi @ nin d izotropik
olmayan vektoriine gore sabit sirt uzaklikli egrisi olmak tizere

a,(S)=a(s)+rT(s)
esitliginde her iki tarafin tiirevi alinarak normlanirsa;

e )]s =]

elde edilir. Bu demektir ki, |, (S)||G =1 olup, o egrisinin sabit sirt uzaklikli egrisi de S yay

a'(s)+rT'(s) .

uzunluk parametrelidir.

Teorem 2.4.2.3. «(S), G, de s yay uzunluk parametresi ile verilmis bir egri ve ¢, ; o egrisinin

i
sabit sirt uzakliklt egrisi olsun. Eger o ve ¢, nin sirasiyla Frenet vektorleri {T, N, B} ve

{Tr, N,, Br} ; egrilikleri x, 7 ve k

., 7, olmak lzere,

T, =T+rxN

- 1 !
NF_Z[(K+ rc' )N+ riczB |
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[— 1 _ ’
Br—;[ rciN +(x +ric )B]

r

K, = \/K'z +2rxK’ +1r? (K'2 +K2T2)
ve

2 2 2 2
KT+HIKT +r (K' 2'+KK'T'—/<7<"2')

T, =

2
Kr

bagintilart saglanir [16].

Ispat: o, (s)=a(s)+rT(s) ifadesinde her iki tarafin tiirevi alinarak ve Galile 3-uzayinda Frenet
formiilleri kullanilarak
o, =T =T+rxN
olur. Benzer sekilde S e gore ikinci tiirev alinarak ve yine Galile 3-uzayinda Frenet formiilleri
kullanilarak
a;'=(x+rx’'N)+rxrB

elde edilir. Onerme 2.2.4 den egrilik hesaplama formiilii kullanilarak,

K, = \/K‘Z +2rxK’ +1r? (K"Z + K‘2T2)
bulunur. Tanim 2.2.3 de belirtildigi gibi N(x) = % oldugundan N, esitligi kolayca elde
a (X
G
1
\/y”2 (X) + 2”2 (X)

edilir. Boylece yine Tanim 2.2.3 den B(X) = (0,-2"(x), y"(x)) esitliginden

1 /
Br—K[ I'K'ZN+(K'+T'K')B:|

r

bulunur. Son olarak Onerme 2.2.4 yardimiyla burulma degeri

KT+’ +r? (K'Zr + kKT — mc"r)

T, =

2
Kl’

olarak elde edilir.

Teorem 2.4.2.4. a(s), G, de s yay uzunluk parametresi ile verilmis bir egri ve ¢, ; a egrisinin

sabit sirt uzaklikli egrisi olsun. Eger «, dairesel helis ise «, de dairesel helis olur [16].
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Ispat: Teorem 2.4.2.3. den bilindigi gibi o, sabit sirt uzaklikli egrisinin egrilik ve burulmasi

sirastyla;

K, = \/(K‘+ r’)’ +(raz)’

(rc+ r;c’)(rm" +7(k+rx’)+ rzr(lczrz + K" —K‘K”))

Tr:

(c+ rlc')2 +(r1<z')2
seklinde olur. Eger o egrisi helis ise 7ve x sabit oldugundan
olur. Ayrica

2 2.2 2
K(K’T)—i— rix?ss T(K +Ir'xr )
T = =

Kk’ K*+rix’e?
oldugundan; buradan da
T, =T
elde edilir.
T T :
L= = sabit
Ke & +(rxr)

oldugundan e, egrisi de bir helis olur.

2. d izotropik ise: Bu durumda d, =0, d’+d’ =1 olur ki; d =d,N+d,B dir. O halde «
egrisinin sabit sirt uzaklikli egrisi
a.(s)=a(s)+rd
esitliginden
a,(S) =a(s) +,N(s)+,B(s)
denklemi elde edilir [16]. Burada r,,r, € R olmak iizere,
r,=rd, ve r,=rd,

olarak ele alinmistir. Boylece asagidaki teoremler yazilabilir:

Teorem 2.4.2.5. Eger «(S) egrisi S yay uzunluk parametresi ile verilmisse o zaman « egrisinin

sabit sirt uzaklikli egrisi «, () de s yay uzunluk parametresi ile verilebilir [16].
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Ispat: a(s) egrisi S yay uzunluk parametresi ile verilmis olsun. «, efrisi @ nin d izotropik
vektoriine gore sabit sirt uzaklikli egrisi olmak tizere

o, (S) =a(s) +,N(s)+,B(s)
esitliginde her iki tarafin tiirevi alinarak normlanirsa;

Jexs )]s =

elde edilir. Bu demektir ki, ||0{r (S)||G =1 olup, o egrisinin sabit sirt uzaklikli egrisi de S yay

OC’(S) + er'(S) + r3B'(S)||G

uzunluk parametrelidir.

Teorem 2.4.2.6. a(s), G, de s yay uzunluk parametresi ile verilmis bir egri ve «, ; a egrisinin

sabit sirt uzaklikli egrisi olsun. Eger o ve ¢, min sirasiyla Frenet vektorleri {T, N, B} ve
{T,, N,, B}, egrilikleri x, 7 ve x,, 7, olmak iizere asagidaki bagntilar saglanir [16].

T, =T-r,N+r,B

1
N, = —[(K‘— r,e” — )N+ (rs - raz'z)B]
Kl"
B, = i|:(—I’zr’ + )N+ (k1,77 - gr')B}
K

r

K, = \/K'Z +(I‘22 + rsz)(r4 +z"2)—21((r22'2 + r3r')
ve

k2T +(rf +1}) (22’1'2 — rzz'”) +1, (k" — k't )+, (K'z'z — ZKTT’)
r 2

K

Ispat: o (s) = a(s) +rT(s) ifadesinde her iki tarafin tiirevi alinarak ve 3-boyutlu Galile uzayinda
Frenet formiilleri kullanilarak
o =T, =T-r,IN+r,B
olur. Benzer sekilde S e gore ikinci tlirev alinarak ve yine 3-boyutlu Galile uzayinda Frenet
formiilleri kullanilarak
a,)'= (K‘— re’ — rs'r') N +(r21' - I’Srz) B

olur. Onerme 2.2.4 den,

K, = \/K'Z +(r22 + rs?‘)(r4 +r'2)— 2K‘(I’2’[2 + rBT’)
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bulunur. Tanim 2.2.3 de belirtildigi gibi N(x) = % oldugundan N, esitligi kolayca elde
a (X
G

1
JY2 0 +27(x)

edilir. Boylece yine Tanim 2.2.3 den B(X) =

(0,-z2"(x), y"(x)) esitliginden

1
B, = —[(—rzz" + 1,0 )N+ (k- 1,07 - r3z")B]
K,

r
r

olarak bulunur. Son olarak Onerme 2.2.4 yardimiyla burulma degeri

~ KT+ (17 +17) (277’2 — rzr") +1 (k" - k') +1, (K’rz - Zm'z")
r 2

Ky

T

biciminde elde edilir.

Teorem 2.4.2.7. a(s), G, de s yay uzunluk parametresi ile verilmis bir egri ve ¢, ; o egrisinin

sabit sirt uzaklikli egrisi olsun. Eger «, dairesel helis ise «, de dairesel helis olur [16].

Ispat: Teorem 2.4.2.6. dan bilindigi gibi «, sabit sirt uzaklikli egrisinin egrilik ve burulma

degerleri sisirasiyla;

K, = \/(K‘+ r’)’ +(raz)’
ve

(K+ rK’)(rKT' + Z'(K-l— I’K')+ rzr(lczrz + K" —KK'"))

T, =

2 2
(c+rx") +(rx7)
olup, eger « helis egrisiise 7 Ve x sabit olarak ele alinir ve denklemlerde yerine yazilirsa,
2\2 | 2 4
K, :\/(K‘—I’ZT )+t

(r22 +17 )z‘s +1, (—2KT3)+ KT

T, =
(17 +12)e" =1y (20 ) + &2
olarak hesap edilir. Goriildigi gibi yine bu durumda da ¥t hin sabit oldugu goriiliir.
K

Ozel olarak r, =r, olarak ele alinirsa,

bulunur.
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3. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde ilk olarak, 2.boliimde bahsi gegen 3-boyutlu Galile uzayinda bazi 6zel egriler
ve ayn1 kisimda verilen ilgili calismalar gézoniine alinarak; Galile uzayinda ki 6zel egrilerle, bu
egrilerin sabit sirt uzaklikli egrileri arasinda Frenet cati elemanlar1 yardimiyla, bazi bagintilar elde
edilecektir. Daha sonra elde edilen bulgular 6rneklerle desteklenecek ve son olarak, SWP programi

yardimiyla verilen 6rneklerin sekilleri ¢izilecektir.

3.1. izotropik Olmayan d Vektoriine Gore Elde Edilen Sabit Sirt Uzaklikh Egriler ile Baz
Ozel Egriler Arasindaki Bagintilar

G, de bir egrinin sabit sirt uzaklikli egrisi bulunurken, 2.4.2 baslik altinda belirtildigi gibi

d vektoriiniin izotropik ve non-izotropik olma durumuna goére iki durumda ele alinmisti. Bu
baslikta baz1 6zel egriler olan Bertrand, involiit-evoliit ve Mannheim egrileri igin d vektoriiniin
izotropik olmadig1 duruma gore regiiler bir egrinin sabit sirt uzaklikli egrisi ile bir egri ¢ifti yani
Bertrand, Mannheim ve involiit-evoliit egri ¢ifti olusturup olusturmadig: arastirilacaktir. Bunun

yanisira, G, de bir egrinin sabit sirt uzaklikli egrisinin Smarandache egrileri elde edilecektir.

Teorem 3.1.1. G, de s yay uzunluk parametreli o egrisinin
a,(S)=a(s)+rT(s)

ile taniml1 sabit sirt uzakli egrisi olmak iizere («, ¢, ) ikilisi bir Bertrand egri ¢ifti olusturmaz.

Ispat: Tanim 2.3.2.3. den bilindigi gibi Vsel noktasindaki & ve «, 1n normalleri birbirine

paralel oluyorsa diger bir deyisle lineer bagimli ise bu egrilere G, de Bertrand egrisi denir. O
halde;
o, =a+1T
egrisinin S e gore birinci tiirevi alinarak
o, =T, =T+rN

elde edilir. Teorem 2.4.2.3. de verildigi lizere, N, vektorii

1 :
N, = . [(K'-l— re )N+I’K'TB:|
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oldugundan N ile N, vektoriiniin lineer bagimli olmadig1

r
Nx, N, = —2T

K,

esitliginden goriilmektedir. Boylece (&, «r,) bir Bertrand egri ¢ifti olusturmaz.

Sonuc 3.1.2. Teorem 3.1.1 de ifade edilen («, ¢,) ikilisinin bir Bertrand egri ¢ifti olusturmasi igin

gerek ve yeter sart ¢ egrisinin bir diizlem egrisi olmasidir (r =0).

Teorem 3.1.3. G, de s yay uzunluk parametreli o egrisinin
o, (S)=a(s)+rT(s)

ile taniml1 sabit sirt uzakli egrisi olmak iizere (&, ¢,) ikilisi involiit-evoliit egri ¢ifti olusturmazlar.

Ispat: Tamim 2.3.3.3. den biliyoruz ki a ve a, ; G, Galile uzaymda iki egri olmak iizere, eger
a(s) noktasinda ¢ egrisinin teget vektorii «, (S) noktasinda Ki ¢, egrisinin teget vektorii
boyunca geciyorsa ve <T,Tr>G =0ise @,, o egrisinin involiitii; o egrisi, ¢, egrisinin evoliitl

olarak adlandirilir.

O halde o, G, de yay uzunluk parametreli bir egri &, = +rT; « nin sabit sirt uzaklh
egrisi olsun. & ve ¢, nin tegetlerinin dikligine bakalim:
a'=Tveqg =T, =T+rsN
olduguna gore,
(T,T+rN), #0

bulundugundan T ve T, dik olmaz. Budurumda o ve ¢, involiit-evoliit egri ¢ifti olusturmaz.

Teorem 3.1.4. G, de s parametereli ve x egriligi birim hizli bir & egrisinin
o, =a+1rT
ile taniml1 sabit sirt uzakl egrisi olmak tizere, (e, ¢, ) ikilisinin bir Mannheim egri ¢ifti olmasi igin

gerek ve yeter sart

S

k(s)=ce "

esitliginin saglanmasidir.
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Ispat: Tamim 2.3.4.3. den bilindigi gibi o, 1n binormal dogrusu ¢ nin birim normal dogrusu ise
o Ve o, € Mannheim egrileri denir. (a,a, ) ¢iftine ise Mannheim egri ¢ifti denir. O halde,
o, =a+rT
egrisinin S e gore birinci tlirevi alinarak
o =T,=T+ruN
elde edilir. Teorem 2.4.2.3 de verildigi lizere, B, vektorii

_1r :
Br—;[ rcN +(x+rx')B]

r

oldugundan N ile B, vektoriiniin lineer bagimliligt x+rx’=0 esitligi ile miimkiindiir. Bu

diferansiyel denklem ¢oziiliirse ¢, € R olmak iizere,

S

k(s)=ce "

olur.

S}

Tersine, x(s) = cle_? olarak alinirsa K +rx’ =0 olup N ile B, vektoriiniin lineer bagimli

oldugu asikardir.

S

k(s)=ce " esitliginde r=1 ve ¢, =1i¢in
k(s)=e"*
olur ve z(s)=s i¢in Mathematica programi yardimiyla ¢izilen Mannheim egri Sekil 3.1. de

gorilmektedir.

Sekil 3.1. G, de Mannheim egrisi (x(S)=e"° ve 7(s)=5)
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Teorem 3.1.5. G, de s yay uzunluk parametreli « egrilikli ve 7 torsiyonlu bir ¢ egrisinin sabit

sirt uzaklikli egrisi
o, (S)=a(s)+rT(s)
olsun. ¢, nin Frenet elemanlar1 Teorem 2.4.2.3. te ki gibi olmak iizere «,(S) egrisinin sirasiyla

T,N,, T,B, ve T,N B, -Smarandache egrileri

1 :
(@), =T+ ;[(/ﬁt ricc, + T )N+ riczB |

r

1 :
() p, = T+;[(rmcr —rxr)N+(k+rK )B]

r

(@) e :T+i|:(’(+r’f’<r+rK’_rKT)N+(K+rKr+rK')B]
Y K,

r

bi¢iminde olur.

Ispat: Tanim 2.3.5.5. gbzoniine alinarak, Galile 3-uzayinda «, sabit sirt uzaklikl egrisinin T,N,

-Smarandache, T,B,- Smarandache ve T,N B, - Smarandache egrileri sirastyla;

(@) T, +N,
T N
__TL+B,
(ar)TrBr - ”Tr +Nr||G !
_ T,+N,+B,
(ar)TrN,Br - ”Tr +Nr +Br||G

esitlikleri ile bulunur. O halde, ¢, nin Frenet elamanlar1 Teorem 2.4.2.3 belirtildigi gibi olmak

tizere, &, nin T,N, -Smarandache egrisi;

T+(K+ ric+ ]N+WB T+ rKN+i|:(K‘+ rzc’)N+rmB]
K, K, K, K

(@ )N, = = 7
o [Te+ N e+ N

olur ve burada T, + N, [ =1 oldugundan,
1 :
(@), = T+;[(K+ ricic, + 1" )N+ rizB |

r

elde edilir. o, nin T,B,-Smarandache egrisi;
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T+ rr<N+i[—rmN+(K+ rK’)B]
T, +B, K,

— r
T, +N,| H

(ar)TrBr = | 1
T+rxN +—[—rmN+(/c+ rK’)B]
Kr

G

olur ve gerekli diizenlemeler yapildiginda;

T+[r1c— r’“}N#”“ B

K, K,
(ar)TB =
o rxr K+rx’
T+| re—— [N+ B
K, K, .

elde edilir. =1 oldugundan,

T+[r1<— rKT]N+K+ rg B

K,

G

1 :
(@ )y = T—i—;l:(l’l(l(’r —rir)N+(k+rK )B:l

r

bulunur. ¢, nin T,N B, -Smarandache egrisi

A T, +N, +B,
|IT, +N, +B,|

(ar)T,N,Br

T+ I’Id\1+i|:(l(+ re’ )N+ rKrB]+i[—rmN+(r<+ rK’)B]
K

KI’ r

(ar)TrNrB, =

K,

1 , 1. ,
T+ rKN+—[(K+ rc )N+rKrB]+Kr[ kN +(k+rx )B]

G

olur ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

+rx’ '
T+£I’K+(K k') rKer+[rKT+K+ ri jB

Kr Kr Kl’
i = (x+r’) ree KT+ K+ 1K'
T+| re+ — N + B
Kf Kr Kr
G
ili K+IK') e rer+x+rx’ 5
elde edilir. T+(rz<+( )— N+| —— |B| =1 oldugundan,
Kr Kr Kr 5
1
(@ )rx,, = T+;[(’C+ rici, + 1’ =1t )N+ (k+ rr + 1) B]
r
bulunur.
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3.2. Izotropik d Vektoriine Gore Elde Edilen Sabit Sirt Uzakhikh Egriler ile Bazi Ozel
Egriler Arasindaki Bagintilar

Bu baslikta baz1 6zel egriler olarak ele alinan Bertrand, involiit-evoliit ve Mannheim
egrileri i¢in d vektoriiniin izotropik oldugu gozoéniine alinarak regiiler bir egrinin sabit sirt
uzaklikl egrisi ile Ozel bir egri ¢ifti meydana getirip getirmedigi incelenecektir. Buna ilaveten, d

vektoriiniin izotropik olma durumuna gore G, de bir egrinin sabit sirt uzaklikli egrisinin

Smarandache egrileri elde edilecektir.

Teorem 3.2.1. G, de s yay uzunluk parametreli ve z(s) torsiyonlu « egrisinin sabit sirt uzakl
egrisi
o, (s) =a(s)+I,N(s)+r,B(s)
olmak iizere (e, e, ) ikilisinin bir Bertrand egri ¢ifti olusturmasi igin gerek ve yeter sart ¢, € R ve
S# ab icin
r3

r2
o A A

z(s) =

denkleminin saglanmasidir.

Ispat: Tanim 2.3.2.3. den bilindigi gibi Vsel noktasindaki & ve «, nin normalleri birbirine

paralel oluyorsa diger bir deyisle lineer bagiml ise bu egrilere G, de Bertrand egrisi denir. O

halde;
o, =a+nLN+1,B

egrisinin Teorem 2.4.2.6. ya gore N, vektori
1 2 ' ' 2
N, = —[(K— e —Lt )N+ (' -t )B]
Kr

oldugundan N ile N _ vektoriiniin lineer bagimli olmadig:

(re' - I’32'2) T

Kr

NxN, =

esitliginden goriilmektedir. N ile N, vektdriiniin lineer bagimhiligi r,z'—r,r* =0 esitligi ile

miimkiindiir. Bu diferansiyel denklem ¢oziiliirse ¢, € R olmak {izere,
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I

z(s) =
Cl,—IS
olur.Tersine, z(s) = 2 olarak alimirsa N ile N, vektoriiniin lineer bagimli oldugu asikardir.
c,f, — 1,8
. .. 1
7(s) = 2 denkleminde r, = l, r,= ﬁ ve ¢, =1 i¢in x(s) =1, 5 # —= olmak iizere,
cr,—rs 2 2 NG

Bertrand egrisine ait grafik Sekil 3.2. de gériilmektedir.

- 10
-5

S=

ve ¢ =1, x(s)=1s# L

)

Sekil 3.2. G, de Bertrand egrisi (T, :%, r, =

Teorem 3.2.2. G, de s yay uzunluk parametreli o egrisinin sabit sirt uzakli egrisi
a,(s) =a(s)+r,N(s)+r,B(s)

olmak iizere (o, ¢, )ikilisi involiit-evoliit egri ¢ifti olusturmazlar.

Ispat: Tanim 2.3.3.3. den biliyoruz ki & ve «, ; G, Galile uzayinda iki egri olmak iizere, eger
a(s) noktasinda a egrisinin teget vektdrii , (S) noktasinda ki ¢, egrisinin teget vektdrii
boyunca geciyorsa ve (T,Tr>G =0ise «,, a egrisinin involiitli; « egrisi, ¢, egrisinin evoliitil

olarak adlandirilir.
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O halde, «,G, de yay uzunluk parametreli bir egri ve o, =a+,N+,B, a nin sabit sirt
uzakli egrisi olsun. &' =T ve Teorem 2.4.2.6 ya gore ¢, nin tegeti
T, =T-rN+r,8B
bigimindedir. O zaman o Ve ¢, nin tegetlerinin dikligine bakacak olursak;
(T, T-r,N+r,B), #0

oldugundan T ve T, dik olmaz. Béylece, o Ve ¢, involiit-evoliit egri ¢ifti olusturmazlar.

Teorem 3.2.3. G, de x egrilikli ve S parametreli birim hizl1 bir & egrisinin sabit sirt uzakl egrisi
o, (S) =a(s) +,N(s)+,B(s)
olmak iizere, (¢, , ) ikilisinin bir Mannheim egri ¢ifti olmasi i¢in gerek ve yeter sart
k=01 +1,7

esitliginin saglanmasidir.

Ispat: Tanim 2.3.4.3. den bilindigi gibi &, nin binormal dogrusu ¢ nin birim normal dogrusu ise
o Ve a, ye Mannheim egrileri denir. (@, ;) ciftine ise Mannheim egri ¢ifti denir. O zaman,

Teorem 2.4.2.6. da verildigi iizere, B, vektori
1
B, = —[(—rzz" +0, )N+ (k1,07 — r3z")B}
Kr

oldugundan N ile B, vektdriiniin lineer bagimhihigi x —r,z> —r,z’ =0 esitligi ile miimkiindiir. Bu
denklemde x yalniz birakilirsa
K="+,
elde edilir.
Tersine, x=r,z?+rz’ olarak ele alimrsa x—r,r>—r,z’=0 dan N ile B, vektoriiniin

lineer bagimli oldugu gortilecektir.

k-1’ —r7' =0 esitliginde; T, =%, r, = ? ve 7(s)=s olmak iizere Mathematica

programi yardimiyla elde edilen grafik Sekil 3.3. de ¢izilmistir.
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Sekil 3.3. 1, = % r, = ﬁ,r(s) =5 ve x=r,r’ + 1, degerleri i¢in elde edilen egrinin grafigi

Teorem 3.2.4. G, de s yay uzunluk parametreli x egrilikli ve z torsiyonlu bir ¢ egrisinin sabit

sirt uzakl egrisi
a,(S) = a(s) +,N(s)+,B(s)
olsun. ¢, nin Frenet elemanlart Teorem 2.4.2.6. da oldugu gibi verilsin. Bu durumda «,(s)

egrisinin TN, T,B, ve T,N B, Smarandache egrileri sirasiyla;

(ar)TrNr =

K||—\

’ 2
[ K—T1,7° —r3Krr)N+(r2Krr+r2r -nT )B],

>§||—\

(@)1 = [ T2 =1, — Ik, )N+(I(‘ e’ —rr' + rerr)B],

1 2 ' 2 i 2 ' ’ 2
(a, )TrNrBr :T+K—[(z<—rzr R A A —r3rz<r)N+(zc—r2r o 2 YA +r2mr)]3}
r

olarak yazilir.
Ispat: Tanim 2.3.5.5. ve Teorem 2.4.2.6 birlikte ele alinarak , nin T, N, -Smarandache egrisi;

(a) T, +N,
VN N
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2 i ' 2
K—0LT" =T ' —rr
T-rN+r,B+—2 S N+2—32_B
B K, K,
(ar)T'N' - K- —r1,r ro —rz?
T-rN+r,B+—2 S N+2—32_B
K, K, o
elde edilir ve yeniden diizenlenirse
2 i ' 2
K—0LT" =T ' —rr
T+ 2 2% _r7 |N+|rr+2—2|B
—_ KI’ KI’
2 ' ’ 2
K—0LT"— 1T o' —rr
T{H_W]N{WHJB
Kr Kr G
P X ro —rz?
bulunur ve T—rN+r,B+ 2 3 N+-2—2_B|| =1 oldugundan
K, K, G

1
(@)rn = T+—|:(K'— e’ —rr - I’3K‘r‘[)N+(I’2KrZ' +0,T' — I’3Z'2)B:|
r r K

r

elde edilir. T,B, -Smarandache egrisi benzer sekilde;

(@) = T, +B,
r/T,B, —
ITe +B,
esitligi kullanilarak
2 ' 2 '
e —rr K—0LTt" —ILT
T-rN+r,B+-2 2N+ 2 B
K, K,
(@ s, = R N v
- o Y 2
HT—rszN+rer+ 2 2N+ 2 B
K, K, R

bulunur. Paydanin normu 1 oldugundan

1
(@)rp = T+—[( o’ -1t — oK, )N + (K'— e’ -t + 1,7k, )B}
r=r Kr

olur. Son olarak, T,N B, -Smarandache egrisi

( ) T, +N, +B,
a =
PTNSE T 4N, +B, ||
esitliginden
k=1’ —re’ r' -1z’ e —re’ K—1T" =T
T-raN+1,B N+ B+ N+
(a ) _ K, K, K, K,
rT,N,B 2 ' ' 2 ' 2
nr K—-Lt"—IT Lo -1t LT° =T K—ILTt° -7
T-rN+r,B—2 N+2—2 B+-3 2N+ 2 2
K, K, K, K,

olarak elde edilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
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T+[K‘— e’ = + 10’ e B I’TjN +£rzr'— o +x—1r° -1, N rzTJB
(@ )rpn, = 3 .
TN K- =1+ -, A N R ¥ A
g L L L LIS Y ) NN L 2 750 e (B
K. K, .

bulunur. Yine burada da

2 ! 2 ' ’ 2 2 '
K-t -+t —nr Lt - +xk—nrnt —nLr
TJ{ 2 8 3 2 —rerJ{ 2 3 2 3 +rzer

K, K,

=1

G

oldugundan

1
(a, )TrN,Br =T+ —|:(K‘ e T RS L A )N + (K‘ — 0,0t =0+ 1 — 1t + K, )B]

Kr

esitligi elde edilir.
3.3. 3-Boyutlu Galile Uzayinda Sabit Sirt Uzakhkh Egri Ornekleri

Bu baslik altinda sabit sirt uzaklikli egri 6rnekleri sunulacaktir. Buna ilaveten bulgular kisminda
elde edilen sonuglarin da birer uiygulamasi yapilarak ornek c¢izimlerle somutlastirilmaya

caligilacaktir.

Ornek 3.3.1. G, de s yay uzunluk parametreli

a(s)=(s,coss,sins)
egrisini gézoniine alalim. Bu egrinin izotropik olmayan bir d vektorii i¢in sabit sirt uzaklikl
egrisi,

T=ca'(s)=(1,-sins,coss)
olmak tizere,
a, (s)=a(s)+rT
esitliginden r =1 ig¢in,
a,(s)=(1+s,coss—sins,coss+sins)

olarak bulunur. Ayrica o (S) in normal, binormal birim vektdrleri ve egrilik burulma degerleri
sirastyla;

N =(0,—coss,-sins)

B =(0,sins,—coss)
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K= ’ynZ_'_ZﬂZ :1

ve
=1

olur. Bdylece «, (s) nin Teorem 2.4.2.3. e gore Frenet elemanlar
T, =(1,—coss—sins,coss—sins)

olarak ve

ve

olmak tlizere,

1 . :

N, =—=(0,—coss+sins,—sins—coss),
r \/E( )
B, :L(O,sins+coss,—coss+sin s)

V2

bulunur. SWP programi yardimiyla ¢izilen o (S) ve a, (S) egrileri Sekil 3.4. de goriilmektedir.
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(b)

(©)
Sekil 3.4. a(s) egrisi (a); a, () sabit sirt uzaklikh egri (b); (a, @, ) egri ¢ifti (c).
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Ayrica yine izotropik olmayan d vektorii igin a(S) ve a, (S) egrilerinin Mannheim egri

¢ifti olmalari i¢in Teorem 3.1.4. e gore
s
K(s)y=ce '
olmalidir. x =1 oldugu gbézoniine alindig: taktirde,

r
1+Inc

olmak iizere (&, e, ) Mannheim egri ¢ifti elde edilir.

Teorem 3.1.5. i gdzdniine alarak izotropik olmayan d vektoriine gdre o (S) egrisinin sabit

sirt uzaklikli egrisi olan

a, (s)=(1+s,coss—sins,coss+sins)
egrisinin r =1 i¢in T, N,, T,B, ve T, N B, -Smarandache egrilerini yazalim:

[lk olarak T,N, -Smarandache egrisi;

1 :
(& )rn, =T+ ;[(K‘-ﬁ- ricic, + 1" )N +rizB |

esitliginde
T=(1,-sins,coss),
N =(0,—coss,-sins),

B=(0,sins,—coss),

k=1, k, = \/E , 7=1, 7, =1 esitlikleri kullanilirsa,

(@)1, =(1,—sins,cos s)+i[(1+ \/5)(0,—003 s,—sins, )+(0,sins,—cos s)}

2

)N, = (1, (—1—%} COSS+ (% —1jsin S, [—1—%)% S +[1— %) cos sj

olur. Simdi de yukardaki ifadeleri dikkate alarak T ,B, - Smarandache egrisini bulalim;

1 :
(@ )y = T+;[(r1c/<r —rir)N+(k+rK )B:l

r

esitliginden

()15, =(L—sins,cos s)+i[(\/2_—1)(0, —coss,—sins,)+(0,sins,—cos s)}

N

olur ve katsayilar dagitilip gerekli diizenlemer yapilirsa,

34



(@ )15 = [1, (% —1j(sin $+C0sS), (% —1j(sin $—CO0S s)]

bulunur.

Son olarak, T,N B, -Smarandache egrisini elde edelim;

(@) e :T+i|:(’(+r’f’<r+rK’_rKT)N+(K+rKr+rK')B]
Y K,

r

esitligi géz Oniline alinarak,
. 1 . .
()15 =(L—sins,cos s)+$[\/2_(0,—cos s,—sins,)+2(0,sins,—cos s)}

dir ve gerekli diizenlemer yapilarak,
(& )rnp = (1, —sins—coss++/25sins,cos s —sin s—/2 cos s)

egrisi olarak bulunur. Egrilere ait sekiller Sekil 3.5. de verilmektedir.
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(@)

0.4 T

(b)

(©)
Sekil 3.5. (), . egrisi (a); (a,)rp eBrisi (0); (&) €8risi (C)
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Simdi de G, de s yay uzunluk parametreli
a(s)=(s,coss,sins)
egrisinin d izotropik vektoriine gore sabit sirt uzaklikli egrisini ele alalim. Oncelikle r, =rd, ve
I, = rd, olmak iizere,
o, (S) = a(s) +I,N(s)+1,B(s)

esitliginden r =1, d, =% ve d, = 73 icin ¢, sabit sirt uzaklikl egrisi

NCI 3

a,(s) = s,lcoss+—sin S,—SINS———C0SS
2 2 2 2

olarak elde edilir. Bu egrinin Frenet elemanlari da

3 1 3

T, = (9) :(1,—%sin s+7coss,§coss+7sin SJ

r r

NG 1 V3

N, = O,—lcoss——sin S,——sins+—cCoss
2 2 2 2

B, :(O,%sins—?coss,—%coss—%sin SJ
K =1
ve
. =1

olarak hesaplanir. Bu durumda elde edilen «(s) ve «, (s) egrileri Sekil 3.6. da goriilmektedir.

37



(©)
Sekil 3.6. o (S) egrisi (a); «, (S) sabit sirt uzaklikli egri (b); (a, ar) egri ¢ifti (C)

Teorem 3.2.1. den biliyoruz ki; G, de s yay uzunluk parametreli ve z(s) torsiyonlu o
egrisinin sabit sirt uzakli egrisi
a,(s) =a(s)+r,N(s)+r,B(s)
olmak iizere, (¢, ¢, ) ikilisinin bir Bertrand egri ¢ifti olusturmast i¢in gerek ve yeter sart ¢, € R
i¢in
r-2
AR A

7(s) =

e —-rs=0

denkleminin saglanmasidir. O halde z(s) =1 oldugu gézoniine alindiginda,

2 (¢, -1)

s=-2
r3



olarak secildiginde (e, ) ikilisi bir Bertrand egri ¢ifti olusturur.
Son olarak, Teorem 3.2.4. ii gdzdniine alarak izotropik olan d vektdriine gore ¢, ()

egrisinin sabit sirt uzaklikli egrisi olan
a,.(s)= s,lcoss+£sin s,isin s—ﬁcoss
2 2 2 2

egrisinin r =1 i¢in T N, T,B, ve T,N,B, Smarandache egrilerini elde edelim.

1
(@ )rp =T+ ;[(rgrz L A7 )N + (1(— e’ —re' + 1k, )B] ,

r

1
(@ )rnp =T+ —[(K‘— e’ —6r' + 1,0’ = — )N + (K— Lo’ =t + 0,0 - el + 1k )B]

Kr

[lk olarak T, N, -Smarandache egrisi

1
(@)rn = T+—|:(K— e’ —rr - I’3Kr‘[)N+(I’2KrZ' + 1,7 — I’3Z'2)B:|
r-r K

r

esitliginde
T=(1,-sins,coss),
N =(0,-coss,-sins),
B=(0,sins,—coss),
Ve r, =% , L= g, k, =1, k=1, r=1, 7, =1 esitlikleri kullanilarak denklemde yerine yazilirsa,

(@)1, =(1,—sin s,coss){(l—%—?j(o,—cos s,—sins, )+[%—§j(o,sin S,—COS s)}

elde edilir ve son olarak diizenlenirse

(@)1 =(1, —sins—(#}(coss—sins), coss—(#j(coss—sins) J

bulunur (Bakiniz Sekil 3.7.).
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Z_50

-1.0 -0.5+

Sekil 3.7. (), egrisi

Simdi de T,B, - Smarandache egrisini bulalim:
l 2 ' 2 ’
(@ )rs =T+ ;[( R A 7 )N + (K'— Lt° —nr'+ K, )B}

esitligini ve yukaridaki esitlikleri dikkate alarak
(ar)TrBr :(1’ 0, O)
olarak bulunur.

Son olarak, T,N B, -Smarandache egrisini elde edelim. Yukaridakilere benzer sekilde

1 2 ’ 2 ' 2 i i 2
(a, )TrNrBr :T+—[(/<—r2r o AR A —I’STKr)N+(K—I’22' R AR A o +"2T’fr)B]

K

esitligi ve denklemdeki degerler yerlerine yazilirsa,

a =(1,-sins,coss)+| — |(0,—coss,—sins )+
(@), = +(2) |

olur. Buradan,

(), =(L—sins,cos s)+(0,—%cos s,—%sin SJ+[O,[1_2\/§jsin s,—(l_g/g]cos s]

(a) = 1,—lcoss— 1+\/§ sins,lsins+ 1+\/§ CoSS
" TeN By 2 2 2 2

olarak bulunur (Bakiniz Sekil 3.8.).

1-43
2

J(o, sins, —coss)
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Sekil 3.8. ()

egrisi

r

T,N,B

Ornek 3.3.2. G, de s yay uzunluk parametreli
a(s)=(s,s’,s°)
egrisini gézoniine alalim. Bu egrinin izotropik olmayan bir d vektoriine gore sabit sirt uzaklikli
egrisi;
T=a'(s)=(12s,35°)
olmak tizere,
a,(s)=a(s)+rT
esitliginden r =1 ig¢in,
a,(s) = (L+s,25+5%,35" +5°)

olarak bulunur. Ayrica a(s) in normal, binormal birim vektorleri ve egrilik burulma degerleri

sirasiyla;
N=— L (0,265)
2+/1+95s?
B=— L (0,-652)
24/1+9s?
Kk =241+ 9s°
ve

12 3
T = =
4+36s° 1+09s°

olur. Boylece «, (S) nin Teorem 2.4.2.3. e gore Frenet elemanlari

T, =(1,2+25,65+35%)
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olarak ve

Kk, =2+/9s* +18s+10

ve

L 12 3
" 36s%+72s+40 9s%+18s5+10

olmak lizere

1

N, = (0,2,6+6s),
24/9s” +18s+10
B, - L (0-6-652)

24/9s% +18s+10

esitlikleri bulunur. SWP programi yardimiyla ¢izilen a(s) ve ar(S) egrileri Sekil 3.9. da

goriilmektedir.

100 ~ 100 +

50 4
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(d)
Sekil 3.9. a(s) = (s,s%,s°) egrisi (a); ¢, (s) = (1+8,25+5°,3s” +5°) egrisi (b);

ave q ikilisi (c),(d)

Ayrica yine izotropik olmayan d vektorii igin a(s) ve a, (S) egrilerinin Mannheim egri

cifti olmalari i¢in Teorem 3.1.4. e gore

k(s)=ce "
olmalidir. x =2y1+9s” oldugu gozoniine alinirsa, s #0 olmak iizere
1

C=—""7
e(4+3652)45
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degeri i¢in (a,ar) ¢ifti Mannheim egri ¢ifti olur.
Son olarak, Teorem 3.1.5. i gdzdniine alarak izotropik olmayan d vektériine gére « ()
egrisinin sabit sirt uzaklikli egrisi olan
a,(s) = (@1+s,2s+5%,3s* +5°%)
egrisinin r =1 ve yukarida verilen « egrisinin Frenet elamanlarint kullanarak T N,, T ,B, ve
T N,B, -Smarandache egrilerini elde edelim:

[lk olarak T N, -Smarandache egrisi;

1 :
(@) =T+ ;[(K'+ rk, + g’ )N+ er'B]

r

esitliginden

2+/1+9s?

+(2J1+932)(2J932 +18s+10)

+
1 V1+9s?
2\0s? +18s+10 || 1 j(o,z,ess)

(@)ry =(125,35)+

(@)rn :(1,2+25+ L ,3s% + 65+ 0+6s )
i \J9s? +185+10 2/9s52 +185+10

olur. Bu egriye ait grafikler Sekil 3.10. da goriilmektedir.
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2.0

6+6s

Sekil 3.10. ()7 y, :[1,2+25+ L ,3s% + 65+

- - ] egrisi (a), (b).
\J9s? +185+10 2/9s52 +185+10

Ikinci olarak T,B, -Smarandache egrisi;

1 !
(% )rp = T+;[(rm<, —rir)N+(k+rK )B:l

2495 +18s +10 —LZ)(O, 2,65)+
1 1+9s

2
2495 +18s +10 (1+ 9s 2](0’_65,2)
1+9s

(@) 5, =(L 25,35%)+
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3+3s 352 + 65+

(@) :[1,2+23— | ! J
. 795 +185+10 \/9s% +18s5+10

olur. Bu egriye ait grafikler Sekil 3.11. de goriilmektedir.

20

(b)
3+3s

Sekil 3.11. () 5 = [1, 2+2s— ,38% + 65 + ! ] egrisi (a), (b)

\J9s? +185+10 \J9s? +185+10

Son olarak T,N,B, -Smarandache egrisi;
1 . .
(@ )rnp, =T+—[(k+rxr, + 1’ —rxr)N+(x+rx7+15")B]|
r-ir=r K.r

esitliginden
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(2 1+932)

+(241+95 )(24/0s2 +18$+10)

(2o )
( 11f:szj
L

1 — = |(0.2,65
(@)1 n, :(1,23,352)+ 24/1+9s° )( )
2:/9s% +185+10
(2x/1+952)
o} +(2\/1+952)( < Zj
1+9s
( 18s J
+
\J1+9s?
[;J(o,—ss,z )
| 24/1+95?
CAN :[1,2+25— 2135 392142t j
L J9s? +185+10 \J9s? +185+10

olur. Bu egriye ait grafikler Sekil 3.12. de goriilmektedir.
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(b)
2+3s

4
Sekil 3.12. (&,); 5 ={1,2+25— 352 + 65+ 38 J egrisi

\/9s? +18s5+10 \/9s%? +185+10

Simdi de G, de s yay uzunluk parametreli
a(s)=(s,s’,s°)
egrisinin d izotropik vektoriine gore sabit sirt uzaklikli egrisini elde ederek grafik iizerinde
gosterelim:

Oncelikle 1, =rd, ve r,=rd, olmak iizere,

o, (S) =a(s) +I,N(s)+,B(s)
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esitliginden r =1, d, =% ve d; = icin ¢, sabit sirt uzaklikl egrisi

_\B

2
a,(s)=|ss%+ 1-343s $° + 3+3s
21+9s2 2414957
olarak elde edilir. Bu egrinin Frenet emanlar1 da

T, =a/(s)=|12s-

r r

33 +9s 22 3-93s
5.38° +
2(1+95%)2 2(1+95%)

5 5

N, = 0,—1coss——sin s,—lsins+—coss
2 2 2 2

B, = O,lsin s—ﬁcoss,—lcoss—ﬁsin S
2 2 2 2

3
2

ve

olarak hesaplanir. Bu durumda elde edilen « (S) ve a, () egrileri Sekil 3.13. de gdriilmektedir.

100 A 100 1

50 5
50 4

-100

(@ (b)
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100

(d)

1-34/3s <. J3+3s

214952 2414952

ve « ikilisi (c), (d)

Sekil 3.13. a(s) =(s,s’,s%) egrisi (a); o, (s):[s,sz + J egrisi (b); o
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4. SONUC VE ONERILER

Bu boliimde, tez caligmasinin genel bir degerlendirmesi yapilarak, elde edilen sonuglar
verilmis ve sonraki ¢alismalara yon verecek oneriler sunulmustur. {1k olarak son zamanlarda sikca
calisilan 3-boyutlu Galile geometrisinin temel tamim ve teoremleri verilmistir. Ozellikle bu
kisimda ele alinan konular, tezimizde calistigimiz egriler bagligi i¢in temel teskil etmektedir.
Tezimizin diger bir 6nemli basligi olan 3-boyutlu Galile uzayinda sabit sirt uzaklikli egri kavrami
[16] daki bulgularla ikinci boliimiin son basligi olarak yer almaktadir. Daha 6ncesinde ise inceleme
konumuz olan bazi 6zel egrilerden Bertrand, involiit-evoliit, Mannheim ve Smarandache
egrilerinin hem Oklid hem de Galile uzayinda tanimlar1 ve ozellikleri verilmistir. Bulgular
kisminda ise aragtirma konumuz olan 3-boyutlu Galile uzayinda ki sabit sirt uzaklikli egrilerin,
yukarida bahsi gegen dort 6zel egri ile arasinda bagmtilar kurulmustur. Daha acik olarak elde
edilen sonuglart maddeler halinde yazarsak:

1. Birim hizli bir egrinin d izotropik veya izotropik olmayan vektore gore sabit sirt uzaklikli
egrisi belli kosullar altinda Bertrand egri ¢ifti olur.

2. Birim hizli bir egrinin d izotropik veya izotropik olmayan vektore gore sabit sirt uzaklikli
egrisi hi¢ bir kosulda involiit-evoliit egri ¢ifti olusturmaz.

3. Birim hizli bir egrinin d izotropik veya izotropik olmayan vektore gore sabit sirt uzaklikli
egrisi belli kosullar altinda Mannheim egri ¢ifti olur.

Elde edilen bu bulgulara ek olarak, 3-boyutlu Galile uzayda d izotropik veya izotropik
olmayan vektore gore elde edilmis olan sabit sirt uzaklikli egrinin T.N,, T,B, ve T N B, -
Smarandache egrilerini elde ederek ¢izimlerle gorsel olarak desteklenmistir.

Son boliimde inceledigimiz konu Ornekler {izerinde somutlastirilip yine SWP ve

Mathematica programlar1 yardimiyla grafikler eklenerek gorsel agidan zenginlestirilmistir.
4.1. Oneriler

Bu arastirmada ele alinan 6zel egrilere ilaveten bagka tip 6zel egriler i¢in yeni bir inceleme
yapilip farkli bulgular elde edilebilir.

Ayrica, burada elde edilen sonuglar; yari-Galile uzay1 gibi baska uzay tiplerinde yeniden

incelenip farkli teoremler ve sonuglar elde edilebilir.
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