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OZET

4-BOYUTLU OKLID UZAYINDA HELISLER
VE KARAKTERIZASYONLARI

Feyzi TARTIK

Yiiksek Lisans Tezi

Bitlis Eren Universitesi Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1
Danisman: Dr. Ogr. Uye. Fatma BULUT
Kasim 2020, 48 sayfa

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, c¢alismamizin tarihsel gelisimi
hakkinda bilgiler verilmistir. Ikinci béliimde, tezin icerigi ile ilgili temel tanimlar verilmistir.

Ayrica, 4-boyutlu Oklid uzayinda Darboux helisler, slant helisler, slant helislerin

karekterizasyonu ve (k,m)-tipi ad1 verilen yeni tip slant helisler incelenmistir. Ugiincii
béliimde, 4-boyutlu Oklid uzayinda yeni bir frenet ¢ati ve bu gatiya gore (k,m)-tipi slant

helisler elde edilmistir. Dordiincii boliimde ise sonuglar verildikten sonra son bdliimde

kaynaklar yazilmistir.

Anahtar kelimeler: Slant Helis, Genel Helis, Darboux Helis, Egrilik, Burulma.



ABSTRACT

HELICES AND CHARACTERIZATIONS
IN EUCLIDEAN 4-SPACE

Feyzi TARTIK

Master Thesis

Bitlis Eren University Graduate Education Institute
Department of Mathematics
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Fatma BULUT
November 2020, 48 pages

This thesis consists of five chapters. In the first chapter, the historical development of
our study is given. In the second chapter, basic definitions about the content of the thesis are

given. In addition, Darboux helices, slant helices, the characterization of slant helices and new

types of slant helix called (k,m)-type in Euclidean 4-space are examined. In the third chapter,

a new frenet frame and (k, m) -type slant helix according to this frame are obtained.

In the fourth chapter, after the results are given, the references are written in the last chapter.

Keywords: Slant Helix, General Helix, Darboux Helix, Curvature, Torsion.
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ve bilmediklerimi 6greten danismanim Dr. Ogr. Uyesi Fatma BULUT’ a tesekkiirlerimi borg
bilirim.
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kadar stres yasayan, bu giinlere gelmemde biiyiik emekleri olan, bana sabirla katlanan, elinden
geldigince bana destek olan degerli anne ve babama sonsuz tesekkiir ve minnettarligimi
sunarim.

Yiiksek lisans egitimim ve tez siirecim boyunca sabirli ve anlayish olan, bana her
konuda destek olan ve her zaman yanimda olan esim Zeynep DINLER TARTIK’a ve
zamanindan fedakarlik yapip beni sabirla bekleyen kizzim Hiranur TARTIK” a c¢ok tesekkiir

ederim.
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ONSOZ

Son yillarda diferansiyel geometride bazi 6zel egriler ve 6zel yiizeyler biiyiik 6nem arz
etmektedir. Egrilerle ilgili yapilan ¢alismalarda Frenet denklemleri ve egrinin egrilikleri anahtar
rol oynamaktadir. Birgok egriler teorisinin insasinda Frenet denklemleri kullanilmakta olup
ilgin¢ sonuglar ortaya koymaktadir. Bu egrilerin en 6nemlilerinden biri helis egrisidir.

Helisler, teget vektorii sabit bir dogrultu ile sabit ac1 yapan egriler olarak tanimlanir.
Bu klasik tanim 1802 yilinda Lancret tarafindan yapilmustir. ilk olarak bir dik dairesel silindir
iizerine ¢izilmis helis ele alinmis ve buna dairesel helis denilmistir. Bu helislerde egrilik x ve
burulmanin 7 ayri ayri birer sabit oldugu ilk tespit edilen karakterizasyonlardandir. Daha
sonra bu egriliklerin sabit olmamasina ragmen oranlarinin sabit oldugu egri bulunmustur ki bu
egriye genel helis ad1 verilmistir. Bulunan genel helis sayesinde bir dik dairesel silindir iizerine

cizilmis helislerden bagska helislerin de var oldugu ortaya ¢ikmustir.
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1. GIRIS

Diferansiyel geometride, egriler teorisi en temel ¢alisma alanlarindan biridir. Bir egrinin
pek cok 6zelligini karakterize etmek icin; Frenet ticliisii ve bunlarin egri boyunca degisimlerini
iceren Frenet denklemleri kullanilir. Diger taraftan Frenet denklemleri ve egrinin egrilikleri,
egrileri siniflandirmada kullanilan 6nemli bir aractir. Bir¢ok egriler teorisinin insasinda Frenet
denklemleri kullanilmakta olup ilging sonuglar ortaya koymaktadir. Bu egrilerin en 6nemlilerinden
biri helis egrisidir. Hi¢ siiphesiz, helis, bilim ve dogadaki en biiyiileyici egrilerden biridir.

Helisler, bir¢ok farkli bilim dalinda ¢ok genis kullanim alanlarma ve uygulamalara
sahiptirler. Helisler, nano yaylarda, karbon nanotiipleri, DNA’da, c¢iftli ve kollajen iiclii helisde,
lipitin ¢iftli katmanlarinda, Salmonella ve Escherichia coli’deki bakteriyel flagellada,
aktinometiklerdeki hava hiflerinde, spiroketlerde bakteri sekillerinde, boynuzlarda, dallarda,
sarmagiklarda, vidalarda, yaylarda, helis merdivenler ve deniz kabuklarin (heliko-sarmal yapilar)
da ortaya ¢ikar. Ayrica fraktal geometride, bilgisayar destekli tasarim ve bilgisayar grafikleri
alanlarinda helis egrisini veya helisel yapilar1 kolayca gorebiliriz. Helisler, araclarin yol tanimi,
kinematik hareket simiilasyonu veya otoyollarin tasarimi i¢in de kullanilabilir.

Frenet denklemlerinden; klasik diferansiyel geometri de silindirik helisler, dairesel helisler,
slant helisler ve Darboux helisler kavramlarina ulagilmaktadir. Slant helis, asli normal vektorii
sabit bir dogrultuyla sabit a¢1 yapan egri olarak tanimlanmistir. Bununla birlikte, Darboux helis
ad1 verilen ve Darboux vektorii sabit bir dogrultuyla sabit ac¢1 yapan yeni 6zel egriler olarak bilinir.

Tanim olarak bir genel helis, teget vektorii sabit bir dogrultuyla sabit a¢1 yapan bir egri
olarak verilir. Bu tanim 1806 yilinda Michel Ange Lancret tarafindan yapilmis ve 1845 yilinda
Barre Saint Venant tarafindan ispatlanmistir. Helisin tanimina benzeyen, yeni bir helis tiirii olan
slant helis; egrinin asli normal vektor alan1 sabit dogrultuyla sabit a¢1 yapan egri olarak tanimlanur.
Bu tanim ise 2004 yilinda Izumiya ve Takeuchi [1] tarafindan ilk defa yapilmistir. 3-boyutlu Oklid
uzaymda Darboux helis kavrami Yayli ve arkadaslari tarafindan [2] 2012 tarihinde tanitilmis ve
calistlmistir. Oklid uzayinda Darboux helisleri 2018 yilinda Ilarslan ve Yildirim [3] tarafindan
incelenmistir. Oklid uzayinda slant helisleri 2009 yilinda Ali ve arkadaslar1 tarafindan [4]
incelenmistir. Ayrica, son yillarda, bu konuda bir¢ok ¢alisma yapan ¢ogu arastirmacilar [5]- [15]
tarafindan egrinin asli normal vektor alani ile sabit dogrultu arasindaki aginin sabit olmasi

halindeki egriler slant helis olarak adlandirilmistir.



Diferansiyel geometri agisindan, bir helis, sifirlanmayan sabit egriligi (veya birinci egriligi)
k, ve sifirlanmayan sabit burulmasi (veya ikinci egriligi) &, olan geometrik bir egridir. Gergekten,

bir helis, genel helisin 6zel bir halidir.

Egriler teorisinde ise son zamanlarda en ¢ok ilgi ¢ceken egriler helisler, slant helisler ve
baglantili egrilerdir [16]- [25]. Egriliklerin aldig1 degerlere gore bir egri, geodezik, cember ve helis
olarak adlandirilabilmektedir. (Dogru ve ¢ember dejenere helis drnekleri olup egri bir dogru ise

x =0 ve egri bir gember ise 7 =0 dir).

. D Cqeas . . . T o
Bir helis egrisi, burulmasinin egriligine oraninin sabit olmasi ile yani —=c sabit ile
K

karakterize edilir. Darboux helis siifinin slant helis sinifina denk geldigini gostermislerdir [3].
Ozel bir durumda, eger egrilik fonksiyonlar1 «”+7° = sabit ise, o zaman bu egriler siirekli
durgunlugun egrisidir.

Bu calismada, E* Oklid uzayinda (k, m)-tipi adi verilen yeni tip slant helisleri
tanimladiktan sonra ve (1, k)-tipi (1 <k <4) slant helisler olmadig1 sonucuna varilmistir.

Ayrica, 4-boyutlu Oklid uzayinda Darboux helisler iizerinde bir Darboux helis olmast i¢in regiiler
egrinin karakterizasyonunu vermekteyiz. E* Oklid uzaymnda k,, k,ve k, sifir ve sabit olmayan
egrilik fonksiyonlart ile verilen birim hizli bir o egrisinin darboux helis olmasi igin
karakterizasyon teoremi verilmistir. Dahasi, parametrik bir egrinin birinci ve tgiincii egrilikleri

esit ise, Darboux helis, genel helis ve V, —slant helis arasindaki bagintilar elde edilmistir.



2. MATERYAL VE YONTEM

Diferansiyel geometri iizerinde durulan helislerin siniflandirilmasinda ve egrilerin
egrilikleri bakimindan farkli karakterizasyonlarin incelenmesinden dolayi, teorik calismay1
gerektirmektedir. 4-boyutlu Oklid uzayinda yapilacak olan hesaplamalarla ilgili helisler arasindaki
bagintilar kurularak, orijinal teoriler ortaya konulacaktir. Sonug olarak, ortaya konulacak olan bu
teorik kisim cesitli 6rneklerle desteklenecektir. Diferansiyel geometrinin birgok kez ele alinan bu
kavramlar ileriye doniik ¢alismalarda literatiire yeni teorilerin eklenmesi acisindan kayda degerdir.

Bu calismada, egrilikleri bakimindan egrilerin farkli karakterizasyonlar1 verilmistir.
Dahasi, Darboux helislerinin genel helislere denk geldigini kanitlamaktayiz. Ayrica farkl: tip slant

helisler i¢in baz1 kosullar elde edilmistir.

2.1. Temel Tanimlar

Bu boliimde, kullanilacak baz1 tanimlar verilecektir.

2.1.1 Temel Tanimlar

Tamm 2.1.1 4 bos olmayan bir ciimle ve bir K cismi iizerindeki vektor uzayr da V olsun.
Asagidaki onermeleri dogrulayan f: Ax A — V fonksiyonu varsa buradaki A4ya V vektor uzayi

tizerinde bir afin uzay adi verilir.
>VP,0,Re A igin f(P,Q)—I—f(Q,P) :f(P,R)
>VPed ve VaeV igin f(P,Q)=«

olacak sekilde bir tek O € A4 noktas1 vardir [6].

Tamm 2.1.2 Bir reel afin uzay 4ve Aile birlesen vektor uzayr da V olsun. V' de bir i¢ ¢carpim

islemi olarak,
x=(x,%,,X5..,%,) V€ ¥ =(¥, 15, V55005, ) iGN,

<,>1VXV—)E Ve <x,y>:ixiyi dir.
i=1

Oklid i¢ ¢arpimi tanimlanirsa bu islem yardimi ile 4 da uzaklik ve ag1 gibi metrik kavramlar

tanimlanabilir. Bdylece 4 Afin uzay1 da yeni bir ad olarak Oklid uzay1 adimi alir [6].



Tamm 2.1.3 K =E olmak iizere X bir lineer uzay olsun. (.,.): X x X — K fonksiyonu
asagidaki kosullar1 saglarsa, bu fonksiyona X ’de bir i¢ carpim ve (X , <., >) ikilisine de bir i¢

carpim uzayi denir.

Vx, y, ze X ve A€ K igin (x,x)> Ove(x, x)=0< x=6 oldugundan,

(x, »)=(», x),
<ﬂ, "X, y> =1 <x, y>,

(x+y, z)=(x, z)+(y,z) dir [26].

Tanmm 2.1.4 / c E bir acgik aralik olmak iizere @ :/ — E" seklinde diferansiyellenebilir bir

doniistimiine E” de bir egri ad1 verilir.

EII

o
s
F)

Sekil 2.1 E" egri

o?(t) egrisinin bilesenlerinin her mertebeden tiirevleri mevcut ise bu egriye diferansiyellenebilir

egri denir. Vt e[ igin g(r)+ Ooluyorsa () egrisine regiiler egri denir [6].

Tamm 2.1.5 ¢ egrisinin bir birim hizli egri olmas1 i¢in gerek ve yeterli sart ||@| =1 olmasidur.
E" uzayinda birim hizli regiiler bir &:7 — E" egrisi i¢in T(s):&'(s) ise verilen T(s)
vektoriine, & egrisinin & (s) noktasindaki birim teget vektorii veya hiz vektorii denir.

4



Sekil 2.2 E" hiz vektori
Tamim 2.1.6 E" uzayinda birim hizli regiiler bir & : I — E" egrisi igin,
K, 1> E, x,(s)=|T'(s))

tanimli &, fonksiyonuna, &(s) egrisinin egrilik fonksiyonu denir. x, (s) sayisina da egrinin

¢ (s) noktasindaki egriligi denir.

Tanmm 2.1.7 E" de M egrisi (I, ) koordinat komsulugu ile verilsin. S = {a'(t), a"(t),...,a’(t)}

lineer bagimsiz sistemi goz Oniine alinsin. Bu sisteme Gramm-Schmidth ortogonallestirme ve

ortonormallestirme metodu uygulanirsa; elde edilen sistemine {V|(),V,(¢?),....V,(¢)} r <n Serret—

Frenet r-ayaklis1 veya r- ayakli alani, buradaki her bir V(¢), 1 < i < r vektorlerine de Frenet

-
~N B
B
T ™
J

vektorleri adi verilir.

T B “—

e

Sekil 2.3 E” frenet vektorleri

5



Tanm2.1.8 a =« (s) egrisinin, egrilik ve burulmasi, sirasiyla, x,, 7, olan ve tiirevlenebilen bir

. . e : . T .
egri olsun. Bu takdirde, & egrisinin bir genel helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart —- = sabit
K

a

olmasidir. Ayrica k, =sabit>0 ve 7, =sabit#0 ise egriye dairesel helis denir. @:7 — E"

egrisinin tanjant dogrular1 sabit bir dogrultu ile sabit ac1 yapiyorsa « ya bir silindirik helis (genel

helis) denir.

Tamm 2.1.9 ¢ = ¢ () bir birim hizli egri & :1 — E"ve ||a'(s)| =1 olsun. Eger &, # 0 olacak
sekilde @ egrinin asli normal dogrulari sabit U dogrultusu ile sabit bir a¢1 yapiyor ise yani;
Vs el icin <N (5),U > =cos¢ ise a bir slant helistir. Bagka bir deyisle, bir birim hizli ¢ : 1 — E*

egrisinin, asli normal N vektorii, sabit bir U yonii ile sabit bir ag1 yaparsa slant helis olarak

adlandirlir[1].

Tamm 2.1.10 «:/ c E— E", E" de sifir olmayan £, (i=1,2,3,...,n—1) egrilikleriyle verilen

birim hizl bir egri olsun. & ’nin harmonik egrilikleri

H:IcE—>E,(i=0,2,.,n-2),

2.1)

ile verilir [3].

Tamm 2.1.11 K(i =1,2, 3,...,n)i’inci Frenet vektor alanlari olmak iizere, & birim hizli egri
boyunca {V,,V,,V;,...,V,} hareket eden Frenet catis1 olsun. O halde k,(i=1,2,3,...,n—1) egrinin

egrilik fonksiyonlarin1 gostermek iizere Frenet formiilleri



V(s)=—k_, (s)V_ (s)+k (s)V,, (s), i=23,..,n—1 (2.2)

ile verilir [2].
Egrinin £, tim egrilikleri 7 — £ de higbir yerde sifir olmaz ise, o halde egri dejenere

olmayan bir egri olarak adlandirilir.

Tanmim 2.1.12 E* uzayinda birim hizli regiiler bir @ :7 — E* egrisinin Frenet ¢atist V.V,

ve egrilik fonksiyonlari, sirasiyla, &,,k,,k; ise,

vektoriine « egrisinin Darboux vektorii denir [3].
E* uzaymda birim hizli regiiler bir egri @:1 — E* olsun. a egrisinin Frenet catis

WV VyVssnV,} ve {H ,H,,H;,..,.H,_,} harmonik egrilikleri olsun.

n

D=V,+HV,+..+H, ,V vektoriine a egrisinin genellestirilmis Darboux vektorii denir [3].

Tamm 2.1.13 ¢:/ c E— E", E" de birim hizl1 bir egri olsun. a egrisinin Darboux vektori D,

sabit bir U yonii ile, sabit bir ¢ ac1 yaparsa, yani, U, E” de birim vektor alan1 olmak iizere egri

boyunca (D,U) = sabit # 0 ise buna Darboux helis denir.

Bu bélimde, E* 4-boyutlu Oklid uzayinda Darboux helisleri, slant helislerin

karekterizasyonunu ve (k,m)-tipi slant helisleri elde ediyoruz[3].

2.2. 4- Boyutlu Oklid Uzayinda Darboux Helisler

Teorem 2.2.1 k,,k,,k; egrilik fonksiyonlari ve {V7,V,,V;,V,} Frenet vektorleri ile verilmis ve E*

4- boyutlu Oklid uzayinda bir s yay uzunluklu parametrik egri a olsun. O halde o, E* 4- boyutlu



Oklid uzayinda bir Darboux helisidir ancak ve ancak egrilik fonksiyonlari, 4,4, sifir olmayan

sabitler olmak lizere asagidaki esitligi saglar [3]:

kl

E:@ cos( [k (s) ds | + 2, sin [k (s) ds ). 2.1)

Ispat: Farzedelimki «, E* 4- boyutlu Oklid uzayinda bir Darboux helis olsun. O halde E* Oklid

uzayinda (¢, c,,¢;,c, ler sifirdan farkli sabitler olmak iizere)
U=clV, +tcV,+cV,+c,V, sabit yonli vektor ile sabit bir a¢1 yapan o 'nin Darboux vektor

tanim1 geregince,

seklindedir. O halde,
(D,U)=sabit # 0 (22)

olur. Denklem (2.2)’ nin s’ye gore tiirevi alinirsa,

<D‘,U>=o (2.3)
2 2 ky \ ky ks \ k,
dir.
Vly =kV,,
Vzv =-kV, +kV;,
st =—kV, +kV,,
Vy=-kV,.

Frenet formiilleri D' ifadesinde yazilirsa;



k k) (k) L))
lez +(_szz +k3V4)(k_lj+V3[k_lJ +(_k3V3)(k_(k_l] }rﬂ{k—(k—lj] > ClVl +csz +C3V3 +C4V4 =0,
3\ M2 3\ "2

olup, gereken sadelestirmeler yapildiktan sonra,

A A AR A A R A N | N R S A A R
kZ k2 kZ k3 k2

k 1 k3
kZ

L
m+m£;{%ﬂ},qz+%m+gn+qm -0,
2

3

ke [1(x)
7 1%+‘{EJ L vl vl e, ) =0,
kz k3 kz

denklemi elde edilir. Boylece, <V4, V1> =0 ve <V4, V4> =1 olup; asagidaki denklem elde edilir.

B Lou R S (2.4)
kZ k3 k2

LN B R | (2.5)
k2 k3 kz

(2.5) denkleminde degisken degisimi yapilirsa yani,



= 3(e) g ple) ve e s,
p(ls)y@){p(s)%[,f—;]j o,
{42019 -o.
pfsf[p(s)p(ls)%(y(s))} =0,
pfsf(d—ﬁ:‘)’

olur ve son denklemin her iki tarafin1 p (s) ifadesi ile ¢arparsak;

2

d’y
dt*

+y=0. (2.6)

diferansiyel denklemi elde edilir. (2.6) denklemin ¢dziimii yapilirsa; 7° +1=0 olur ve reel kok

olmadigindan kokler; 7, =i bulunur. Burdan ise y =4, cost+4,sin?, ¢dziimii elde edilir ve

dr

o= ky(s) ifadesinin her iki tarafinin integralini alirsak,
s

t=fk3(s)ds
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buluruz. ¢ ve —- =y ifadesi y ¢oziimiinde yerine yazilirsa,
2

kl

E:Acos(.[k3(s)ds)+ﬂ,2 sin [, (s)ds)

dir. Aksine, a ’nin egrilik fonksiyonlarinin (2.1) denklemini sagladigini varsayalim. O halde

p=|| L A]] A V, (2.7)
k3 k2 kz

elde edilir. Boylece, denklem (2.7)’den D' =0 elde ediyoruz. Yani D Darboux vektorii sabit bir
vektdr olur. O halde, U = AD, A # 0 vektdriinii tanimlariz. Bu takdirde U, E* 4- boyutlu Oklid

uzayinda sifirdan farkli ve sabit bir vektor oldugu agiktir; boylece <D, U >= A4 ||D||2 = sabit #0

buluruz. O halde, tanim 2.1.13’e gére, o, E* Oklid uzayinda bir Darboux helistir.

Teorem 2.2.2 k,,k,, k; egrilik fonksiyonlari ve {V;,V,,V,,V,} Frenet vektorleri ile verilmis E* 4-

boyutlu Oklid uzayinda bir yay uzunluklu parametrik egri & olsun. O halde a, E* 4- boyutlu

11



Oklid uzayinda bir genel helisidir ancak ve ancak egrilik fonksiyonlari, 4,4, sifir olmayan

sabitler olmak tizere asagidaki esitligi saglar [3]:
]l;—;:/Lcos(Ilg(s)ds)+ﬂzsin(jk3(s)ds). 2.8)

Ispat: Farz edelim ki k,,k,,k; egrilik fonksiyonlari ve {V;,V,,¥,,V,} Frenet vektorleri ile verilmis

4- boyutlu E* Oklid uzayimnda bir s yay uzunluklu fonksiyon ile parametrelenen genel helis o

olsun. O halde, sabit yonlii bir U = ¢V, +c,V, + ¢V, +¢,V, vektorii vardir, dyle ki;
(V,,U)=c, =sabit=0. (2.9)

(3.9) denkleminin tiirevini alirsak ve (2.2) denklemindeki Frenet formiillerini kullanarak

0=(V,U)= (kV,,c,V;)=0= kic, =0 elde edilir. Burada k, #0 oldugundan c, =0 elde edilir.
o, E* 4- boyutlu Oklid uzaymnda bir genel helis ise tanim geregi ¢, =(V,,U)=0 dir. Bu son

esitligin her iki tarafinin tiirevi alinirsa,
(12U} =0 = (V4 kil 4 el) =0

elde edilir. O halde

¢k, (S)

ky (s) ’

bulunur. Benzer sekilde bu son esitligin her iki tarafinin da tlirevi alinirsa,

03, :<V3”U>»

o k(s k(s))
¢ kl §+cl£k1( )J =<—sz2+k3V4’CZV2+C4V4>'

o =(VU)=

Buradan,

12



¢, =<V4,U>=L(k‘(s))’ ,

elde edilir. Baz1 hesaplamalardan sonra, U vektoriiniin bilesenlerini asagidaki gibi elde ederiz:

<V1,U>:c1 =sabit # 0,

dir. Boylece,

U:con+c°kl(S)V3+ % Lkl(s)Jn (2.10)

ky ()

, 2.11)

13



elde ederiz. Yukaridaki teorem 2.1.1 in (2.5) denklemi geregince,

l;_' =c cos(J.k3 (S)ds)+6’2 sin(J-kg (S)ds)

2

buluruz. Tersine, varsayalim ki egrinin egrilik fonksiyonlari (2.8) denklemini saglasin.

ile verilen U vektoriinii ele alalim. Onceki denklemi s'ye gore tiirevi alinarak ve (2.2) Frenet

denklemleri ve (2.5) kullanilarak U’ =0 oldugunu elde ederiz, o halde U sabit bir yondiir dyle ki
<V1,U > = ¢, =sabit # 0 buluruz. Genel helis tanmimina gore, & 4- boyutlu E* Oklid uzayinda bir

genel helistir.

Teorem 2.2.3 k,k,, k; egrilik fonksiyonlari ve {V;,V,,V,,V,} Frenet vektorleri ile verilmis E* 4-

boyutlu Oklid uzayimnda bir yay uzunluklu parametrik egri o olsun. O halde a E* 4- boyutlu

Oklid uzayinda bir ¥, -slant helisdir ancak ve ancak

L5 88 2.12)
kl kz kz

esitligi saglanir [3].

Ispat: Farz edelim ki k,,k,,k; egrilik fonksiyonlari ve {V;,V,,¥,,V,} Frenet vektorleri ile verilmis
4- boyutlu E£* Oklid uzayinda bir s yay uzunluklu fonksiyon ile parametrelenen V,-slant helisi

a olsun. O halde, E* Oklid uzayinda sabit yonlii bir U = ¢V, +¢,V, +¢,V; +¢,V, vektorii vardr,

syle ki,

(V,,U)=c, =sabit = 0. (2.13)

14



(2.13) denkleminin tiirevini alirsak ve (2.2) denklemindeki Frenet formiillerini kullanarak,

baz1 hesaplamalardan sonra, U vektoriinii agagidaki gibi elde ederiz:

U=c,| —— (k3(S)JVl+k3(S)V2+V4, ¢, %0. (2.14)

k, (s)

Buradan (2.14) denkleminin s’ye gore tlirevi alinirsa ve Frenet denklemlerini kullanirsak;
U'=—c, l[ﬁ] +% , ¢, #0

olur. U sabit bir vektdr ve ¢, # 0 sabit oldugundan & E* 4- boyutlu Oklid uzayinda bir ¥, -slant
helisidir.

Tersine, varsayalim ki egrinin egrilik fonksiyonlar1 (2.12) denklemini saglasin.

ile verilen U vektoriinii ele alalim. Onceki denklemi s'ye gore tiirevi alinarak ve (2.2) Frenet

denklemleri ve (2.5) kullanilarak U’ =0 oldugunu elde ederiz, o halde U sabit bir yondiir dyle ki
<V4,U > = ¢, = sabit # Obuluruz. O halde, @ 4- boyutlu £* Oklid uzayinda bir ¥, -slant helisidir.

Ornek 2.2.1 o, egrisi k, (s) =S coss +c,s sins, k, (S) =s, k; (s) =1 egrilikleri ile E* ’te bir

regiiler egri olsun. O halde « bir Darboux helisidir.

Coziim: E* ’te, k,,k,,k, egrilikleri ile verilen regiiler egri & olsun, & nin Darboux helis olmast

icin teorem 2.1.1 de

15



]]i—:: A cos(J’k3 (s)a’s)+/12 sill(_[lc3 (s)ds)

ifadesinde 6rnekte verilenler yerine yazilirsa,

¢, scos(s)+c, ssin(s)

=4y cos [ ks (s)ds ) 4, sin( [ 5 (5)ds)

s
¢, cos(s)+c,sin(s)=4 cos(J-lds)+/”t2 sin(Ilds)
¢, cos(s)+c,sin(s)=4 cos(s)+A,sin(s)

=4 vec,=4
olur ki bu da & nin bir Darboux helis oldugunu gosterir.

Ornek 2.2.2 o, egrisi
k (s)=cs* coss+c,s’ sins, k,(s)=s" , ky(s)=1

egrilikleri ile E* ’te bir regiiler egri olsun. O halde « bir Darboux helisidir.

Sonug 2.2.1 Vs eI C R igin k (s) = k,(s) durumunda, asagidakiler esdegerdir.

(1) a, E* ’te bir Darboux helisidir.
(2) a, E* ’te bir genel helistir.

(3) a, E* ’te bir V,—slant helistir.

Sonug 2.2.2 Sifirdan farkli sabit egrilikler ile verilen Darboux helis yoktur.

2.3. 4- Boyutlu Oklid Uzayinda Slant Helisler

E® Oklid uzayinda bir helis, sabit bir ydnde sabit bir a¢1 yapan teget cizgilerinden olusan

D o D i . - LT
bir egridir. Bir helis egrisi, sirasiyla burulma ve egriligi 7 ve x gosterilen egri boyunca sabit —
K

orani tarafindan karakterize edilir. Klasik diferansiyel geometrinin helisler, uzay egrilerinden 1iyi
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bilinen egrilerdir [10] ve bu tiir egrilerle ilgili yapilan calismalar, bilim adamlar1 tarafindan

caligilmistir [20 - 25] . Son zamanlarda, Izumiya ve Takeuchi [1] normal ¢izgilerin sabit bir yonde

sabit bir ac1 olugturdugunu sdyleyerek slant helisler kavramini tanitmiglardar.

Slant helis ancak ve ancak;

fonksiyonu sabit ise karakterize edilir.
E* Oklid uzayinda, keyfi bir egri a:1c E — E* olsun. a:1c E — E* birim hizl bir egri

(veya s yay uzunlugu fonksiyonu ile parametrelenen ), eger <a' (), (s)> =1 ise, burada (.,.),

E* Oklid uzaymndaki standart skaler i¢ carpim olup, her bir,
X =(x,x,%,%,), Y=(3, ¥, 0.0, ) € E*

i¢in,

<X,Y> =X+ XY, XY XY,

ile verilir. {T(s),N(s),B1 (s),B, (s)}, a boyunca hareket eden ¢ati olsun, burada T, N, B, ve
B, sirastyla tanjant, asli normal, birinci binormal ve ikincil binormal vektdr alanlarini gostersin.

Burada T(s), N(s), B,(s) ve B,(s) karsilikli olarak ortogonal vektdrler olup
(T,T)=(N,N)=(B,,B,)=(B,,B,) =1

saglanir. o egrisi igin {T,N,Bl,Bz} catisinin Frenet denklemleri (TNBBF)
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T 0 « 0 O[T
N -x 0 x, O||N
= ! ’ . (2.15)
B, 0 -x, 0 x]||B,
B, 0 0 -« OB

ile verilir. Sirastile x, (), ,(s) ve &, (s) fonksiyonlarina, & egrisinin birinci, ikinci ve ligiincii
egrilikleri denir. Her hangi bir s €1 i¢in &, (s)=0 ise, o halde B, (s) sabit bir B vektoridiir ve

a egrisi E° Oklid 3-uzay1 izometrik olan B vektdriine dik 3-boyutlu afin alt uzayinda bulunur.

Bu calismada her hangi bir s €I, 1<i<3 i¢in her ii¢ egriligin, x, # 0 sagladigini var sayacagiz.

Tamm 2.3.1 Bir birim hizh o :1— E* egrisi, sifir olmayan bir sabit U vektoér alam ve bir
X e{T,N,B,,B,} vektor alani igin s — <X (s).U >, s €1 fonksiyonu sabit ise, genel bir helis olur.

X vektor alanini segmek i¢in asagidaki durumlar mevcuttur:

X bir T birim teget vektor alani ise, ¢ silindirik bir helis olarak adlandirilir. & (s) ’in silindirik

bir helis olmasi1 ancak ve ancak

fonksiyonunun sabit olmasidir [10,19].

X bir B, vektor alani ise, o halde egri B, slant egri olarak adlandirilir. Dahasi, & boyle bir egri

ise ancak ve ancak

fonksiyonunun sabit olmasidir [22]. Bu bolimdeki slant helislerin karekterizasyonunu asagida

verilmistir.
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Teorem 2.3.1 o:1 > E*, E* te bir birim hizl1 egri olsun. O halde,
2

' 2
(IK‘I (s)ds)2+ K%(:;—;Ilquj +£—z +[:—;IK1dsj

fonksiyonu sabit ise « slant bir helistir. Dahas1 bu sabit tan® @ olup burda a y1 belirleyen N

vektort, sabit bir U yonii ile sabit bir 8 ag1 yapmustir [4].

Ispat: o € E* bir birim hizl egri olsun. ¢ nin slant egri oldugunu var sayalim. N vektorii, sabit

bir U yonii ile sabit yaptigi ag1 6 olsun. <U U > =1 oldugunu varsayalim. Diferansiyellenebilir

fonksiyonlar a;, 1<i<4, ele alalim.

U=a,(s)T(s)+a,(s).N(s)+a(s).B (s)+,(s).B,(s), sel (2.16)
yani;

a,=(T,U), a,=(N,U), a;=(B,U), a,=(B,,U)

olsun. U vektor alani sabit oldugu i¢in, (2.16) nin tiirevi (2.15) ile birlikte alinirsa agsagidaki adi

diferansiyel denklem sistemini verir.

o, — K, =0
a, +Ka, — K0, =0 (2.17)
o, +K,a, —Ka, =0

o, +Ka, =0

dir. Burda o, (s) = <N (s),U > fonksiyonu sabittir ve cosé ya esit olur. O halde (2.17) denklem

sistemi asagidaki gibi yazilabilir.
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a, — K, =0

K K0, =0 (2.18)

o, +x,a, —Kk0, =0

a, + K, =0

(2.18) denklem sisteminin ilk ti¢ denklemi

a, =a, J. K,ds

a, =a2ﬁIK1ds (2.19)
K

1| x ok
a,=a, {;(K—‘I/quj +K—3]
3 2 2

elde edilir. Buradan da,

seklinde degisken degisimi yapilirsa, (2.18) denklem sisteminden asagidaki denklemi elde ederiz:

a;(t)=a4—a2%.
3

Sonug olarak, & bir slant helis ise (2.18) denklem sisteminin son denklemi,

a,(t)+a,(t)-a, (0 =0 (2.20)

elde ederiz. Bu denklemin genel ¢ozlimii;

a,()=a, [[A—j ": 8 sintdt]cost+[B— 2 8 costdthint:l, (2.21)
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dir. Burada A ve B keyfi sabitlerdir ve (2.21) denklemi ile verilir.

a,(s)=a {(AI[IQ (S)Sian3(s)dS]ds)cost3(S)d5+]

K, (S)COSIIQ (s)ds}z’s)sinjlc3 (s)ds

—_
oV
+
—
[

dir. Buradan da (2.18) denkleminden, «; fonksiyonu ile hesaplanir.

2 (B+I[K2(S)COSIK3 s ds]a?s)cosjlc3 s)ds

o (5)=a {(AJ‘[KZ (S)Siﬂjlg s ds}ds)51njx ds]

o halde (2.22), (2.23) ve (2.19) denklemlerinden,

K%(:—;jxlds] +Z—j:(A—I[K( st.K3 a’s}a’s)cosjrc3
+(B+I[K2(s)cosj@(s)ds}ds)sinj@(s)ds

dir. Buradanda,

Z—;jklds:(A—I[ ) (s San.K‘ ds]ds)smj‘ S (s)ds -
(B+J.[ cost ds]ds)cosjrc

dir. (2.25) kosulu agagidaki gibi yazilabilir.

ki (5) [ (s)ds = (A= [ [, (s)sin [ (s)ds |dis ) (s)sim [ s, (s

dS)K‘2 (S)cosj/c3 (s

_(B+I[K2 (S)COSJK3 (s)ds]

olup yukaridaki denklemin integrali alinirsa,

21
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5 (2.26)
—(B+J[ (s)cos_[/c3 ds]ds)
elde edilir. Burada C bir integral sabitidir. (2.24), (2.25) denklemlerinden
' 2 2
2
L{ﬁ j,quj . +(ﬁ ;,qu} (4= [ (s)sin [ (s)ats )
K\ K, K, K, 2.27)
+(B+J.[K‘ COSJK‘ ds}ds)
dir. Buradan da (2.25) ve (2.26) denklemlerinden,
' 2 2
2 1| & Ky Ky
(I (s)ds)” +| —| LImds | +=2| +| Ljxas | =C (2.28)
32 3 )

buluruz. Ayrica bu C sabiti U bir birim vektor alan1 oldugunu ve (2.16) denklemini kullanirsak,

(2.28) ve (2.19) denklemlerinden asagidaki gibi hesaplanir:

2 2 2 2

o +ai+a l-a
C="1— " =—— 2 —tan’@ du.
a, a,

Simdi aksini ispatlayalim. Varsayalim ki (2.28) denklemi bir & egrisi i¢in saglansin. € € E, i¢in

C = tan’ @ olsun. Birim U vektdriinii asagidaki gibi tanimlayalim.

' 2
U =cosf IK dsT+N— IK ds B, +[ ( IdeJ +—} B, (2.29)
3 3
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(2.28) denkleminden, U nun tiirevi yani iZ—U: 0 verir. Bu da U nun sabit bir vektor oldugu
s

anlamma gelir. Ote yandan, birim asli normal vektdr alam N ile U arasindaki i¢ ¢arpim

<N (s) U > =cos@, bdylece o slant egridir. Bdylece teoremin ispati tamamlanur.

2.4. Slant Helislerin Karekterizasyonu
Bu béliimde E* Oklid uzayinda slant helislerin iki yeni karekterizasyonunu verecegiz.

Teorem2.4.1 o :1 — E*, E* Oklid uzayinda bir birim hizl1 egri olsun. O halde « bir slant helistir

ancak ve ancak. [4]

d

/gf(s)z(%.[/quj gy

f(s) == ks (2.30)
K,

Ispat: Simdi o slant helis oldugunu varsayalim ve (2.28) denkleminin tiirevi,

() s ) 2 s | 2|

Denklemini verir. Bazi diizenlemelerden sonra, denklem (2.31) asagidaki formu alir.

{ (Kz _[Kd j+—3}' =0 (2.32)

Eger f = f(s)seklinde fonksiyonu;

K/ (5) f des}

2.31)

denklemi ile tanimlarsak o halde denklem (2.32) soyle yazilir;
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d KK,
gf(s):— ;zljxlds.

Tersine, eger (2.30) denklemi saglanirsa, bir birim sabit U  vektoriinii
U = cos 9“ K dsT+ Nﬁj Kk, ds B+ f(s)B, | ile tanimlariz. Bu bize <N(s) , U> =cos@ sabit
KZ

oldugunu verir yani, ¢ bir slant helistir.

Simdide bir slant helisin integral karakterizasyonunu verelim.

Teorem2.4.2 o :1 — E*, E* Oklid uzayinda bir birim hizl1 egri olsun. O halde « bir slant helistir

ancak ve ancak A ve B sabitleri i¢in asagidaki kosul saglanir [4].

:—ljlqu = (A—I[Kz (s)sinJ.K3 (s)a’s}als)sin_[lc3 (s)ds
—(B+I|:K‘2 (S)COSJ.K‘3 (s)afs}is)cosj‘lc3 (s)ds.

(2.33)

Ispat: Simdi bir o slant helis oldugunu varsayalim ve teorem 2.2.1°i kullanarak m(s) ve n(s)

yi;
$=p(s) =[x, (u)du, (2.34)
seklinde olmak tizere,

m(s)= f(s)cos¢+[ﬁjlqujsin¢+“/c2 sin @ |ds
" (2.35)

n(s)= f(s)sin¢—(:—; [ K]ds]cosqﬁ— [, cos gJas
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seklinde tanimlayalim. Denklem (2.35) in s’ye gore tiirevini alalim (2.30) ve (2.34)’i dikkate

alarak diizenlersek cjl—m =0 ve % =0 elde ederiz. Boylece, A ve B sabitleri i¢in m(s) =A ve
s s

n(s)=B elde edilir. Bunlar1 (2.35) denkleminde yerine yazarsak, ﬁj.l('lds , icin elde edilen
KZ

denklemleri ¢ozersek,
z—ljlqu = (A —I[/{Z (S)sin¢:| ds)sin¢—(B + .H:Kz (s)cos¢:| ds)cos¢ ,

elde ederiz. Tersine, varsayalim ki (2.33) denklemi saglansin teorem 2.2.1 uygulamak igin,

f=r(s)yi
f(s)= (A—I[Kz (s)sin¢]ds)cos¢+(3+j[z<2 (s)cos¢]ds)sin¢, (2.36)
¢(s) = jK‘3 (u)du,

ile tanimlariz. (2.33) denkleminin tiirevi, (ﬁjkldsj =i, f(s)—x, yi ve bu son denklem (2.30)
KZ

denkleminin sol tarafin1 gosterir. Dahasi, basit bir hesaplama f '(s)z—K3Kl

I K,ds, olur ve
2

bdylece ispat tamamlanir.

2.5. (k,m)-Tipi Slant Helisler
Bu boliimde E* Oklid uzaymndaki (k,m)-tipi slant helisler elde edilmistir [25].

Tamm 2.5.1 {V,,V,,V,,V,} Frenet catisi ile verilen E; Oklid uzayinda « regiiler birim hizli bir
egri olsun. a bir (km) -tipi slant helis ise U e E*sifirdan farkli sabit vektdr alani olmak iizere

1<k <4, k#c igin (V,,U)=c (c sabitsay1) dir. 1<i<3, k,#0, Ue E* (k,m)-tipi slant helis

25



lizerinde sabit vektordiir. Diferansiyellenebilir s fonksiyonuna gore u,=u,(s) i¢in {T,N,B B, }

Frenet ¢atisina gore U =u, T +u, N +u,B, +u,B, yazilabilir.

Teorem 2.5.1 E* Oklid uzayinda (,2) -tip slant helis yoktur.

ispat: Kabul edelim ki ¢ bir (1,2) -tip slant helis olsun. O halde U e E*sifirdan farkli sabit

vektor alani1 olmak iizere,

(T,U) = c,=sabit (2.23)
ve
(N,Uy=c, (2.24)

sabittir. Buradan da
T =kN,

N =-kT +k,B,
B, =—k,N +k,B,,

Bé = _kBBl’

dir. Yukandaki Frenet denklemleri kullanilarak, (2.23) ve (2.24) denklemlerinin tiirevi alinirsa

(T, Uy=0 ve (N,U)=0 elde edilir. Buradan (T',U) =0 ise, (k,N,U)=0,

k(N,U) =0. (2.25)

(2.25) denkleminde (2.24) yerine yazilirsa, k,.c, = 0 buluruz. c, bir sabit olmak tizere k, =0 elde

edilir. Bu bir geliski olup (7,2) -tip slant helis yoktur.

Teorem 2.5.2 E* Oklid uzayinda (1,3)-tip slant helis yoktur.
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ispat: Kabul edelim ki ¢ bir (1 ,3) -tip slant helis olsun. O halde U e E* sifirdan farkl sabit vektor

alan1 olmak tizere,

(LU =¢ (2.26)
Ve
(B,U)=¢ (227)

sabittir. (2.26) ve (2.27) denklemlerinin tiirevi alimirsa (7",UY=0 ve (B,,U) =0 olup Frenet

denklemleri kullanilarak,

k(N,U)=0 (2.28)
ve

—k,(N,U) +k,(B,,U)=0 (2.29)
elde edilir.

Teorem 2.4.1 e gore (2.28) denkleminde ise k, #0 olup bunun anlami N ve U nun

ortoganal olmasidir. O halde (/,3)-tip slant helis yoktur.

Teorem 2.5.3 E* Oklid uzayinda (1,4) -tip slant helis yoktur.

Ispat: Kabul edelim ki o bir (1,4)-tip slant helis olsun. O halde U e E*sifirdan farkli sabit

vektor alan1 olmak iizere,

(T, U)=¢ (2.30)
Ve
(B,,U) =c, (2.31)

sabittir. (2.30) ve (2.31) denklemlerinin tiirevi almirsa, (7",U)=0 ve (B, ,U)=0 olup Frenet

denklemleri kullanilarak,
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k(N,Uy=0
ve

—k,(B,,U)=0 (2.32)

denklemleri elde edilir. Teorem 2.4.1 e gore (2.31) ve (2.32) denklemlerinde ise k, #0 ve k; #0
olup bunun anlami N ve Unun ve B, ve U nun ortoganal olmasi demektir. O halde (7,4 ) -tip

slant helis yoktur.

Sonug 2.5.1 E£* Oklid uzayinda (7,k)-tipi slant helisler yoktur.

Teorem 2.5.4 Eger o E* Oklid uzayinda bir (2,3)-tip slant helis ise o halde

k k
<T,U> Zk—ZC3 > <BzaU> :k_zcz,

1 3

burada ¢, ve ¢; sabitlerdir.

ispat: Kabul edelim ki « bir (2,3) -tip slant helis olsun. O halde U e E*sifirdan farkli sabit

vektor alant olmak lizere

(N,Uy=c, (2.33)
ve
(B,Uy=c, (2.34)

denklemleri sabittir. (2.33) ve (2.34) denklemlerinin tiirevi alimirsa (N',U)=0 ve (Bl',U y=0

olup Frenet denklemleri kullanilarak,

—k(T,Uy+k,(B,,U)=0 (2.35)
Ve
—ky(N,U)+k,(B,,U)y=0 (2.36)
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elde edilir. (2.35) denkleminde (2.34) denklemi yerine yazilarak, (7,U) = %03 ve (2.36)

1

denkleminde (2.33) denklemi yerine yazilarak (BZ,U>:%C2 elde edilir. Boylece ispat

3

tamamlanir.

Teorem 2.5.5 E* Oklid uzayinda (2,4)-tip slant helis yoktur.

Ispat: Kabul edelim ki , E* Oklid uzaymnda bir (2,4)-tip slant helis olsun. O halde U e E*

sifirdan farkli sabit vektor alan1 olmak iizere,

(N,U)=c, (2.37)
Ve
(B,,U)=c, (2.38)

denklemleri sabittir. (2.37) ve (2.38) denklemlerinin tiirevi alimirsa, (N',UY=0 ve (B, ,U)=0

olup Frenet denklemleri kullanilarak,

—k(T,Uy+k,(B,,U)=0 (2.39)
Ve
—ky(B,,U)=0 (2.40)

elde edilir. (2.40) denkleminde k;#0 olup bunun anlami B, ve Unun ortogonal olmasi

demektir. O halde (2,4)-tip slant helis yoktur.

Teorem 2.5.6 E* Oklid uzayinda (3,4)-tip slant helis yoktur.

Ispat: Kabul edelim ki o, E* Oklid uzayinda bir (3,4)-tip slant helis olsun. O halde U e E*

sifirdan farkli sabit vektor alan1 olmak iizere,
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(B,,U)y=c, (2.41)
veE

(B,,U)=c, (2.42)

sabittir. (2.41) ve (2.42) denklemlerinin tiirevi almirsa, (B/,U)=0 ve (B, ,U)=0 olup Frenet

denklemleri kullanilarak,

— k(N U)+K, (B, U)y =0 (2.43)
Ve

k(B U)=0 (2.44)

elde edilir. (2.44) denkleminde k; #0 olup bunun anlami B, ve U nun ortogonal olmasi

demektir. O halde (3,4)-tip slant helis yoktur.
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3. BULGULAR

Bu béliimde, £* 4- boyutlu Oklid uzayinda yeni bir Frenet cat1 ve yeni egrilikler elde
ediyoruz. E*te asagidaki gibi verilen {T ,N, Bsz} Frenet catisini gbz oniine alalim. Bu vektor

alaniin tiirev denklemin matris seklindeki yazilimi asagidaki gibi yazalim;

T 0 &k 0 0T
N|_|-k 0 &k O[N] a1
B, 0 -k, 0 k| B
B, 0 0 -k 0] B,

Burada {T,N,B,,B,} ortonormal ¢ati oldugundan,

(T,T)=(N,N)=(B,,B,)=(B,,B;)=1

(T,N)=(T,B)=(T,B,)=(N,B,)=(N,B,)=(B,,B,) =0 dr.

Simdi bu ¢attyr £* de keyfi dondiirelim. Yani {T, N, B,, B,} yi dondiirdiigiimiizde
{T " N *,Bl*,Bz*} vektorlerini elde etmis olalm. {7, N, B, B,} vektorlerini sirasiyla V,,V,,V;,V,
diye siralarsak {T N",B/ ,B;‘} da {Vl*,V;,V;,VA‘*} olur. Simdi V; vektorii ile ¥, vektorii

arasindaki agiya ¢, dersek donme donistimi,

*

v cos, cosb, cos@, cosl, ||V
V, | |cos8, cosd,, cosb, cosb, |V,
v, | |cosf, cos@,, cosf, cosb, |V,
V, | |cosb, cosb,, cos@, cosb, ||V,

olur. Burada N ve B, vektorlerini sabit birakirsak dénmeyi sadece {7, B,} diizleminde T ile

B, vektorlerini bir € kadar dondiirtirsek,
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Sekil 3.1
sekli elde edilir. Bu sekilden de,
6, =0 0,=90" 6, =(90"-0) 6, =90
6, =90 6,,=0 6,, =90 6,, =90°
0,=(90"+6) 6,,=90" 6,,=0 6,, =90
6,=90 6,, =90 6,, =90 6,=0

Bz

ifadeleri yazilabilir. O halde {T *N *,Bl*,B;} alanini {7_" ,N ,EI,EZ} olarak yeniden adlandirirsak,

T(s)=TcosO(s)+B sinb(s)

N(s)

=-Tsin0(s)+ B cosd(s)

B, (s)

(s)
(s)

S

(s)

8]

catisi elde edilir. Ya da bu ¢atiy1 matrisel formda,

T cosf(s) 0 sinf(s) 0| T
N| | 0 10  o|N
B | |-sinf(s) 0 cosd(s) Ol B |
B, 0 0 0 1| B,
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cosf(s) 0 sinf(s) 0

) 0 1 0 0 e ..

seklinde yazilir. Burada 4 = 0 matrisi ile gosterirsek, 4 matrisi
1

—sinf(s) 0 cosf(s)
0 0 0

ortogonal bir matris oldugunda tersi vardir ve tersinden, asagidaki matris

T| [cosO(s) 0 —sinf(s) O| T
NI | 0 1 0 0| N
B/ | |sin@(s) 0 cosé(s) O| B |
B, 0 0 0 1| B,

elde edilir veya asagidaki bicimde

S

(s)=Tcosé(s)+ B sinb(s)

(5)=N(s)

(s)=-Tsin@(s)+B cosd(s)
)=

B,(s)=5,(s)

(3.3)

I & =

I\-)

yazilabilir. Simdi (3.2) denklemlerinin s — ye gore tiirevi almip, T, N', B;, B, yerine yazilirsa

(3.1) denklemi yazilip burada T', N, B,, B, yerine de (3.3) sonuclar1 yazilirsa;

T =T cos@—Tsin0.0 + B,.sinf+ B, cos 0.0
=k N cos@—Tsin0.0 +(—k,N +k,B,)sin 6+ B, cos 0.0
=kl]\_/cosﬁ—[Tcos@—Tsin@El}sin9+[1_"sin9+§1 cosé’].cos@.@v

= (cos Osin 0.6 +sin O cos 0.0 )T +(k cos@—k,sin@) N + (sin2 0.0 +cos’ 0.0 )El +k,sin 0B,
T =(k cosO(s)—k,sin0(s))N+0 (s)B, +k,sin0(s)B, (3.4)

N =N =-kT+k,B,
=—k, [TCOSH—EI sin«ﬂ%rk2 [Y_TSinéhtl?1 cos0:|
N'=(k,sin@(s)—k cosO(s))T +(k,cosO(s)+k sind(s))B, (3.5)
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B, =-T'sin@-Tcos0.0 + B, cosd — B, sin 0.0
=(~k,N)sin@—T cos 0.0 +(—k,N + kB, )cos @ — B, sin 0.0
=c0s0.0T +(—k,sin@—k, cos@) N —sin 6.0 B, + k, B, cos 0

=—cos6.60 I:TCOSH—EI sin6’]+[—k1 sin@—k, cos @] N —0'sin 0 (T sin 6 + B, cos ) + k, B, cos 0

B =-0T —(k sin@+k,cosd)N +k, cos 9B, (3.6)

o)
I

B, =—k,B,

[ s1n9+B cos@]
B, =—k,T sin@—k,B, cos & (3.7)

elde edilir. Buna gore, yeni ¢ati {f ,N,B, Ez} olup bu yeni ¢atimiza gore Frenet denklemleri

asagidaki matrisel formda yazabiliriz:

7] 0 k, cos Ok, sin 6 0 ksing ][ T
N | kysin@ -k, cos 0 0 k,cos@+k sin@ 0 N
B, -0 —k, cos @ —k, sin & 0 k,cos@ || B, |
B, —k, sin @ 0 —k, cos @ 0 B,
Yeni ¢atimizin egrilikleri {l?l ,l?z,lg} olsun. O halde bu egrilikler
l? =k, cos@—k,sinb
l? =k,cos@+k sinf (3.9)
l? k, cos 0

0=9,=sbt, 0 =0

seklinde elde ederiz. Buna gore tiirev denklemi;
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= = =N
|
Ry
()
NRN
()
= =N

biciminde bulunur. Bu yeni catiya 4-tip paralel transport Frenet cati (T4PTFF) diye tanimlayalim

ve burada bu yeni ¢atinin egrilikleri,

l? =k, cos@—k,sin6

l? =k,cos@+k sinf (3.9)
l? k, cos 0

0=¢,=sbt ve 96‘:—% E} seklindedir.

3.1. Oklid Uzayinda Yeni Bir Frenet Cat1 ve Bu Catiya Gore (k ,m) -Tipi Slant Helisler

Bu boliimde, E* 4- boyutlu Oklid uzayinda 4-tip paralel transport Frenet gatisina (T4PTFF) gore

slant helislerin karakterizasyonunu ve yeni (k,m)-tip slant helisleri elde ediyoruz.

7] 0 k0 tan6k |[T

N| | -k 0 kK 0 [N

B 0 -k 0 k ||B

B, —tanbk, 0 —k, 0 B,

Ve

l?zk cos@—k,siné

k, =k, cos@+k sind (3.10)
l? =k,cosd

0=p,=sbt ve 0 =0 ve 96|:—£ —} dir.
22
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O halde {]_" ,N ,EHEZ} TAPTFF ile verilen E' Oklid uzayida o regiiler birim hizl bir egri olsun.
a bir (k,m)—tipi slant helis ise U € E* sifirdan farkl sabit vektor alan olmak {izere <]_" U > ,
<]V,U>, <Z§I,U> ve <l_?2,U> i¢ carpimlar sabit bir ¢ sayisina esittir. U € E* (k,m)—tipi slant
helis iizerinde sabit vektor olmak iizere diferansiyellenebilir s fonksiyonuna goére, U, =U, (s) icin

{T.N.,B,,B,} T4PTFF gbre, U =u,T +u,N +u,B, +u,B, yazlabilir.

Teorem 3.1.1 Eger « bir £* Oklid uzayinda (1,2)—tip slant helis ise, o halde;

burada ¢, ve c, sabitlerdir.

Ispat: Kabul edelim ki « bir (1,2)—tip slant helis olsun. O halde U e E* sifirdan farkli sabit

vektor alant olmak lizere

(T.U)=¢, (3.11)

(N.U)=c, (3.12)

sabitlerdir. Yukaridaki paralel transport ¢atiyr gore diizenleyip (3.11) ve (3.12) denklemlerinin

tlirevi alinirsa,
(T"\U)=0 ve (N',U)=0

elde edilir. Buradan <]V U > =0 denkleminde paralel transport Frenet ¢atis1 yerine yazilirsa;
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-k (T.U)+k,(B,U)=0 (3.13)

denklemini buluruz. Daha sonra <7_“ U >= 0 denkleminde paralel transport Frenet ¢atis1 yerine

yazilirsa;

—

kN +tan 0k, B,,U) =0, (3.14)

k,(N,U)+tan 0k, (B,,U)=0 (3.15)
elde edilir. Buradan (3.14) denkleminde (3.15) yerine yazilirsa,
k,.c, + tan Ok, <§2,U> =0.

Bu son denklem yeniden diizenlenirse

elde ederiz. Boylece ispat tamamlanmis olur. Ayrica 6 e [—%,%} olmak iizere

= _k,cost9+kzsin6’c
sin Ok, ?

<1§2 U > = (—ﬁ cotd+ %j ¢, seklindedir.

3 3
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Teorem 3.1.2 E* Oklid uzayin da bir (1,3)— tip slant helis yoktur.

Ispat: Kabul edelim ki o bir (1,3)—tip slant helis olsun. O halde U € E* sifirdan farkli sabit

vektor alan1 olmak tizere;

T,U)=c (3.16)
(T.u)

ve

B,U)=c, (3.17)
(B.U)

oldugundan sabitlerdir. (3.16) ve (3.17) denklemlerinin tiirevi alinirsa;

T,U)=0 (3.18)
(T.v)

Ve

B, U)=0 (3.19)
(B.U)

olup bu denklemlerde T4PTFF’yi kullanirsak;

(k,N +tan 0k, B,,U) =0 (3.20)
Ve
(~k,N +k,B,,U)=0 (3.21)

elde edilir. (3.20) ve (3.21) denklemlerini diizenlersek;

k,(N,U)+tan 0k, (B,,U)=0 (3.22)
~k,(N,U)+k,(B,,U)=0 (3.23)

dir. (3.22) denklemi (3.23) denkleminde yerine yazilirsa,
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—k2(—tané’;.<§2,U>)+I?3<BZ,U>=O (3.24)

dir. Buradan 6 € [—%,%} olmak tizere

(tan@ k%’% +k, j<§2,U> =0 (3.25)

1

elde edilir. k&, k, ve 1?3 egrilikleri sifirdan farkli olup <§2,U > =0 elde edilir ki bunun anlam1 B,

ve U nun ortogonal olmast demektir. O halde (1,3) — tip slant helis yoktur.

Teorem 3.1.3 , E* Oklid uzayn da bir (1,4)— tip slant helis ise o halde;

<N,U>:—tan0%c4 ve <§1,U>=—tan6?cl,

1

burada ¢, ve ¢, sabitlerdir.

Ispat: Kabul edelim ki o bir (1,4)— tip slant helis olsun. O halde U € E * sifirdan farkli sabit

vektor alan1 olmak tizere;

T,U)=c (3.26)
(T.v)

ve

B,U)=c, (3.27)
(B.U)

denklemleri sabittir. O halde (3.26) ve (3.27) denklemlerinin tiirevi alinirsa ve T4PTFF

denklemlerini kullanirsak;

(k,N +tan 0k, B,,U) =0 (3.28)
Ve
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<—tan ok, T —EE,U> =0 (3.29)

denklemleri elde edilir. (3.28) denkleminde (3.29) yerine yazilirsa;

_ tan Ok,
(N.U)= anl; 3¢, denklemi elde edilir. Buradan da (3.29) denklemi (3.26) ifadesi yerine

1

yazilirsa;
<l_?1,U> =—tanfc,
denklemi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.4 o, E* Oklid uzayin da bir (2,3) —tip slant helis ise;

dir. Burada ¢, ve c; sabitlerdir.

Ispat: Kabul edelim ki o bir (2,3)—tip slant helis olsun. O halde U € E* sifirdan farkli sabit

vektor alan1 olmak tizere;

(N.U)=c, (3.30)
Ve
(B.U)=c, (3.31)

olup burada T4PTFF denklemleri kullanilirsa;
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(kT +k, B,U)=0 (3.32)
(~k,N+k B,,U)=0 (3.33)

elde edilir. Buradan da (3.32) ve (3.33) denklemlerinde (3.31) ve (3.30) denklemleri yerine

yazilirsa;
- k.
(T.U)= 7203 (3.34)
1
Ve
- k.
(B,.U)= krzc2 (3.35)

elde ederiz. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.5 E* Oklid uzayin da bir (2,4)- tip slant helis yoktur.

Ispat: Kabul edelimki o, E* Oklid uzayinda bir (2,4)- tip slant helis olsun. O halde U € E*

sifirdan farkli sabit vektor alan1 olmak iizere;

(N,U)=c, (3.36)
ve
(B,.U)=c, (3.37)

<A7‘,U> =0 (3.38)
ve
(B,,U)=0 (3.39)
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olup burada T4PTFF denklemlerini kullanirsak;

(3.40)
Ve

=0 (3.41)
elde edilir. (3.40) denklemi (3.41) de yerine yazilirsa;
~k(T.U)=-k(B.U) (3.42)
ve
— k, —
— tan Ok, ?<BI,U>—k3 (B,U)=0 (3.43)
1
ve son denklemden;
2 r/n —
<tan0k:1+1>k3 (B.U)=0 (3.44)

elde edilir. (3.44) denkleminde,

k., k, ve k, =k,.cos@ = 0 egrilikleri sifirdan farkli olup <§, U > =0 elde edilir ki bunun anlami

B, ve U nun ortogonal olmasi demektir. O halde (2,4)— tip slant helis yoktur.

Teorem 3.1.6 , E* Oklid uzayin da (3,4)-tip slant helis ise o halde;

<N,U> = %‘74 (3.45)
2
ve
— c
<T’U>: - tari 7

(3.46)

9

Burada ¢, ve ¢, sabitler olup 96‘: d 71 dur.
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Ispat: Kabul edelim ki , E* Oklid uzaynda bir (3,4)—tip slant helis olsun. O halde U € E*

sifirdan farkl sabit vektor alan1 olmak iizere;

(B.U)=c, (3.47)
ve
(B,.U)=c, (3.48)

(B,U)=0 (3.49)
ve
(B,,U)=0 (3.50)

(N +k B,U)=0 (3.51)
Ve
(—tan 0k,T —k,B,,U) =0 (3.52)

~k,(N,U)=~k,(B,,U) (3.53)
Ve
~tan 0k, (T,U )=k, (B,.U) (3.54)

— k
buluruz. (3.53) ve denkleminde (3.48) denklemi yerine yazilirsa; <N U > =k:304 denklemi elde

2

edilir. Buradan da (3.54) ve (3.47) denklemlerini kullanirsak,
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(T.U)=--5 (3.55)

tan @

buluruz. O halde ispat tamamlanmais olur.
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4. SONUC

Bu tezde, Darboux helis, genel helis ve V,-slant helis olmak iizere sirasiyla sifir ve sabit
olmayan k,,k,,k, egrilik fonksiyonlarina sahip olan E* 4- boyutlu Oklid uzayinda birim hizli &
egrisi icin karakterizasyon teoremleri ¢alisiimistir. Ayrica, E* Oklid uzayinda slant helislerin iki

yeni karakterizasyonunu ve integral karakterizasyonlar1 elde edilmistir. 4- boyutlu Oklid uzayinda

TNBBFF’ye gore (1,k)-tipi slant helisler olmadig1 sonucuna vartlmistir. Bulgular kisminda ise

E* 4- boyutlu Oklid uzaymnda yeni bir ¢at1 olan T4PTFF bulunarak T4PTFF’ye gore slant

helislerin karakterizasyonunu bulunmus ve yeni (k, m) -tip slant helisler elde edilmistir.

Bu tezde, O-tip helis genel helis ve 1-tip slant helis sadece slant helis demektir. 2 <k <3 igin k-
tip slant helisler hiperbolik uzayda kismen null egrilere ve pseudo null egrilere karsilik gelebilir.
Son zamanlarda, bu 06zel catilar, kanal ve boru seklindeki yiizeyleri incelemek icin de ele
alinabilir. Bu kavramlarla ilgili bircok arastirma makalesi Oklid uzaymda, Minkowski uzaymda

ve dual uzayda ele alinmigstir.
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