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OZET
ALT MATRISLERI UCGENSEL OLAN BLOK MATRISLERIN FAKTORIZASYONLARI
VE DETERMINANTLARININ HESAPLANMASI UZERINE
Fatma ALTUN
Yiiksek Lisans Tezi
Bitlis Eren Universitesi Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danmigman: Dr. Ogr. Uyesi Ufuk KAYA

Ekim 2020, 34 sayfa

Bu tez ¢alismasinda, bilesenleri n X n tipinde st {iggensel matris olan

Ay A o A
S I
Ami Amz - Amm

bigimindeki blok matrisler ele alinacaktir. Bu matrisin determinantinin yalnizca alt matrislerinin
kosegen elemanlaria bagli oldugu ispatlanacak ve bu determinant daha kiigiik alt determinantlarin
carpimi olarak gosterilecektir. Ayrica bu matrisin ek matrisi, 6z degerleri, tersi ve faktorizasyonu

tizerinde caligilacaktir.

Anahtar Kelimeler: Blok Matris, Determinant, Ust Uggensel Matris, Faktorizasyon



ABSTRACT
ON FACTORIZATION AND CALCULATION OF DETERMINANT OF BLOCK MATRICES
WHOSE SUBMATRICES ARE TRIANGULAR
Fatma ALTUN
Master Thesis
Bitlis Eren University Graduate Education Institute
Department of Mathematics
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Ufuk KAYA

October 2020, 34 pages

In this thesis, we consider the block matrix

A11 A12 Alm
e
Aml Amz Amm

whose components are n X n triangular matrices. This thesis aims to prove that the determinant of
the matrix A is solely determined by the diagonal elements of its submatrices and this determinant
is expressed as the multiplication of some subdeterminants. This work also aims to study on the

adjoint matrix, eigenvalues, the inverse and factorization of the matrix A.

Keywords: Block Matrix, Determinant, Upper Triangular Matrix, Factorization
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ONSOZ

Teorik ve uygulamali matematikte, matris ve determinant kavramlarinin ¢ok ¢esitli
kullanim alanlar1 vardir. Ozellikle dogrusal denklem sistemlerinin ¢dziilmesi icin matris kavrami
biiyiik 6nem tasimaktadir. Elektrik devre analizleri, bilgisayar programciligi ve miihendislikte yer
alan dinamik sistemlerin analiz ve tasarim problemleri matrislerin ve determinantlarin kullanildig:
calisma alanlar icerisindedir.

Bir kare matrisin determinantint Leibnitz formiilii veya Laplace formiilii yardimiyla
hesaplayabiliriz. 3 x 3 tipindeki bir matrisin determinant1 Sarrus kurali ile hesaplanabilir. 3 X 3
tipindeki bir matrisin determinant1 kolaylikla hesaplanabilirken, 4 X 4 ve daha biiyiik matrislerin
determinantini hesaplamak bir hayli zordur.

Bu tez calismasinda, st {icgensel matrislerden olusan daha biiylik matrislerin
determinantin1 hesaplayacagiz. Ayrica bu tip list liggensel matrislerden olusan matrislerin ek

matrisini, 6zdegerlerini, tersini hesaplayacagiz ve faktorizasyon uygulamalar1 yapacagiz.
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1.GIRIS

Bu tezde inceledigimiz matris {ist tiggensel matrislerden olusan bir blok matristir. Bu
sekildeki matrisler daha once incelenmemistir. Sadece, lineer cebir kaynaklarinda, iist tiggensel
matrisler i¢in “Bir {ist {iggensel matrisin determinanti kdsegen elemanlarinin c¢arpimidir.”
biciminde bir teorem mevcuttur. Bunun disinda, {ist iicgensel blok matrisler i¢in de ayr1 bir teorem
vardir. Ust iiggensel blok matrisler bizim calistigimiz matrislerden farklidir. Ust iiggensel blok

matrisler

Bll BlZ Blm
p=| 0 Bx Bom
0 0 By

bicimindedir. Bu tip matrislerde alt matrisler tezde ele aldigimiz sekilde iist iicgensel degildir. Blok
olarak kosegenin altinda kalan matrisler sifir matrisleridir. Bu tip matrislerin determinanti

kosegendeki matrislerin determinantinin ¢arpimina esittir. Yani,

|B| = |B11||Bzz| |Bmm|

dir [1]. Bizim tezde inceledigimiz matris yukaridaki B matrisinden farklidir. Bizim inceledigimiz

A matrisi

All AlZ Alm
e
Aml Amz Amm

bi¢imindedir. Buradaki A;; alt matrisleri iist tiggenseldir:

An(i-1)+1,n(G-D+1  AnG-D+1nG-D+2 °°  An@-D+1,n(G-1)+n
B 0 An(i-D+2n(-1D+2 °°  An(i—1)+2n(-1)+n

Aij - : : . : .
0 0 t Ap(i-1)+nn(-1)+n



Biz bu ¢aliygmada A matrisinin, dnce determinantinin sadece A;; alt matrislerinin kdsegen
elemanlarina bagl oldugunu gosterecegiz ve daha sonra kosegen matrislere sahip A matrisinin bir
faktorizasyonunu elde edip determinant igin bir formiil insa edecegiz. En sonunda da A matrisinin

O0zdegerleri, ek matrisi ve tersi gibi 6zellikleri tizerinde duracagiz.



2. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde, bulgular kisminda kullanilacak bazi tanimlar ve temel teoremler verilecektir.

2.1. Gruplar

Tamm 2.1.1 [2] G # @ bir kiime *: G X G — G bir fonksiyon olsun. Asagidaki kosullar saglanirsa
(G,*) ikilisine bir grup denir:

Gl)Va,b,c €G,ax(b*xc)=(axh)=*c,

G2)Je €G:Va€EG,axe=e*xa=a,

G3)Va€eG,3ibeG:axb=bx*xa=ce.

Bu kosullara ek olarak agagidaki kosul da saglanirsa bu gruba abelyen grup denir:
G4)VYabeGaxb=>bx*a.

Tamm 2.1.2 [2]. (G,*) bir grup, a € G ven € Z olsun. Bu durumda a elemaninin n defa kendisiyle

islemi a™ ile gosterilir ve asagidaki sekilde tanimlanir:

e, n=0,
a*={a*xa®1, n>0,
(aH)™, n<O.

Teorem 2.1.1 [2]. (G,.) sonlu bir grup ve a € G olsun. Bu durumda a!¢! = e dir. Burada, |G|
sayist grubun eleman sayisin1 (mertebesini) gostermektedir. Bu teorem, cebir kaynaklarinda

Lagrange teoremi olarak bilinen teoremin bir sonucudur.

Tamim 2.1.3 [2]. n elemanli bir kiimenin kendi tizerine 1-1 bir fonksiyonuna bir n —1i permiitasyon
denir. Biitiin n —li permiitasyonlarin kiimesi bileske islemi altinda bir gruptur. Bu grup S, ile
gosterilir ve bu gruba simetrik grup veya permiitasyon grubu denir. S,,, mertebesi n! olan sonlu bir
gruptur.

f €S, ve f,{xy,x,,..,x,} kimesinin kendi tizerine bir 1-1 fonksiyon olsun. iy, i, ..., ix;
(1,2,...,n)’ nin bir degisik sirada siralanigi, yani bir permiitasyonu olmak tizere f(x;) =

x;,(k = 1,2,...,n) ise f fonksiyonunun her elemaninin altina gériintiisiinii yazarak



f-—(x1 2o x")-—(xk) ile veya x’leri yazmayarak f-—(l 2 n) ile
- Xy, X, Xi, - Xi y erl Y y - il i2 in
gosterilir.

Tanmm 2.1.4 [2]. Bir f € §,, permiitasyonu, jy, j,,..., jx (1 <k < n) farkli dogal sayilar olmak
tzere; f(j1) = ja2, f(2) = Jszs o0 fUk=1) = ji» f (k) = j1 ile tamimli ve burada yazilmayan her
x =1,n i¢in f(x) =x ise f = (i, jp -, ji) ile gosterilir ve k uzunlugunda bir devir denir.
Uzunlugu 1 olan bir devir de 6zdeslik fonksiyonu olarak alinir. Bir deviri saat yoniinde

yonlendirilmis ¢ember iizerinde dizilmis semboller olarak diisiinebilir ve herhangi bir j den
baslayarak f = (ji,Jj2, -, Jk) = Uarjzr s jioji) = = = Uk J1, - jr—1) gibi farkli sekillerde
yazabiliriz.

Teorem 2.1.2 [2]. Ayrik devirlerin garpimi degismelidir.

Teorem 2.1.3 [2]. r uzunlugundaki bir devrin mertebesi r dir.

Teorem 2.1.4 [2]. S,, deki her permiitasyon sira gézetmeksizin, ayrik devirlerin ¢arpimi olarak tek

tiirlii yazilabilir.

Teorem.2.1.5[2]. Bir f € S,, permiitasyonunun mertebesi ayrildig: ayrik devirlerin uzunluklarinin
EKOK ’udur.

Teorem 2.1.6 [2]. Her permiitasyon 2 li devirlerin (transpozisyonlarin) bir ¢arpimidir.

Tanim 2.1.5 [2]. Bir permiitasyon ¢ift sayida 2 linin ¢arpimi ise bu permiitasyona c¢ift aksi halde

tek permiitasyon denir.

Teorem 2.1.7 [2]. S,, nin (n = 2) biitin ¢ift permiitasyonlariin kiimesi A,, ile gosterilir. 4,, S,

nin n;' elemanli bir alt grubudur.

Sonug¢ 2.1.1 [2]. S, nin (n > 2) ¢ift permiitasyonlarinin sayisi da, tek permiitasyonlarinin sayisi
da n;!’dir. Yani, tek permiitasyonlar ile ¢ift permiitasyonlarin sayisi esittir. Ayrica birim

permiitasyon cift olarak kabul edilir.



1 2 3 4 5
2 3 5 4 1

devirdir. f = (1235) olarak yazilabilir. f(4) = 4 oldugundan devir yaziminda 4 sayis1 gériinmez.

Ornek 2.1.1. S5 grubunda f =( ) bir permiitasyondur. Ayni zamanda bir

f’in devir olarak yaziminda 4 adet sayr bulundugundan mertebesi 4’tiir. f = (15)(13)(12)
biciminde transpozisyonlarin ¢arpimi olarak yazilabilir. Buradan f’in bir tek permiitasyon oldugu

sOylenebilir.

1 2 3 4
2 1 4 3

Aslinda 2 devirin ¢arpimi olarak yazilir: g = (12)(34). Buna gore g bir ¢ift permiitasyondur ve

Ornek 2.1.2. S, grubunda g = ( ) bir permiitasyondur fakat bir devir degildir.

mertebesi 2°dir.
2.2. Matris ve Determinant

Tanm 2.2.1[1]. m,n €N, 1 < i,j < nve a;; € C olmak {izere bir matris

aj; Qi 0 QA
=\ n = : : ’ :
Am1 Amz2 " Qmn

bi¢cimindedir. m = n ise matrise bir kare matris denir.

Tanim 2.2.2 [1]. A bir kare matris olsun. Asagidaki kompleks sayiya A matrisinin determinanti

denir:

Z (sgno) a15(1)26(2) -+ Ong(n)-

OESy

Bir A kare matrisinin determinant1 |A| ya da det(A) ile gosterilir. Biz bu tezde |A|
gosterimini kullanacagiz. Burada, sgn: S, — {—1,1}, permiitasyonlarin isaret fonksiyonudur ve

asagidaki sekilde tanimlanir:

—1, o tek permiitasyon ise,

Sgna = { 1, o¢ift permiitasyon ise.



Yukaridaki tanim determinantin permiitasyonlar kullanilarak verilen tanimudir.
Determinantin kofaktdrler ile verilen tanimi da mevcuttur. Simdi bu tanimi vermek i¢in mindr ve

kofaktor kavramlarini agiklayalim:

Tamm 2.2.3 [1]. Bir A = (aij) n —kare matrisini diisiinelim. A’daki i. satirin ve j. siitunun
¢ikarilmastyla elde edilen M;;, (n—1)x (n—1) tipinde karesel bir matristir. |M;;]
determinantina A’nin a;; elemanmnin mindri, 4;; = (=1 |Ml- j| sayisina da a;; elemaninin

kofaktori denir.

Teorem?2.2.1[1]. A = (ai j) matrisinin determinanti, herhangi bir satirin (siitunun) elemanlarinin,

kendilerine ait kofaktorlerle ¢arpilip toplanmasina esittir:

n

|4l = ai14i1 + @Ay + -+ aplip = Z a;jAgj,
j=1
n

|A| = alelj + aszzj + -+ anjAnj = z aiinj.
i=1

Tamm 2.2.4 [1]. A = (ai j) n —kare matrisini diisiinelim. A’nin ek matrisi, A’nin kofaktorler

matrisinin transpozudur ve adj(A) veya ek(A) ile gosterilir:

A11 A21 Anl
ek(A) — A12 A22 An2
Aln A2n Ann

Tamim 2.2.5 [1]. A bir n —kare matris olsun. Eger

AB =BA =1,

olacak bigimde bir n —kare B matrisi varsa B’ye A matrisinin tersi denir. A’ya da bir tersinir ya
da singiiler olmayan matris denir. Bir kare matrisin tersi yoksa bu matrise singiiler matris denir.
Burada I,,, n X n tipindeki birim matrisi gostermektedir. Birim matris késegen elemanlar1 1, diger

elemanlar1 0 olan matristir:



10 0
e
0 0 1

Simdi, tersinir bir matrisin ek matrisi ve tersi arasindaki iliskiyi verelim:
Teorem 2.2.2 [1]. | birim matris olmak tizere kare bir A matrisi igin,
A.ek(A) = ek(A).A = |A|l

esitligi gecerlidir. O halde, eger |A| # 0 ise,

A1 = ek
IAle()

esitliginin dogru oldugu ters matris tanimindan ortaya ¢ikar.

2 3 -4
Ornek2.2.1.A=|0 -4 —2] matrisini ele alalim. |A| = —46 oldugu ve
1 -1 5

~18 -11 -10
ek(A)=|2 14 -4
4 5 -8

oldugu kolayca goriiliir. O zaman,

2 3 —41[-18 -11 -10 —46 0 0 1
A(ekAd) =0 —4 =2 2 14 —41=10 —46 0 |=-46]0
1 -1 5 4 5 -8 0 0 —46 0
= —46l = |A|I
dir.

Teorem 2.2.3 [1]. Bir A kare matrisi i¢in asagidakiler dogrudur:

) Eger A sifirlarin bir satirina (siitununa) sahip ise, 0 zaman |A| = 0 dur.

7



i) Eger A esit iki satira (siituna) sahip ise, 0 zaman |A| = 0 dur.
iii) Eger A tiggensel ise, yani A’nin kdsegeninin lstiinde veya altinda sifirlara sahipse,
0 zaman A matrisinin determinanti, kdsegen elemanlarinin ¢arpimina esittir.

Boylece 6zel olarak, I birim matris olmak tizere |I| = 1 dir.

Teorem 2.2.4 [1]. B nin A dan bir temel satir (siitun) islemiyle elde edildigini varsayalim.
i) Eger A’nin iki yanyana satir1 (siitunu) yer degistirirse |B| = —|A| olur.
i) Eger bir satir (siitun) bir k skalariyla ¢arpilirsa |B| = k|A| olur.

iii)  Eger bir satirin (stitunun) bir k kat1 diger bir satira (siituna) eklenirse |B| = |A| olur.

Teorem 2.2.5 [1]. A herhangi bir n —kare matris olsun. O zaman asagidakiler denktir:
i) A tersinirdir, yani A matrisi A~ tersine sahiptir.
i) AX = 0 denklemler sistemi sadece sifir ¢oziimiine sahiptir.

iii) A’nin determinanti sifir degildir, yani |A| # 0’dur.

Teorem 2.2.6 [1]. Determinant fonksiyonu ¢arpimsal bir fonksiyondur. Yani, A ve B matrislerinin

carpimlarinin determinanti, determinantlarinin ¢arpimina esittir:
|AB| = |A]|B].
Tamim 2.2.6 [1]. A bir n —kare matris olsun. Eger
Av = Qv
olacak sekilde sifirdan farkli bir v € C™* (siitun) vektorii varsa A € C sayis1 bir 6z deger veya
karakteristik deger olarak adlandirilir. Bu bagintiy1 saglayan sifirdan farkli her v vektoriine A’nin
A 6z degerine karsilik gelen 6z vektor veya karakteristik vektor denir.

A(kv) = k(Av) = k(Av) = A(kv)

oldugundan bir 6z vektoriin k kati da bir 6z vektordiir.



Ornek 2.2.2. A = [; ;] ve v; = (2,3)7, v, = (1,—1)7 olsun. O zaman,

Avy = [é ;] [g] =[5) =+ [g] =

ve
I A I O I e
ave =[5 )L =17 = e
olur. O halde, A’nin v, ve v, 6z vektorleri, A’nin sirasiyla, A; = 4 ve 4, = —1 6z degerlerine
karsilik gelir.
2.3. Tiirev

Tamim 2.3.1 [3]. (a,b) € R agik bir aralik ve f de (a, b)’den R’ye tanimli bir fonksiyon olsun.

t,x € (a, b) olmak tizere

i 20— f(&)
im—————

t-x t—x

= A(x)

sonlu limiti varsa, bu A(x) sayisina f fonksiyonunun x noktasindaki tiirevi denir ve f'(x) ile

gosterilir. Bu durumda, f fonksiyonu x noktasinda tiirevlenebilirdir denir ve bu tiirev

f@®) —fx)
t—x

f'(x) = lim
t-x
veya

fx+h) - fx)
h

f') = lim
ile gosterilir.

Tammm 2.3.2 [4]. x, = (x0,1» ---:xO,n) € R™ noktasinin U(xy) € R® komsulugunda tanimlh
f:U(xy) » R fonksiyonu wverilsin. k €{1,2,..,n} igin k-yinct degiskeni disindaki
X1, X2, o Xi—1, Xi41, - Xn degiskenleri sabit tutularak tanimlanan g:U(xO’k) - R, glx) =

f (xo,p e X0, k=1 Xk» X0 k417 +r xo,n) fonksiyonunun eger, varsa x, ; noktasindaki g'(xo,k) tiirevine

9



f’in X noktasindaki Xk degiskenine gore kismi tiirevi denir  ve
frr (X0, Ox f (x0), Die f (%), ;Tfk (x¢) sembollerinden biri ile gosterilir.

Bu tanima gore, f: U(x,) — R fonksiyonunun x, noktasindaki x; degiskenine gore kismi
tiirevi, h € R, AR f(xo) = g(xon + 1) — g(x0k) = f(X01, - » X0 -1, X0k +

h, x01k+1, e xO'n) - f(.xO'l, ey xo’k_l, xO'k, xo'k_l_l, ey xo’n) Olmak ﬁzere

lim g(xo,k + h) - g(xo,k) — lim Ax,’(l(xo)
h—-0 h h-0 h

limiti olarak hesaplanir.

Teorem 2.3.1 [4]. xo = (x¢1, ) Xon) € R™ noktasinin U(xy) € R® komsulugunda tanimli

f:U(xy) = R fonksiyonu verilsin. Bu durumda f fonksiyonunun x; degiskenine bagli olmamasi

icin (x) ’ya gore sabit olmasi igin) gerek ve yeter sart her x € U(x,) i¢in a_f (x) = 0 olmasadur.
Xk

10



3. BULGULAR VE TARTISMA
3.1. Temel Tamim ve Teoremler
Biz bu tez ¢calismasinda, alt matrisleri iist tiggensel olan blok matrislerin temel 6zelliklerini

(faktorizasyon, determinant, ek matris, ters matris, dzdeger vs.) inceleyecegiz. Oncelikle,

inceledigimiz matrisi ayrintili bir sekilde yazalim.

A11 A12 Alm
S -
Ami Amz - Amm

bi¢iminde bir blok matris ele alalim. Buradaki biitiin A;;’ler n X n tipinde st liggensel matris
olsunlar. Buna gore, A matrisi mn X mn bi¢iminde bir matris olur. Simdi, bu matrisi daha

matematiksel bir bigimde ifade edelim. X,, = {1,2, ...,n} olsun. f,;: Z - X,

k nin n ile boliimiinden kalan say1, k sayis1 n e tam bdliinmiiyor ise,

k == ’

fnk) {n, k sayis1 n e tam béliiniiyor ise,
bigiminde bir fonksiyon tanimlayalim. Ornegin, f;(15) = 3, f;(24) = 6 ve f5(108) = 3’tiir. Biz,
bu tezde bundan boyle f5(15) gosterimi yerine (n sayisi sabit bir say1 ise) 15 gosterimini

kullanacagiz.

Yukaridaki A matrisini bu gésterimi kullanarak ifade edelim. m ve n pozitif tam sayilar ve
A = (a;;) matrisi mn x mn tipinde bir matris olsun. i >j = a;; = 0 kosulu saglaniyorsa A

matrisine dilimlenmis iist liggensel matris diyecegiz. Bu tip matrislerin genel yazimi

11



An(m-1)+1,1

0
0

al,n
aZ,n
a3,n

Ann
an+1,n
an+2,n

an+3,n

aZn,n
An(m-1)+1,n
An(m-1)+2,n

an(m—1)+3,n

Amnn

A1n+1

0
An+in+1
0
0

An(m-1)+1,(n+1)

0
0

QA1,2n
az,.2n
aszon

an,Zn
an+1,2n
an+2,2n
an+3,2n

aZn,Zn
An(m-1)+1,2n
An(m-1)+2,2n

An(m-1)+3,2n

amn,Zn

A1n(m-1)+1

an+ 1n(m-1)+1

an(m—1)+1,n(m—1)+1

0
0

0

0
0

0
0

al,mn
az,mn

a3,mn

Anmn
An+ 1,mn
An+ 2,mn

An+ 3,mn
a2n,mn

An(m-1)+1,mn
An(m-1)+2,mn

An(m-1)+3,mn

Amn,mn

gibidir. Yukaridaki gosterim yeterince anlasilir olmadigindan, biz érneklerle agiklayalim. Ornegin,

n = 3 vem = 2 alirsak,

bi¢giminde, n = 2 ve m = 3 alirsak,

bicimindedir. m ve n’ye farkli degerler vererek ornekleri cogaltabiliriz.

a1

0

as;
0

Qs
| 0

ai3 Qdyg
a,; O
a3 0
Qa3 Qyq
ass 0
agz O
a13 Qqq
0 ay
a3z d3g
0 ays
As3  Qsgy
0 ags

Qs

a3s

Qss

Qg

Biz bu tezde yukaridaki gibi dilimlenmis iist {iggensel matrislerin temel 6zelliklerini

inceleyecegiz. Dilimlenmis alt liggensel matrisler de ayn1 sekilde tanimlanabilir ve teoremler ayni

yontemlerle ispatlanabilir. Bu yiizden, biz sadece dilimlenmis {iist iicgensel matrislerle

ilgilenecegiz.
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Teorem 3.1.1. Ay xmn Matrisii > j = a;; = 0 kosulunu saglasin. Matrisin a; ;, elamani i < Jo

kosulunu saglayan herhangi bir eleman olsun. O halde

|A| = Z (SngO'). A15(1) - A26(2) A305(3) *» Amno(mn)

OESmn

determinant agiliminda a;;,’1 igeren herhangi bir ¢arpim 0’dur.

ispat: Matrisin i, < j, kosulunu saglayan bir a;, j, elamani ve o (iy) = j, kosulunu saglayan bir
0 € Sy, permiitasyonunu alalim. Teorem 2.1.1°den ™™ = e oldugunu biliyoruz. Burada, e
fonksiyonu S,,,,,’deki birim permiitasyondur. e birim fonksiyon oldugundan 1 < k < mn olan her

k tamsayisi i¢in e(k) = k’dir. Varsayalim ki, 1 < k < (mn)! kosulunu saglayan V k € Z igin

ak(iy) < ak+1(iy) dir. O halde,

E = e(iy) = U(mn)!(io) = U(mn)!_l(io) = U(mn)!_z(io) v 2 0(ip) = j_o = E = j_o-

bagmtilar saglanir. Bu ise iy, < j, olmast ile ¢elisir. O halde, varsayim yanlistir. Yani, a%o (i) >

ogkot1(iy) ve 1 < ko < (mn)! olacak bicimde en az bir ky € Z vardir. a, = o%0(i,) olarak

tamimlarsak o(ay) = O'(O'ko(io)) = g*o*1(i)) olacagindan @, > o(a,) olur. Buna gore,

dilimlenmis tst tiggensel matrislerin tanimi geregi aq 5(q,) = 0 olmalidir. Sonug olarak,

aw(l) ...aioa(io) aaoa(ao) amm(mn) =0

olur.

Sonuc 3.1.1. A matrisi i > j = q; i = 0 kosulunu saglayan bir matris, yani bir dilimlenmis tst
{iggensel matris olsun. Bu durumda, A’nin determinant: yalniz i = j olan elemanlara bagldur.
Yani, determinant i < kosulunu saglayan a; ; elemanlarma bagl degildir. Bu yiizden,
dilimlenmis iist tiggensel bir A matrisinin determinant1 hesaplanirken, kolaylik i¢in, i< ]_ kosulunu

saglayan a;; elemanlari O olarak alinabilir. i > kosulunu saglayan a;;j elemanlar zaten O

13



oldugundan, bu tip matrislerin determinant1 yalnizca i = j kosulunu saglayan a; ; elemanlarina
baglidir. Bu durumu determinant gosterimi ile agiklayalim.

A bir dilimlenmis iist tiggensel matris olsun, yani i > j = a;j = 0 kosulunu saglasin.
Yukarida bahsedildigi gibi bu matrisin determinantin1 hesaplarken i < j kosulunu saglayan a; i
elemanlart 0 alinabilir. i < j kosulunu saglayan a; ; elemanlarinin yerine 0 yazilmig matrisi D(A)

ile gosterelim. Bu durumda, D (A) matrisi asagidaki bigimi alir:

Q1,1 0 A1n+1 0 A1,n(m-1)+1 0
0 0 0 0 0 0
0 e an'n 0 s an‘zn s 0 ces an'mn
An+1,1 0 An+1n+1 0 An+1n(m-1)+1 0
0 0 0 0 0 0
D(A) - : . : : . : 8 . :
0 aZn,n 0 e . aZTl,ZTl AN 0 e aZn’mn
An(m-1)+11 " 0 An(m-1)+1n+1 """ 0 t Ou(m-1)+1n(m-1)+1 " 0
0 0 0 0 0 0
0 amn‘n 0 e amn,Zn e 0 e amn’mn_

1 -1 3 4
0 1 0 -2
-3 9 -4 -19
0 2 0 3

n = 2 denklik siniflarina gore, §=2>1=I, §=2>1=§, 4=2>1=T, 4 =

Ornek 3.1.1. A = matrisinin determinantini hesaplayalim.

2>1=3 iken a,; =day; = a4 = a4 =0 oldugundan, bu matris m =n =2 olan bir
dilimlenmis st liggensel bir matristir. Dolayisiyla, Sonu¢ 3.1.1 uygulanabilir. Buna gore, A

matrisinin determinant1 ile D (A) matrisinin determinanti aynidir. D (A) matrisi

1 0 3 0
0 1 0 =2
DA=135 o _4 o
0 2 0 3

bigimini alir. Goriildigii gibi, D(A) matrisinin determinantini hesaplamak A’nin determinantini
hesaplamaktan daha kolaydir. Ustelik determinantlar aynidir. Simdi, D(4)’nin determinantin1 1.

satira gore agalim:
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(1) (1) g _02 1 0 =2 0 1 -2

ID(A)| = =10 -4 0|+3.]-3 0 0]|=1.(-28)+3.21 =35.
-3 0 -4 0 2 0 3 0 2 3
0 2 0 3

D(A) matrisinin determinantini hesaplamanin A’nin determinantini hesaplamaktan daha
kolay oldugunu bu ornekte gordiik. Fakat, ileride verecegimiz teoremlerle D(A) matrisinin
determinantin1 hesaplamanin (dolayisiyla A matrisinin determinantini hesaplamanin) ¢ok daha

kolay oldugunu gorecegiz.
3.2. Faktorizasyon

Simdi, D(A) gibi bir matrisi ¢arpanlarina ayirmanin bir yontemini verecegiz. D(A)
yukarida verilen matris olsun. Yani, D(A) matrisi i # j = a; ; = 0 kosulunu saglayan mn X mn

tipinde bir matristir. Biz bu matrisi carpanlarina ayirabilirsek, Teorem 2.2.6’y1 kullanarak,
determinantin1 ¢arpanlarin ayri ayri determinantlarini alarak hesaplayabiliriz. Simdi asagidaki

matris ¢carpimini yapalim:
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S
-

0 0
0 0
An+1,1 0
0 0
0 0
0 0
Anm-1+11 O
0 0
0 0
0 0
r1 0
0 az
0 0
0 0
0 0
0 An+2,2
0 0
0 0
0 0
0 An(m-1)+2,2
0 0
L0 0
X e X

B W)

o oo o

(=)

e O ©

SO O F

o O .-

o o

o

©C OO R

A1n+1 0
0 0
0 0
0 0
an+1,n+1 0
0 1
0 0
0 0
An(m-1)+1,n+1 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 Az n+2
0 0
0 0
1 0
0 an+2,n+2
0 0
0 0
0 0
0 An(m-1)+2n+2
0 0
0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
ann, 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0
Ay 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
Amnn 0 O

o O © o

[

o

O ©

an,Zn

Amn,2n
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an(m—1)+1,n(m—1)+1

(=]

A1, n(m-1)+1 0
0 0

0 0

0 0
an+1,n(m—1)+1 0
0 0

0 0

0 0

0

0 1

0 0

0 0

an(m—1)+2,n(m—1)+2

az,n(m—1)+2

An+2n(m-1)+2

0
0
0
0
0
0
0
0
0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

1 0

0 1

0 0

0 0

amn,mn-

o O © o

oS O O

1)

(2)

©)



a1,[n,m,1]
0
0

A1n+1
0
0

HO O -

An+1,[nm,1]

an+1,n+1

An+1,1

An+2,[nm,2]

an+2,n+2

An+2,2

0

Anm,1][nm,1]

0 a[n,m,l],n+1

An,ma)1

)

An,m,2],[nm,2]

Anm,2]n+2

Aln,m,2],2

D(4),

Anmn

0
0

an,2n
0

0
0

aZn,mn

0

a2n,2n

0

0

a2 nn

0

0

amn,Zn

0

0

amn,n

0

Amn,mn

burada [n,m, k] = n(m — 1) + k’dir. Bu matris ¢arpimini daha iyi anlamak iginn =3, m = 2

izerinden ¢arpimi yapalim:

5] 5]
[==elell =
OO OoO O +H OO

5] S]
O —=H O O OO
—-Oo O O OO
|
————

0
0
0
1
0

S 5]
O —H O OO O
i oo oo
S|
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0 0 ag3 O 0 age

3.3. Determinant Formiilii

Sonug 3.1.1°de dilimlenmis iist tiggensel bir A matrisinin determinantinin D (A) matrisinin
determinanti ile ayni oldugunu gordiik. Boliim 3.2’de ise D (A) matrisini ¢arpanlarina ayirdik. Bu
boliimde ise buldugumuz carpanlarin determinantlarini hesaplayarak dilimlenmis {ist iicgensel

matrisler igin bir determinant formiilii verecegiz.

Teorem 3.3.1. A bir dilimlenmis iist licgensel matris olsun:

A=
(581 A1n a1,n+1 QA1,2n A1 n(m-1)+1 a1,mn
0 e az'n 0 004 a2,2n s 0 ces az'mn
0 e a3'n 0 s a3'2n i o 0 ee a3'mn
0 000 an‘n 0 Foo an,2n vos 0 ee anlmn
Ant11 An+in An+in+1 An+1,2n An+1n(m-1)+1 An+1,mn
0 Any2,n 0 Any2,2n 0 Ant2,mn
0 Ani3n 0 Any32n 0 An+3,mn
0 A2nn 0 Azn,2n 0 Azn,mn
Anm-1)+1,1 7 Aum-1)+1n  Anm-1+1,0n+1) °°° Aum-1+12n " Gu@m-D+1n@m-1D+1 °°  Apm-1)+1,mn
0 t Apm-1)+2n 0 t Aum-1)+22n " 0 *t Aum-1)+2,mn
0 t Apm-1)+3n 0 t Aum-1)+32n " 0 *t Au(m-1)+3,mn
0 e amn’n 0 e amn,Zn ves 0 e amn‘mn
Bu durumda, A matrisi i¢in asagidaki determinant formiilii gecerlidir:
n A,k Ak n+k o Ak n(m-1)+k
Anikk An+kn+k An+kn(m-1)+k
|A| = : : . : (4)
k=1 |a a oa
n(m-1)+k,k n(m-1)+kn+k n(m-1)+kn(m-1)+k

Ispata gegmeden once (4) formiiliinii n = 3, m = 2 igin verelim:
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1A = 0 asz _|a11 a14| |a22 a25| |a33 a36|
Qg1 Qgql’ |05z  Gssl’l0e3  Aegl

Ispat: (1), (2) ve (3) formiillerindeki n tane matrisi sirasiyla D(A4), D(A),,...,D(A), ile
gosterelim.  Sonug¢ 3.1.1°de |A| = |D(A)| oldugu gosterilmisti. Matrislerin  garpiminin

determinantinin determinantlarinin ¢arpimi oldugunu da Teorem 2.2.6’da vermistik. Buna gore,

|Al = |D(A)| = [D(A)1]|D(A)z] ... |D(A)n]

esitligi kolayca elde edilir. Simdi, D(A); matrisinin determinantin1 inceleyelim. Determinanti

sirastyla 2.,3., ... (n — 1). satirlarina gore acarsak

a1 o - 0 A1n+1 0 - 0 A1,n(m-1)+1 0o - 0
0 1 0 0 o - 0 0 o - 0
0 0 - 0 0 o - 0 0 o - 0
0 0 1 0 0 0 0 o - 0
An+1,1 0 0 An+in+1 0 0 An+1n(m-1)+1 0 - 0
0 0 0 0 1 0 0 o - 0
o= 9 900 ; o0
0 0 - 0 0 0 -« 1 - 0 0 -« 0
An(m-1)+1,1 0o - 0 An(m-1)+1,n+1 0 - 0 An(m-1)+1,n(m-1)+1 0 - 0
0 0 - 0 0 0 - 0 - 0 1 - 0
0 0 - 0 0 0 - 0 - 0 0 - 0
0 0 - 0 0 0 - 0 - 0 0 1
i A1n+1 0 0 A1n(m-1)+1 0 0
an+1.1 an+1,n+1 0 0 an+1,n(m—1)+1 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
_ 0 0 0 1 0 0 0
A(m-1)+11  In(m-1)+1n+1 o - 0 An(m-1)+1n(m—1)+1 o - 0
0 0 o - 0 0 1 0
0 0 0 -« 0 - 0 0 - 0
0 0 0 0 0 0 1
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elde ederiz. Simdi de sirasiyla (n + 1)., (n + 2)., ..., (2n — 1). satirlarina gore acarsak

a1 A1n+1 a1,2n+1 0 0 A1n(m-1)+1 o - 0
An+1,1 An+in+1 ans12n41 O 0 An+1n(m-1)+1 o - 0
Aon+1,1 A2n+1,n+1 412041 O 0 0 o - 0
0 0 0 1 0 0 0o - 0
0 0 0 0 0 0 0o - 0
ID(A);| = 0 0 0 0 1 0 0 - 0]
An(m-1)+1,1 Anm-1)+1,n+1 0 0 0 Anm-1)+1n(m-1)+1 0 -+ 0
0 0 0 0 - 0 - 0 1 -« 0
0 0 0 0 - 0 - 0 0 - 0
0 0 0 0 - 0 - 0 0 - 1
Bu sekilde devam edilirse
aia a1n+1 A1,nm-1+1
an+1,1 Ant+1,n+1 An+1,nm-1)+1
|D(A)1|= : : :
Apnm—1+1,1 Anm—D+1n+1 " Apen—D+1,nm—-1D+1
elde edilir. Benzer sekilde,
Ay .k Ak n+k Ak n(m-1)+k
An+kk An+kn+k Ap+kn(m-1)+k
ID(A)] = . . . :
Apn(m-1+kk  Anm-1+kn+k " An(m-1+kn(@m-1)+k

oldugu kolaylikla elde edilir. Bu ise (4) formiiliinii ispatlar. Yukaridaki formiilde, sagdaki

determinantin i¢indeki m X m tipindeki matrisler igin D (A)}, gosterimini kullanacagiz:

A,k Ak n+k v Ak n(m—-1)+k
A = An+kk Aptkn+k Aptkn(m—1)+k
D( )k - M . * .
' ®)
Anm-D+kk Onm-D+kn+k = Anm—-1)+kn(m-1)+k

Sonug 3.3.1. Teorem 3.3.1’in ifadesinde verildigi gibi bir A dilimlenmis iist tiggensel matrisini ele

alalim. Bu durumda, A’nin tersinin var olmasi i¢in gerek ve yeter sart her k = 1,n icin
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Ak k Ak n+k Ak n(m-1)+k
An+k,k An+kn+k Aptkn(m-1)+k

|D(A);| = #0

Ap(m-1)+kk  An(m-D+kn+k " Anm-1)+kn(m-1)+k
olmasidir.

Ispat: Bu énermenin ispat1 (4) formiiliinden kolayca elde edilir.

1 —-19 32 -1 13 21
o -1 -7 0 -2 12
- _|0 0 2 0 0 3 D C e e
Ornek 3.31. A = 9 29 _o4 3 5 _9 bicimindeki dilimlenmis {ist liggensel
0 2 17 0 -1 -23
L0 0 -1 0 0 3 -

matrisin determinantini hesaplayalim.

1 -19 32 -1 13 21
0 -1 -7 0o -2 12
!0 o 2 o0 0 3 |_|11 -—-1]—-1 =212 3]_
4] = -2 22 =24 3 5 -9 ‘|_2 3||2 —1||—1 3 = 45
0 2 17 0 -1 -23
0 0 -1 0 0 3
r3 20 —1 12 2 527
0 1 0 -1 0 5
Ornek 3.3.2. A = (5; 215 _03 312 é Z? bigimindeki dilimlenmis {ist liggensel matrisin
-1 9 5 74 6 10
L0 1 0O -2 0 2
determinantini hesaplayalim:
3 20 -1 12 2 52
g 215 —03 521 2 758 3. -1 21 —-15
|A] = =13 =3 1|1 1 =1|=(-26)(-12) =312.
0 1 0 1 0 -1 1 5 6llt 22 2
-1 9 5 74 6 10
0 1 o -2 0 2
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3.4. Trigonometrik Fonksiyonlarin Wronski Determinanti

Bu boliimde bazi trigonometrik fonksiyonlarin Wronski determinantin1 dilimlenmis tist

ticgensel matrislerin yardimiyla hesaplayacagiz. Oncelikle Wronski determinantini hatirlayalim.

Tanmm 3.4.1 [5]. fi,f2 .., fn bir I araliginda tanimli, (n — 1). mertebeden tiirevlenebilir

fonksiyonlar olsunlar. Bu durumda

£ LX) (0
fll'(x) le.(x) fn,.(x)
(DG DGy L (g

determinantina f, f5, ..., f,, fonksiyonlarinin Wronski determinant1 ya da kisaca Wronskiani1 denir.

Genellikle, W[fi, f2, -, fn](x) ya da W (x) sembollerinden biri ile gosterilir.
Teorem 3.4.1 [5]. fi, fo, ..., f DIr I araliginda,

y® +p()y™V + 4+ p,(x)y =0

n. mertebeden homojen lineer diferansiyel denkleminin ¢éziimleri olsunlar. Bu durumda, her x, €

I igin
W) = W(xp)e PO
dir. Bu formiil kaynaklarda Abel formiilii olarak geger.
Sonu¢ 3.4.1 [5]. fi, >, -, fn DIr [ araliginda,
Y™ +p Gy + -+ pr(x)y = 0
n. mertebeden homojen lineer diferansiyel denkleminin ¢6ziimleri olsunlar. Bu durumda,

fi, f2, -, fn fonksiyonlarinin lineer bagimsiz olmasi i¢in gerek ve yeter sart her x, € I igin

W (x,) # 0 olmasidir.
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Sonug 3.4.2 [5]. f1, f2, .., [ Dir I araliginda,

y® 4+ p (x)y® V4 +p()y =0

n. mertebeden homojen lincer diferansiyel denkleminin temel ¢oziim sistemi olsunlar. Bu
durumda, bu fonksiyonlarin Wronskianinin sabit olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her x € [ i¢in

p1(x) = 0 olmasidir.

Simdi, COS @1 X, Sin a1 X, COS A, X, Sin A, X, ..., COS Uy X, SIN Ay X fonksiyonlarinin
Wronskianini hesaplayalim. Burada, a4, @, ..., a,, keyfi kompleks sabitlerdir. Biliyoruz ki, bu 2m

fonksiyon, karakteristik denklemi 2m. dereceden

t2+ad)(t®*+ad)..(t2+a2) =0

polinomu olan 2m mertebeli diferansiyel denklemin ¢6ziimleridir. Yukaridaki polinomda tek
mertebeli ifade yoktur. Dolayisiyla, ona karsilik gelen diferansiyel denklemde de p;(x)
fonksiyonu her noktada 0 olmalidir. Sonug¢ 3.4.2°ye gére bu 2m fonksiyonunun Wronskiani
sabittir, yani her x € C noktasinda ayni sabite esittir. Buna gore, bu fonksiyonlarin Wronskianini

x = 0 noktasinda hesaplayabiliriz:

W = W{cos a,x,sin a;x, cos a,x,sin a,Xx, ..., COS A, X, Sin &, x| =

COS a1 X sina;x COS Ay X sina,x
—aq Sina;x aq COS 1 X — 0y SIN @ X Qp COS Ay X
—a?cosax —a?sina;x —aZ, cos ay,x —a2 sina,x
a3 sina; x —a3 cosax a3, sin ay,x —a3, cos a,x
(D™ ta?m2cosax (D)™ aP™ Zsinagyx - (m1)™ a2™ 2 cosapx (—1)™ a2 sinag,x
-D™a? tsing;x (D)™ a2 lcosax - (—1D)™ai™ lsina,x (1) laZ™ ! cosa,x
cos0 sin 0 cos0 sin 0
—a,sin0 a;cos0 —a,;, Sin0 ay, cos0
—a?cos0 —a?sin0 —a2 cos0 —a2, sin0
= a3 sin0 —a3 cos0 a3, sin0 —a3 cos0
(1™ 1a?m2¢cos0 (—1)™ 1a?™2sin0 - (=)™ ta2m2cos0 (—1)" a2 2sin0
(-D)™a?m1sin0  (—=1)™ a2 lcos0 - (=1D)"a2™lsin0 (—1)™1aZ™1cos0
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1 0 1 0 1 0
0 a, 0 a, 0 A
—a? 0 —a2 0 —a?, 0
= 0 —a3 0 —a3 0 —a3,
(_1)m—1a%m—2 0 (_1)m—1a22m—2 0 (_1)m—1ar2nm—2 0
0 (_1)m—1a12m—1 0 (_1)m—1a22m—1 0 (_1)m—1a7gnm—1

Son determinant bir dilimlenmis iist liggensel matrisin determinantidir. Teorem 3.3.1°e gbre bu

determinant asagidaki gibi 2 determinanta ayrilir:

1
_af

W =

1
—a%

(_ 1)m—:1a%m—2 (_ 1)m—:1a%m—2

xq

3
-
X 1

(4%)
_ag

(_ 1)m—'1a12m—1 (_1)m—'1a§m—1

1 1

1

_arzn

X

(_1)m—1a72nm—2

Am

_a?n

(_1)m—1a%1m—1

1

m > P a2
= nak : ! : ? :m
k=1 (_1)m—'1a%m—2 (_1)m—'1a%m—2 (_1)m—'1a2m—2
m
. 1 1 1 2
7 2 2 2

k=1 (alz')m—l (azz.)m—l (amz.)m—l

Son determinant bir Vandermonde determinantidir. O halde, yukaridaki trigonometrik

fonksiyonlarin Wronskiani asagidaki bi¢imini alir:

[] @-a).

1<i<jsm

w=([ )

k=1
Bu formiiliin bir sonucu olarak asagidaki teorem verilebilir:

Sonu¢ 3.4.3. cosa;x,sinayx,cosa,x,sina,x, ..., cos &, x,sin a,,x fonksiyonlarinin lineer
bagimsiz olmasi igin gerek ve yeter sart her k = 1, m i¢in ) # 0 ve i # j i¢in @; # a; Ve a; #

—q; olmasidir.
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Sonug¢ 3.4.4. cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, ..., cos mx , sin mx fonksiyonlarinin Wronskiani

2
m! 1_[ (2% —i?)

1<i<jsm
dir.
Ornek 3.4.1. cos x, sin x, cos 3x, sin 3x, cos 8x , sin 8x fonksiyonlariin Wronskiani
W = 1.3.8.(8% — 1?)2.(8% — 32)%(32 — 1%2)? = 18441561600
diir.
3.5. Dilimlenmis Ust Ucgensel Matrisin Baz1 Ozellikleri

Bu boliimde, dilimlenmis st {iggensel matrisin ek matrisi, tersi, 6zdegerleri gibi

ozelliklerini verecegiz.

Lemma 3.5.1. a;;, 1 <1i,j <n, degiskenlerine bagh kare bir A matrisinin bir elemaninin

kofaktorii, matrisin determinantinin o elemana gore tiirevidir.

Ispat:
r 11 Qi 0 Q151 aq,j Aj+1 0 Ain 7
az1 Az v Q-1 as,j azj+1 0 donp
= Ai—11 QAj—12 = Qi—1j-1 Qi—1; QAi—1j+1 = Qj—1n
a;1 Q> e Qg a; j Aij+1 0 Qin
Aiv11 Ai+12 0 Ai+1j-1 A+l Ai+j+1 7 Qivin
| dn1 an,2 Anj-1 Anp,j Anj+1 Ann |

matrisini ve onun a;; elemanini ele alalm. A’nin determinantinin a; ;’ye gore tiirevini alalim.
Determinantin bir degigskene gore tiirevi alinirken ayr1 ayri siitunlarinin o degiskene gore tiirevleri

alinir ve determinantlar toplanir [6]:
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a1 Qi 0 Q151 aq,j ai,j+1
azi Az, 0 Az a azj+1
d|A| _ 0 |Qji-11 Qi—12 - Qi-1j-1 -1 Gi-1,j+
da;; Oa;;| %1 iz - Qi1 Qi @i j+1
Ai+11 Ai+12 0 Qigp1j-1 Aiv1j Aigaj+
an,1 Qan,2 An,j-1 Anp,j Anj+1
dayq
A2 ot Aqj1 a,,j ai,j+1
day, ) J J J
da,
Ao 0 Az a j azj+1
aai,] ) )] 2] 2]
d0a;_1,
aai_] Ai—12 - Qi-1j-1 Qi-1; QAi-1j+1
- aai’l
a;- e Qi1 a; ; i iv1
day, L, i, i,j Lj+
0a;111
Ait12 *° QAip1j-1 Ai+1,j  Qit1j+1
aai_]
00y
a 2 a i—1 a 1 a, i 1
day, n, n,j n,j n,j+
a _6a1_2 a a a
1,1 1,j-1 1,j 1,j+1
(')al-,j
a 045, a a a
2,1 2,j-1 2,j 2,j+1
aai_j
0a;_1,
Aj—1,1 oa. . v Qg1 Ai—1j Q-1 5+1
N ai,j
(')ailz
i1 aai'j i j-1 Qi j aij+1
0ai11,2
Ait11 Y o Qiv1,j-1 Qi+l Qiv1j+1
L]
0ay,
an1 aai,j an,j—l an,j an,j+1
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dayj_q
a1 a2 3 as,j A1,j+1
ai,j
dazj_q
az1 Az 3 zj  Qzj+1
ai,j
0a;_1,j-1
Ai—11 QAj-1,2 P Ai—1,j Ai-1,j+1
ai,j
da;j_q
ajq a2 3 ai,j Qij+1
ai,j
aai+1,]—1
Ait+1,1 Ai+1,2 P Ait1,j  Ai+1,j+1
ai,j
00n,j-1
n1  Onp2 3 Anj  Anj+1
ai,j
da,
a1 ai aj-1 a,j+1
0a,
da,
az1 azz azj-1 azj+1
aai,j
aai—l]
Ai—11 Aj-1.2 Ai—1,j-1 Ai—1,j+1
oa;
8ai’]
Qi a;» aij—1 i j+1
8ai’]
aai+1]
Air11 Ai+12 0 Qigr,j-1 Ait1,j+1
0a,
day
Qn1 an,2 an,]—l n,j+1
8ai’]
0ayj+1
a1 A2 Qg1 ay,j da.
L]
0ayj+1
az1 Az 0 Az az,j Ot
ij
0a;-1,j+1
Ai—11 QAj—12 - QAj—1j-1 Qj-1,j EV
L]
0a;j+1
a1 Aiz - Qi a;j da: -
L]
aai+1,j+1
Aiv11 Ai+12 7 Ait1,j-1 Aita,j T oa .
L]
aa'n,j+1
an1 an,2 "' An,j-1 An,j da:
i,j
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a1 a2 ajj-1 Qay,j A j+1
az1 azz az,j-1 az,j az,j+1
Aij—11 Qj-12 Aj—1,j—1 Qj-1; QAi-1,j+1
i1 ;. N ai,j Aij+1
Ai+1,1  Ait1,2 Ait1,j-1  QAiv1,j Qit+1,j+1
n1  On2 nj-1  Qnj  Qnj+1
0 a5, aq,j-1 aq,j aq,j+1
0 a,, azj-1 as,j azj+1
_ 0 a1 Ai—1,j-1 Qi-1; QAi-1,j+1
0 a ajj_1 a;j ajj+1
0 aj412 Ait1,j-1 Qi1 Qit+1,j+1
0 an,2 Qn, j—1 an, j ap, j+1
a; 0 ai,j-1 ay,j ag,j+1
a; O azj-1 as,; azj+1
ai_11 O Ai_1j-1 Qi—1,j  Qi-1,j+1
a, 0 Qij-1  Qj  Qija
aiz11 O Aiv1,j-1 Ai+1,j  Ai+1,j+1
an1 0 an,j—l an,j an,j+1
aiq ai 0 ay; ag,j+1
az, az.» 0 ay; azj+1
" Aij—11 Qj-12 0 Ai-1,j QAi-1,j+1
ai1 aip 0 a Qi j+1
Aiv11 Ai+1,2 0 aj41; Q141
an1 ) 0 An,j An,j+1
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a1 ai o aj-1 0 ayj4q Ain
az1 azz azj-1 0 ajjiq Azn
n Aij—11 Qj-12 i—1j-1 0 a_qj41 Ai—1n
;s a;» aj-1 1 a4 Ain
Ai+1,1 Ait1,2 Aiv1,j-1 0 Qipqj41 Ait1,n
an, 1 an,z an, j—1 0 an, Jj+1 an,n
a1 a agj-1 a,; O Ain
az1 az» azj-1 a,; O Azn
+ Aij—11 Qj-12 aj—1j-1 @j—1,; O Ai—1n +
iy Az e Qi1 ;0 Ain
Ai+1,1 Ait1,2 Aiy1,j-1 Qig1,j O Ait1,n
an1 an2 Apj-1 QAp,j 0 Ann
a1 a2 ag,j-1 aq,j aq,j+1 0
az1 asz; azj-1 az,j az,j+1 0
n Aij—11 QAj-12 Ai—1,j-1 Qi-1; QAi-1,j+1 0
ai1 Q> aij-1 ai,j Qij+1 0
Ai+11  Ait1,2 Ait1,j-1 Qi1 Qit+1,j+1 0
an1 Qn,2 An,j-1 An,j An,j+1 0
a1 a2 ajj-1 0 aqj4q A1n
az1 az» azj-1 0 aj Az n
Ai—11 Aj-1.2 ai—1j-1 0 aj_qj41 Ai—1n
=04+0+4+---4+0+ 1 +0+:--4+0
a1 Q> aij-1 Aij+1 Ain
Ai+11  Ai+1,2 Air1j-1 0 Qiyq 41 Ait1n
an1 an,2 Qan, j—1 0 Qan, j+1 Ann
a1 ai aq,j-1 aq,j+1
az1 az2 azj-1 azj+1
= (-1 [Ai—11 Q-1 Ai-1,j-1  QAi-1,j+1 Qi-1n| = Ayj.
Ai+11 Ai+1,2 Ait1,j-1  Ai+1,j+1 Aiv1n
an1 an,2 an,j— 1 an,j+ 1

Son ifade a; ; elemaninin kofaktoriidiir. Bu ise ispati bitirir.
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Teorem 3.5.1. Dilimlenmis {ist iggensel mn X mn tipinde bir matrisin ek matrisi de dilimlenmis

iist tiggensel mn X mn tipinde bir matristir.

Ispat: Bir matrisin ek matrisi, kofaktdrlerinin transpozudur. Yani dilimlenmis iist iicgensel bir A
matrisinin ekinin de kendi tipinde dilimlenmis iist iggensel matris oldugunu gdstermek igin i, <
jo kosulunu saglayan a;,j, €lemanlarinin kofaktorlerinin 0 oldugunu gostermek yeterlidir. a;j,
eleman1 i¢in i, < j, kosulu saglansm. O zaman, Sonug 3.1.1’e gére A’min determinanti Qigjo
elemanindan bagimsizdir. Teorem 2.3.1°e gore A’nin determinantinin a; ;, elemanina gore tiirevi
0°dir. Ayrica yukaridaki lemmaya gore, A’nin determinantinin a; ;, elemanina gore tiirevi, a;
elemaninin kofaktoriidiir. Yani, iy < j, kosulunu saglayan a; ojo €lemanlariin kofaktorleri 0°dr.
Bu sonuca gore, dilimlenmis bir iist iggensel mn X mn tipindeki matrisin kofaktorleri matrisi

dilimlenmis alt tiggensel mn X mn tipinde bir matristir. Ek matris, kofaktdrler matrisinin

transpozu oldugundan, A’nin ek matrisi dilimlenmis bir {ist tiggensel mn X mn tipinde matristir.

Sonug 3.5.1. Dilimlenmis bir iist tiggensel mn X mn tipinde matrisin determinant1 sifirdan farkl

ise tersi de dilimlenmis bir list iggensel mn X mn tipinde matristir.

Ispat: Bu 6nermenin ispati

A"l = iek(A)
|A|

esitliginden kolayca elde edilir.

Teorem 3.5.2. Dilimlenmis st tiggensel bir A matrisinin bir 6zdegeri D(A)} ’lardan en az birinin
de 6zdegeridir. Tersine, D (A)}, ’larin 6zdegerleri ayn1 zamanda A’ nin bir 6zdegeridir (A ve D(A)y
matrislerinin agilimlari i¢in Teorem 3.3.1°¢ ve (5) formiiliine bakiniz).

Ispat: 2 bir kompleks say1 olsun. Bu saymin A’ni bir 6zdegeri olmast icin gerek ve yeter sart

|A—All =
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aq — A A1n A1 n+1
0 Ayn 0
0 asn 0
0 g — A 0
Ap+1,1 Ant1n Aptin+1 — A
0 An+2,n 0
0 An+3n 0
0 aZn,n 0
Ap(m-1)+11 " Gnim-1D+1n  An(m-1)+1,(n+1)
0 t Apm-1)+2n 0
0 t Ap(m-1)+3,n 0
0 amn'n 0

olmasidir. (4) formiiliine gére bu baginti

ak,k -1

n n
1_[|D(A)Z _ /1” e 1_[ an+k,k an+k,n+k -1
k=1 k : :

=1
An(m-1)+k,k

bagintisina doniisiir. Bu ise ispat1 bitirir.

Qa1,2n
az,2n
as2n

QAn2n
an+1,2n
an+2,2n
An+3.2n

Qan2n — A
An(m-1)+1,2n
An(m-1)+2,2n

An(m-1)+3,2n

amn,Zn

=0

Ak n+k

Ap(m-1)+kn+k
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A1 n(m-1)+1 o a1 mn
0 .o aZ,mn
0 e a3‘mn
0 e an‘mn
Apn+1,n(m-1)+1 h An+1,mn
0 o An+2,mn
0 An+3mn
0 A2n,mn
An(m-1)+1n(m-1)+1 — A An(m-1)+1,mn
0 t Ap(m-1)+2,mn
0 *t Ap(m-1)+3,mn
0 Amnmn — A
Ak n(m-1)+k
An+kn(m-1)+k =0

An(m-1)+kn(m-1)+k — A




4. SONUC

Bu tez calismasinda, alt matrisleri list licgensel olan blok matrisler, dilimlenmis {ist
ticgensel matris olarak adlandirilmis ve bu tiir matrislerin determinanti, faktorizasyonu, ek matrisi,
tersi ve Ozdegerleri incelenmistir. Bu 6zellikler i¢in teoremler ve Ornekler verilmistir. Ayrica,
trigonometrik fonksiyonlarin Wronskian ozellikleri arastirilmistir. Matrislerin bunlarin disinda
bir¢ok 6zellikleri ve uygulama alanlar1 vardir. Aragtirmacilar bizim incelemedigimiz bu 6zellikleri

dilimlenmis st tiggensel ya da alt tiggensel matrisler i¢in inceleyebilirler.
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