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OZET

Bu tez dort bolimden olusmaktadir. Birinci boliimde bu calisma igin gerekli
kavramlar, tanimlar ve teoremler verildi. ikinci boliimde dual vektdrel hesaplamalar
kullanilarak, acilabilir regle yiizeylerin belirlenmesi iizerine bir metot sunuldu.
Agilabilir regle yiizeylerin ifadesi olan m(t,u) = p(t) + ux(t)’nin, dual vektorel ifadeler
kullanilarak, taban egrisi verildiginde taban egrisinin koordinatlar1 yardimiyla elde
edilmesine deginildi, burada p(t), m(t,u)’nun taban egrisidir. Uciincii boliimde O.
Kose’nin  ¢alismast  3-boyutlu Minkowski uzayina genisletildi. Dual vektorel
hesaplamalar kullanilarak, R} uzayinda agilabilir regle yiizeylerin belirlenmesi tizerine
bir metot sunuldu. Agcilabilir timelike (zaman benzeri) veya spacelike (uzayimsi) regle
yiizeylerin ifadesi olan m(t,u) = p(t) + ux(t) 'nin, dual vektorel ifadeleri kullanilarak,
taban egrisi verildiginde taban egrisinin koordinatlar1 yardimiyla elde edilmesine
deginildi, burada p(t), m(t,u)’nun taban egrisidir. Dordiincti boliimde de sonug

kismina yer verildi.

Anahtar Sozciikler: Acilabilir regle ylizey, dual sayi, dual vektor, dual Lorentz uzayz,

3-boyutlu Minkowski uzayi, Eduard Study doniistimii.



ABSTRACT

This thesis consists of four chapters. First chapter deals with the concepts,
definitions and necessary theorems. In second chapter, using dual vector calculus, a
method of determination of a developable ruled surface is presented. The dual vectorial
expression of a developable ruled surface m(t,u) = p(t) +ux(t), p(t) is called the base
curve of m(t,u), obtained from the coordinates of the base curve. In chapter three, the
study of O. Kose is extended in the Minkowski 3-space. Using dual vector calculus, a
method of determination of a developable ruled surface in R? is presented. The dual
vectorial expression of a developable timelike and spacelike ruled surface
m(t,u) = p(t)+ux(t), p(t) is called the base curve of m(t,u), obtained from the

coordinates of the base curve. And finally, chapter four is devoted to the conclusion.

Key Words: Developable ruled surface, dual numbers, dual vectors, dual Lorentzian
space, Minkowski 3-space, Eduard Study mapping.
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GIRIS

William Kingdon Clifford dual sayilari geometrik arastirmalarinda bir arag
olarak kullanmistir. Onun ardindan E. Study, dual sayilar1 ve dual vektorleri gizgiler ve

hareket geometrideki arastirmalarinda kullanmigtir. Birim dual vektorleri ve kendi
ismiyle tanimli doniisiimii kullanarak yonlii dogrularmn temsili ile ilgilenmistir. S* birim

dual kiiresinin vektorleri ve R?® cizgiler uzaymin yonli dogrular1 arasinda birebir

esleme oldugunu gostermistir.

H. H. Ugurlu ve A. Caliskan, E. Study déniisiimiinii R 3-boyutlu Minkowski

uzayma genisleterek calismalar yapmislardir. ]D)f Dual Lorentz uzayinda sirasiyla
hiperbolik birim kiire ve Lorentz birim kiiresi H; ve S?’nin dual timelike (zaman

benzeri) veya spacelike (uzayimsi) birim vektorleri, R} Lorentz dogrular uzaymin (3-

boyutlu Minkowski uzayinin) yonlii timelike veya spacelike dogrulari ile birebir esleme
icinde oldugu gosterilmistir.

Bu tezin amaci dual vektorel hesaplamalar yardimiyla agilabilir regle yiizeylerin
insasinda bir yontem gelistirmektir. Bu amacla O. Kése’nin “A method of the
determination of a developable ruled surface” adli calismasindan yararlanilmistir.
Yiizeylerin dual vektorel ifadeleri kullanilarak, taban egrisinin koordinatlari yardimiyla
regle ylizey elde edilmistir. Daha sonra ¢alisma genisletilmis ve agilabilir spacelike veya
timelike regle yiizeylerin insasinda dual vektorel hesaplamalar kullanilmistir. Yine ayni
sekilde yiizeylerin dual vektorel ifadeleri kullanilarak, taban egrisinin Koordinatlart

yardimiyla regle yiizey elde edilmistir.



1. TEMEL KAVRAMLAR

1.1. Oklid Uzay1

Tanmm 1.1.1 A= bir ciimle V de K cismi iizerinde bir vektor uzayi olsun.

Asagidaki onermeleri dogrulayan bir

f:AxA->V

fonksiyonu varsa A ciimlesine V ile birlestirilmis bir afin uzay denir.

i. VP,Q.ReAicin f(P,Q)+f(Q,R)=f(P,R) dir.
ii. VPeA ve VaeV icin f(P,Q)=a olacak bicimde bir tek Q € A noktast
vardir (Hacisalihoglu, 2000a).

Tanmm 1.1.2 Bir reel afin uzay A ve A ile birlesen vektor uzayr da V olsun.
X=(X, X000 %, )2 Y = (Vi You-es Y, ) Olmak iizere V' de bir i¢ arpim islemi olarak
<,> VxV >R
(% y) = (% y) =2 %y,
i=1
Oklid i¢ carpimi tanimlanirsa bu islem yardimi ile A da uzaklik ve ag1 gibi metrik

kavramlar tanimlanabilir. Boylece A afin uzayi da yeni bir ad olarak Oklid uzay adin

alir.

R® 3-boyutlu standart reel vektdr uzayi ile birlestirilmis R® afin uzaym ele
alalim. Bu R®vektér uzayinda Oklid i¢ carpimi X = (X, %,, %), Y=(Y,, Y, Ys) olmak
Uzere

() R°xR* >R

(x,y)—=(x, y)=gxiyi

bigiminde tamimlanir. Boylece R® afin uzay1 3-boyutlu Oklid uzayi olur ve E?® ile

gosterilir (Hacisalihoglu, 2000a).



Tanim 1.1.3
d:E"xE" >R

(xy) = d(xy)= [ 3y -x)

olarak tanimlanan d fonksiyonuna E" Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu ve d(x, y)

reel sayisina da X,y € B" noktalar1 arasindaki uzakhik denir (Hacisalihoglu, 2000a).

Teorem 1.1.1 E" de uzaklik fonksiyonu bir metriktir (Hacisalihoglu, 2000a).

Tanmm 1.1.4 M cE" egrisi (I, ) koordinat komsulugu ile verilsin.

le|:1 >R
t=> e =[O
seklinde tanimli ||o’|| fonksiyonuna, M egrisinin (l,«) koordinat komsuluguna gére

skalar iz fonksiyonu ve |[o/(t)| reel sayisma da M nin (I,a&) koordinat

komsuluguna gore «(t) noktasindaki skalar hiz denir (Hacisalihoglu, 2000a).

Tanmm 1.1.5 M egrisi (I, «) koordinat komsulugu ile verilsin. Eger Vs e | igin
for(9)]-1

ise M egrisi (I,a) koordinat komsuluguna gore birim hizli egridir denir. Bu durumda,

egrinin s €| parametresine yay-parametresi ad1 verilir (Hacisalihoglu, 2000a).

Tammm 1.1.6 M egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. 8,0 €l olmak iizere,
a dan b ye M egrisinin yay uzunlugu, egrinin @(a) ve @(b) noktalar: arasindaki

uzunluguna karsilik gelen

b

[l

a

a'(t)dt,tel

reel sayisina denir (Hacisalihoglu, 2000a).



1.2. Dual Sayilar

Tamm 1.2.1 Her x,X eR icin A=(x,X") ikilisine bir sirali ikili adi verilir

(Hacisalihoglu, 1983).
Bu sekilde tanimlanan R xR ciimlesi ID ile gosterilsin.
D=RxR={(x,x):xx R}
climlesi tizerinde iki i¢ islem ve esitlik asagidaki sekilde tanimlanir:
Tanmm 1.2.2 A=(x,X), B=(Yy,Yy) €D olmak iizere
@®:DxD—>D
i¢ islemi
A®B=(xX)®(Y,y)=(x+y.X +Y)
seklinde tanimlanir ve D deki toplama olarak isimlendirilir (Hacisalihoglu, 1983).
Tanm 1.2.3 A=(x,X), B=(y,y") €D olmak iizere
®:DxD—>D
i¢ 1glemi
A®B=(xX)®(y,y)=(xyxy +Xy)
seklinde tanimlanir ve ID deki ¢arpma olarak isimlendirilir (Hacisalihoglu, 1983).
Tanmm 1.2.4 A=(x,x), B=(y,y)eD i¢in
X=yvex =y
ise A ile B esittir denir ve A= B seklinde gosterilir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanmm 1.2.5 R reel sayilar ciimlesi olmak iizere

D=RxR



climlesi iizerinde toplama, carpma ve esitlik islemleri yukaridaki gibi tanimlanmis ise,
D ciimlesine dual sayilar sistemi ve (X,X )eD elemanina da bir dual say1 denir

(Hacisalihoglu, 1983).
Teorem 1.2.1 (D,®,®) tglisii birimli ve degismeli bir halkadir (Hacisalihoglu, 1983).
Teorem 1.2.2 (D, ®,®) tgliisti bir cisim degildir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 1.2.3 I dual sayilar halkasi, R reel sayilar ciimlesine izomorf bir alt climleyi

alt cisim olarak kapsar (Hacisalihoglu, 1983).

Tamim 1.2.6 Bir A=(x,x)eD dual sayisinda "x" reel sayistna A nin reel kism,

*

X

reel sayisina da A nin dual kismi denir ve Re A=x, DUA=X seklinde yazilir

(Hacisalihoglu, 1983).

Tanmm 1.2.7 (1,0)=1 dual sayisina D deki ¢arpma isleminin birim elemani veya D

deki reel birim denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 1.2.8 (0,1) dual sayis1 kisaca ¢ ile gosterilir ve dual birim olarak adlandirilir

(Hacisalihoglu, 1983).
£ =(01)®(0,1)=(0,0)
dir.
Teorem 1.2.4 A=(x,x) €D dual sayis1
A=Xx+ex
seklinde yazilabilir. Yani
(X, X)=x+ex
esitligini yazabiliriz (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 1.25 A=(x,X)eD dual sayis1i ve AR ise A skalar1 ile A nmn ¢arpmi

AA=(AX,AX") dir (Hacisalihoglu, 1983).



1.3. Dual Vektorler Uzay: (D Modiil)
Tamim 1.3.1 H birimi 1 olan degismeli bir halka ve S bir Abel grubu olmak {izere

HxS—>S
(a,a) > aa

dis islemi, a,beH ve her a,f €S igin

i. ala+p)=ac+ap
ii. (@+b)a=aa+ba
iii. (ab)a = a(ba)
iv.lo =«

ozeliklerini sagliyor ise S ye H iizerinde bir modiil ad1 verilir (Hacisalihoglu, 1983).
Tanim 1.3.2 D dual sayilar halkasi olmak tizere
HDXDXHD:HDS ={)~(= ()?17)?2’)?3) : )?1’%2’ )~(3 = ID)}

ciimlesi @izerinde X=(%,%,,%), ¥=(¥,,%,,¥;) €D* ve 1D icin, sirasiyla, toplama,
skalarla carpma ve esitlik,

Toplama;

+:D*xD® > D3

(X, 9) > X+ §=(%+ ¥, % +¥,, %+ ;)
Skalar ile Carpma;

- DxD? — D°
(4, %) = AX = (A%, A%y, AK,)

Esitlik; X=y<% =9, i=(01273)

seklinde tanimlanir.



Teorem 1.3.1 (]D)3,+) bir Abel grubudur (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 1.3.3 (D°,+,)) sistemi I dual sayilar halkasi iizerinde bir modiildiir. Bu

modiile D-Modil denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanmm 1.3.4  D-Modiul’iin elemanlar1 olan sirali {gliilere dual vektorler denir

(Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 1.3.2 x,x*eR® olmak iizere D-Modiil *de her bir X dual vektor
X=X+ex*

seklinde yazilabilir. Burada € =(0,1) €D dir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 1.3.3 X=X+e&x*= (X, X*) dual vektoriiniin A € D skalar1 ile ¢arpimi
A% = (A%, AX*)

dir (Hacisalihoglu, 1983).
Teorem 1.3.4 X=(x,Xx*) ve §=(y,y*) e D-Modil igin

X=y<X=yve x*=y*
dir (Hacisalihoglu, 1983).
Tanim 1.3.5 X=X+e&Xx*, §=y+¢ey*eD-Modil dual vektorlerinin i¢ garpimi

fD°xD* > D
seklinde bir doniisiimdiir ve
A 9)=(59) =[xy} e (e )+t )

seklinde tanimlanir.

Herhangi bir vektor uzayi lizerinde oldugu gibi i¢ ¢carpim aksiyomlar: D-Moddl
tizerinde de kabul edilebilir. O halde D-Modul *de i¢ ¢carpim asagidaki sekilde



(%)= (% y)+ (x5, y)+ (% y )]
yazilabilir (Hacisalihoglu, 1983).
Tanimm 1.3.6 Bir X=x+&x* dual vektoriin normu

9= (=2 = (b XDy, x5,

X

dual sayisina denir. Burada bu dual say1 i¢in

a=|x| ve a" _{xx®)

]
olmak tlzere
X|=a+ea
yazilabilir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanmm 1.3.7 Normu (1,0) dual sayis1 olan dual vektdre birim dual vektor denir

(Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 1.3.5 X=X+ &X™* birim dual vektor ise,
=1 {xx%)=0

dir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 1.38 {X=x+¢&X; [X|=(L0), x,x €R°} ciimlesine D-Modiil*de birim dual

kiire denir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 1.3.6 (E. Study Déniisiimii) X = (0,a) € D-Modul olmak iizere ID-Modul ’de

denklemi

%)= .0y



olan birim dual kiirenin dual noktalar;, R® deki yonlii dogrulara birebir karsilik gelir

(Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 1.3.9 R? deki bir dogru (x,X") dual vektor cifti ile belirlenebilir. X ve X

vektorlerinin  bilesenlerine s6z konusu dogrunun normlanmis Pliicker dogru

koordinatlari denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 1.3.10 X=X+ &x* e D-Modil olmak tizere

birim dual vektoriine X dual vektoriiniin ekseni denir.

Tanim 1.3.11 Bir X=X+ &x™* dual vektori verilsin.

k = <X’ X2*>
]

reel sayisina o dual vektoriin adimi veya ylikselisi denir.
X = X1+ ek)u

dual vektorii igin, k sonlu bir say1 ise X#0 ve x*#0 dir. Bu X dual vektoriine has

dual vektor denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 1.3.12
- —2,)? z2-17,)
F(2) = £ (2)+ 2220 £1(z) + 22 20) f"(z0)+...+u FO(z.) 4.
1! 2! n!
serisine f dual fonksiyonunun z, € D noktasindaki Taylor acilim denir. Bu tanim

geregince, f dual fonksiyonunun x =0 daki Taylor a¢ilimi

f(X+ex®)=f(X)+ex*f'(X)
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seklini alir. Ozel olarak, f(X+&x*)=cos(x+e&x*), f(Xx+&x*)=sin(x+ex*),
f(x+ex*) =ch(X+ex*) ve f(x+ex*)=sh(x+ex*) dual fonksiyonlar1 alinirsa bu

fonksiyonlarin 0=(0,0) dual noktasindaki Taylor a¢ilimlari:

COS(X + &X*) = COS X — gX *sin X
Sin(x + &x*) =sin X+ £X*CoS X
ch(x+ &ex*) = chx + ex* shx
sh(x + &x*) = shx + ex*chx

olarak elde edilirler (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 1.3.13 X vey iki birim dual vektor ve bu birim dual vektorlere R® de karsilik
gelen yonlii dogrular, sirastyla, d, ve d, olsunlar. d, dogrusunun yonii x, yeri X', d,

dogrusunun yonii Y, yeri de y~ ile belirlidir. X vey vektorleri arasindaki ag1 ¢ olmak

uzere

(X, ¥)=cos®=cos(p+ep)
=cosp—sgp sing, 0<p<rz, @peR

dir.

Sekil 1.1. Dual ag1.

Burada ®=¢@+&p dual sayisina X ey birim vektorleri arasindaki dual aci

denir. X vey birim dual vektdrleri arasindaki ® =@+&p dual acisi, bunlarm R® te
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temsil ettikleri d;, ve d,-yonli dogrularmin arasindaki ¢ agist ve en kisa uzaklig

gosteren ¢ reel ciftinden olusur (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 1.3.14 X, § € D-Modil dual vektorlerin dis garpimi

ADdx D - D°

RAT=XAY+E(X AY+XAY)
seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983).
Teorem 1.3.7 X, ¥ € D-Modil i¢in
xny =[] lsinoN
dir (Hacisalihoglu, 1983).
1.4. Lorentz Uzay1 (R} 3-Boyutlu Minkowski Uzayr)

Tamim 1.4.1 V bir reel vektor uzayi olsun. V iizerinde taniml

<,> VxV >R
fonksiyonu asagidaki aksiyomlar1 sagliyorsa, <,> fonksiyonuna V vektoér uzayi

uizerinde simetrik bilineer form denir.

i. Bilineerlik Aksiyomu: Va,beR ve Vx,y,z€V igin

(ax+by,z)=a(x,z)+b(y,z)
(x,ay+bz)=a(x,y)+b(x,z)

ii. Simetri Aksiyomu: Vx,y eV igin

(xy)=(y.x)

(O’Neill, 1983).
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Tamm 1.4.2 (,):V xV — R fonksiyonu simetrik bilineer form olsun,

I. VxeV ve x=0 igin(X, X) >0 ise simetrik bilineer forma pozitif taniml,

ii. VxeV ve x=0 igin(X, X> <0 ise simetrik bilineer forma negatif taniml,

li. vxeV ve x=0 ig:in(X, X) >0 ise simetrik bilineer forma yari-pozitif
tanimli,

Iv. VxeV ve x=0 ig:in(X, X) <0 ise simetrik bilineer forma yari-negatif
tanimli,

V. ¥xeV igin <X, y>:0:> y =0 ise simetrik bilineer forma non-dejeneredir

denir (O’ Neill, 1983).

Tanmm 1.4.3 V bir vektor uzayi ve
<,> VxV >R

bir simetrik bilineer form olsun.

()w WxW >R
negatif tanimli olacak sekildeki en biiyiik boyutlu W altuzaymnin boyutuna <,> simetrik
bilineer formunun indeksi denir ve v ile gosterilir. v, <,> nin indeksi olmak tizere
0<v<boyV dir (O’Neill, 1983).
Tammm 1.4.4 Bir V vektor uzay: lizerinde non-dejenere simetrik bilineer forma V
vektor uzay: tizerinde bir skalar carpim denir. V {zerindeki bir skalar ¢carpim <,> ise
(V , <,>) ikilisine skalar ¢carpim uzay1 denir (O’Neill, 1983).
Tammm 1.4.5 V bir skalar carpim uzayi olsun. V nin indeksi v olmak iizere v =1 ve
boyV >2ise V skalar ¢carpim uzayina bir Lorentz uzayi denir (O’Neill, 1983).
Tamm 1.4.6 R", n-boyutlu standart reel vektdr uzayr lizerinde her peR" ve
LA eTpRn olmak iizere

n-v n
<Vp’Wp>L = ZViWi - Z ViW,
i=1

i=n—-v
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esitligiyle verilen v indeksli metrik tensorle birlikte elde edilen uzaya yari-Oklid uzay

denir ve R ile gosterilir. Burada 1<i<n olmak iizere, v, ve W, skalarlari, sirasiyla,
v, ve w, tanjant vektorlerinin bilesenleridir (O’Neill, 1983).
Tamm 1.47 R? yan-Oklid uzaymda v=1 ve n>2 ise R yari-Oklid uzayma

Minkowski n-uzay denir (O’Neill, 1983).

Tamm 1.4.8 V bir Lorentz uzayi olsun. x €V olmak iizere

i. (x,x), >0 veya x=0 ise x vektoriine spacelike,
ii. <X, X>L < 0 vektoriine timelike,

iii. (X, X), =0, x=0 ise x vektoriine null (lightlike)
denir (O’Neill, 1983).
Tanmm 149 X,yeV i¢in <X, y)L =0 ise x#0,y=0 vektorleri birbirine diktir denir
ve X Ly ile gosterilir (O’Neill, 1983).
Tammm 1.4.10 Bir V vektor uzay: iizerindeki skalar ¢arpim <,>L olsun. Bir xeV

vektoriiniin modiilii (normu)

=y x) |

olarak tanimlanir.
Eger ||X||=l ise X vektoriine birim vektor denir. Ortogonal birim vektorlerin
climlesine ortonormal sistem denir (O’Neill, 1983).
Tamim 1.4.11 V Lorentz vektor uzayr ve X,y €V timelike birim vektorler olsun. Bu
durumda
chp = _<X’ y>|_
olacak sekildeki p sayisina x ve Yy timelike vektorleri arasindaki ag1 denir (Birman

ve Nomizu, 1984).
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1.4.1. R? 3-Boyutlu Minkowski Uzay

Tamm 1.4.1.1 Tanim 1.4.7 de 6zel olarak n=3 alinirsa, R’ uzayma 3-boyutlu
Minkowski uzay denir. Bu durumda bu uzayin standart metrigi, X:(Xi,XZ,X3) ve
y :(yl, Y, y3) e R’ olmak iizere

(0 Y)=XY %Y, = X%sYs

dir (Lopez, 2008).

Tamm 1.4.1.2 X=(X,%,,X) € R? olsun. Eger
i. <X, X>L >0 veya X=0 jse X vektoriine spacelike vektdr,
ii. (X,X)_ <0 vektoriine timelike vektor,
iii. (x,x)_ =0, X#0 ise X vektoriine null (lightlike) vektor

denir (O’ Neill, 1983).

Tamm 1.4.1.3 x,y e R} olmak iizere

e, e -&
XALY =X X X
Yi Yo Y

vektoriine x ve Yy vektorlerinin Lorentz anlaminda vektorel ¢arpimi denir. Burada
e AL =8, A =6, A € =8¢, dir.
Tamm 1.4.1.4 R? de biitiin lightlike vektorleri igeren ciimleye light koni denir ve C
ile gosterilir.

C ={(x, y,z)eR}:x* +y® - 27 =O}—{(0,0,0)}

dir (Lopez, 2008).
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Y

spacelike

timelike

Sekil 1.2. R?’de vektorler.
Tammm 1.4.1.5 Bir « egrisi
a:l >R
s — a(s)
biciminde tanimlansin. Bu taktirde o egrisinin,
i. a'(s) hiz vektorii spacelike ise « eg@risine spacelike,
ii. a@'(s) hiz vektori timelike ise « egrisine timelike,
iii. @'(S) hiz vektorii null ise « egrisine nulldiir

denir (O’ Neill, 1983).

1.5. ]D)f Dual Lorentz Uzay1

Tanmm 15.1 X=X+ex* ve §=y+ey*e D° olmak iizere x ve § dual vektdrlerinin

Lorentz i¢ ¢arpimi

(%.9), =(xy), +&((xy*), +(x),)

seklinde tanimlanir. Boylece, bu Lorentz i¢ ¢arpimiyla birlikte D*® dual uzayma dual

Lorentz uzayi denir ve D? ile gosterilir.
Dual Lorentz vektorlerinin climlesi
D} ={X=X+eX*:X, X R}

ile gosterilir (Yayli vd., 2002).
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Tamm 1.5.2 X=Xx+¢&x*e D} olsun. Bu taktirde

i. X vektorii spacelike ise X dual vektoriine spacelike,
ii. X vektorii timelike ise X dual vektoriine timelike,

iii. X vektorii null ise X dual vektdriine nulldiir

denir (Ugurlu ve Caligkan, 1996).

Tamm 153 D? deki biitiin dual vektorlerin ciimlesi dual light-like koni olarak

isimlendirilir ve A ile ifade edilir (Ugurlu ve Caliskan, 1996).

Tamm 1.5.4 Bir X=X+¢&x*e D} dual vektoriiniin normu

(% x*),

X*

%=X+ & "=
X

seklinde tanimlanir. Burada ||X|| # 0 dir (Ugurlu ve Caliskan, 1996).

Tamm 1.5.5 X=(%,%,%) ve §=(¥,,¥,.¥;)e D? olsun.

& € €
XALY=1% X X
o V. Vs

ifadesine X ve ¥ dual vektorlerinin Lorentz anlaminda vektorel ¢arpim denir.
Burada e A €e,=—6,, &, A € =6, A € =¢,dir.

Lemma 1.5.1 X,¥,Ze€ D} olsun. Bu durumda asagidaki esitlikler saglanir.

~

: (XA, ¥, Z)=det(X,¥,7)
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Tanmim 1.5.6 X=Xx+¢&x*e D} olsun.

i. D?dedual hiperbolik birim kiiresi

HZ2={X=X+6ex*e D?:|%|=(10);x,x* R’ ve xtimelike}
ii. D?de dual Lorentz birim Kiiresi

S2={X=x+e&x*e D?:||%| =(1,0); x, x* € R? ve x spacelike}

dir (Ugurlu ve Caliskan, 1996).

Lightlike koni Rl -

inpErbulik birim kire
EES y

Lorentz birim kiiresi

Sekil 1.3. D? *de birim kiireler.

Teorem 1.5.1 <X, X>L =1 (sirasiyla <X, X>L =-1) ve <X,X*>L =0 olmak tizere, R} in

yonlii spacelike (sirasiyla timelike) dogrularn ile (X, X*) sirali ¢ifti arasinda birebir bir

karsilik vardir (Ugurlu ve Caligkan, 1996).

Teorem 1.5.2 D? uzayindaki HZ dual hiperbolik ve S? dual Lorentz birim kiirelerin
noktalari, R® Lorentz ¢izgiler uzaymdaki yonlii timelike veya spacelike dogrulara

birebir karsilik gelirler.

S? dual birim kiire iizerindeki diferansiyellenebilir bir egri, herhangi bir regle
yiizeye karsilik gelir. Benzer olarak, H? dual hiperbolik birim kiire iizerindeki

diferansiyellenebilir bir egri de bir timelike regle yiizeye karsilik gelir (Yayli vd.,2002).
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Tanmm 1.5.7 X ve § spacelike dual birim vektorler olsun. Bu durumda
(%,9), =cosd

esitligini saglayan @ =@+ sp* dual sayisina X ve § spacelike birim dual vektorleri
arasindaki dual merkezi ac1 denir.

X ve ¥ dual spacelike vektorlerinin ug noktalar1 Lorentz birim kiiresi tizerinde
A ve B noktalarmi gostersinler. X ve y dual spacelike birim vektorleri arasindaki
Cf)=(p+g(p* dual ag1 S? iizerinde A ve B noktalarini birlestiren AB yay uzunlugu
olarak diisiiniilebilir.

Burada @ agisinin reel kismi olan ¢, iki dogru arasindaki agiy1 ve @* ise bu
iki dogru arasindaki uzakligi verir (Ugurlu ve Caligkan, 1996).
Tamim 1.5.8 X ve y timelike dual birim vektorler olsun. Bu durumda

(%,9) =—cosh®

esitligini saglayan © =0+ &0* dual sayisma X ve § timelike birim dual vektorleri

arasindaki dual hiperbolik ag1 denir.

X ve ¥ dual timelike vektorlerinin u¢ noktalart hiperbolik birim kiiresi iizerinde
A ve B noktalarin1 gostersinler. X ve ¥ dual timelike birim vektorleri arasindaki
O=0+¢£0* dual agi H? iizerinde A ve B noktalarinin birlestirilmesiyle olugan AB yay
uzunlugu olarak diisiiniilebilir.

Burada ® agisimin reel kismi olan @, iki dogru arasindaki agiy1 ve 6* ise bu iki
dogru arasindaki uzaklig: verir (Ugurlu ve Caliskan, 1996).
1.6. Regle Yiizeyler

Tamm 1.6.1 M cE® yiizeyi verilsin. VP €M noktasinda, E* iin M de kalan bir

dogrusu var ise M ye bir regle yiizey denir (Hacisalihoglu, 2000b).

Tammm 1.6.2 PeM noktasindan gecen ve M de kalan dogruya da M nin
dogrultmani denir (Hacisalihoglu, 2000b).

Regle yiizey, bir dogrunun bir egriye dayanarak hareket etmesiyle olusan yiizey

olarak da tanimlanabilir.
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M bir regle yiizey olsun. Dogrultmanlari kesen ve yiizey lizerinde bulunan
diferansiyellenebilir bir
a:l->M
t—o>a (t)
egrisi secilsin. Bu egriye regle ylizeyin dayanak egrisi ad1 verilir. M regle yiizeyinin «
dayanak egrisinin « (t) noktasindaki dogrultman: iizerinde degisken bir nokta £ ise
f:R—>M
Vo B(V)=(a (t)+va, (), a, (t)+va, (t), oy (t)+vay(t))
seklindedir. Burada a (t)eR, 1<i<3 skalarlari, dogrultmanin «(t) noktasindaki

bilesenleridir.
Boylece regle yiizeylerin parametrik denklemi
o I xR —>E?
(t,v) > o(t,v) =(a (t)+va, (), a, (1) +Va, (t), a; (t) +va, (t)) =a(t)+va(t)

doniistimii ile belirtilmis olur.

Teorem 1.6.1 M cE® bir regle yiizey olsun. O zaman, M nin dogrultmanlar;, M de
hem asimptotik ve hem de geodezik ¢izgilerdir (Hacisalihoglu, 2000b).

Teorem 1.6.2 M cE® bir regle yiizey ve M nin Gauss egrilik fonksiyonu K olsun.
O zaman, Vp € M icin K(p) <0 dir (Hacisalihoglu, 2000b).

Tanmm 1.6.3 Regle ylizeyin komsu iki anadogrusu arasindaki en kisa uzakligin, bu iki
komsu ana dogru arasindaki agiya oranina regle yilizeyin dagilma parametresi (drali)

denir.

Ana dogrularinin birim dogrultman vektorii X olan bir regle yiizeyin dralini P,

ile gosterelim. Komsu ana dogrularin ortak dikmesi dogrultusundaki birim vektor x A X’
oldugundan bu dogrultudaki birim vektor

XAX  XAX
xAX| |x

!

dir. Regle ylizeyin drali
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ds

!

det{da, X, x’}

x 2

X

dir. Burada (x"), x ’in tiirevini gostermektedir (Hacisalihoglu, 2000b).

Tamim 1.6.4 Bir regle ylizeyin anadogrular1 boyunca teget diizlemleri ayni ise regle

yiizeye agilabilirdir denir (Hacisalihoglu, 2000b).

Teorem 1.6.3 Bir ¢(t,v) regle yiizeyinin agilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart

dagilma parametresinin sifir olmasidir (Hacisalihoglu, 2000b).
Tanim 1.6.5

9 I xR —>E°
(t,v) > o(t,v)=a(t)+va(t)

regle yiizeyi Vt el i¢in
p(t+27,v)=p(t,v)
olacak sekilde periyodik ise regle ylizeye kapalidir denir (Hacisalihoglu, 2000b).

Tamim 1.6.6 Bir gp(t,v) regle ylizeyinin anadogrularinin her birini dik olarak kesen

egriye regle ylizeyin ortogonal yoriingesi denir (Hacisalihoglu, 2000b).

Tamm 1.6.7 Bir ¢(t,v) regle yiizeyinde komsu iki dogrultmanin ortak dikmesinin

esas dogrultman iizerindeki ayagina bogaz, merkez veya striksiyon noktasi denir

(Hacisalihoglu, 2000b).

Tamm 1.6.8 Bir ¢(t,v) regle yiizeyinin anadogrusu dayanak egrisi boyunca yiizeyi

olustururken bogaz noktalarinin geometrik yerine regle yiizeyin bogaz (striksiyon)

cizgisi (egrisi) denir (Hacisalihoglu, 2000b).
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1.7. D-Modiil Yardimiyla Regle Yiizeyler

Tamm 1.7.1 D-Modul *deki birim dual X=x+ex* vektori R® de bir yonlii dogru
gosterir. X = (X, X,,X;) birim reel vektdrii X dogrusunun ydniinii ve X = (X, X, X;)
vektorii de baslangic noktasina goére X in vektorel momentini ifade etmektedir.

X =X+ &x* birim dual vektor oldugundan

2 2 2
X+ X, +X5 =1

1 ) 2 *3 ) (1.1)
X X + X, X, + XX, =0

kosulunu saglar.

Eger (1.1) kosulundan bagka bu alt1 Pliicker dogru koordinatlar1 arasinda bir

ikinci
F(przi Xs;X:’ X;’X;) =0

bagintis1 varsa bu halde X dogrusunun bagimsiz parametre sayisi ii¢ olur. R3de ii¢
bagimsiz parametreye bagli (c0®) sayidaki X dogrularinin ciimlesine 151 kompleksi

denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanmm 1.7.2 & bir has dual vektor olmak iizere
(a,x)+(a",x)=0
denklemini saglayan X =X+ &x* dogrularinin climlesine bir lineer 151n kompleksi denir.

X dogrusunun bagimsiz ii¢ parametresi U,V,Wile gosterilirse X birim dual

vektorii
% =x(u,v,w) +&x (u,v,w)
seklinde U,V,W nin bir fonksiyonu olarak yazilabilir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 1.7.3 X=X+&x* dogrusunun (X, X,, Xs; XI , X;, X; ) Pliicker dogru koordinatlari

arasinda
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X +x+x =1
XX, + XX + XX =0
ve
F(Xl,XZ,Xg;X:,X;,X;) =0
bagmtilarindan baska bir
D(X,, Xy, X1 X, , X5, X5) =0

bagmtist varsa X dogrusunun bagimsiz parametre sayisi iki olur. Iki bagimsiz

parametreye bagli (002) sayidaki X dogrularmnm ciimlesine 151 kongriians1 denir

(Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 1.7.4 3, b has dual vektérleri icin

denklemlerini saglayan X dogrularinin ciimlesine lineer 1sin kongriians denir.

Bagimsiz parametrelere U ve v denirse X birim dual vektorii u ve v reel

parametrelerinin
X=X(u,v)+ex*(u,v)
seklinde bir fonksiyonu olarak yazilabilir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanmm 1.7.5 X=X+&x* birim dual vektoriiniin (Xl,Xz,Xg;X; ,X;,X;) normlanmig

homogen olmayan alt1 Pliicker dogru koordinatlar1 arasinda

2 2 2 _
X +X, +X5 =1

XX, + X, X, + XX, =0

bagintilarindan bagka
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F(Xl,Xz,X3;XI,X;,X;) =0
D(X,, Xy, X55 X1, X5, X5) =0

W (X0 X0, X3 X, Xy, X5) =0

bagintilar1 da varsa X dogrusunun bagimsiz parametre sayisi bir tanedir. E.Study
tekabiiliine uyan ve bagimsiz bir parametreye bagl (co') sayidaki X dogrularinin

climlesine regle yiizey veya isin yiizeyi denir.
a,b, ¢ has dual vektorler olmak tizere

F..{ax)+(a"x)=

CD...<b,x*

~—
_|_
—_

seklinde verilebilir. O zaman bir regle yizey F =0,®=0 ve w=0 15m

komplekslerinin {igiinde de ortak olan (001) dogrunun ciimlesi olarak diistiniilebilir.

Bir regle yiizey, X=X(t) bir t parametresine bagli dual vektdrel fonksiyon

olmak iizere
X =X(t) +ex*(t)
seklinde yazilabilir. Bu birim dual vektoriine

%] =0y

birim dual kiiresi tizerinde bir dual nokta karsilik gelir. Biliniyor ki bu noktaya da R®
de bir dogru karsilik gelir. T parametresi degistikge
X(t) = x(t) + ex*(t)

birim dual vektori, birim dual kiire iizerinde bir (X) dual egrisi ¢izer. Bu egriye de R®

de bir regle ylizey karsilik gelir.
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Sekil 1.4. Dual egri.

(X) dual egrisine regle yiizeyin dual kiiresel resmi denir. Birim dual kiire

tizerinde dual egrinin
dO=dp+edp*

dual yay elementi i¢in d¢ reel ve dg™* dual kisimlarma, X(t) ve X(t+dt) birim dual

vektorlerine regle yilizeyde karsilik gelen komsu iki anadogru arasindaki agi ile bu

komsu iki anadogru arasindaki en kisa uzaklik karsilik gelir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanmim 1.7.6

<dx,dx*> dpde” do’

(dxdx)  dedp  do

1
d

ifadesindeki % biiyiikliigiine regle yiizeyin 1 parametresine ait olan X ana dogrusu
boyunca dagilma parametresi veya drali denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanmm 1.7.7 Komsu ana dogrulari kesisen regle yiizeylere torslar veya acilabilir regle

yiizeyler denir.

Dralin sifir olmasi acilabilir regle ylizeyler i¢in karakteristiktir. Ciinkii dral sifir

ise dp” =0dr.
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Dayanak egrisi a=a(t) denklemi ile belli olan C egrisi ve ana dogrular

X = X(t) birim vektori olan regle yiizeyin denklemi

y(t,u) =a(t) +ux(t)

dir.

(€)

Sekil 1.5. Regle yiizey.

Sekil 1.5’de goriildiigi gibi
X =anx ve XAX =a—(a,X)X
oldugundan regle ylizeyin denklemi
v=u+(ax)
olmak tizere
y(t,v) = Xx(t) AX () +vx(t)
bulunur (Hacisalihoglu, 1983).

1.8. Rf 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Regle Yiizeyler

Tanmim 1.8.1 ]Rf , 3-boyutlu Minkowski uzayinda, verilen bir | dogrusu, verilen bir o

egrisi boyunca hareket ettirilerek bir yiizey elde edilebiliyorsa, bu yiizeye 3-boyutlu
Minkowski uzayinda bir regle yiizey denir. Bu durumda verilen | dogrusuna, regle
yiizeyin bir ana dogrusu ve a egrisine, regle yiizeyin dayanak egrisi denir (Turgut,

1995).
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Tamm 1.8.2 Rf , 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir regle yiizeyin anadogrulari

boyunca teget diizlemleri ayni ise regle yiizeye agilabilirdir denir (Turgut, 1995).

Tanmm 1.8.3 ]Rf, 3-boyutlu Minkowski uzayinda acilabilir olmayan bir regle yilizey

verilsin. Regle yiizeyin komsu iki ana dogrusunun ortak dikmesi varsa, bu dikmenin
esas anadogru lizerindeki ayagina bogaz (merkez veya striksiyon) noktast denir (Turgut,

1995).

Tamm 1.8.4 R}, 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir regle yiizeyin ana dogrularmin

her birini dik olarak kesen bir egri varsa, bu egriye regle yiizeyin ortogonal yoriingesi

denir (Turgut, 1995).
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2. ACILABILIR REGLE YUZEYLER

Bu boliimde dual vektorler kullanilarak acilabilir regle ylizeyler i¢in bir metot

elde edilecektir.

2.1. Dual Vektorlerin Gosterimi

E. Study doniisiimiine gore birim dual kiirenin noktalar1 ile R® deki yonlii

dogrularin birebir karsilik geldigini biliyoruz. R*® deki bir L dogrusu, bir O baslangig

noktasina gore iizerindeki bir p noktasi ve dogrunun yoniinii belirten bir x vektorii ile

tamamen belirlenir. Bu karsilik gelme P x X = X™ olmak iizere
X=X+ex*
seklindedir.
m(t,u) = p(t) +ux(t)
regle yiizeyi,
K(t) = X(0) + £ p(t) x X(t) = X(t) + £x* (1)
seklinde verilen X(t) dual vektor fonksiyonlar: gibi yazilabilir.

X(t) birim vektor oldugundan dolayr, X(t) dual vektorii de bir birim dual

vektordiir. Gergekten,
(%, %) ={(X+epxX),(X+&pxX)) = (X X)+2&(X, pxX)+&*(pxX, pxX)=(X,x)=1.

Boylece regle yiizey, birim dual kiire yiizeyindeki bir dual egri tarafindan temsil
edilebilir.

X(t) regle yiizeyinin dual yay uzunlugu
dx
dt

5(t) :j dt 2.1)




olarak tanimlanir. (2.1) denkleminin integranti & :‘ ((jj)t( , X(t) i¢in dual hizdr.

dt
dx dx*
=|—+&—
dt dt

dx dx* dx dx*
= (—4+e—,—4+&—
dt dt dt dt

dx dx "/ dx dx dx* dx dx* dx
vel (=4, — + p
dt dt dt dt

<d dx > ‘<dx dx * dx* dx
=N —)tel{—,—— +
dt ’ dt |\ dt dt
de dxt\ Y
dx| dx dx*\ | \dt' dt
= (||| +2¢ +é&
dt dt’ dt dx
\ i
dx dt ' dt
= _ +g—
dt dx
\ i
dx dx*
dx dt dt
==+ &
dt dx
dt
% dx*\ | dx
dx dt ' dt /||dt
= ||— & 2
dt dx

dt
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(e )
dt ' dt
+te———

[ox
dt dx|f
dt
veya
dx dp
— XX
I | dt
dt dx
dt
dx dx*
[ 9 14 0t dE | Z S04 ep)
dt dx
B

olarak elde edilir. Bu regle yiizeyin dagilma parametresi (drali)

p_dt dt—_ dt dt
X 2 2

d
dt dt

dir. Eger P, =0 ise regle yiizey agilabilirdir.

2.2. Agcilabilir Regle Yiizeylerin Belirlenmesi Uzerine Bir Yaklasim

29

Orijin merkezli birim dual kiire tizerindeki bir X noktasinin dual koordinatlar

X =x +ex” (1=12,3) olmak iizere
% =X, +&X *=0086C0s P,
%, =X, +&X,* =sindcos @,

%y =X, +X,* =SiNQ
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seklinde ifade edilebilir. Burada @=@+&p*, =0+ ¢&0* dual agilari i¢in —r<f <7
ve —%<¢~)<% dir.
&” =& =...=0 oldugundan Taylor agilimina gore:
c0s 6 =cos(0 + £6*) = cos @ — £0*sin b,
sin@ =sin(@+ £6*) =sin 6+ s6*cos b,
C0S @ = COS(@+ £¢p™) =COSP—ep™*Sin g,
sin @ =sin(p + gp*) =sin p + p*cos @
dir.
X, =X +eX*= €0s 6 c0S = COS 0 COS @ + £(—p*sin pcos @ —*cos psin ),
X, =X, + &%, * =sin@cos p=SiNHCOS P+ &(—p*sin Gsin g+ H*cosHcos ),
X, =X, +ex,* =SINQ =SiNp+ep*Ccosp
elde edilir. Burada
X, =C0SECos g,
x, =sin@cos g,
X, =SiNg
ve
x, *=—(6*sin@cos p+p*cosdsing),
x,*=0*Ccosgcosp—gp*sindsing,

X, * = @*C0S @
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dir.

m(t,u) = p(t) +ux(t) regle yiizeyine karsilik gelen birim dual kiire iizerinde bir

dual egriyi g6z éniine alalim. Bu dual egri,
X(t) = x(t) +ex*(t) (2.2)
= (X0, %50 %) + (X%, ™, X, )
= (cos 4(t) cos p(t),sin B(t) cos p(t), sin ¢(t))
+&[~0* (1) sin O(t) cos p(t) — p* (t) cos (t) sin (),
0* (t) cos A(t) cos p(t) — p* (t) sin O(t) sin (1),
@*(t) cos ()]

dir. X*=pxX oldugundan ve Pp,, 1<i<3, P(t) nin koordinatlari olmak iizere

P, P,, Ps; icin lineer denklem sistemi olusturabiliriz:
X*=pxX
[ i k
(X% %*)=  p P, s
cos@dcosep sindcose Sing
p, SiN@ - p, sin@cosp =—(6*sinfcosp+p*cosdsing),
- p, Sing + p, cos@cosp =G*cos@cosp—p*sindsing,
p, SIN@CoS@- p, COSACOSY = P*COS( .
P, P,, P; bilinmeyenlerinin katsayilar matrisi
0 sing —sinédcos ¢

—sing 0 cosécos ¢
sin@dcosep —Ccos@cose 0
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antisimetrik matristir. Bu nedenle bu matrisin ranki 2°dir, @(t)# 2Kz (k tamsayn).

Ayrica,
0 sing —sin@cosep —0*sin@cose —@*cosdsing
—sing 0 cosdcosp  @*cosfcosp—@*singsing
sinfcosep —Ccosdcose 0 @*Ccosp

ilaveli matrisin ranki da 2 oldugundan bu lineer denklem sistemi sonsuz ¢6ziim igerir.

Matrisin 1. satirin1 SIN@ ye béliip 1. satira yazarsak,

0 1 —singdcotp  —@*sindcotp—p*cosd
—sing 0 cosdcosp B*cos@cose—@*sindsing
sindcosep —cos@cose 0 p*cose

elde ederiz.

Matrisin 2. satirin1 -Sin¢@ ye boliip 2. satira yazarsak,

0 1 —sinfcotp —@*sindcotp—p*cosl
1 0 —cos@cotp —O*cosfcotp+p*sind
sinfcosep —cosHcose 0 @*Ccose

elde ederiz.

Matrisin 1. satirrm C0S@C0S¢ ile 2. satirmmi -SIN@COS¢ ile carpip 3. satira

eklersek,
0 1 -sinfcotp —@*sin@cotp—p*cosd
1 0 -—cos@dcotp —-B*cosé@cote+@*sing
0 0 0 0

elde ederiz.

Matrisin 1. ve 2. satiri1 yer degistirirsek,
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1 0 -—cos@cotp —-B*cos@cotp+e*sing
0 1 -sinfcotp —@*sin@cotp—p*cosd
00 0 0
p, —cosédcotpp, =—60*cos@cotp+p*sing,
p, —sin@cot pp, =—O*sindcot p—p*cosd
elde ederiz. Denklem sistemini diizenlersek,
p, =(p;—6*)cosdcotp+@*sind
p, =(p,—6*)sinfcot p—p>*cos & (2.3)
P = Ps

elde ederiz. p,(t) istege bagl segilebildiginden p,(t)=6>*(t) alabiliriz. Bu durumda

(2.3) denklem sistemi daha basit hale doniisiir.

p, =p*sing
p, =—@p*cosé (2.4)
p,=0%

dir.

(2.2) esitliginde verilen regle ylizeyin dagilma parametresi

P = dtdxdzt (2.5)
dt
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46749 152 *(dgfsin cosp+ 32749
gt dat 7 at) T g
- 2 2
o)
dt dt
do*do do) . dp*dp )| 1
———CO0S" @p—@*| — | singpcosp+ —=
(dt dt v-e (dtj PERPT 0 at cos’ ¢
- 2 2
(d@j cosz(p+(d(p) 12
dt dt cos” @
* 2 *
didj_ *(dej tan¢+d¢ di 12
__dt dt dt dt dt cos” ¢
(&%)
dt dt ) cos’ ¢
dir. Eger regle yiizey agilabilir ise (2.5) denklemini
* 2 *
dt dt dt dt dt cos” ¢

d(tan @) _ 12 d_¢ esitligi yerine yazilir ve
dt cos” ¢ dt

seklinde yazilabiliriz. (2.6) denkleminde

denklem diizenlenirse,

* 2 *
do d(tango)_(P*(de tanwolitol_azo

dt dt t dt dt
at dt 2 Udt P70 dt .
do* -

t

*(d@)z do*de

B AT _dt dt

YO =teng, AQ=—g S BO =G
dt dt

birinci mertebeden lineer denklem elde edilir:
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‘;y + Ay +B(t)=0 2.7

dir.

Ozel olarak, 8(t) ve ¢(t) her ikisi de sabit oldugunda regle yiizey bir silindirdir.

Simdi 6nemli bir soruyu cevaplamaya ¢alisalim: Bir p(t) egrisi verildiginde,

taban egrisi p(t) olacak sekilde bir agilabilir regle yiizey bulabilir miyiz?

Sorunun cevabi olumludur, (2.4) denklem sisteminden

&_—*sme =—tané,
p, -—ep*cosd
m=\/((p*sin )" +(~p*cosd)’ =|p¥,
py =0~
elde edilir. Diizenlenirse
tan6?=—&
P,

P*=1p +p, (2.8)
g*=p,

elde edilir.

Son olarak ¢(t) yi belirleyelim. (2.8) denklem sisteminde bulunan degerler (2.7)
lineer diferansiyel denklemde yerine yazilirsa ¢6ziimii ¢(t) yi verir. Bu ¢oziim integral
sabiti icerir. Bu sebeple taban egrisi p(t) olan sonsuz tane agilabilir regle yiizey elde

ederiz.



36

Burada dikkat edilmelidir ki ¢*(t) iki degere sahiptir. Verilen integral sabiti

igin (-) isareti kullandigimiz zaman (+) isareti kullanilarak elde edilen regle yiizeyin

karsitin1 elde ederiz.

2.2.1 Ornek

2 3
p(t) = (Zt%%j egrisini gdz Oniine alalim.

2 t3
p1=2t, P, =+ p3=§
i¢in
tané?:—&:—i 4
t? t
P, 5

6 = arctan(— %) ,

2\2 4 2
p=+p2+p, == ,(2t)2+(%j =J_r\/4t2+tz =i\/tz(16+t2)=i%x/t2+16,

t3
0*: p3 = g
elde edilir.
*(dé’jz do*do
_ ___ \dt) __dt_dt
dt dt

ifadelerini elde edelim:
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d(t«/t2+16j
do* 2

1 t1
- 2116 (t2 16) 2116+ 2t)
dt dt [2)4 i +2 J i 2 i +22 t2+16( )
2 2
Zx/t +16 2 »\/t +16 fot +16 J2 +16

Degerleri (2.7) denkleminde yerine yazilirsa 1. mertebeden lineer diferansiyel

denklem elde edilir:
(;—i/+ A(t)y+B(t)=0

(,,*[d@jz do*do
dy dt dt_dt _

it dp* 7 dp*
dt dt

dy t° + t2 +16
—— + 0
dt t>+8 y t?+8

t2 +16 t2 +16
dy 8t 4P +16

dt (¢ +8)(C+16) (€ +8)(C +16)

Diferansiyel denklemin ¢6ziimii

2
y(t) :tango:—44’t2—+8{ln(t+x/t2 +8)+ 8 +c}
t°+16 8+t> +tyt* +8

dir. Boylece




2
o =arctan| —4,| L +8 [In(t+x/t2+8)+ 8 +C}
t°+16 8+t? +t\t* +8
degeri de bulunmus olur. Dolayisiyla
X(t) = (X, X,, X;) = (C0S A0S ¢, sin A cos ¢, sin )

belirlenmis olur.

p, =p*sing :>sin0=%,

¢

p, =—@*cos@d = C0sO = —% ,
®
P; = 0*
yazilabilir. Bu nedenle agilabilir regle yiizeylerin ailesi

m(t,u) = p(t) +ux(t)

esitligi ile verilir, burada

X(t) = (—&cos ®, %cos @,sin Q)
@ ®

*

dir.

Sekil 2.1. m(t,u) Regle yiizeyi (Kose,1999).
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Sekil 2.1, denklemde ¢ =0 ve

2<t<2
-4<u<4

tanim aralig1 i¢in agilabilir regle yiizeyin grafigidir.
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3. ]Rf 3-BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA ACILABILiR REGLE

YUZEYLER

3.1. Dual Vektorlerin Gosterimi
x ve x* R® de vektorler olmak iizere X dual vektorii
X=X+ex*
seklinde yazilabilir.

X=X+&x* ve Y=Y+&Y™ olmak iizere X ve § dual vektorlerinin Lorentz i¢

carpimi
(R9) =(xy), +e((y=) +(5y),)

seklinde tanmimlanir. X dual vektorii eger <)~(, )~(>L<0 ise timelike, <)~(, )~(>L>0 ise
spacelike, <)~(, )~(>L =0 ise light-like (veya null) olarak adlandirilir. Burada <,>L Lorentz

i¢ carpimi (+,+,-) isaretlidir. <)~(, )~(>L =0 gartim1 saglayan biitiin dual vektorlerin ciimlesi

dual light-like koni olarak isimlendirilir ve A ile gosterilir
A={X=x+ex*eD} (%K) =0}—{(0+£0%)]
Dual vektdrlerin normu

B <x, x*>
1% =1x]|+ & ~—=—=
|

seklinde tanimlanir.

Dual Lorentz vektorlerin ciimlesi D] olmak iizere, Sirasiyla, dual hiperbolik

birim kiire ve dual Lorentz birim kiiresi

Hy={%=X+ex e DI|(X,%) =-Lxx* Ry},
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Sf:{f( =X+ex*e D? |<>~< >?>L =1X, x*e]Rf}
olarak tanimlanir.
& ve b dual vektérlerinin dual Lorentz vektérel carpimi
An b=an b+ g(an_b*+a*a_b)
olarak tanimlanir. Buna gore

an b=(a,a,a)A (b,b,b)=(ab ~ab,ab -ab,ahb-ab,).

a:l cR—> R regiiler egrisi, a' hiz vektoriiniin spacelike, timelike veya null

vektor olmasina gore sirastyla spacelike, timelike veya null egri olarak adlandirilir.
R? 3-boyutlu Minkowski uzayimnda asagidaki 6zelikler saglanir:

i. Iki timelike vektdr ortogonal olamaz.
ii. 1ki null vektdr ortogonaldir gerek ve yeter sart lineer bagimhidirlar.

iii. Timelike vektor higbir zaman null vektore dik olamaz.

E. Study doniisiimiine goére D> uzaymdaki HZ dual hiperbolik ve S? dual
Lorentz birim kiirelerin noktalar1 ile R® Lorentz ¢izgiler uzaymndaki yonli timelike
veya spacelike dogrularin birebir karsilik geldigini biliyoruz. R? deki bir L dogrusu,
bir O baslangi¢ noktasina gore lizerindeki bir p noktasi ve dogrunun yoniini belirten

bir x vektorii ile tamamen belirlenir. Bu karsilik gelme p A X = X* olmak {izere
X=X+ex*
seklindedir.

m(t,u) = p(t) +ux(t)

regle ylizeyi,
X(t) = x(t) + ep(t) A, X(t) = x(t) +ex*(t)

seklinde verilen X dual vektor fonksiyonlari gibi yazilabilir.
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X(t) timelike (sirastyla spacelike) birim vektdr oldugundan X de birim dual

vektordiir. Gergekten,
(%,%), =((x+ep AL X), (X+EPALX))

=(X,x), +2&(X, pA X))+ (PAL X, PALX),

= <X’ X>L

=—1 (sirasiyla =1)

Boylece timelike veya spacelike regle yiizeyler, hiperbolik ve Lorentz dual birim

kiire ylizeyindeki dual egriler tarafindan temsil edilebilir.
Egrilik fonksiyonu olan A,

<dx dp > <dx dx*>
7,7ALX —_—
dt'dt "7/, \dtdt/,

dt

dt

R’ 3-boyutlu Minkowski uzayimdaki timelike veya spacelike regle yiizeyinin dagilma

parametresidir (dralidir). Eger A=0 ise timelike veya spacelike regle yiizeyi

agilabilirdir denir.

Simdi agilabilir timelike regle ylizeylerin belirlenmesi {izerine bir metot
verecegiz. Bir m(t,u) = p(t) +ux(t) regle yiizeyi, X(t) dual vektor fonksiyonu gibi
yazilabildiginden dolayr bu bdéliimde hiperbolik birim kiire lizerinde bir dual egriyi

dikkate alacagiz.

3.2. Hiperbolik Birim Kiire Uzerindeki Dual Egri Yardimyla Acilabilir Timelike

Regle Yiizeylerin Belirlenmesi Uzerine Bir Yaklasim

Orijin merkezli, hiperbolik birim kiire iizerindeki, dual koordinatlari

X =X +ex (1=12,3) olan keyfi bir X noktasi asagidaki gibi ifade edilebilir:
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%, =X +&x * =sinh @cosd,
%, =X, + &%, * =sinh @sind
Xy =X, +EX, * =COSh .

Burada =@ +8p*, 0 =0+¢c0* sirastyla dual hiperbolik ve dual agilardir.

g=g=..=0 oldugundan Taylor a¢ilimina gore,
c0s 6 =cos(0 + £6*) = cos @ — £0*sin b,
sin @ =sin(0+ £6*) =sin O+ £9*cos b,
cosh @ = cosh(p+ ep*) = cosh g+ ep*sinh ¢,
sinh @ =sinh(p+ g¢*) =sinh ¢+ gp*cosh ¢
elde edilir.

K =X, +&x * =sinh $cosd =sinh pcos @+ &(p*cosh pcos§—G*sinh psin ) ,
%, = X, +&X, * =sinh @sin & =sinh psin 8+ s(p*cosh psin 8+ 6*sinh pcos ) ,

X = X, + &X, * =C0sh @ = cosh g+ ep*sinh ¢

dir.
x, =sinhpcosé,
X, =sinhpsin g,
X, =Cosh @

ve

X, *=p*coshpcosd—6*sinhpsing,
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X, *=gp*coshpsind+60*sinhpcosb
X, *=g@*sinh
elde edilir.
(%X} = (0% %), (%, X5, %))
=((sinh @ cos @,sinh psin 6, cosh ), (sinh ¢ cos 0, sinh gsin 9, cosh ¢))
=sinh? pcos’ @ +sinh? psin® @ —cosh?® ¢
=sinh® p—cosh” ¢
=1
olmasinin anlam1 X yonlii vektoriiniin timelike olmasidir.
m(t,u) = p(t) +ux(t)
timelike regle ylizeyine karsilik gelen hiperbolik birim kiire {izerindeki dual egri
X(t) = x(t) + ex*(t) (3.2)
= (X %o, X3) + (6%, %, *, %)
= (sinh ¢(t) cos (t), sinh (1) sin A(t), cosh g(t) )
+&[ @™ (t) cosh g(t) cos 6(t) —* (t)sinh (t) sin 6(t),
@*(t) cosh p(t)sin O(t) + 8* (t) sinh ¢(t) cos 4(t),
@*(t)sinhp(t)]

dir. Iki timelike vektér ortogonal olamayacagindan, p(t) taban egrisi, spacelike
olmalidir. X*= pA_ X oldugundan ve p;,, 1<i<3, p(t) nin koordinatlari olmak tizere

P, P,, P, icin lineer denklem sistemi olusturabiliriz.
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X*=pA_X
i i k
(%5 %*)=| B P, s
sinhgcos@ sinhgsind cosh ¢
=(p,cosh@— p,sinhgsin g, p, sinh @ cosé— p, cosh ¢, p, sinh pcos & — p, sinh psin )
p*coshpcosd—O*sinhpsing = p, coshp— p,sinhpsing,
p*coshgsin@+6*sinh pcosé = p,sinh pcosd— p, cosh e,

p*sinhg = p, sinhpcosd— p,sinhpsing.

P, P,, P, bilinmeyenlerinin katsayilar matrisi

0 cosh ¢ —sinh psin @
—cosh ¢ 0 sinh pcosé
—sinhgsin@ sinhpcoséd 0

dir. Bu matrisin ranki 2’°dir. Ayrica

0 cosh ¢ —sinhgsin@ @*cosh pcosd —d*sinh psin 8
—cosh ¢ 0 sinh@cosd @*cosh@sind+6*sinhgpcosé |.
—sinh@sin@ sinhgpcoséd 0 p*sinh g

ilaveli matrisin ranki da 2 oldugundan bu lineer denklem sistemi sonsuz ¢6ziim igerir.

Matrisin 1. satirin1 cosh¢ ye béliip 1. satira yazarsak,

0 1 —tanh gsin @ @*cosd—0*tanh psin g
—cosh ¢ 0 sinhpcos@  @*coshgsin+6*sinh pcosd
—sinh@sin@ sinhgpcosd 0 @*sinh g
elde ederiz.

Matrisin 2. satirn1 —C0Sh ¢ ye béliip 2. satira yazarsak,
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0 1 —tanhpsin@  @*cosf—OG*tanh psin
1 0 —tanhgpcos@ —@p*sin@—O*tanh pcosd
—sinhgpsin@ sinh pcosd 0 p*sinh ¢

elde ederiz.

Matrisin 1. satirim1 -Sinh@cosé ile 2. satiri1 Sinh@sing ile ¢arpip 3. satira

eklersek,
0 1 -—tanhesind ¢@*cos@d—6O*tanhesing
1 0 —tanhg@cos@d —@*sinf—OG*tanhpcosd
00 0 0

elde ederiz.

Matrisin 1. ve 2. satirin1 yer degistirirsek,
1 0 —tanhg@cos@d —@*sinf—OG*tanhpcosd

0 1 -—tanhesind ¢@*cos@d—6O*tanhesind
00 0 0

p, —tanh pcos@p, = —p*sin @ —H*tanh pcos o ,
p, —tanh gsin @p, = ¢*cos & —O*tanh psin 6
elde ederiz. Denklem sistemini diizenlersek,

p, =(p, —0*)cosOtanh p—p*sin 6

p, =(p;—0*)sinftanh p+p*cos (3.2)
Ps = Ps

elde ederiz. p,(t) istege bagl segilebildiginden p,(t) =6*(t) alabiliriz. Bu durumda

(3.2) denklem sistemini daha basit hale doniistiirebiliriz.
p,=—@*sing

p, =p*cosé (3.3
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p3:0*

(3.1) esitliginde verilen timelike regle yiizeyin dagilma parametresi

(g &)
dt’ dt /,

A=1" T (3.4)
%2
dt
do do* doY’ . dp*dg
=~ =2 _sinh? * =2 | coshpsinhg+—"———2
ot T (dtj PO

2 2
(de] sinh2¢+(d(p]
dt dt
* 2 *
(wwsinhzq)ﬂo*(%fj COSh(pSinh(/H—d(p dq)} L

dt dt dt dt Jsinh?¢

2 2
(d&) sinh2¢+(d¢j _ 12
dt dt sinh® ¢

* 2 *
d@dé?_'_(p*(dé?j Coth(p+d¢ do . 12
_dt dt dt dt dt sinh® ¢

(&) (%)
dt dt ) sinh®¢

dir. Eger timelike regle yiizeyi agilabilir ise (3.4) denklemini

* 2 *
dt dt dt dt dt sinh“¢
seklinde yazabiliriz. (3.5) denkleminde d(cothg) -1 do esitligi yerine yazilirsa

dt  sinh?¢ dt

ve denklem diizenlenirse,

_de>*d(cothg) _

do do* *(de
2 e 0,
dt  dt

2
— | coth
dt dt dt j ¢

dp*d(cothp) *(de do do*
7 at dt dt

2
— | coth ————0,
dt  dt j ¢
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* 2 *
do d(cothgo)_(p*(dé’j coth 46 90
dt  dt dt

dp* -0
dt
(p*( dé’jz 40 do*
_ _ \dt _dt dt
dt dt
birinci mertebeden lineer denklem elde edilir.
dy
E+ Alt)y+B(t)=0 (3.6)

dir.

Simdi énemli bir soruyu cevaplamaya calisalim: Bir P(t) egrisi verildiginde,

taban egrisi P(t) olacak sekilde acilabilir timelike bir regle yiizey bulabilir miyiz?
Sorunun cevabi olumludur, (3.3) denklem sistemi igin

P _—p*sing

=—tand,
p, @*cos@
JZ+p, \/ p*sin0)’ +(p*cosd)’ =|p*,
p; = 0*
elde edilir. Diizenlenirse
tan @ = _h
P,
= J_r«/ P+ p,’ (3.7)
g =p,

elde edilir.
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Son olarak ¢(t) yi belirleyelim. (3.7) denklem sisteminde bulunan degerler
(3.6) lineer diferansiyel denklemde yerine yazilirsa ¢oziimii ¢(t) yi verir. Bu ¢6ziim
integral sabiti icerir. Bu sebeple taban egrisi p(t) olan sonsuz tane agilabilir timelike

regle ylizey elde ederiz.

Burada dikkat edilmelidir ki ¢*(t) iki degere sahiptir. Verilen integral sabiti

igin (-) isareti kullandigimiz zaman (+) isareti kullanilarak elde edilen regle yiizeyin

karsitin1 elde ederiz.

3.2.1. Ornek
p(t) =(t,1,t) egrisini goz 6niine alalim.

(p(t), p(t)), =((Py, P,» Py). (P1. Py Py)),
=((t,11),(t110)),
=t?+1*—t*
=1

olmasmin anlam1 p(t) nin spacelike olmasidir.
p=t, p,=1, py=t
i¢in

tané’:—&:—zz—t,
1

P,

6 = arctan(-t),

p*=2pl + 7 =+ =1+
0" =p, =t

elde edilir.
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¢*(d9j2 46 do*
_ _ \dt _dt dt
dt dt

ifadelerini elde edelim:

do* _d(t)

dt dt ’

do d (arctan (-t)) ~ (—t)’ 1

dt dt _1+(_t)2 14t

do* _ d(m) L

dt dt it

Degerleri (3.6) denkleminde yerlerine yazilirsa bir 1. mertebeden lineer

diferansiyel denklem elde edilir.

z—¥+ Alt)y+B(t)=0

*(dﬁjz d6*do
¢ -
dy " \dt) . dt dt _g

dt dp* dp*
dt dt
1Y -1
J1+t?
dy " (l+t2j _(l+t2j_o
dt t y t
J1+t? J1+t2
dy 1 1

Diferansiyel denklemin ¢6zimii

1 1
+C

y(t) = coth p(t) = N e
+ +




o1

dir. Boylece

1 1
@ =arccoth +C
Ji+t2 1412

degeri de bulunmus olur. Dolayisiyla
X(t) = (%, X,, X;) = (sinh pcos @,sinh psin 6, cosh )
belirlenmis olur.

b =—p*sing =sin@=—"t

¢*

p,=p*cosfd = cosﬁzﬁ,

¢*
P; = 0*
yazilabilir. Bu nedenle agilabilir timelike regle yiizeyler ailesi
m(t,u) = p(t)+ux(t)

esitligi ile verilir, burada
| P _ P o
X(t) =| —=sinh ¢, ——sinh ¢, cosh ¢
@ @

dur.

Simdi agilabilir timelike veya spacelike regle ylizeylerin belirlenmesi lizerine bir
metot verecegiz. Bir m(t,u) = p(t) +ux(t) regle yiizeyi, X(t) dual vektor fonksiyonu
gibi yazilabildiginden dolay1 bu boéliimde Lorentz birim kiire iizerindeki bir dual egriyi
dikkate alacagiz. Eger P(t) taban egrisi spacelike (timelike) ise regle yiizey spacelike
(timelike) olacak (Turgut, 1995).
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3.3. Lorentz Birim Kiiresi Uzerindeki Dual Egri Yardimiyla Acilabilir Timelike veya

Spacelike Regle Yiizeylerin Belirlenmesi Uzerine Bir Yaklasim

Orijin merkezli, Lorentz birim kiiresi lizerindeki, dual koordinatlar1 X =X +&X.”

(1=1,2,3) olan keyfi bir X noktas: asagidaki gibi ifade edilebilir.
%, =X, +&% * =cosh pcosd,
%, =X, +&%,* =cosh@sin @,
X, =X, +EX,* =sinh .

Burada ¢ =@+¢&p™, 0=0+c0* ,strasiyla, dual hiperbolik ve dual agilardir.

g=&=..=0 oldugundan Taylor acilimindan
c0s 6 =cos(0 + £6*) = cos @ — £0*sin b,
sin @ =sin(@+ £6*) =sin @+ e0*cos b,
sinh @ =sinh(p+ &p*) =sinhp+ep*cosh g,
cosh @ = cosh(p + e¢p*) = cosh g+ ep*sinh @
elde edilir.

% =X +&x *=cosh@cosd =coshpcosf+&(p*sinh pcosd—O*cosh psin) ,
%, = X, +&X, * = cosh @sin @ = cosh gsin 6+ &(p*sinh psin 0+ 6*cosh pcosb),
%, = X, +&x,* =SiNh @ =sinh g+ gp*cosh ¢

dir.

X, =Coshpcosé,

X, =coshgsing,



53

X, =Sinh g
ve
X, *=@*sinhpcosd—-H*coshpsing,
X, * = @*sinh psin @+ 6*cosh pcosd,
X, *=g@*cosh
elde edilir.

(3 ) = (04 %20 %), (%, Xz %))
= <(cosh @cos0,cosh psin @,sinh @), (cosh ¢ cos 8, cosh gsin 8,sinh (p)>
= cosh? pcos® @+ cosh’ psin® @ —sinh® ¢
=cosh? p—sinh® ¢
=1
olmasinin anlam1 X yonlii vektoriiniin spacelike olmasidir.

R? de m(t,u) = p(t) +ux(t) regle yiizeyine karsilik gelen Lorentz birim kiiresi

iizerindeki X(t) icin
X(t) = X(t) + £x* (t) (3.7)
= (X0 Xp, %) + 606, %™, %)
= (cosh g(t) cos A(t), cosh p(t) sin O(t), sinh (1))
+&[@* (t)sinh p(t) cos A(t) — 6* (t) cosh p(t) sin (1),
@™ (t)sinh p(t)sin 6(t) + 6 (t) cosh (t) cos (1),

@*(t)cosh (t)]
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dir. X*=pAa_ X oldugundan ve p,, 1<i<3, p(t) nin koordinatlari olmak iizere

P, P,, P, icin lineer denklem sistemi olusturabiliriz.
X*=pA_X
i i k

(% %%, %, *) = Py P, P
coshgpcos@ coshesing sinhg

= ( p, sinh @ — p, cosh gsin @, p, cosh ¢ cos & — p, sinh ¢, p, cosh ¢ cos & — p, cosh gsin 9)

@*sinh pcos@—6*cosh psiné = p, sinhp— p,coshpsing,
@*sinh @sin 8+ 6*cosh pcosé = p, cosh pcosd— p, sinh g,
p*coshg = p, cosh pcos&— p, coshpsing.

P, P,, P; bilinmeyenlerinin katsayilar matrisi

0 sinh ¢ —cosh gsin g
—sinh ¢ 0 cosh ¢pcoséd
—cosh@sing cosh ¢cosé 0

dir. Bu matrisin ranki 2’dir. Ayrica

0 sinh @ —coshgsind  @*sinh ¢ cos @ —6*cosh ¢sin @
—sinh ¢ 0 coshpcos@ @*sinh@sind+6*cosh pcosd |.
—coshgsin@ cosh pcoséd 0 p*cosh ¢

ilaveli matrisin ranki da 2 oldugundan bu lineer denklem sistemi sonsuz ¢6ziim igerir.

Matrisin 1. satirmi Sinh @ ye béliip 1. satira yazarsak,

0 1 —cothgsin @ @*cos@—@*cothpsing
—sinh ¢ 0 coshgpcos@  @*sinh@sin @+ 6*cosh pcosd
—coshgsin@ cosh gcosé 0 p*cosh ¢

elde ederiz. Matrisin 2. satirm1 —Sinh @ ye boliip 2. satira yazarsak,
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0 1 —cothgsingd  @*cos@—6*coth psing
1 0 —cothgpcosd —@*sinf—0*coth pcosd
—coshgsing coshgcosé 0 p*cosh g

elde ederiz. Matrisin 1. satirini - cosh ¢ cosé ile 2. satirin1 cosh @siné ile garpip 3. satira

eklersek,
0 1 -—cothgsin@ @*cosd—O0*cothpsind

1 0 -—cothpcos@ —@*sin@—6O*cothpcosd
00 0 0

elde ederiz. Matrisin 1. ve 2. satirin1 yer degistirirsek,
1 0 —cothgpcosd —@*sind—6*cothgpcosd

0 1 -—cothgsind ¢@*cosd—O0*cothesing
00 0 0

p, —coth@cos&p, =—p*sind—H6*coth pcosa,
p, —coth psin@p, = p*cosd—O*coth psin 6
elde ederiz. Denklem sistemini diizenlersek,
p, =(p; —@*)cosOcothp—p*sin g
p, =(p, —6*)sinHcoth p+¢p*cosd (3.8)
P =Py

elde ederiz. p,(t) istege bagl secilebildiginden p,(t) =6*(t) alabiliriz. Bu durumda

3.8) denklem sistemini daha basit hale doniistiirebiliriz.
(
p,=—@*sing
p, =p*cosé (3.9

p3=0*
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dir.

(3.7) esitliginde verilen regle yiizeyin dagilma parametresi

A= \dt dt/, (3.10)

* doy . de*de
—— =2 _cosh?p+¢@*| — | sinhpcoshp——"—— ="
@ (p( ] pcoshg——"—

dt dt dt dt Jcosh®g
(dejz cosh® @ —(dqojz 1
dt dt ) Jcosh® g

* 2 *
(10(:10+¢*(d€j tanhgo—dgo do 12
_ dt dt dt dt cosh ¢

* 2 *
(dadecoshzqyﬂp*(?ﬁj Sinh(pCOSh(p—d(p d(p} L

dt

HRGE
dt dt ) cosh? ¢

dir.

Eger R’ deki regle yiizey agilabilir ise (3.10) denklemini

* 2 *
g0 do~ +(p*(d‘9j tanhp- 32792 1 _, (3.12)

dt dt dt dt dt cosh?e

seklinde yazabiliriz. (3.11) denkleminde 9@@MN®) _ 1 49 cisi verine yazilir

dt  cosh?e dt

ve denklem diizenlenirse,

_dp*d(tanhg)

d6 do* (de
= hp* 0,
dt  dt

2
— | tanh
dt dt dt j 4



S7

* 2 *
do” d{tanhp) —¢7*[d—9j tanh (p—d—ediz :
dt dt t dt dt
* 2 *
do*d(tanhg) _ ., dej tonh o 00 09"
dt dt t dt dt 0
de* o
t
(0*( dé’T 40 do*
_ _ \dt _dt dt
y(t) - tanh ¢(t) ’ A(t) - d¢* ’ B(t) - M
dt dt
birinci mertebeden lineer denklem elde edilir.
dy
EJF At)y+B(t)=0 (3.12)

dir.

Simdi 6nemli bir soruyu cevaplamaya ¢alisalim: Bir P(t) egrisi verildiginde,

taban egrisi P(t) olacak sekilde R de agilabilir regle yiizey bulabilir miyiz?
Sorunun cevabi olumludur, (3.9) denklem sisteminden

P _ —p*sing
p, @*cosd

JPZ+p \/ p*sin6)’ *cose) =|p*,

ps=07.

=—tand,

elde edilir. Diizenlenirse

tan @ =—
P,

=1 p12 + pz2 (3.13)
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elde edilir.

Son olarak ¢(t) yi belirleyelim. (3.13) denklem sisteminde bulunan degerler
(3.12) lineer diferansiyel denklemde yerine yazilirsa ¢oziimii ¢(t) yi verir. Bu ¢éziim
integral sabiti icerir. Bu sebeple taban egrisi p(t) olan sonsuz tane agilabilir regle yiizey

elde ederiz.

Burada dikkat edilmelidir ki ¢*(t) iki degere sahiptir. Verilen integral sabiti

icin (-) isareti kullandigimiz zaman (+) isareti kullanilarak elde edilen regle yilizeyin

karsitin1 elde ederiz.

3.3.1. Ornek
p(t) = (t2 1 \Et) egrisini goz oniine alalim.
(P, P)), =((Pss P2y P2 Py P2y ),
- <(t2,1, J2t), (£ 1 \/Et)>L
=t*+1° - 2t°

=(t2-1)

olmasimin anlami p(t) nin spacelike olmasidir. P(t) taban egrisi spacelike oldugu igin

regle ylizey spacelikedir.

p1=t2, p, =1, p3=«/§t

i¢in

6 = arctan(—t?) ,



¢*:i\/p12 + p22 = i\/1+t4 )

g*= p3:\/§t

elde edilir.

«[ 48 do do*
?*| 4 W a
y(t) =tanh(t), Alt) =—————=7 B(t)=—-dt_dt

de* do*
dt dt
ifadelerini elde edelim:
do* d (xﬁt)
. = :’\/E’
dt dt
do d(arctan(-t*)) (—tz)' _ot
dt dt - 1+ (-t2) T4t

dp* ¢ (M) 2t

dt dt Jitt

Degerleri  (3.12) denkleminde vyerlerine yazilirsa 1. mertebeden
diferansiyel denklem elde edilir.

ﬂ+A(t)y+B(t):0

dt

W{“’T do*do
dy " \dt) . dt dt _g

dt dg* 7T do*
dt dt

o BE] (L

dt 2t3 y 2t3
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lineer
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o2 V2

=0.

dt t(t4+1)y t24t* +1

Diferansiyel denklem ¢oziimii
2
YO =tanh () = Y2 4ot
3ty 41 tt+1
dir. Boylece

1 2 2

@ =arctanh| = 2 +C t
3ty +1 '+l

degeri de bulunmus olur. Dolayisiyla
X(t) = (X, X,, X;) = (cosh ¢cos 8, cosh sin ,sinh )
belirlenmis olur.

p=—p*singd = sin@:—%,

@

p, =p*cosfd = cosH:p—i,

@
py =0~
yazilabilir. Bu nedenle agilabilir timelike regle yiizeylerin ailesi
m(t,u) = p(t) +ux(t)

formiilii ile verilir, burada

X(t) = [ﬂi cosh ¢, — P cosh @,sinh (o]
%

o

dir.
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4. SONUCLAR

E. Study doniisiimiine gére birim dual kiirenin noktalar1 ile R® deki yonlii

dogrular birebir karsilik gelmektedir. R® deki bir L dogrusu, bir O baslangic

noktasina gore iizerindeki bir p noktasi ve dogrunun yoniinii belirten bir x vektorii ile

tamamen belirlenir. Bu karsilik gelme P X X = X™ olmak {izere
X=X+ex*
seklindedir. m(t,u) = p(t) +ux(t) regle yiizeyi,
X(t) = x(t) + e p(t) x x(t) = x(t) + ex*(t)

seklinde verilen X(t) dual vektorel fonksiyonlar1 gibi yazilabilir. Bu tez ¢alismasinda
p(t) taban egrisi verildiginde, acilabilir regle yiizey m(t,u) ’nun belirlenebilecegi
goriildii. Bunun i¢in dual vektorel ifadeler kullanildi ve taban egrisinin

koordinatlarindan yararlanildi. Daha sonra bu ¢alisma 3-boyutlu Minkowski uzayina

genisletildi.

E. Study doniisiimiine gére D? uzaymdaki H hiperbolik ve S? Lorentz birim
dual kiirelerin noktalar1 ile R® Lorentz ¢izgiler uzaymndaki yonlii timelike veya
spacelike dogrulari birebir karsilik gelmektedir. R® deki bir L dogrusu, bir O

baslangi¢ noktasina gore iizerindeki bir p noktasi ve dogrunun yoniinii belirten bir x

vektorii ile tamamen belirlenir. Bu karsilik gelme p A X = X* olmak iizere
X=X+ex*
seklindedir. m(t,u) = p(t) +ux(t) regle yiizeyi,

K(t) = X(t) + £ Pp(t) A, X(t) = X(t) +eX* (1)

seklinde verilen X dual vektor fonksiyonlari gibi yazilabilir. Bu tez ¢aligmasinda p(t)
taban egrisi verildiginde, agilabilir timelike veya spacelike regle yiizey m(t,u) nun
belirlenebilecegi goriildii. Bunun i¢in dual vektdrel ifadeler kullanildi ve taban egrisinin

koordinatlarindan yararlanildi.
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