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OZET

Birch ve Swinnerton-Dyer Konjektiirii (BSD-Konjektiirii), Matematik’in son
yillardaki en popiiler problemlerinden birisi olup, Clay Matematik Enstitiisii’niin ¢oziimii
icin 1 milyon dolar 6diil vaat etmesi probleme olan ilgiyi olduk¢a arttirmistir. Sayisal
veriler konjektiiriin dogrulugunu desteklemektedir. Eliptik egrilerde cebirsel bir objeyle
analitik bir objeyi birbirine baglayan konjektiir iki kistmdan olusmaktadir. ilk kisim
rankla ilgili olup, ikinci kisimda ise eliptik egrilerle ilgili bir formiiliin dogrulugu iddia
edilmektedir. Dort boliimden olusan bu c¢aligmada BSD-Konjektiirii tanitilmasi
hedeflenmistir. Ik béliimde eliptik egrilerin 6zelliklerine ayrilmstir. ikinci béliimde ise
BSD-Konjektiirii’niin rankla ilgili olan kismi ifade edilmis ve literatiirdeki giincel
sonuglar tartistlmistir. Uglincii béliimde eliptik egrilerin Tate-Shafarevich gruplar
tanitildiktan sonra BSD-Konjektiirii’niin ikinci kismini olusturan formiil verilmistir.
Dordiincti ve son boliimde ise konjektiirli dogrulayan bazi 6rnekler ele alinmistir. Calisma

derleme niteligindedir.

Anahtar Kelimeler
Eliptik egriler; L-serileri; Birch ve Swinnertion-Dyer Konjektiirii; Eliptik egrinin ranki;

Tate-Shafarevich gruplari.
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ABSTRACT

Birch and Swinnerton-Dyer Conjecture (BSD-Conjecture) is one of the most
popular problems of Mathematics in recent years and it became a more interesting
problem with Clay Mathematics Institute’s $1 million prize for its solution. Numerical
data support this conjecture’s validity. The conjecture, which connects an algebraic object
and an analytic object in elliptic curves, consists of two parts. The first part is related to
rank and the second part claims the validity of a formula related to elliptical curves. The
aim of this four-parted study is to introduce the BSD-conjecture. The first part is spared
for the properties of elliptic curves. In the second part, the part related to the rank of BSD-
Conjecture is stated and current results in the literature review are discussed. In the third
part, Tate-Shafarevich groups of elliptic curves are introduced and the formula which
composes the second part of BSD- Conjectures is given. In the fourth and the last section,
some examples that support the conjecture are discussed. The study is conducted as a

compilation.

Key Words
Elliptic curves; L-series; Birch and Swinnerton-Dyer Conjecture; Rank of elliptic curves;

Tate-Shafarevich groups.
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1. ELiPTIiK EGRILER

1.1. Giris

Eliptik egriler uzun yillardir matematikgilerin ilgisini ¢eken bir konudur ve halen
de popiiler olarak calisilmaya devam etmektedir. Matematikte son yiizyillarin en biiyiik
problemlerinden birisi olan Fermat'in Son Teoremi'nin ispatinda kullanilmis olmasi
konunun cazibesini iyice arttirmistir. Bu ispata ulasilmasini saglayan Modiilarite Teoremi
yardimiyla eliptik egriler ile modiiler formlar arasinda bir koprii kurulmus olmasi
kopriiniin bir ucundaki problemi kopriiniin diger yakasina tasiyip ¢c6zme imkani vermistir.
Bu koprii iki yonlii olup halen bir¢ok problemin ¢dziimiinde iki konunun da yaygin olarak
kullanilmasina neden olmaktadir.

Eliptik egriler iilkemizdeki ¢ipli pasaportlardaki bilgi sifrelemesinde kullanilan
Eliptik Egri Kriptografisi'nin de temelini olugturmaktadir. Bunun disinda Analiz ve
Fonksiyonlar Teorisi'nde, Cebirsel ve Aritmetik Geometri'de de ¢esitli problemlerin
¢dziimiinde kullanilmaktadir. Bu ¢alismada Ingiliz matematikgiler Bryan Birch ve Peter
Swinnerton-Dyer tarafindan bazi bilgisayar hesaplamalarinin ardindan 1960'larda ortaya
atilan 6diillii bir problemin tanitimi amaglanmistir. Oncelikle eliptik egrileri tanitmakla
ise baslayalim.

Eliptik egri denince ilk akla gelen sey bu egrilerin elipsle bir ilgisi olup
olmadigidir. Geometrik olarak elips egrisiyle eliptik egri birbirine hi¢ benzememektedir.
Peki “eliptik egri” ismi nereden gelmektedir?

18. yiizy1lin baglarinda bir Italyan matematikgi olan Giulio Fagnano (1682-1766)
belirli egrilerin yay uzunluklarini hesaplamaya calisti. Calismalarini 1750°de “Produzioni
Matematische” isimli iki ciltlik kitapta yayinlamis olup, bu eseri Papa XIV. Benedikt’e
adamistir(Ball, 2010). Kitap kapaginda lemninskat egrisi yer almaktadir. Fagnano, elips
egrilerinin yay uzunlugunu hesaplama isleminde eliptik integrali tanimlamistir. Buna
gore elipsin yay uzunlugu

100 = ) . dt.
Vi3 +at? + bt +c

integrali yardimiyla hesaplanir. Boylece bir elips egrisinin yay uzunlugunu bulmak

isteyen birisi bu integrali hesaplamak durumundadir, buradan hareketle degisken

degisiminde ortaya ¢ikan y? = x3 + ax? + bx + ¢ denklemi eliptik egri adin1 ald1.



Tamm 1.1.1. K herhangi bir cisim ve aq, ... , ag € K olmak {izere,

E(K): y? + ayxy + azy = x3 + a,x? + a,x + ag (1.1)
esitligini saglayan noktalarin geometrik yerine K cismi {izerinde bir eliptik egri denir.
(1.1) esitligine E eliptik egrisinin Weierstrass egitligi adi verilir.

Eliptik egrinin denklemi afin doniistimler kullamilarak, char(K) = 2 olmasi
durumunda
y2+a;y =x3+a,x +azveyay?+xy=x3+a.x*+a,
char(K) = 3 olmas1 durumunda da
y2=x3+a;x* 4+ ax +ag
halini alir. char(K) = 2,3 durumu ile ilgili ayrintili bilgi Silverman’da (1986) bulunabilir.
char(K) # 2,3 olmas1 durumunda tam kareye tamamlama metodu ve uygun
doniisiimiin ardindan yapilacak bazi cebirsel islemler yardimiyla (1.1) esitligi daha basit
bir hal alarak
E:y>=x3+Ax+B (1.2)
halini alir. (1.2) esitligine Kisa Weierstrass esitligi denir.
Weierstrass esitliginin kisa haline gecis asamalar1 icin ayrmtili islemler Inam’da
(2011) bulunabilir.
Tamm 1.1.2. K herhangi bir cisim, x,y, 4, B € K olmak iizere E: y? = x> + Ax + B,
K cismi lizerinde taniml1 bir eliptik egri olsun. Bu eliptik egrinin diskriminanti
A= —16(4A3% + 27B?) (1.3)
olarak tamimlanir. Eger A+ 0 ise x* + Ax + B =0 polinomunun kath kokii yoktur. Bu
durumdaki eliptik egriye singiiler olmayan eliptik egri ad1 verilir. Bu 6zellikteki eliptik
egriler lizerinde 6zel bir nokta toplami islemi tanimlanabilecegi icin, bu ¢alisma boyunca

aksi belirtilmedikge eliptik egri ile singiiler olmayan eliptik egri kastedilecektir.
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Sekil 1.1. y2 = x3 + 2x — ’in Sekil 1.2. y%2 = x3 — 3x — 1’in
grafigi (A< 0). grafigi (A> 0).

A >0 olmasi durumunda eliptik egrinin grafigi iki parca, 4 <0 olmasi

durumunda eliptik egrinin grafigi tek parcadan olusur.
Tanim 1.1.3. Q tlizerindeki E eliptik egrisi

y2 + a;xy + azy = x3 + a,x? + azx + ag
esitligi yardimiyla verilsin. Bu durumda E i¢in Weierstrass esitliklerinin tiim
diskriminantlarinin mutlak degerleri arasinda tiim a; katsayilar1 tam say1 olacak sekildeki
en kiiciik A€ Z diskriminantina sahip olan E eliptik egrisi bir minimal Weierstrass esitligi
yardimiyla tanimlanir.
Teorem 1.14. E, Q iizerinde bir eliptik egri olsun. Bu durumda her bir E eliptik egrisinin
bir minimal modeli vardir.
Ispat. Silverman’da (1986) sayfa 244’de Onerme VIII. 8.2.’de yer almaktadir.
Teorem 1.1.5. E, Q iizerinde bir eliptik egri olsun. Eger E i¢cin minimal model mevcut
ise bu durumda a4,a; € {0,1} ve a, € {—1,0,1} olacak sekilde bir tek indirgenmis
minimal model vardir.
Ispat. Q iizerinde E eliptik egrisi by, by, b3, by, bg € Z olmak iizere

y2 + byxy + byy = x3 + b,x? + byx + by
Weierstrass modeli ile verilsin. Silverman (1986) sayfa 59, onerme I11.3.1(b) geregi aym
E eliptik egrisinin farkl iki Weierstrass modeli belli u € Q* ver,s,t € Q i¢in

x =u?X+r, y=udY +u?sX +t



degisken degisimi yardimiyla birbirine doniistiiriilebilir. Silverman, (1986), sayfa 45,
Tablo 3.1 geregi, bu degisken degisimi eliptik egrinin diskriminantinda u'? garpan1 kadar
degisiklik yapar. O halde diskriminanti invaryant birakan (bdylece global minimal modeli
koruyan) degisken degisimleri u = +1 olanlardir.

ai, a3 € {0, 1} olmak lizere b; ve bs katsayilart b; = —2s + a, ve b; = —2t +
az olarak tek tiirlii yazilip X = x ve y =Y + sX + t degisken degisimi yardimiyla, belli
C,Cy4, Cg € Z igin

Y +sX+t)2+b,X(Y+sX+t)+by(Y +sX+¢t)
=Y?+ (by + 25)XY + (b + 2t)Y
=Y2+a, XY +as¥ = X34+ X% + X +cq
yeni global minimal modeli elde edilir.
a, € {—1,0,1} olmak tizere ¢, = —3r + a, tek tiirli yazilarak, X =x+rvey =Y
degisken degisimi yardimiyla belli d,, dg € Z i¢in
Y2+ aixy + azy = x3 + ayx? + dyx + dg
indirgenmis minimal modeli elde edilir. Boylelikle istenen 6zellikte indirgenmis minimal
modelin varlig1 gosterilmis oldu. Simdi ise teklik kismini gosterelim.

Yukaridaki bicimde degisken degisimleri a; ve a,’nin modiilo 2’deki, a;’iin
modiilo 3’teki degerini degistirmez ve a,,a; € {0,1} ve a, € {—1,0, 1} kisitlamalar1
boylece tek tiirli saglanmis olur. a4, a,, as katsayilarini sabit birakmak i¢in ilk degisken
degisiminde r = t = s = 0 olmalidir. Aksi takdirde a4, a,, as’ten en az birisi degisir.
s = 0 oldugunda u = 1 olur. Aksi takdirde a; degisir. Bu ise doniisiimiin asikar oldugunu
gosterir. Boylece ispat bitmis olur.

Magma Hesaplamali Cebir Sisteminde (Bosma, vd.,1997) bir E eliptik egrisi
verildiginde onun global minimal modeli asagidaki gibi kolaylikla bulunabilir.

Ornek 1.1.6.

>E:=EllipticCurve([1,12,132,-5,0]);

>E;

> Elliptic Curve defined by y"*2 + x*y + 132*y =x"3 + 12*x"2 - 5*x over Rational
Field

>MinimalModel(E);

> Elliptic Curve defined by y*2 + x*y = x*3 + 11*x + 4244 over Rational Field

Bir E eliptik egrisini tanimlayan esitligin minimal Weierstrass esitligi olup

olmadigini belirlemek i¢in John Tate’in (1975)’de vermis oldugu algoritma kullanilabilir.



Simdi baz1 sayr cisimleri iizerinde tanimli eliptik egrilerin ozelliklerini
ozetleyelim.

K = C olmas1 durumunda, C {iizerindeki tiim eliptik egriler tora izomorftur
(Washington, 2003). Bu nedenle C iizerinde tanimli eliptik egriler i¢in nispeten daha az
ilgi ¢ekici sonuglar elde edilebilir.

p asal olmak tizere K = IF), olmasi durumunda, giiniimiiziin poptiler konularindan
olan eliptik egri kriptografisi giindeme gelir. Literatiirde kisaca ECC (Elliptic Curve
Cryptography) olarak gegen konu, eliptik egriler iizerindeki nokta sayimi ile ilgilidir.
Ayrica [Fy, lizerinde taniml eliptik egriler verilen bir sayinin asal olup olmadigini test
etmeye yarayan “Asallik Testi”nde kullanilir. Konuyla ilgili giincel literatiir

www.hyperelliptic.org kaynagindan takip edilebilir.

K = @ durumunda problemler zorlasir ancak bu kez zengin 6zellikler s6z konusu
olur. Bu durumda “eliptik egrinin ranki”” kavrami ortaya ¢ikar. Buradan da 1 milyon dolar
odiillii Birch ve Swinnerton-Dyer Konjektiirii'ne (BSD-Konjektiirii) ulasiniz (Clay
Mathematics Institute, 2016).

Bu c¢aligmada BSD-Konjektiirii’'nli tanitmak hedeflendiginden artik problemi
ifade etmek icin gerekli hazirliklara baglayabiliriz.

Uyan 1.1.7. Eliptik egrilerin grup yapist bir sonraki kisimda incelenecek olup, eliptik
egri tizerindeki noktalarin kiimesinin bir grup belirtebilmesi i¢in sonsuzdaki nokta olarak

adlandirilan O = [0,1,0] noktasinin eliptik egri lizerinde oldugu kabul edilecektir.

1.2. Eliptik Egrilerin Grup Yapisi

Bu kisimda {izerinde tanimlanan 6zel nokta toplami islemi yardimiyla eliptik
egrilerin bir abelyan grup oldugu goriilecek ve boylece eliptik egriler lizerinde aritmetik
yapilabilecektir.
Tamm 1.2.1. K, char(K) # 2,3 6zelliginde bir cisim ve E eliptik egrisi K cismi tizerinde

E:y?=x3+Ax+B

kisa Weierstrass esitligiyle tanimlanmis bir eliptik egri olsun. Bu durumda, eliptik egri
iizerindeki iki noktanin toplami su sekilde tanimlanir:

0 =[0,1,0], P;, P, € E olmak iizere, P; ve P, noktalarindan gecen [ dogrusu
eliptik egriyi ticlincii bir noktada keser. Ciinkii eliptik egriyi belirleyen esitligin sag tarafi

tiglincii dereceden bir polinomdur. Bu noktayr P; ile gosterelim. ' dogrusu P; ve O



noktasindan gegen dogruyu gostersin. I" dogrusunun eliptik egriyi kestigi P; disindaki
diger nokta P; ile gosterilirse bu nokta P; ve P, noktalarinin toplami olarak tanimlanir ve
P; + P, ile gosterilir.

Bagka bir deyisle P; + P,, P; ve P, noktalarindan ge¢en dogrunun eliptik egriyi

kestigi ticlincli noktanin x—eksenine gore simetrigi olarak tanimlanir.

0
T
P 2 o ®
P; P
®
Py ‘
e I3 ® p
Sekil 1.3. Eliptik egrilerde Sekil 1.4. Eliptik egrilerde x eksenine
farkli iki noktanin toplama. gore simetrik olan iki noktanin toplama.

Uyan 1.2.2. P; = P, olmas1 durumunda [ dogrusu E eliptik egrisinin teget dogrusu olarak
alinir. Bu sekilde bir noktanin katlar1 tanimlanabilir.

P; ve P, noktalarmmin koordinatlar1 yardimiyla P; noktasinin koordinatinin
hesaplanmasindaki farkli durumlar1 inceleyelim.
1. Durum. P; = (xq,y;) ve P, = (x5, y,) farkli noktalar ve x; # x, olsun. Bu durumda
[ dogrusunun egimi

Y2o—W1
m=="—
Xy —Xq

olur, buradan da [ dogrusunun denklemi
y=mx—x1)+y 24
olarak elde edilir. P; = (x3, —Yy3) noktasinin koordinatlar1 hesaplamak i¢in (2.4) esitligini
kisa Weierstrass esitliginde yerine yazarsak
(m(x—x;)+y)*=x>+Ax+B (2.5)

elde edilir. Esitligin sol tarafini agip denklemi yeniden diizenlersek



X3 —m2x2+-.=0 (2.6)
P; ve P, noktalarinin koordinatlarini bilindigi i¢in
x3 =m? — (x; + x3)
yz =m(xz —x1) + 1

olur. Buradan dam = % iken P; noktasinin koordinatlari
2711

(m? — (x1 + x2), —m(x3 — x1) — 1)
olarak bulunur.
2. Durum. P; = (x4,y1) ve P, = (x,,y,) farkli noktalar ve x; = x, olsun. (Grafik 2.2
sag) Bu durumda verilen iki noktayi birlestirerek [ dogrusunu ¢izdigimiz zaman dikey bir
dogru oldugunu goriiriiz, bu durumda iki noktanin toplami
Pi+P,=0

olarak tanimlanir. Kolayca goriilebilir ki P; = (x4,y;) iken P, = (xq, —y;) dir.

3. Durum. P; = (xq,y;1) ve P, = (x,,y,) olmak lizere P1 = P> ve y; = y, # 0 olsun.

2P

2P,

Sekil 1.5. Eliptik egrilerde ikinci bileseni sifirdan farkli olan esit iki noktanin toplama.

Bu durumda P; noktasindan gecen ve egimi m olan bir teget dogrusu cizilir.

Kapal1 fonksiyonunun tiirevi yardimiyla bu tegetin egimi

d
2y%= 3x2 + A



_dy 3x7+A
Cdx 2y

m

olarak bulunur.
[ dogrusunun denklemi
y=m(x—x)+y
iken, P; noktasinin koordinatlari
(m? = 2xy, —m(x3 — x1) — y1)
olarak bulunur. Bu durumda
P1 +P1 = 2P1
yazilir.

4. Durum. P; = (x4,y;1) ve P, = (x5,y,) olmak lizere P = P> ve y; = y, = 0 olsun.

P1=P2*

Sekil 1.6. Eliptik egrilerde ikinci bileseni sifir olan esit iki noktanin toplami.

P; noktasindan gegen [ teget dogrusunun E egrisi ile sonsuzdaki nokta olan O da
kesistigini goriiriiz. Bu 2.Durum ile ayn1 olup
P, +P,=2P, =0
esitligine elde ederiz.
P + O = P esitliginden O’nun etkisiz eleman oldugu goriiliir.
Teorem 1.2.3. Yukaridaki toplama iglemi ile birlikte K cismi {izerinde taniml1 E eliptik

egrisine ait her P;, P, ve P; noktalari i¢in asagidaki dnermeler dogrudur:



1. P; + P, E’nin elemanidir

il. Po+P,=P,+P

1. PP+0=0+P =P

iv. Herhangi P; elemani i¢in P; + P, = O olacak sekilde bir P, € E

mevcuttur.

V. P, + (P,+P;) = (P; + P,)+P;.

Baska bir deyisle E eliptik egrisi lizerine tanimli nokta toplami islemiyle birlikte
bir abelyan grup olur (Silverman, 1986).
Ispat. Verilen iki noktanin toplamu ile ilgili farkli durumlari inceledigimizde goriildii ki
toplama bir ikili islem olur. P; ve P, noktasindan gegen dogru ile P, ve P; noktasindan
gecen dogru ayni dogru oldugu i¢in degisme 6zelligi de saglanir. Toplamaya gore etkisiz
elemanin O noktasi oldugu goriilmiistii. Ters elemanin varligi 2.Durum’da gosterilmistir.
Birlesme o6zelliginin ispati olduk¢a uzun olup, rutin islemler yardimiyla elde
edilmektedir. Bu 6nermelerin tam ispati Washington (2003), Kisim 2.4., sayfa 20’de
bulunabilir.
Uyari 1.2.4. P noktasinin toplamsal tersi — P olarak gosterilse de, P = (x,y) iken —P #
(=x, —y). Durum 2 de goriildiigii gibi P noktasinin tersi (x, —y) dir.
Teorem 1.2.5. (Mordell-Weil) E, bir say1 cismi olan K iizerinde bir eliptik egri olsun.
Bu durumda E (K) sonlu iiretegli bir abelyan gruptur.

Yukaridaki teoremde Mordell K = Q durumunu ispatlamis (Silverman, 1986),
Weil (1967) ise Mordell’in sonucunu herhangi bir K say1 cismine genisletmistir.

Sonlu tiretecli abelyan gruplarin temel teoremi geregince, E(Q), Z’nin kopyalari
ile sonlu devirli gruplarin direk ¢arpimina izomorftur (Asar, vd., 2009). Boylece bir E
eliptik egrisinin cebirsel ranki kavramina ulasiriz.
Tamm 1.2.6. E, Q iizerinde tanimli bir eliptik egri olsun. Mordell-Weil teoremi geregi
belli 7 = 0 tamsayis1 i¢in

E(Q) = Erors(Q) X Z7

olur. Buradaki r sayisina E eliptik egrisinin cebirsel ranki denir. E¢,,-s(Q) ise E(Q) nun
sonlu mertebeli elemanlarinin olusturdugu biikiim altgrubudur.

Simdi ise eliptik egri iizerindeki toplama islemiyle ilgili bazi Grnekler ve

formiilleri verelim.
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Ornek 1.2.7. Q iizerinde tamml E: y? = x3 — 5x + 8 eliptik egrisini géz oniine alalim.
Kolayca goriilebilir ki P(1,2) noktast E egrisi lizerindedir. Yukaridaki adimlar takip

edilirse

7 27
2P=P+P= (—Z,—E)

olarak bulunur. Bu buldugumuz noktay1 Q = (— Z, - %)ile gosterelim. Ayni islemler

tekrarlanarak

o prg o (53,1150,
121 1331
bulunur. Benzer sekilde
45313 8655103
= G662’ " 1259712

olarak bulunur. Bu sekilde devam ettik¢e koordinatlarin oldukg¢a karmasik hale geldigi

4p

goriiliir (Silverman, 2006).

E eliptik egrisi tlizerindeki toplama islemiyle ilgili yukaridaki durumlar
ozetleyelim.  E: y? = x3 + Ax + B egrisi iizerinde P; = (x1,v;) ve P, = (x3,,)
noktalarin1 géz oniline alalim. P ve Q noktalarini birlestiren dogruyu L:y = Ax 4+ v ile

ifade edelim. O halde

3’2_}’1,P1¢P2
Xy — X1

A= 3x2 + A _, ve v=y, —Ax
2y1 11 — L2

oldugu agiktir.

E:y? = x3 + Ax + B egrisi lizerinde P; = (x1,V;) ve P, = (x3,V,) noktalarinin
toplama islemini su sekilde 6zetleyebiliriz.

o P#P,vex;=x,ise P, +P,=0

e Pp=P,vey,=0ise P, +P,=2P;, =0

L Pl#:PzVexl?‘:xzise

1 Y2 _V1X2 — Y2 Xq
= ve v = —"—F———
X2 — X1 X2 — X1
o P1=P2V6y1¢0ise
3x2 + A —x3 + Ax + 2B
A= ve v =

2y, 2y
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bodylece P; + P, = (A2—x;—x5, —A3+A(x;+x,) — v) olarak bulunur.

Toplama formiilii karigik goziikmesine ragmen Ornek olarak P; = (xq,y1) ve
P, = (x4, y,) ayri noktalar olsun, bu durumda x(P), P noktasinin apsisini gostermek tizere
Y2 =M1

2
P, +P) =
x(Py 2) (xZ_xl

)2_X1 —X3

olarak bulunur. Eger P = (x, y) herhangi bir nokta ise, bu durumda

x* — 2Ax%* — 8Bx + A?
4(x3+ Ax + B)

x(2P) =

dir.

Yukaridaki gozlem koordinatlar1 6zel bir cisimde bulunan noktalarm, tiim

noktalarin olusturdugu kiimelerin bir alt grubunu olusturdugu sonucuna ulastirir
(Silverman, 2006).
Teorem 1.2.8. KK bir cisim ve E eliptik egrisi E: y?> = x> + Ax + B, A,B € K olsun.
Koordinatlar1 K’da bulunan E’ye ait noktalarin kiimesini E(K) ile gosterilmek iizere
E(K) = {(x,y) € E:x,y € K} UO olsun. Bu durumda E(K), E’deki tiim noktalarin
olusturdugu grubun alt grubudur (Silverman, 1986).

E tizerindeki grup yapisina gore verilen formiiller, geometrik resmi bir anlam
ifade etmesede, koordinatlar1 herhangi bit cisme ait olan noktalar i¢in de saglanir.

Koordinatlar1 IF, de bulunan noktalar1 i¢in agagidaki 6rnege bakalim.

Ornek 129. E: y?=x3-5x+8 (mod37) ile verilen E eliptik egrisi
P = (6,3) € E(F;3;) ve Q = (9,10) € E([F3;) noktalarini igerir. Toplama formiiliinii
kullanarak E(F3-) de,
2P = (35,11),3P = (34,25),4P = (8,6),5P = (16,19), ...
P+ Q =(11,10),...,3P + 4Q = (31,28) ...

olarak hesaplanir.
x = 0,1,2,...,36 degerleri teker teker denenerek x3 — 5x + 8’in modiilo 37°de tam kare
olmasi halinde listeye ekleyerek, E(FF37)’nin modiilo 37°de asagidaki 45 noktadan
olustugunu buluruz:

(1,+£2),(5,+21),(6,%3),(8,£6),(9,£27),(10,£25), (11,+£27), (12, +23),

(16,119),(17,£27),
(19,£1), (20, £8), (21, £5), (22, £1), (26, £8), (28, £8), (30, £25), (31, 19),
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(33,%1),(34,%25),(35,£26),(36,1£7),0
Tam olarak 9 noktanin mertebesi 3’1 boler bu nedenle E (F3,) grup yapisi olarak
E(F37) = C3 X Cy5
Olur (Silverman, 2006).
Teorem 1.2.10. Sonlu bir cisimde E (]Fp) deki noktalarin olusturdugu grup her zaman

icin ya devirlidir ya da iki devirli grubun ¢arpimidir (Washington, 2003).
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2. BSD RANK KONJEKTURU

Bu béliimde Birch ve Swinnertor-Dyer’in eliptik egrilerin ranklari ile ilgili ortaya
koydugu ve BSD’nin ulasilmasi zor boliimiinii olusturan BSD rank konjektiirii ele
almacaktir.

2.1. On Hazirhk.

E, Q iizerinde bir eliptik egri ve A, E’nin diskriminant1 olsun. Bu durumda p asal
say1 olmak tizere p t A ozelligindeki p asallar i¢in E, [F,, cismi lizerinde bir eliptik egri
indirger. Dikkat edilirse bu 6zellikteki p asallarinin sayis1 sonsuz ¢okluktadir. Tipki diger
K say1 cisimlerinde oldugu gibi E(IF,) de bir abelyan grup olur. Bu grubun da sonlu
oldugu agiktir.

Sonlu cisim tizerinde taniml1 eliptik egriler icin Hasse 1936’da “Hasse Sinir1” adi
verilen asagidaki 6nemli sonucu vermistir.

Teorem 2.1.1. (Hasse Simir1) p asal say1 olmak tizere E, IF,, lizerinde tanimli bir eliptik
egri olsun. Bu durumda

lp+1-#E(F,)| < 2/p (2.1)
olur. (Hasse, 1936)
Uyan 2.1.2. a,:=p+1—#E(F,) olarak tanimlansin. Bu hata terimleri bir araya
getirilerek bir iirete¢ fonksiyonu olarak diistiniilebilir.
2.2. Eliptik Egrilerin L-Fonksiyonu

Bu béliimde ise tiim asallarda E(IF,) hakkinda bilgi veren L(E,s) fonksiyonu
tanmimlanacaktir. Ote yandan sonsuz noktasinin da eklenmesiyle, eliptik egri iizerinde
tanimlanacak olan A(E,s) fonksiyonu yardimiyla eliptik egrilerin 6zelliklerini oldukg¢a
genis anlamda incelemis olacagiz.

E eliptik egrisi Q tizerinde

Y2+ axy + azy = x3 + ayx? + a,x + ag (2.2)
minimal Weierstrass esitligi yardimiyla tanimlansin.

Bu durumda E eliptik egrisinin L —fonksiyonunu tanimlayabilmek i¢in su adimlar
takip edilir:

p t A 6zelligindeki her bir p asali i¢in [F, sonlu bir cisim olmak tizere, (2.2) esitligi
modiilo p’de indirgenerek IF,, lizerinde bir eliptik egri tanimlar.

Bu ozellikteki p asallart igin a,,’yi
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ap:=p+1—#E(F,) (2.3)
olarak tanimlayalim.

p|A dzelligindeki her bir asal i¢in a,,, kétii indirgemenin ¢esidine gore {i¢ sekilde
tanimlanir:

Eger Ef, singiiler egrisi toplamsal indirgemeye sahipse yani indirgeme cuspidal
ise (6rnegin y? = x3 egrisi gibi ) bu durumda a, = 0 olarak tanimlanir.

Eger Ep, singiiler egrisi tipki y? = x* + x? egrisinde oldugu gibi pargalanmis
carpimsal indirgemeye sahip ise baska bir deyisle indirgeme diigliim noktasi seklinde olup
teget dogrusu IF,, rasyonel ise (ki bu singiiler noktadan gegen teget dogrunun egiminin
[F, nin eleman1 oldugu anlamina gelir) a,, = 1 olarak tanimlanir.

Eger singiiler noktadaki tegetin egimi I[F), "nin elemani degilse E eliptik egrisi p’de
pargalanmamig garpimsal indirgemeye sahiptir denir ve a,, = —1 olarak tanimlanur.
Tamim 2.2.1. Buna gore kotii p asallari i¢in a,, asagidaki gibi tanimlanir:

0: E,p'de toplamsal indirgemeye sahip
a, =1 1:E,p'depargalanms ¢carpumsal indirgemeye sahip
—1: E,p'de parcalanmanus ¢carpimsal indirgemeye sahip

Tamm 2.2.2. g, sayilar1 yukaridaki gibi tanimlansin. Boylece E eliptik egrisinin tam L —
fonksiyonu

L) = | [(1=ap | |1 -apps+p7297

plA piA

olarak tanimlanir.

Uyan 2.23. a, lzerindeki |ap| < \/Z_p Hasse smir1 yukaridaki ¢arpimin Re(s) >§

ozelligindeki s sayilar1 i¢in yakinsak olmasim gerektirdiginden Lg(s) fonksiyonu iyi

tanimlidir (Washington, 2003).

Uyan 2.24. p|A durumunda bile ashinda (2.3) esitligi yani a, =p + 1 —#E(F,)

gecerlidir. Gergekten de E toplamsal indirgemeye sahip olsun. Bu durumda singiiler

olmayan noktalar (IF,, +) grubuna izomorf bir grup olustururlar, ki dikkat edilirse bu grup

p elemanlidir. Diger yandan E eliptik egrisi bir tane singiiler noktaya sahip oldugu i¢in

egri lizerinde toplam p + 1 tane nokta olur. Bu deger (2.3) esitliginde yerine yazilirsa
a,=p+1-(p+1)=0

olarak hesaplanir.
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E, p’de parcalanmis indirgemeye sahip olsun. Boyle bir durumda bir singiiler
nokta disindaki singiiler olmayan noktalar (IF;,X)’ya izomorf bir grup olustururlar. O
halde E tizerinde 1 + (p — 1) = p tane nokta vardir. Bu deger (2.3)’de yerine yazilirsa
ap=p+1l-p=1
bulunur.
E eliptik egrisi p’de pargalanmamis indirgemeye sahip olsun. Bu durumda

singiiler olmayan noktalar (IF;Z /F,,X) grubuna izomorf bir grup olustururlar.Dikkat

edilirse bu grup p + 1 elemanhdir. Singiiler nokta da hesaba katilirsa bu durumda E
eliptik egrisi lizerinde p + 2 tane nokta oldugu goriilir. Bu deger (2.3)’de yerine
konulursa

a,=p+1-(p+2)=-1
bulunur.

Dikkat edilirse L(E,s) fonksiyonu E eliptik egrisi lizerinde sonsuz noktas1 i¢in
hi¢ bir sey sdylememektedir. Asagida tanimlanacak A(E,s) fonksiyonu yardimiyla
L(E, s) fonksiyonu genisletilmis olacaktir.

Teorem 2.2.5. Her s € C igin A(E,s) = N5/% - (2m)™% - T'(s) - L(E, s) fonksiyonu C’nin
tamaminda analitik bir karmasik fonksiyona genisletilecek ve

A(E,2 —s) =¢-A(E,s)
fonksiyonel esitligini saglayacak sekilde tek bir N = N pozitif tam sayis1 ve € = ¢ €
{£1} sayisi vardir. Burada I'(z), z € C i¢in

I'(2) =f tZ le~tdt
0

seklinde tanimlanan I' — fonksiyonudur (Wiles, 1995; Breuil, vd., 2001).
Tanimm 2.2.6. Yukaridaki teoremdeki N sayisina E eliptik egrisinin kondiiktorii ve &
sayisina E’nin kék sayist veya E i¢in fonksiyonel esitlikteki isaret ad1 verilir.
Uyan 2.2.7. Yukarida tanimlanan sayilar, E eliptik egrisi degistikge, degisecegi icin Ng
ve g5 seklinde gosterilir.

Bir eliptik egrinin A diskriminant1 ile Ny kondiiktorii arasinda yakin bir iligki
vardir. Kolayca gosterilebilir ki Ng’yi bolen asallar ayn1 zamanda A’y1 da béler.

Bir E eliptik egrisi verildiginde tiim durumlar icin N ve &’unu hesaplayan

geometrik bir algoritma vardir. Bu algoritmaya Tate algoritmas: denir.
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Ornek 2.2.8. Verilen bir E eliptik egrisinin kondiiktérii olan N sayis1 ve kok sayisi olan
& Magma Hesaplamali Cebir Sistemi kullanilarak asagidaki asagidaki komutlar
yardimiyla hesaplanir (Bosma, vd.,1997):

> E:=EllipticCurve([1,0,23.,41,-1]);

> N:=Conductor(E);

> epsilon:=RootNumber(E);

>N;

648165

> epsilon;

1

Tamim 2.2.9. E eliptik egrisinin L — Fonksiyonu

o 1
L(Er S) _ 1_[(1 . app—s + pl—Zs)

ptA

olarak tanimlanir.
2.3. Birch ve Swinnerton-Dyer Rank Konjektiirii Ifadesi ve Baz1 Sonuclar
Tamm 2.3.1. E eliptik egrisinin analitik ranki r,,, ile gdsterilir ve L(E, s) fonksiyonunun
s = 1’deki sifirinin mertebesi olarak tanimlanir, yani
L(E,s) =c,, (s —1)an + -
olur.

Asagida sayilar teorisinde son ylizyilin en dnemli sonuglarindan birisi verilmistir.
BSD-Konjektiirii’niin en heyecan veren yani, analitik bir obje ile cebirsel bir obje arasinda
bag kurmasidir.

Konjektiir 2.3.2. (BSD Rank Konjektiirii) £, Q {izerinde bir eliptik egri olsun. Bu
durumda E’nin cebirsel rank1 analitik rankina esittir. Yani

r=Ty,
dir.

Bu problem oldukg¢a zordur. Tipki {inlii matematik¢i Nick KATZ’in 2001°de
BSD-Konjektiirii lizerine Arizona’da diizenlenen Arizona Kis Okulu’nda sdyledigi gibi
“bu problemi ¢dzmek igin yeni bir fikir gereklidir” (Stein, 2016).

Bu biiyiik problemin 6zel halleri uzun siiredir c¢alisilmaktadir. Bu yaklagim
sayesinde A. Wiles, B. Gross, D. Zagier ve V. Kolyvagin konjektiiriin 6zel bir durumu

olan asagidaki sonucu ispatlamistir.
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Teorem 2.3.3. E, Q lizerinde bir eliptik egri ve 1, < 1 olsun. Bu durumda

Tan =7
Dir (Wiles, 2000; Gross ve Zagier, 1986; Kolyvagin, 1988).
Uyan 2.3.4. 2000 yilinda Clay Matematik Enstitiisii her birinin ¢dziimiine bir milyon
dolar verecegi 7 problemi (web sitesinde) agiklamistir. BSD konjektiirii de bu
problemlerden birisidir. Bilim insanlar1 konjektiirlin ispat1 i¢in ¢esitli yogun ¢aligsmalar
yapmaya devam etse de bu ¢alismanin yapildig: tarih itibariyle dogrudan konjektiir ile
ilgili yeni bir sonug bulunamamustir.

Q {izerinde bir eliptik egrinin rank degerini hesaplamak veya bir rank degerine
karsilik gelen eliptik egri bulmak oldukca zordur. Yine bu calismanin yapildig: tarihi
itibariyle Q iizerinde ranki minimum 28 olan bir eliptik egri 6rnegi Noam ELKIES
tarafindan 2006 yilinda bulunmustur (Bober, 2013). Egri su sekildedir,

yi+xy+y=x3—x%—
2006776241557552658503320820933854275093023031217895
6502x +34481611795030556467032985690390720374855944359319180361266008
296291939448732243429.

Bu eliptik egri {lizerinde sonsuz mertebeli birbirinden bagimsiz 28 tane nokta
bulunmustur. Boylece rankin en az 28 oldugu sonucuna ulasilmistir.

Asagida bir eliptik egrinin analitik rankiyla ilgili bir sonug verilmektedir.
Teorem 2.3.5. E, Q lizerinde bir eliptik egri, € € {+1} E eliptik egrisinin kok sayis1 ve
Tan E eliptik egrisinin analitik ranki yani, r = ordg_, L(E, s) olsun. Bu durumda,

g = (—1)"an

dir.
Ispat. s =1 igin I'(1) = 1 oldugundan ords_,L(E,s) = ords—,;A(E, s) yazilabilir. O
halde teoremi ispatlamak i¢in L(E, s)’yi A(E, s) ile degistirmek yeterlidir. Diger yandan
T = 14, sayisnin ATV (E, 1) # 0 olacak sekildeki negatif olmayan en kiigiik r tam say1st
oldugunu biliyoruz. Ardisik tiirev alinarak herhangi bir k > 0 tam sayisi i¢in

(—D*A®(E, 2 —s) = ¢ - AW (s) (2.4)
oldugu elde edilir. Boylece s =1 ve k = r degerleri yukarida yerine yazilarak ve
AM(E, 1) # 0 argiimam kullamlarak (—1)" = ¢ elde edilir. Bdylece teorem ispatlanmis

olur.
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BSD-Konjektiirii’niin dogru oldugu kabul edilirse E eliptik egrisinin rankini
hesaplamak i¢in bir metot bulunabilir.
Teorem 2.3.6. E, Q lizerinde bir eliptik egri olsun. Eger BSD—Konjektiirii dogru ise, bu
durumda E’nin rankini hesaplamak i¢in bir algoritma vardir. (Stein, 2016)
Teorem 2.3.7. E, Q iizerinde bir eliptik egri olsun. Eger BSD—Konjektiiri dogru ise, o
zaman E (Q)’yu hesaplamak i¢in bir algoritma vardir. (Stein, 2016)
2.4. Parite Konjektiirii

Eliptik egrinin cebirsel ve analitik rankiyla ilgili bir diger agik problem ise Parite

Konjektiirii olarak adlandirilir.

Konjektiir 2.4.1. (Parite Konjektiirii) E, Q iizerinde bir eliptik egri olsun. Bu durumda
r =1y, (mod?2)
olur.

Bu problemle ilgili elde edilen giincel sonuglara bakilacak olursa, bir sonraki
boliimde tanimlanacak olan Tate-Shafarevich grubunun sonlu oldugu kabul edilerek T.
Dokchitser ve V. Dokchiter oldukca ilgi c¢ekici makalelerinde 2010°da Parite
Konjektiirii’niin dogru oldugunu ispatlamistir (Dokchitser ve Dokchitser, 2010). Diger
yandan J. Nekovar yine daha sonra tanimlanacak olan Selmer gruplarini ¢alisarak Parite
Konjektiirii boyunca yeni sonuglar elde etmistir (Nekovar ve Plater, 2000; Nekovar, 2001;
Nekovar, 2007; Nekovar, 2009 ).

2.5. L(E, s)’yi Hesaplamak icin Cesitli Metotlar

Bu boliimde s’nin gergel degerleri i¢in L(E, s)’yi hesaplamanin kisa bir yolunu
verecegiz. Dokchitser’de (2004) ¢ok daha ayrintili bir hesaplama yontemi bulunabilir.
Ayni kaynakta herhangi bir s karmasik sayisi i¢in L(E,s)’nin Taylor a¢ilimi da
bulunabilir.
Teorem 2.5.1 E, Q lizerinde bir eliptik egri ve s bir karmasik say1 olmak tizere L(E, s),
E eliptik egrisinin L — serisi olsun. Bu durumda
)¢ N

F(t)—F<t+1 2n
s ’ 2mn

VN

Ve
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o)

I'(z,a) =f t? le~tdt

a

olmak tuzere

oo

L(E,s) = N=/2 - (2m)% - T(s)~* Z a, (Fy(s — 1) — eF,(1 — 5))

n=1

dir (Lavrik, 1966).
Uyar12.5.2. Teorem 2.5.1°de L(E, s) serisi i¢in olduke¢a hizli sekilde yakinsayan bir ifade
verir. Ote yandan ayni1 teorem tiim kompleks diizlem iizerinde meremorf sekilde devam
ettirilebilen ve belirli bir fonksiyonel esitligi saglayan herhangi bir ), a,,n® Dirichlet serisi
hesaplamaya yarayan bir teoremin 6zel halidir (Cohen, 2000).

Simdi ise yaklasimlar kullanarak rank hesaplama iizerinde duralim. E, Q {izerinde
bir eliptik egri olsun. Bu durumda bu metot ilk olarak r = 0,1, 2, 3, ... i¢in L™ (E,1)
serisine siirekli sekilde yakmsayan seriyi bulmay: amaglar. Ardindan L™ (E, 1) tiirevleri
alarak bu degerlerin 0’dan farkl ilk r degeri bulunur, bu ise E eliptik egrisinin analitik
rankini verir. Dikkat edilirse (2.4) geregi L™ (E, 1) degerlerinin yarisi otomatik olarak 0
olur. Bu metotla ilgili ayrintil1 bilgi Cremona’da (1997) Bo6lim 2.13 ve Dokchitser’de,
(2004) bulunabilir.

Bu boliimde biraz daha farkli bir metot kullanilarak L(E, s) serisini hesaplamak
icin farkli bir metot verecegiz. Bu metot sadece tiirev tanimi kullanilarak Teorem 2.5.1
yardimiyla elde edilecektir.
Teorem 2.5.3. ¢, # 0 olmak iizere

L(E,s) = ¢, (s—=1)" + crpq(s—1)"1 .

olsun. Bu durumda

L'(s)
llrrll(s -1) IG) T.
Ispat. Dogrudan hesaplama yapilarak
L'(s ¢, (s—1)" 1+ (r + Dcyp1(s—1)" + -+
lim(s—l)-ﬁzlim(s_l). r(s—1) ( )Cri1(s—1)

s—1 L(S) s—1 CT(S_]_)T + CT+1(S—1)T+1 + ..
oty + Ty

=r-lim

s=1 cr(s=1)7 + crpa (5= 4 -
=Tr.

bulunur. Bu da ispat1 bitirir.
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3. BSD FORMULU UZERINE

3.1 Eliptik Egrilerin Selmer ve Tate—Shafarevich Gruplari
E, Q tizerinde tanimli bir eliptik egri, @, Q’nun cebirsel kapanisi ve
Q’nun mutlak Galois grubu olsun. m € N i¢in H™(Q, E) ile m. Galois kohomoloji grubu

gosterilsin. Boylece her m € N igin G — modiillerinin

0 —— E(@Q[n] —— E(@ —— E@) 0

tam dizisi elde edilir.
Serre’a (1979) gore Galois kohomoloji gruplarinin yukarida belirtilen kisa tam
dizi ile eslesmis bir uzun tam dizisi vardir. Boylece bu uzun tam dizinin baslangici goz

Oniine alinarak E eliptik egrisi ile eslesen

— a —
0—— E(Q)/nE(Q —— H'(Go E(@[n]) —— H'(Gg, E(@[n)—— 0
Kummer dizisi elde edilir.

Tamm 3.1.1. Her bir p asali i¢in Q nun p -adik valiiasyona karsilik gelen Q genislemesi
secilsin. G, G da karsilik gelen ayrisma grubu, P asal sayilarin kiimesi ve yy, , dontisimu
Yoni H' (Gg, E(Q)[n]) —— H' (G, E(Q)([n]
ozelligindeki kisitlama doniisimii olsun. Bu durumda E eliptik egrisinin Tate—

Shafarevich grubu HI(E/Q) ile gosterilir ve
W(E/Qn] = | ker(r,n)

pPEP
olmak tizere
wE/Q: = | JuE/mn
nenN

olarak tanimlanir. E eliptik egrisinin Selmer grubu ise S (E) ile gosterilir ve
Se(E)[n] = a™*(W(E/Q)[n])
olmak tizere

So(®) = | ] So(®)inl

neN

olarak tanimlanir.
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3.2 Tate-Shafarevich Gruplar1 Hakkinda Bazi Sonug¢lar

Eliptik egriler konusunda ilerleme kaydedebilmek icin BSD-Konjektiirii’nii
ispatlamak, BSD-Konjektiirii'nii elde edebilmek i¢in de Tate-Shafarevich gruplarinin
ozelliklerinin ¢ok iyi bilinmesi gerekir. Bu konu matematikte son yillarin en popiiler
konularindan birisidir. Ozellikle Tate-Shafarevich grubunun sonlulugu hakkindaki gizem
stirmektedir. Bu boliimde bu tez ¢aligmasi tarihi itibariyle literatiirde mevcut sonuglar1 ve
dogrulugu hakkinda giiclii kanilara sahip olunan bazi konjektiirleri verecegiz.

[k olarak Tate ve Shafarevich tarafindan 1960'larda ortaya atilan konjektiirii
verelim.

Konjektiir 3.2.1. (Tate-Shafarevich): K bir say1 cismi ve E, K {izerinde bir eliptik egri
olsun. Bu durumda II(E /K)sonludur (Silverman, 1986).

Asagida bir eliptik degerinin Tate-Shafarevich grubunun aritmetigi hakkinda
Oonemli bir sonug verilmistir.

Teorem 3.2.2. K bir say1 cismi ve E, K tizerinde bir eliptik egri olsun. Eger II(E /KK)
sonlu ise bu takdirde #11I(E /K) bir tam karedir (Cassells, 1965).

E, Q tizerinde tanimli bir eliptik egri olsun. Bu durumda L(E,1) degeri ile
HI(E/Q) ve dolayisiyla E(Q) arasinda olduk¢a Onemli bir ilisgki vardir. Bazi
kisitlamalarla  Tate-Shafarevich  konjektiirii  hakkinda asagidaki ilerlemeler
kaydedilmistir.

Teorem 3.2.3. E, Q iizerinde lizerinde tanimli kompleks carpima sahip bir eliptik egri
olsun. Eger L(E, 1) # 0 ise #E (Q) sonludur (Coates ve Wiles, 1977).

Teorem 3.2.4. E, Q iizerinde taniml1 bir eliptik egri olsun. Eger L(E, s) fonksiyonu s =
1 de birinci mertebeden sifir yerine sahipse bu takdirde E’nin sonsuz mertebeli bir
rasyonel noktas1 vardir (Gross-Zagier, 1986).

Bu iki sonug kullanilarak Karl Rubin agsagidaki 6nemli teoremi vermistir.
Teorem 3.2.5. E, Q iizerinde lizerinde tanimli kompleks ¢arpima sahip bir eliptik egri
olsun. Bu durumda #III(E /Q) sonludur (Rubin, 1987).

Aslinda Rubin (1987) yukandaki teoremle birlikte olduk¢a derin sonuglar
bulundurmaktadir.

E, Q tlizerinde bir eliptik egri ve 1,,, L(E, s) fonksiyonunun s = 1’deki sifirinin
mertebesi ve r, E eliptik egrisinin rankin1 gostersin. Bu kosullar altinda Kolyvagin

asagidaki 6nemli sonucu vermistir.
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Teorem 3.2.6. Eger 1, < 1 ise bu takdirde r,,, = r ve ILI(E/Q) sonludur. (Kolyvagin,
1988)

Tate-Shafarevich gruplar1 halen popiiler olarak ¢aligilan bir konu olup yazarlar
arasinda 2014 Fields madalyasi sahibi Manjul Bhargava’nin yer aldig1 2014°de arxiv.org
da yer alan makalede asagidaki sonug verilmistir. Bu sonug tez ¢alismasi tarihi itibariyle
literatiirde yer alan en giincel sonuctur. Bu sonug¢ kabaca Q iizerinde eliptik egrilerin
biiyiik cogunlugunun (> %66) BSD-Konjektiirii’nii sagladigini gostermektedir.
Teorem 3.2.7. Q iizerinde taniml1 yiikseklige gore siralanmis eliptik egrilerin 6nemli bir
cogunlugu BSD Rank Konjektiirii’nii saglar (Bhargava, vd., 2014).

Uyan 3.2.8. 1. Teoremin ifadesinde yer alan “Gnemli bir ¢cogunluk” en az yiizde 66,481
belirtmektedir.

2. Bhargava ve digerlerinde BSD Rank Konjektiirii’'nliin dogrulugu disinda Tate-
Shafarevich grubunun sonlulugu hakkinda da 6nemli bir sonug verilmektedir.

Teorem 3.2.9. Q iizerinde tanimh yiikseklige gore siralanmais eliptik egrilerin 6nemli bir
cogunlugunun Tate-Shafarevich grubu sonludur (Bhargava, vd., 2014).

Bunlardan baska ayni ¢alismada cebirsel ve analitik ranklar1 O ile cebirsel ve
analitik ranklar1 1 olan eliptik egrilerin tiim eliptik egrilerin i¢indeki orani i¢in baz1 yeni
alt sinirlar verilmistir.

Teorem 3.2.10. Q lizerinde taniml yiikseklige gore siralanmis eliptik egrilerin en az
%16.5’1inin cebirsel ve analitik ranki sifir, en az %20,68’inin cebirsel ve analitik ranki
biridir (Bhargava, vd., 2014).

Sonu¢ 3.2.11. Q iizerinde tanimh yiikseklige gore siralanmis eliptik egrilerin cebirsel
veya analitik rankinin ortalamasi 0,2068’dir (Bhargava, vd., 2014).

Ornek 3.2.12. Teorem 3.2.5. kullanilarak @Q iizerinde tanimli ve kompleks ¢arpima sahip
kondiiktorii 27 olan, y2 + y = x3 — 7 eliptik egrisinin Tate-Shafarevich grubunun sonlu
oldugu gosterilebilir.

3.3. BSD Formiilii

Bu boéliimde Birch ve Swinnerton-Dyer tarafindan verilen ve eliptik egrilerin
cebirsel ve analitik 6zelliklerini birlestiren dogrulugun kabul edilmesiyle bir cok 6nemli
hesaplamada faydali olacak bir formiil verilecektir.

Konjektiir 3.3.1. (BSD Formiilii). E, Q iizerinde iizerinde ranki r olan bir eliptik egri

olsun. Bu takdirde r = ords—,L(E, s) ve
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L(E, 1) _ Qg Reg(E) - #II(E/Q) I, ¢y
r #Eors(Q)?

olur. Burada ¢, Tamagawa sayilarini, Reg(E) E eliptik egrisinin regiilatoriinii, Qf ise E

eliptik egrisinin gercel periyodunu gdsterir (Silverman, 1986).
Simdi bu konjektiirii anlamaya ¢alisip bazi 6rneklerle dogrulayalim.
Tanim 3.3.2.
y:+aixy + azy = x° + apx? + aux + g

gergel periyodu () ile gosterilir ve

q, = f dx
ER)2Y T 41X + a3

olarak tanimlanir.
Uyar1 3.3.3. Cremona (1997), Boliim 3.7°de Gauss aritmetik-geometrik ortalamasi
kullanilarak Qg ’yi etkili olarak hesaplamak i¢in bir metot verilmektedir.
Teorem 3.34. E, Q iizerinde bir eliptik egri olsun. Py, ..., B, “modiilo torsiyon”da bir
taban olsun ve “(,)” E eliptik egrisi i¢cin Neron-Tate kanonik yiikseklik eslemesini
gostersin. Bu durumda E eliptik egrisinin regiilatorii Reg(E) ile gosterilir ve (i, j) deki
girdisi (P;, P;) olmak iizere n X n tipindeki matrisin determinantinin mutlak deger olarak
tanimlanir.
Tamim 3.3.5. p asal olmak lizere, E, Q, p-adik cismi iizerinde tanimli bir eliptik egri

olsun. Bu durumda E’nin p’deki Tamagawa sayisi ¢, ile gosterilir ve
cp = [E (Qp) B (Qp)]
sonlu indeksi olarak tammlanmir. Burada E° (Qp) iyi indirgemeye sahip noktalarin

olugturdugu alt grubu gostermektedir. Boylece iyi asal p’ler igin ¢, = 1 olur.
Ornek 3.3.6. Bir E eliptik egrisinin herhangi bir p’de Tamagawa sayis1 asagidaki sekilde
hesaplanir.

> E:=EllipticCurve([0,-1,1,-10,-20]);

>E;

>TamagawaNumber(E,11);

>5

Uyari 3.3.7. Cremona (1997), B6liim 3.2°de Tamagawa sayilarini hesaplamak i¢in etkin

bir metot verilmistir.
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Uyari 3.3.8. E, Q lizerinde bir eliptik egri olsun. Bu durumda II(E/Q) grubunun sonlu
olup olmadiginin heniiz bir netlige kavusmus olmadigini gordiik. #II(E/Q)’yu
hesaplamak i¢in bilinen genel bir algoritma olmamasina karsin Grigorov, vd., (2005)
#I1(E /Q)’yu pratikte hesaplamaya yarayan bazi metotlar verilmistir. Ger¢cekten de BSD
Rank Konjektiirii’niin dogru oldugu ve III(E /Q)’nun sonlu oldugu kabul edilse bile hala
#I(E/Q)’yu hesaplama yarayacak bir yol heniiz yoktur.

[I(E /Q)’nun sonlu oldugunu kabul edelim. Bu durumda herhangi bir p asali igin
HI(E/Q)’nun p’inci kism1 olan II(E/Q)(p) hesaplanabilir. Ancak burada hangi p
asalma kadar hesaplama yapacagimizi bilmiyoruz. Dikkat edilirse 7 45, < 1 durumunda
Kolyvagin’in sonucu olan Teorem 3.2.6. kullanilarak #II(E /Q) sayist i¢in kesin bir tist
sinir verildiginden boyle bir durumda #1I(E /Q) hesaplanabilirdir.
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4. BSD KONJEKTURU’NUN UYGULAMALARI

Bu boliimde Magma Hesaplamali Cebir Sistemi kullanilarak BSD konjektiirii i¢in
bir onceki boliimde verilen hesaplama formiilii ile ilgili konjektiirii dogrulayan bazi
ornekler verilecektir (Bosma, vd.,1997).

Ornek 4.1. {lk olarak ranki sifir olan Q iizerinde taniml
y2+y=x3—x2—-10x — 20
eliptik egrisini goz Oniine alalim. Bu egri Magma Hesaplamali Cebir Sisteminde
>E:=EllipticCurve([0,-1,1,-10,-20]);
komutuyla tanimlanir(Bosma, vd.,1997). Egrinin dogru tanimlanip tanimlanmadigini
anlamak i¢in E; komutu yazilir. Bu egrinin diskriminanti, ranki ve kondiiktorii sirastyla

> Discriminant(E);
> Rank(E);
> Conductor(E);

komutlari ile hesaplanir.

Ayni eliptik egrinin Cremona eliptik egri veri tabanindaki yerini bulmak i¢in
“isogeni  smifi” ve kondiktor ile etkilendigi egriyi  bulabilmek i¢in
“CremonaReference(E);” komutu yazilir (Cremona, 2017). Bu komutlar yardimiyla
yukarida tanimlanan E eliptik egrisi i¢in yazilan komutlarin ekran goriintiisii

> E:=EllipticCurve([0,-1,1,-10,-20]);
>E;

Elliptic Curve defined by y*2 + y =x"3 - x*2 - 10*x - 20 over Rational Field
> Discriminant(E);

-161051

> Rank(E);

0

> Conductor(E);

11

> CremonaReference(E);

11al

seklindedir.
E eliptik egrisinin L —fonksiyonun s = 1’deki degeri asagidaki sekilde
hesaplanir;

> a:=LSeries(E);

> b:=Evaluate(a,1);

>b;
0.253841860855910684337758923351



26

Burada dikkat edilirse transandantal bir say1 olan b sayis1t Magma Hesaplamali
Cebir Sisteminde standart hesaplamaya gore 30 haneye kadar hesaplanmistir (Bosma,
vd.,1997). Daha fazla ondalik basamak hesaplayabilmek i¢in 6rnegin 40 basamak icin
Magma Hesaplamali Cebir Sisteminde

> a:=LSeries(E: Precision:=40);
> b:=Evaluate(a,1);
>b;

seklinde bir komut yazilabilir (Bosma, vd.,1997). Prensipte L —serisi istenilen kadar
basamak icin hesaplanabilir. Buradaki esas sikinti hesaplama siiresidir.

BSD formiiliinde yer alan Q gercel periyot degerini “RealPeriod(E);” komutuyla
hesaplariz. Bu deger de standart komutta 30 haneli hesaplanmakta olup 6rnegin 100
basamak degeri i¢in

> RealPeriod(E);

1.26920930427955342168879461675

> RealPeriod(E: Precision:=100);
1.2692093042795534216887946167545473052194922418306086679671

36921230408338612777722690362305921512607

seklinde islem yapilir.

Formiilde yer alan E eliptik egrisinin regiilatorii olan Reg(E) ise “Regulator(E);”
sekilde hesaplanir. Dikkat edilirse burada rank(E) = 0 oldugu i¢in Reg (E) tanim geregi
1 olur.

Tamagawa sayilari ise su sekilde hesaplanir. E eliptik egrisinin diskriminant1 A =
—161050 = (—11)° oldugundan p = 11 disindaki tiim ¢p Tamagawa sayilar tanim
geregi 1’dir. p = 11 deki Tamagawa sayisi yani ¢, ise

> TamagawaNumber(E,11);
5
> TamagawaNumber(E, 13);
1

seklinde hesaplanir.
E eliptik egrisinin torsiyon alt grubunun mertebesi ise

> A:=TorsionSubgroup(E);
> #A;
5

seklinde hesaplanir.

E eliptik egrisi i¢in #1I(E/Q) asagidaki sekilde hesaplanir:
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> E = EllipticCurve("11al");

> K := RationalsAsNumberField();
> EK := BaseChange(E,K);

> ConjecturalSha(EK,[]);

1.00000

Tim bu veriler esliginde BSD formiiliintin dogrulugunu bu 6rnek i¢in sayisal olarak test
edelim. r = 0 oldugundan

L™(E,1) _L(E,1)

= L(E,1) = 0.253841860855910684337758923351  (4.1)

r! 1
Qf - Reg(E) - #1lI(E/Q) Hp Cp 1.26920930427955342168879461675-1-1-5
#Eors(Q)? 52
= 0.253841860855910684337758923351 (4.2)

(4.1) ve (4.2) ifadeleri birbirine esit oldugundan BSD formiilii bu degerler i¢in saglanir.
Uyari 4.2. 1. Yukaridaki #III("11al1") degeri BSD’nin dogru oldugu kabul edilerek (*)
formiiliinden hesaplanan degerdir. Burada analitik rankin sifir olmasi nedeniyle bu hesap
Magma Hesaplamali Cebir Sisteminde kolaylikla yapilmistir (Bosma, vd.,1997).
2. Burada konjektiirel #II("11al") degeri 1 ¢iktig1 icin eliptik egri "11al" asikar Tate-
Shafarevich grubuna sahiptir denir.
3. BSD formiilinde yer alan (g, egri tek par¢a iken yani A < 0 oldugunda
“RealPeriod(E);” degerine esit, egri iki parca iken yani A >0 oldugunda
“RealPeriod(E);” degerinin iki katina esit olur. Bundan sonraki oOrneklerde
“p:=(Discriminant(E) gt 0 select 2 else 1) * RealPeriod(E);” komutu yazilarak her iki
duruma da uygun hesaplama yapilacaktir ve #II(E/Q) degeri BSD formiiliiniin
dogrulugu kabul edilereck Magma Hesaplamali Cebir Sisteminde yazilan kod ile
hesaplanacaktir (Bosma, vd.,1997).
Ornek 4.3. Simdi de ranki sifir ancak, asikar olmayan Tate-Shafarevich grubuna sahip
bir eliptik egri icin BSD Konjektiir Formiilii’nii dogrulayalim. Q iizerindeki E eliptik
egrisi

y2 4+ xy = x3 + x? — 1154x — 15345
olsun. Bu egri Magma Hesaplamali1 Cebir Sisteminde

> E:=EllipticCurve([1,1,0,-1154,-15345));
>E;

seklinde ifade edilir (Bosma, vd.,1997). Verilen eliptik egrinin diskriminanti, ranki,

kondiiktorii, Cremona referansi, gergel periyodu ve regiilatorii bir 6nceki 6rnekteki gibi
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hesaplanabilir. Bu 06rnek i¢in diskriminant 3042735921 oldugundan, Tamagawa
sayilarin1 bulmak i¢in 6nce hangi p asali i¢in islem yapacagimizi bulmaliyiz. Bunun i¢in
diskriminanti bdlen p asallarini belirlemek amaciyla

> Factorization(3042735921);
kodu Magma Hesaplamali Cebir Sistemi ekranina yazilir (Bosma, vd.,1997). 3 ve 227
sayilar1 bulunur. p = 3 ve p = 227 deki Tamagawa sayilar1 c3 ve c¢,,; hesaplanarak
carpilir. Verilen eliptik egrinin BSD formiiliinde gegen ifadelerin hesaplanmasi igin

girilen komutlar ve ekran ¢iktilar1 ise su sekilde olur;

> E:=EllipticCurve([1,1,0,-1154,-15345]);
>E;

Elliptic Curve defined by y"2 + x*y = x"3 + x"2 - 1154*x - 15345 over Rational
Field

> d:=Discriminant(E);

> Rank(E);

0

> Conductor(E);

681

> Factorization(3042735921);

[ <3, 10>, <227, 2> ]

> CremonaReference(E);

681b1

> a:=LSeries(E);

> b:=Evaluate(a,1);

>b;
1.84481520612682071692852772916

> p:=(Discriminant(E) gt 0 select 2 else 1) * RealPeriod(E);
> Pp;
0.819917869389698096412678990738

> rg:=Regulator(E);

> ¢ _3:=TamagawaNumber(E,3);

> ¢ 227:=TamagawaNumber(E,227);
>ci=c 3 *c 227,

> A:=TorsionSubgroup(E);

> e:=f#A;

> ConjSha:=(b*e"2)/(p*rg * ¢ );

> ConjSha;
9.0000000000000000000000000000

Dikkat edilirse #II(E/Q) degeri BSD formiiliiniin dogrulugu kabul edilerek

hesaplanmustir.
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Ornek 4.4. Bu 6rnekte ranki bir olan Q iizerinde taniml

y2+y=x3—x
eliptik egrisi i¢in BSD formiiliinii dogrulayalim. Dikkat edilirse bu 6rnek i¢in rank 1
oldugundan L- fonksiyonunun birinci mertebeden tiirevini hesaplamamiz gerekecek.
Bunun i¢in Magma Hesaplamali Cebir Sisteminde

> a:=LSeries(E);
> b:=Evaluate(a,1 : Derivative:=1);
>b;

kodlarmi yazmamiz yeterlidir(Bosma, vd.,1997). Formiilde gecen diger bilesenler i¢in
onceki Orneklerdeki gibi hesaplamalar yapilir. Girilen kodlar ve ekran ciktis1 su
sekildedir;

> E:=EllipticCurve([0,0,1,-1,0]);

>E;

Elliptic Curve defined by y*2 + y = x"3 - x over Rational Field
> d:=Discriminant(E);

> Rank(E);

1

> Conductor(E);

37

> CremonaReference(E);

37al

> a:=LSeries(E);

> b:=Evaluate(a,l : Derivative:=1);
>b;
0.305999773834052301820483683322
> p:=(Discriminant(E) gt O select 2 else 1) * RealPeriod(E);
~P;
5.98691729246391925966401995891
> rg:=Regulator(E);

> ¢ _37:=TamagawaNumber(E,37);
>c:=c 37;

> A:=TorsionSubgroup(E);

> e:=#HA,;

> ConjSha:=(b*e"2)/(p*rg * ¢ );

> ConjSha;
1.00000000000000000000000000000

Ornek 4.5. Bu 6rnekte ranki 2 olan Q iizerinde tanimli
y2+y=x3+x%—-2x

eliptik egrisini goz Oniline alalim. Bu ornek i¢in rank 2 oldugundan BSD formiili



30

kullanarak #III(E/Q) degerini hesaplarken bu kez ikinci tiirev alinirken payda kismina
da 2! geldigini g6z Oniinde bulundurmaliyiz. Magma Hesaplamali Cebir Sisteminde
kodlar1 ve ekran ¢iktisi su sekildedir (Bosma, vd.,1997);

> E:=EllipticCurve([0,1,1,-2,0]);

>E;

Elliptic Curve defined by y*2 + y = x"3 + x"2 - 2*x over Rational Field
> d:=Discriminant(E);

> Rank(E);

2

> Conductor(E);

389

> CremonaReference(E);

389al

> a:=LSeries(E);

> b:=Evaluate(a,1 : Derivative:=2);
>b;
1.51863300057685354046038521579
> p:=(Discriminant(E) gt 0 select 2 else 1) * RealPeriod(E);
> p;
4.98042512171011015064271558388
> rg:=Regulator(E);

> ¢ _389:=TamagawaNumber(E,389);
> c:=c 389;

> A:=TorsionSubgroup(E);

> e:=fA;

> ConjSha:=(b*e"2)/(p*rg * c*2);

> ConjSha;
1.00000000000000000000000000000

Ornek 4.6. Bu 6rnekte ranki ii¢ olan Q iizerinde taniml1

y2+y=x3—-7x+6
eliptik egrisini gbz Oniline alalim. Magma Hesaplamali Cebir Sisteminde ¢iktist su
sekildedir (Bosma, vd.,1997);

> E:=EllipticCurve([0,0,1,-7,6]);
>E;

Elliptic Curve defined by y*2 +y = x"3 - 7*x + 6 over Rational Field
> d:=Discriminant(E);

> Rank(E);

3

> Conductor(E);

5077

> CremonaReference(E);
5077al

> a:=LSeries(E);
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> b:=Evaluate(a,1 : Derivative:=3);

>b;
10.3910994007158041387518505104
> p:=(Discriminant(E) gt 0 select 2 else 1) * RealPeriod(E);
= P;
4.15168798308693304988417568351

> rg:=Regulator(E);

> c¢_5077:=TamagawaNumber(E,5077);
>c:=c_5077;

> A:=TorsionSubgroup(E);

> e:=f#A;

> ConjSha:=(b*e"2)/(p*rg * ¢c*6);

> ConjSha;
1.00000000000000000000000000000

Ornek 4.7. Bu &rnekte ise ranki 6 olan Q iizerinde tanimli

y? +xy = x3 —x% — 79x + 289
eliptik egrisini inceleyelim. Bu egri icin Magma Hesaplamali1 Cebir Sistemi ekrani su
sekildedir(Bosma, vd.,1997);

> E:=EllipticCurve([1,-1,0,-79,289]);

>E;

Elliptic Curve defined by y"2 + x*y = x"3 - x"2 - 79*x + 289 over Rational Field
> d:=Discriminant(E);

> Rank(E);

4

> Conductor(E);

234446

> CremonaReference(E);

234446al

> a:=LSeries(E);

> b:=Evaluate(a,1 : Derivative:=4);

>b;

214.652337501621337114022200403

> p:=(Discriminant(E) gt 0 select 2 else 1) * RealPeriod(E);
~P;

2.97267184726333553600177730080

> rg:=Regulator(E);

> ¢ 2:=TamagawaNumber(E,2);

> ¢ 117223:=TamagawaNumber(E,117223);
>c:=c 2%c 117223;

> A:=TorsionSubgroup(E);

> e:=H#A;

> ConjSha:=(b*e"2)/(p*rg * c*24 );

> ConjSha;
1.0000000000000000000000000000
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