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OZET

Modiiler formlar uzun yillardir popiilerligini koruyan bir konudur. Matematik ve
Fizik’in bir ¢ok alaninda 6nemli uygulamalara sahiptir. Dort bélimden olusan bu
calismada yarim tamsayr agirlikli modiiler formlar tamtilmistir. Ik béliimde genel ve
ozel lineer grup tanitilmis olup, bazi1 6zellikleri ele alinmistir. Ikinci béliim ise modiiler
formlarin taniminda 6nemli bir yere sahip olan modiiler grup ve bu grubun denklik alt
gruplar1 tanitilacaktir. Ugiincii boliimde tamsay1 agirlikli modiiler formlar incelenecek,
bazi modiiler form 6rnekleri verilecektir. Dordiincii ve son boliimde yarim tamsay:
agirlikli modiiler formlar tanimlanmis, bazi Ozellikleri incelenmis ve Ornekler

verilmistir. Bu ¢caligma derleme niteligindedir.

Anahtar Kelimeler: Modiiler grup; modiiler formlar; yarim tamsay1 agirlikli modiiler

formlar.



i

ABSTRACT

Modular forms are have attention and popularity for many years. They have
applications in many areas of mathematics and physics. In this study which consists of
four chapters, modular forms of weight half-integral is introduced. In the first part,
general and special linear groups have been introduced, some properties are discussed.
In the second part, the modular group that has an important place in the definition of
modular forms is given. In the third chapter, modular forms areinvestigated and some
examples of modular forms are given. In the fourth and final chapter, half-integral
weight modular forms are defined, some features are examined and examples are given.

This study is a compilation.

Keywords: Modular Group; modular forms; half-integral weight modular forms.
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1. GENEL VE OZEL LINEER GRUP

Tanim 1.1. R bir degismeli halka olsun. Bu durumda genel lineer grup GL,(R) ile

gosterilir ve
GL,(R) ={g = ((Cl Z) |detg = ad — bc + 0}

olarak tanimlanir.
Onerme 1.2. Matris ¢arpimina gore GL, (R) bir grup olur (Baskan, 2012).
Tanim 1.3. GL,(R)’nin determinanti 1 olan matrislerinin olusturdugu alt gruba ézel

lineer grup denir ve bu grup SL,(R) ile gosterilir. O halde

SL,(R) :=={g = (Z Z) |detg = ad — bc = 1}

olur.

Uyarn 1.4. Yukarida 2x2 tipinde tanimlanan genel ve 6zel lineer grup tanimlar1 daha
genel olarak nxn tipinde matrislere de genisletilebilir.

Onerme 1.5. SL,,(R) < GL,(R)’dir (Ali Osman Asar, vd, 2012).

Farkli R degismeli halkalar secilerek grubun ozellikleri zenginlestirilebilir. Bu
bolimde R =R,Zve N bir pozitif tamsayr olmak iizere R = Z/NZ durumlariyla
ilgilenilecektir.

Tamm 1.5. C ile C U {oo} kiimesi gosterilsin. C’ya Riemann kiiresi ya da Pg karmasik
projektif diizlemi ad1 verilir.

Riemann kiiresinin olusturulmasi hakkinda ayrintili bilgi (Baskan, 2012)’da

bulunabilir.

a b

Tamim 1.6. Bir z € C noktasin1 ve bir g = (c d) € SL,(R) elemanini géz Oniine

alalim. Bu durumda

az+b

z= (1.1

cz+d

ve
go = % = lim,., gz (1.2)
olarak tanimlanir. O halde g — % = oo ve ¢ = 0 ise goo = oo olur.

z = gz donilistimlerine C Riemann kiiresinin kesirli lineer doniisiimleri

adi verilir.



Teorem 1.7. (1.1) ve (1.2) doniisiimleri C kiimesi iizerinde bir grup etkisi belirtir
(Koblitz, 1984).

Ispat. Her g4, g, € SL,(R) ve z € C i¢in g;(g,2) = (g19,)z oldugu gosterilirse ispat
biter. 1z = z oldugu agiktir.

a,z+ b,
91z = m
ve
a,z + b,
92z = m
olsun.

a,z+b,

a,z + bz) 4 (c2z+d2) +b _ (a,a; + bicy)z + (arh; + bid;)

c,z +d, az2+b; (cray + cdy)z + (c1by + dydy)
C1 +d,

C22+d2

91(922) = g1 (

ve

waoe = (1 2)(E &)

_ (a1a2 + byc; a;b, + b1d2>

" \cia; +dic;  c1by +dqid,

_ (aya; + byc)z + (arb; + bydy)
~ (c1az + c2d1)z + (c1b; + dydy)

Bu son iki esitlikten
91(922) = (9192)z
oldugu goriiliir ve ispat biter.

-1 0
0 -1

Verir. Herz € C ’yi invaryant birakan déniisiimleri inceleyelim. Boylece

Uyan 1.8. g =—I = ( )E SL,(R) i¢in (1.1) esitligi 6zdeslik doniistimiinii

z = (%) esitliginden cz? + (d —a)z—b = 0 elde edilir. Bu esitlik b =0, ¢ =

0 ve a = d olmasi halinde dogrudur. Bu degerler (Ccl Z) matrisinde yerine yazilirsa

(g 2) matrisi elde edilir. Bu matrislerin SL,(R)’de yer alabilmesi i¢in a? = 1 yani

a = *1 olmas1 gerekir. a‘nin bu degerlerine karsilik gelen matrisler +/’dir. Bdylece
+I'nin C iizerinde asikar olarak hareket eden tiim matrisler oldugu sonucuna ulasilir. O

halde SL,(R)/{xI} bolim grubunun C iizerinde 6zdeslikten farkli her elemani i¢in



asikar olmayan bir hareket yaptigi sonucuna varilir. SL,(R)/{£I} bolim grubu
PSL,(R) ile gosterilir ve projektif 6zel lineer grup olarak adlandirilir.

Teorem 1.9. H = {z € C|Im(z) > 0} olsun. Bu durumda SL,(R)’nin elemanlar1 H ’yi
korur. Yani SL,(R)’ nin elemanlar1 iist yari diizlemi {ist yar1 diizleme resmeder
(Baskan, 2012).

Ispat. z € Cve Im(z) > 0 olsun. Bu durumda Im(gz) > 0 oldugu gosterilirse ispat
biter.

Im(gz) = Im(

az + b) B (az+b)(cz+d)
cz+d) lcz + d|?

> = |cz + d|2Im(az + b)(cZ + d)
elde edilir. detg = 1,|z| € R ve C’nin bir cisim oldugu gbz 6niine alinir ve z = x + iy

yerine konulursa
Im((az +b)(cz+ d)) = Im(ac|z|? + adz + bczZ + bd) = Im(adz + bcZ)
= (ad — bc)Im(z) = Im(z)

a b
c d

d|=2Im(z) dir. |cz + d| > 0 ve kabul geregi Im(z) > 0 oldugundan Im(gz) > 0 olur

oldugu kolayca goriilir. O halde g =( )ESLZ(]R) icin Im(gz) = |cz +

ki bu da ispat1 bitirir.



2. MODULER GRUP VE DENKLIK ALTGRUPLARI

Tamm 2.1. SL,(R)’nin girdileri tamsay1 ve determinanti 1 olan matrislerinin kiimesi

modiiler grup olarak adlandirilir ve SL, (Z) ile gosterilir. Yani

SL,(Z) := {(‘; Z) |a, b,c,d €Z,ad — bc = 1}

olur.

Teorem 2.2. SL,(Z) < SL,(R) ’ dir.

d h
oldugunu gostermek igin X.Y™1 € SL,(Z) oldugunu gostermek gerekli ve yeterlidir.

Ispat. Xz(i1 b),Yz(g f) € SL,(Z) olsun. Bu durumda iddianin dogru

Kabul geregi a, b,c,d,e, f,g,h €Z,ad — bc = 1ve eh — fg = 1 oldugu biliniyor.

eml Deamst -G 9
lY|\-g e/ eh—fg\-g e/ \-g e

_1_(a by(h —f>_(ah—bg —af+be>
XY _(c d)(—g e/ \ch—dg —cf+de

dir. Bu matrisin girdilerinin tamsayilardan olustugu asikar ve determinantina

oldugundan,

baktigimizda ise
(ah —bg)(—cf +de) — (—af + be)(ch —dg) = (ad — bc)(eh — fg) =1

olarak buldugumuzdan X.Y~1 € SL,(Z) olur. Bu ise ispat1 bitirir.
Uyan 2.3. SL,(Z)’ye tam modiiler grup adi verilir. Bircok kaynakta bu grup I' ile
gosterilir. Ornegin (Schonoberg, 1974). Sayilar Teorisi’'nde ve baska cesitli dallarda bu
grup sik sik karsimiza ¢ikmaktadir. ileride verilecek olan modiiler formlar, modiiler
grup yardimiyla tanimlanir.

I ile SL,(Z)/+ I béliim grubunu gésterelim. Bu durumda I', H iist yar1 diizlemi
iizerinde asikar olmayacak sekilde hareket eder (Koblitz, 1984).

I' = SL,(Z)’nin kendisi disinda alt gruplar1 da oldukga ilgi ¢ekici 6zelliklere
sahiptir. Ilk olarak N seviyeli temel denklik grubu tanimini verelim.

Tamim 2.4. N bir pozitif tamsay1 olsun. Bu durumda

rov) = {(¢ Z) € SL,()|a = d = 1(modN), b = ¢ = 0(modN)}

bi¢iminde tanimlanan gruba I' = SL,(Z)’nin N seviyeli temel denklik alt grubu denir.

Teorem 2.5. '(N) < T = SL,(Z)’dir.



Ispat. '(N) # @ ve I'(N) c T oldugundan X,Y € I'(N) i¢in X.Y~! € I'(N) oldugunu

i . . o _(a b (e f
gostermemiz gerekli ve yeterlidir. X = (c d),Y = (g h) € I'(N) olsun.

Yy1= (_hg _ef) oldugundan

1+ _(a by(h —f)_(ah—bg —af—i—be) e
XY = (C d) (—g e ) \ch—dg —cf+de olarak yazilabilir

Kabul geregi a=d =e=h=1(modN),b=c=f = g = 0(modN) oldugundan
ah —bg = —cf +de = 1(modN) ve —af + be = ch —dg = 0(modN) dir. Bdylece
X.Y~1 € T(N) olur. Bu da ispati bitirir.
Teorem 2.6. '(N) < I' = SL,(Z)’dir.
Ispat. [T : T(N)] = 2 oldugundan sonug asikardur.
Uyan 2.7. T'(1) =T olur. Diger yandan dikkat edilirse N = 2 i¢in ['(2) = I'(2)/{£]}
olurken N > 2 i¢in —1 # 1(modN) olacagindan ve boylece —I & I'(N) oldugundan
['(N) = T(N) olur.
Tamm 2.8. I"'nin ['(N)’i bulunduran bir alt grubuna N seviyeli denklik alt grubu denir.
Benzer tanim T ve T(N) i¢in de yapilabilir.
Uyan 2.9. Dikkat edilirse N', N nin bir kat1 ise bu durumda N seviyeli denklik alt
grubu ayn1 zamanda N’ seviyeye de sahip olur. Clinkii ['(N) o I'(N") dir.

["nin bir alt grubu denklik alt grubu olmayabilir. Buna kdsegen disindaki
girdileri 2 ye esit olan alt ve iist licgensel matrisler tarafindan iiretilen alt grup 6rnek
olarak verilebilir.

Tam modiiler grubun diger 6nemli denklik alt gruplarindan ikisi :

Io(N) = {(‘C‘ Z) € T| c = 0(modN)}

I, (N) = {(if Z) € FO(N)| a = 1(modN)}

seklindedir. Ty(N)’i yarim tamsayi agirlikli modiiler formlarin taniminda kullanacagiz.
Bu gruba N seviyeli Hecke denklik alt grubu adi verilir
Teorem 2.10. [, (N) < T've I (N) < I'"dir.

A # @ herhangi bir kiime ve G bir grup olsun. G grubu A kiimesi iizerinde
hareket ettigi zaman G grubu A kiimesini denklik siniflarina boler. Bu durumda
A kiimesinin iki eleman1 verildiginde birini digerine resmeden I"’nin bir eleman1 varsa

bu durumda bu iki nokta aym denklik sinifinda yer alir. Ozel olarak, G, I'nin bir alt



grubu ve z;,z, € H ise bu durumda z, = gz, olacak sekilde bir g € G bulunabiliyorsa
7, Ve zZ, noktalarina G — denktir denir.

Tamm 2.11. G, T’ nin bir alt grubu ve F, Hiist yar1 diizleminde kapal1 ve basit baglantili
bolge olsun. Eger F deki her bir z € H noktas1 F deki bir noktaya G — denk ise ancak F
nin i¢indeki iki farkli z; ve z, noktast G —denk degil ise (iki sinir noktast G — denk

olabilir) bu durumda F’ye ['nin G alt grubu i¢in bir temel bolge denir.
Teorem 2.12. T’ nin temel bolgesi F := {z € IHI| _71 < Rez < % ve |z| = 1} dir (Koblitz,

1984).

i
)

o=
+

1]~
P

W=

|
L
2

= |

Sekil 2.1. Modiiler grubun temel bolgesi.

Teorem 2.13.

olarak tanimlansm. T,S € I’dir. Bundan baska T = SL,(Z)/{%I} grubu T ve S
yardimiyla {retilebilir. Baska bir deyisle herhangi bir kesirli lineer doniisim T,S ve
bunlarin terslerinin lineer bir “kelimesi” olarak ifade edilebilir (Koblitz, 1984).

Ispat : (Koblitz, 1984)’te sayfa 102’de bulunabilir.

Tamm 2.14. H ile H U {co} U Q kiimesini gosterelim. Bu durumda H’ya H iist yar
diizleminin sonsuz ve reel eksen iizerindeki tiim rasyonel sayilarla genisletilmesi denir.

Burada {c0} U Q’nun elemanlarina “cusp” noktalar1 denir.



Teorem 2.15. I'nin elemanlart cusp noktalart i¢in gecisli permiitasyondur (Koblitz,
1984).

Ispat. g = (Ccl Z) €l y1 goz Oniine alalim. Bu durumda ad —bc =1 oldugu

kullanilarak % kesri ile bir g matrisi eslestirilebilir. Bu matris oo’u %’ ye gOtiiriir.
Boylece tiim rasyonel sayilar co’un I' denklik sinifinda yer alir.

Uyar1 2.16. I'’, I’ nin bir alt grubu olsun. Bu durumda I'"” nin elemanlar1 cusp noktalar
icin bir permiitasyon olup ancak bu etki gegisli degildir. Yani {0} U Q cusplar1 arasinda
genellikle birden fazla I'’" denklik sinifi vardir. I''” nin cusp noktasi denildiginde aslinda
cusp noktalarinin I'" —denklik simifi kastedilmektedir. Boylece bir cusp noktasini
belirtmek i¢in uygun bir denklik sinifi temsilcisi segilebilir. O halde I’ nin oo’ da tek bir

cusp noktasi vardir derken oo noktas1 herhangi bir % rasyonel sayisiyla yer degistirebilir

demek anlamina gelir.



3. MODULER FORMLAR

3.1. Giris

H iizerindeki alisilmis topolojiyi H kiimesine asagidaki sekilde genisletebiliriz.

flk olarak herhangi bir ¢ > 0 igin oo un agik komsuluklarmin bir temel sistemi
N¢ ={z € H|Imz > C} U {0}
olur.

z > q=e’™% (3.1
donlistimii yardimiyla H iist yar1 diizlemi delinmis acik birim diske resmedilir. Bu
doniisiimde oo € H noktas: orjinle eslestirilirse bu durumda N, orjin merkezli ve e ~27¢
yarigcaplt acgik diskin ters goriintiisiinii verir. H U {oo} iizerindeki topoloji (3.1)
dontistimii siirekli olacak sekilde tanimlanir.

(3.1)’deki z den g ya olan degisken degisimi modiiler fonksiyonlarin teorisinde
onemli bir yere sahiptir. Bu doniisiim yardimiyla H U {oo} iizerindeki bir analitik yapiy1
tanimlariz. Bagka bir deyisle, H {izerinde periyodu 1 olan fonksiyon verildiginde bu
fonksiyonun oo’da meremorf olmasini1 bu fonksiyonun g degiskenine gore bir kuvvet
serisi olan Fourier a¢iliminda en fazla sonlu tane negatif kuvvetli terime sahip olmasi
olarak aciklanir. O halde eger f(2) = Ypezane?™™ =Y,2a,q" fonksiyonu
meromorfsa n «< 0 igin a,, = 0 ise f(z), o’da da meromorftur. Eger tiim negatif n ler
icin a, = 0 ise f(z), oo’da analitiktir denir. Eger f(z), oo’da analitik ve a, = 0 ise
f(z), o’da sifir olur denir.

Daha genel olarak eger f(z) periyodu N olan bir fonksiyon ise bu durumda

2miz

z »qy:=e N doniisimi HU {oo} u acik birim diske resmeder. Boylece f(z)

fonksiyonu qy e gore bir Fourier serisi elde edilir ve bdylece yukaridaki tanimlarin
genellestirilmisleri elde edilir.

Tamm 3.1.1. f(z), H st yar1 diizleminde bir meromorf fonksiyon ve k bir tamsay1

olsun. f(z), hery = (Ccl Z

) € SL,(Z) igin

fyz) = (cz+ d)*f(2) (3.2)
esitligini saglasin. Bundan bagka f(z) sonsuzda meromorf olsun. Bu durumda
f(z)’ye T = SL,(Z) igin k—agirlikli bir modiiler fonksiyon denir. T' i¢in k —agirlikh

modiiler fonksiyonlarin kiimesi Ay (I") ile gosterilir.



Eger yukaridaki kosullara ilave olarak f(z), H iist yar1 diizleminin tamaminda
ve sonsuzda analitik ise bu durumda f(z) ye I' = SL,(Z) i¢in k—agirhikli bir modiiler
form denir. Bu 6zellikteki fonksiyonlarin kiimesi My (I") ile gosterilir.

Eger f(z)’nin Fourier serisi ),,—; a,q" seklinde ise yani a; = 0 ise bu durumda
f(z) modiiler formuna I" i¢in k—agirlikli cusp form denir. Bu 6zellikteki fonksiyonlarin

kiimesi S (T') ile gosterilir.

Uyant 3.1.2. T = SL,(Z) tam modiiler grubun iirete¢lerinin y; = ((1) 1) ve Yy =

(2 _01) oldugu dikkate alinirsa (3.2) esitligi [’nin tiim elemanlar1 i¢in dogru olmasi

gerektiginden 6zel olarak T ve S doniistimleri i¢in bu kosul
fz+1) = f(2) 3.3)
ve
f(=1/2) = (-2)*f(2) (3.4)
halini alir. Boylece f(z) bir modiiler form ise bu durumda f(z)’nin periyodik bir
fonksiyon oldugu goriiliir. O halde f(z)’nin bir Fourier serisi ile temsil edilebilecegi

sonucuna varilir. f(z) bir modiiler form ise g = e?™%

f(2) = Xnzo anq" (3.5)

ve Im(z) > 0 olmak lizere

yazilabilir.

Tanmm 3.1.3. f(z) modiiler formunun (3.5) seklindeki seri agilimma f(z) modiiler
formunun Fourier agilimi ya da ¢ —a¢ilim1 ve a,, sayilarina da f(z) modiiler formunun
Fourier katsayilar1 ad1 verilir.

Uyan 3.1.4.

1) (.1) esitligi icin y = (_01 _01

fonksiyon ise f(z) = (=1)*f(2)olur. k tek tamsayr ise f(2) = —f(2) ,

) € I' oldugu dikkate alinirsa f(z) bir modiiler

buradan f(z) = 0 olmak zorundadir. Boylece eger k tek tamsayi ise I' i¢in
k —agirliklt —6zdesligin sifirindan farkli- bir modiiler fonksiyon yoktur. Boylece
bu ¢alismada aksi belirtilmedikg¢e k’ nin ¢ift say1 oldugu kabul edilecektir.

2) =2 (22) = —— oldugundan (3.1) esitligi

dz _ dz \cz+d) — (cz+d)?

k)2
(%) f(yz) = f(z)seklinde yazilabilir. O halde f(z)(dz)*/? ifadesi T =

SL,(Z) modiiler grubun elemanlar1 altinda invaryant kalir. Boylece eger (3.1)
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esitligi y; ve y,i¢in saglamirsa y;y, icin de saglanir. Diger yandan T , S ve T
dontigiimleri tarafindan iiretildiginden bu bize (3.2) ve (3.3)’iin (3.1)’1 gerektirdigini
gosterir.
Teorem 3.1.5. k belli bir tamsayr olsun. Bu durumda A, (T),M,(T) ve S,(D),
C lizerinde sonlu boyutlu birer vektor uzayidir. Bundan baska f, k; —agirlikli modiiler
fonksiyon (veya modiiler form) ve g, k, —agirlikli modiiler fonksiyon (veya modiiler
form) ise bu durumda f.g de k; + k, —agirlikli modiiler fonksiyon (veya modiiler

form) olur. u, k; —agirlikli modiiler fonksiyon ve v, k, —agirliklt 6zdesligin sifirindan
farkli bir modiiler fonksiyon ise bu durumda % , ki — k, —agirlikli modiiler fonksiyon

olur. Ozel olarak sifir agirlikli modiiler fonksiyonlarin kiimesi bir cisimdir (Miyake,

2006).

3.2. Boyut Formiilleri

Bu boéliimde daha once birer sonlu boyutlu vektor uzayr oldugunu belirttigimiz
modiiler formlar ve cusp formlar uzaylari i¢in boyut formiillerini verecegiz.

Teorem 3.2.1. k < 0 i¢in M (T") modiiler formlar uzayinin boyutu 1°dir ve tam olarak
M, (T) = {0} dur. Ustelik M, (T) sabit fonksiyonlar tarafindan olusan bir vektdr uzayidir
ve tam olarak M, (T") = C ’dir (Newton, 2014).

Ispat. k < 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda Onerme 2.18, sayfa 10 geregi f
fonksiyonu H iist yar1 diizleminde ve sonsuzda analitik olamaz (Newton, 2014).
Boylece f 6zdesligin sifir1 olmak zorundadir.

f € My (') oldugunu kabul edelim. Bu durumda f’nin q —agilimindaki sabit
terim a,” da My(I')’ nin eleman: olur. g fonksiyonunu f — a, olarak tanimlayalim. Bu
durumda g € Sy (T) olur (Newton, 2014). Onerme 2.18 geregi g 6zdesligin sifir1 olmak
zorundadir. Béylece f = a, olur ki bu da ispati bitirir.

Teorem 3.2.2. k > 0 belli bir ¢ift say1 olsun. Bu durumda

Hiﬂ -1,k =2 (modl12)

dim S, (T) = ;2
HEH ,diger durumlarda
dir.

Ispat. (Wamer, 2016)’da Sayfa 4 , Teorem 1.2’den goriilebilir.
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Ornek 3.2.7.Magma Hesaplamali Cebir Sistemi Programi’nda I' ya da I’nin belli bir
alt grubu icin modiiler form ya da cusp form uzaylarmin boyutu asagidaki sekilde
kolayca hesaplanabilir (Bosma, vd, 1997). Ornegin; belli bir k- agirhindaki Iy (N) igin
modiiler formlar uzaymin boyutu Magma’da

>M:=ModularForms(N,k);

>Dimension(M);

kodlariyla kolayca hesaplanabilir. N ve k olduk¢a biiyiik olsa bile Magma
programi buna karsilik gelen modiiler formlar uzaymin boyutunu oldukca hizli bir
sekilde hesaplar.

Ornegin;N = 123456789999999999 ve k =6 icin M, (T,(N)) uzaymnmn
boyutu 69262929781584032 olup hesaplama siiresi Time = 0.000 dur.

Belli bir k ve N icin S (Iy(N)) cusp formlar uzay: asagidaki sekilde olusturulur:

>M:=ModularForms(N,k);

>S:=CuspidalSubspace(M);

Sk (Io(N)) uzayinin boyutu ise yukaridaki kodlara ilave olarak

>Dimension(S);

ile hesaplanir.

Modiiler formlar ve cusp formlar uzay1 C iizerinde birer sonlu boyutlu vektor
uzay1 oldugundan her bir uzay igin taban elemanlar1 Magma’da kolayca bulunabilir.
Ornegin; k = 4 ve N = 20 i¢in taban elemanlar1 asagidaki kod yardimiyla kolayca
bulunabilir. Dikkat edilirse M,([,(20)) uzaymin boyutu 12 oldugundan tabanda tam
olarak 12 tane vektor yani modiiler form vardir.

>M:=ModularForms(20,4);

>Dimension(M);

>M.1;

>1 +0(q*12)

>M.2;

>q + 12*q™11 + O(q*12)

>M.3;

>q™2 + O(q*12)

>M.4;

>q™3 - 2*qM 11 + O(qh12)
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>M.5;

>q™4 + 0(q"12)

>M.6;

>q™5 + 0(q*12)

>M.7;

>q"6 + O(q*12)

>M.8;

>qN7 +4*qM 1+ 0(qh12)

>M.9;

>q"8 + O(q*12)

>M.10;

>q"9 + O(q*12)

>M.11;

>0 + O(q™12)

>M.12;

>0(q™12)

Magmadaki kuvvet serileri istenilen haneye kadar genisletilebilir.

Benzer sekilde cusp formlar uzaylari i¢in de taban elemanlar1 Magma tarafindan
kolayca bulunur. Ornegin; N = 47 ve k = 4 i¢in S,(Iy(47)) cusp form uzaymin boyutu
11 olup taban elemanlar1 asagidaki kod yardimiyla bulunabilir:

>M:=ModularForms(47,4);

>S:=CuspidalSubspace(M);

>Dimension(S);

>S.1;

>q+ 6*q™11 +0(q12)

>S.2;

>q"2 + 12*q"*11 + O(q™12)

>S.3;

>q"3 +4*qM 1+ 0(qh12)

>S.4;

>q™4 + 8*q*11 + 0(q12)

>S.5;
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>q"5 +3*q* 11 + O(q*12)
>S.6;

>qM6 +4*q™M 1+ 0(qh12)
>S.7;

>q™7 +3*q* 1+ 0(qh12)
>S.8;

>q"8 + 6*q* 11 + O(q*12)
>S.9;

>q"9 + 10*q"11 + O(q*12)
>S.10;

>q*10 + 8*q*11 + O(q*12)
>S.11;

>13*qM 1+ 0(q™12)

3.3. Modiiler Form Ornekleri

Eisenstein serileri modiiler formlar i¢in olduk¢a 6nemli o6rnekler olup Fourier
katsayilarinin kolayca hesaplanabilmesi nedeniyle modiiler formlarin aritmetigi adina
biiylik 6nem tagimaktadir.
Tanim 3.3.1. k > 2 bir ¢ift tamsay1 olsun. Bu durumda k — agirlikli Eisenstein serisi

z € H olmak tizere

! 1
=Y
k(Z) mnez (mZ + n)k

olarak tanimlanur.

Burada )" sembolii toplamin ikisi birden sifir olmayan m ve n tamsayi giftleri
lizerinden alindigin1 gosterir.
Teorem 3.3.2. k > 2 bir ¢ift tamsay1 olsun. Bu durumda k — agirlikli normallestirilmis
Eisenstein serisi Ej(z) ile gosterilir ve Ep(z) =1-— %Z;’fﬂ ox_1(n) q" olarak
tanimlanir. Burada B), , k —inc1 Bernoulli sayisin1 gosterir ve o bodlen fonksiyonu
ox—1(n) = Y g, d*"tolarak tanimlanir (Koblitz, 1984).

Ornek 3.3.3. Baz1 E;, normallestirilmis Eisenstein serileri asagida verilmistir:

E,(z) =1+ 240 Z o;(n)q™
n=1
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E¢(z)=1- 5042 os(n)q"
n=1

Ei,(z) =1-24 Z a13(m)q"
n=1

Teorem 3.3.4. k > 2 i¢in E}, € M. (I")’dir (Koblitz, 1984).

Uyan 3.3.5. Teorem 4.3.2’de k = 2 durumu i¢in bir sey sOylenmemektedir ¢iinkii
E,(z) bir modiiler form degildir. E,(z) hemen hemen modiiler form adini1 alir. Detaylar
icin (Elmaagac, 2015)’de 5. Boliim’e bakilabilir.

Ornek 3.3.6. A(2) ile gosterilen diskriminant modiiler form E, ve E4 normallestirilmis

(Zﬂ)12
1728

Eisenstein serileri yardimiyla A(z) = (E,(2)3 — E4(2)?) olarak tanimlanir.

Teorem 3.3.7. A(z) € M, (T)’ dur.
Ispat : (Miyake, 2008)’de sayfa 129°da bulunabilir.
Eisenstein seriler ile modiiler formlar arasindaki giiclii iliski asagidaki teoremde
de verilmektedir.
Teorem 3.3.8.
1) k=4,6,8,10veya 14 ise bu durumda My (T') 1 boyutlu olup Ej) sayisindan
tiretilir. Bagka bir deyisle k nin bu degerleri i¢cin M (I') € CE}, olur.
2) Eger k < 12 veya k = 14 ise Si(I') = {0} dir. S;,(I") = CA dir ve k > 14 igin
Sk(T) = AMy_1,(I") dir. Baska bir deyisle k —agirlikli cusp formlar
(k — 12) — agirlikl modiiler formlar ile 4(z)nin ¢arpimu ile elde edilir.
Ispat. (Koblitz, 1984)’de sayfa 118’de bulunabilir.
E, ve Eg normallestirilmis Eisenstein serilerinin modiiler formlar teorisinde
onemli bir rol oynadig1 asagidaki teoremde de gosterilmektedir.
Teorem 3.3.9. Herhangi bir f € M (I') modiiler formu
f@= ) B E(z)
4i+6j=k
bi¢ciminde yazilabilir. Baska bir deyisle I' i¢in herhangi bir modiiler form E, ve Eg’ nin
polinomu seklinde yazilabilir.
Ispat. (Koblitz, 1984)’de sayfa 118’de bulunabilir.

Tamm 3.3.10. j —invaryant modiiler fonksiyonu j(z) ile gosterilir ve
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Ey(2)*

@) =128 s Ee )

olarak tanimlanir.
Teorem 3.3.11. j(z) € Ay(T'") dir (Miyake, 2006).
Teorem 3.3.12. T i¢in sifir agirlikli modiiler fonksiyonlar tam olarak j(z) nin rasyonel
fonksiyonlaridir.
Ispat. (Koblitz, 1984)’de sayfa 119°da bulunabilir.
Tamm 3.3.13. Dedekind n —fonksiyonu n(z) ile gosterilir ve z € H i¢in
n(z) = e2miz/24 [[2_ (1 — e2Tinz) (3.6)

olarak tanimlanir.

Simdi Dedekind n — fonksiyonu yardimiyla A(z) fonksiyonu i¢in bir ¢arpim
formiilii verilecektir.
Teorem 3.3.14. Karmasik karekok fonksiyonu i¢in logaritmanin esas dali karmasik

karekokiin negatif olmayan gercel kismini alacak sekilde segilsin. Bu durumda

n(F) =Vz/in (3.7)
dir.
Ispat. Dedekind n — fonksiyonu herhangi bir z € H icin sifirdan farkli bir degere
yakinsadig1r kolayca goriilebilir. Boylece (3.6) esitligi H iist yar1 diizlem iizerinde
analitik bir fonksiyon tanimlar. Bir an i¢in (3.7) esitliginin her iki yaninin logaritmik
tiirevlerinin birbirine esit oldugunu kabul edelim. Bu durumda (3.7) esitliginde bir
carpimsal sabit olmas1 gerekir. z = i alinarak bu sabitin 1 oldugu goriiliir. Buna gore

(3.7) esitliginin logaritmik tiirevi alinarak

m — ﬁ _ [e's) ne?"
n(z) T 24 (1 24271:1 1_327tinz) (38)

21iz

bulunur. Bu toplamdaki her bir terimin q = e olmak iizere q" cinsinden bir

geometrik seriye acilirsa ve ardindan q’nun kuvvetlerine gore diizenlenirse

'(z) _ 2mi o 2mi
T = 2s 1 2435 (™) = 7 Ex(2) (3.9)
olur. (3.7)’deki esitligin logaritmik tiirevi alinarak (3.7)’nin dogru oldugu kabulii
altinda:

n"(Yz) 1 1@
ol Tz e (3.10)

olur. (3.9) esitligi kullanilarak (3.10) esitligi
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halini alir. Bu ise (Koblitz, 1984) sayfa 113, 6nerme 7 geregi dogru olur. Bu ise ispati
bitirir.

2miz

Teorem 3.3.15.q = ¢ olmak tizere

@0 a@ =q| [a-qam*

dir (Koblitz, 1984).

Uyari 3.3.16. Teorem 3.3.14’{in ispatinda 1(z) i¢in dogru olan fonksiyonel esitligini
elde edebilmek i¢in E,(z) Eisenstein serisi dnemli bir rol oynar ve boylece dogal olarak
Teorem 3.3.15.’nin ispat1 da etki eder.

Dedekind 1 —fonksiyonu modiiler formlarin ¢alisilmasinda oldukca kritik bir 6neme
sahiptir. Ornegin, denklik alt gruplar {izerinde tanimlanan modiiler formlar icin Fourier
katsayilar1 kolaylikla hesaplanabilen 6rnekler olustururlar. (Alaca, vd, 2016a) , (Alaca,
vd, 2016b).

Ornek 3.3.17. (1(2)n(32))° € S¢(Ty(3))’dir (Demirkol Ozkaya, vd, 2017).
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4. YARIM TAMSAYI AGIRLIKLI MODULER FORMLAR

4.1. Giris
Tamm 4.1.1. k bir pozitif tek tamsay1 ve A = % olsun. Bu durumda S =1+ % sayisina

yarim tamsayt denir.
Uyan 4.1.2. Dikkat edilirse yarim tamsayi aslinda “bucguklu sayi”dan bagka birsey
degildir.

Bu béliimde S: A +% agirlikli modiiler formlar1 inceleyecegiz. Bu modiiler

formlarin tamsayr agirlikli modiiler form tanimindaki fonksiyonel esitligi saglamasini

beklenir. Boylece, kabacaf gibi yarim tamsay1 agirlikli bir modiiler form I' = SL,(Z)

yadabazi I c ' kongriians alt grubundan alinan (Z Z) matrisi i¢in

F((az + b)/(cz + d)) = (cz + d)*3f()
fonksiyonel esitligini saglamalidir. Ancak karmasik kok fonksiyonu logaritmanin uygun
bir dalinin secilmedigi takdirde tek degerli olmadigi i¢cin tanimda oldukg¢a dikkatli
olmaliyiz. Boylece, bu karmasik karekok fonksiyonunu ele almak i¢in daha derin bir
tanima ihtiya¢ duyulur.

Yarim tamsay1 agirlikli modiiler formlar, tipki tamsay1 agirliklt modiiler formlar
gibi Eliptik Egriler Teorisi’yle yakindan iligkilidir. Bu kez baglant1 “Shimura-Shintani
Yiikseltmesi” yardimiyla olur. Ayrmntili bilgi icin (Inam, 2011)’e bakilabilir. Konuyla
ilgili standart referans ise (Shimura, 1973)’djir.

Diger yandan modiiler formlar ile kuadratik formlar arasinda énemli bir baglanti
vardir. Bu ise tam olarak modiiler formlarin belirli bir kuadratik form tarafindan bir
tamsay1y1 temsil sayisin1 bulmakta kullanilmasidir. Bu baglanti kuadratik formlarin teta
serileriyle olusturulur.

Tanim 4.1.3. n-degiskenli kuadratik form

n

fXq, s Xy) = z a; X7 + z a;j X;X;

i=1 i>j
seklinde ifade edilir. Burada a;; € Z’dir.

Tanim 4.1.4. f kuadratik formuna karsilik gelen teta serisi @ (f) ile gosterilir ve

0N = ) g/t
(X1,-4Xn)
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olarak tanimlanir.
Uyarni 4.1.5. Tanima dikkat edilirse /* bir kuadratik form ve @ (f) buna karsilik gelen
teta serisi ise O (f)’nin g—agilimindaki a, katsayisi n tamsayisinin f kuadratik formu ile
temsil sayisini verir. Bunu agagidaki 6rnekle aciklayalim.
Ornek 4.1.6. f = X% + 11Y? kuadratik formunu gz 6niine alalim. Bu durumda
(X% +11Y2) = z qX2+11Y2
(x,)eZxT
=1+2q+2q*+2q° +2q** + 4q*% + 4q*> + 2q*° + -
olur. Burada 6rnegin, ¢'*’li terimdeki katsay1
X2 +11Y%2 =12
denklemini saglayan (x, y) tamsayilarinin sayis1 hesaplanarak elde edilir. Dikkat edilirse

bu denklemi saglayan (x,y) tamsayi ikilileri 4 tanedir.

n—degiskenli kuadratik formlar nxn tipindeki matrisler yardimiyla temsil
edilebilirler.
Tamm 4.1.7. n = 2 durumunda a , b € Z olmak iizere f = aX? + bXY + cY? kuadratik

formuna karsilik gelen matris

A= (bc/lz b£2>

olarak tamimlanir. f = aX? 4+ bXY + cY? kuadratik formun diskriminanti det (A)
olarak tanimlanur.

Kuadratik formlarin teta serileri lizerinde agagidaki gibi bir denklik bagintist
tanimlanabilir.
Tamm 4.1.8. R bir halka, f ve g iki kuadratik form, 4 ve B sirasiyla f ve g nin katsay1
matrisleri olsun. Eger 4 = a - B olacak bicimde a € SL,(R) var ise f ve g kuadratik
formlarma R tlizerinde benzerdir denir.

Teorem 4.1.9. [, n—degiskenli kuadratik formlarin bir denklik sinifi olmak iizere
O(l) € Mn(N, y;)’ dir (Shimura, 1973).

2
Tamm 4.1.10. f've g kuadratik formlar olsun. Eger / ve g hem R {izerinde hem de tiim

p asallari i¢in Z,, izerinde benzer ise fve g kuadratik formlarinin cinsleri aynidir denir.

Teorem 4.1.11. /; ve /, kuadratik formlarin ayni cinse sahip iki denklik sinifi ise bu

durumda O (l;) — O(l,) bir cusp formdur (Siegel, 1966).
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4.2. Tamim ve Ornekler

Karmagik karekok fonksiyonunun tek degerli olabilmesi adina argliman araligi

her zaman (_7”,2] arahigidan alinacaktir. Béylece vz kompleks diizlem iizerinde

negatif reel eksen ile tasinan holomorfik fonksiyondur. Dikkat edilirse bu fonksiyon
pozitif reel sayilar1 pozitif reel sayilara, iist yar1 diizlemdeki kompleks sayilari I.
bolgeye ve alt yar1 diizlemdeki kompleks sayilar1 IV. bolgeye tasir. Detayli bilgi
(Baskan, 2012)’da bulunabilir.

Tanim 4.2.1. Herhangi bir k tamsayisi icin z¥/? yi (v/z)¥ olarak tanimlariz.
a b .
Tanim 4.2.2.y = (c d) veyz = (az + b)/(cz + d) igin

fyz) = (cz + d)*f(2)
ozdesligindeki(cz + d)* terimi “otomorfi carpani” olarak isimlendirilir.
Uyar 4.2.3. Bu otomorfi ¢arpaninin y ve z’ye bagli oldugu aciktir. Yani sifirdan farkl
bir f fonksiyonu i¢in J(y, z) otomorfi ¢arpani z € H ve y belli bir matris grubu elemani
olmak tizere
frz) =], 2)f (2)
ozelligine sahiptir. Clinkii

f(apz) _ f(apz) f(B2)
f@  fB2) f(2)

herhangi bir otomorfik ¢arpan

J(v,2),](aB,z) = ](a, Bz).] (B, z) 4.1)

b

d) €T =SL,(Z) icin J(7,2) = (cz + d)

esitligini saglamahdir. Ornegin y = (Z

-1
0

J(—1,z) = 1 esitligini de saglamalidir. Otomorfi ¢arpaninin bir diger 6rnegi ,

@ Z) € T, (4) igin

(4.1)’1 saglar. Eger —1 =( _01) matris grubunda ise, bu durumda J(y,z) ,

14

Jv,2) =j{y,2z) = (g) ;' Vez+d

2miz

dir. Bu fonksiyon g = e olmak tizere

fonksiyonunun bir otomorfi garpani olur (inam, 2011).
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Lk . .
k tek tamsayisi i¢in 57 agirlikli modiiler formun taniminda varsayalim ki,

fz) = (cz + D**f (2)

0zdesligini saglayan f fonksiyonlarini arayalim.

Teorem 4.2.4. Herhangi bir k tek tamsayisi ve herhangi bir '’ c T kongriians alt grubu
icin sifirdan farkli bir fonksiyonun otomorfik ¢arpani J(y, z) = (cz + d)*/? olamaz.

Ispat. Bunu gérmek icin N > 2 ve I’ © T'(N) oldugunu kabul edelim.

_(N+1 N (1 0 , e
a—(_N 1_N)Ve,8—(_N 1)olsun.Ozamana,,BEF ve (4.1) geregiH {ist

yar1 diizleminin tizerinde holomorfik fonksiyonun asagidaki esitliginin k-inc1 kuvvetini

gerektirecek:

\/(NZ—ZN)z+1—N=\/ N 4 1-N.V=Nz+1(42)

" (=Nz+1)

Acik¢a (4.2) nin karesi bunu gosterir. Boylece esitligin sag tarafindaki kokli
ifadeler alt yani diizlemde oldugundan sag taraftaki iki karmasik sayinin ¢arpani IV.
bolgede ancak (N? — 2N) oldugundan sol taraf 1. bélgededir. Bdylece —1 in bir ¢arpam
ve (4.2) nin k —inc1 kuvveti (4.2)’yi saglamaz. Eger k tek tamsayi ise —1 tarafindan da

(4.2) saglanmaz. Boylece J (v, z) = (cz + d)*/?olamayacag goriiliir, bu da ispat: bitirir.

Bu sikintiyr asmanin en kolay yolu hery = (Z Z) € I[L(4) i¢in otomorfi
carpani
. 0 -
jn =20 g = (E) e Verd 4.3)

ifadesinin k —inc1 kuvveti olarak tanimlanacaktir Yani I'" c Ij(4) kongriians alt grubu
icin " de herhangi bir kesirli lineer doniistimii altinda ©(z) nin k —mnc1 kuvveti gibi

dontistiiren H iist yar1 diizlemi iizerinde holomorfik bir fonksiyon olarak tanimlamaktir.
Burada asagida cusp noktalarinda holomorflugu aciklanacak olan % — agirlikli modiiler
formu tanimlar.

(g)’nin Legendre sembolii olduguna dikkat edersek kuadratik normal rezidii
sembolii gibi pozitif tek bir asal d sayisi i¢in tanimlanir, yani her pozitif tek d tamsayisi

icin carpimsaldir ve son olarak negatif d tamsayis1 i¢in ¢ > 0 ise (F‘C”) ve ¢ <0 ise
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- (ﬁ) olarak tanimlanir. Dahast d = 1(mod4) ise ¢4 =1 ve d = —1(mod4) ise

g4 =1 olarak tanmmladik. Boylece &4% = y_;(d) = (=1)@D/2 olur. Dikkat
edilirsed pozitif sayilarin yani sira negatif sayilar i¢in de gecerlidir.
Boylece y € Ih(4) ve k tek tamsayisi igin f(2)|[y]k = j(y,2) *f(yz) olarak
2

tanimlarsak y € I'' i¢in [y]x tarafindan belirlenen I''igin g— agirlikli modiiler form
2

elde edilebilir. Tamsayr agirlikli olmast durumunda rasyonel girdilere sahip ve
determinanti pozitif olan keyfi a € GL}(Q) matrisi icin [a]y 52yl tammlamak
isteyecegiz. Ancak otomorfi ¢arpanij(y,z) sadece y € [,(4) i¢in tanimlandigindan
a € GL}(Q) karekok fonksiyonu i¢in logaritmanin esas dali keyfi sekilde secilemez. Bu
durum her bir @ € GL} (Q) nun iki kopyasini igeren G grubu, GL} (Q)’dan daha biiyiik
(cz + d) nin karekokiiyle eslesecegi bir grup ile calismamizi gerektirir. BoyleceG’yi
aslinda GL}(Q)’nin dort yaprakli ortiisii olarak tanimlayacagiz. Simdi G grubunun net
tanimini verelim.

T c C birimin dordiincii dereceden koklerinin grubu yani T = {1, i} olsun.

a b

Tamm 4.2.5. G kiimesini belli t € T2 = {+1} icin a = (C d) € GLE(Q) olmak

tizere, H {ist yar1 diizlemi tizerinde ¢ (z) holomorf ve
. (cz+d)

() = Vdeta

olacak sekildeki (a,d)(z)) siral1 ikililerinin kiimesi olarak tamimlariz. Yani, her bir
a € GL3(Q) ve her bir belli t = {£1} i¢in olasi iki eleman (a, +¢(z)) € G vardir. G
nin iki elemaninin bileskesini
(@ ¢@)(B.¥(@) = (aB, $(B2)P(2)) (4.4)

olarak tanimlariz.
Teorem 4.2.6. G , (4.4) esitliginde taniml ikili islem ile bir gruptur
Ispat. (Koblitz, 1984)’de sayfa 179’da bulunabilir.

P:G - GL (Q), (a,d)(z)) — a olarak tanimlansin. Asikar olarak bu doniisim
bir homomorfizmdir. Bu donilisiim aslinda izdiisiimden baska birsey degildir. P’nin
¢ekirdegi tiim (1, ¢(2)) € G lerin kiimesidir. (1, $(2)) € G igin ¢(2)? = t oldugundan

¢(z) birimin dordiincii dereceden kokiine esit sabit bir fonksiyon olmak zorundadir.
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P
Boylece T yi G ye t » (1,t) ile doniistiiriirsek 1 — T — G - GL3(Q) — 1 tam dizisi
elde edilir, diger bir deyisle P’nin ¢ekirdegi, T’nin t = (1,t) donisiimii altindaki

goriintlistidiir.

Benzer bir sekilde belli a € Q i¢in a = a((l) Jl) ise @ nin P altindaki ters

goriintiisii t € T i¢in (@, t) nin tiim ¢iftlerinin kiimesidir, ¢iinkii bu durumda da ¢ (z)?
nin +1oldugu bulunur.

G! = P7Y(T") kiimesi @ € T = SL,(Z) olacak sekildeki(a, ¢(2)) € G ciftlerinin
kiimesi olarak tanmimlansin. G! asikar olarak G’nin bir alt grubudur. Eger & =
(a, qb(z)) € G ise z € H i¢in az gibi ayn1 anlama gelen £z notasyonunu kullanacagiz.

&= (a,d)(z)) € G ve herhangi bir k tamsayisi i¢in H st yar1 diizleminde f
fonksiyonu {izerinde bir [£] /, operatdriinii

f@IElks2 = flaz)p(2)~* (4.5)
kuraliyla tanimlayalim. Bu, G grubunun bdyle fonksiyon uzaylar: iizerinde hareketini
verir, mesela (4.4) den dolayt (f (2] [&11e/2)| [E:)i/2 = f @I [E1€21ksa olur.

Simdi [,(4)’lin bir alt grubu I'’ olsun. O zaman y € I'" elemanlar i¢in j(y, z)
olarak tanimlanir. [’ := {(y, j(y, Z))|y €I’} ’dir. Agik¢a [, Pizdiisiim doniisiimii
altinda T ye izomorf olan G nin bir alt grubudur. L, Ty(4)’den G’ye ¥ = (v,j(7,2)) €
G olarak tanimlanan doniisiimii gostersin. O zaman P ve L, [;(4)’dan T,(4)’e ters
izomorfizmine karsilik gelir. L, P projektif doniislimiiniin yiikseltmesi olarak
adlandirilir. Bu notasyonumuzda I, (4)’den G’ye bu yiikseltme

L:ye 7=j@2)P: (rjy.2)) ey
olarak verilir. Iy (4)’de sonlu katsayiya sahip alt grup olan I'" , y € I'" i¢in [¥]x/, altinda
invaryant olan f(z) , H st yar1 diizleminde bir meromorf fonksiyon olsun. Simdi f(2)
icin meromorf, analitik veya s € QU {oo} bir cusp noktasinda sifir olmayi
tanimlayacagiz. Once oo’da cusp noktasini ele alacagiz. [y(4)’de (ve bdylece I"da) I’

sonlu katsayiya sahip oldugundan [, = {i (é ]1)} ile arakesiti —1 €T’ ise
JEL

{i (é ’11)]} formunda , —1 ¢ I'" ise ya {(é }11)]} ya da {(— ((1) i{))l} formunda

olmak zorundadir (Her zaman h > 0 aliriz.).
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Boylece [—1] /2 0zdeslik oldugundan ve ]<((1) }11),Z> = 1 oldugundan tiim

durumlarda z = z + h doniisimii altinda f doniisimii invaryant kalir ve bdylece
qn = e?™#/" kuyvet serisi agilimina sahiptir. Tamsay: agirlikli olmasi durumunda
qr’nin negatif kuvvetleri ve sadece sonlu sayida olur ise f , co’da meromorftur deriz,
qr’nin hi¢ negatif kuvveti bulunmuyorsa oo’da analitiktir deriz ve oo’da f analitik
oldugunda da f(o0)’u sabit terim olarak tanimlariz.

s € Q U {00} oldugunu kabul edelim. s = aco , a €T ve @ : P(§¢) = a izdiisim
fonksiyonu G1’in herhangi bir eleman1 & = (a, qb(z)) olsun. f‘s' = {)7 € f’|ys = s} ve
GL = {n € G'|noo = »} olarak tammlariz. T, = {i ((1) ]1)} , ((1) ]1) icin ¢(z) sabit
L j
0 1
£71F.& | GV’ de kapsandi ve oo’da sabitledi , drnegin €1, & G . Dahasi P, £71F, ¢

t fonksiyonu olmak zorunda oldugundan G& = {(+( ),t)| jEZtE T} olur.

dan a " !Ty'a c T, a bir izomorfizmi verir. I’ , T' da sonlu katsayiya sahip oldugundan

a Tfa , {i ((1) }11)]} , {(é }11)]} ya da {— ((1) }11)]} formlarindan biridir. Boylece

bazi t € T icin +671F,'¢ = {(i (é ?)t)j} dir.
jez

s ve & , h > 0 verildiginde mod + 1’de a™'I'a nin bir iireteci olan (é }11)’1

icerecek sekilde tanimlansin. O zaman P , ¢ _1f‘5’§' tizerinde 1-1 oldugundan

1 h

ia(o 1

) a~! €Ty ya L yiikseltme doniisiimii uygulayarak t yi bulabiliriz.

1 h

Teorem 4.2.7. <(O 1

), t) € G elemani sadece s cusp noktasinda I'’ denklik sinifina

baghdir.

Artik T’ nin s cusp noktasinda meromorf, analitik ve sifir olma durumlarin
tamimlayabiliriz. 7 € I igin [] k2 altinda f invaryant olsun. s =¢c0 ve g =

wolarak alinsm. O zaman herhangi bir +&719'& € +&E7Y icin
/

g |[£&77'¢]

N

= |78z = flEls2 = g dir. Yani g [((3 ’;),t>] altinda
k/2

invaryanttir :
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9(2) = g(@)| [((3 ’1‘),t>]k =tk g(z+h)

: _zmi_
r=20, ,%,Z oldugunda t* = e?™" yazalim. O zaman e~ » g(z),z—z+h

i

2mirz

doniigiimii altinda invaryant kalir , ve boylece bir e” » g(z) = Y. a,qj Fourier seri
acilimini elde ederiz yani

g(z) — Z anezmz(n+r)/h

n
dir.

Simdi tiim n ler i¢in a,, = 0 ise f, s de meromorftur denir ancak n < 0 ile sinirh
olarak. f, s de analitik ise f(s) :=lim, ;s g(z) olur. Otomatik olarak ilk terim

2mizr/h

ape olmast durumundan dolayt r # 0 ise f(s) =0diwr. r =0 ise o zaman

f(s) = ap dir. Bu tanimlar1 sadece s’nin I''-denklik simifina bagldir yani & € I ve
§19 = soldugunda, g = f|[&lk/2 » 91 = f[V¢1lk 2 ile yer degistirilebilir.

f(s) degeri , bir modiiler formun bir cusp noktasinda bazi belirsizlikleri vardir.

Yani <((1) }11) , t) Evet, €T ile & € G yi degistirirsek o zaman t; ¥ ile g = fI€]k/2
carpima etki eder. k/2 yarim tamsayi ise i nin kuvveti ile yeri degisebilir ; eger k /2 bir
tek tamsay1 ise o zaman f(s) yalnizca +1 e farkiyla tanimlanabilir ve k/2 bir ¢ift
tamsay1 ise o zaman f(s) tiim durumlarda iyi tanimlidir.

I nin s cusp noktasi ve k tamsayisi verilsin. Eger r # 0 ise s , k- diizensizdir
ve r = 0,yani t* = 1lise s, k- diizenlidir deriz. Bdylece f cusp noktalarinda analitik
ise , tim k- diizensiz cusp noktalarinda otomatik olarak sifir olur.

Dikkat edilirse I’ nin verilen bir s cusp noktasi olup olmadigi mod4’e gore
yalnizca k {lizerinde k-diizenli ya da k-diizensiz olmasina baglidir. Yani t = +i ise o
zaman cusp noktasi k /2 ¢ift tamsay1 olmazsa k- diizensizdir ; eger t = —1 ise 0 zaman
k /2 bir tamsay1 olmazsa k- diizensizdir ve eger t = 1 ise her zaman k- diizenlidir. k /2
bir tek tamsay1 oldugu zaman, diizenli ve diizensiz cusp noktalarinin tanimlar1 ¢akisir.
Tamim 4.2.8. k herhangi bir tamsay1 ve I'"  I},(4) sonlu bir alt grup olsun. Tiim 7 € I/
i¢in [y]i/, altinda invaryant olan f(z), H st yar1 diizlem iizerinde meromorf bir
fonksiyon olsun. I'" nin her cusp noktasinda f fonksiyonu meromorf ise f(z) , I’ i¢in

k/2- agirlikli bir modiiler fonksiyon olur deriz. Eger f(z), H iist yar1 diizlem iizerinde
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ve her cusp noktasinda analitik ise f(z) bir modiiler formdur ve f € My /, (") seklinde
gosterilir deriz ve f € Sy, (") dir deriz.

Simdi N, 4’lin bir pozitif ¢arpani olsun bdylece I,(N) c I,(4) olur. y, (Z/

NZ)* n bir karakteri olsun. y = (Ccl Z) € [H(N) icin
flPlisz = x(@f (4.6)

oldugunda M,,,(To(N),x) , f yi igeren My, (fl(N))’nin bir alt uzaymi belirtir.

Si/2(To(N), x) = Sq/2 (f‘l (N )) N My 2(To(N), x) olarak tammlariz. Tamsayr agirhikli
modiiler formlardaki benzer argiimanlar gosterir ki,
Mz (Fi(N)) =@ Miej2(Fo(N), %) di.

Dahast mod N de y; ve y, Dirichlet karakterleri ise tanimdan hemen f; €

Myi /2 (To(N), x) (= 1,2) |, fifz € Mg 41,)/2(Fo(N), x1.x2) oldugu goriiliir.
Dikkat ediniz ki herhangi bir kK €Z icin y, bir tek karakter ise
My, (To(N), x) = 0 dir, ¢iinkii (4.6)’da ¥ i¢in —1 i yerine koydugumuzda gorebiliriz ki:

f

[((_01 _01), 1>l = f = x(—=1)f dir. Ornegin y = 1 alisilmis karakter sadece
k/2

(Z/NZ)* in ¢ift karakteri oldugundan

My, (1:1(4)) = My;5(To(4),1) = My, (f0(4))
dir.

Eger 4|N ise , n € (Z/NZ)* i¢in y_;(n) = (—1)™V/2 jle tammlanan mod N
karakteri y_;’1 gosterir.

Onerme 4.2.9. 4|N , k/2 € Z olsun. O zaman M, ,,(To(N), x) = My (N, x*/*x)

Sk2(To(N), ) = Sij2(N, ¥/ x) dir (Koblitz, 1984).

Onerme 4.2.10. 0(2) = Y% _., g™ , n tek tamsayisi icin F(2) = Ypao 01(n)q" ,q =
e2™z glgun. 1/2-agirhg © ya 2-agirhgi F ye atansin. O zaman M/, (f0(4)) , C[©,F]
de k/2- saf agirligina sahip tiim polinomlarin uzayidir (Koblitz, 1984).

Sonug 4.2.11. DimMy ([,(4)) = 1+ [k/4] dir (Koblitz, 1984).
2
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