
                                                                             
      ESKøùEHøR  BøLECøK  
ANADOLU ÜNøVERSøTESø ùEYH EDEBALø ÜNøVERSøTESø 

Fen Bilimleri Enstit�s� 
Matematik Ana Bilim DalÕ 

ELøPTøK EöRøLERøN FARKLI MODELLERø ÜZERøNE 

Bayram YAùAR 
Y�ksek Lisans 

Tez DanÕúmanÕ 
Doç. Dr. ølker øNAM 

BøLECøK, 2019 
Ref.No: 10309582



                                                                             
      ESKøùEHøR  BøLECøK  
ANADOLU ÜNøVERSøTESø ùEYH EDEBALø ÜNøVERSøTESø 

Fen Bilimleri Enstit�s� 
Matematik Ana Bilim DalÕ 

ELøPTøK EöRøLERøN FARKLI MODELLERø ÜZERøNE 

Bayram YAùAR 
Y�ksek Lisans 

Tez DanÕúmanÕ 
Doç. Dr. ølker øNAM 

BøLECøK, 2019 



                                                                     
      ESKISEHIR  BILECIK  
ANADOLU UNøVERSøTY SEYH EDEBALI UNøVERSøTY 

Graduate School of Sciences 
Department of Mathematics 

ON DIFFERENT MODELS OF ELLIPTIC CURVES 

Bayram YAùAR 
Master¶s Thesis 

Thesis Advisor 
Assoc. Prof. Dr. Ilker INAM 

BILECIK, 2019 
 





 

TEùEKKÜR 

 Bu oalÕúmanÕn \�r�t�lmesi sÕrasÕnda deste÷ini esirgeme\en danÕúmanÕm  

Doo.Dr.ølker ønam¶a, \o÷un oalÕúmalarÕm sÕrasÕnda sabÕr g|sterdi÷i ve bana katlandÕ÷Õ 

ioin biricik eúim Sebahat¶e, motivas\on deste÷i ve �mit verici konuúmalarÕ ile beni 

rahatlatan annem, babam, kardeúlerim ve sevgili ]�mrem Mustafa Dino¶e, \a]Õm 

sÕrasÕnda ve oluúan aksaklÕklarda destek veren ve iúleri \oluna ko\ma\a ga\ret g|steren 

Bilecik ùe\h Edebali hniversitesi Fen Bilimleri Enstit�s� personeline ve oalÕúmam 

sÕrasÕnda k�o�k ve\a b�\�k \ardÕmÕnÕ esirgeme\en baúta Dr. H�se\in HÕúÕl olmak �]ere 

herkese teúekk�r ederim. 

 



 

BEYANNAME 

Bilecik ùe\h Edebali hniversitesi Fen Bilimleri Enstit�s� Te] Ya]Õm 

KÕlavu]u¶na u\gun olarak ha]ÕrladÕ÷Õm bu te] oalÕúmasÕnda, te] ioindeki t�m verileri 

akademik kurallar oeroevesinde elde etti÷imi, g|rsel ve \a]ÕlÕ t�m bilgi ve sonuolarÕn 

akademik ve etik kurallara u\gun olarak sunuldu÷unu, kullanÕlan verilerde herhangi bir 

tahrifat \apÕlmadÕ÷ÕnÕ, baúkalarÕnÕn eserlerinden \ararlanÕlmasÕ durumunda ilgili 

eserlere bilimsel normlara u\gun olarak atÕfta bulunuldu÷unu, te]de \er alan verilerin 

bu hniversite ve\a baúka bir �niversitede herhangi bir te] oalÕúmasÕnda kullanÕlmadÕ÷ÕnÕ 

beyan ederim. 

«../«./ 2019 

 

 

Bayram YAùAR 

 



I 

ELøPTøK EöRøLERøN FARKLI MODELLERø ÜZERøNE 

ÖZET 

 Eliptik e÷riler matemati÷in son \Õllarda oldukoa geniú bir bilim insanÕ toplulu÷u 

tarafÕndan oalÕúÕlan |nemli bir konusudur. Kriptoloji u\gulamalarÕ oldukoa dikkat 

oekicidir. Bu alandaki ihti\ao nedeni\le oeúitli kriptosistemler s|] konusu olup,              

7 b|l�mden oluúan bu oalÕúmada eliptik e÷rilerin farklÕ modelleri incelenmiútir. ølk 

b|l�mde eliptik e÷ri kriptolojisi tanÕtÕlmÕú olup, ikinci b|l�mde EdZards e÷rileri ve 

�o�nc� b|l�mde tZisted EdZards e÷rileri incelenmiútir. D|rd�nc� b|l�mde ise eliptik 

e÷riler ioin verilen d|rt sevi\e bir theta modeli tanÕtÕlmÕútÕr. Beúinci b|l�mde ise yine 

eliptik e÷riler ioin verilen \eni bir theta modeli ele alÕnmÕútÕr. AltÕncÕ b|l�mde bu 

modellerin mali\et anali]i \apÕlmÕú olup son b|l�mde ise ba]Õ modellerin mali\et 

karúÕlaútÕrÕlmasÕ ile sonuo ve tartÕúma \apÕlmÕútÕr. dalÕúma derleme niteli÷indedir.  

Anahtar Kelimeler: Eliptik E÷riler; Edwards E÷rileri; Theta Modeli 



II 

ON DIFFERENT MODELS OF ELLIPTIC CURVES 

ABSTRACT 

 Elliptic curves are an important topic of mathematics that has been studied in 

recent years by a very large group of scientists. Cryptology applications are quite 

striking. Due to the need in this field, various cryptosystems are involved, and in this 

seven-part study, different models of elliptic curves are examined. In the first part 

elliptic curve cryptography is introduced and in the second part Edwards curves and in 

the third part twisted Edwards curves are examined. In the fourth chapter, a four-level 

theta model for elliptic curves is introduced. In the fifth chapter, a new theta model for 

elliptic curves is discussed. In the sixth section, the cost analysis of these models is 

made and in the last section the cost comparison of some models and conclusion and 

discussion is made. The study is compilation. 

Keywords: Elliptic Curves; Edwards Curves; Theta Model  
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1. ELøPTøK EöRø KRøPTOLOJøSø 

 1.1. Giriú 

Eliptik E÷ri Kriptolojisi (EEK) veri\i úifrelemenin |\le bir \oludur ki sadece 

u]man kiúiler bu úifre\i o|]ebilirler. G�n�m�] biliúim oa÷Õndaki en |nemli konulardan 

birisi veri g�venli÷idir. EEK¶nin geroek ha\at u\gulamalarÕnÕn \anÕ sÕra en ook 

kullanÕldÕ÷Õ \er internet veri trafi÷indeki úifrelemedir. grne÷in bir e-postanÕn sadece 

muhatabÕ tarafÕndan okunmasÕ ioin úifrelenmesinde EEK kullanÕlÕr.  

Kamusal anahtar úifrelemenin birook metodu vardÕr. EEK bunlardan \alnÕ]ca 

biridir. (Cohen ve  Frey 2006)¶den de takip edilebilece÷i �]ere kamusal anahtar 

úifrelemelerde RSA, Diffie-Helman vb. baúka algoritmalar da kullanÕlÕr. Aúa÷Õdaki 

úemada kamusal anahtar úifrelemesi g|sterilmiútir. 

 
ùekil 1.1. Kamusal Anahtar ùifrelemesi 

Dikkat edilirse ùekil 1.1¶de iki anahtar vardÕr: kamusal anahtar ve |]el anahtar. 

Bu iki anahtar sÕrasÕ\la veri\i úifrelemede ve veri �]erindeki úifre\i o|]mede kullanÕlÕr. 

g\le ki veri aktarÕlÕrken D�n\a �]erindeki herhangi bir kiúi úifreli veri\i g|rebilirken 

g|nderen ve alÕcÕ dÕúÕnda kimse mesajÕ oku\ama].  

Örnek 1.1.1. Bayram yeni ispatladÕ÷Õ teoremi Sebahat¶e g|ndermek isti\or. Ancak bu 

|nemli teoremin ispatÕnÕ kimsenin g|rmesini istemi\or. Kamusal anahtar úifrelemesi 

\ardÕmÕ\la Ba\ram aúa÷Õdaki adÕmlarÕ takip ederek bu mesajÕ g�venli bir úekilde 

Sebahat¶e iletebilir.  

1) Ba\ram, Sebahat¶e gi]li bir mesaj \ollamak istedi÷ini belirtir. 

2) Sebahat , Ba\ram¶a kendine ait olan kamusal anahtar yollar. 
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3) Bayram mesajÕnÕ bu anahtar ile úifreler.  

Teorem + Kamusal anahtar = 3d4k7lj79hghsgfd6656vhv 

4) Ba\ram, Sebahat¶e úifrelenmiú mesajÕ g|nderir.  

5) Sebahat, mesajÕn úifresini o|]ebilmek ioin |]el anahtarÕ kullanÕr.  

3d4k7lj79hghsgfd6656vhv + |]el anahtar = Teorem 

B|\lece Ba\ram, Sebahat¶e teoremin ispatÕnÕ g�venli bir úekilde ulaútÕrmÕú olur.  

UyarÕ 1.1.2. Kamusal  anahtar herkes ile  pa\laúÕlabilir. g]el anahtar i\i saklanmalÕdÕr. 

d�nk� bu anahtar ele geoirilirse mesaj kola\ca okunabilir. Bilgisa\ar \ardÕmÕ\la 

úifreleme ve úifre o|]me hÕ]lÕca \apÕlabilir. Bir bilgisa\arÕn |]el anahtara sahip olmadan 

úifreli mesajÕ o|]ebilmek ioin belki de mil\onlarca \Õl gereklidir.  

1.2. Kamusal Anahtar ùifreleme ÇalÕúma Prensibi 

Bu úifreleme oeúidinin oalÕúma prensibi tek \|nl� olarak aoÕlabilen bir ³kapaklÕ 

kapÕ fonksi\onu´ olarak isimlendirilebilir. Geroekten de bu fonksi\on ³tek \|nl�´ 

hesaplanabilen bir fonksi\on olmalÕdÕr. Her bir úifreleme oeúidi bir tek ³kapaklÕ kapÕ 

fonksi\onu´na sahiptir. Do÷al olarak modern bilgisa\arlarÕn teorik olarak |]el anahtara 

sahip olmadan úifre\i o|]ebilme olasÕlÕ÷ÕnÕ da d�ú�nerek ³kapaklÕ kapÕ fonksi\onu´nu 

en a]Õndan bir tarafÕ kola\ca hesaplanan bir fonksi\ondur denilebilir.  

A + B = C bir kapaklÕ kapÕ fonksi\onu olama]. Bu fonksi\on ioin e÷er A ve B 

verilirse C hesaplanabilir. Burada B ve C verilirse A kola\ca hesaplanÕr. O halde bu 

fonksiyon bir kapaklÕ kapÕ fonksi\onu olama]. grnek 1.1.1¶e d|necek olursak 

³Teorem´ ve kamusal anahtar verilirse ³3d4k7lj79hghsgfd6656vhv´ elde edilebilir. 

Ancak ³3d4k7lj79hghsgfd6656vhv´ ve kamusal anahtar verilirse ³Teorem´ mesajÕ elde 

edilemez.  

En pop�ler úifreleme algoritmasÕ olan RSA¶da kapaklÕ kapÕ fonksi\onunun 

g�venilirli÷i b�\�k bir tam sa\ÕnÕn asal oarpanlarÕna hangi ]orlukla a\rÕldÕ÷Õna ba÷lÕdÕr. 

grne÷in; 

Kamusal anahtar 944.871.836.856.449.473 ve |]el anahtar 961.748.941 ve     

982.451.653 olsun. Bu |rnekte kamusal anahtar ook b�\�k bir tam sa\Õ olup |]el 

anahtar kamusal anahtarÕn iki asal oarpanÕdÕr. Dikkat edilirse bu iki anahtar da kapaklÕ 

kapÕ fonksi\onunun amacÕna oldukoa u\gundur.  

UyarÕ 1.2.1 (a) Geroek ha\at kriptolojisinde bir |]el anahtarÕn g�venilir sa\Õlabilmesi 

ioin en a] 200 haneli olmasÕ gerekir.  
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(b) EEK ile RSA karúÕlaútÕrÕlacak olursa EEK úu \|nleri\le |n plana oÕkar. EEK¶de 

tÕpkÕ RSA¶daki gibi hem kamusal hem de |]el anahtar �retilir. Ancak g�venlik 

d�]e\lerine bakÕldÕ÷Õnda EEK¶ de �retilen 256 bit u]unlu÷undaki bir anahtar RSA¶da 

�retilen 3072 bit¶lik bir anahtar ile a\nÕ g�venli÷e sahiptir. B|\lece EEK bilgisa\arlar, 

akÕllÕ telefonlar gibi \erlerde %10 oranÕnda daha a] bant geniúli÷i ve hard diskte \ere 

ihti\ao du\arlar.  

1.3. EEK¶nin KapaklÕ KapÕ Fonksiyonu  

ølk olarak eliptik e÷ri kavramÕ tanÕtmakla iúe baúla\alÕm. F karakteristi÷i 2 ve\a 

3 olmayan bir cisim olsun. Bu takdirde 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4, 𝑎6 ∈ F olmak �]ere 

E(F) ൌ ሼሺ𝑥, 𝑦ሻ ∈ 𝐹2 ∶ 𝑦2 ൅ 𝑎1𝑥𝑦 ൅ 𝑎3𝑦 ൌ 𝑥3 ൅ 𝑎2𝑥2 ൅ 𝑎4𝑥 ൅ 𝑎6 ሽ ∪ ሼ∞ሽ   (1.1) 

úeklinde tanÕmlanan k�me\e F �]erinde tanÕmlÕ bir eliptik e÷ri denir (Silverman 2016). 

Bir eliptik e÷ri farklÕ úekillerde ifade edilebilir. Buna eliptik e÷rilerin formlarÕ adÕ 

verilir. (1.1) eúitli÷indeki formuna Weierstrass formu denir.  

 (1.1) eúitli÷inde (Silverman 2016) sa\fa 46¶da \er alan u\gun bir de÷iúken 

de÷iúimi \ardÕmÕ\la eliptik e÷rinin kÕsa Weierstrass formu a, b ∈ ℤ ve                       

𝛥 ൌ െ16ሺ4𝑎3 ൅ 27𝑏2ሻ ് 0 olmak �]ere 

 𝑦2 ൌ 𝑥3 ൅ 𝑎𝑥 ൅ 𝑏 

eúitli÷i\le verilir. Bir eliptik e÷rinin Montgomer\ formu ise  

 𝐵𝑌2 ൌ 𝑋3 ൅ 𝐴𝑋2 ൅ 𝑋 

olarak tanÕmlanÕr. 

 Eliptik e÷riler �]erinde tanÕmlanan ilgino nokta toplamÕ \ardÕmÕ\la bir abel\en 

grup oluútururlar (Silverman 2016). Buna g|re P ve Q noktalarÕ E(F) eliptik e÷risi 

�]erinde iki nokta olsun. P ve Q noktalarÕndan geoen do÷ru verilen eliptik e÷ri �o�nc� 

dereceden bir denklem oldu÷u ioin e÷ri\i bir �o�nc� noktada keser. P + Q noktasÕ e÷ri\i 

kesen �o�nc� noktanÕn x-eksenine g|re simetri÷i olarak tanÕmlanÕr (Silverman 2016). 

Bir nokta\Õ kendisiyle toplarken ilgili do÷ru olarak te÷et do÷rusu alÕnÕr. Te÷et 

do÷rusunun varlÕ÷ÕnÕ 𝛥 ് 0 koúulu garantiler. Aúa÷Õdaki úekilde eliptik e÷ri �]erindeki 

nokta toplamÕ geometrik olarak tanÕtÕlmÕútÕr.   
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ùekil 1.2. Eliptik E÷ri h]erinde Nokta ToplamÕ 

Bir E eliptik e÷risi ve bu e÷ri �]erinde bir A noktasÕnÕ g|] |n�ne alalÕm. Bu 

nokta\Õ ke\fi bir B noktasÕ ile topla\alÕm. Yani 

A + B = C olsun. 

DevamÕnda A + C = D  noktasÕ elde edilsin. Son olarak da A + D = E noktasÕna 

ulaúalÕm. Dikkat edilirse toplam 3 tane toplama iúlemi \apÕlmÕú olur. O halde 

Kamusal anahtar:  BaúlangÕo noktasÕ A ve bitiú noktasÕ E  

Özel anahtar:  YapÕlan toplama iúlemi sa\ÕsÕ olur.  

B|\lece oldukoa baúarÕlÕ bir kapaklÕ kapÕ fonksi\onu elde edilmiú olur. g]el anahtar 

bilindi÷i takdirde A¶dan E¶\e ulaúmak oldukoa kola\dÕr. Ancak A noktasÕ verildi÷inde  

kao adÕmda E noktasÕna ulaúÕldÕ÷ÕnÕ bulabilmek imkansÕ]a \akÕndÕr. Burada ilk akla 

gelen soru B noktasÕnÕn nasÕl seoildi÷idir. Genellikle B = A  \ani bir noktanÕn iki katÕ 

alÕnÕr.  
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2. EDWARDS EöRøLERø 

 Harol EdZards, 2007¶de eliptik e÷rilerin bir \eni formunu tanÕmlamÕútÕr. Bilim 

insanlarÕ bu ilgi oekici e÷rilere EdZards e÷rileri ismini vermiútir. Eliptik e÷rilerin bu 

\eni formunun bu oapta bir kabul g|rmesinin sebebinin oldukoa hÕ]lÕ, úÕk ve basit bir 

nokta toplama iúlemine sahip olmasÕ oldu÷u s|\lenebilir.  

Bu b|l�mde EdZards e÷rileri tanÕtÕlacaktÕr ve grup \apÕsÕ incelenecektir. 

Deta\lar ioin (EdZards 2007) ka\na÷Õ incelenebilir.  

TanÕm 2.1. F karakteristi÷i 2¶den farklÕ bir cisim olsun. 𝑑 ് 0,1 olmak �]ere d ∈ F 

alÕnsÕn. Bu durumda 𝑥2 ൅ 𝑦2 ൌ 1 ൅ 𝑑𝑥2𝑦2 eúitli÷i ile tanÕmlanan e÷ri\e EdZards e÷risi 

denir. 

 

ùekil 2.1. Bir Edwards E÷risi Modeli grne÷i 

 ùekil 2.1¶de 𝑥2 ൅ 𝑦2 ൌ 1 ൅ 300𝑥2𝑦2 EdZards e÷risinin grafi÷i verilmiútir.   

MAPLE programÕ \ardÕmÕ\la Edwards e÷rileri oi]ilebilir. ùekil 2.1¶deki 

EdZards e÷risi aúa÷Õdaki úekilde gibi oi]dirilebilir. 
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ùekil 2.2. deúitli EdZards E÷rileri 

TanÕm 2.2. Ed(F) = { ሺ𝑥, 𝑦ሻ  ∈ FxF l 𝑥2 ൅ 𝑦2 ൌ 1 ൅ 𝑑𝑥2𝑦2` k�mesine Edwards e÷risi 

�]erindeki noktalarÕn k�mesi adÕ verilir. 

TanÕm 2.3. d sa\ÕsÕ F cismi �]erinde bir tam kare olmamak �]ere (𝑥1, 𝑦1),            

( 𝑥2, 𝑦2) ∈ Ed(F) ioin EdZards e÷risi �]erinde toplama iúlemi aúa÷Õdaki úekilde 

tanÕmlanÕr: 

(𝑥1, 𝑦1) + ( 𝑥2, 𝑦2)ൌ ሺ𝑥3, 𝑦3ሻ olsun. 
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Bu durumda     

𝑥3 ൌ 𝑥భ௬మ + ௬భ𝑥మ
1 + 𝑑𝑥భ𝑥మ௬భ௬మ

     ve     𝑦3 ൌ ௬భ௬మ− 𝑥భ𝑥మ
1− 𝑑𝑥భ𝑥మ௬భ௬మ

                       (2.1) 

Teorem 2.4 (Edwards 2007). Ed(F) \ukarÕda tanÕmlanan toplama iúlemine g|re bir 

grup olur. 

øspat.  Ed(F)¶nÕn elemanÕ olan sÕralÕ ikililer F cisminin elemanlarÕ olmasÕ ve 𝑑 ് 0,1 

olmak �]ere d ∈ F olmasÕ koúulu nedeni\le verilen iúlemin kapalÕlÕk |]elli÷ini sa÷ladÕ÷Õ 

kola\ca g|r�l�r. d sa\ÕsÕ bir tam kare olmadÕkoa nokta toplamÕ form�l�ndeki pa\danÕn 

sÕfÕr olma olasÕlÕ÷Õ \oktur. Birleúme |]elli÷i do÷rudan hesapla, oldukoa karmaúÕk 

iúlemlerle g|r�lebilir. gte \andan (0,1) noktasÕnÕn bu iúlemin etkisi] elemanÕ oldu÷u 

aoÕktÕr. Geroekten de 

(𝑥1, 𝑦1) +(0,1) =  𝑥3 ൌ  𝑥భ
1

  ve  𝑦3 ൌ ௬భ
1

    olur. 

(𝑥1, 𝑦1) in bu iúleme g|re tersi (െ𝑥1, 𝑦1)¶dir. Geroekten de   

(𝑥1, 𝑦1) + (െ𝑥1, 𝑦1)  = 𝑥3 ൌ 𝑥భ௬భ−𝑥భ௬భ
1−𝑑𝑥భ𝑥భ௬భ௬భ

ൌ 0   ve 

𝑦3 ൌ
𝑦1𝑦1൅𝑥1𝑥1

1 ൅ 𝑑𝑥1𝑥1𝑦1𝑦1
ൌ

1 ൅ 𝑑𝑥1𝑥1𝑦1𝑦1

1 ൅ 𝑑𝑥1𝑥1𝑦1𝑦1
ൌ 1 

ൌ ሺ0,1ሻ olur. 

De÷iúme |]elli÷i g|rmek ioin (𝑥1, 𝑦1), ( 𝑥2, 𝑦2) ∈ Ed(F) olmak �]ere 

(𝑥1, 𝑦1) + ( 𝑥2, 𝑦2) ൌ ቀ 𝑥భ௬మ + ௬భ𝑥మ
1 + 𝑑𝑥భ𝑥మ௬భ௬మ

, ௬భ௬మ− 𝑥భ𝑥మ
1− 𝑑𝑥భ𝑥మ௬భ௬మ

ቁ ൌ ሺ𝑥3, 𝑦3ሻ olsun. 

( 𝑥2, 𝑦2) + (𝑥1, 𝑦1) ൌ ቀ 𝑥మ௬భ + ௬మ𝑥భ
1 + 𝑑𝑥భ𝑥మ௬భ௬మ

, ௬మ௬భ− 𝑥మ𝑥భ
1− 𝑑𝑥భ𝑥మ௬భ௬మ

ቁ ൌ ሺ𝑥3, 𝑦3ሻ oldu÷undan 

aúikar olarak (𝑥1, 𝑦1) + ( 𝑥2, 𝑦2) ൌ ( 𝑥2, 𝑦2) + (𝑥1, 𝑦1) oldu÷u g|r�l�r. O halde de÷iúme 

|]elli÷i vardÕr. 

B|\lece Ed(F) \ukarÕda tanÕmlanan toplama iúlemine g|re de÷iúmeli bir grup 

olur. 
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UyarÕ 2.5. EdZards e÷rileri �]erindeki nokta toplamÕnÕn geometrik \orumu úu úekilde 

aoÕklanabilir. Birim oember �]erinde aslÕnda bir nokta toplamÕ tanÕmlanabilir. g\le ki  

𝑥2 ൅ 𝑦2 ൌ 1 ve 𝑖 ൌ 1,2 ioin 𝑥𝑖 ൌ sin  ሺα𝑖ሻ , 𝑦𝑖 ൌ cos  ሺα𝑖ሻ oldu÷u kabul edilsin. Birim 

oember �]erinde (𝑥1, 𝑦1) ve ( 𝑥2, 𝑦2) noktalarÕnÕn toplamÕ ሺ𝑥3, 𝑦3ሻ olmak �]ere bu iki 

noktanÕn toplamÕ 

𝑥3 ൌ sin  ሺα1 ൅ α2ሻ   ve    𝑦3 ൌ cos  ሺα1 ൅ α2ሻ 

Olarak tanÕmla\alÕm 

 𝑥3 ൌ sin  ሺα1 ൅ α2ሻ 

       ൌ sin  ሺα1ሻ . cos  ሺα2ሻ ൅ cos  ሺα1ሻ . sin  ሺα2ሻ 

 𝑦3 ൌ cos  ሺα1 ൅ α2ሻ 

       ൌ cos  ሺα1ሻ . cos  ሺα2ሻ െ sin  ሺα1ሻ . sin  ሺα2ሻ 

olur. B|\lece aoÕlarÕn toplamÕ etkisi] elemanÕ ሺ0,1ሻ olan de÷iúmeli bir grup tanÕmlar. 

EdZards e÷risi �]erindeki toplam buradan hareketle tanÕmlanmÕútÕr. Birim oember 

�]erindeki bu toplama iúlemi\le noktalarÕn katlarÕ hÕ]lÕca hesaplanabilir ancak g�venlik 

d�]e\i oldukoa d�ú�kt�r. Ancak EdZards e÷risine bu nokta toplamÕnÕn u\arlanmasÕ ile 

oldukoa pop�ler bir kriptosistem elde edilmiútir. 

Bir grupta sonlu mertebeli noktalar b�\�k |nem taúÕr. Bu nedenle belirli 

mertebe\e sahip t�m elemanlarÕ belirlemek oldukoa |nemlidir. Aúa÷Õdaki teoremde 

EdZards e÷rileri �]erindeki 2 ve 4. mertebeden t�m noktalar belirlenmiútir.  

Teorem 2.6 (Edwards 2007). Bir EdZards e÷risi �]erindeki ሺ0, െ1ሻ noktasÕnÕn 

mertebesi 2,  ሺ1,0ሻ ve ሺെ1,0ሻ noktalarÕnÕn mertebeleri ise 4¶t�r. 

øspat.  Do÷rudan hesaplama \ardÕmÕ\la ሺ0, െ1ሻ  ൅  ሺ0, െ1ሻ  iúlemi \apÕldÕ÷Õnda 𝑥3 ൌ 0    

𝑦3 ൌ 1
 1 

ൌ 1 oldu÷u g|r�l�r. Etkisi] eleman elde edildi÷i ioin ሺ0, െ1ሻ noktasÕnÕn 

mertebesi 2¶dir. Ben]er úekilde hareket edilerek ሺ1,0ሻ ve ሺെ1,0ሻ noktalarÕnÕn 

mertebeleri ise 4 oldu÷u g|r�l�r.  

 Aúa÷Õdaki teoremde bir EdZards e÷risi �]erinde alÕnan bir P noktasÕnÕ iki katÕna 

g|t�ren form�l verilmiútir. Bu tar] ³\alÕn´ form�ller kriptosistemlerin hem pratikli÷i 

hem de g�venilirli÷i adÕna kritik rol o\nar.  
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Teorem 2.7 (Edwards 2007). 𝑃 ൌ ሺ𝑥1, 𝑦1) ∈ Ed(F) ioin 2𝑃 ൌ ቀ 2𝑥భ௬భ
𝑥భమ௬భమ , ௬భ

మ−𝑥భ
మ

2−ሺ𝑥భ
మ+௬భమሻ

ቁolur. 

øspat. Nokta toplamÕ form�l� dikkate alÕnÕrsa 𝑃 ൌ ሺ𝑥1, 𝑦1) ∈ Ed(F) ioin 

ሺ𝑥1, 𝑦1ሻ ൅ ሺ𝑥1, 𝑦1ሻ ൌ  ሺ𝑥3, 𝑦3ሻ olup burada 

𝑥3 ൌ  2𝑥భ௬భ
1+𝑑 𝑥భ

మ+௬భ
మ         𝑦3 ൌ  ௬భ

మ−𝑥భ
మ

1−𝑑 𝑥భ
మ+௬భ

మ 

olarak bulunur, bu da ispatÕ bitirir. 

Teorem 2.8 (Edwards 2007).  F karakteristi÷i 2¶den farklÕ olan bir cisim ve E eliptik 

e÷risi F cismi �]erinde tanÕmlÕ ve en a] bir tane 4. mertebeden nokta\a sahip eliptik e÷ri 

olsun. Bu durumda E eliptik e÷risi \a F �]erinde ya da F¶ nin uygun bir cisim 

geniúlemesi �]erinde tanÕmlÕ bir Edwards e÷risine d|n�út�r�lebilir. 

UyarÕ 2.9.  EdZards e÷risi �]erinde nokta toplamÕ iúlemine bakÕldÕ÷Õnda pa\danÕn sÕfÕr 

olma riski g|]e oarpar. E÷er d tam kare de÷ilse pa\danÕn sÕfÕr olama\aca÷Õ kola\ca 

g|sterilebilir.  

UyarÕ 2.10. Teorem 2.8 sayesinde eliptik e÷rilerle EdZards e÷rileri arasÕndaki iliúki 

kurulmuú olur. Bu ise EdZards e÷rilerinin teori ioindeki |nemini g|sterir.  
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3. TWISTED EDWARDS EöRøLERø 

 Bu b|l�mde daha genel bir EdZards e÷risi olan tZisted EdZards e÷risine kÕsaca 

de÷inilecektir. Bu e÷rilere ihti\ao du\ulmasÕnÕn sebebi úu úekilde aoÕklanabilir. Teorem 

2.7 gere÷i bir eliptik e÷rinin daha ³hÕ]lÕ´ bir kriptosistem olan EdZards e÷risine 

d|n�út�rebilmesi ioin 4. mertebeden bir nokta\a sahip olmasÕ gerekli\di. Bu |nemli bir 

kÕsÕttÕr. Bu ise bir ook eliptik e÷rinin EdZards e÷risine d|n�út�r�lmesini engeller. Bunu 

aúabilmek ioin EdZards e÷rilerini de kapsa\an bir genelleútirilme\e gidilmiútir. Bu 

sa\ede daha hÕ]lÕ bir nokta toplamÕna kavuúulmuú olup, ook daha fa]la sa\Õda eliptik 

e÷ri kullanÕlabilmiútir. Ba]Õ EdZards e÷rilerinin tZistleri alÕnarak daha hÕ]lÕ 

kriptosistemler elde edilir. TZisted EdZards e÷rilerinin bir di÷er avantajÕ ise t�m 

Montgomer\ e÷rilerinin tZisted EdZards e÷risi cinsinden \a]Õlabilmesidir.   

TanÕm 3.1. (Bernstein vd. 2008) F karakteristi÷i 2¶den farklÕ bir cisim ve a, d ∈ F  

0¶dan farklÕ iki eleman olsun. Bu durumda a ve d katsa\ÕlarÕna sahip Twisted Edwards 

e÷risi Ed ୟ,d ile g|sterilir ve 

Ed ୟ,d : 𝑎𝑥2 ൅ 𝑦2 ൌ 1 ൅ 𝑑𝑥2𝑦2 

olarak tanÕmlanÕr. 

UyarÕ 3.2.  Dikkat edilirse 𝑎 ൌ 1 alÕnmasÕ halinde klasik EdZards e÷risi elde edilir. 

Örnek 3.3. 10𝑥2 ൅ 𝑦2 ൌ 1 ൅ 6𝑥2𝑦2 eúitli÷i\le tanÕmlanan e÷risi bir tZisted EdZards 

e÷risi olup grafi÷i aúa÷Õdaki gibidir. 
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ùekil 3.1. TZisted EdZards E÷risi grne÷i 

TanÕm 3.4 (Bernstein ve Lange 2007). Ed ୟ,d(F) tZisted EdZards e÷risi �]erindeki 

nokta toplamÕ her ሺ𝑥1, 𝑦1ሻ, ሺ𝑥2, 𝑦2ሻ ∈ Ed ୟ,d(F) ioin  

ሺ𝑥1, 𝑦1ሻ ൅ ሺ𝑥2, 𝑦2ሻ ൌ ൬
𝑥1𝑦2 ൅ 𝑦1𝑥2

1 ൅ 𝑑𝑥1𝑥2𝑦1𝑦2
,

𝑦1𝑦2 െ 𝑎𝑥1𝑥2

1 െ 𝑑𝑥1𝑥2𝑦1𝑦2
൰ 

olarak tanÕmlanÕr. 

TanÕm 3.5.  𝐶1 ve  𝐶2, 𝐹ത2 �]erinde tanÕmlÕ iki e÷ri olsun.  𝐶1 e÷risinden  𝐶2 e÷risine F 

�]erinde bir ras\onel d|n�ú�m ĳ ile g|sterilir ve 

𝜑: 𝐶1  →  𝐶2     𝜑 ൌ ሺ 𝑓, 𝑔 ሻ 

olarak tanÕmlanÕr. 

Burada 𝑓 ve 𝑔  F cismi �]erinde 𝑓 ve 𝑔¶nin tanÕmlÕ oldu÷u her 𝑝 ∈  𝐶1 noktasÕ ioin      

𝜑ሺ𝑝ሻ ൌ ሺ𝑓ሺ𝑝ሻ, 𝑔ሺ𝑝ሻ ሻ ∈  𝐶2  |]elli÷indedir. 

Örnek 3.6. 𝐶 e÷risi 𝐹13 �]erinde  𝑣2 ൌ 𝑢3 ൅ 6𝑢2 ൅ 𝑢  eúitli÷i\le tanÕmlansÕn. 

𝑓ሺ𝑢, 𝑣ሻ ൌ −2𝑢 
  𝑣

   ve  𝑔ሺ𝑢, 𝑣ሻ ൌ െ 1+𝑢 
1−𝑢

 



12 

olarak tanÕmlansÕn. Bu takdirde 𝑓 ve 𝑔 sonlu sa\Õda nokta hario (ki bu noktalara istisnai 

noktalar denir) tanÕmlÕdÕr. Tam olarak istisnai noktalar 𝑣 ൌ 0 veya 𝑢 ൌ 1 úeklindedir. 

 Bu noktalar hesaplanÕrsa 

1) E÷er 𝑣 ൌ 0 ise  𝑢 ൌ 0  veya  𝑢2 ൅ 6𝑢 ൅ 1 ൌ 0   olur. 𝑢2 ൅ 6𝑢 ൅ 1 ൌ 0   Õn 

𝐹13 te k|k� \oktur. B|\lece buradan bir tek istisnai nokta gelir o da ሺ0,0ሻ noktasÕdÕr. 

2)  E÷er 𝑢 ൌ 1 ise 𝑣2 ൌ 8  olur ki 8 𝐹13 te ikinci dereceden kalan de÷ildir. Bu 

\�]den buradan istisnai nokta gelme]. 

O halde 𝑔 her \erde tanÕmÕdÕr. 𝑓 ioin dikkat edilirse  𝑢 
𝑣

ൌ 𝑣
𝑢మ+6𝑢+1

 olur ki 

𝑓ሺ0,0ሻ ൌ 0 elde edilir. Yani 𝑓  𝑐¶nin tamamÕna geniúletilebilir. 

Örnek 3.7. grnekte 𝑣2 ൌ 𝑢3 ൅ 6𝑢2 ൅ 𝑢   eliptik e÷risi �]erinde 

 4𝑢మ 
  𝑣మ ൅ ቀ1+𝑢 

1−𝑢
 ቁ

2
ൌ 1 ൅ 8𝑢మ 

  𝑣మ ൅ ቀ1+𝑢 
1−𝑢

 ቁ
2
 

|]deúli÷i \ardÕmÕ\la  𝑓2 ൅ 𝑔2 ൌ 1 ൅ 2𝑓2𝑔2  oldu÷u g|r�l�r. 

O halde 𝜑 ൌ ሺ 𝑓, 𝑔 ሻ, 𝐶: 𝑣2 ൌ 𝑢3 ൅ 6𝑢2 ൅ 𝑢 eliptik e÷risinden 𝐹13 �]erinde 

tanÕmlÕ 𝑥2 ൅ 𝑦2 ൌ 1 ൅ 2𝑥2𝑦2  EdZards e÷risine bir ras\onel d|n�ú�m olur. 

 𝜑 d|n�ú�m�n�n C eliptik e÷risinin etkisi] elemanÕ ∞′𝑎 verdi÷i resmi 

hesapla\alÕm. gncelikle C¶nin projektif koordinatlardaki denklemi 

 𝐶: 𝑣2𝑧 ൌ 𝑢3 ൅ 6𝑢2𝑧 ൅ 𝑢𝑧2   úeklindedir. ∞ noktasu ሺ0: 1: 0ሻ olur (Silverman 2006).   

𝜑 ras\onel d|n�ú�m� 𝑢 ൌ  𝑢 
௭

  ve  𝑣 ൌ  𝑣 
௭

 d|n�ú�mleri \ardÕmÕ\la 

 𝜑 ሺ𝑢: 𝑣: 𝑧ሻ ൌ ቀ −2𝑢 
  𝑣

, 𝑢+௭ 
𝑢−௭

ቁ ൌ ቀ −2𝑢 
  𝑣

, 1+௭/𝑢 
1−௭/𝑢

ቁ 

olur.     ௭ 
𝑢

ൌ 𝑢మ+6𝑢௭+௭మ 
𝑣మ    ve  ሺ0: 1: 0ሻ¶da sÕfÕr oldu÷undan 𝜑ሺ∞ሻ ൌ ሺ0,1ሻ  olur. Yani bu 

d|n�ú�m eliptik e÷rinin etkisi] elemanÕnÕ EdZards e÷risinin etkisi] elemanÕna 

resmeder. 

TanÕm 3.8 (Cohen ve Frey 2006).  𝜑 ∶   𝑐1  →  𝑐2 bir ras\onel d|n�ú�m olsun. E÷er 

𝜎o𝜑 ൌ 𝑖𝑑𝑐1  ve  𝜑o𝜎 ൌ 𝑖𝑑𝑐2 olacak úekilde bir 𝜎:  𝑐2  →  𝑐1  d|n�ú�m� bulunabili\orsa 
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𝜑′\e biras\onel d|n�ú�m denir ve bu durumda  𝑐1  ve   𝑐2  e÷rilerine biras\onel olarak 

denk e÷riler denir. 

Örnek 3.9. grnek 3.7 ile devam edelim α ൌ ሺ𝑢, 𝑣ሻ d|n�ú�m�  

𝐸𝑑: 𝑥2 ൅ 𝑦2 ൌ 1 ൅ 2𝑥2𝑦2 edZards  e÷risi �]erinde her ሺ𝑥, 𝑦ሻ ∈ 𝐹13\ሼ0,1ሽ ioin 

𝑢 ൌ 1+௬ 
1−௬

    ve    𝑣 ൌ 2ሺ1+௬ሻ 
𝑥ሺ1−௬ሻ

 

ile tanÕmlansÕn. 

 𝜎ሺ0,1ሻ ൌ ∞ ∈ 𝐶ሺ𝐹13ሻ  olur. O halde bu bir ras\onel d|n�ú�m olur. Dikkat 

edilirse bu  𝜑  ile birlikte  𝜎  d|n�ú�m� E ile C arasÕnda biras\onel denklik tanÕmlar. 

Teorem 3.10 (Bernstein vd. 2008).  Her bir Twisted EdZards e÷risi Montgomery 

formundaki bir eliptik e÷ri\e d|n�út�rebilir.  Tersi de do÷rudur. 

øspat. 𝐵𝑣2 ൌ 𝑢3 ൅ 𝐴𝑢2 ൅ 𝑢 eúitli÷i\le verilen Montgomer\ e÷risi 𝑎 ൌ ሺ𝐴 ൅ 2ሻ/𝐵 ve 

𝑑 ൌ ሺ𝐴 െ 2ሻ/𝐵 olmak �]ere Ed ୟ,d(F): 𝑎𝑥2 ൅ 𝑦2 ൌ 1 ൅ 𝑑𝑥2𝑦2 twisted Edwards 

e÷risine biras\onel olarak denktir. Burada ሺ𝑢, 𝑣ሻ ↦ ሺ𝑥, 𝑦ሻ ൌ ሺ𝑢
𝑣

, 𝑢−1
𝑢+1

ሻ úeklindeki 

d|n�ú�m istenilen |]ellikteki d|n�ú�m olur.  

 Bu oalÕúmanÕn temel amacÕ eliptik e÷rilerin farklÕ formlarÕnÕ incelemek ve 

derleme niteli÷inde bir oalÕúma \apmak oldu÷u ioin EdZards ve tZisted EdZards 

e÷rileri hakkÕnda derinlemesine bir inceleme \apÕlmamÕútÕr, EdZards e÷rileri hakkÕnda 

yapÕlmÕú bir oalÕúma ioin (Muú 2009) ka\na÷Õna bakÕlabilir.  
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4. ELøPTøK EöRøLER øÇøN DÖRT SEVøYE BøR THETA MODELø 

Bu b|l�mde eliptik e÷riler ioin verilen d|rt seviyeli bir theta modeli ele 

alÕnacaktÕr. Bu modelin bu úekilde adlandÕrÕlmasÕnÕn nedeni theta fonksi\onlarÕnÕn 

Riemann ile iliúkilerinden gelmektedir. Daha kesin olarak theta fonksi\onlarÕnÕn 

Riemann iliúkileri ℂ �]erinde tanÕmlÕ bir eliptik e÷ri\i parametrize eder. (Silverman 

2006)¶\a g|re ℂ �]erinde tanÕmlÕ bir eliptik e÷ri ℂ/𝛬ఠ toruna izomorftur. Burada 𝛬ఠ ≔

𝜔ℤ ൅ ℤ kafesini g|stermektedir. Bu i]omorfi]m ise ℙ3 projektif u]a\Õna bir g|mme 

tanÕmlar. Eliptik e÷rilerin bu modeli 4 parametre ile tanÕmlandÕ÷Õ ve de theta 

fonksi\onun Riemann iliúkileri \ardÕmÕ\la tanÕmlandÕ÷Õ ioin ³D|rt sevi\e theta modeli´ 

olarak adlandÕrÕlmÕútÕr. Bu b|l�mle ilgili deta\lÕ bilgi (Diao ve Fouotsa 2015) ve 

(Fouotsa ve Diao 2017)¶da bulunabilir. 

TanÕm 4.1.  p bir asal sa\Õ ve belirli bir r po]itif tamsa\ÕsÕ olmak �]ere 𝑞 ൌ 𝑝𝑟 olsun ve 

𝐹𝑞 sonlu cismini ele alalÕm. Bu durumda 4 seviyeli theta modeli (Mumford 1966), sayfa 

352¶\e g|re 

𝜆 ൌ  𝑐0
2൅4𝑐2

2 olmak �]ere  

𝐸ఒ ൌ ቊ 𝑋0
2൅𝑋2

2 ൌ 𝜆𝑋1𝑋3 
 𝑋1

2൅𝑋3
2 ൌ 𝜆𝑋0𝑋2

ቋ 

eúitliklerinin kesiúimi olarak tanÕmlanÕr. 

Etkisiz eleman [𝑐0, 1, 2 𝑐2, 1]¶dÕr. Di÷er \andan  𝑐0,  𝑐2 ∈ 𝐹୯  katsa\ÕlarÕ verilen 

eliptik e÷rinin katsa\ÕlarÕna ba÷lÕ olarak tanÕmlanmÕútÕr (Mumford 1966) ve �stelik 

 𝑐0 𝑐2 ( 𝑐0
2൅4𝑐2

2ሻ ൌ 1 eúitli÷ini sa÷larlar. 𝜆 (𝜆2 െ 4)( 𝜆2 ൅ 1ሻ ്  0 koúulu 𝐸ఒ d|rt 

seviyeli theta modelinin sing�ler olmadÕ÷ÕnÕn kanÕtÕdÕr. 

Aúa÷Õdaki teorem d|rt seviye theta modeli �]erinde tanÕmlanmÕú birleúik toplam 

form�llerini verir. Bu form�ller hem 2 farklÕ noktanÕn toplamÕ ve bir noktanÕn 

kendisi\le toplamÕ ioinde kullanÕlabilir. Bu form�llerin bir di÷er |]elli÷i ise bu 

form�llerin \alnÕ]ca karakteristi÷i tek sa\Õ olan cisimler �]erinde de÷il a\nÕ ]amanda 

ikili cisimler �]erinde geoerli olmasÕdÕr.  
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Teorem 4.2 (Fouotsa ve Diao 2015).  𝑃1 = [ 𝑋0,  𝑋1,  𝑋2,  𝑋3 ]  ve                                

  𝑃2 = [ 𝑌0,  𝑌1,  𝑌2,  𝑌3 ] noktalarÕ  𝐹𝑞 sonlu cisim ve tanÕmlÕ 𝐸ఒ eliptik e÷ri �]erinde iki 

nokta olsun. Bu durumda   𝑃1 ൅  𝑃2 ൌ  𝑃3 |]elli÷indeki  𝑃3 noktasÕnÕn [ 𝑍0,  𝑍1,  𝑍2,  𝑍3] 

koordinatlarÕ aúa÷Õdaki gibi \a]Õlabilir.  

 𝑍0 =  ሺ𝑋0
2 𝑌0

2 ൅  𝑋2
2 𝑌2

2ሻ െ 4ሺ 𝑐మ
 𝑐బ

ሻ 𝑋1 𝑋3 𝑌1 𝑌3 

 𝑍1 =  𝑎0ሺ𝑋0 𝑋1 𝑌0 𝑌1 ൅  𝑋2 𝑋3 𝑌2 𝑌3ሻ െ 2 𝑐2ሺ 𝑋2 𝑋3 𝑌0 𝑌1 ൅  𝑋0  𝑋1 𝑌2 𝑌3ሻ 

 𝑍2 = ሺ𝑋1
2 𝑌1

2 ൅  𝑋3
2 𝑌3

2ሻ െ 4ሺ 𝑐మ
 𝑐బ

ሻ 𝑋0 𝑋2 𝑌0 𝑌2  

 𝑍3 =  𝑎0ሺ𝑋0 𝑋3 𝑌0 𝑌3 ൅  𝑋1 𝑋2 𝑌1 𝑌2ሻ െ 2 𝑐2ሺ 𝑋0 𝑋3 𝑌1 𝑌2 ൅  𝑋1  𝑋2 𝑌0 𝑌3ሻ 

Herhangi bir sonlu cisim �]erinde 𝑃 ൌ [ 𝑋0,  𝑋1,  𝑋2,  𝑋3 ] noktasÕnÕn tersi െ𝑃 ile 

g|sterilir. െ𝑃 = [ 𝑋0,  𝑋3,  𝑋2,  𝑋1] olarak bulunur.  

Etkisiz eleman ise 𝑜0= [ 𝑐0, 1 , 2𝑐2 , 1] dir. 

 Aúa÷Õdaki teoremde eliptik e÷rilerin d|rt sevi\e bir theta modelinin |nemli bir 

|]elli÷i verilmiútir. 

Teorem 4.3 (Diao ve Fouotsa 2015). 𝐸ఒ , 𝔽𝑞 sonlu cismi �]erinde tanÕmlÕ bir eliptik 

e÷rinin bir d|rt sevi\e theta modeli olsun. Bu takdirde 𝐸ఒ d|rt mertebeli bir ras\onel 

noktaya sahiptir.  

 Aúa÷Õdaki tablolarda nokta toplamÕ ve bir noktanÕn iki katÕnÕ alma\la ilgili 

algoritmalar verilmiútir. Bu tablolarda 𝑀, 𝑆 𝑣𝑒 𝑚 sÕrasÕ\la bir oarpma, kare alma ve bir 

sabit ile oarpma\Õ g|stermektedir.    
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øúlemler Maliyet 

A ∶ൌ 𝑋0. 𝑌0;  B ∶ൌ 𝑋1. 𝑌1;  C ∶ൌ 𝑋2. 𝑌2;  D ∶ൌ 𝑋3. 𝑌3;  E ∶ൌ 𝐴2;  F ∶ൌ 𝐵2; 

 

4𝑀 ൅ 2𝑆 

G ∶ൌ 𝐶2;  H ∶ൌ 𝐷2;  𝑍0 ∶ൌ 𝐸 ൅ 𝐺 ൅ ሺ2𝑐2/𝑐0ሻሺሺB െ Dሻ2 െ 𝐹 െ 𝐻ሻ; 3𝑆 ൅ 1𝑚 

𝑍2 ∶ൌ 𝐹 ൅ 𝐻 ൅ ሺ2𝑐2/𝑐0ሻሺሺA െ Cሻ2 െ 𝐸 െ 𝐺ሻ; 𝐼=1/2ሺሺA ൅ Bሻ2 െ 𝐸 െ

𝐹ሻ; 

2𝑆 ൅ 1𝑚 

𝐽 ൌ 1/2ሺሺC ൅ Dሻ2 െ 𝐺 െ 𝐻ሻ;  K ∶ൌ ሺ𝑈1 ൅ 𝑉1ሻሺ𝑈2 ൅ 𝑉2ሻ െ 𝐼 െ 𝐽;  1𝑀 ൅ 1𝑆 

L ∶ൌ ሺ𝐴 ൅ 𝐶ሻሺ𝐵 ൅ 𝐷ሻ െ 𝐼 െ 𝐽;  𝑍1 ∶ൌ 𝑎0ሺ𝐼 ൅ 𝐽ሻ െ 2𝑐2𝐾; 1𝑀 ൅ 2𝑚 

E ∶ൌ ሺ𝑋0 ൅ 𝑋2ሻሺ𝑋3 ൅ 𝑋1ሻ െ 𝑈1 െ 𝑉1; E ∶ൌ ሺ𝑌0 ൅ 𝑌2ሻሺ𝑌3 ൅ 𝑌1ሻ െ 𝑈2 െ 𝑉2; 2𝑀 

𝐺: ൌ 𝐸𝐹 െ 𝐿;  𝑍3 ∶ൌ 𝑐0𝐿 െ 2𝑐2𝐺;  𝑈3 ∶ൌ 𝑍0 𝑍1 ;  𝑉3 ∶ൌ 𝑍2 𝑍3.  3𝑀 ൅ 2𝑚 

Toplam maliyet: 11𝑀 ൅ 8𝑆 ൅ 6𝑚 

Çizelge 4.1. Algoritma ve Nokta Toplama Maliyeti 

øúlemler Maliyet 

A ∶ൌ 𝑋0𝑋2; B ∶ൌ 𝑋1𝑋3; C ∶ൌ 𝐴2; D ∶ൌ 𝐵2;  𝑍0 ∶ൌ ሺ𝜆1
2 െ 4𝑐2

2𝜆1ሻ𝐷 െ

2𝐶; 

2𝑀 ൅ 2𝑆

൅ 1𝑚 

𝑍2 ∶ൌ ሺ𝜆1
2 െ 4𝑐2

2𝜆1ሻ𝐶 െ 2𝐷;  E ∶ൌ 𝑈1𝑉1ሻ;  F ∶ൌ ሺ𝑈1 ൅ 𝑉1ሻ2 െ 2𝐸; 1𝑀 ൅ 1𝑆

൅ 1𝑚 

𝑍1 ∶ൌ 𝑐0𝐹 െ 2𝐸;  𝑈3 ∶ൌ 𝑍0 𝑍1 ;   1𝑀 ൅ 1𝑚 

𝑍3 ∶ൌ 𝑐0൫ ൫ሺ𝑋0 ൅ 𝑋1ሻሺ𝑋3 ൅ 𝑋2൯ െ 𝐴 െ 𝐵ሻ2 െ 2𝐸൯ െ 4𝑐2𝐸;  𝑉3 ∶ൌ 𝑍2 𝑍3.  2𝑀 ൅ 1𝑆

൅ 1𝑚 

Toplam maliyet: 6𝑀 ൅ 4𝑆 ൅ 3𝑚 

Çizelge 4.2. Algoritma ve iki katÕnÕ alma mali\eti 
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øúlemler Maliyet 

A ∶ൌ 𝑋0. 𝑌0;  B ∶ൌ 𝑋1. 𝑌1;  C ∶ൌ 𝑋2. 𝑌2; D ∶ൌ 𝑋3. 𝑌3;  𝑍0 ∶ൌ ሺA ൅ Cሻ2; 

 

4𝑀 ൅ 1𝑆 

𝑍2: ൌ ሺB ൅ Dሻ2; 𝑍1: ൌ 𝑐0ሺ𝐴𝐵 ൅ 𝐶𝐷ሻ; 𝑍3: =𝑐0ሺ𝐴 ൅ 𝐶ሻሺ𝐵 ൅ 𝐷ሻ െ 𝑍1  3𝑀 ൅ 1𝑆 ൅ 2𝑚 

Toplam maliyet: 7𝑀 ൅ 2𝑆 ൅ 2𝑚 

Çizelge 4.3. økili cisimlerde nokta toplamÕ algoritmasÕ ve mali\eti 

øúlemler Maliyet 

A ∶ൌ 𝑋0
2;B ∶ൌ 𝑋1

2;C ∶ൌ 𝑋2
2; D ∶ൌ 𝑋3

2; 𝑍0 ∶ൌ ሺA ൅ Cሻ2; 𝑍2: ൌ ሺB ൅ Dሻ2; 

 

6𝑆 

𝑍1: ൌ 𝑐0ሺ𝐴𝐵 ൅ 𝐶𝐷ሻ;  𝑍3: ൌ 𝑐0ሺ𝐴 ൅ 𝐶ሻሺ𝐵 ൅ 𝐷ሻ െ 𝑍1 3𝑀 ൅ 2𝑚 

Toplam maliyet: 3𝑀 ൅ 6𝑆 ൅ 2𝑚 

Çizelge 4.4. økili cisimlerde iki katÕnÕ alma algoritmasÕ ve mali\eti 
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5. ELøPTøK EöRøLER øÇøN YENø BøR THETA MODELø 

Bu b|l�mde eliptik e÷rinin d|rt seviye theta modelinden herhangi bir sonlu 

cisim �]erinde tanÕmlÕ ve yeni bir theta modeli adÕnÕ verece÷imi] \eni bir model 

tanÕmla\aca÷Õ]. A\rÕca bu model ile ikili olmayan cisimler �]erinde tanÕmlÕ EdZards 

modeli arasÕnda bir ras\onel denklik verece÷i].  

5.1. Eliptik E÷rilerin Yeni Modeli øçin Bir Eúitlik 

Bu kÕsÕmda ileride tanÕmlanacak eliptik e÷rilerin \eni modeli ioin gerekli olan 

ha]ÕrlÕklar \apÕlacaktÕr. Buna g|re ilk olarak eliptik e÷riler arasÕnda tanÕmlanabilen |]el 

bir d|n�ú�m olan ³isogeni´ kavramÕ verilecektir. 

TanÕm 5.1.1. (Silverman 2016).  𝐸1  ve   𝐸2, K cismi �]erinde tanÕmlÕ iki eliptik e÷ri 

olsun. E÷er  𝑓 ∶   𝐸1  →  𝐸2 sabit olmayan bir morfizm ise yani   𝑂𝐸భ ve  𝑂𝐸మ sÕrasÕ\la 

 𝐸1  ve   𝐸2  eliptik e÷rilerinin etkisi] elemanÕnÕ g|stermek �]ere, e÷er f d|n�ú�m�   

𝑓൫𝑂𝐸!൯ ൌ  𝑂𝐸మ  olacak úekilde katsa\ÕlarÕ K cisminden olan ras\onel fonksi\onlar 

\ardÕmÕ\la verilen bir morfi]m ve  f¶\e  𝐸1 µden  𝐸2¶\e K �]erinde bir isogeni adÕ 

verilir. 

 E÷er  𝑓 ∶   𝐸1  →  𝐸2  olacak úekilde bir isogeni bulunabiliyorsa   𝐸1  ve   𝐸2¶\e 

isogenik eliptik e÷riler denir. 

 øsogeni d|n�ú�m�n�n bir grup homomorfi]ma oldu÷u kola\ca g|r�lebilir. 

øsogeni d|n�ú�m�n�n oekirde÷inin eleman sa\ÕsÕna isogenin derecesi denir. 

 dekirde÷inde iki eleman bulunan isogeniye 2-isogeni denir. 

Teorem 5.1.2 (Fouotsa ve Diao 2017).  𝐹𝑞 sonlu cisim �]erinde tanÕmlÕ 𝐸ఒ  4 seviye 

theta modeli olsun. Bu takdirde, 𝜆(𝜆2 െ 4)( 𝜆2 ൅ 1ሻ ്  0  ve etkisiz eleman   𝑜0=൭ 2

0

2
 
c
c

, 1൱  olmak �]ere 𝐸ఒ 4 seviye theta modeli 

𝜀ఒ : 1 ൅ 𝑥2 ൅ 𝑦2 ൅ 𝑥2𝑦2 ൌ 𝜆2𝑥𝑦 
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eúitli÷i\le verilen eliptik e÷ri\e 2-isogenidir. 

øspat.  ĳ= 𝐸ఒ → 𝜀ఒ 

[ 𝑋0,  𝑋1,  𝑋2,  𝑋3] ↦ ሺx, yሻ  = ( 2

0 
X
X

, 3

1 
X
X

)  d|n�ú�m�n� ele alalÕm. Bu durumda kola\ca 

g|r�lebilir ki; 

1 ൅ 𝑥2 ൌ 𝜆 2
1

0

3

  X
X X

  ve  1 ൅ 𝑦2 ൌ 𝜆 2
0

1

2

  X
X X

 

olur. 

YukarÕdaki iki eúitlik oarpÕlarak (1 ൅ 𝑥2).( 1 ൅ 𝑦2)= 𝜆2xy elde edilir. B|\lece            

𝜀ఒ : 1 ൅ 𝑥2 ൅ 𝑦2 ൅ 𝑥2𝑦2 ൌ 𝜆2𝑥𝑦 elde edilir. Bu \�]den ĳ bir ras\onel d|n�ú�md�r. 

hstelik φሺ୔ሻ ൌ ሺ0,0ሻ  olmasÕ 𝐸ఒ �]erinde olma\an 𝑃 ൌ ሺ0, 0, 0, 0ሻ noktasÕ olmasÕnÕ 

gerektirdi÷inden ĳ d�]g�n bir d|n�ú�md�r. Buna ilave olarak  𝑜0=[ 𝑐0, 1 , 2𝑐2, 1] 

etkisi] elemanÕ ĳ d|n�ú�m� altÕnda  𝑜0=൭ 2

0

2
 
c
c

, 1൱  noktasÕna resmeder ki buradan 

ĳ¶nin 1-isogeni oldu÷u aoÕkoa g|r�l�r. Direkt hesaplama \ardÕmÕ\la bu isogeninin 

derecesi 𝑘𝑒𝑟 𝜑 ={ 𝑜0, [െ𝑐0 , 1 ,െ2𝑐2 , 1]} oldu÷undan 2 olarak bulunur.  

O halde bu d|n�ú�m bir 2-isogeni d|n�ú�m� olur. Bu ise ispatÕ bitirir.  

UyarÕ 5.1.3.  2

0

2
 
c
c

 de÷erine 𝜆 di\ece÷i].  

TanÕm 5.1.4.  Bir 𝐹𝑞 sonlu cismi �]erinde tanÕmlÕ eliptik e÷rilerin theta modeli etkisiz 

eleman 𝑜0=൭ 2

0

2
 
c
c

, 1൱ ve Ȝ = 2
0c + 2

24c  eúitli÷i 𝜆(𝜆2 െ 4)( 𝜆2 ൅ 1ሻ ്  0  |]elli÷ini 

sa÷lamak �]ere  

𝜀ఒ : 1 ൅ 𝑥2 ൅ 𝑦2 ൅ 𝑥2𝑦2 ൌ 𝜆2𝑥𝑦 

\ardÕmÕ\la tanÕmlanÕr.  
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Aúa÷Õdaki úekilde bir yeni theta modelinin grafik temsili \er almaktadÕr. Burada 

e÷rinin reel sa\ÕlarÕn bir alt k�mesi olarak tanÕmlandÕ÷Õ kabul edilmiútir.  

 

ùekil 5.1. Bir Yeni Theta Modeli grne÷i 

UyarÕ 5.1.5. 𝜀ఒ eliptik e÷risi tÕpkÕ EdZards modelindeki gibi |nemli bir simetri 

|]elli÷ine sahiptir. g\le ki e÷er ሺ𝑥, 𝑦ሻ noktasÕ 𝜀ఒ nÕn bir elemanÕ\sa ሺ𝑦, 𝑥ሻ noktasÕnda 𝜀ఒ 

e÷risinin bir elemanÕdÕr.  

Teorem 5.1.6 (Fouotsa ve Diao 2017).  𝑜0=൭ 2

0

2
 
c
c

, 1൱  |]deúlik elemanÕ olmak �]ere 

ikili olmayan cisim �]erinde tanÕmlÕ 𝜀ఒ eliptik e÷risi bir ras\onel olarak  

𝐸𝑐: 𝑥2 ൅ 𝑦2 ൌ 𝑐2ሺ1 ൅ 𝑥2 ൅ 𝑦2ሻ 

Edwards modeline denktir.  

øspat.  φ ൌ 𝜀ఒ → 𝐸𝑐 d|n�ú�m�  

ሺ𝑥, 𝑦ሻ ↦   ቀ 𝑥+1
 𝑥−1 

, 1+௬
 1−௬ 

ቁ 

൭ 2

0

2
 
c
c

, 1൱  ↦  ሺ0,1ሻ 
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൭1, 2

0

2
 
c
c

൱ ↦  ሺ1,0ሻ 

olarak tanÕmlansÕn. 

ĳ d|n�ú�m� 𝑐 ൌ 0 2

0 2  
2
2

c c
c c
�
�

 olmak �]ere 𝜀ఒ e÷risini 𝐸𝑐: 𝑥2 ൅ 𝑦2 ൌ 𝑐2ሺ1 ൅ 𝑥2𝑦2ሻ 

Edwards modeline resmeder.  

 𝑜0=൭ 2

0

2
 
c
c

, 1൱  etkisi] elemanÕ dÕúÕnda 𝜀ఒ : 1 ൅ 𝑥2 ൅ 𝑦2 ൅ 𝑥2𝑦2 ൌ 𝜆𝑥𝑦 eliptik 

e÷risi 3 tane 2-torsiyon rasyonel noktaya sahiptir. Ve bunlar  𝜆 ൌ 2𝑐మ
 𝑐బ 

  olmak �]ere  

 𝑃2 ൌ ሺ1
ఒ

, 1ሻ   𝑃3 ൌ ሺെ𝜆, െ1ሻ ve  𝑃4 ൌ ሺെ 1
ఒ

, െ1ሻ noktalarÕdÕr.  

Bunun \anÕ sÕra 𝜀ఒ eliptik e÷risi  𝐹𝑞 �]erinde ras\onel olan Q1 ൌ ሺ1, 𝜆ሻ ,  Q2 ൌ

ሺ1, 1
ఒ
ሻ  Q3 ൌ ሺെ1, െ𝜆ሻ ve  Q4 ൌ ሺെ1, െ 1

ఒ
ሻ  gibi 4 tane 4-torsiyon noktasÕna sahiptir.       

2 mertebeli ve 4 mertebeli rasyonel mertebelerin etkileri 

 ሺ𝑥, 𝑦ሻ ൅   𝑄0 ൌ ሺ𝑥, 𝑦ሻ 

 ሺ𝑥, 𝑦ሻ ൅   𝑃3 ൌ ሺെ𝑥, െ𝑦ሻ 

 ሺ𝑥, 𝑦ሻ ൅   𝑄1 ൌ ሺ1
௬

, 𝑥ሻ 

 ሺ𝑥, 𝑦ሻ ൅   𝑄3 ൌ ሺെ 1
௬

, െ𝑥ሻ 

 ሺ𝑥, 𝑦ሻ ൅  𝑃2 ൌ  ሺ1
𝑥

, 1
௬

ሻ 

 ሺ𝑥, 𝑦ሻ ൅  𝑃4 ൌ ሺെ 1
𝑥

, െ 1
௬

ሻ 

 ሺ𝑥, 𝑦ሻ ൅   𝑄2 ൌ  ሺ𝑦, 1
𝑥

ሻ 

 ሺ𝑥, 𝑦ሻ ൅   𝑄4 ൌ ሺെ𝑦, െ 1
𝑥

ሻ 

úeklindedir. 
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UyarÕ 5.1.7. E÷er  𝐹𝑞 bir ikili cisimse bu durumda  𝑃3 ൌ  𝑜0 ,  𝑃4 ൌ 𝑃2,  𝑄3 ൌ  𝑄1 ve 

𝑄4 ൌ  𝑄2 µdir. hstelik 𝜀ఒ eliptik e÷risi �]erindeki ras\onel noktalarÕn sa\ÕsÕ 4 ile 

b|l�nebilir.  

5.2. Weierstrass Modelleri ile Bir Rasyonel Denklik 

Teorem 5.2.1 (Fouotsa ve Diao 2017).  𝜀ఒ : 1 ൅ 𝑥2 ൅ 𝑦2 ൅ 𝑥2𝑦2 ൌ 𝜆2𝑥𝑦   eliptik 

e÷risi karakteristi÷i 𝑝 ൒ 0  olan bir  𝐹𝑞 sonlu cismi �]erinde tanÕmlÕ bir eliptik e÷ri 

olsun.  

1.) p ് 2 ise bu durumda 𝜀ఒ bir k�bik Weierstrass modele bir rasyonel olarak 

denktir.  

2.) p = 2 ise bu durumda 𝜀ఒ eliptik e÷risi bir ras\onel olarak 𝑣2 ൅ 𝑢𝑣 ൌ 𝑢3 ൅ 1/𝜆4  

Weierstrass modeline denktir.  

Karakteristi÷i 2 olan cisimler ioin 𝜀ఒ modeliyle Weierstrass modeli arasÕndaki bir 

ras\onel d|n�ú�m ve bunun tersi aúa÷Õdaki gibi verilmiútir.  

Sonuç 5.2.2 (Fouotsa ve Diao 2017).  𝜀ఒ : 1 ൅ 𝑥2 ൅ 𝑦2 ൅ 𝑥2𝑦2 ൌ 𝜆2𝑥𝑦  eliptik e÷risi 

ikili olmayan bir  𝐹𝑞 cismi �]erinde tanÕmlanmÕú olsun.  Bu durumda  𝜀ఒ   𝑗 ±invar\antÕ  

𝑗 ൌ ሺሺ𝑐బ
ర−4  𝑐బ

య𝑐మ+ 8 𝑐బ
మ 𝑐మ

మ+16𝑐బ 𝑐మ
య+16 𝑐మ

రሻሺ 𝑐బ
ర+4 𝑐బ

య 𝑐మ+8 𝑐బ
య 𝑐మ

మ−16𝑐బ 𝑐మ
య+16 𝑐మ

రሻሻయ

 ሺ𝑐మ 𝑐బሺ 𝑐బ−2 𝑐మሻሺ 𝑐బ+2 𝑐మሻሺ 𝑐బమ+4 𝑐మమሻሻర     

olur.   

5.3. Yeni Theta Modeli Üzerinde Nokta ToplamÕ Form�lleri 

Bu kÕsÕmda 𝜀ఒ : 1 ൅ 𝑥2 ൅ 𝑦2 ൅ 𝑥2𝑦2 ൌ 𝜆2𝑥𝑦 eliptik e÷risi �]erinde nokta 

toplamÕ form�llerini elde edebilmek ioin sevi\e d|rt theta modeli  �]erinde toplama 

form�llerini kullanaca÷Õ].  

Teorem 5.3.1. ሺ𝑥1, 𝑦1) ve ሺ𝑥2, 𝑦2) 𝜀ఒ �]erinde iki nokta olsun. Bu durumda ሺ𝑥3, 𝑦3ሻ ൌ

ሺ𝑥1, 𝑦1ሻ ൅ ሺ𝑥2, 𝑦2) olacak úekilde ሺ𝑥3, 𝑦3ሻ noktasÕnÕn koordinatlarÕ aúa÷Õdaki gibi verilir.  

ሺ𝑥3, 𝑦3ሻ

ൌ ቆ
𝑐0ሺ𝑥1 ൅ 𝑦1𝑥2𝑦2ሻ െ 2𝑐2ሺ𝑦1 ൅ 𝑥1𝑥2𝑦2ሻ
𝑐0ሺ𝑦2 ൅ 𝑥1𝑦1𝑥2ሻ െ 2𝑐2ሺ𝑥2 ൅ 𝑥1𝑦1𝑦2ሻ ,

𝑐0ሺ𝑥1𝑥2 ൅ 𝑦1𝑦2ሻ െ 2𝑐2ሺ𝑥1𝑦2 ൅ 𝑦1𝑥2ሻ
𝑐0ሺ1 ൅ 𝑥1𝑦1𝑥2𝑦2ሻ െ 2𝑐2ሺ𝑥1𝑦1 ൅ 𝑥2𝑦2ሻ ቇ 
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ሺ𝑥1, 𝑦1) noktasÕnÕn tersi ise െሺ𝑥1, 𝑦1ሻ ൌ ሺ𝑥1, 1
௬భ

ሻ  µdir.  

Karakteristi÷i 2 olan cisimler �]erinde 2 noktanÕn toplamÕ ioin koordinatlarÕ mod      

2¶deki indirgeme \ardÕmÕ\la elde edilir.  

ሺ𝑥1, 𝑦1ሻ ൅ ሺ𝑥2, 𝑦2ሻ ൌ ቀ𝑥భ+௬భ𝑥మ௬మ
௬మ+𝑥భ௬భ𝑥మ

 , 𝑥భ𝑥మ+௬భ௬మ
1+𝑥భ௬భ𝑥మ௬మ

ቁ                       ሺ5.1ሻ 

UyarÕ 5.3.2.  YukarÕda verilen nokta toplamÕ form�lleri herhangi bir cisim �]erinde 

birleútirilebilir. Yani toplam form�lleri bir noktanÕn iki katÕnÕ hesaplamak ioin de 

geoerlidir. 𝑥2, 𝑥1 �]erinde ve 𝑦2, 𝑦1 ile de÷iútirilerek verilen bir ሺ𝑥1, 𝑦1ሻ noktasÕnÕn iki 

katÕ aúa÷Õdaki gibi bulunur. 

2ሺ𝑥1, 𝑦1ሻ

ൌ ቆ
𝑐0𝑥1ሺ1 ൅  𝑦1

2ሻ െ 2𝑐2𝑦1ሺ1 ൅  𝑥1
2ሻ

𝑐0𝑦1ሺ1 ൅  𝑥1
2ሻ െ 2𝑐2𝑥1ሺ1 ൅  𝑦1

2ሻ ,
𝑐0ሺ 𝑥1

2 ൅  𝑦1
2ሻ െ 4𝑐2𝑥1𝑦1

𝑐0ሺ1 ൅  𝑥1
2 𝑦1

2ሻ െ 4𝑐2𝑥1𝑦1
 ቇ        ሺ5.2ሻ 

ikili cisimlerde (5.1) ve (5.2) form�lleri \ardÕmÕ\la ሺ𝑥1, 𝑦1ሻ noktasÕnÕn iki katÕ  

2ሺ𝑥1, 𝑦1ሻ ൌ ቆ
𝑥1ሺ1 ൅ 𝑦1ሻ2

𝑦2ሺ1 ൅ 𝑥1ሻ2  ,
ሺ𝑥1 ൅ 𝑦1ሻ2

ሺ1 ൅ 𝑥1𝑦1ሻ2ቇ  

olarak bulunabilir. 
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6. YENø MODELDE TOPLAM FORMÜLLERøN HESAPLAMA 

MALøYETLERø 

 Bu b|l�mde sonlu cisim �]erinde tanÕmlÕ \eni model ioin hem afin hem de 

projektif koordinatlardaki toplam form�llerinin mali\etlerini bulaca÷Õ]. Burada |nceki 

b|l�mdeki iúlemlere ilaveten I ile tersinme g|sterilmektedir.  Afin koordinatlarda 

ሺ𝑥1, 𝑦1ሻ ve ሺ𝑥2, 𝑦2ሻ  𝐹𝑞  cismi �]erinde tanÕmlÕ 𝜀ఒ : 1 ൅ 𝑥2 ൅ 𝑦2 ൅ 𝑥2𝑦2 ൌ 𝜆2𝑥𝑦   eliptik 

e÷risi iki nokta olsun. Aúa÷Õdaki form�ller ሺ𝑥3, 𝑦3ሻ ൌ ሺ𝑥1, 𝑦1ሻ + ሺ𝑥2, 𝑦2ሻ |]elli÷indeki 

ሺ𝑥3, 𝑦3ሻ noktasÕnÕ hesaplama\a \arar.  

𝐴 ൌ  𝑥1. 𝑦1 ;     𝐵 ൌ  𝑥2. 𝑦2 ;     𝐶 ൌ  𝑥1 ൅ 𝑦1. 𝐵 ;      𝐷 ൌ 𝑦1 ൅ 𝑥1. 𝐵;    

𝐸 ൌ 𝑦2 ൅ 𝑥2. 𝐴 ; 𝐹 ൌ  𝑥1 ൅ 𝑦1. 𝐴 ;         𝐺 ൌ  𝐴 ൅  𝐵 ; 

𝐻 ൌ  ሺ𝑥1 ൅ 𝑦2ሻ. ሺ𝑥2 ൅ 𝑦1ሻ െ  𝐺 ; 𝐼 ൌ  ሺ𝑥1 ൅ 𝑦1ሻ. ሺ𝑥2 ൅ 𝑦2ሻ െ  𝐻 ; 

 𝐽 ൌ  1 ൅ 𝐴. 𝐵 ; 

 𝑥3  ൌ  ሺ 𝑐0. 𝐶 െ  2𝑐2. 𝐷 ሻ/ ሺ 𝑐0. 𝐸 െ  2𝑐2. 𝐹 ሻ ; 

𝑦3  ൌ  ሺ 𝑐0. 𝐻 െ  2𝑐2. 𝐼 ሻ/ ሺ 𝑐0. 𝐽 െ  2𝑐2. 𝐺 ሻ 

Bu form�ller ikili olma\an cisimler �]erinde 2𝐼 ൅ 9𝑀 ൅ 8𝑚 maliyete sahiptir. 

økili cisimler �]erinde ise mali\et 2𝐼 ൅ 5𝑚 úeklindedir. Bir noktanÕn tersini almanÕn bir 

tersinme maliyetindedir, bu ise oldukoa pahalÕ bir iúlemdir. Bununla beraber ሺ𝑥1, 𝑦1ሻ ve 

ሺ𝑥2, 𝑦2ሻ gibi iki noktanÕn toplamÕ ve farkÕ a\nÕ mali\ete sahiptir. Geroekten de bu iki 

noktanÕn farkÕnÕ ሺ𝑥4, 𝑦4ሻ ile g|sterirsek ሺ𝑥4, 𝑦4ሻ ൌ ሺ𝑥1, 𝑦1ሻ െ ሺ𝑥2, 𝑦2ሻ noktasÕ aúa÷Õdaki 

form�l \ardÕmÕ\la hesaplanÕr.  

ሺ𝑥4, 𝑦4ሻ

ൌ ቆ
𝑐0ሺ𝑥1𝑦2 ൅ 𝑦1𝑥2ሻ െ 2𝑐2ሺ𝑥1𝑥2 ൅ 𝑦1𝑦2ሻ
𝑐0ሺ1 ൅ 𝑥1𝑦1𝑥2𝑦2ሻ െ 2𝑐2ሺ𝑥1𝑦1൅𝑥2𝑦2ሻ ,

𝑐0ሺ𝑦1 ൅ 𝑥1𝑥2𝑦2ሻ െ 2𝑐2ሺ𝑥1 ൅ 𝑦1𝑥2𝑦2ሻ
𝑐0ሺ𝑦2 ൅ 𝑥1𝑦1𝑥2ሻ െ 2𝑐2ሺ𝑥2 ൅ 𝑥1𝑦1𝑦2ሻቇ 

Nokta toplamÕnÕ hesaplamada kullanÕlan 8 polinomu tekrar ele alalÕm. 

𝐹1 ൌ 𝑥1 ൅ 𝑦1𝑥2𝑦2 ,   𝐹2 ൌ 𝑦1 ൅ 𝑥1𝑥2𝑦2  ,      𝐹3 ൌ 𝑦2 ൅ 𝑥1𝑦1𝑥2,  

𝐹4 ൌ 𝑥2 ൅ 𝑥1𝑦1𝑦2   ,    𝐹5 ൌ 𝑥1𝑥2 ൅ 𝑦1𝑦2  ,  𝐹6 ൌ 𝑥1𝑦2 ൅ 𝑦1𝑥2, 

 𝐹7 ൌ 1 ൅ 𝑥1𝑦1𝑥2𝑦2  ,    𝐹8 ൌ 𝑥1𝑦1൅𝑥2𝑦2 
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o halde \ukarÕda verilen form�ller aúa÷Õdaki gibi tekrar \a]Õlabilir:  

ሺ𝑥1, 𝑦1ሻ ൅ ሺ𝑥2, 𝑦2ሻ ൌ ൬
𝑐0𝐹1 െ 2𝑐2𝐹2

𝑐0𝐹3 െ 2𝑐2𝐹4
 ,

𝑐0𝐹5 െ 2𝑐2𝐹6

𝑐0𝐹7 െ 2𝑐2𝐹8
൰, 

ሺ𝑥1, 𝑦1ሻ െ ሺ𝑥2, 𝑦2ሻ ൌ ൬
𝑐0𝐹6 െ 2𝑐2𝐹5

𝑐0𝐹7 െ 2𝑐2𝐹8
 ,

𝑐0𝐹2 െ 2𝑐2𝐹1

𝑐0𝐹3 െ 2𝑐2𝐹4
൰. 

6.1. Projektif Koordinatlarda Hesaplamalar 

 𝑡 ൌ 𝑥𝑦 gibi \eni bir koordinat tanÕmla\arak 𝜀ఒ eliptik e÷risi ℙ2 projektif u]a\Õna 

g|meri]. Daha etkili hesaplama \apabilmek ioin bir noktanÕn iki katÕnÕ alma ve iki 

noktanÕn toplamÕnÕ hesaplamada Hisil ve arkadaúlarÕnÕn (2009) \aklaúÕmÕnÕ 

kullanaca÷Õ]. g\le ki burada 𝑧 ് 0 ve 𝑥 ൌ 𝑋/𝑍 ,  𝑦 ൌ 𝑌/𝑍 ,  𝑡 ൌ 𝑇/𝑍 ,  𝑇 ൌ 𝑋. 𝑌/𝑍  

olmak �]ere ሾ𝑋, 𝑌, 𝑍, 𝑇 ሿ ∈  ℙ3 geniúletilmiú projektif koordinatlarÕnÕ bulalÕm. ℙ3¶teki 

tanÕmlÕ bir e÷rinin projektif kapanÕmÕ 

𝑍2 ൅ 𝑋2 ൅ 𝑌2 ൅ 𝑇2 ൌ 𝜆2. 𝑇. 𝑍 

 olur.  

6.1.1. Nokta ToplamÕ 

ሾ𝑋3, 𝑌3, 𝑇3, 𝑍3ሿ ൌ ሾ𝑋1, 𝑌1, 𝑇1, 𝑍1ሿ ൅ ሾ𝑋2, 𝑌2, 𝑇2, 𝑍2ሿ noktasÕnÕn koordinatlarÕ  

𝑋3 ൌ ሺ𝑋1.𝑍2 ൅ 𝑌1. 𝑇2ሻ. ሺ𝑍1. 𝑍2 ൅ 𝑇1. 𝑇2ሻ 

𝑌3 ൌ ሺ𝑋1. 𝑋2 ൅ 𝑌1. 𝑌2ሻ. ሺ𝑍1. 𝑌2 ൅ 𝑋2. 𝑇1ሻ 

𝑍3 ൌ ሺ𝑍1. 𝑍2 ൅ 𝑇1. 𝑇2ሻ. ሺ𝑍1. 𝑌2 ൅ 𝑋2. 𝑇1ሻ 

𝑇3 ൌ ሺ𝑋2. 𝑍2 ൅ 𝑌1. 𝑇2ሻ. ሺ𝑋1. 𝑋2 ൅ 𝑌1. 𝑌2ሻ 

𝑋3¶� hesaplamanÕn mali\eti 5𝑀¶dir. Geroekten de 𝑋1.𝑍2, 𝑌1. 𝑇2, 𝑍1. 𝑍2, 𝑇1. 𝑇2 ve ara 

oarpÕmdÕr. Ben]er gerekoe 𝑌3 noktasÕ ioinde geoerlidir. 𝑍3 ¶� ve 𝑇3¶� hesaplamanÕn 

maliyeti 1𝑀 olup 𝑋3 ve 𝑌3 hesaplanÕrken bu oarpÕmlar ]aten hesaplandÕ÷Õndan toplam 

maliyet 12𝑀 oÕkar. 
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6.1.2. Bir NoktanÕn øki KatÕnÕ Alma 

ሾ𝑋3, 𝑌3, 𝑇3, 𝑍3ሿ ൌ 2. ሾ𝑋1, 𝑌1, 𝑇1, 𝑍1ሿ  noktasÕnÕn koordinatlarÕ: 

𝑋3 ൌ ሺ𝑋1.𝑍1 ൅ 𝑌1. 𝑇1ሻ. ሺ𝑍1 ൅ 𝑇1ሻ2 

𝑌3 ൌ ሺ𝑌1. 𝑍1 ൅ 𝑋1. 𝑇1ሻ. ሺ𝑋1 ൅ 𝑌1ሻ2 

𝑍3 ൌ ሺ𝑌1. 𝑍1 ൅ 𝑋1. 𝑇1ሻ. ሺ𝑍1൅𝑇1ሻ2 

𝑇3 ൌ ሺ𝑋1. 𝑍1 ൅ 𝑌1. 𝑇1ሻ. ሺ𝑋1 ൅ 𝑌1ሻ2 

olarak elde edilir.  

𝑋3¶�n hesaplanmasÕnÕn mali\eti 3𝑀 ൅ 1𝑆¶dir. Geroekten de 

𝑋1. 𝑍1 , 𝑇1. 𝑌1 , ሺ𝑋1 ൅ 𝑌1ሻ2 µdir. Ben]er iúlemler 𝑌3 ioin de geoerlidir. 𝑍3 ve 𝑇3¶�n 

hesaplanmasÕnÕn her biri 1𝑀 maliyetine sahiptir ve bu oarpÕmlar 𝑋3 ve 𝑌3¶�n 

hesaplanmasÕnda ]aten kullanÕlmÕútÕr. O halde bir noktanÕn iki katÕnÕn almanÕn toplam 

maliyeti 8𝑀 ൅ 2𝑆¶dir.  



27 

7. MALøYET KARùILAùTIRMALARI øLE SONUÇ VE TARTIùMA 

Bu b|l�mde ikili cisimler �]erinde toplam form�llerini karúÕlaútÕraca÷Õ]. 

Aúa÷Õdaki oi]elge (Fouotsa ve Diao 2017)¶de \er almaktadÕr. 

Modeller øki KatÕnÕ Alma Toplama 

Weierstrass 7M + 3S 14M + 1S 

Yeni theta modeli 8M + 2S 12M 

4 seviyeli theta modeli 3M + 6S + 2m 7M + 2S + 2m 

økili Edwards 2M + 5S + 2m 16M + 1S + 4m 

Çizelge 7.1. deúitli modellerin mali\et karúÕlaútÕrmalarÕ 

 Yeni kriptosistemlerin oluúturulmasÕ ioin gerekli motivas\on daha hÕ]lÕ ve daha 

g�venli úifreleme istenmesinden sa÷lanmaktadÕr. Bu nedenle literat�rde s�rekli \eni 

oalÕúmalar eklenmekte olup |rne÷in ikili cisimler �]erindeki en g�ncel oalÕúmalar 

(Kohel 2012) ve (Kohel 2017) olmuútur.  

di]elge 7.1 ikili sa\Õ cisimleri �]erindeki sistemleri karúÕlaútÕrmaktadÕr. deúitli 

modellerle ilgili karúÕlaútÕrmalar ioin (HÕúÕl 2010), (Fouotsa ve Diao 2017), (Diao ve 

Fouotsa 2015) ve (Cohen ve Fre\ 2006) ka\naklarÕ incelenebilir. Modeller arasÕnda 

karúÕlaútÕrma \aparken do÷al olarak tek kriter mali\et hesaplarÕ de÷ildir, baúka fakt|rler 

de g|] |n�nde bulundurulmalÕdÕr. (Foutosa ve Diao 2017) oalÕúmasÕndaki temel amao 

theta fonksi\onlarÕ ile eliptik e÷riler arasÕndaki iliúki\i grup \apÕsÕnÕ koru\arak vermek 

oldu÷u ioin mali\et hesaplarÕ ikinci planda kalmÕútÕr, bu nedenle yeni theta modelinin 

toplamada 4 sevi\eli theta modelinden bira] daha \avaú olmasÕ bu nedene ba÷lanabilir. 

di]elge 7.1 kare alma iúlemi olan S¶nin oarpma iúlemi olan M¶\e g|re ook daha a] 

mali\etli bir iúlem oldu÷u dikkate alÕnarak incelenmelidir.  

Sadece ikili cisimler de÷il, karakteristi÷i tek sa\Õ olan cisimler �]erinde tanÕmlÕ 

eliptik e÷riler, grup \apÕsÕ ve etkili hesaplama\la ilgili olarak geniú kapsamlÕ bir oalÕúma 
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(HÕúÕl 2010) doktora te]i olup ilgili te]in 112. sa\fada eliptik e÷rilerin farklÕ 

modellerinin mali\et karúÕlaútÕrÕlmalarÕ \apÕlmÕútÕr.  
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