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OZET

Projektif diizlemlerin koordinatlanmasi sonucu olarak,
her projektif dlizleme ayni zamanda bir cebirsel yaél da kar-
§1 getirildigi ¢ok iyi bilinmektedir. KXargit olarak bazi
cebirsel yapilar da projektif dlizlem tanimlamakta (insa et-
mekte) kullanilabilmektedir. Bu tez g¢alismasinda, bugiline
kadar bu konuda yapilan biitliin ¢aligsmalari gdzden gegirerek
derli toplu bir hale getirmek amaglanmigtir. Calismada
(Kaya, 1978,296-326s) esas alinmakla birlikte, orada ayrin-
tiya girilmeden zikredilen bir ¢ok cebirsel yapi yeniden
ele alinarak, bunlarla ilgili (cebirsel) aksiyomlarin sagd-
lanmasi yapllmlstlr.



SUMMARY

It is well known that every projective plane has
also an algebraic structure obtained by coordinisation.
Converséiy,certain algebraic structures can be used to
construct projective planes. In this thesis, we try to
prepare a survey on the subject by examining all works
published so far. We, basicly, have followed (Kaya,1978,
pp.296-326) but we have included a lot of details of the
verifications of axioms of the corresponding algebraic

structures.
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TESEKKUR

Yiikksek lisans g¢aligmami ydneten ve bu tezin hazirlan-
masl sirasinda ilgi ve yardimlarini esirgemeyen hocam

Sayin Prof.Dr. Riistem Kaya'ya saygli ve tegekklirlerimi su-
narim.
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1. GIRIS

1.1. Calismanin Amaci

Her projektif diizlemin, bir kiimenin elemanlariyla homogen olma-
yan bigimde koordinatlanabilecegi (yani diizleme ait nokta, dogru ve
izerinde bulunma bagintisinin bir kiimenin elemanlariyla temsil edile-
bilecegi) bazi temel kavramlar kisminda anlatilacaktir. Bu koordi-
natlama ydntemiyle elde edilen projektif diizlemin geometrik yapisinin
yaninda birde, diizlemin &zelliklerini de yansitan, cebirsel yapisinin

var oldugu bilinmektedir (Kaya, 1978).

Bu caligmada ise kargit problem ele alinarak, cebirsel yapilar
yardimiyla projektif diizlemlerin ingasi iizerinde durulacak, yani pro-

jektif diizlemlerin cebirsel olarak karakterizasyonu anlatilacaktir,

Fakat caligmamiz siiresince gdriilecei iizere bu cebirsel yapilar
soyut cebir derslerinde en c¢ok s&zii edilen grup, halka, cisim,...v.b.
olmakla kalmayacak, tanimlari ilgili b&liimlerde verilecek olan, yari-
grup, c¢ifte yarigrup, kartezyen grup, yari cisim, yaklagik cisim, ¢if-
te grup, kargit kartezyen grup, kargit yaricisim gibi cebirsel yapi-

lar da olabilecektir.

Her bir bdliimde, ilgili cebirsel yapinin tanimi verilecek, yine
bunlarla ilgili bilgi ve teoremler sunulduktan sonra Srnekler {izerin-
de durulacaktir., Orneklerin olabildigince ayrintili ¢8zilimleri verile~
cektir. Boylece literatiirde bilinen fakat ayrintisi verilmeyen (ayni
zamanda cebirsel yoldan tanimlanan) biitiin projektif diizlemlerin cebir-

sel yapilarinin yeterince tanitilmasi amaglanmaktadir.

Burada verilen, projektif diizlemleri belirtmeye yarayan bu y&n-
tem, biitiin projektif diizlemler i¢in uygulanabilir, ancak konunun ge-
regi olarak daha ¢ok Dezargsel olmayan projektif diizlemlerin cebirsel

yapilari ilizerinde durulacaktir.



1.2. Bazi Temel Kavramlar

Simdi projektif geometrinin, bu ¢aligmada gegen, bazi temel

kavramlarini kisaca verelim.

Tanim 1.2.1: N elemanlari noktalar, D elemanlari dogrular
olan iki kiime ve NAD =p olsun. o, NxD kiimesinde bir {izerinde bu-
lunma bagintisi iken P = (N,D.o) geometrik yapisi agafidaki aksiyom—

lar: sagliyor ise, bu sisteme bir projektif diizlem denir:

fl) Her A,Be N , A #B icin Aod ve Bod $zelliginde bir
tek d € D varduir,

?2) Her c,d € D, ig¢in Aoc ve Aod 5zellifinde en az bir AeN
vardir,

P3) Herhangi ii¢li dofrudag olmayan ddrt nokta vardir.

Projektif diizlemlerde P2 aksiyomundan daha kuvvetli ve kesin

bir Onerme gegerlidir.

Teorem .1,2.1: Bir P = (N,D,0) projektif diizleminde farkli iki

dogru bir tek noktada kesigirler.

Tanim 1.2.2: ((M.e)-Dezarg Aksiyomu)

M ve e, P projektif diizleminde belli bir nokta ve belli bir
dogru olsunlar. Eger herhangi A,B,C ve A',B',C' dogrudasg olmayan nok-

ta {icliileri i¢in M,A,A' , M,B,B' , M,C,C' dogrudag iken ABA A'B'oe ve
ACAA'C'oe 1ise BCAB'C'oe dir.

Tanim 1.2,3: Bir P = (N,D,0) projektif diizleminde her Xe& N ve
xe D ikilisi i¢in (X,x)-Dezarg aksiyomu gegerli ise, P diizlemine

Dezargsel diizlemdir denir,

Tanim 1.2.4: ((e,e)-Dezarg Aksiyomu)

P bir projektif diizlem e de bu diizlemin belli bir dogrusu olsun.

Her Moe noktasi ic¢in diizlem (M,e)-Dezargsel ise, P diizlemine



(e,e)-Dezargsel diizlem denir.

Tanim 1.2.5: P bir projektif diizlem, M ve e diizleme ait belli
bir nokta ve belli bir dogru olsun. X #Y , X,Y #M , X,Yde ve M ile
dogrudag olan X,Y nokta ¢iftleri ig¢in £(X) =Y olacak bigimde bir f

merkezsel kolinasyonu var ise, P diizlemine (M,e)-gecigkendir denir,

Teorem 1,2.2: M ve e, P projektif diizleminde belli bir nokta
ve dogru olsun. P nin (M,e)-Dezargsel olmasi igin gerek ve yeterli

kosul (M,e)-gecigken olmasidir (Kaya, 1978).

1.3. Projektif Duzlemlerin Koordinatlanmasi ve Diizlemsel Oc¢lii
Halkalar

Her projektif diizlem uygun bir S kiimesinin elemanlariyla koor-

dinatlanabilir.

Tanim 1.3.1: P, mertebesi n olan bir projektif diizlem, S de O
ve 1 ile gdsterilen iki 8zel elemani bulunan ve kardinalitesi n > 2
olan bir kiime olsun. P de herhangi ilicli dogrudag olmayan 0,E,U,V nokta-
larindan olugan seg¢imli {0,E,U,V} koordinatlama ddrtgeni ve S kiimesi
yardimiyla P nin noktalarini, dogrularini ve iizerinde bulunma bagin-
tisini belirleyelim,

Noktalarin belirlenmesi:

\\ “:}\ m;\\'(l)
T AM;ig%%f’“”\\
| & U R
T BN e
\ e ,,i..__._-__., . \gﬁ.::\;‘s.

0=(0,0) (1,0) (a,0) (b,0) (m,0) U=(0)

9 e e e e

Sekil 1.1. Projektif diizlemin noktalarinin belirlenmesi



AoQE ve A FOEA UV geklindeki her bir A noktasina 82 nin (a,a)
bicimindeki bir tek elemanini egleyelim. Ozel olarak, 0 = (0,0),
E =(1,1) olsun. Her bir NAUV noktasi igin NVAOE = (a,a) ve
NU A OE = (b,b) ise N = (a,b) diyelim. Ozel olarak,NoOU ise N=(a,0)
ve NoOV ise N = (0,b) olur. MoUV ve M ={(0,0)v(1l,m)] n UV ise
M = (m) diyelim. Buna gdre U =[(0,0)v(1,0)]A~ UV oldugundan U = (0)
dir. OEAUV =[(0,0)v(1,1)}1 AUV olup OEAUV = (1) dir. w# S olmak
lizere UV nin V noktasi ig¢in V = (o9 dur (Sekil 1.1).

Dogrularin koordinatlanmasi:

[0,0]

Sekil 1.2. Projektif diizlemin dogrularinin belirlenmesi

déV  dogrusu igin, dAUV = (m) ve dA OV = (0,k) ise
d =|[m,k] dir. Bu nedenle OUBV igin OUA UV = (0) ve OUA OV = (0,0)
oldugundan OU =[0,0] dir. doV ve dAOU = (k,0) ise d = [k]

dir. yv dogrusu,dzel olarak UV={od biciminde koordinatlanir (Sekil 1,2).

Burada dikkat edilmesi gereken Onemli bir husus, bu koordinatla-

manin se¢ilen {0,E,U,V} dértgenine bagli olmasidir.



Uzerinde bulunma bagintisi:

Her m,k,x,y € S icin,

() oled , (9 o[k] » ()4 m,N

(x o[e] , (x ¢ I[k] » (¥)o[mk] = x =m
(x,9)dd , (x,y)olkl<>x =k , (x,y)0[mk] <> y= T(m,x,k)

dir,

Tanim 1,3,2: S,0 ve 1 ile gdsterilen iki elemani da igeren bir
kiime ve co ¢S olsun. T, S {izerinde agagidaki T1-T5 kogullarini gergek-

leyen bir iliglii iglem ise, (S,T) ikilisine iiglii halka denir.

T1) Her a,b,c e S igin, T(0,b,c) =T(a,0,c) =c

T2) Her ae S igin, T(1l,a,0) =T(a,1l,0) = a

T3) Verilen her a,b,c ¢ S ig¢in T(a,b,x) = c¢ olacak bigimde
bir tek x ¢ S vardir.

T4) a #c olmak lizere verilen a,b,c,d & S igin
T(a,x,b) = T(c,x,d) olacak bigimde bir tek x € S vardir.

T5) a #c¢ olmak i{izere verilen a,b,c,d € S igin

T(x,a,y) =b, T(x,c,y) =d olacak big¢imde bir tek (x,y) € S2 vardir.

Eger P f)rojektif diizlemi, S§ kiimesi ve T iiglii iglemi yardimiyla
koordinatlanabilen bir projektif diizlem ise (S,T) {iglii halkasina P

nin diizlemsel {icli halkasi denir,

Her projektif diizlemin, uygun bir S kiimesinin elemanlariyla ko-

ordinatlanmasindan bir (S,T) {i¢lii halkasi elde edilebilir (Kaya,1978).



2. CIFTE YARIGRUPLAR OUZERINDE PROJEKTIF DUZLEMLER

2.1. (Cifte Yarigrup ile Diizlemsel O¢li Halka Arasindaki fliski

Tanim 2.1,1: Herhangi bir L kiimesi {izerinde = ikili iglemi ve-
rilmig olsun. (L,x) sistemi agafidaki L1-L3 zelliklerini saglarsa

bu sisteme yarigrup veya loop denir.

L1) Verilen her a,beL icin, a x x = b denkleminin bir tek
x ¢ L ¢OBzlimli vardir.

L2Z) Verilen her a,beL igin, x x a =b denkleminin bir tek
x €L ¢bziimi vardar,

L3) Her ¢l i¢in u ¥ x = x x v = x olacak bigimde bir uel
(birim eleman) vardair,

Teorem 2,1.1: (S,T) bir li¢glii halka ve
+ : x4y =T(1,xy)
x.y = T(x,y,0)
olmak iizere (S,+) ve (S-{0},.) sistemleri birim elemanlari sirasiyla
0 ve 1 olan birer yarigruptur. Ustelik her x € S icin x.0 =0.x =20

dir.

Burada, (S,T) {iclii halkasindan elde edilen (S,+) ve (5-{0},.)
cebirsel yapilarinin yarigrup 8zelliklerini sagladiklari Tl,...,T5

kullanilarak kolaylikla gdsterilebilir.

Tanam 2.1.2: S, 0 ve 1 i de kapsayan bir kiime olsun. + ve .
bu kiilme iizerinde iki ikili iglem iken (S,+) ve (5-{0},.) birim ele-
manlari sirasiyla O ve 1 olan birer yarigrup ve her xe S igin

x.0 =0.x =0 ise (S,+,.) sistemine ¢ifte-yarigrup denir.

Bu tanim ile daha dnce verilen bilgileri birlegtirirsek,
(S,+,.) sisteminin ¢ifte yarigrup Szelliklerini sagladipini sSyleye-—
biliriz. Eger bir (S,+,.) sistemi bir (S,T) ii¢clii halkasindan elde

edilmigse, buna kargilik bir P(S T) projektif diizlemi vardar.
t]

0 halde, "Bir ¢ifte yarigrup hangi ek kogullar altinda bir pro-

jektif diizlemin lineer {icldi halkasindan elde edilebilir?" sorusunun



cevabini verelim,

Tanim 2.1.3: (8,T) iiglii halkasindan,
T(1l,a,b) = a4+ b ve .T(a,b,0) = ab

ile elde edilen (S,+,.) cebirsel yapisina diizlemsel halka denir.

Asagidaki yardimci teorem, her bir diizlemsel halkanin bir tek

lineer ii¢lii halkadan elde edilebilecegini g&stermektedir.

Yardimci Teorem 2.1.2: (S,+,.) sistemi bir diizlemsel halka ol-
mak {izere T {icld islemi,
T: S > S

(a,b,C) > T(a,bac) = ab + ¢,

gseklinde tanimlanirsa (S,T) ikili sistemi bir lineer {i¢lii halkadir.
Uistelik (S,T) lineer ii¢lii halkasindan elde edilen cebirsel yapi
(S,+,.) dar.

Ispat: Varsayalim ki (S,+,.) diizlemsel halkasi (S,T') lineer
iclii halkasindan elde edilmig olsun. Her a,b,ce S igin
T'(a,b,c) = ab + ¢ olmalidir. T de ayni gekilde tanimlandigindan
T =T' olmalidir., Dolayisiyla (S,T) ikili sistemi de bir lineer {i¢lii
halkadir ve (S,+,.), (S,T) lineer {i¢lii halkasindan elde edilen cebir-

sel yapidir B

Bir ¢ifte yarigrup ile diizlemsel halka arasindaki iligkiyi be-

lirleyen teoremi artik verebiliriz.

Teorem 2.1.3: Herhangi bir (S,+,.) ¢ifte yarigrubunun (ii¢lii ig-
lemi T(a,b,c) = ab + c¢ bigiminde tanimli bir iiclii halkadan elde edil-

mig) diizlemsel halka olmasi igin gerek ve yeter kogullar gunlardir:

1) Verilen her a,b,c,de S , a # ¢ igin,
ax +b =cx + d
olacak bigimde bir tek x € S wvardir.

2) Verilen her a,b,c,dec S , a#c igin,



xa+y=>b
xc +y =d

sisteminin bir tek (x,y) ¢ 32 ¢Oziimi vardar.

Ispat: (S,+,.) c¢ifte yarigrubu diizlemsel halka olsun. (S,T)
iclii halkasini diigiinelim. T4 geregince her a,b,c,de S (a # c¢) igin
T(a,x,b) = T(c,x,d) olacak gekilde bir tek x & S vardir, Burada T
nin tanlminl kullanirsak ax + b = cx + d dir ve bu egitligin bir tek
X & S ¢8zimii vardir dolayisiyla 1) saglanir. T5 gerefince her
a,b,c,d& S (a #c) igin T(x,a,y) =b ve T(x,c,y) = d olacak bigim-
de bir tek (x,y) e % vardir. Yine T nin tanimindan xa +y =b ve
x¢ +y =d sisteminin bir tek (x,y) € 52 ¢Oziimi vardir, bdylece 2)

kogulu saglanir.

Kargit olarak, (S,+,.) sistemi 1) ve 2) kogullarini saglasin.
Bu sistem her a,b,ce S ig¢in T'(a,b,c) = ab + ¢ ile birlegtirilir-
se S nia, (x,y) bigciminde gtsterilen ikilileri bir projektif diizlemin
ideal olmayan noktalarini ve [ a,b] bigiminde gdsterilen ikilileri bu
ﬁrojektif dizlemin (o) ideal noktasindan gegmeyen dogrularini gdster-

mekte kullanilabilir., (x,y)o[a,b]<=> y=axtb geklinde tanimlanirsa 1)
kogulu, ideal noktalardan birinde kesigmeyen iki dogrunun bir tek or-
tak noktasinin varligini gbsterir.

[a,b]A [c,d] = (x,y) olsun.

(x,y)o[a,b] <>y =ax+b

ve
(x,y)0[c,d] <>y =cx +d
oldugundan
ax +b =cx + d (2.1)
dir. ‘1) den (2.1) denkleminin bir tek x € S ¢Oziimiiniin varligi bilin-
digine gdre T' tanimindan T'(a,x,b) = T'(e,x,d) nin bir tek x & S ¢o-

ziimi vardir ve T4 Bzelligi saglanar.

2) kogulu, ideal olmayan farkli iki noktayi birlegtiren bir tek

dofrunun varligini gdsterir.

(x,y) v(x',y") =[a,b] olsun.



(x,y)ol a,b] <> y= ax+ b
(x',yDol[a,b] <> y'= ax"+ b (2.2)

olur., 2) den (2.2) sisteminin bir tek (a,b) e S2 ¢ozlimi ol-
duguna gbre yine T' niin tanimindan T'(a,x,b) =y ve T'(a,x',b) =y'
olacak gekilde bir tek (a,b) & S2 vardir ve T5 6zellipi saglamir,
(s,+,.) nin yarlgrub 8zelliginden © 4+ x = B ifadesinin bir tek xeS
¢ozlimi oldugundan ab + x =c¢ nin dolayisiyla T'(a,b,x) = c nin de
bir tek x e S ¢dziimli vardir. Bu ise T3 8zelligidir. (8,+,.) cifte
yarigrup oldugundan (S,+) birim elemani O ve (S~{0},.) birim eleman1
1 olan birer yarigruptur. Dolayisiyla her x € § igin x = x.1 =1.x
ve 1.x +0 =x.1 +0 =x ve buradan T'(1,x,0) =T'(x,1,0) =x dir
bu da T2 $zelligidir. Son olarak a,b,c €S i¢in 0.b +¢c =c ve
a.0 + ¢ =c¢ oldugu diigiiniiliirse, T'(0,b,c) =c =T'(a,0,¢) olup Tl
6zelligi saglanir. TI1,...,T5 &zellikleri saglandigindan (S,+,.)
gifte yarigrubu bir dlizlemsel halkadir

Eger (S,+,.) diizlemsel halkasinin cebirsel yapisi g¢ifte yari-
grup Szelliklerinden bagka standart 8zelliklere sahip degilse, bu
diizlemsel halkaya kargilik gelen projektif diizlem hig¢ bir (M,e) iki-

lisi igin (M,e)-gecigken olmaz.

Lineer olmayan herhangi (S,T) {igli halkasindan da Tanim 2,1.3
de belirtilen gekilde bir (S,+,.) cebirsel yapisi elde edilebilir,
Fakat bu galigmada, sadece g¢ifte yarigrup Srnegi verilirken lineer
olmayan bir iicld halka ile galigilacak, bunun diginda bdyle yapilar
incelenmeyecektir. Giinkii bu 8zel hal diginda lineer olmayan cebir-

sel yapilari projektif diizlemlerle birlegtirmek anlamla oimaya—
bilmektedir (Yaqub,1968)

gifte—ya:igrup lizerinde bir érojektif diizlem &rnegi 6.3 nolu

kesimde verilecektir.



3. KARTEZYEN GRUPLAR OZERINDE PROJEKTIF DOZLEMLER

3.1. Kartezyen Gruplar

Tanim 3.1.1: (S,T) bir lineer iiglii halka olswn. (S,T) lineer
iicli halkasinda + iglemi asosyatif ise, (S,T) ye bir kartezyen grup

denir,

Agagidaki teorem kartezyen gruplarin, gifte yarigruplardan da-
ha ¢ok cebirsel &zellipe sahip diizlemsel halkalardan ilki oldugunu

ifade etmektedir,

Teoerm 3.1,1: Herhangi bir (S,+,.) ¢ifte yarigrubunun
T(a,b,c) = ab + c iiglii iglemi ile birlegtirilmesinden elde edilen
(S,T) ikilisinin kartezyen grup olmasi i¢in gerek ve yeter kogullar

gunlardir:

1) (S,+,.) bir diizlemsel halkadir (Teorem 2.1.3 deki 1) ve 2)
kogullaryi saglanir).

2) + iglemi asssosyatiftir,

Isﬁat: (s,T) ikilisi bir kartezyen grup olsun, T(a,b,c)=abtc
olmak {izere (§,T) bir lineer {iglii halkadir, T4 ve lineerlikten her
a,b,c,de S, (a#c) igin ax + b = cx 4 d olacak bigimde bir tek xeS
vardir. Benzer gekilde, T5 ve lineerlikten her a,b,c,d & S, (a # ¢)
igin xa +y =b, x¢c + y =d sisteminin bir tek (x,y) € s ¢Sziimi var-
dir. Teorem 2.1.3 den, (S,+,.) bir diizlemsel halkadir. Kartezyen

grup tanimindan ise + iglemi assosyatiftir.

Kargit olarak (S,+,.) bir g¢ifte-yarigrup iken 1) ve 2) kosgullari
saglansin. (S,+,.) bir diizlemsel halka iken T(a,b,c) = ab + ¢ igle-
miyle elde edilen (S,T) ikilisinin bir lineer {i¢li halka oldufu Teorem
2.1.2 den bilinmektedir. + iglemi de assosyatif oldugundan (S,T) bir
kartezyen gruﬁtur |

Dolayisiyla "+ iglemi assosyatif olan bir diizlemsel halkaya
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kartezyen grup denir" ifadesini de rahatlikla kullanabiliriz.

Kartezyen grup ile ilgili buraya kadar verilen bilgileri bir-

legtirirsek gu sonucu yazabiliriaz:

Sonu¢ 3.1.2: Herhangi bir (§,+,.) cebirsel yapisinin
T(a,b,c) = ab + ¢
icli iglemiyle birlegtirilmesinden elde edilen (S,T) ikilisinin kar-—
tezyen gruf: olmasi igin,
1) (s,¥) nin, birim elemani O olan, bir grup olmasa,
2) (s~-{0},.) nin, birim elemani 1 olan, bir yarigrup olmasi,
3) Her xe S igin O0.x = x.0 = 0 olmasa,
4) Verilen her a,b,c,d e S, a ¥¢ igin
ax + b =cx +d
olacak bigimde bir tek x € S ¢Sziimiiniin bulunmasi,
5) Verilen her a,b,c,d € S, a ¥c¢ i¢in
xa +y =b
x¢ +y=d

sisteminin bir tek (x,y) € 32 ¢Sziminiin bulunmasi, gerek ve yeterdir.

Kartezyen gruplar ((=9),[od)-Dezargsel olan projektif diizlemler

belirtirler.

3.2. Kartezyen Grup Urnekleri

Simdi iki tane kartezyen grup Srnegi verelim.

Ornek 3.2.1 (Spencer, 1960): & gergel sayilar kiimesi ve +, &
izerinde bilinen toplama iglemi olsun. O iglemi ise her x,ye &
igin

Xy , xy=0 iken
x0y = xyz y x<0vey>0 iken

x2y y x>0 vey<0 iken

bigiminde tanimlansin., (®,+,0) sisteminin bir kartezyen grup
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oldugunu fakat carpmanin komutatifligi diginda birlegimi veya tof;la—
ma ilizerine dagilmasi gibi standart $zelliklerden hig birini saglama-

digini gbsterelim,

(#,H) nin, birim elemani O olan bir grup oldufu agikardar.
(#{0},0) nin bir yarigrup oldugunu gSsterelim.

(i) a,be®{0} igin a@x =b (3.1)
denkleminin bir tek x e ® ¢Ozimiinlin varligini inceleyelim,

a>0veb >0 iken ax =b ise x = a b > 0 tek ¢Sziimdiir,
a2x =b olsa idi x = (az)—lb >0 oldugundan x < 0 ¢8ziimi mevcut olmazdi,

a<0veb>0 ise, ax =b ve buradan x = a_lb <0 tek ¢dzimdiir,
Oysa ax2 =b iken x2 = a—lb ve x =% a_lb olurdu. a 'b < 0 oldu-
gundan b8yle bir ¢&ziim varolamaz,

a>0 ve b<0 ise, ax =b den x = a—lb < 0 ¢Bziim olamaz.

-1
a’x = b ise, x = (a2) b <0 tek ¢Bziimdiir.

a<0 ve b<0 ise, ax =b ve x =a b >0 olur. Dolayisiyla
X ¢8zlm olamaz. Fakat ax® = b ise, x =%/ a_]'b oldugundan

X =\/a—1b > 0 tek ¢bzimdlir. Bdylece (3.1) in bir tek x ¢Bziimii vardir.

Kartezyen grub kogullari arasinda olmamasina kargin bu iglem

komutatiftir. $&yleki,

X,y 20 veya x,y <0 iken, xy > 0 oldugundan x0y = xy=yx-yOx
dir, x>0 ve y <0 ise, x0y = xzy = yx2 = yOx dir. Ve nihayet
x <0 ve y >0 iken, x0y = xy2 = yzx = y0x oldugundan her x,ye @

igin xQy = yOx dir.

(ii) © iglemi komutatif oldufundan a®@x =b denkleminin bir

tek ¢Oziimii var iken x@a =b nin de bir tek xe ® ¢bziimi vardir.
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1, x<0 x , x<0

oldugundan (®-{0},0), birim elemani 1 olan, bir yarigruptur. Ayrica
her x ¢ @ igin 00x =0x =0 =x0 = %00 dar

Her a,b,c,d e ® , a #c¢ igin,

abx +b =0B8x +d (3.2)
egitliginin bir tek xe® ¢Szlimlinli aragtiralim,
ax + b » ax >0 iken
alx +b = a2x+b , a>0ve x <0 iken

ax2+b , a<0ve x>0 iken

cx +d s, €x =0 iken

c2x+d s >0 ve x <0 iken

cOx + d

cx2+d , ¢ <0ve x>0 iken

ifadeleri yardimiyla gegitli halleri inceleyelim,

a=0 iken, b =c@x +d =>cbx =b-d ve ¢ =0 iken,
a@x + b =d => a@x = d-b egitliklerinin bir tek ¢8ziimlerinin varligi-

ni yarlgrup Szelliklerinden s8yleyebiliriz,

a>0ve c¢c>0 olsun.

2
ax +b =cx+d, (x=20) veya @ X+ p =c2x+d , (x <0)
egitlikleri vardir.
Eger (d-b)@-c) -1 > 0 ise, birinci egitligin bir tek

X = (d—b)(a-c)-1 ¢6zlmli vardir., Aksi takdirde x = (d—b)(az—cz)—l

ikinci egitlifin tek ¢8ziimiidiir,

a<0vec>0o0lsun., ax + b =c2x+d , (x <0) veya

ax2 +b=cx+d, (x>0) egitliklerinin ¢dziimiine bakalim. d-b >0

ise birinci egitligin ve d-b < 0 ise ikinci egitligin bir tek ¢8ziimi
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¥xa ty=>b
xc+y=d , (x>0)

sisteminin bir tek ¢dziimii vardir,

a>0ve ¢c <0 iken, b~d < 0 olmasi halinde
xa2 4+y=b
x¢ +y=d, (x<0)
sisteminin bir tek ¢&ziimi varken, b-d > 0 ise,
Xa +y =b
xzc +y=d, (x>0)

sisteminin bir tek g¢8zlimii vardir.

a<0vec>0 ise, b~d >0 iken
xa +y =b

2
x¢" +y=d, (x<0)
sisteminin ve b-d < 0 iken,
x’a 4y =b
x¢ +y=4d, (X>0)

sisteminin birer tek ¢8ziimleri vardir.

a <0 ve ¢ <0 olmas1 halinde, (b-d)@-c) -1 <0 ise,

xa +y =b
xc +y =d
sisteminin bir tek ¢dziimii vardir. Eger (b-d)(a—c)—l > 0 ise,
xza +y=b
xzc +y=d

‘sisteminin bir tek (x,y) ¢Bziimli oldugundan (3.3) sisteminin, her du-
rumda bir tek ¢dzimii vardir. Dolayisiyla (&,+,8) bir kartezyen grup-
tur. Bu sistemde garﬁlmln, birlegme ve toplama iizerine dagilma &zel-
liklerinin saglanmadigini birer rnek ile gdsterelim,

(20(~3))0(~2) = (~12)0(~2) = 24
ve

20((-3)8(~2)) = 206 = 12

dir.
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20(-5 + 3) = 20(-2) = -8

ve

20(-5) + 203 = -20 + 6 = ~-14
dir.

(-2 + 1)03 = (~1)83 = -9
ve

(-2)83 + 103 = -18 + 3 = -15
dir.

Urnek 3.2.2: En kiiglik kartezyen grui)(Panella, 1965)
Fs={0,1,2,3,4}, 5 in kalanlarindan olugan kiime olmak lizere Fj izerin~
de + ye , iglemleri sirasiyla 5 modiline gdre toplama ve garpma ig-
lemleri iken (Fg,+,.) bir cisimdir. S =TFqxFs={ (x,y) : x,y € Fg!l
ﬁzg’rinde @ ve @ iglemlerini agagidaki bigimde tanimlayalim:

(a,0) © (c,d) =(a + c,b +4d)
A (a,b)®(c,d) , b =0 veya (bc—ad)2-2d2= 0,1,4 iken
(2,b)0(c,d) =
<(a,b)x(c,d) , diger durumlarda
Burada x iglemi de
(a.c,a.d) b =0 iken
(a,b)x(c,d) =
(a.c—b"l.d.(a2—2),b.c—a.d) ’ b 0 iken
ile Belirli olsun. BPyle helirlenen (S, ® ,0) sisteminin bir kartez-

yen gru{: oldugunu gdsterelim.
(s, ®) , birim eleman1 (0,0) olan, bir defigmeli gruﬁtur.

(S,8) nin zelliklerinin kolayca gbriilebilmesi igin @ iglemine ilig-
kin gizelgeyi verelim. Bu gizelgede kisalik saplamak igin her (x,y)e$
eleman: igin xy gosterimi kullanilacaktir. Ornegin i, satirin ba-
gindaki (a,b) ve j,slitunun bagindaki (c,d) elemanlari sirasiyla ab ve
cd olarak yazilacak ve efer (a,b)e(c,d) = (u,v) ise bu eleman ¢izel-
gede i,satir ve j. slitunda uy bigiminde gUsterilecektir.
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@ {00 01 02 03 04 10 11 12 13 14 20 21 22 23 24 30 31 32 33 34 40 41 42 43 44

00 | 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 GG 00 Q0 Q0 QO Q0 00 60 00 00 00 Q0 Q0 GO
01 | 00 30 10 40 20 01 21 14 44 31 02 33 42 12 23 03 32 43 13 22 04 24 11 41 34
02 | 00 40 30 20 10 02 43 22 32 13 04 14 31 21 44 01 11 34 24 41 03 42 23 33 12
03 {00 10 20 30 40 03 12 33 23 42 01 41 24 34 11 04 44 21 31 14 02 13 32 22 43
04 { 00 20 40 10 30 04 34 41 11 24 03 22 13 43 32 02 23 12 42 33 01 31 44 14 21
10 { 00 01 02 03 04 10 11 12 13 14 20 21 22 23 24 30 31 32 33 34 40 41 42 43 44
11/00 14 23 32 41 11 30 21 43 03 22 31 10 0L 42 33 13 04 40 24 44 02 12 34 20
12100 34 13 42 21 12 41 30 01 22 24 02 32 44 10 31 40 11 23 03 43 33 04 20 14
13| 00 24 43 12 31 13 23 04 30 44 21 10 41 33 03 34 02 22 14 40 42 11 20 01 32
14 { 00 44 33 22 11 14 02 42 24 30 23 43 04 10 34 32 21 40 01 12 41 20 31 13 03
20 | 00 02 04 01 03 20 22 24 21 23 40 42 44 41 43 10 12 14 11 13 30 32 34 31 33
21 ] 00 22 44 11 33 21 04 32 40 12 42 30 03 24 14 13 41 31 02 20 34 43 10 23 01
22 | 00 12 24 31 43 22 40 03 14 34 44 23 30 13 01 11 04 42 20 32 33 21 41 02 10
23100 42 34 21 13 23 31 11 02 40 41 04 12 30 22 14 33 20 43 01 32 10 03 44 24
24|00 32 14 41 23 24 13 40 33 01 43 11 21 02 30 12 20 03 34 44 31 04 22 10 42
30 {00 03 01 04 02 30 33 31 34 32 10 13 11 14 12 40 43 41 44 42 20 23 21 24 22
3100 23 41 14 32 31 42 10 22 04 12 44 34 03 20 43 30 02 21 11 24 01 33 40 13
32100 13 21 34 42 32 24 44 03 10 14 01 43 20 33 41 22 30 12 04 23 40 02 11 31
33100 43 31 24 12 33 10 02 41 21 11 32 20 42 04 44 01 13 30 23 22 34 14 03 40
34100 33 11 44 22 34 01 23 10 43 13 20 02 31 41 42 14 24 03 30 21 12 40 32 04
40| 00 04 03 02 01 40 44 43 42 41 30 34 33 32 31 20 24232221 1014131211
411 00 11 22 33 44 41 03 13 31 20 32 12 01 40 21 23 34 10 04 43 14 30 24 42 02
42100 31 12 43 24 42 32 01 20 11 34 40 14 22 02 21 03 33 41 10 13 44 30 04 23
43] 00 21 42 13 34 43 14 20 04 33 31 03 23 11 40 24 10 44 32 02 12 22 01 30 41
441 00 41 32 23 14 44 20 34 12 02 33 24 40 04 13 22 42 01 10 31 11 03 43 21 30

(s-{(0,0)},0) sisteminin bir yarigrup oldugunu gdsterelim.
0,8 € S-{(0,0)} igin,
afx = B (3.4)

denkleminin bir tek x &S ¢Bziimii vardir. (Ciinkii, i.satirin baginda bulunan
bir o elemani ve yine ayni satirda bir kez gbriilen B elemani verildifinde

eger B ,' i.satir ve j.slitundaki bir eleman ise j.slitunun bagindaki eleman
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(3.4) denkleminin bir tek x€S ¢dziimiidiir., Ornegin, 238x = 12 denkle-
minin bir tek x =22 = (2,2)€ S ¢Ozimli vardir.

a,€5-{(0,0)} igin, =00 = B8 denkleminin bir tek x €S ¢bziimili~-
niin oldugunu, yukarida satir ve sutiinlarin rollerini defigtirerek sdy-

leyebiliriz.

Her o €$ igin,
1060 =aB10 = o
oldufu gizelgeden goriilmektedir. Dolayisiyla (S-{(0,0)},8) bir yari-

gruptur.

Her o €S igin,
00@g = aB00 = 00

oldugu yine g¢izelgeden giriilmektedir.

0,B8,Y,8 €S ve a F3B igin,
0dx Dy =gOx @ § (3.5)

denkleminin S iizerinde bir tek ¢dziimiiniin oldugunu gizelgeden gdrebil-

mek icin bu ifadeyi, (S, ©) nin gruf: bzelliklerinden,
(a@x)-(BOx) =wu

big¢iminde yazalim. (izelgede, o ve B nin bulundugu satirlarda olup
ayni siitunda bulunan eleman ¢iftlerinin farki p olan siitun bir tek
tanedir, Cilinki bu farklar her siitun igin farkli elemanlar vermekte-
dir., Bu siitunun baginda bulunan elemanda (3.5) denkleminin aranan

tek ¢8zlmidiir. Bir drnek verelim:
120x © 32 = 130x © 41

denkleminin bir tek x = 33 = (3,3) €S ¢Bziimi vardir,

o,B,Y, 8 € S , a ¥ igin,
x00 @y =y
X083 By =6 (3.6)

sisteminin bir tek (x,y)e¢ 52 ¢bziimiiniin oldugunu gdrebilmek ic¢in bu
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ifadeyi, (S, Q) nin grup olma dzelliginden,

(x00)-(x@B) = y-8 = n (3.7)
ve
y = y-(x00) (3.8)
bigiminde yazalim, (3.5) denkleminin g&ziimiinde satir ve siitunlarin
rollerini degigtirerek (3.7) denkleminin bir tek xeS ¢bziiminlin oldu-
gunu s8yleyebiliriz. x€S bulunduktan sonra, (S, ©) nin grui: olmasi
nedeniyle, (3.8) egitlifi yardimiyla bir tek y €S hemen bulunabilir.
Dolayisiyla (3.6) sisteminin bir tek (x,y)e€ 5 ¢Bzlmi mevcuttur., Or-
negin,
x024 ®y =43
%030 py =11
sisteminin bir tek (x,y) = (31,23) = ((3,1),(2,3)) ¢ S2 gbzliimi var-

dir.

Yukarida verdigimiz kartezyen grup drneginde, @ igleminin de-
gisme ve birlegme Hzelliklerini sapglamadifi gibi her iki dagilma &-

zelliginin de gergeklenmedifini birer Srnek ile gdsterelim.

41024 = 21
24041 = 04
diir,
1268(30042) = 12821 = 02
(12630)042 = 31042 = 33
diir.
(31 © 04)011 = 30011 = 33
(31011) ©® (04011) = 42934 = 21
dir,

210(03 @ 41) = 21044 = 01
(21603) @ (21041) = 11 ® 43 = 04

diir. Bu drnekle tanitilan kartezyen grui) bilinen en az elemanl:i

kartezyen grubtur.



4, YARICiSIMLER OZERINDE PROJEKTIF DOUZLEMLER

4.1. Sol Yaricisimler Uzerinde Projektif Diizlemler

Tanim 4.1.1: Soldan dagilma 6zelligi bulunan herhangi bir kar-

tezyen gruba sol yaricisim denir.

Teorem 4.1.1: Herhangi bir (S,+,.) sisteminin T(a,b,c) = ab+c
icli iglemiyle birlegtirilmesinden elde edilen (S,T) ikilisinin sol
yaricisim olmasi igin gerek ve yeter kogullar,

(1) (S,+) nin, birim elemani 0 olan, bir grup olmasi,

(ii) (s-{0},.) nin, birim elemani 1 olan, bir yarigrup olmasai,

(iii) Her xe€ S8 ig¢in O.x = 0 olmasi,

(iv) Her x,y,z € S ig¢in, x.(y + 2) = x.y + X.2 olmasi

(v) a # b olmak lizere verilen her a,b,c € S igin,

-a.x + b.x = ¢ denkleminin bir tek x e S ¢8ziimiintin bulunmasidir.

iséat: (S,T) ikilisi bir sol yaricisim olsun. TI1-T5 Szellik~
leri saglanir. Ustelik bir sol yaricisim ayni zamanda soldan dagil-
ma 6zelligi bulunan bir kartezyen grup oldufundan, (i),(ii),(iii) ve
(iv) Bzellikleri saglanir, T4 diigliniilerek T nin tanimi uygulanirsa,
ax + b = cx + d, dolayisiyla ~ax + ¢x = b-d = e denkleminin bir tek

X € S ¢Ozlmii vardir ve (v) saglanir,

Kargit olarak (S,T) sistemi (i)-(v) 8zelliklerini saglasin.
Her x e S igin 1 + 0 = 1 olduBu ve (iv) dikkate alinirsa, -
x=x.1=x.(1+0) =x%x.1 +x.0=x+ x.0 ve buradan x.0 =0 dir. O
halde x.0 = 0.x = 0 olur., T1-T5 Szelliklerinin saglandifini gbdste-

rirken T nin tanimi siirekli kullanilacaktir.

Her a,b,c e S igin 0.b + ¢ = a.0 + ¢ = ¢ oldugundan,
T(0,b,c) = T(a,0,c) = c¢ dir ve Tl saglanir. Ayrica l.a = a.,l = a ol-
dugundan l.a + 0 = a.1 + 0 = a olur ve T(1,a,0) =T(a,1,0) = a olup
T2 gegerlidir. (S,T) grup oldugundan a.b + x =c => x = c-ab dir ve
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T(a,b,x) = c olacak bigimde bir tek x € § vardir, dolayisiyla T3
saglanir. Ustelik + iglemi birlegimlidir. T(a,x,b) = T(c,x,d) =
ax + b = cx + d dir. Grup 8zelliklerinden ~cx 4 ax = d-b elde edilir
ve (v) geregince bdyle bir tek x € § vardir. Bbylece T4 saglanir.

T5 8zelligini gbstermeden 8nce (S,+,.) nin bir bagka basit 8zelligini
belirleyelim, |

0 =x.0 = x(y + (-y)) = x.y + x.(~y) oldugundan her x,y & S
igin ~(xy) = x(~y) dir ve genelde -(xy) yerine -xy yazilir.

T5 6zelligi a #¢, a,b,c,d € S olmak iizere T(x,a,y) =b ve
T(x,c,y). = d olacak bigimde bir tek (x,y) e Szvnin bulunmasi idi. Bu-
radan xa +y =b ve x¢c +y =d dir, Sistemin ¢dziiminden xc-xa = d-b
bulunur. Soldan dagilma 8zellifinden ve az Once gbsterilen Hzellik-
ten dolayr x(c-a) = d-b dir. c¢-a =r ve d~b = s alinirsa, xr = s dir,
Yarigrup @zelliklerinden bir tek x € S ve bdylece y &€ S var oldugun-
dan (x,y) e S2 tektir. 0 halde (S,T) ikilisi sol yaricisimdir B

Sol yaricisimlerin bazi 8zellikleri de gu gekilde siralanabilir:

(a) Verilen herhangi a,be S, a #1 igin ax + b = x ve xatb = x
denklemlerinin birer tek x € S ¢dzlimleri vardir.

(b) Her x,ye S igin, x +y =y + x dir.

Hall sistemleri diye bilinen bir sol yaricisimler ailesi agafida

verilmektedir,

Ornek 4.1.1 Hall Sistemleri (Hall, 1959): F herhangi bir cisim,
f(r) = t?-rt-s de bu cisim lzerinde ikinci dereceden indirgenemez bir
polinom olsun. (Yani,her a € F igin £(a) # 0 dir).
S={a+Xb: a,beF, A\éF} , olmak iizere,
(a+ 2b) ® (¢t Ad) =(a+ec) +Ab + d) (4.1)

ac + A(ad) » b =0 iken
(a +2b) @ (c +Ad) = (4.2)

ac—b-]‘df(a)+ A(bc~ad + rd) , b #0 iken

geklinde tanimlansin. (S,H,0) sisteminin bir sol yaricisim oldugunu
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gdstermek istiyoruz, Fakat 8nce gu 8zel haller iizerinde duralim,

Her ke F , z € S icin,

k®z=2z0%k (4.3)

oldugunu gdsterelim.

k=0vez=a+ X ise, 00 z =080 (a + ) =0a+r(0b) =0
ve 2680 = (a 4+ Ab)@0 — 0 oldufundan, 08z = z@0 dir,

ke F, k #0ve z =a + X ise, k®@z =k8(a + Xb) =ka + A(kb)
dir ve z0k = (a + Ab)Ok = ak + A(bk) olmasi nedeniyle z0k = k@z dir.
Fakat Srnegimizin son kisimlarinda gdsterilecefi gibi, genelde

X,y € S ic¢in, x@y # y@x dir,

ke F ve z,we S igin,
(z8w) 0k = zO(wok) = z0(kOw)
oldugunu gdsterelim, (4.3) den z6(wOk) = z6(k6w) dir. O halde
(z@w) Ok = zO(kOw) egitlifini gdstermeliyiz,
zZ =a+ Ab, w =c + Ad olsun,.

ac + A(ad) s b =0 iken
(z26w) 0k = kO(z0w) = k@
ac—b—ldf(a) + A (bc-ad + rd) , b #0 iken

kac + A(kad) s b=0 iken
= (4.4)
kac-kb tdf(a) + A(kbc—kad + krd) , b#0 iken

z0(kOw) = (a + Ab)8(kO(c + Ad))
(a + Ab)@(kc + A(kd))

Il

akc+ A(akd) , b =0 iken
= (4.5)
akc—b—lkdf(a) + A(bkc-~akd + rkd) , b # 0 iken

dir. (4.4) ve (4.,5) den, b =0 iken
kac + A(kad) = akc + A(akd)
ve b 0 iken,

kac —kb ldf(a) + A(kbe-kad + krd) = akc-b ‘kdf(a)+A(bkc-akdirkd)

dir. $Simdi z2 = z0z olmak iizere, her z € S, z ¢ F igin zz-rz-s =0
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oldugunu gésterelim. (4.2) uygulanirsa,
22 =20z = (a + 2b)e(a + Xb)
= az-f(a) + A(rb)

= az-(az—ra-s) + A(xrb)

=ra + A(rb) + s

=r(a 4 Ab) + s

=71z + 8
elde edilir. Buradan,

2 2

z- =1z + 8 ve z -rz-s =0
bulunur,

Artik sol yaricisim aksiyomlarina gegebiliriz.

(5,9 birim elemani 0 =0 + A0 olan, bir degigmeli gruptur,
1 + 0OX = 1 olmak i{izere, (4.2) den her a + Ab € S igin,
(a + Ab)8(L + A0) =a + A = (1 + A0)8(a + b)

dir ve 1 + A0 = 1 garpimsal birim elemandir,

a + Ab # 0 olmak iizere,
(a + A)e(x + Ay) = (c + Ad) (4.6)

denkleminin bir tek x + Ay € S ¢dziimlinlin varligini gosterelim.

b =0 ve a # 0 iken,
(a + 20)8(x + Ay) = (ax + A(ay)) = (¢ + Ad)

egitliklerinden, ax = ¢ ve ay = d elde edilir. Dolayisiyla,
X + Ay = a—lc + A(a—ld) (4.6) nin tek ¢oziimidiir,
b # 0 iken,

(a + A)O(x + Ay) = ax-b-lyf(a) + A(bx-ay+ry)
= (c + Ad)

dir. Buradan,

ax—b—lyf(a) =c

bx-ay + ry =d (4.7)
denklem sistemi elde edilir. (4.7) sisteminin bir ¢Bziimiiniin olabil-
mesi igin,
a —b-lf(a)
#0

b ~a +r
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olmas1 gerek ve yeterdir.

a —b-lf(a) -1
a(-a + r) + bb "f(a)

b -a+r

= —a2 + ar + az-ra-s

= -8

oldugundan ~s ¥ 0 olmali, Oysa s = 0 olsa idi, f(t) = tz-rt indirge-
nebilir olurdu ki bu hipotezle geligir. Bu nedenle (4.7) sisteminin

ve dolayisiyla (4.6) nin bir tek x 4 Ay ¢Oziimi vardair,

gimdi a + Ab # 0 igin,
(x + Ay)@(a + ab) = (c + Ad) (4.8)

denkleminin bir tek ¢6ziimiine bakalim.

b =0 iken, a # 0 ve (x + Ay)@(a + A0) = c + Ad dir. Bu denk-

lemi yv =0 ve y # 0 igin ayri1 ayri incelemeliyiz,

y =0 ise,
(x + 20)8(a+ A0) =c + Ad
=> xa=cve0=4d
= X = ca_1 ve X + Ay = ca—l + A0 tek ¢dzimdiir.
Eger b =0, d =0 iken y # 0 ise,
(x + Ay)@a = ¢ => xa-A(ya) =c¢
olur. Buradan xa = c ve ya = 0 elde edilir. Bu ise y #0 ve a #0

ile geligtiginden ¢&ziim yoktur.

a =0 iken b #0 ve (x + Ay)8Ab = ¢ + Ad dir. Bu halde,
eger y =0 ise,
x00b =c +Ad = A(xb) =c + Ad
oldugundan, ¢ =0 ve xb =d olur., Bbylece y =0 iken, ¢ =0 olup

X+ Ay = dl:\m:L tek ¢Bziimdiir,

Eger y #¥0, a =0 ve ¢ =0 ise,
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(X + Ay)@kb = )\d
=  —y"lpf(x) + AM(~xb + rb) = M

=> —y~lpf(x) =0 ve -xb + rb =d
olur, Oysay #0, b #0 ve f(x) # 0 oldugundan. bu durumda ¢8ziim - °
yoktur,

a¥0,b#0 iken y =0 ise,
x6(a + Ab) =c + Ad
=> xa + AMxb) =c¢ + A

> x=cal=a?!

olur, Demek ki bu durumda bir tek ¢Sziimlin olabilmesi igin gerek ve-

yeter kogul ca ! = db”! olmasidar.

y #0 ve ca_1 = db--1 ise,
(x + Ay)@(a + Ab) =c + Ad

= xa—y-lbf(x)+ Mya~xb + rb) =c + Ad
oluﬁ,
xa—'y—lbf(x) =c
ya-xb + rb =d (4.9)

dir. (4.9) sistemindeki birinci denklem y ile, ikinci denklem x ile

garg;lllp taraf tarafa g¢ikarilirsa,

-b(xz—xr~s) + xzb—xrb = bs
= cy-dx (4.10)
bulunur. (4.10) ile (4.9) daki ikinci denklem birlegtirilirse,

cy-dx = bs

1

olur. b #0 oldugundan ikinci denklemi db~* ile carpip birinci denk-

lemden gikaralim,

y(c-db_la) = bs-—dzb_l + dr
=> y(be~da) = bzs-d2 + bdr = —bz(dzb-z—b_ldr—s)
= y(be-da) = -b2£(db" D) (4.12)

olur, b #0 ve £(t), F ilizerinde indirgenemez ﬁolinom oldugundan,
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sag taraf daima sifirdan farklidir. Eger ca-l = db—l ise, ¢ = db~1la
ve ch = da dir. Bu durumda y(bec-da) = Q olur, Dolayisiyla ¢dziim
yoktur.

Bir tek ¢Oziimlin varliga ile ilgili, incelenmesi gereken diger
halleri gu gekilde 6zetleyebiliriz.

{4.11) sistemini gdzoniine alalim: Eger b =0 ise cy =dx ve

ay =d elde edilir, Bu nedenle y = da”l ve x = c.y.d_1=cda-1d-1=ca-1

dir. Dolayisiyla bir tek x + Ay = cat 4 a(da™hy coziimti mevcuttur,

y = 0 olmasi igin gerek ve yeter kogul d = 0 olmasidir. Clinkii ancak
bu durumda y = 0, x =r tek ¢Ozlimli bulunabilir. Eger y # 0 iken,
a,b # Q ve ca” L # db_l ise, (4.11) den y(bc~da) = —bzf(db-l) elde

edilir. Burada bceda #0Q, ~b2 # 0 ve £(db™ 1) # 0 oldugundan bir tek

y = ~b2£(db™ ) (be~da) ™! ¢oztimi bulunabilir.

Ayrintili olarak yafu.lan bu incelemeye gore (4.8) denkleminin
bir tek x 4+ Ay € S ¢Oziimii vardir. Dolayisiyla (S-{0},0),birim ele-
mant 1 + A0 =1 olan, bir yari gruptur.

Her a + )b e § igin, 0 =0 + A0 olmak iizere,
(0 + x0)08(a + xb) =0a + A(0b) =0 + A0 =0
dir.

Her x,y,ze€ Svey=a+ b , 2z =c+ Ad olmak lizere,x0(y® z)
ifadesini gbzbniine alalim. x e F ise x = x + A0 olmak iizere,
x0(y®z) = x0((a + ¢) + A(b + d))
=x(a+ c) + xx(b + d)
xa 4+ xc¢ + A(xb) + A(xd)
xa + A(xb) @ xc + A(xd)
x0(a + Ab) © x0(c + Ad)
(x0y) © (x8z)

]

I

I

dir.
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Eger x ¢ F ise, q #0 olmak iizere x =p + Aq dur. Buradan,
x0(y ®z) = (p + 2q)8((a + 1b) ® (c + Ad))
= (p +2)8((a + c) +Alb + D))
=pa + =g (b + DED) + A(q(a + c)=p(b + d) + r(b + d))
= (pa~q"bE(p) + Alqa-pb + 1b)) © (pe-q “d£(p)+A(ge-pdird))
= ((p + 12q)8(a + b)) ® ((p + Aq)8(c + Ad))

= (x0y) © (x0z)

olur. O halde goldan dagilma 8zelligi saflanir.

Son olarak, a % f iken,

-a0z® B B z = v (4.13)
denkleminin bir tek z € S ¢8ziimiiniin oldugunu gosterirsek (S, ®©,0)
sisteminin bir sol yaricisim oldufuna iligkin ispati tamamlamig olu-
ruz. Bu denklemin ¢8ziilebilir oldugunu gdstermek yeterlidir, (iinkii
z ve w gibi farkli iki ¢bziim olsayda,

—a@z © ROz = -clw © Row

B0 (z-w) = a@(z~w)
olurdu, oysa (S-{0},@) yarigrup oldugundan bu miimkiin degildir.,

a,8 € F ise, (4.3) den ~-a@z ® ROz =y denklemi,
-2@0 © 208 =y bi¢iminde yazilabilir. Soldan dagilma Szelliginden
z8(~a ®B)=7vy dir.
(x + Ay)8(-0 + B) =c + Ad

= x(-a + B) + A(y(-0 + B)) =c + 2
oldugundan tek ¢8ziim,
x + Ay = c(-a + g) L + A(d(~ + B)~D)

dir.

B ¢ F oldugunu varsayalim. Bu takdirde a ve y, B cinsinden ifa-

de edilebilir. o =k ¢ F olmasi halinde Y1sYp € F olmak iizere,

Y =1 + BYZ ve z =x + By alinabilir,
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-a0z ® g0z =y => -k0(x + By) ® gO(x + By) =1y, + By,
= (-kx-(ky)) ® (-y£(0) + B(x +ry)) =1, + B,
= (-kx-y(-s)) + B(-ky + x + ry) =7y, + By,

olur., Buradan (4.13) e egdeger olan,

-kx + sy = Yy
x+ (rk) y = Yo (4.14)
sistemi bulunur.
-k s

= K2—kr-s = £(k)

1 (r-k)

dir. f(t), F iizerinde indirgenemez polinom oldugu igin,A = £(k) #0

olur ve dolayisiyla (4.14) sisteminin ¢bziimli vardir,

o ¢ F iken b #0 ,a = a + fb, Y=7v; + By, ve z =x + By
alinirsa,
-0z ® oz =y => -(a + Bb)O(x + By) @ BO(x + By) = Y, + BYy

= (-ax + b-lyf(a) -B(bx~ay + ry)) ® (-y£(0) + B(x + ry))=y1+f3~(2
= (-ax + b-ly(az-ra-s) + ys) + B(-bx + ay-ry + x+ry) =y +8Y,

olur ve buradan,

-ax + (b-]‘az—b_1

ra—b-ls + 8)y = Yy
(1-b)x + ay = 10 (4.15)

denklem sistemi elde edilir. (4.15) sisteminin ¢bziilebilirligini

katsayilar determinantinin sifirdan farkli oldugunu gistererek belir-

leyebiliriz,
~a b—laz-b—lra-b_ls + s
- _o.=1 2 2
A = =-p [a"-ra(l-b)-s(1-b)“]
(1-b) a

olur, Efer a=0veb #1 ise A= —s(l—b)(l—b_l) #0 ve eger a ¥0

ve b =1 ise A =--a2 #0 dir.

a=0veb=11ise,a =a + gb =>a =0 + Bl=> a= B olur bu ise
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celigkidir, ¢ilinkii o # B iken -o¥z ® @z = vy denkleminin ¢Bziimi

aragtiriliyor, a =0 ve b =1 durumu ortaya gikmaz,

Buna gbre her durumda A #0 oldugundan (4.13) iin bir tek g¢bzii-

mii mevcuttur. Béylece (S, ©,0) sistemi bir sol yaricisimdir.

Bu &rnekte,sonlu veya sonsuz elemanli bazi sol yari cisimlerin
nasil elde edilebilecegine iligkin bir ydntem verildi. Bu sol yari-
cisimler genelde, sagdan dagilma, gari)manln degigme ve birlegme ku-
rallarindan higbirini saflamaz, Bunlari birer Srnek ile g&sterelim,

Orneklerin tamaminda F =GF(3) = {0,1,2} olsun.

z=1+x, w=2x, u=) sgeklinde segilsin.

(z ®w)Ou = ((1 + 1) ®© D)OA = (1 + 27)8)

= =2 4+ 2r + 25 + A(r-1) (4.16)

(z0u) © (wou) =((1 + N)6L) ® (A8
= (=£(1) + A(-1 + 1)) ® (-£(0) + Ar)
= (-1 +r + 28) + A(2r-1) (4.17)

(4.16) ve (4.17) den,
-2H2r+2s = -1+rt2s
(z ®w)du = (z6u) € (wou) < (4.18)
r-1 = 2r-1
elde edilir. (4.18) deki birinci egitlikten,
-2R2rt2s = -1l+r+2s =>r-1 =0 =r =1
bulunur. Bu de@er ikinci egitlikte yerine yazilarsa,
-1 =2r-1 =0=1
olur. Dolayisiyla (4.18) egitligi gerceklenmez. Yani
(z ®w)Ou # (20u) & (wlu)

dur ve safdan dafilma &zelligi saglanmaz.

z=14X,w=24+ A olmak iizere,
20w = (1HA)0(242) = 2-£(1) + A (2-14r)

= l4+r+s + A(l4r) (4.19)
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wlz = (2+2)8(1+1) = 2-£(2) + A(1-24r)

1+ 2r +s + Aa(2+r) (4.20)
(4.19) ve (4.20) den,
z Bw =wlz = l4rts+a(lt+r) = 1R2r+s+r(241)
= —r-A =0
= -r = A
elde edilir. Oysa r ¢ F, A¢F oldugundan,
zZ0w ¥ woz

dir.

Carpima gdre birlegme 8zellifinin saflanmadifini yine bir Srnek
lizerinde gorelim.

z =2\ ,w=2) ve u=2A alalim.
(z8w)0u = (2A02)0)0) = (-(-s) + A(2r))0Ar

~2r) " Le(s) + A(x-s) (4.21)

20 (wOu) = 2)00(210)) = 220(2s + Ar)

~2r(-s) + A(s + r2)
=2rs + A(s + 1) (4.22)

it

(4.21) ve (4.22) den,

—(2r)—lf(s) = 2rs
(z8w)0u = zB8(wlu) < (4.23)
r-s =s + 1
elde edilir. (4.23) egitliklerini ayri ayri inceleyelim,
-(2r)—1f(s) = 2rs => f£(s) = -(2r)2rs
==Y s
elde edilir, Eger r =0 ise, £(s) =0 dar. r # 0 ise, f(s) = -s
olur. Oysa her iki durum da, f nin indirgenemez polinom olmasi ile
geligir, Benzer gekilde,
st l=r-s = 1-r+2s =0 =>1-r-s =0 =>£(1) =0
sonucuna ulagilir ki, bu yine f nin indirgenemez polinom olmasi ile

geligir. O halde,
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(zOw)Bu F#* z0(wbu)
dur.

Yukarida verdigimiz sol yaricisim SrneZinde, sagdan dailma,
carpmanin defigme ve birlegme kurallari gegerli olmadifindan bdyle
bir sistem genel olarak cisim degildir. Eger cisim olsaydi S de olup,
F altcisiminde olmayan en gok iki eleman bulunabilirdi. (Cilinkd F de
bulunmayan tiim elemanlar (yani a + X, b #0 tipindeki elemanlar)

f(t) = tz—rt—s denklemini saglarlar ve bu denklemin herhangi bir ci-

sim iginde en fazla iki ¢&zlimi vardir. Dolayisiyla F = GF(2) ve

S ={0,1,x,A + 1} dir. Kargit olarak F = GF(2) ise, S nin eleman
sayisi 4 diir. BSylece S den elde edilen P,S projektif diizleminin
mertebesi de 4 diir ve bu diizlem tektir. Bu nedenle, mertebesi 4
olan diizlemsel halka cisim olacagindan (S, ® ,0) sistemi de cisim
olmalidir. F cisminin eleman sayisi n > 3 oldugundan bu cisimden
elde edilen Hall sisteminin carpimsal birlesme $zelligini saglamadi-

gL Teorem 6.1.2 de gdsterilecektir.

Sol yaricisimler ([od,[e°] )-Dezargsel diizlemleri belirtirler.

4.2. Sag Yaricisimler Uzerinde Projektif Diizlemler

Tanim 4.2.1: Sagdan dagilma 8zelligi bulunan herhangi bir kar-

tezyen gruba sag yaricisim denir.

Teorem 4.2.1: Herhangi bir (S,+,.) sisteminin T(a,b,c) = ab+c
iglii iglemiyle birlegtirilmesinden elde edilen (S,T) ikilisinin bir

sag yaricisim olmasi igin gerek ve yeter kogullar,

(i) (S, nin, birim eleman1 O olan, bir grup olmasi,

(ii) ($-{0},.) nin, birim elemani 1 olan, bir yarigrup olmasz,
(iii) Her x ¢ S igin, x.0 =0 olmasi,

(iv) Her x,y,z ¢ § i¢in, (x +y).z = x.2 + y.z olmasi,

(v) a#b olmak lizere, verilen her a,b,c,d € S ig¢in, xa-xb = c

denkleminin bir tek x € S ¢dzilimiinlin bulunmasidir.

Ispat: (S,T) bir sag yaricisim olsun. Bdylece T1-T5
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8zellikleri saglanir. Bir sag yaricisim, sagdan dagilma Szelligi bu-
lunan bir kartezyen grup oldugundan (i),(ii),(iii) ve (iv) Bzellikleri

saglanir,

T5 gerefince a #b olmak {izere verilen a,b,c,d ¢ 8 igin,
T(x,a,y) = ¢ , T(x,b,y) = d olacak gekilde bir tek (x,y) e 82 vardir,
T nin tanimindan,

xa+y=¢, xb+y=4d
dir. Birinci denklem (-1) ile garpilip ikinci denklem ile toplanirsa,
-xa + xb =-c +d
olur., =-c +d = e denilirse, -xa + xb = e denkleminin bir tek x ¢ 8§

¢8ziimii vardir ve (v) Szelligi saglanmir.

Kargit olarak, (S,T) sistemi (i)~(v) 8zelliklerinin hepsini sag-

lasin. 1 4+ 0 =1 ve (iv) gozdniline alinirsa, her x € S igin,

x=1lx=(H).x=1x+0.x=x+0.x ==0,x=0
dir. Dolayisiyla her x ¢ S igin,
x.0 =0.x =0
dir.
Her a,b,c e § igin, 0.b + ¢ = a.0 + ¢ =c¢ dir. T nin tanimin-

dan, T(0,b,c) = T(a,0,¢) = c dir ve Tl saglanir,

Her a ¢ S igin, l.a = a.1 =a oldugundan, l.a40 = a.140 = a

dir, Buradan T(1,a,0) = T(a,l,0) = a ve dolayisiyla T2 saglanir.

Her a,b,c € S igin, (S,+) grui: olduBundan, ab + x = ¢ ve bura-
dan ‘x = -ab + ¢ bigiminde bir tek x € S vardir. Bu ne-
denle T(a,b,x) = c olacak bigimde bir tek x ¢ S vardir ve T3 sagla-l

nir.

(iv) geregince sagdan dagilma 8zellifi saglandifina gdre (S,T)
nin sag yaricisim oldufunu g&stermek igin T4 ve T5 Gzelliklerinin sag-

landigi gosterilmelidir.

a # c olmak iizere a,b,c,d € § i¢in,
ax +b =cx+d=-cx+ ax =d-b = (~c + a)x = d-b
dir,
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¢ # a oldugundan, -c + a ¥ 0 dir ve x = (~c + a)-l(d-b) € 8 tektir

ve T4 éaglanlr .

T5 6zelligi, a,b,c,d € S » @%b icin,
Xa +y=¢
x +y=4d
sisteminin bir tek (x,y)€ s2 ¢bziimiinlin bulunmasiydi. Burada
y=-xa+cvey=-xb+d oluf) -xa + ¢ = -xb + d ve xa-xb = c-d
olur. (v) geregince bu denklemin bir tek x € S ¢8ziimii vardir. Dola-

yisiyla T5 saglanir. O halde (S,T) ikilisi bir saf yaricisimdir®@

Aslinda sap yaricisimler, sol yaricisimlerden duallik ilkesi
yardimiyla elde edilebilir. Daha genel bir durum, agafidaki tanim

ve teoremle agiklanmaktadir, .

Tanim 4.2.2: (S,+,.) diizlemsel halkasi lizerinde x iglemi her
X,y € S igin, x%y = y.x geklinde tanimlansin. Bu gekilde elde edilen

(S,+,%) sistemine (S,+,.) nin dual sistemi denir.

Teorem 4,2,2: Eger (S,+,.) sistemi bir sol (sag) yaricisim
belirterse (S,+,x) sistemi de bir sag (sol) yaricisim belirtir. Us-

telik (S,+,x) sisteminin duali yine (S,+,.) sistemidir,

Isﬁat: (S,+,.) bir sol yaricisim olsun. Her sol yaricisim,
diizlemsel halka oldufundan, Teorem 4.2.1 deki (i),(ii),(iii) ve (iv)
kogullarinin saglandifi gésterilmelidir. (i),(ii) ve (iii) kogulla-
rinin gegerliligi Teorem 4.1.1 in ispatinda gdriilmiigtii. Sagdan dagil-
ma $zelliginin saglandigini gdsterelim.

(x + y)uz =z.(x + y)
=2,X + z.y

= XRZ tyxz

oldugundan (iv) saglanir.

Son olarak a # b olmak {izere, xza~xxb = c denkleminin bir tek

x € § ¢Oziimiinlin varlifini aragtiralim,
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# igleminin tanimindan, x=a-xxb = c ise, a.x-b.x =c¢ dir. (§,+.)
sol yaricisim oldugundaﬁ Teorem 4.1.1 in (v) kogulu gereZince bu
denklemin bir tek x € § ¢ozlimli vardir. Dolayisiyla (S,+,x) bir sag

yaricisimdir.

(S,%,.) bir sol yaricisim iken S {izerinde = iglemi, her x,y € S
igin x#y = y.x geklinde tanimlanarak (S,+,x) sag yaricismi elde edi-
lir., S lizerinde =' iglemi, her x,ye S icin xx'y =y=x = x.y seklin+
de tanimlanirsa, (S,+,%) sap yaricisminin duali olan (S,+,x') sol ya-
ricismi elde edilir. =' ve . garﬁma iglemlerine dikkat edilirse,

(s,H=') =(S,+.)

dir.
Sag yaricisimler ((®9),(°9)-gegigken diizlemleri belirtirler.

Sag yaricisim 8rnekleri agagida verilmektedir. Bu sistemler
A,B,C,D ile gtsterilmekte ve bu sistemlerin genel 8zellikleri Srnek-
lerin sonunda belirtilmektedir. Burada sadece, A sisteminin bir sag
yaricisim oldugunu -gdstermekle yetinecegiz. Diger sistemler benzer
bicimde gdsterilebilir,

——

Ornek 4.2.1 (Hall,1943):

S = {0,1,2, A, A+, 342,23, 2)+,2)42}

olsun. S iizerinde ® ise F = GF(9) cisminin toplama islemi olsum.

(Yani aA + b ®©cr +d = (a + c)X + (b + d) olsun. Buna gore,
A+ A= 22, 1@©2 =021 =0,.,. v.s. olur)

S lizerinde © iglemi cizelge 4.1 ile verilmektedir.



Cizelge 4.1.

S {izerinde @ iglemi,
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® |o 1 2 A A1 A+2 2 203+ 2242
0 |0 1 2 A A1 A2 2) 22+1 2212
1 1 2 0 A+l At 2 A 2)+1 212 2
2 2 0 1 A2 A Al 232 2 2)+1
A A A+l At2 2) 23+l 242 0 1 2
At 1 AL A2 <A 2)2+1 2212 2 1 2 0
A2 a2 2 ML 22 2A 2 2 0 1
2% | 2% 2xH 2t 2 0 1 2 A AL A2
2+ 1| 2xh 242 21 1 2 0 M1 oA+2 A
22+ 2| 222 22 1 2 0 1 2o A+ 1

S tlizerinde ® iglemi ise agagidaki, Cizelge 4.2 ile tanimlanmig

olsun.

Gizelge 4.2, Indirgenemez polinomu £(t) = tz—t-l olan A-sistemi:
®jo0 1 2 A A+ A2 2) 2x3+1 2 X+%
01]0 0 0 0 0 0 0 0 0
1160 1 2 A A+ A2 20 22+ 2242
2 |0 2 1 2% 2a2 23 A A2 AR
A 10 A 2% A1 1 23+ 2 2 2 2)+ 1

Al | O A+l 2212 231 A2 1 2 22 A
M2 10 A2 2)+1 1 2) A 2)+2 Al 2
2x |0 22 A 2x+2 2 AL 2at+l 1 A2
2xt1 |0 2)+1 A2 2 A 2) A+l 2212 1
22+2 |0 232 A+l A2 2341 2 1 A 22
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(s, ®, ®) sisteminin bir saf yaricisim oldugunu gistermeye

caligalim,

(1) (S, ®) nin, birim elemani 0 olan, bir degigmeli grui: ol-
dugu agikardir.
(2) (s-{0}, ®) nin, birim elemani 1 olan, bir yarlgruﬁ oldu-

gunu gbsterelim,

Gizelge 4.2 incelendiginde her bir satirda ve her bir siitunda
S nin elemanlarinin sadece bir kez bulundugu goriilecektir., Dolayi-
siyla,
(i) Her my,ne S-{0} igin, m ®x =n olacak bigimde bir tek
xe S~-{0} wvardair,
(ii) Her m,n & S-{0} i¢in x®m=n olacak bigimde bir tek
x & S-{0} vardir,
bzelliklerinin saglandifini hemen s8yleyebiliriz. Yine ayni ¢izelge-
den
(iii) Her xe S icin x Pl =1®x =x

oldugu goriilmektedir.

Bu dzellikleri birer &rnek ile gbsterelim.

A+ 1,2r€ S-{0} igin, x ® M1 =2x olacak bicimde bir tek
M2 € $-{0} wvardir. Benzer gekilde X+l ® x = 22  denkleminin bir
tek 2)+1 € S-{0} ¢bzimi vardir.

(1),(ii) ve (iii) den (S-{0}, ® ), birim elemani 1 olan, bir

yarigruptur,

(3) Yine g¢izelge 4.2 ye gbre her x ¢ S igin,
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x®0 =0®x =0
dir.

(4) Her x,y,z € S igin,
(x@y) Bz =(x®2) &(y ®2)

6zelliginin saglandigini g8stermek igin, x,y,z nin S de alabilecefi
degerler diigiiniiliirse,9.9.9 =729 hali ayri ayri hesaﬁlaylb kontrol
etmek gerekir. Ancak ® igleminin komutatif olmasi nedeniyle x @y
45 farkli gekilde, z ise 9 farkli gekilde seg¢ilebileceginden,
45.9= 405 hali incelemek yeterli olacaktir, Hesaf:lamalar yabllarak
bunlar g8sterilebilir:
Ornegin,

(A ©OxH) ®2) =20 +1 ®2x =2+ 1
ve

W2 OO +1®2) =2 +282 =) +1
oldugundan,

(A ®atl) @20 = (A ® 2)) © (2 +1 B2))
dar,

Benzer gekilde,
(A +2 ®@20)0 % + =201+
=2x +2
ve
AD+282+1) @22 ® x1) =21 82
=2A + 2

oldugundan,
(A2 @20V M+ 1 = (A2 @A) € (24 ® A1)

dir.

(5) a#b olmak lizere verilen a,b,c ¢ S igin,
(x ®a)-(x &b) =c¢ (4.24)
denklemini gbztniine alalim. (S, ®) degismeli grup oldupundan,

(x Ba)-(x ®b) =c =x®a=(xB®b) ¢
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Gizelge 4.2 de dikkate alinan her bir siitun ikilisi igin ayn1
satirda bulunan eleman ikililerine bakllacak olursa, biri diferinin mut-
laka t € S fazlasi kadardir., Ustelik bu deger her bir satir icin degig-
mektedir. Dolayisiyla verilen her a,b,c &S , a b i¢in,
x®a=x®b ®c 62elliginde bir tek x € S vardir. B8ylece (4.24)

egitliginin bir tek x € S ¢Oziimi vardair.

Bu 8zelligide bir 8rnek ile gdsterelim:

A» 2\, A + 1€ S icin,
x®A-x®2x =21 +1
egitligini saglayan x ¢ S deferini bulalim.
x®A=x8220 2 +1
oldugundan g¢izelge 4.2 den goriildiigii gibi, ¥ = 2) + 2 bulunur.

(S, ®, ®) sag yaricismi standart Szelliklerinden daha fazlasinmi
saglamaz., Soldan dagilma Szelliginin ,carpmanin degigme ve birlegme &-

zelliklerinin saglanmadifini birer Srnekle gdsterelim.

A+1IR® Q2O = HL B2 =1
oldugu halde
(L B®2) @ (OFL B ) =242 © 2)+1 =,

dir,

2)3+HL ® )3+2 =2)  ve A2 @23+l =)+

oldufuna dikkat edilirse, garpmanin degfigme Szellifi yoktur.

(A R2)) ® M2 = k2 ® a2 =2
ve
AR 2 QAR) =AM+ =1

oldugundan ® iglemi = birlegme &zellifini saglamaz,

Ayni § kiimesi {izerinde ® iglemi yine ¢izelge 4.1 deki gibi tanim-
lansin., Garpma iglemleri agafidaki ¢izelgelerde verilmis olan her bir

(s, ®, ®) sistemi de bir sap yaricisimdir.



Cizelge 4.3,Indirgenemez polinomu £(t) = tz- 2 olan B-sistemi,

®lo 1 2 A At A2 22 2aH 2)+42
o0}o 0 0 0 0 0 0 0 0
1|0 1 2 A AH A 2 2y 2xH 2342
2|0 2 1 22 232 24 A A2 A+
Alo A 2 2 21 A+ 1 2042 A2
At1]o AHL 2at2 k2 2 2) 2xH A 1
a2i0 A2 2k a2 A 2 1 2)
2x|0 2) )\ 1 M2 2242 2 A+ 1 2)H
22Hj0 2xt1 a2 A #H 2 1 23+2 "2 A
2a12(0 2xat2 aHl 2aH 1 A AR 2 2

Cizelge 4.4, Indirgenemez polinomu f(t) = t2-t-2 olan C-sistemi.

®1o 1 2 A AR A2 2 2)H 2)+2
00 0 0 0 o 0 0 0 0
1o 1 2 A At A2 2y 2xh 222
210 2 1 2y 282 2R A At 2 A+
Alo A 23+ A+2 1 2y A 2242 2
ATl | O A+l 2% 2282 A2 2 1 A 23+
A2 |0 A2 2242 2 2 AL 2 1 A
2) |0 26 a2 23k 2 A 2242 At 1 1
2)xHL |0 23+ ah 1 A 2242 a2 2 22
232 o 2xt2 2 At 2at 1 2 2X A2

39
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Cizelge 4.5. Indirgenemez polinomu f(t) = t2—2t-1 olan D-sisteri.

@10 1 2 A A+l A2 22 2)+1 2042
0]0 0 0 0 0 0 0 0 0

110 1 2 A AL A2 2A 22+ 2212
210 2 1 VYSVAN v 2)+1 A A2 At
Al0 A 2% 2xH a2 1 2342 A+ 2
Atl | 0 AL 2a+2 1 2X A At+2 2 23+
At2 {0 A+2 2xH1 AL 1 22+2 2 22 A
2x 10 2x A A2 2341 2 A1 2x+2 1

2 xt1 |0 23t A2 2x 2 2 A+l 1 A 2A
2xt2 |0 22x+2 a1 2 A 2\ 22+ 1 At 2

Bu sistemlere Veblen-Wedderburn (VW) sistemleri de denilmektedir.Do-
kuz elemanli VW sistemlerinden sonlu cisim yaninda, cizelge 4.2,4.3,4.4
ve 4.5 ile verilenve izomorf olmayan dért tanesi mevcuttur, Her bir
sistemde toblamsal grup, mertebesi 9 olan elemanter abelyen gruptur.
x®y)®z=x® (y ®2z) genelde dofru olmamakla birlikte Szel olarak
x = 2 igin gegerli oldufundan bu eleman soldan birlegme 8zelligini sag-

lar fakat C-sisteminde merkezin elemani degildir.

A,B ve D-sistemlerinde 0,1,2 merkezin elemanlaridir fakat C-siste-
minin merkezi sadece 0,1 elemanlarindan ibarettir. A,B,C,D sistemleri
cebirsel olarak izomorf olmadiklari halde ayni (izomorf) diizlemleri ko-

ordinatlamada kullanilabilmektedir (Hall, 1943),
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Ornek 4.2.2: Ornek 4.1.1 deki sol yaricisim elde etme ybntemi

ile olugturulan (S,+,0) sistemi, Teorem 4.2.2 uygulanarak duallegti-
rilir ve F = GF(5) olmak {izere,

£(t) = t2-2

alinirsa elde edilen (S,t,x) sistemi bir sag Hall sistemi olur.
S6yleki,
Xx+Ay, u+AveS

olmak ilizere,

(x + Ap)=(u + Av)= (u + Av)0(x + Ay)
x + A(uy) , v =0 iken

ux-v_ly(u2-2) + A(xv-yu) , v 0 iken

bi¢iminde tanimlanan (S,+,%) sistemi bir sap yaricisimdir.

4.3. Yaricisimler Ozerinde Projektif Dlizlemler

Tanim 4.3.1: Hem sagdan ve hemde soldan dagilma &zelligi bu-
lunan herhangi bir kartezyen gruba yaricisim (quasifield, bazen de

semifield) denir.

Teorem 4.3.1: Herhangi bir (S,+,.) sisteminin T(a,b,c) = aubtc
iglii iglemiyle birlegtirilmesinden elde edilen (S,T) ikilisinin bir

yari cisim olmasi igin gerek ve yeter kogullar,
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i) (S,+) nin, birim elemani 0 olan, bir gruﬁ olmasi,
ii) (S-{0},.) nin, birim eleman1 1 olan, bir yarlgrué olmasi,
iii) Her x€ S ig¢in x.0 = 0 (veya 0.x = 0) olmasi,
iv) Her x,y,z€S igin,
x.(y+2) =xy+x.2 ve (x+y).2=x.2+y.2

olmasidair.,

Isﬁat: Teorem 4.1.1 ve Teorem 4.2.1 in birlegtirilmesiyle he-
men goriilir., §dyleki: (S,T) ikilisi bir yaricisim ise, ayni zamanda
safdan ve soldan dagilma 8zelligi bulunan bir kartezyen gruptur. Do-

layisiyla (i),(ii),(iii) ve (iv) 8zellikleri saglanir.

Kargit olarak (i),(ii),(iii) ve (iv) &zellikleri saglaniyor ise,
bu kogullar yardimiyla T1-T5 in gerceklendifi daha 8nce g¥sterilmigti
(Teorem 4.1.1 ve Teorem 4.2.1). (iv) den sagdan ve soldan dagilma &-

zelligi saglandiBina gre (S,T) ikilisi bir yaricisimdirig

Bir P(S T) pProjektif diizleminin, (S,T) iiglii halkasinin (S,+,.)
. ’
cebirsel yapisinin yaricisim olmasi ile bu projektif diizlemin

([ed, [°d)-gegigken ve ((=9),())-gegcigken olmasi egdeferdir.

Biri sonlu, digeri sonlu olmayan iki tane yaricisim &rnegi aga-
grda verilmektedir. Bu 8rneklerde kullanilacak olan bazi tanim , te-

orem ve 8zellikler, &rmneklerden ®nce verilmektedir.
Cardan Formiilleri:

x3 + t;x + q = 0 geklindeki bir denklemin kdkleri agagidaki bi-

¢imde bulunabilir,

7 3
q a®, p 1 i »P
M=-L4/L o —p —

4 2 4 27

:
|

olmak iizere, § = 4p3 + 27q2 iken, X19%95Xg kokleri agagidaki gizelge-
de verilmektedir (Siiray, 1962).
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Gizelge 4.6. x3 + bx + q = 0 tipindeki denklemin kdkleri.

§ >0 veya 8 <0 § =0
X 3__M + ?/E- 2 3/——%—
3
/E+3/E .\ .35_3/1? 5 3/q—
X, - i 3 5
2 2
3/m43/8  3/u-3K 3/ 4
e - -i v} -5 =X
2 2

Ornek 4.3.1: Q, rasyonel sayilar cismi olmak iizere, (S, & ,8)

sistemi agagidaki gekilde tanimlansin.

S = {(x,y,2) : x,y,2€ Q}
(%,5,2) ® (u,v,w) = (xtu,y+v,z+w)

(%,5,2)0(u,v,w) = (xut2yw+2zv,xv-yu-16zw,xwizutyv)

(5, © ,9) sisteminin bir yaricisim oldugunu gdsterelim.

(1) (S, @) nin, birim eleman1 (0,0,0) olan, bir degigmeli
grup oldugu aciktir,
(2) (s8-{(0,0,0)40) nin bir yarigrup oldufunu gdsterelim.

(i) Her (a,b,c) #(0,0,0) igin,

(a,b,c)8(x,y,2) = (p,q,r) (4.25)
depnkleminin bir tek (x,y,z) € S ¢Szimiiniin oldugunu gésterelim.
(4.25) denkleminden,

(ax +2bz +2cy,aytbx-16cz,aztcxtby) = (p,q,r)

yazilabilir. Bu denklemin bir tek ¢Sziimiinin bulunmasi,

axt+2cy+2bz = p
bxiay-l6cz = q
cx4by 4+ az =r (4.26)

sisteminin Q da bir ¢&ziim takiminin bulunmasi demektir.



44

2c 2b
A = |b a -16c| = a3 + 2b3--32c3 + 12abe (4.27)
c b a

katsayilar matrisinin determinantinda, (a,b,ec) = (0,0,0) oldugundan,

degigik durumlar incelenerek A # 0 oldufu agagida gdsterilmektedir,

a,b,c den herhangi ikisi 0 olsun;

a,b =0, c #0 =>A =-36c> #0

3

a,c =0, h#0 =>A=2b" #0

b,e =0, a#0 =SA= a3 #0

oldugundan, bu durumda (4.26) sisteminin gdziimii vardir.

a,b,c lerden yalnizca biri 0 iken,

a=0 =>27-32¢° =0 =b3 =16 >b = Ve =2v2.c ¢ Q.

b=0 = a3—32c3=0 =>a3=32c3=>a=2Mc¢Q

c=0 = a®+26°=0 D a’=-2> >a=-V¢Q

olur. Boylece (4.26) sisteminin bir ¢dziim takimi ve dolayisiyla (4,25)

denkleminin bir tek ¢8ziimii vardir,

a,b,c lerden herbirinin 0 dan farkli olmasi halinde bunlardan
herhangi ikisinin rasyonel sayi oldufu kabul edilirse, li¢iinciiniin ras-
yonel olamayacagi A =0 denkleminin kdkleri yardimiyla gdsterilmek-
tedir,

A = a> + 2b7-32¢° + 12abe
denkleminde b =2, ¢ = 1 olsun. Bu takdirde,

a> + 24a-16 =0

elde edilir. Bu denkleme Cardan Formiillerini uygulayarak, ¢izelge

3

4.6 yardimiyla ay,8,,8, kdklerini bulalim.

p =24, q=-16 oldugundan,
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§ = 4p3 + 27q2 = 4,13824 4 27.256 = 62208 > 0

q < 1 16 256 13824
M =-—+4+y/—+—= M + +

dir.

2 4 27 2 4 27
= 8 ++/576
=32
« /i P 16 56 13824
N=- —£+37—>N—2- =53
= 8-+/576
= -16

oluﬁ, hesaﬁlanan bu defierler yardimiyla,
al—w+3\/_—'1_6=23‘\/7-23\/—2'

3
3/32 3/ 16 3/32 -3/-16
I :

2 2

|

V3

3
= (VB (VR AV DG
2, =~/ %=V D-i3/2 + VDI
=2V vE+ V.3

elde edilir. a),8,,8, ¢ Q oldugundan, Q da A = 0 olamaz. Dolayisiyla

b ve ¢ rasyonel sayilar iken, a rasyonel sayi olmadifindan A #0 dir

ve (4.25) denkleminin bir tek (x,y,z) € S ¢bzlimi vardir.

(ii) Her (a,b,c) # (0,0,0) igin,

(a,b,c)0(x,y,2z) = (ax + 2bz+2cy, aytbx-l6cz,aztextby)
ile
(%x,y,2)8(a,b,c) = (xat2yct2zb,xb+ya-16zc,xctzatyb)

egitlikleri kargilagtirilirsa, @ igleminin komutatif oldufu kolayca
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goriiliir. Bu nedenle (4,25) denkleminin bir tek (x,y,z) € § goziimi
varken  (x,y,2)0(a,b,c) = (p,q,r) denkleminin de bir tek ¢Szlimii

vardir.

(iii) (s-{(0,0,0)},0) sisteminin birim elemanini aragtiralim,

Her (a,b,c) € S igin,
(a,b,c)0(x,y,2z) = (x,y,2)8(a,b,c) = (a,b,c)
olmaladarr.
(a,b,c)0(x,y,2z) = (a,b,c)
den,
(ax+2bz+2cy,ay+bx-16cz,az+cx+by) = (a,b,c)
ve buradan da, :
ax + 2¢y + 2bz = &
bx + ay -16cz =b
cx + by +az=c

denklem sistemi elde edilir.. Bu denklem sistemini ¢Bzerek, (x,y,z)

yi bulalim. Bunun igin sirasiyla A, Ax, Ay ve Az degerlerini he-

saplayalim.
a 2c 2b
r _ 3 2 3
A = 1b a ~lbec| = a” 4+ 2b"=32¢” + 12abc # 0
¢ a
a 2c¢ 2b
_ _ 3 2 3
Ax = |b a ~l6c| = a” + 2b°-32¢” + 12abec 0
c a
2b
Ay = |b b ~16c| = 0
c c a
2¢c
Az = |b a b|] = 0
c b c

bulunur. Buradan,
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Ax Ay
A

Az
=1’y=——£=0’ z=-—Z=O

X =

oldugundan garinmsal birim eleman (x,y,z) = (1,0,0) dir.

BSylece ($~{(0,0,0)},0) sisteminin, birim elemani (1,0,0) olan,

bir yarigrup oldufu gbsterilmig olur,

(3) Her (x,y,z)e S igin,
(x,y,2)0(0,0,0) = (0,0,0)@(x,y,z) = (0,0,0)

dar.

(4) (XQY’Z)’ (U,V,W), (I.’,q:r) € S i(;-in,
(X’Y7Z)e((u’vsw) ® (I:;’q’r)) = (XsYsZ)G(Uﬁ,Vﬁ,W"T)

= (x(wip)R2y Grr)2z(vhe),
x(vtq)+y (utp)-16z(wtr) ,
x(whr) + z(utp) + y(viq))

= (xutxpH2yw+2yr+2zv+2zq,
xvtxqtyutyp-162zw-162zr,
xwixrtzutzptyvtyq)
= (xutlyw+2zv, xv+yu-162zw,xwtzutyv)
® (xp+2yr+2zq,xq+yp-16zr,xr+zp+yq)

= ((%,5,2)8(u,v,w)) ® ((x,5,2)8(p,q,1))
oldugundan, soldan dagilma $zelligi saglanir. Benzer gekilde,

((%,7,2) © (u,v,w))8(p,q,7) = (xhu,y4v,z+1)0(p,q,T)

= ((xtu) pH2(y+v) r+2(zhi)q,
(xtu) g Hy+Hv)p-16(zHw) T,
(xtu) r+(ztw) pH(ytv)q)

= (xptupt2yr+2vr+2zq+2uq,
xq+uqtyptvp-162zr-16wr,
xrturtzptuptyqtug)

bulunur. Buradan,
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((x,y,2z) ® (u,v,w))@(f),q,r) = (xp+2yr+22q,xqﬂp—16zr,xr+z§*yq)
® (upt2vr+2wg, uq+vb— l6wr, uﬁ-wﬁﬁq)
= ((x,y,2)0(p,q,r)) ® ((u,v,w)0(p,q,t))

oldugundan, sagdan dagilma Szellii saglanmir., (1),(2),(3) ve (4) Bzel-

liklerine gdre (S, ® ,0) sistemi bir yaricisimdir.

Verilen bu yaricisim 8rneginde de O igleminin birlegme 8zelligi

yoktur, Bunu yine basit bir &rnekle hemen gdrebiliriz, S6yleki;
(0,0,1)0((1,0,1)0(0,1,0)) = (2,0,2)

iken,
((O:Os1)0(1’031))@(03190) = (2:03_16)

dar.

Tanim 4,3.2: F bir cisim olsun., Bu cisim {izerinde,
¢:F+F
bire-bir ve &rten fonksiyonu her x,y ¢ F igin,

o(x +y) = ¢(x) T ¢(y)
o(xy) = ¢(x)o(y)

kogullarini da sagliyorsa, ¢ ye F nin bir otomorfizmi denir.

Teorem 4.,3,2: § sonlu bir kiime olmak i{izere, (S,+,.) siste-

minin bir yaricisim olmasi igin, gerek ve yeter kogullar;

(a) (S,+ ) nin, birim elemani O olan, bir grup olmasi,

(b) Her x € S igin, 1l.x = x.1 = x olacak gekilde 1€ S nin mev-
cut olmasi,

(¢c) x.y =0 ise, x =0 veya y = 0 olmaszi,

(d) Her x,y,z€ S igin,

x.(y + 2) = x.y + %x.2
(x+y)ez =%x.2 +y.2

bagintilarinin gergeklenmesidir,

Bu teoremin (a),(b),(c) ve (d) kogullarinin,Teorem 4.3.1 in
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(i), (ii),(iii) ve (iv) kogullarini gerktirdigi ve tersine Teorem 4.3.1
deki (i), (ii),(iii) ve (iv) &zelliklerinin Teorem 4.3.2 deki (a),(b),
(c) ve (d) yi gerektirdigi gtsterilebilirse, teoremin isbati verilmig
olacaktir, Gilinkii bu durumda, Teorem 4.3.1 ve Teoerm 4.3.2 nin egde-. .
ger oldugu. gdzdniine alinirsa, bir sistemin yaricisim oldufunu gbster-
mek icin bu iki teoremden herhangi biri kullanmilabilir, Bu agrklama-

lardan sonra teoremin isbatini verebiliriz.

Isﬁat: Teorem 4.3.1 deki (i),(ii),(iii) ve (iv) kosullari sag-

lansin.

(1),(iv) <> (a),(d)  ve (ii) => (b)
dir.
x.y =0 ve x #0 olsun. (iii) den x.y = x.0 olur ve

x~}xy = x-}xo oldugundan y =0 dir, Benzer gekilde, x.y =0 ve

y #0 olsun. Yine (iii) den x.y = 0.y ve xyy_l = Oyy~! olur, dolayi-
siyla x = 0 dir, B8ylece x.y =0 ise, x =0 veya y = 0 dir ve (c) 8-

zelligi saglanair,

Kargit olarak, Teorem 4,.3.2 deki (a),(b),(c) ve (d) kogullari-

nin saglandigini kabul edelim,

(a),(d) <= (i),(ii)
dir. Eger x.y =0 ise, (c¢) den x =0 veya y = 0 oldugundan, her
x € S igin, x.0 = 0.x =0 dir. Bu ise (iii) nin saglanmasi demek-

tir.

x.a=b, (b #0) olsun. (c) den x ¥ 0 ve a ¥ 0 olur ve

x =ba lc S tektir. Ayni nedenle ax = b denkleminin de bir tek

x =a ‘b € S ¢ozimli vardir, Ustelik (b) geregi garpimsal birimin

varligl bilindigine gore,(ii) saglaniri§

Simdi verecefimiz sonlu yaricisim 8rnegi, "birlegimli olmayan

bliimlii cebir" adiyla, Albert tarafindan verilmigtir,

Ornek 4.3.2 (Albert, 1952): p #* 2, herhangi bir asal say:
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ve r de r > 1 6zelliginde bir tek tamsayl olmak lizere, GF(p’) cismi-
ni diigiinelim. GF(p") {izerinde, + iglemini aynen tutup yeni bir @
iglemini,
1 , A
0y = 5 (g + «Fy)
bigiminde tanimlayalim.

ot CGF(pY) -~ GF(pY)

¢(x) = %P

e§1emesinin'GF(br) lizerinde bir otomorfizm oldugu kolaylikla gdriilebi-
lir (Kaya, 1978). Bu nedenle soldan ve safdan dagilma Szellikleri

saglanir. (iinkii,

1
x0(y +z) = ‘2—(x(y+z)p + xP(y+2))

1
= (x(yP + 2P) + Py + P2)
2

1
= = (xyP + =Py) + 1 (xzP + xP'z)
2

2
= x0@y + x6z
ve
1
(x +y)oz = > ((x +7)2P + (x + y)P2)
1
= — (xzP + yzp + (=P + yp)Z)
2
) (xz° + x¥z) + ) (yzp + yPZ)
= x0z + y0z
dir.

(GF(ISr) ,+,0) sisteminin sifir b&leni yoktur. Giinkii si1fir bslen
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olsa idi x+#0 , y #0Q iken, x0y = 0 olurdu. Buradan
. .
2 (xy® +xPy) =0
2

yani

x4+ xy =0

olur. Buradan,
ypy-1 = _pr-l => yp-l = —xp~1

elde edilir.

(pr—l)/(p—l) = m yazilirsa, p ve r tek oldugundan, p’ tek sayi-

dir ve
For-i
(p -1)/(p-1) Zp
dir,
I r-i
m = 21 P toplamlnda r (tek) adet terim vardir ve p asal
sayl oldugundan, her bir p degerl tektir. Iki tek sayinin toplami

¢ift, ve bir tek sayi ile bir ¢ift sayinin toplam da tek oldufundan,

m tek sayidir. Dolayisiyla,

= y(p’f—l)/m= L (PT-D/m

r
=> (yP -1)/m)m= (-1 xP D /my
r

- r.

dir.

GF(ﬁr), T elemandan olu§an sonlu bir cisim ve karakteristigi

ﬁ oldugundan, GF(pr) nin garp1msa1 grubu pr—l elemandan olugur. Bu

nedenle GF(pr) nin sifirdan farkli her elemani igin,
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r—
oy
egitligi gegerlidir (Cohn, 1974). Buradanm,

1= (-»)"
elde edilir. Oysa m tek sayi oldufundan bu miimkiin degildir wve
(GF(ﬁr),+,0) nin sifir bdleni mevcut olmaz. Dolayisiyla da her
xeF, x # 0 igin,
x = ull = % (u + uP)

olacak bigimde bir tek u # 0 vardir.

GF(pr) fizerinde, x = uwll = % (u + uP) olmak lizere, a(x) =u
bire-bir eglemesini ve bunun yardimiyla;
x %y = a(x)0a(y)
bagintisiyla verilen D = (GF(br),+,x) sistemini olugturalim. Bu ge-
kildi olugturdugumuz D-sistéminin bir yaricisim oldugunu Teorem 4.3.2

yardimiyla gésterelim,
(GF(pr),+), birim elemani O olan, bir degigmeli gruﬁtur.

x € GP(p") igin, x =udl =5 (u + P) ve 1 =101 =7 (1 + 1)
oldugundan,
xxl = a(x)00(1) = w0l =7 (u+?) =x
dir. Benzer gekilde,
Lix = o(1)@a(x) = 10u =7 (uP+ u) = x

oldugundan, garﬁlmsal birim eleman 1 dir.

D sisteminin sifir bbleni yoktur. §oyleki,
x #0 ve y #0 iken =xxy =0 oldufunu varsayalim.

x = udl =% (ut up) = o(x) =u ve y = vol =%_(v+vp)=>d.(y)= v
dir.

xxy =0 =0(x)0a(y) =0 =>>ulv =0 > u = 0 veya v =0 dir,.
Eger u = 0 ise, x = u6l = 081 = 0 olur. Eger v=0 ise, y=y01=001=0



olur. Bu ise hii;otezle geligir. Dolayisiyla, x #0 ve y ¥ 0 iken
xxy 0 dir.

Dagirlma Szelliklerinin saglandiini gosterelim.

X, V5% € GF(i)r) s x =ull , y =vOl , z =whl igin,
x+y =u0l + vl = (u + v)061
dir. Ayrica, a(x+y) =u+ v = a(x) + a(y) oludufundan,
(x + y)xz = a(x + y)0a(z)
= (a(x) + a(y))0a(z)
(a(x)0a(2z)) + (a(y)0Ba(z))

= X¥Z + yHZ

dir. Benzer gekilde
xx(y + 2) = xny+ xuz
oldugu hemen gdriilebilir.
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5. ALTERNE VYARICISIMLER OZERINDE PROJEKT1F DOZLEMLER

5.1. Alterne Yaricisimler

Tanim 5.1,1: Saf ve sol alterne kurallarini gergekleyen, yani
her x,y e S igin,
(xy)y = x(yy) ve (xx)y = x(xy)
8zelliklerine sahiﬁ, herhangi (S,+,.) yaricismine alterne yaricisim
denir. (Literatiirde bunun i¢in alterne b&liimli halka, alterne halka,

alterne cisim,...v.b. isimler de kullanilmaktadir.)

Tanim 5.1,2: Herhangi bir (S,T) yaricisminin (S-{0},.) car-
ﬁlmsal yarigrubu saf ters birlegimli ise (yani her x,ye S-{0} i¢in
(y.x).x-'1 =y olacak gekilde bir x le s-{0} varsa) (S,T) ye sap ters
birlegimli yaricisim, garﬁlmsal yarigrubu sol ters birlegimli ise
(yani xer x,ye S$-{0} igin x—}(x.y) =y olacak gekilde bir xfle S-{0}
varsa) (S,T) ye sol ters birlegimli yaricisim denir. Hem saf, hem de
sol ters birlegimli yaricisme yalnizca ters birlegimli yaricisim

denir,
gimdi verecegimiz teoremlerde (Kaya, 1978) esas alinmigtir.

Teorem 5,1.,1: Herhangi bir (S,T) yaricisminin saf ters birle-
gimli olmasi igin gerek ve yeter kogul P(S T nin (o) ox 5zelliginde-
, .

ki her x dogrusu igin (x,x)~gecigken olmasidir.

Teorem 5.1.2: Herhangi bir P projektif diizleminin Moufang
(Kiiglik Dezargsel) olmasi igin gerek ve yeter kosul d ve e gibi farkl:i

iki dogru igin (d,d)-gegigken ve (e,e)-gegigken olmasidir.

Bu iki teoremden, herhangi bir (S,T) yaricismi saf ters birlegim~
1li ise P(S o) projektif diizleminin Moufang diizlemi oldufunu s&yleyebi-
: ’
liriz,

Teorem 5.1.3 (Skornyakov-San Soucie Teoremi): Her saf ters
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birlegimli yaricisim ayni zamanda alterne yaricisimdir,

Teorem 5.1.4: Her alterne yaricisim sag ve sol ters birlegme

6zelliklerini de saglar.

Teorem 5.1.5 (Artin-Zorn Teoremi): Her sonlu alterne yaricisim

ayni1 zamanda cisimdir,

Dikkat edilirse, alterne yaricisimler ile sag ters birlegimli
yaricisimlerin ayni cebirsel yaéllar oldugu sdylenebilir., Dolayisiy-
la bir alterne yaricisim tarafindan belirlenen (ii¢lii halkalari alter-—
ne yaricisim olan) ﬁrojektif diizlemler Moufang diizlemleridir. Teorem
5.1.5den,sonlu Moufang diizlemlerinin hepsi cisim diizlemleri olmak-

tadir.

5.2, Alterne Yaricisim Ornedi

Ornegi vermeden &nce, kuaterniyonlar halkasini hatirlatarak

kuaterniyon garpiminin bazi 6zelliklerini verelim.

Tanim 5.2.1 (Kuaterniyonlar Halkasi): (&,+,.) gercel sayilar
cismi olmak {izere,

Q= {(ao,al,az,a3) : gie{ﬁ , 1 =0,1,2,3}

kimesi verilsin. Bu kiimenin elemanlari kuaterniyonlar olarak isimlen-
dirilir.

a;,b; € 8 olmak lizere Q lzerinde ® ikili iglemi, & nin + iglemi
yardimiyla,

(ao,al,az,aS) QB(bO,bl,bz,b3) = (a0 + bo,a1 + bl,a2 + bz,a3+ b3)

geklinde tanimlansin. O ikili iglemi de
(aO’al’aZ’aB)@(bO’bl’bZ’bB) = (aobo—albl—azbz-a3b3,

aob1 + alb0 + a2b3-a3b2,

aobz—alb3 + azb0 + a3b1,

a0b3 + albz-azb1 + a3b0)
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geklinde tanimlanan (Q,®H,0) sistemine kuaterniyonlarin bdliimlii halka-

s1 veya kisaca kuaterniyonlar halkasi denir,

Kuaterniyonlarin garpimlarinin bazi Szelliklerini gdyle verebi-
liriz.

(1) x¢e Q{ X = (XO’xl’XZ’x3) ve x = (xO,—xl,—xz,—x3) ise,

% = (%0,%,%),Xg)
dir.
(2)x0y = (xgyg + 1177 + x5y + X3¥3,7%y; + x1707%y75 T %375,
"XgYy + Xy¥5 F Xp¥ XY s "XgY3X Yy F Xpy; F Xg¥0)
(3) X0y = (x0y0+-x1y1+-x2y2+ x3y3,x0y1-x1yo- X, 5 +-x3y2,
XY X 1Y3™X0¥g F X3Y1s Xg¥4mX1Y) * Xpyy + Xg7)
(2) ve (3) den,
x0y # X0y
dir,
(4)  x0F = (xgy=%1¥17%5¥, %3 3, "%, "%13g + Xp¥37X47,,
“XGYoTX1Y3TE)Yg + X3Y1."XKgYg + X)¥,7X)¥) "Xq¥()
(3) xBy = (xgy4=%;¥17%yY,"X3¥ 3, "XV %)Y "X)¥ 5 + X975,
“XoYo + X Y TRV XY 1 TEGY 57K Yo 4Ry = Xgyp)
(4) ve (5) den,
0y # x0y
dir.

(6) ae & , x € Q olsun. Bu takdirde,
alx = (a,O,O,O)@(xO,xl,xz,x3)

= (axo,axl,axz,ax3)
= (XOa’xla’XZa’XSa)
= (xo,xl,xz,x3)0(a,0,0,0)

= xPa
dir.
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(7) x0x = (xoxo-xlxl-xzxz-x3x3,-x0x1~x1x0-x2x3 + X3Xy,
~XgXy + X1 X3=Xy X ~KqXy s ~KgX3~X 1 X, + xle—x3x0)
= (xg - xi - x% - xg , ~2x0x1, —2x0x2 . -2xox3)

(8) x0x = (xoxo—xlxl—xzxz—x3x3,-xoxl-xlxo +~x2x3—x3x2,
~XX, "X XX X +-x3x1,—x0x3 +-x1x2—x2x1—x3x0)
= (xg - xi - xz - xg, —2x0x1 . —2x0x2 , —2xox3)

(7) ve (8) den,

x0x = x0x
dir.
(9) X@Y = (xoyo + xlyl + x2Y2 + X3Y3,‘XOY1+X1Y0+X2Y3"X3Y2,
“XgYy X Vg + XY F Xg¥y XY 44KV, "Xy Y HK0y)
(L0) yOx = (yox0 +-ylx1 +-y2x2 +-y3x3,yoxl—ylxo—y2x3+y3x2,
Yo¥o t1X37Y %0 V3% s YoX37V ¥y + YoXVp¥3
(9) ve (10) dan,
x0y = yox
dir.
(A1) x8y = (xyy4 + X;¥; + X)¥) + X332 X571 7% Yo+ %,¥ 3= 5
XGYy XY 37EYg + XgY 12XV g + XY, 7X,Y; "Xq¥ )
(12) yOx = (ygxg + %) + ¥9%Xy + Y3X3, 7YX 471 X5V, X317 3%y
“YoXy + Y1%g + YoXgTY3¥ s VXg Y KoY o X 4 3%p)
(11) ve (12) den,
dir.

- 2 2
(13) x0x = (xo,+ X+ xg + xg,xoxl—xlxo-x2x3 + X3Xy,
XgXy + X Xg=X)XG"KgX; s XgX3~X) Xy + XpX; ~XgXg)
=(x(2)+xi+x§ §,000)

= x0X
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(6) ve (13) den,
x0x0y = x0x0y = yOx0x = yOxOx

dir.

Ornek 5.2.1 (Cayley Dickson Cebiri): Q kuaterniyonlar halkasi
ve
S={x+ Ay ¢ x,y€ Q, X¢Q}
olsun. S {izerinde ® iglemi, Q nun toleama iglemi cinsinden,
(x+Ay) ®(u 4+ aw) =(x+u) + Ay +v)
geklinde tanimlansin. S {izerinde % iglemi de,

xe Q, x= (xo,xl,xz,x3) igin,

v :Q » Q
W(x) = (%g,=%;,-%y,%;3) = x
doniliglimi yardimiyla ve Q daki garpma iglemi cinsinden,

(x + Ay)=(u + Av) = (xu-vy(y) )+ Aluy + P(x)v)
geklinde tanimlansin. Bdyle elde edilen (S, ® ,x) sistemi bir alter-

ne yaricisimdir, Fakat garinm:.n birlegme 8zelligini saglamaz,

(s, ®) , birim elemani, 0 =0 + A0 olan, bir degigmeli grup-
tur,

(5-{0},%) sisteminin, birim elemanini belirleyerek, yarigrup
aksiyomlarini sagladifini gsterelim. Bunlar gdsterilirken, yeri
geldigince kuaterniyomlarin (1),(2),...,(13) &zellikleri kullanila-
caktir,

(1) a+ b #0 + A0 igin,

(a + a)u(x + 2y) = ¢+ ad (5.1)

nin bir tek x + Ay ¢bziimiinli aragtiralim.

a#+0,b =0 ige, -
(a+20)x(x+Ay) = ¢ +Ad =>ax + A(ay) =c 4+ Ad

=> ax=cveay =d =>x=a ¢ ve y='a'_1d

1

= x+iy =alc (@ M) e S tektir.
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a=0,b#0 ise,
Abm(x + ay) =c+ ad => (~yb) + A(xb) =c+ad > -yb=c ve

xh=d =y= 5! ve x=db"! = xH\y = b+ + A(~c5_1)e S

tektir.

a#0,b+#0 ise,

(a+ A)x(x + ay) =c +ad = (ax-yb) + Alxb + ay) =c + Ad
=> ax-yb =c ve xb+ay=4d elde edilir. Buradan,

a.x—-y‘t_>=c =>ax=c+y]; =>x=a-1(c+yl;) ve

xb + ay = d =>a—1(c +yb)b +ay =d = a_lcb + a_]‘y];b+ ay =d
= a-lygb + ay = d—a'_lcb = aplﬁby + ay = d-a"leb

> (a1Bb + a)y = d-a"teb = y = (a” b + @7 L(d-a"teb)
ve dolayisiyla,

a—l[ c + (aﬂl‘;b + 5)—1(d—a_1cb)1;]

"
]

dir, Yani
X+ Ay =a e +a Bb + 2) L(d-a leb)b]+Ha Bbya) L(d-a leb)] e S

tektir.

(ii) a+ ab #0 + A0 igin,

(x + ay)=x(a + 2b) =c + Ad (5.2)

olacak bigimde bir tek x + Ay € S nin varoldugunu gdsterelim,

a#0, b =0 ise,

(x +ay)x(a+ 20) =c + Ad = xa + A(ay) =c + Ad

-1 1

=> x=ca vey=a d=x+\y = et A(a_ld)es tektir,

a=0,b#0 ise,
(x + Ay)=(Ab) =c + Ad => ~by +A(xb)=c + Ad

1

= ; = —b-lc ve x = db-1'=> y = —b—lc ve x=db
1

> x+Ay=db " +A(-b Tc) €S tektir.
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a#0,bF#0 ise,
(x + ay)m(a + b)) =c + Ad => (xa-by) + Aay + xb) =c + Ad

=> xa-by =c ve ay + xb =d dir. Buradan,
xa-by = ¢ =>by = xa~¢c >y = b_l(xa-c) = y = b—l(xa—c)

elde edilir. y nin degeri diger denklemde yerine yazilirsa, ay+xb= d

=> ab M(xa~c) + ¥b =d => ab l(xa~c) + xb =4
= ab-l(xa-c) +xb=d = b-l(xa-c)a +bx =d

1

1 liax +bx =4 +b lea

= b xaa—b_lcE +bx=d=> b

1 1

> b la+t)x=d+b tea =x= ("

aa +5) "3 + b Lea)

elde edilir., Dolayisiyla,
1

x+ Ay = b tazs) "HEmLea) + b (b Laasb) (@b tea)ac] € S

tektir,

(iii) Her (x + Ay) € S igin,
(2 + Aay)=(1 + A0) = (x + Oy) + A(ly + x0) =x + Ay

(1 + 20)x(x + ay) = (1x + y0) + A(x0 + Ty) = x + Ay (5.3)
oldugundan, 1 =1 + A0 S nin carpimsal birimidir. Bdylece (5.1),(5.2)
ve (5.3) den (S-{0},%), birim eleman1 1 =1 + A0 olan, bir yari gruptur.

Her x + Ay € § igin,
(x + Ay)&(0 + 20) = (0 + A0) = (x + Ay) = (0 + A0)

dir.

Dagilma kurallarinin her ikisi de saglamir. $dyleki,
(xhay)« (utiv) @ (mAn)] = (xRy)s (u + m) + A(v + n)]
= (x(u + m)-(v0)y) + A((u + m)y + x(v + n))
= (xu + xm~vy-ny) + ACuy + my + xv + xn)
= ((xu-vy) + A(uy + xv)) ® ((xm-ny) + A(my + xn))

= ((x + Aap)x(u + Av)) © ((x +rAy)=(m + An))
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[(x+y) © (utw)lx(mia) = [(xtu) + A(y+)]lx(m + An)
= ((xt)m-n(ytv)) *+ A(m(y+v) + (x+u)n)
= (xmium~ny-nv) + A(my+mv4xn + un)
= ((xmrny) + AMmy+xm)) @ ((uw-nv)+A(mv4im))
= ((xPy)x(mtin)) © ((u-hv)x(m+in))

dir. Boylece (S, ® ,x) bir yaricisimdir. Bu yaricismin alterne ku-

rallarini da gergekledifini g8sterelim.
((x + Ay)x(u + Av))=(u + Av) = (x + Ay)=((u + Av)=(u + Av)) (5.4)
oldugu gbsterilmeli.
((xhy) w(uAv)) (utiv) = ((xu~vy) + A(uy + xv))=(u + Av)
= (xu-vy)u-v(uy + xv) + (uluy+xv) Hxu-vy)v)
= xuu~vyu-v(Ty + %) + A(uuytuxvH(xa-vy)v)
= xuu~vyu-v(uy+vx) +'A(uuy+u§v + (§ﬁ-y;)v)
= xuu-vyu-vay-vvx + ACuuy + uxv + xuv-yvv) (5.5)

Diger taraftan,

hy)a((uhv)g(utwv)) = (x + Ay)x((uu-vv) + Aluv + uv))
= x(uu-vv) ~(uvtav)y + A((uu-vv)y + x(uv + uv))
= Xuu~xvv-uvy-uvy+i(uuy-vvy{xuv+xuv) (5.6)
dir. (5.5) ve (5.6) nin egitliginden,

XUU-vyu-vily - vV = XUU~XVV-Uvy-uvy 5.7
ve

uuy + uxv + ¥GV -yvv = uuy-vvy + xuv + xuv (5.8)
elde edilir, (5.7) den,

xuu-vyu~ vy -vvx-xuu + xvv + uvy + uvy = 0

olmalidzir.
(U+;)V;‘V(;U +'E;)=((uogu1’u2:u3)+(uop'uly-UZQ-u3))(Voovl’vzyv3)

(yOa-Yls—Y2’—Y3)_(V03V1’V2:Y3)((Yos’yla_yZ:'Y3)
(u03u1’u2’u3) + (uogul’UZ’us)(yO,yleZ’Y3))
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(u + E)V;r—v(;u + 1_1-};) = (2u0,0,0,0) (vOy0 + V¥ + v2y2+ V3¥3s
oYy T VT VY3 T Va¥ps VYt VY3t Vo¥gTVsYys
VgY3TVYy + Va¥y F V¥ (V4sVysVy,Va)
(29470 =2u5Y 15 -2ugY s 2047 5)
= (2u0,0,0,0)(v0y0 + V1Y + D2 + Va¥qs
“VoYp t V1YgTVeY3 T V¥ =Vgyat viyst voyg-vayys
~Vo¥3~V1Y5 + vyyy + v3y0)—(2u0,0,0,0)
(Vo¥p V¥ F Vp¥y + V395 =Voy V195 V,T 54355,
VYot ViY3t VoY VY1 TVoY3 VYt Yoyt Vsyg)
=0

dir. Benzer gekilde (5.8) den,

uuy + uxv + Xu v-yvv-uuy + vvy-xuv-xuv= 0
olmalidir,

(ux + xu)v-x(u + W)v

((uO’ul’uZ?US)(XO’xl’XZ’x3)+ (xo,xl,xz,x3)(uo,ul,uz,u3»(v0,v1,v2,v3)

- (xo’_x]_"—xza-x3)«u0’u1’u23u3) + (uo"uls_UZQ_u:;))(V03V1:V23V3)

= (2u0x0,—2u0x1,—2u0x2,—2u0x3)(vo,vl,vz,v3)
-(x0,~x1,4x2,—x3)(2u0v0,2u0v1,2u0v2,2u0v3)

- (zuO’O’O’O)(XO’—xl’_XZ’_x3)(VO’VI’VZ’V3)
-(xo,—xl,-xz,—x3)(2u0,0,0,0)(v0,v1,v2,v3)

= 0
dir. Dolayisiyla (5.4) egitligi (sag alterne kurali) gegerlidir.

Benzer iglemler ile sol alterne kuralinin gegerliligi yani,

(x + Aay)u((x + Ap)u(u + 2v)) = ((x + Ay)x(x + Ay))=(u + Av)
oldugu gdsterilebilir, Dolayisiyla (S, ® ,%) sistemi bir alterne

yaricisimdir. Bu alterne yaricismin birlegme kuralini saglamadifini
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bir Srnek ile g¥sterelim.
[((1,0,0,0)+ﬁ(0,1,0,0))k((O,l,0,0)%A(l,0,0,0))]x((0,0,l,O)%A(0,0,0,l))

=[ (1,0,0,0)(0,1,0,0)~(1,0,0,0)(0,~1,0,0)+r((0,1,0,0)(Q,1,0,0)
+(1,0,0,0)(1,0,0,0))] =((0,0,1,0) +.1(0,0,0,1))

= ((0,2,0,0) + 1(0,0,0,0))%((0,0,1,0) + 1(0,0,0,1))

= (0,2,0,0)(0,0,1,0) +xr((0,~2,0,0)(0,0,0,1))

= (0,0,0,2) + 1(0,0,2,0) (5.9)

((1,0,0,0)+(0,1,0,0))%[ (¢0,1,0,0)+A(1,0,0,0))=((0,0,1,0)+1(02,0,0,1))]

= ((1,0,0,0)+x(0,1,0,0))[ (0,1,0,0)(0,0,1,0)~(0,0,0,1)(1,0,0,0)

+ 1((0,0,1,0)(1,0,0,0) + (0,-1,0,0)(0,0,0,1))]

= ((1,0,0,0) + (0,1,0,0))#((0,0,0,0) + 1(Q,0,2,0))

= -(0,0,2,0)(0,~1,0,0) + A((1,0,0,0)(0,0,2,0))

= ~(0,0,0,2) + 1(0,0,2,0)

= (0,0,0,-2) + (0,0,2,0) (5.1Q)

(5.9) ve (5.10) dan,
[(a+ xb)s(e + ad)lw(e + Af) # (a + )xl(c + Ad)xle + AD)]
dir.
Yukarida ele alinan Cayley-Dickson Cebri 8rnegi (Ugan, 1987) de

daha genis kapsamli olarak incelemmig ve bazi &zelliklerin saflandigi

ayrintilara deginilerek gdsterilmigtir.



6. VYAKLASIK CISIMLER OZERINDE PROJEKTIF DOUZLEMLER

6.1. Sol Yaklasik Cisimier Uzerinde Projektif Diizlemler

Tanim 6.1,1: Qaréma iglemi birlegmeli olan, sol yaricisme sol

yaklagik cisim denir,

Teorem 6.1.1: Herhangi bir (S,+,.) sisteminin T(a,b,c) = ab+ c
igli iglemiyle birlikte bir sol yaklagik cisim olmasi igin gerek ve

yeter kogul (S,+,.) sisteminin agafidaki Ozellikleri saflamasidir.

(1)  (8,4) bir degigmeli gruﬁtur.

(ii) (S-{0},.) bir gruptur.

(iii) Her x & S igin, 0.x = 0 dair.

(iv) Her x,y,z ¢ S ig¢in =x.(y + 2z) = x.y + x.z dir.

(v) a # b olmak ilizere verilen her a,b,c € S icin,

-ax + bx = ¢ denkleminin bir tek x & S ¢dzimii vardir.

Ispat: Teorem 4.1.1 in isﬁatlna benzetilerek kolaylikla gbste-
rilebilir

Genel olarak bu teoremdeki (v) kogulu digerlerinin bir sonucu
degildir. Yani (i),(ii).(iii) ve (iv) kogullarini saglayan herhangi
bir (S,+,.) cebirsel yaé1s1 bir ﬁrojektif diizlem belirtmeyebilir. Sol
yaklagik cisimlerin belirttigi diizlemler ([od, [od)-,((),(0))- ve
((0), (o) )~Dezargseldir, Sonlu bir sol yaklagik cisim Srnegi ¢Sziimsiiz

olarak agagida verilmektedir,

Ornek 6.1.1 (Zassenhaus, 1936): p bir asal sayi, h bir pozitif
tamsayl ve q = ﬁh olsun. n de biitlin asal garpanlari q-1 sayisini bo-
len bir éozitif tamsay1 olsun. Ustelik q = 3mod 4 oldugu zaman
n # 0 mod 4 kogulunun saglandifini kabul edelim, Bu durumda r = hn
olmak iizere GF(ér) sonlu cisminden bir sol yaklagik cisim géyle el-
de edilir: S nin elemanlar: GF(ﬁr) nin elemanlariyla ayni olsun,

Ayrica S deki + iglemi GF(ér) deki + iglemi olsun. c, GF(pr) nin
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T k

belli bir primitif kokii (yani ¢% *=1 , ve her k <q"-1 igin ¢# 1)

kn+j

olsun. Efer y =c ise, ql =1 + j(q-1)[ mod n(q-1)] olacak bi-

¢gimde bir tek i(mod n) sayisi vardir. Buna gore S deki 0 garpim

i
x0y = x.y7
bigiminde tanimlansin. B&yle elde edilen (S,+,®) sistemi bir sol

yaklagik cisimdir,

Ornek 6.1.2 (Pickert, 1975): S, Z tamsayilar halkasindan si-
raly bir F cismine agafidaki bigimde tanimlanan o doniiglimlerinin kii-

mesi olsun.

Her bir ¢ doniigiimii igin 8yle bir n  tamsayisi vardir ki
o(ng) #0 dir ve i <ng tamsayilari igin ¢(i) =0 dir. Ayrica her
i€ Z igin 0o(i) =Q e F bigiminde tanimlanan o ddniiglimii de S ye ait-
tir. Boylece;
S={c: 0:2Z > FlU{o}

olmaktadir. S deki + iglemi, ¢, € S ve i € Z igin,
(o + R)() =ali) + g(i)
geklinde tanimlanmaktadir ve (S,+) nin birim elemani o olan bir grup

oldugu hemen gsterilebilir. §dyleki;

Her i € Z ig¢in 0o(i) = 0 oldugundan, her o &€ § icin

(a0 + 0)(1) =a(i) + o(i) =a(i) ==a +0=0 => o0 €S toplamsal
birim elemandir.
0€S igin a+B8=0=>1€ Z jgin, (a + BY(L) =o0o(i) =0
=> (i) + (1) =o0(i) =0 => B(i) =-a(i) =B = -o=>a4(-a) =o
dir.

@By € § ve i e Z igin, ((a +8) + y)(i) = (a + B)(1) + v(i)

= (a(i) + 8(1)) + y(i) =a(i) + (B(L) + y(i) = a(i) + (B + y) (1)
=+ @B+vAE)=> (a+B) +y=a+ (B+7y) dir.

0 iglemi ise, 000 = o000 =0 olmak iizere, a,B€ S ve i € Z

igin,



66

(@00 (1) = I a(5)8k)plag,k) , (2,8 #0)
=

ile tanimlanmaktadir. Buradaki y,
y:Z2x2 > {a: aeF , a>0}
6zelliginde bir donliglimdiir. Ayrica y doniigiimii,

w(x,y).w(x +x',y") = p(x,y + Y')'-lll(x',}") ve ’JJ(O!O) =1
kogullarini saglar ve u(p,r) # y(q,r) olacak gekilde p,q,r tamsayi-

lari vardir.  donligimii yerine, ¢ >0 ve c € F-{1l} olmak iizere
(x,y) -+ & doniigiimii de alinabilir, (linkii, c € F-{1}, ¢ >0 ve
X,y € Z olmak {izere ™ >0 dir. Bunun yvaninda,

Wxy) o plx + x',y") = &, DY

_ c}{y + xyl + xlyl

= Xy +3") +x'y'
1 .1
=cx(y +y ).cxy

= 9(x,y +y)px',y")
diir ve .
¥(p,r) =P 2" = y(q,1)
olacak bigimde p,q,r € Z vardir.

§imdi,i <n  +ng ise,
(a0B) (i) =0

oldugunu gdsterelim,

ae 8§ =a(ng) #0 ve j <ng igin a(j) =0 Bzellifinde ny€ Z
vardair.
BESB =>s(nB) #F0vek<n

vardir. Buradan,

igin B(k) = 0 Szelliginde n, e Z

B B

i=j+k<ng+ng= (@p)(i) = T a(j)sk)ylny,k) =0
Jhk=1
dir. Oysa sifirdan farkli elemanlar j = ny , k > ng dolayisiyla

i=j+k>ny +ng olmasi durumunda ortaya ¢ikmaktadir. j nin
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alabilecegi deperler ng, n, + L,n, t 2,...,i—nB dir. Yani j nin

0,

alabilecegi en biiylik deger i.-nB dir. Glnkd j, i-ng'+ 1 degerini a-
labilseydi, k nin alabilecegi en kii¢lik defer ng oldugundan,

j+tk =ing+1 +nB =1 + 1 olurdu bu ise j +k =i olmasi ile ge~
ligir. O halde j nin alabilecefi degerlerin sayisi ve dolayisiyla
toixlam igareti altinda sifirdan farkli terimlerin sayisi,
((i—nB)-nu) + 1 =i-(ny + ng) + 1 dir, Bu nedenle bahsi gegen toi:-

lam sadece goriiniligte bir sonsuz toplamdir,

§imdi, C-
na+ nB= naoB
oldugunu gbsterelim,

a0 E S = naoﬁe Z vardir, (aOB)(nuOB) 0 ve 1 <n
(a0B)(i) =0 dir. Oysa i <na +n
rida agiklandi. Ayrica,

008 i¢in

8 igin (a0B)(i) =0 oldugu yuka-

(a0B)(n_+ng) = T a(3) B(k) ¥(n k)
s jtk = 4ng
= (!(na)s(ns)w(nasne) #F0
dir. GCiinkd j =n

» k =n, olmak zorundadir. Eger j =n, +1 ise,

a B
jtk = o, + ng oldugundgn k = n, +,nB—(na 4+ 1) =nB—1 olur ve
B(ne-l) =0 dir. Bunu toplami agik yazarak tekrar gdrelim.
z : e - + -+
e = noL_I_nBOL(J)B(k)w(nm,k)_ re O(n, Z)B(nB 2)1,b(no‘,.nB 2)

+a(n ~1)8(n B+l)¢(na,n8+l)+a(na) s(nB) w(na.nB)
+ a(na+1) B(nB—l)w(na,nB-l)
+ a(na + 2)B(nB-2)1p(nu,nB—2) + ...

= O‘(nq) B(nB)w(na,nB)
0

(a(n ) ¢0.B(n6) #0, w(na,ns) #0)

naoB » B, + nBe Z oldugundan, n 0

<
008 n, + nBveya n, + nB< naOB
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olabilir, Oysa Ty 08 <na + ng = (uOB)(naos) = 0 ve benzer gekil-

de nd +nB <na08

= na + nB dir.

= (0.08) (na + n@) = 0 olmalidir. Dolayisiyla

n

a0

¢ icin koyulan gartlardan dolay: y(x,0) = 1 = ¢(0,y) dir. Bu
nedenle 0 tamsayisini F nin 1 elemanina (garpimsal birim eleman), di-
ger biitlin tamsayilari F nin O elemanina ddniigtliren doniligiim g¢arpimin

birim elemanidir,
1 , 1i=0 iken
v(i) =
0 , 1i%0 iken

olmak iizere (aov)(i) = a(i) oldugunu gdstermeliyiz,
(@) (i) =, = a(PDvK)YP(ny,k) oldugundan k =0 ve k # 0
J4k=1

durumlarini inceleyelim.

k = Q ise,

(eov) (1) = Z a(3)v(0)y(ng,0)
j=1i

= T a(j).1.1
i=i

= oa(i) (6.1)

k #0 ise,
(aov)(i)J; g,u(j)v(k)w(na.k)

= % al(j).0. R
j+k=ia(3) 0.¥(ngy,k)

—_— — - - o = 0 _— - o - —
oldugundan, k # 0 iken o(i) = 0 olmalidar.

aesS = a(na) #0 ve i <na igin a(i) = 0 &zelliginde

n, € Z wvardir.
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ve§ = v(nv) #0 ve k ?#nv(nv =0) ig¢in v(k) =0 8zelligin-
den =0¢€ Z vardar.

(aov) € 5 => (aov)(n ) #0 ve i <n o, igin (@ov)(i) =0

8zelliginde naov € Z vardir.,

(agv) (i) =0 = i <nozov =n, +nv =n, +0 =n,

=> i<nu icin a(i) =0
dir. Bbylece
(agv) (i) =0 = a(i) (6.2)

bulunur.

(6.1) ve (6.2) den v birim elemandir.

1 ,1i=0 iken
v(i) =

0 , 1 #0 iken

olmak {izere qa,veS verildiginde, ao8 = v olacak bigimde g€ S nin

varligini gdsterelim
vesS = \)(nv) #0 ve 1 #nv=0 icin v(i) =0 dzelliginde

n =0¢€ Z dir.
v

aoB €S = (aos)(na + nB) #0 ve i <na +n8 igin (qop)(i) =0
zelliginde n, + nBe Z vardir. 0 = n=n, + nB oldugundan, ng=-n,

dir, yani B€S 1igin n, bellidir.

B
B(1i) yi belirleyen egitlikler,
a(n )B(-n ) y(n ,-n ) =1

i
a(n ) g(-n  +)y(n ,-n + i)+ jil a(na+ J’)B(—na + i—j)w(na,—naﬁ—j)

= 0 (i >na igin)
bigiminde elde edilir. a(na)tp(na,-na + 1) #0 (i 20) ve



70

-n, + i-j <—na + i oldugundan, bu denklem sisteminden B(—na + 1)

(i =0) degerleri agagirdaki bigimde hesaﬁlanabilir.

i=0 igi’ﬂ (U.CB) (0) =\)(0) =1 dir. Buradan,
a(n ) B(-n )¥(n ,-n) =1 > g-n) = (aln)) " Gya,mn )7

elde edilir.
i =1i¢in (aog)(l) =v(l) =0 dir. Buradan,
a(n )B(-n +Dy(n ,—n + 1)+ jzl aln_+ j)B(-na+ 1-J')\b(na,-na+ 1-j)=0
= a(na)s(—na+ l)w(nu,-nq"' D+ u(na-l- 1) B(—na)lp(na,-na) =0

= a(a)8(-n_+ Dyl ,-n_+ Deala ) (aln ) " (4,0 ) " yta_,=n )=0

= g(-n_ +1) =-an + 1 (a(n ) (a0 +1)) 7

i =2 igin (o08)(2) =v(2) =0 dir. Buradan,

2
a(na) B(-na-l- 2)1p(na,—na+ 2)+ jil a(na+ j) B(-nd+2—j)1p(na,—na+2—j) =0

= a(na) B(-na+ 2) ¢(na,-na+ 2) + a(na+ 1) B('_na+ 1) ¢(na,-na+ 1)

+ a(na+ 2) B(-—na)q;(na,-nu) =0
= a(n)B(-n+ v .m0+ 2~Cala+ 1) (aln)) PHala 42) (ata ) H= 0

= 8(n+2) = [(an 1) (a(a ) PHan 12) (ata)) 1 (ata )™

-1
. (w(na,—na + 2))

> p(-ngt 2) = [t 1)) ™ aat D1 ata)) " (¥ay,n +2) 7

elde edilir.
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i=3 igin @oB)(3) =v(3) =0 dir. Bdylece,
3
a(n, )8+ Ny, ;-0 43+ 3 aln + HECn + 3=y - + 3-j)=0
, j=1

= a(na)B(-nd+ B)w(na,—nu+ 3) + a(na+ 1)5(-na+ 2)1p(na ,—na+ 2)
+ a(na+ Z)B(-na+ 1)¢(na,—na+ 1) + a(na+ 3)3(—na)¢.(na,—na) =0

= a(n )B(-n+ Iy ,n + 3) + [ (aln + 1))2(a(na))—1-a(na+ 2)]
gt Dem )™ - aln+ Datt D e,

+ o+ NN =0

> a@)BCn s My ,mn+ ) + Gt DY @)™
a(at Dalnt D) Pt Do+ D)™

faln+ D@ N =0

= B(—nd+ S == [—(a(nd+ 1))3(0L(n0‘))_2 + Za(nd+ 2)a(nd+ 1)(u(nd))-1
—aln+ D] @) 2wt 7
olur,
i=4 igin (o0og) (4) =v(4) =0 dir. Buradam,
4
G(na)B(-na+ 4)¢(na,-na+ 4)+5£h “(nd+ jI8(-n + 4-j)¢(na,-na+4—j)= 0

= a(na)B(—nu+ 4)¢(na,'.'na+ 4) + a(na+ 1B(-n + ¥, + 3)

+ aln + 2)8(-n+ 2)y(n,,—n,+ 2) + alny+ 3)B(-n,+ D ¥(ny,-n,t 1)

+ u(na+ 4)B(-n,)¥(ny,-ny) =0
= alng)pgl-ng+ 4) w(na,;na+ 4) = [ (o(ngt 1))4(a(na))_2—2a(na+ 2) alny+ 1)?

+(aa ) "M et M aagt D] (alny)) 24 [~alagh 2) (atagt 1)

Cang)) "M (angt 20021 ()% alng 43) alngt 1) (alng)) 2
—oln g+ 4) (a(n )L
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olur. Buradan,
a(n ) B(-n+ &) ¥(n_,~n_+ 4) = [(a(n_+ 1)*(atn ) ~3a(a 4+ 2)

(alag+ 1 (e )) "4 20(n + 3) ola g+ 1D (ala ) T

+ (atn g+ 2)) (et ) I ala 4 91 (am )7

> B+ 4) = [(a(a+ 1) (aln)) =3a(n gt 2) (alngt 1) (atn )™

+ 2a(n + 3)a(n + 1)(0‘(“04))—1 + (a(n + 2))2(a(na>)_l+ aln _+ 4)]
(ala) 2y, mn _+ 4)) 7t

elde edilir. Boylece, verilen her i€Z+U{O} igin 3(-na+ i) belir-
lenebildiginden, RES de bellidir. Dolayisiyla o €S nin 0 iglemine
gbre tersi ol ile gosterilirse, 00B =V olacak bigimde B = 0t_1€S
vardir.
a,B,6€ § igin,
(a0B) 08= ao(Bo0S)

oldugunu gdsterelim.

ae S = a(na) #0 ve j <na igin a(j) =0 &zelliginde n, € Z
vardir,
Be § = B(nB) #0 ve k <n

vardir,

igin B(k) =0 ©zelliginde n,e Z

B 8

§ eSS = 6(n6) 0 ve % <n(S igin §(2) =0 &zelliginde nge 2
vardir,

(a0B) € S = (a0B) (n(xoB) #0 ve m<n igin (00g)(m) = 0 &zel-

a0B

ligind c
iginde naoB Z vardair,

i <n wve k< = =i + =
. N o nB m = j k <na -|-nB naOB
1r.

(Bos) € 8 = (Bo&)(nyo) #0 ve p <ny o igin (808)(p) =0 Gzel-

liginde nBOcS € Z vardir.

ng ve 2<na > p k+2<n6+n(S Daos

dir.

(a0(B08)) (i) = =  a(3)(BOS)(p)u(n_,p)
ijp=1 @
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(@8 = 2 ol T B(k)S(R)Y(ng DY(ny,p)
J4+p=1 k+g=p

= T T a()B)6(R)¥(ng, D i(ny,p)

= Z a(i)Bk)s()pln_, Vy(n ,k+)
b= Ving PV,

dir.
Y nin,

w(nB,R)w(na,k*‘Z) = w(na,k)w(na + nB,R)
= w(na,k)w(naos,l)

bu 8zelliginden,

(ap(B08)) (i) = Sty §' a(3)8(k)8(R)Y(n k) P(n 03,2)

= I Z a(J)B(k)G(l)w(n KV 100 2)
mg=1]+k=

SRR OO LI OTCISRY
mp=ijtk=m

=m+2£ ; (o0B) (m)é(l)lb(naog,ﬂ)

= ((a0B)0d) (1)

elde edilir., Bbylece,
a0 (BoS) = (a0B)0d

bulunur ve (S-{0},0) birim elemani v olan bir gruptur.

Agapida goriildligii gibi, bu sistemde soldan dagilma &zelligi sag-

lanir, fakat sagdan dagilma 6zelligi saglanmaz.

0,8,y € S igin
o 0(B + v) = (a0B)+(a0y) < her 1 € Z igin
(a0 (B+v)) (i) = ((aoB)+(aoy)) (i)

dir.
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(a0(B + Y1) = = oa(i)(B +v)(k)y(n k)
jtk = i

= 3 A EW + 1) Wa LK)
k= i

= 3 oi)pk)yln k) + alj)y(k) p(n ,k)
Jtk= i * a

= 2 aPv(n,,k) + = aiy(k)v(ng,k)
k= i jHe= i

=(a08) (1) + (ooy) (1)

=((a0B) + (aoy)) (i)
dir.

Sagdan dagilma 6zellipini incelemeye baglamadan Snce kisa bir

aciklama yapalim,

\P(na-i' ns’k) _ c(n"“*' n3)k= cnak+ n3k= Dok cnsk

= l{)(na,k) . W(nB,k)
dir..

(o +RoP D = T (at BDYER ¥, + 14k

Jk= 1

= 2 () + By Wy (ay,k)y (ag,k)
ike= i -

= 3 D OG0y g 04 (D (O oy 0.
] = 1 )
¥ (ng, k) (6.3)

olur.

(oW + (BoM) (1) = (V) (1) + (Bov) (i)

= O gk B By (Y (g, )
k=i k=i :

Il

. Z ali)y (e (ng, k) + g (5)y (k)Y (ny k) 2(6.4)
Jk=1

dir.
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(6.3) ve (6.4) den,

(a + B)oy # (aoy) + (Boy)

elde edilir,

o #B olmak lizere a,B,yec S verildiginde,
-al0x + BOX =y

nin bir tek x€$§ ¢bzlimiiniin oldugunu gsterelim. gar1$1mn grui: bzelli-
ginden o #0 oldugundan a"les vardir., Ayrica + igleminin degigme &-
zelligini de kullanarak, -agx + Box =y egitligini a-l ile soldan
garpalim, Bu takdirde,

a-lo(-ctOX) +0t-10(BOX) = a—loy
olur;, buradan
10

(ot 0R)0x-x = qa Oy

elde edilir. a—loB yi u ve a-loy y1 A ile gdsterirsek,

HOX-X = A (n#v ,nu>0)
olur ve .
=l
A1) = 20u(j)X(i—j)w(nu,i-j)-X(i) (6.5)

J —
egitligi elde edilir, Buradan,

i <nx =>A(i) =0, yani (6.5) toplami sifir olur ve
bdylece A(n)\) # 0 oldugundan,

<
nx \n)\

olur. $imdi x€&S nin varlifini degigik durumlarda inceleyelim,
1.Durum: u(0) #1 olsun.

Bu durumda n o o=n, olmak zorundadir. (iinkii n <ny olsa

idi, (6.5) egitliginden, i =n_ igin,
(p(O)tp(nu,nx)—l)x(nx) =0
olurdu. Oysa u(0) # 0 ve dolayisiyla n, = 0 oldugundan,

¥ ,n) =$(0,n) =1

ve
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u(0) *P(np,nx)—l #0

olur, Ayrica x(nx) #0 dir. Bu nedenlerden dolayi nx< n,

olamaz,

i2n, ise (6.5) egitliginden,

_ X(nx) = (W(0) ¥(n ,,n ) ~Dx(n,) (i =n, igin)
i-nx

D = (WO, D-Dx+ 27 wDxli=D e - @ >n, igin)
J=

denklem sistemi elde edilir. u(0) #0 ve lp(nu,i) =1 olmasi nedeniy-

le, i >nl igin,

u(0) IP(nu, i)-1 #0

olur ve bu denklem sisteminden, i >n, igin x(i) ler belirlenebilir.

A
Sylekis

i =n,

A(n)\) = (u(O)w(nu,nA)-l)X(nl)

igin,

oluﬁ,
x(1,) = A@a,) (WO ¥n 0 )-1 7

elde edilir,

i =n,+ 1 igin,

)\(n)\+ 1) = (p(O)lp(nu,nA+ 1)-1)x(n>t+ 1)+.E

J=1u(.'i)><(n)&+ 1-1) w(np,fl)\+ 1-1)

= (u(0)¢(np,§A+ 1)-1)x(n>\+ 1) + u(l)x(nA)lp(nu,gA)

= (u(O)zp(nu,n)\+ 1)—1)x(n}\+ i)
+ WA@Y (WOY@, 40 )-D Y@, ,0,)

olur, Buradan,
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Xyt D) = [May+ D=1 My (0) Wa y1,)-1) " Wa yay)]

-1
. (u(0) ¢(nu,n)\+ 1)-1)

elde edilir. Bdylece verilen her i >n. tamsayisi igin x(i) belirle-

) A
nebildiginden, bu durumda x€$ bellidir.

2 .Durum: u(0) =1 olsun.

Bu durumda n,= 0 oldugundan lp(nu,k) =1 dir. u # v oldugundan,

1 <i <k-1 igin (i) #0 ve u(k) #0 bzelliginde k > 1 vardir.
Bbylece (6.5) egitlipi,
i-nx
Mi)= I w(i=x(i-j) (6.6)
j=k
bi¢imini alir. Buradan,
i <nx+k => A1) =0, yani (6.6) toﬁlamn. sifirdir ve boyle-

ce, )\(n)\) # 0 oldugundan,
n_+k <n
X A

elde edilir,

i= nX + k
olmasi halinde (6.6) egitligi,
)\(nx + k) = u(k) x(nx) #0

olur. Buradan x(nx) belirlenir ve {istelik n_ +k = n, dir.

i> nA= n + k
olmasi halinde ise (6.6) egitligi,

1 —nx

A1) = u()x(i-k) + = uw(ix(i-j)
j%HL

bi¢cimini alir, Buradan i~k > nx-k =10 olmak iizere x(i~k) degerleri



belirlenir. Birkac k degeri igin, x(i~k) degerlerini belirleyelim.

= 2 ig¢in 1 =1, n = i-k =-1 ve n,=n_+ k =1 dir. Bu-—

radan,

AL =u(2)x(-1) = x(-1) = A1) (w(2))"*

dir ve i >n. olamaz.

A

k =3 i¢in 1 =1,2 3 n = -2 ve nA=1 dir., Bdylece,

A1) = u(3)x(-2)
= x(-2) = AL N T

ve 1 =2 igin,

AD = uDxCD 42 W §x))
. J=

= u(3)x(-1) + u(4)x(-2)

= x(=1) = [A€2)-p(4) A (D @GN M wEn ™t

elde edilir.

k =4 idigin i =1,2,3 3 n_= -3 ve n,=1 dir. Buradan,
A1) = u(4)x(-3)

= x(-3) = A1) )

ve i>nx+k=1 igin i =2 ve i =3 oldugundan,

A(2) = w(4)x(-2) +.>:5 w(3iyx(2-3)
J:
= p(4)x(-2) + u(5)x(-3)

> x(-2) =[A-u(3)AM) (&))" @wEn ™t
ve 6
A3 = R@x(-D) + (x4

= u(&)x(-1) + W(5)x(=2) + u(6)x(-3)

78
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olur. Buradan,

x(-1) = [A(3)=u(5)A(2) W L + () AL (a2

—u(EACD (s ™ L uean 7t

elde edilir. Bu nedenle, verilen her keZ , k > 1 i¢in x(i-k) de-
gerleri belirlenebildiginden x&S bellidir, Boylece (S,+,0) sis-

temi bir sol yaklagik cisimdir.

Sol yaklagik cisimler iginde, daha gok gegigkenliklere sahip
olan bir tanesi bilinmektedir. Agagidaki teorem bu projektif diizle-
mi ortaya koyacaktir. Ayrica bu teorem, hem Hall sistemi olarak elde
edilen sol yaricisimler iginde bir tek tanme sol yaklagik cisim oldugu-

nu gostermekte hem de bu sol yaklagik cismi belirtmektedir.

Teorem 6,1.2: Herhangi bir F cisminden elde edilen sol Hall
sisteminin, carpma igleminin birlegimli olmasi (yani yaklagik cisim
olmas1) igin gerek ve yeter kogul ya F =GF(2) ya da F =GF(3) ve

f(t) = t2 + 1 olmasidir.

Ispat: (S,+,.) sistemi, bir £(t) ikinci derece indirgenemez
polinomuyla belirtilen bir sol Hall sistemi olsun. Herhangi bir
x€ F , x #0 i¢in, Hall sistemindeki c¢arpma kurali uygulanirsa,

Mx.oa) =a.(Ax) = -x£(0) + Axr = -x(-s) + Axr = sx + Axr

ve

~x LE(0) + ar= -x"L(-s) +Ar =sx F +r

I

(Aex)A = (Ax) .2

bulunur.

Eger . iglemi birlegimli ise, 8zel olarak her x € F igin

Ad(xed) = (Aex).2  olacagindan x # 0 iken sx L 4 Ar = sx + Axr

yani xr =r ve sx = sx_1 olur. EBer x ¥ 1 ise, xtr =r den r =0
olacagindan s #0 dir., (iinkii s =0 olsa £(t) indirgenebilir olur,

Dolayisiyla sx 1= sx geregince her x ¢ F , x # 0 igin x2= 1 olmasi



80

gerekir. GF(2) cismi ig¢in 0 ve 1 den farkli higbir x bulunmadig:
igin %xr =x ve sx-1= sx den bir sonug¢ elde edilemez., Ama F nin
GF(2) ye egit olabilecegi bellidir., Buna kargin 0# x# 1 olacak bi~ -
¢imde bir x € F elemani varsa, r = 0 ve x2+ 1 = 0 olmalidir. Bu ko-
gullara sahip bir tek GF(3) cismi vardir. GF(3) cismi tizerinde r= 0

6zelliginde ikinci dereceden indirgenemez tek polinom f(t) = t2+1 dir.

Kargit olarak, eger F =GF(2) ise,
S ={a +Ab: abeF, A¢gF}
={0,1,3,1+1 }

kiimesinin eleman sayisi ve dolayisiyla PZS projektif diizleminin
mertebesi 4 olmalidir. Oysa mertebesi 4 olan bir tek projektif diiz-
lem vardir, Mertebesi 4 olan biitiin diizlemsel halkalar cisim olduklari

igin (5, ® ,.) sistemi de cisim olmalidir. Dolayisiyla birlegme &zel-
1ligi saglanair.

Eger F = GF(3) ve £(t) = 2 +1 ise,

. iglemi,
ca + A (da) s b =0 iken
(a +Ab).(c +2d) =

ca—db(a2+ 1) +A(cb-da) , b #0 iken
bigimindedir. iinkii,

acF, a#0 igin,
ve

dir.

§imdi,

S= {0,1,2,A,1+X ,2+X ,2X,1+ 22, 2+ 2A}
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kiimesinin ikinci igleme gdre g¢izelgesini verelim.

Cizelge 6.1l: Indirgenemez ﬁolinomu £(t) = t2+ 1 olan (S,*+,.) sistemi-

nin . iglemi,

<10 1 2 A H  2h 2% 2% 2+ 2
ol o 0 0 0 0 Q 0 0 0
1} 0 1 2 A 1t 2t 2X 1t2x 2 + 22
2| 0 2 1 260 22a 1 24 A 2+ 1+
Ao A 22 2 2+ 2 +2) 1 1+ 1 +2A
1] 0 1+ 2t2a 1 42% 2 A 2R 2 1
20A | 0 2R 122 1 22 2 2+ 1 A
221 0 2 A 1 1221 2 2 2% 2+
H2a ] 0 124 2R 2424 A 1 1+ 2 22
24201 0 242x 1 2 A 1 22 124 A 2

Birlegme kuralinin saglandi13i g¢izelge 6.1 yardimyla kolaylikla

gbriilebilir.
Ornegin, .
2+ 0.1+ 20).1+0)=(2+21). (W)
=142
ve
((2+2) (1 +20)).(L+2) =1.(1 +1)
= 1+
dir @

Grnek 6.1.3 (Andre, 1955) Segkin sol yaklagik cisim: F = GF(3)

ve f(t) = t2 +1 olmak {izere, elde edilen Hall sisteminin ayni
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zamanda bir sol yaklagik cisim oldufu Teorem 6.1.2 de gisterildi.
Bu sol yaklagik cisim diger biitiin sol yaklagik cisimlerden farklidir.
Bu farkliligin en ilginci (S-{0},.) ¢arpim grubunun i¢ yapisinda orta-

ya gikmaktadir. $8yleki, her x € § , x#0,7,~1 ig¢in x2 =~1 dir, yani
-1 =2 oldugundan Az =2, (1 +A)2 =2, (2 +)\)2;—_2 R (2;\)2, =2,

(1 +20%=2, (2 +20%=2 dir. Bu sol yaklagik cisimden bagka hig
bir sol yaklagik cisim, x-1=-. ~x bigiminde de ifade edilebilen, bu &zel. -
1igi saglamaz. Bu 8zellik bazi geometrik sonuglar dogurmaktadir. Bu
yaklagik cisminbelirttigi diizlemde, e(x,y) =(y,x) , x,y € S bici-
minde tanimli doniigiim,dlizlemin y =ax +b dofrusunu y =a x-a—lb
dogrusuna ve x =0 (veyay =0 ) dogrusunu y =0 (veya x =0) dofru-
suna doniligtiirlir. y =x dogrusu {izerindeki her (x,x) noktasi igin
e(x,x) = (x,x) oldugundan y =x perépektiflik éksenidir. Bundan Vbra§ka
¢ donligiimti [*] ve y = -x dogrularimi depigmez  barakir,

fakat bu dogrularin , y =x dofrusu ile arakesit noktalari harig, hig
bir noktasini defigmez birakmaz, Oysa bu dogrularin her ikisi de

y =-x dogrusu izerindeki P ideal noktasindan gecerler, bu nedenle P
noktasi perspektlfllk merkezidir.Buradan ¢ nun, merkezi P ve ekseni

y =x dogrusu olan bir perSpektlfllk oldugu sdylenebilir Ustelik,her
(x,y) igin ez(x,y) = e(e(x,y)) =e(y,x) =(x,y) oldugundan € bir

involusyondur.

6.2. Sad VYaklagik Cisimler Ozerinde Projektif Diiziemler

Saf yaklagik cisim tanimi, sol yaklagik cisim tanimna oldukga
benzerdir., §8yleki, garﬁma iglemi birlegimli olan bir sag yaricisme
saf yaklagik cisim denir. Dikkat edilirse, hem say ve hem de sol yak-
lagik cisim olan bir sistem, bir b&lémlé halkadir.

Teorem 6.2.1: Herhangi bir (8,+,.) sisteminin T(a,b,c) = ab+ ¢
igld iglemiyle birlegtirilmesinden elde edilen (S,T) ikilisinin bir

saf yaklagik cisim olmasi icin gerek ve yeter kogullar,
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(1) (S$,+) nin, birim elemani 0 olan, bir grup olmasi,

(ii) (8-{0},.) nin, birim eleman1 1 olan, bir grup olmasi,
(iii) Her x¢ S ic¢in, x.0 =0 olmasi,

(iv) Her x,y,ze S icin (x +y).z =x.2 +y.z2 olmaszi,
(v) a #b olmak iizere, verilen her a,b,c « S igin,

xa-xb = c¢  denkleminin bir tek x ¢ § ¢dziimiinlin bulunmasidir.

Iséat: (S,T) ikilisi bir sag yaklagik cisim olsun. Bu takdir-
de (S,T), garﬁma iglemi birlegimli olan bir sag yaricisimdir. Bir sag
yaricisim (i),(iii),(iv) ve (v) kogullarini saglar ve (S-{0},.) bir
yarigruptur. Oysa carpma iglemi birlegimli oldufundan (S-{0},.) bir

gruptur dolayisiyla (ii) kogulu da saglanir.

Kargit olarak (S,T) sistemi (i)-(v) ®zelliklerini saglasin,
(s-{0},.) nin yarigrup olmasi halinde (S,T) bir yaricisimdir. (ii)
den (S-{0},.) gruﬁ oldugundan (S,T), . iglemi birlegimli olan

bir saf yaricisim, dolayisiyla bir saf yaklagik cisimdir K&

Bir sol yaricisimden saf yaricisim elde etme ydntemine benzer

olarak yaklagik cisimler ig¢in de agafidaki teorem verilebilir.

Teorem 6,2,2: (S,+,.) bir sol yaklagik cisim olmak lizere,

XXy = y.¥ bi¢iminde tanimlanan (S,+,%) dual sistemi bir cap yaklagik

cisimdir. Ustelik (S,+,x) sisteminin duali (S,+,.) olur.

Ispat: (S,+,.) bir sol yaklagik cisim, yani . iglemi birlegim-
1i olan bir sol yaricisim olsun.Teorem 4.2,2 geregince (S,+,x) bir sag
yaricisimdir. O halde % igleminin birlegimli oldufunu gdstermek ye-

terlidir.

(xxy)%z = (y.x)uz = z.(y.x) = (z.y).x = xx(z.y) = xz(y=z)
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oldugundan, (S,+,%) bir sag yaklagik cisimdir &

Ornek 6.2.1: Ornek 6.1.1 de belirlenen (S,+,0) sol yak-

lagik cisimlerin duvalleri alinarak, sag yaklagik cisimler bulunabilir.

i
Orada x0y = xyq biciminde tanimlandigir ic¢in (S,+,x) sag yaklagik.
cisminde, ® iglemi, i
XXy = qu

geklindedir.

6.3. Sag Yaklasik Cisimler Yardimyla Tanimlanan Bir (ifte
Yarigrup Ornegi

Gifte yarigruplar iizerinde projektif diizlemler konusunun so-
nunda s8zii edilen 6rnek, bir yaklagik cisim iizerinde tanimli olmasi

nedeniyle burada verilmektedir,

Ornek 6.3.1 (Dembowski, 1968): S mertebesi q2 olan bir (sag)
yaklagik cisim olsun.
K=1(ke S: k(x +y) =kx + ky , her x,ye §. igin}

kiimesi S . nin merkezi ile gakigan ve mertebesi q olan cekirdegidir.

+o ote oF

st ile (S,+) toplamsal grubu gdsterilmek iizere, V=8 ®S ®©S

toplamsal grubunu gdzéniine alalim. V {izerinde sagdan skalerle
garpaim,

X = (xl,xz,x3) € V ve a €S igin,
xa = (xl,xz,x3)a
= (xla,xza,x3a) (6.7)
geklinde tanimlansin.,
xeV, x ¥ (0,0,0) olmak iizere,
xS = {xa : aeS8}

altgruélarl noktalar olarak tanimlanmaktadir.
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A tekil olmayan bir matris ve aij € K, i,j =1,2,3 olmak iize-

re ,
411 %2 213
A= | %21 22 23
831 232 833

matrislerinin kiimesi G olsun ve her A € G icin,

411 %2

(x):%),%3) > xA = (x),%9,%) |ay;, ay, ay,

413

a a

31 32 @33

3 3 3
=( 2 x le.a.2 ; Exiai3) (6.8)

LA, ,
i___1111 j=1 11 i=1
doniiglimii V nin, noktalari  yine noktalara déniigtiiren bir otomorfiz-
midir. te S igin,
x1+tg2+x3=0 (6.9)

denklemini saglayan (xl’XZ’XB) € V elemanlarin tiimiinden olugan nok-
ta kimesi L(t) ile gdsterilmek iizere dofrularin, noktalar kiimesi cin-

sinden ifadesi, t =1 veya t¢ K ve A € G olmak iizere,
L(t)A = {(xA)S : xSC L(t)} (6.10)

bigimindedir. Uzerinde bulunma bagintisi ise kiimeler teorisi kapsa-
minda bilinen lizerinde bulunma bagintisidir. § {izerinde, bu gekilde
olugturulan diizlem Hughes diizlemi olarak bilinmekte olup H = H(S)
ile gosterilir, H nin {0,E,U,V} koordinatlama ddrtgeniné gdre {liglii
halkasi (S,T) olsun. (6.9) ve (6.10) dan H nin herhangi bir dojrusu,
ai,bi(—: K hebsi birlikte sifir olmayan elemanlar ve s ¢ K olmak {ize-
re

3 3

2 ax.+s Zb.x. =0 (6.11)
i=11%1? i=) b1

denklemi ile verilebilir.
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S {izerinde bir {igld iglem,

sx + t s 85 K
X.80t =
s(xtk)4+k' , s€ S-Kve t =ksk' ; k,k'e K

olarak veriliyor. Burada her x,y € S icin x.ley =x + y ve x.ye0 =yx
dir fakat genel olarak x.set #sx + t veya xs 4+ t dir. Bu nedenle
(S,T) tigli halkasi lineer degildir. Dolayisiyla bu iigclii halkadan yu-
karidaki yolla elde edilen (8,e,.) c¢ifte yarigrubu da lineer degildir.
Literatiirde lineer olan bir gifte ya;lgruf) drnegine (dolayisiyla ce-
birsel yapn,.m lineer ¢ifte yarlgrul; olan bir ﬁrojektif diizlemine)

rastlanmamigtir.



7. CIFTE GRUPLAR OZERINDE PROJEKTIF DOZLEMLER

Tanim 7.1l: (S,+,.) sistemi verilsin. (S,+) ikilisi, birim
elemani O olan .bir grup iken eger (S-{0},.) ikilisi de bir grup ise,
(S,+,.) sistemine bir ¢ifte grup denir. Bu cebirsel yapi dagilma

kurallarindan higbirini saglamaz,

Teorem 7.1: (S,+,.) ¢ifte grubunun, her a,b,c€ S igin,
T(a,b,c) = a.b + ¢ biciminde tanimli {iglii iglemiyle birlikte bir
diizlemsel halka olmasi igin gerek ve yeter kogullar,

(1) Her x € S ig¢in x.0 = 0.x = 0 olmasz,

(ii) a #b olmak ilizere, -ax + bx = ¢ denkleminin bir tek
X € § ¢Oziimlinlin bulunmaszi, . '

(iii) a # b olmak lizere, x.a-x.b = ¢ denkleminin bir tek

X € § ¢Szilimiiniin bulunmasidir.,

Isi)at: Teorem 2.1.3 deki (1) ve (2) kogullari gbzdniine alinir—

sa, a,b,c,d e S , a ¢ igin ax + b = cx + d olacak gekilde bir tek

x & § vardir. Buradan ~-ax 4 cx = b-d olacak gekilde bir tek x € S
vardir, Yine a # c igin xa +y =b , x¢c + y = d sisteminin bir tek
(x,y) € 52 ¢Szlimi var oldufundan taraf tarafa c¢ikarma iglemiyle,
xa~xc = b-d elde edilir ve bu denklemin bir tek x € S ¢dziimi vardir,
0 halde (ii) ve (iii) Teorem 2,1.3 deki (1) ve (2) kogullarinin da-
ha sadelegtirilmigleridir. Bu nedenle oradaki isf;at aynen tekrarla-

nabilir g

Herhangi bir (§8,T) {igld halkasi lineer ve t iglemi birlegimli
(dolayisiyla (S,+) grui)) ise, P = P(S,T) ﬁrojektif diizlemi
((0) 4[od ) gegigkendir. Ayrica (S,T) {icli halkasi lineer ve ., iglemi
birlegimli (dolayisiyla (S-{0},.) grup) ise P(S,T) projektif diizlemri
((0),[0})~-gecigkendir., Bu nedenle cebirsel yapisi g¢ifte grup olan
ve Teorem 7,1 deki (i),(ii),(iii) kogullarini gergekleyen bir
(8,+,.) sistemine kargilik gelen P(S,T) ﬁrojektif diizlemi hem
((=2) ,[od )-gegigken hem de ((0),[0])-gegiskendir, B&yle bir diizlem



bagka bir (M,e) ikilisi igin (M,e)~-gecigken olabilir veya olmayabi-

lir.

Ornek 7.1 (Stevenson, 1972): @ gergel sayilar kiimesi olmak i~
zere M = (&,+, ®) sistemini tanimlayalim. Burada + gergel sayila-

rin bilinen toplama iglemi ve ® ise,
xy sy X =0 veya y =0 iken

xRy =

-%'—xy » X <0 ve y <0 iken

bigiminde tanimlidir. M sisteminin ® iglemi birlegimli olan bir
kartezyen grup oldufunu ve dagilma kuralinin saflanmadifini dolayi-

siyla M nin bir gifte grup oldugunu gdsterelim.

(], nin birim elemani 0 olan bir gruf) oldugu agikardir,

(R-{0}, ®) nin birlegimli bir yarigrup oldufunu gdsterelim,

ax =b , a=20 veya x 20 iken
a®@x =b <

%—ax=b , a <0 ve x <0 iken

egitliginin a ve b nin dért farkli hali igin bir tek x€ ® ¢Bzlimii-

niin oldugunu gdsterelim.

I

\II/

»

Il
| pjo o
vV A

(i) a>0,b >0 ise ax =b

,{I/

X > 0 tek ¢dziimdiir,

(ii) a> 0, b <0 ise ax =b 0 tek ¢dziimdiir.

(iii) a<0, b <0 ise ax =b

Y
i

0 tek ¢Bztimdir.
—;’-ax =b =>x = 2—2> 0 ¢Oziim degildir,
(iv) a<0,b>0ise ax=b > x =2<0 cbaim degildir.

—%ax =b = x =£l;— < 0 tek ¢Ozlimdir,

xZ0veyay =0 iken x ®y =xy =yx =y ® x

88
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ve

x <0vey<O0iken xRy =%xy =-él—yx =y ®x

oldugundan & iglemi komutatiftir. Boylece x ® a =b denkleminin bir

tek x € R~{0} ¢Oziimiiniin oldugu hemen s8ylenebilir.

Her x € R icin x ®1 =x.1 =x =1l.x =1 ®x dir ve 1vgarf>1msa1

birim elemandir. 1 >0 oldugundan x ®1 =% x durumu s3zkonusu ola-

maz,
XyZ , x20ve vz <0 iken
Xyz s ¥,2 20 iken
(x ®y) ®z = 3 %xyz , x <0 ve yz <0 iken
1 .
| 5 XYz, ¥,2 <0 iken (7.1
[ Xyz , Xx 20 ve yz <0 iken
Xyz s ¥,2 = 0 iken
x®(y®z)=% %—xyz , x <0 ve yz< 0 iken
1 <aq i
| 5 XYz , ¥sZ 0 iken (7.2)

(7.1) ve (7.2) den her x,y,z& & igin,
xRy Rz =xR(y B2)

dir. Ustelik her x ¢ & igin, x ®0 =x.0 =0 =0.x =0 ®x dir.

Her a,b,c,de® , a # c ig¢in,

a®x+b=cpx+d (7.3)

egitligini,
a =20 veya x 2 0 iken, axtb cxtd , ¢ > 0 veya x > 0 iken
a<O0Ove x<0 iken,—;'ax-l-b —;'cx+d,c<0ve x < 0 iken
(7.4)

biciminde ifade edebiliriz. (7.3) denkleminin a ve c¢ nin degigik du-

rumlarina gdre bir tek x € ® ¢Oziiminiin oldugunu gésterelim,
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(i) a=20ve c 20 olsun.

(7.4) den ax + b =c¢x + d elde edilir. Buradan (a-c)x = d-b
olur ve x = (d-b) (a~c) -1 (7.3) denkleminin tek g¢dziimiidlir., Bu durum—

da (7.4) deki diger egitlikler sz konusu olamaz,

(ii) a =20 ve ¢ <0 olsun.
ax + b = cx + d egitligini c¢bzersek x = (d-b)(a-c)_l buluruz ve

x 2 0 olmalidir. ax + b =% cx 4+ d egitliginden ise x = (d--b)(a-%'—c)-1
cbziiminii elde edebiliriz ve x <0 olmalidir. Dolayisiyla d =b ise,
(7.3) tn tek gozimii x = (d-b)(a~c)™' dir. Eger d <b ise,

x = (d-b) (a- -%—c)-l tek ¢Bzimdiir,

(ii1) a <0 ve c 20 olsun.

ax + b =cx +d ve -;— ax +b =cx +d denklemlerini g8z &niine
alalim. Buradan efier d <b ise, x = (d--b)(a—c:)“1 in (7.3) denkleminin
tek ¢dziimi oldugunu aksi takdirde yani d >b ise tek ¢dziimiin

x = (d-b)( % a—c)“1 oldugunu s8yleyebiliriz.

(iv) a,c <0 ve a < c olsun,

Bu durumda d b ise, x = (d-b) (at—c)-1 tek ¢oziimdiir, Eger d > b
ise, bu takdirde x = 2(d-b)(a-c) | cozimi tektir.

(v) a,c <0 ve a > c olsun.

Eger d > b ise, x = (d-b) (a~c) ! tek ¢5zlm iken, d <b ise

x = 2(d-b) (a—c)"! ¢Bzimi tektir.

Her a,b,c,de®f , a F¥c igin
x®a+y=>
x®c+y=d (7.5)

denklem sistemini,
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xaty=b , x >0 veya a >0 iken

x®a+y =b <

-;‘—xa +y =b , x<0ve a<0Q iken

xc +y =d s x>0 veya ¢ >0 iken

x®ec+y=d <

%xc+y=d , x <0 ve c <0 iken

bigiminde ifade edebiliriz. (7.5) sisteminin bir tek (x,y) € @

¢ozimiiniin varligy da (7.3) denkleminde oldugu gibi a ve c nin

degigik durumu igin gdsterilebilir.
(i) a>0ve c >0 olsun.
xa +y =h
xc +y =d
sisteminin ¢dziimlinden, (x,y) = ((b-d)(a-c)—]‘,b—(b—d)(a—c)—la)
in tek c¢Ozlimiidir.
(ii) a >0 ve ¢ <0 olsun,

xa +y =b

xc +y =d

bes

(7.5)

sisteminin ¢&ziiminden x = (b—d)(a-c)_]‘ » ¥ = b=(b~d) (a-c)—la elde

edilir.

xa +y =b

—;—xc +y=d

sisteminin ¢Szimii de x = (b-d)(a- é—c)—]‘ ve y =b-(b-d)(a~ % c)-la

dir. Dolayisiyla b >d iken (7.5) sisteminin tek ¢8ziimi,
(%,7) = ((b=a)(ac) "L, b=(b=d) (a-c) ta) dir. Eger b <d ise,

(x,y) = ((b-d) (a-% C)—l,b—(b—d) (a- —%—-c)-la) tek ¢Sziimdiir.

Benzer diiglince ile diger durumlarda sadece (x,y) c¢bziimlerini
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yazalim,
(iii) a <0 ve c »0 olsun.
Eger b < d ise sistemin tek g¢dziimii,
(x,3) = ((b=d) (a=c) !, d~(b-d) (a-c) L)
dir ve b > d ise,

(x,5) = (B-0) (5 a=0) ",d=(b-d) (5 a=c) "¢)

tek c¢oziimdiir,
(iv) a,c <0 ve a < c¢ olsun.

Eger b < d ise, (x,y) = ((b-d)(a—c)_l,b—(b-d)(a—c)_la) siste~

min tek ¢Sziimiidiir, b > d olmasi halinde ise, tek ¢Bziim
(x,y) = (2(b-d) (a-c)_l,b-(b-d) (a-c)"la) dur.

(v) a,c <0 ve a > c olsun.

b > d olmasi halinde sistemin tek ¢&ziimii,
(%) = ((b=d) (a=0) "}, b=(b=0) (a-c) ')
dir ve b <4 ise,

(x,3) = (2(b-d) (a=c) L, b=(b=d) (a-c) ~la)

tek ¢Gziimdiir.

Bsylece (®,+, ® ) sistemi bir g¢ifte gruptur. Ustelik bu sis-
tem dagilma kurallarini saglamaz. Ciinkii,
(-5) ® (-2 +4) =(-5) R2 =-10
(=5) ® (-2) + (=5) ®4 =10 =20 = 5-20 = ~15
ve
(-1 +3) @(-2) =2 Q(-2) =-4
(-1) ® (-2) + 3 ® (-2) =—§--e - _5

dir.,

Ornek 7.2 (Pickert, 1975): (S,+,.) herhangi bir sirali b5lim
1lii halka olsun. k # 1 de S nin pozitif bir elemani olsun, S lizerin-—

de + iglemini aynen tutarak, yeni bir garpa iglemini her x,ye S
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igin,

xky , x <0 vey <Q iken
X0y =

xy , diger durumlarda

big¢iminde tanimlayalim ve (S,+,0) sistemini diigiinelim. Hii:otezden
(S,P grup yapisina sahiptir. Tanim geregince x00 =0ox =0 dar,
Teorem 7.1 deki (ii) ve (iii) kogullarinin gergeklendigini g&stere~-
lim,
a #b olmak iizere,

~aox +box =c¢ (7.6)

denkleminin bir tek x e S ¢&ziimiiniin var oldupunu gbésterelim,
akx , a <0 ve x <0 iken

a0x =

ax , diger durumlarda

bkx , b <0 ve x <0 iken
box =

bx , diger durumlarda

egitlikleri yardimiyla (7.6) denkleminin tek ¢izlimiinlin oldufunu de-
© .gigik hallerde inceleyelim.

(i) a,b,x <0 olsun,
-aox + box = c = -akx + bkx =c¢c = (-ak +bk)x =¢

=> x = (-ak +bk) lc = xe S tektir.

(i1i) a<0,b=20, x <0 olsun.
-aox + box =c¢c = -akx +bx =c¢c = (~-ak +b)x =¢

= x=(-ak +b )—1c => x €S tektir.

(iii) a>0,b <0, x <0 olsun,
-~30x + box =c = -ax +bkx=¢ = (-a +bk)x =c¢

= x=(-a+bk) te=> xe$§ tektir.
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(iv) x 20 olsun,

-a0x +box =¢ = —~ax +bx =¢ => (-a +b)x =¢

=> = (-a +b)_1c => x € S tektir, Yani,

(b-a)kx , a <0, b <0, x <0 iken

(b~ak)x , a <0, b>0 , X <0 iken
-aox + box =
(bk-a)x , a=0,b <0, x <0 iken

(b~a)x , x>0 iken

oluﬁ, -aox + box = c denkleminin bir tek x ¢ S ¢8zlimi vardir,

a b olmak {izere xoa~xob = c depkleminin bir tek xe S g¢bzii-

mi oldugunu g&sterelim.

xka , x <0 ve a <0 iken

Xoa

]

xa s diger durumlarda

xkb , x<0veb <0 iken
xXob =

xb » diger durumlarda

egitlikleri yazilabilir, Bir tek ¢dziimiin varligini yine degigik du-

rumlarda inceleyelim,

(i) a<0,b <0, x <0 olsun.
xoa-xo0b = ¢ = zxka-xkb =c¢ => x(ka-kb) =c

x = c(kakb) ! = x e § tektir.

(ii) a<0,b >0, x <0 olsun.
xo0a~x0b =c¢ => gka~xb =c = x(ka~b) =c

X = c(ka--b)-'1 => x e § tektir.

(iii) a=20, b <0, x <0 olsun.
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xoa~xob =c¢ => xa-xkb =c¢ => x(a-kb) =c¢

= x =c(a—kb)m1 = x e § tektir.

(iv) x >0 olsun.
xoa-xob =c =>zxa-xb =c =>x(a-b) =c

x =c(a-b)"! = x € S tektir.

Buradan,
xk(a~b) ,a<0,b<0, x<0 iken

x(ka-b) , a<0,b>0, x <0 iken
x(a~kb) ,a>0,b<0, x<0 iken

x(a-b) , Xx =20 iken

xo0a-xob =

olup xo0a-xob =c olacak gekilde bir tek x € S vardir. Dolayisiyla
(S,+,0) sistemi bir kartezyen gruptur. Bu sistemin garpiminin bir-
legme kuralini gerceklemesi igin gerek ve yeter kogulunm, k nin S nin

merkezinde bulunmasi oldufunu gdsterelim.

X,¥,2 € S igin,

x(ykz) , y,z <0 iken

ykz , y,z <0 iken
xo(yoz) = x — k(yz) , x <0,yz <0 iken
yz , difer durumlarda x(yz) , diger durumlarda
- x(ykz) , x,¥,2 <0 iken

x(ykz) , x>0, y,z <0 iken

= 3 xk(yz) , X,y <0, z>=>0 iken
xk(yz) , x<0,y=20,2<0 iken
| x(yz) , diger durumlarda

ve

(xky)z , x,y <0 iken

xky , x,y <0 iken
(xoy)oz = { } oz =< (xy)kz , xy <0,z<0 iken

iz
xy , diZer durumlarda (xy)z , diger durumlar-.

da



[ (xky)z
(xky) z
(xoy)oz = J (xy)kz
. (xy)kz
L (xy)z
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X,¥,2 <0 iken

x,y< 0 , 2z >0 iken
x<0,y>0, z <0 iken
x=20, y,z2 <0 iken )
diger durumlarda

elde edilir .Buradan, birlegme kuralinin gegerli oldugu kabul edilirse,

xo(yoz) = (x0y)oz <> <

!

x(ykz)= (xky)z , x,y,z <0 iken
x(ykz) = (xy)kz , x 20, y,z <0 iken

xk(yz) = (xky)z , x,y <0, z 20 iken
xk(yz) = (xy)kz , x <0, y=>0, z <0 iken
x(yz) = (xy)z , diger durumlarda

olur. (S,+,.) bolimld halkasinin garpimsal grubunun birlegme Szelli-

ginden , x(ykz) = (xy)kz, xk(yz) = (xky)z ve x(yz) = (xy)z dir. Yine

birlegme 8zellifi ile birlikte diiglinecek olursak, x(ykz) = (xky)z ve

xk(yz) = (xy)kz olabilmesi ic¢in gerek ve yeter kogul ky =yk yani k

nin § nin merkezinde olmasidir. Ustelik dagilma kurallarindan higbi-

rinin saglanmadigini iki Srnek lizerinde girelim.

(-1)o(1-1) = (-1)o0 =~1.0 =Q

(-1)ol-(-1)o(~1) = -1.1-(-1)k(-1) = -1-k

ve-:

(1-1)o(-1) = 00(-1) =0(~1) =0

lo(~1)=(-1)o(-1) = 1.(~1)=(~1)k(~1) = -1~k
dir. Dolayisiyla k, bir merkez elemani olmak koguluyla (S,+,0) bir

gifte grup belirtir.



8. BULOMLO HALKALAR VE CISIMLER OZERINDE PROJEKTIF DOZLEMLER

Tanim 8.1: B bir kiime, + ve . B lizerinde iki ikili iglem olsun.

Agagidaki kogullari gergekleyen (B,+,.) sistemine b&liimlid halka denir.

Bl. (B, depigmeli bir gruptur.
B2, (B=-{0},.) bir gruptur.
B3. Sagdan ve soldan dagilma Szellikleri saglamir.

Tanim 8.2: . ikili iglemi degigmeli olam (B,+,.) bSlimly hal-

kasina cisim denir.

Dolayisiyla bolimlii halkaya degigmeli~olmayan cisin (non-commu-
tative field) veya aykiri cisim (skew field) de denilmektedir. Tanim

5.2.1 ile verilen Kuaterniyonlar Halkasi bir b&liimlii halka Srnegidir.

(S, ® ,0) sisteminin b&1liimlii halka veya cisim olmasi durumunda
homogen koordinatlar yardimiyla projektif diizlemler elde edilebilir,

Bunlari kisaca agiklayalim: B bir b3liimli halka iken,

N={ (x13x2,x3) (xl,x23x3) * (0,0,0), (Xl’x23x3) = (xl’xz,x:.;)X H

D ={[a1,a2,a3 1: [al,"az,a3] #[0,0,0] , [al,az,aB] Eu[al,az,a3];
ai’ ue B , u #0 }

o: (xi,xz,x3)o[ al,az,aB] <= a1X; + 85X, + 83Xy = 0

bigiminde tanimlanan PZB = (N,D,0) bir projektif diizlemdir.

Benzer olarak F bir cisim iken,

N ={ (xl’x2’x3) H (xl’XZ’XB) * (0:030)’ (xlsx23x3) = A(xl’XZ’x:i);

X, € F ,A#0]}

D #{[al,az.a:i] : [81,32,33]4[0,0,0] :[31932’33] = U [alra2$a3];

aPueF,uio}
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o (xl,xz,x3)o[a1,a2,a3]<3g>alx1 + 8y%,y + aq%q =0

olmak lizere PZF = (N,D,0) bir projektif diizlemdir. Bu projektif diiz-

leme cisim diizlemi denir.

Homogen olmayan koordinatlarla da projektif diizlemler elde edi-

lebilmektedir.

Teorem 8.1: Herhangi bir (S,T) lineer iiglii halkasindan elde
edilen (S,*,.) sistemi bir bsliimli halka ise P(s T) projektif diizle-
?
mi her X noktasi ve her x dogrusu ig¢in (X,x)-gegiskendir, yani

Dezargseldir.

isﬁat: (S,T) lineer iiglii halkasindan elde edilen (S,+,.) sis-
temi bolimlii halka olsun. . iglemi birlegimli oldufundan P(S,T)
((0),[0])-gecigken bir diizlemdir ve (S,T) iiclii halkasi bir sag ters
birlegimli yaricisimdir. Teorem 5.1.1 ve Teorem 5.1.2 den P(S,T)
bir Moufang diizlemidir. Oysa bu Moufang diizlemi, (0)4[0] iken

(€0),[0])-gecigken oldugundan Dezargsel bir diizlemdir &

Teorem 8.2: Herhangi bir (S,T) ilicli halkasindan elde edilen

(S,t,.) sistemi bir cisim ise, P(S T) projektif dlizlemi Pappusseldir.
?

P(S,T) projektif diizlemi ile PZF cisim diizlemi arasindaj

f: P(S,T) > P2F

f: (x,y) > (x,5,1) f: [mk] » [m,-1,k]
(m) ~ (1,m,0) ve [k] - [1,0,-Kk]
(9 =~ (0,1,0) [<9 =~ [0,0,1]

bi¢iminde tanimlanan f eglemesi bir izomorfizmdir. Dolayisiyla P(S,T)
ile P2F diizlemleri izomorftur. Ayrica bu izomorfizm ile homogen olma-
yan koordinatlarla homogen koordinatlar arasindaki gec¢is belirlenmek-
tedir,

Not: Cebirsel yapisi b8liimlid halka (veya cisim) olan projek-
ti f diizlemler literatiirde oldukga iyi incelenmig oldugundan bunlar-

la ilgili olarak daha fazla ayrintiya girilmemigtir.



9. CARPIMSAL YAPISI GRUP OLAN DOZLEMSEL HALKALARIN
BELIRTTI&! PROJEKTIF DUZLEMLER

Bu bbliimde verecegimiz diizlemsel halka drneklerinde toplama ig-
lemi birlegimli degil fakat garéma iglemi birlegimlidir, Bu nedenle,
elde edilen ﬁrojektif diizlemlerin lineer ii¢lii halkasinin cebirsel ya-
pisinda (S-{0},.) sistemi bir gruf)tur. Burada bnce, bagka hi¢ bir

standart 8zellik saflamayan b8yle bir diizlemsel halka iizerinde durula-
caktir. Bu tiir sistemlere, benzetme yoluyla, kargit kartezyen grup

demek yerinde olacaktir. Ikinci ve igilincli &rneklerde ise dagilma
szelliklerinin her ikisi de saglandifindan bu sistemler kargit yari-
cisim olarak bilinmektedir. Son olarak garpimsal yaﬁlsl grué olan
ve dagilma kurallarindan yalnizca bir tanesi (soldan) gergekleyen
bir diizlemsel halka sunulacaktir. Bu cebirsel yapida kargit sol ya-
ricisim olarak isimlendirilmektedir.

Ornek 9.1 (Spencer, 1960): @& gergel sayilar cismi, . da bilinen

carpma iglemi olsun. ® {izerinde @ iglemi,
a+b . ab =2 0 iken
a®b=<a+ (Signb)b2 , ab <0 ve |a >b2 iken
Signa \/l—a] +b , ab <0 ve |a <b% iken

biciminde tanimlansin. (&, © ,.) sisteminin bir kargit kartezyen

grup oldugunu gdsterelim,

Her a€ ® igin a.0 =0.a =0 oldugundan, a ®0 =0 @ a = a dir,

Her a,be® igin a ® x =b egitliginin bir tek xe® ¢bziiminiin

var oldugunu yine degigik durumlari inceleyerek g8stermeliyiz.

0 ise ax = 0 dir, dolayisiyla a ®x =b = 0®x=Db =
0 + x =b olup, x =b tek ¢dziimdiir.

Il

b=0ve a>0 ise,
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a+x =0 s x> 0 iken
a®x =0 <> a-x2=0 s x<0vea>x2 iken

Vial +x =0 , x <0 ve a <x° iken (9.1)

elde edilir. a +x =0 =>x =-a <0 ve a—x2= 0 = x2= a olup,

a> x2 olmasi gerektiginden, her iki durumda da x ¢Oziimi yoktur.

va+x=0=> x=-,Avex<0= x*=a ve a<a oldugundan
(9.1) egitlipinin tek ¢ozimii x =- A& dir.

b =0 ve a <0 ise,
a+x=0 , X <0 iken
a®x =0 <> a+x2= 0 », x>0 ve |a|>x2 iken (9.2)

_\/,al.;.x =0, x>0ve ]al<x2 iken

incelenmeli. a+x=0= x=-a>0 ve at x2= 0 = x2= -a elde
edilir. Halbuki |a| > x2 olmaliydi. Bu durumlarda x ¢bziimi yoktur.

-Vlal +x =0 = x =+/ |a] ve x >0 dir. Buradan i« = la| olur ve
bdylece x =4/ [a] (9.2) egitliginin tek ¢Szlimtidiir.

a>0vebdb >0 ise,
atx=hb , x20 iken

a®x =b <> a-x2=b . x<0vea>x2 iken (9.3)

vVatx=> s x<0vea<x2i.ken

olur.

a>b olsun, a +x =b => x =b~a < 0 dir ve x ¢dzimii yoktur.
Va+tx=b=> x=b-Va dir. Eger b >/ a ise x>0 dir ve ¢dziim
degildir, 0 halde x <0 yani b </ @ olmali, Fakat bu durumda da
X =b-va = x° =b2-2b\/a_+»a = a <b2—2b\/§+ a =
0 < b2-2b /A< b%-2b% => 0 < -b% geligkisi oldupundan ¢Bzlim yoktur.

a--x2 =b = x2= a-h ve a > a-b oldufundan x = - \/a-b (9.3) denkleminin
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tek ¢OSziimiidiic,

a <b olsun, a—x2=b ise x2=a—b <0 oldugundan bir geligki s&z
konusudur, +/a +x =b iken x =b- va >0 olduBundan x ¢bziimii yoktur,

a+x =b ise x =b-a >0 olur ve (9.3) iin tek ¢Bzimii x =b-a dir.

a-=b olsun, a—-x2=b iken x2= a-b=0 dir oysa x <0 olmaliydi.
vVat+tx=b ise, x =b-\/_=b—-\/.-‘;>0 olmasi1 x <0 ile geligir ve x
c6zlimi yoktur. a +x =b iken x =b-a dir ve x =b-b =0 (9.3) egit-

liginin tek ¢bziimidiir.

a <0 veb <0 ise
a+x =b , X <0 iken

a®x=b<><a+x =b , x>0 ve ]a[>x2 iken (9.4)
—\/|a1+x=b , x>0 ve la|<x2 iken

dir,

a>b olsun, a + x2= b iken x2=b-a <0 dir ve -+/la] +x =D
iken x =b + 4/]a] <0 dir bu nedenle her iki durumda x ¢Bzimi yoktur.

a+x =b ise x =b-a <0 oldugundan (9.4) egitlijinin tek ¢Ozimidiir,

a<b olsun, a + x =b ise x =b-a >0 dir ve x ¢8zilim olamaz.
-V]a| +x =0 ise x =b + Ial dir. Eger /jal< |b| ‘ise x < 0 ola-
cagindan ¢oziim yoktur. x >0 olabilmesi igin+/|a|> |b| olmalr. Oysa

2 + 2b \/Ia[ + |a| ise,

la| <b? +2b /] + [a| ise 0 <bZ + 2b\fa] <b% +2b[b| dir ve

bu durumda x =b + /ja] = X =b
2 .2 _ .2 . g4 e cas 2 . 2
0 <b"-2b" = -b” geligkisi elde edilir. a + x = b iken x"=b-a ve
la] > %2 oldugundan x =vbh-a (9.4) in tek ¢bzimidir,
a =b ise bir tek x = 0 ¢Oziimiinlin oldugu agikardir,

a<0veb>0 iken a ®x =b aynen (9.4) deki gibi tanimlidir,
Benzer iglemler yapilarak bir tek x =b + +/ja| ¢Bziimi bulunur,
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a>0veb <0 iken a ®x =b denklemi (9.3) deki gibidir ve
x =b- /a tek ¢Ozilimdiir. - .

Her a,b€ & igin y @a =b egitliginin bir tek y¢ @ ¢Bziimiiniin
oldugunu g¥stermek igin benzer iglemler yapilabilir. Defigik durum-

larda bir tek y¢ & c¢oziimleri agapidaki gekildedir.

a =0isey =bve a =b ise y =0 dir. a >b >0 iken
y =—(a—b)2 ve b >a>0 iken y =b-a dir. a <b €0 ise y = (b—a)2

veb <a<O0isey =b-adir. a<Oveb >0 iken y =b +a> dir ve
eger a >0, b <0 ise y = b-a’ dir,

a,b,c,dé® , a #¥c igin ax ®b = cx ©® d denkleminin bir tek ¢5zii-

miiniin varlifini yine degigik durumlar igin inceleyelim,

a,b,c,d > 0 ise,

x>0 iken , ax +b | ex +d , x>0 iken
b? . 2 2 2 O
x < -5 iken , ax +tb (= cx +d , x<—~—c—iken
b2 d2
- < x <0 iken ,= V]ax|+ b -V |ex| td, - <x<0 iken

egitligi elde edilir. a<cve d<b, c <a ve b <d iken tek ¢Szim
d- .
X = ;_—2 dir, a<cveb<d, ¢c<aved<b olmasi hallerinde, eger

4°-p?

ad <bc ise x =

ve efer bc < ad ise x =._(7'l:a—:%7§)2 (9.5)

egitliginin tek ¢dziimidiir.

a,c >0 ve b,d <0 ise,

x <0 iken , ax t b - cx +d , X< 0 iken
2 2
Sb? L2 bl g2 &
x > iken , ax-b cx-d s X2 — iken (9.6)

9 2
0 <x<% iken ,/Iaxl +b Vlcxl +d, 0 <x<% iken
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denkleminin, a <c ve b <d, ¢ <ave d <b iken tek ¢Sziimi x _;Z

dir, a<cved <b, c<aveb <d ise ad <be iken,

2 .2
_b-d . d-b 2 et s
< = (=22 .
=—c » PC < ad iken x (/3-/5 ) (9.6) egitliginin tek ¢ozii
midir.

a,c <0 ve b,d >0 ise,

x <0 iken , ax tb ex +d , x <0 iken (9.7)
2 2
x>—b— iken , ax+b2 = cx.|.d2 R x>_c_1__ iken
|a] |c]
o2 - - 2
0 <x S— iken , =/|ax|+ b -/lex| +4d ,0 <x<-l—-I iken
a c

olur, a<cveb<d, c<aved<b iken x =-2%% tek ¢6ziimdiir,

22

a=c

' . 2 2,
a<cved<b, c<aveb <d hallerinde b'c <ad 1iken x =

- 2 .. v s es
ad2 < b2c iken ise x = (/T—_c—_fllr:t’]/—r_a‘-l) (9.7) denkleminin tek ¢ozimii-
diir.

a,b,c,d <0 ise, denklem
x>0 iken , ax +b ] cx + d , x>0 iken
2 2
b™ .
X <—a iken s ax’-b2 r-— cx-d , X <—g— iken (9.8)
b e — 2
—a-<x<0 iken, y V]ax| +b J V|ex| + d ,%<x<0 iken

d-b

bigimindedir. a <c ve d <b, ¢ <ave b <d ise tek ¢bzim x = e

dir., a<cveb<d, c<aved<b ise (9.8) egitliginin tek ¢8ziimi,
2 2
-d ( d-b

a|-/Tel’

2 2 . .
b°c < ad® iken x =2 olup, ad® <b%c halinde ise x &

a=-c

dir,

Diger halleri kisaca 8zetleyelim. a,b >0 ve c,d <0, a,d >0
ve b,e <0 olmasi durumlarinda ax ®b =cx ©d egitligi sirasiyla,
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x2 0 iken ’ axtb 1 [ ex+d » X 2= 0 iken

2
x < - l;— iken , ax t+ b2 L=4 cx—d2 s X <% iken

2 2

——%<x<0 iken , -/Jax| t b V]ex| t a ,%<x<0 iken

i R
L]

x< 0 iken ’ ax+b ] [ ex+d , X< 0 iken
2 2
x> -%- iken s ax-b2 r=y cx + d2 . x>—%— iken
b2 d2
0<x .<—a— iken , V]ax| +b ] L|-'|ex| td , 0<x<—-g- iken

bigimlerini alir ve her bir durumda x ¢Sziimiiniin teklifi benzer iglem-

lerle gosterilebilir.,

a,b,c,dE®R , a#c iken,
xa Py =b
xc @y =d (9.9)

sisteminin bir tek (x,y)é’.ﬁ2 ¢zlimiiniin varoldugu yine degigik hallerde
incelenerek uzun iglemler sonucu bulunabilir. Burada sadece bir durum

i¢in ¢8zilim verilmektedir,

xat+ty=b , xay 2 0 iken
xa®y =b <=>< xa + (Signy)y =b , xay <0 ve |x|>—y- iken
a
2
| (Signxa) VY|xa] +y =b , xay <0 ve |x| < L jken
ia}
[(xc +y =d , xcy =20 iken
2
xc @y =d <=>J xc + (Signy)y2 =d , xcy <0 ve |x| > L iken
c
2
| (Signxc)? lxc|+ y=d , xcy <0 ve Ix[ < iken
|e]

a,b,c,d >0 ise,
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xa ty =hb y Xy 20 iken
2
xa+y2= b , x<0vey>0ve |x] >—§-iken
2
xa @y =b <4 xa—y2=h y, x>0vey<0ve x>—%- iken
2
-/]xa] +y =b , x<0vey>O0ve [x] <.z_ iken
2
\/|xa|'+y=b y X>0vey<O0ve x<%' iken

[ xc ty=4d » Xy >0 iken

2
xc+y2=d , x<0vey>0ve |x|>-§— iken

2
xc By =d <4 xc-y2=d , x>0vey<0vex.>% iken

2
~-/lxcf +y =d, x<0vey>0ve |[x] <% iken

2
| Vx| +y=d , x>0vey<0vex<% iken

egitlikleri elde edilir. a > c ve b > d iken bir tek (x,y)€ 6{2 cb~

ziimiinlin oldugunu g¥sterelim,

Xxat+y =bve x¢c +y =d=> x(a-c) =b-d => x=-§§§->0 dir ve

ad-bc
a-c

dir. Dolayisiyla ad-bc > 0 iken (9.9) sisteminin tek ¢d-

b-d ad-bc

ziimi  (x,y) = ( a=¢ ' —a=c ) dir.

xa + y2 =b ve xc 4 y2 =d = x =§> 0 oldugundan ¢dziim yoktur,

xal-y2 =b ve x‘::—y2 =d = x =%;2~> Ovey=-+ b;:cia oldufundan

ve ayni zamanda x >% ve x >% kogullar: saglandifindan ad-bec <0

b-d _ /be-da
a—c a-=c

) dir.

iken tek ¢8zlim (x,y) = (
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~Vxa| +y =b ve -V[xc| +y =d =V [x| (V]c| -/fa]) =b-d

= - —-——b-ﬂ———- = T ___.;b_:(_i_—-—— - as _ se
> Ix |= Tl -Via] >  Sign '/I—c"l-/l?l —>(-) oldupundan ¢bzim

yoktur.
STxa [ ey . . b-d
xa| +y =b.ve V|xc| +y =d => ad-he <0 iken (x,y)= ((7-57:-?‘:)2,
2 2
c_l__@_b_ic—_) olmakla birlikte x <~§- ve X <-yé— kogullari saglan-
- e

madigindan ¢Oziim yoktur. =xa +y2 =b ve ={|xc|[+y =d, xa—y2=b
ve VIXC‘-I‘Y =d,‘V‘X8l.+y =b ve Xc +y2= d’ ]/Ixal_l_y =b ve

xc-y2 =d sistemlerinin (x,y) ¢Bziimlerinin bulunmadigi gdsterilebi-
lir. a,b,c,d€ R sayrlarinin diger durumlari igin (9.9) sisteminin
yine bir tek (x,y)E(ﬁ’2 ¢Szlimi vardir.

® igleminin birlegimli olmadigini ve dagilma kurallarini ger-

ceklemedigini birer Srnek ile gdsterelim.

(5@4) ©®(-3) =9 & (~3) = ¥9-3 =3-3 =0

5®© (4 ®(-3)) =50 ( /A-3) =5 ®(-1) =5-1 =4

4.(4 ®(-1)) =4( Vh-1) =4,1 =4
= 0 #4 dir.

4.4 ®4(~1) =16 © (~4) = V16~4 = 4~4 =0

(-4 ®1).4 = (-4 +1).4 =-3,4 =-12
=> 0 #-12 dir.

4,4 ®1,6==16 04 =~ /["16) +4 ==t +4 =0

Tanim 9,1: S, 0 ve 1 gibi en az iki elemani kapsayan ve iize-
rinde @ ve ® gibi ikili iglemler tanimli olan bir kime olmak iizere
agagidaki kogullari saglayan (S, © ,0) sistemine bir (DNR) division.
neo-ring denir,

(i) (s, ®), birim elemani 0 olan, bir yarigruptur.

(ii) (S—{O},@), birim elemani 1 olan, bir yarigruptur,
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(iii) Her x&S igin x00 =00x =0 dir.
(iv) Her a,b,ceS igin,
ad(b ®c) = (adb) @ (abc)
ve
(a ®b)bc = (abc) © (bec)

dir.

Paige, birlegimli division neo-ring'ler iizerinde neo-fields adi
altinda caligti ve genelde bir DNR nin diizlemsel {i¢lii halka olmadigi-
ni gi:';sterdi (Paige, 1949). T(a,b,c) = adb ®c {iglii iglemi ile birleg-
tirilen bir DNR (S, © ,0) sisteminin bir lineer diizlemsel halka olma-
s1 igin gerek ve yeter kogullar gunlardir:

(v) Her a,b,c,d€S , a #c igin,

adx ®b =cOx ®d
egitliginin bir tek x ¢bziimii vardir.

(vi) Her a,b,c,d&S , a #c igin,

x0a @y =b
x0c @y =d

sisteminin bir tek (x,y)& 52 ¢Ozimi vardir,

(v) ve (vi) kogullarini saglayan bir DNR ye (PDNR) planar
division neo-ring denir. Carpma iglemi birlegimli olan bir PDNR ye
kargit yaricisim demek uygun olmaktadir. Kargit yaricisimler tlize-
rine kurulan diizlemler ((0),[0]), ((=9,[0,0]) ve ((0,0),[>] )-gegig-

kendir. Simdi bazi kargit yaricisimleri ve bunlara bagli olarak elde

edilebilen bazi karsit kartezyen grup Srnekleri verelim,

Ornek 9.2 (Kaya, 1974): & gergel sayilar cismi olmak lizere &

de bilinen . iglemi aynen alinip yeni bir @ iglemi,
(Signw v/ vz‘-u2 , ué <0,~v>
u+v , ud <0,~v>

big¢iminde tanimlansin. (&,® ,.) sisteminin bir karsit yaricisim ol-

dugunu g8sterelim,

Her xe® icin 0 ®x =x ®0 =x olup 0 , (R, ®) sisteminin
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birim elemanidir.
(Signx) Vx%-a® =b , a€ <0,-x>

a®x =b <> (9.10)
a+x<h . a¢<0,-x>

egitliginin bir tek x€ & ¢bzimlnin oldugunu gdstermeden Snce<0,-x >
in anlamini belirleyelim, Eger x <0 ise <0,-x > =y ®: 0 <y <x}
ve x >0 ise <0,-x > = fyeR: -x <y <0} dar.

a =0 olsuny 0 €®x =b => 0 +x =b => x =b tek ¢dzimdiir.
b =0 iken a <0 olmasi halinde a € <0,-x > 1ise -a < x ve
v/ x2—a2 =0 =>x =a oldugundan ¢dzim yoktur. a >0 iken a€<0,-x>

ise x <-a dir ve - v/ x>-a? =0 > x =-a elde edildiginden ¢bzim
yoktur, ag <0,-x > iken ise a nin igaretine gére x < -a veya

x 2 -a olacagindan a + x =0 => x =-a (9.10) egitliginin tek ¢bzii-
miidiir,

a>0veb>0o0lsun, a€ <0,~x > iken 0 <a <-x dir,
- \/?;E =b ve b >0 oldugundan bu miimkiin degildir. a Z<0,-x >

iken -a < x dir, =-a = x iken b =0 oldugu gdsterildi. —a < x iken
ise a4+ x=b = x =b-a = -a<b-a=> b>0dir ve x =b-a (9.10)

un tek ¢Szimiidiir. Benzer iglemler yapilarak a <0 ve b <0 olmasi ha-

linde x =b-a, a >0 ve b <0 iken x =-+/22 +b%, a <0 veb >0
ise x = a2 + b2 degerlerinin (9.10) denkleminin tek x ¢&zimii oldu~
gu goriiliir.
. 2 2
(Signa) a“™~x" =b , XE<0,-a>
XxXPa=>b <& (9.11)
x+a=b , xg <0,-a>

egitliginin bir tek x c¢bzimiiniin var oldufu yine degigik durumlar

icin belirlenmelidir.

a=0 ise <0,0> =0 oldugunda x ®0 =b <=<>x + 0 =b olur
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ve bu tek g¢8zimdlir. b =0 iken x = -a tek ¢bzimdliir. a <0, b >0
veya a > 0, b < 0 hallerinde x = b.-a'giizﬁmﬁ tektir, Eger a >.0 ve

b >0 ise a > b iken x = -/ az—bz've a<b iken x = b-a (9.11) in
tek c¢bzimlidiir. Son olarak a < 0, b <0 ve iistelik a > b ise,x =b-a

ve a <b ise x =4/ az-b2 tek ¢oziimdiir,

Netice olarak (R, ® ) bir yarlgrui)tur. Ayrica a ®x =0 ve
x ® a =0 egitliklerinin ¢Szilimliniin teklifi aragtirilirken gdriildigy
gibi (R, ® ) ya ait her bir x elemaninin toi:lamsal tersi (R,+) daki
toi)lamsal tersi ile aynidir. QGarpma iglemi ® de bilimen garéma igle=-
mi oldugundan (R-{0},.) birim elemani 1 olan bir gruptur. Her xe®

igin %x.0 = 0,x = 0 dir, Safdan ve soldan dagilma Szelliklerinin sag-
landiBini g8sterelim.

" u(Signw) P>, vE <0,-a>

u(v ®w) = < (9.12)
L u(v + w) y v4g<0,~w>
Gl et A O >

uww Quw = J (9.13)
L uv + uw » u g <0,-uw>

ve<0,w> <> ué& <0,-uw > oldugundan (9.12) ve (9.13) egit-
liklerinden

u(v ® w) = u(Sigaw) v/ w2-v2 = (Signuw) / u2(w2-v2) = uv ® uw

(9.14)
elde edilir, vg <0, > <> uw £ < 0,~uw > dir,bu nedenle

u(v Ow) =u(v+w =uv+uw =uv ®uw (9.15)
olur. (9.14) ve (9.15) den soldan dagilma &zelligi saglanir, Sagdan
dagilma Szelliginin de saglandigir kolaylikla gdsterilebilir, Boylece
K, ©,.) garf:ma iglemi birlegimli olan bir DNR dir., (&, © ,.) nin
bir kargit yaricisim oldufunu g@stermek igin Tanim 9.1 deki (v) ve

(vi) kogullarinin geometrik anlamindan faydalanacagiz (Kaya, 1972).

Her a,b,c,dé®@ , a # ¢ igin,

ax Pb=cx®d (9.16)
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egitliginin bir tek x &R ¢Szimiintin oldugunu géstermek istiyoruz., Bu
[a,b] , [c,d]l gibi farkli iki dofrunun bir tek (x,y) noktasinda ke-

sigmesi demektir.

a,b,c,d >0 vea>c, h<d olsun.

b2a2  p2g?

x € <0,-bfa > ve x € <0,~d/c > 1ise, x = -1 =3 ve 53 <0
a“-c

olmasi nedeniyle x¢® dir. x¢ <0,-b/a > ve x & <0,-d/c > ise,

X ='§:-:E'> Ovey = ad bc >0 olup x tek g¢Bziimdiir (Sekil 9.1).

2

e
/-d/c y >

Sekil 9.3
a,b,c,d >0 ve a<c, b <d olsun.

-g—>% iken durumu inceleyelim. x € <0,-b/a > ve x¢ <0,-d/c >

ise +/ b2 a2x2 = 4/ d2 c'zx2 =y olacaktir. Oysa $ekil 9.2 ye ba-

kildiginda y <0 oldugu goriilmekte, Dolayisiyla ¢bziim yoktur,

x ¢ <0,-b/a> ve x¢g <0,-d/c> ise ax +b =cx+d =

X =i:'—:% <0 ve y = a: “be < 0 oldugundan x tek ¢ozlimdiir (Sekil 9.2).
/

L

Ldid
\/

Sekil 9.2

nla

ise x € <0,-b/a > ve x€ <0,-d/c > ise,

oo

Eger <
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42 2 dz_bz 2
ve y = olup x tek ¢ézimdiir. x ¢ <0,-b/a>
2 T 2.2 &

a -~C "‘C

ve x £ <0,-d/c > olmas1 halinde x =.2_:€ <O vey= agj_c bulunur.

Eger ad-bc <0 ise ortak nokta II.b8lgede ve ad-bc >0 ise III.bSlgede
olacagindan bu miimkiin degildir (Sekil 9.3).

A

)
a
S
o
\\%

Sekit 9.3

a,b,c,d¢ R 1lerin diger hallerinde de x¢ & ¢ozlimii tektir. Bu-

rada sadece x ¢bziimleri ve geometrik anlamlarini gsteren grafikleri

verilmektedir,
a,b,c,d <0 olstn, a>c,b>dve - >P2 joox=0b
E Badlt et 9 C a a—c
d b . b2—d2
tek ¢8ziimdiir (Sekil 9.4). Eger — < - lse x=-\/——> tek
a“-c

¢oztimdir (§ekil 9.5). a<ec , b >d olmasi halinde ise x _.‘;___1; c6-
ziimii tektir (Sekil 9.6).

1 r r

NG S N
7 N > v - = >
\\ N

Sekil 9.4 Sekil 9.5 Sekil 9.6

o

a,c > 0 ve b,d <0 olsun. a<c,b>dve%<% ise tek ¢&-

ziim x =%}2— dir (Sekil 9.7). Ayni kogullarda —i—>% ise



= b2-g®
=V 2 2

a =c

tek gbzlimdlir (Sekil 9.9).

A

gbziimil tektir (Jekil 9.8).

a>cveb>disex=a—-
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d-b
-c

'“K

-d/c -hl/\
>

pd
/

Sekil 9.7

/)ﬁ/

Sekil 9.8

J-b/a -
b

Sekil 9.2

a,c <0 ve b,d >0 olsun. a>c,b<dve—§- <~% iken

d-

x = —— tek ¢oziimdlir (Sekil 9.10).

a-c

1)2~-d2
X = —-2——? dir (§eki1 9.11).

a =cC

¢Bziimii tektir (Sekil 9,12).

~

\ -d/c

o e

Ay

g

Sekil 9.10

$ekil 9.11

a>0, c<0veb,d>0veb<d olsun.

2.2 22

+¢2

c<0veb,d >0veb>d olsunytek ¢dzim x =

_=—ab + \/a2d2+cd—cb
2
a

tek ¢oziimdiir ($ekil 9.13).

-cd- \/ a2

Efer a < c ve b <4d

> -2« ise tek gbziim

d-b

ise x = ——

a=-c

Sekil 9.12

a>0,

b2+w’.‘.2112—a2 d2

dir (Sekil 9.14). a,b <0 ve ¢,d >0 ve d > |b|

a2+cf

iken bir tek
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a2d2 " 2d2 2b2

32 +c2

A
b/
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gziimii vardir (§ekil 9.15).

N

o

<b/s

Sekil 9,13

\
-d/t\

Sekil 9.1

S

/-d/c \\b
\

Sekil 9,15

a,b <0 ve ¢,d>0 ved <|b] iken tek g&ziim

2.2 2.2 2,2
~zed-Vah” +epT-aTd” L (Sekil 9.16).
32+C2
2.2 2.2 22
ve b <d oldugunda x = cd ab +cb'-ad
2 2
a +c

(Sekil 9.17).

a,b,d <0 ve

_-ab + V a2d® + cPa-cp

¢c>0 ve b>d

a,b,d <0 vec>0

tek ¢Oziimdiir

iken bir tek

¢oziimli vardir (Sekil 9.18).

AN
/P AN N
e
N e | N\ b -d/c/ < \b/a ~dtc
/s > > 3
, d _/ \_;{
\ b \ / S
Sekil 9.16 Sekil 9.17 Sekil 9.18

a,d <0 ve b,e >0 ve b < |d]

-ab + \/ad +c 22 2b2

a‘2+c2

olmasi halinde bir tek

cbzimii vardir (Sekil 9.19).
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2 22 2.2
a,d<0veb,c>0veb>|d| iken x='°d+ azb + c¢b-a"d

a2+c2

¢Bzilimil tektir ($ekil 9.20). a,b,c >0 ve d <0 ve a < c ise tek ¢dziim

d-b
a-c

\b SNE h L .,/b‘ e >
B P A
/

sekil 9.19 Sekil 9.20 Sekil 9,21

X =

dir (Sekil 9.21).

o

a,b,c >0 ve d <0 ve a >c iken bir tek x =:_-_2 gdzlimli vardir
(§ekil 9,22)., a,c,d <0 ve b >0 ve a >c ise bir tek x =§% goaii-
mi vardir (Sekil 9.23). a,c,d <O ve b >0 ve a <c¢ olmasi durumunda

x =92 ¢Bzimi tektir (Sekil 9,24).

4 " \l
2 =N NG

[-Y

Sekil 9,22 Sekil 9.23 sekil 9.24

Bsylece (9.16) egitliginin her durumda bir tek x¢& @ ¢Oziimiiniin
var oldugu gdsterildi,

Her a,b,c,de® , a # ¢ igin,

xa b =y
xc ®d =y (9.17)

sisteminin bir tek (x,y)éﬁ2 ¢Oziimiiniin bulunmas1 demek, geometrik



115

olarak (a,b) # (¢,d) noktalarinin bir tek [ x,y] dogrusu belirtmesi
anlamindadir. Burada (9.17) sisteminin bir tek (x,y) ¢Ozilimiini arag-

tirirken yine geometrik yorumundan faydalanacagiz.

a,c<0veb,d>0ve a<c,b<d olsun., a¢e€<0,-y/x> ve

c € <0,-y/x> oldugundan +/ y2-—x2a2 =b ve y2-x2c2 =d olur,

b2-d?

Buradan yz--xza2 = b2 ve yz-xzc2 = d2 oldugundan x = 7 ve
c -a
‘l:vzcz--azd2
y=\/———5— bulunur (Sekil 9.25). a,b,c <O ve d>0ve a<c
c"-a
. 2 22 _ . s we e
iken y =x"c” =d ve xa + y =b den bir tek (x,y) ¢bzimii olarak

(x,v) _( ab + \/azd2 + b2c2—c2d2 -bcz-a a2d2 + bzcz-czd2
S a%~c? ’ ' a%—c?

bulunur (Sekil 9.26). a <0 ve b,c,d >0 ve b <d olmasi halinde tek

¢Bziim
(%,y) __( cd- azd2 + b2c2---a.2b2 —a2d +c azd2 + bzcz—azb2 )
’ - o
c2-a2 7y cZ-a°

dir (Sekil 9.27).
N N A
/ / /(C.d)

(cud
fan) (c.d) (2.b)
> —>

AR AR

Sekil 9.25 Sekil 9.26 Sekil 9.27

a,b,c,d <0 ve a<c, b>d olmas1 halinde tek ¢oziim,

2 .2 \/ 22 2.2
b"~d b"c ™—a"d . .
(x,y) -( \/cz—az ’ 2.2 ) dir (Sekil 9.28). a,b,c <0 ve

d>0 vec<a iken,
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de- azd2 + bzcz—azb2 ) —azd +c azd2 + b2c2—-a2b2)

’
(::Z"flza ¢::Z..£1IZ

(xy) =(

tek cozimdiir ($ekil 9.29). a >0 ve b,c,d <0 ve b <d iken,

( ab + azd2 + b2c2-c2d2 —bc?-a \/a‘zd2 + bzc?‘-—czdz)
B y

(x,y) =
’ a2-c2 2ol

goziimi tektir (§ekil 9.30).

A N A

N I J B

\ 4

”
(a,b)
(cud) {a:b) (eud)

\ \ e

Sekil 3.26 Sekil 9.29 Sekil 9.30

a,c >0 ve b,d <0 ve a<c, b<d ise bir tek

: (2.2 [Z2.7272
(x,y) =( b2 d2 4 —\, 2 cz Suc ) ¢bzimii vardir (§ekil 9.31).
c2-a

c "8.2

a,b,d <0 vec > 0 ve b < d olmasi halinde tek ¢dziim

=( ab- a?'d2 + bzcz--czd2 —bc2 + a azd2 4 b2c2--c2d2

’
az-cz 82"(.‘.2

(x,y)

dir ($ek5’.1 9.32). a,c,d >0veb <0 ve a<c iken tek ¢Oziim

( cd~- \/a2d2 + bzcz--azb2 -azd-c \/azd?' + b2c2-azb2 )

’
c2-a2 c2-a2

(x,y) =

dir (Sekil 9.33).
\ A A

/ /

N/

/c..,,
> >
(c.d}
/ jc.d) //l.h) .
/ (8.b) ‘..7/ /

Sekil 9.31 sekil 9.32 $ekil 9.33

A 4
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a,b,c,d >0 ve a<c,b>d ise

(x,y) = —\/ /’ < 'a "y tek ¢oziimdiir (Sekil 9.34).

a,c,d >0 ve~b<0ve c < a iken

(x,y) =

(ab—\/ad +]:\22 2d2 -be +a\/ad + blc?- czd2
a?-c2 a2-c2

¢cozlimi tektir (Sekil 9,35). a,b,d>0ve c< 0 ve d>b ise

cd + \/azd2 + b2c?-a%p? —a%d + c:\/azd2 + b2c?-a?p?
c2-a2 ’ c2~a2 )

(x,y) =( -

¢Ozilimli tektir (Sekil 9.36).

A A

\\ \ M\
(3.b)

\ Y Na.d) X.b)
€,

) I

Sekil ¥.34 Sekil 9.35 Sekil 9.36

§imdi inceleyecegimiz durumlarin her birinde (9.17) sisteminin

b d ad-be

bir tek (x
a-c

) ¢Ozlimi vardir. Fakat ad-bc nin iga-

retine gdre, noktalarin belirledikleri dogru farkli: bir konumda~

dir.

a,b,c,d <0 ve a>c , b>d olmasi halinde ad~bc > 0 iken
Sekil 9.37 deki dogru elde edilir. a,b,c,d >0 ve a>c, b >d iken
ad-bc < 0 ise dogru Sekil 9.38 deki gibidir, a,d <0 ve b,c >0
iken ad-be > 0 ise Sekil 9.39 daki dogru elde edilir. a,c >0 ve
b,d <0 iken a < c , b > d olmasi halinde ad-bec < 0 ise dogru
Sekil 9,40 daki gibidir. a,b,c,d nin diger biitin durumlarinda
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ad-bc nin igaretine bagli olarak yine bu dogrulara benzer birer tek
dogru vardir.

'/ r p
n . / \ X \\
%’ ] K (a(’:iaf
/ / \(c.d)

Sekil 9.37 $ekil 9.38 Sekil 9.39 Sekil 3.40

BSylece, bu 8rnekte elde edilen cebirsel yainnln bir kargit ya-

ricisim oldupu gBsterildi. Gergekten,

10203 =-1@yh =10 b =y51=2

iken

(-1®(-2)) #3=-363=-3+3=0
ve

-1® 2=V i41=vV3
iken

2@ (-1) = 2-1=1

oldugundan ® iglemi birlegme ve degigme Szelliklerini saglamaz.

NOT: Yukarida ele alinan kargit yaricismin toplama igleminde bazi
degigiklikler yaparak bagka kargit yaricisimler ve kargit kartezyen grup-~
lar (dolayisiyla farkli ﬁrojektif ‘diizlemler) elde edilebilir,§imdi buna
iligkin dért ayri durum Uzerinde kisaca duralim:

(i) u,ve® igin @ iglemini,
\/vz--u2 , —v< u< 0 iken

u+ v , diger durumlarda

u® v=
biciminde degigtirelim. Bu takdirde,

J\/Dz 2x2 , -b< mx< 0 iken

(x’y)o[m’b] <=y =T(m,x,b) = mx® b=
{ mx+ b , diger durumlarda

almak kaydiyla, (R, ® ,.) sisteminin bir kargit kartezyen grup oldufu

(6rnek 9.2 deki kisitlamalar gozbniine alinarak) kolaylikla g&sterilebilir.
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Bu cebirsel yapiya kargilik gelen l;rojektif dizlem,gergel analitik bro—
jektif diizlemin iist yari kisminda Ornek 9.2 deki deformasyonlarin yaiul—
mas1 ile elde edilen ﬁrojektif diizlemdir. Gergel analitik I;rojektif diiz-
lemin ardigik herhangi iki kadraninda sz konusu deformasyonun yai:ilmas:.
ile elde edilen ve bu diizleme izomorf olan ii¢ adet ﬁrojekti,f diizlem var-

dir., (Bu diizlemler,(Kaya,1974) de 1L, ‘ile gbsterilmektedir,)
(ii) u,ve ® icin ©® iglemi,

\,/Vz—u2 s =v <u <0 iken

u+v , diger durumlarda

,/bz-mzxz ,t >0 ve -b <mx <0

iken

U®V=

ve

(x,y)o[m,b] <> T(m,x,b) =mx &b =

mx +b , diger durumlarda
almak kaydiyla (], ©,.) sisteminin de bir kargit kartezyen gruﬁ oldugu
kolaylikla gsterilebilir. Bu kargit kartezyen gruba kargilik gelen
projektif diizlem, gercel analitik ﬁrojektif diizlemin yalnizca I1I,kadra-
ninda Ornek 9.2 deki deformasyonlarin yaéllmas:. ile elde edilen ﬁrojek-
tif diizlemdir, (Bu diizlem, (Kaya,1974) de Hl iie gosterilmektedir,)
Gergel analitik prOJektlf diizlemin herhangi bir kadraninda sz konusu
deformasyonun yap1lmas:|. ile de bu diizleme izomorf ii¢ adet pro_)ektlf

diizlem daha elde edilebilir,

(i) uwveR igin ® iglenini,

vz-u2 sy ~v<u<0 iken

uBv = -\/V—u y 0 <u<-v iken
u4+v , diger durumlarda

biciminde degigtirelim, Bu takdirde,

b2—m2x2 ,m>0ve b <mx <0

iken
(x,y)o[m,b] <> T(m,x,b) =mx ®b ={ - \/éz-mzxz , >0 ve 0 <mx < -b
iken
mx +b , diger durumlarda
almak kaydiyla (&, ®,.) sisteminin bir kargit yaricisim
oldugu kolaylikla g8sterilebilir.. Bu kargit yaricisme kar-
gilik gelen projektif diizlem, gergel analitik projektif
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diizlemin II. ve IV. kadranlarinda deformasyon yapilmasi ile elde edile-
bilir. (Bu diizlem (Kaya,1974) de I[3f ile gbsterilmektedir.) Gergel a-
nalitik projektif diizlemin I. ve III. kadranlarinda deformasyon yapmak

suretiyle bu diizleme izomorf olan bir diizlem daha elde edilebilir,
(iv) u,véeR igin,
v ~-u , v<u<O0 iken

uPv = —\/vz-uz- , 0 <u<-~v iken

u+t+v , diger durumlarda

vV b2-m2x2 ,m>0 ve -b <mx<0
iken

(x,y) o[ mb] <> T(m,x,b) =mx ®b =4 _ b‘z_n'lZXZ 0 <mx<-b iken
v/ ) -

mx +b , diger durumlarda

ve

almak kaydiyla (R, ® ,.) sisteminin de bir kargit yaricisim oldufu kolay-

likla gsterilebilir. Ornegin, dagilma bzelliklerinin saglandiffini gls-

v wzvz--wzu2 y ~wv <wu<0 iken
wu © 3 =.J -~V Wzvz--wzu2 » 0 <wu<-wv iken
L wu Wy , diger durumlarda

vV W2 (V2~u2) , —wv <wu<0 iken
=494 W2 (Vz-uz) ,» 0 <wu<-wv iken

w(u + v) , diger durumlarda

terelim,

w4 vz-u2 , —-v<u<O0 iken
_ /22
= - vo-

, 0<u<-v iken

i w(u + v) , diger durumlarda

=w(u ®v)
elde edilir, garpma 1§1em1 degigme ozelllgml sagladigindan sagdan dagil~
ma kurali da gegerlldlr. Bu cebirsel yapiya kargilik gelen prOJektlf
diizlem, gergel analitik prOJektlf diizlemin II.,III, ve IV.kadranlarinda

deformasyon yapllma31 ile elde edilebilir. Gergel amalitik pro;ektlf
diizlemin herhangi ii¢ kadraninda stz konusu deformasyonun yapilmasi ile

elde edilen ve bu diizleme izomorf olan li¢ adet diizlem vardir,
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Ornek 9.3 (Naumann, 1954): (B, +,.) herhangi bir sirali b8lim-
li halka olsun. keB, 1 #k >0 olmak iizere yeni bir ® iglemi,

u+tv , uv 20 iken
u®dv =< ku t+v , uv <0 ve |ku|<|v, iken

u+k-lv , uv <0 ve |ku|>|v| iken

big¢iminde tanimlansin. Boyle elde edilen (B, ®,.) sistemi bir kargit
yaricisimdir ve bagka bzellik saglamaz, (Ornegin, (B, +,.) sirala

b ltimli halkasi yerine (®, + ,.) sirali gercel sayilar cismini alarak
(R, ®,.) kargit yaricismi elde edilir. (B, ®,.) sisteminde (B-{0},.)
bir grul-) iken (#, ®,.) sisteminde (&-{0},.) bir defigmeli grui;tur. Bu-
radaki 8zelliklerin saglanmasi, daha sonra verecegimiz kargit sol yari-
cisim $rneginde daha genel olarak yapilacagi igin -tekrarlamaktan kur-—

tulmak igin-verilmemigtir,)

Son olarak, garﬁlmsal yapisi grup olan ve bir tek dagilma (8rne-—
gin soldan dagilma) kuralini gergekleyen bir diizlemsel halkadan s8z e~
decegiz. BByle cebirsel yapilar, kargit sol yaricisim olarak isimlen-
dirilir. Ornek 9.3 de, (B, + ,.) sirali bdlimlii halkas1 yerine (S,¥+,.)
siralr sol yaklagik cismi almak ve k y1 merkez elemani secmek, bir kar-
git sol yaricisim olugturmak igin yeterlidir. Ornegi vermeden &nce
kargit kartezyen grubun bir bagka tanimini ve bildigimiz kargit kartez-
yen gru;; aksiyomlarinin bu tanimdaki aksiyomlara egdeger oldugunu g&s—

teren teoremi verelim,

Tanim 9,2: S, lizerinde toﬁlama ve garpma iglemleri tanimli olan
bir kiime olmak lizere, agagidaki aksiyomlar saglaniyor ise S bir kargit
kartezyen gruptur,

(i) S, toplama iglemine g¥re birim elemani O olan bir yarigrup-—
tur.

(ii) Her ae S igin a0 = 0a = 0 dir.

(iii) S nin sifirdan farkli elemanlari garpma iglemine gore, bi-
rim eleman1 1 olan, bir grup olugtururlar.

(iv) r,s,teSver ¥s, t #1 igin

(r + x)-l(s +x)=t, (y+r)y+ s)-l

I
ot
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denklemlerinin birer tek x,ye S gbzlimleri vardir,

Teorem 9,.1: Tanim 9.2 deki gibi belirlenen bir kargit kartez-

yen grup,
{T(m,x,c) =m(x + m—lc) (m #0)

T(0,x,c) =c¢

iicli iglemine gdre bir {igli halkadir. Kargit olarak, her m,x,c igin
T(m,x,mc) =m(x + c) kogulunu ve garpimin birlegme kuralini gergekle-

yen her {iclii halka bir kargit kartezyen gruptur.

Isf:at: S bir kargit kartezyen gruf: olsun, $ nin {iglii halka
oldugunu géstermek igin Tanim 1.3.2 deki (T1)...(T5)aksiyomlarinin
saglandifi gosterilmelidir. T nin tanimndan ve Tanim 9.2 deki (i)

ve (iii) denm T(0,x,¢) =c ve T(m,0,c) =m(0 + m ‘e) = m(m ‘c)=(mm 1)c

= ¢ dir dolayisiyla (T1l) saglanir. Yine T nin tanimindan ve Tanim
9.2 deki (i),(ii) ve (iii) den T(1,x,0) = 1(x + 17%0) = l.x =x ve
T(m,1,0) =m(l +m *0) =m.1 =m oldugundan (T2) saplanir. (T3) in
saglandigini gdstermek igin T(a,b,x) = c egitliginin bir tek x g¢¥zii~
miintin  oldugunu gdstermeliyiz, a =0 igse T(0,b,x) = c oldugundan
x =c dir, Eger a #0 ise T(a,b,x) = a(b + a—lx) = ¢ yani b+a-]'x=a—1c
dir ve S toplama iglemine gdre yarigrup oldupundan, bu denklemin bir
tek a-lx gozlimli vardir, ayrica S carpma iglemine gbre grup ve a # 0
oldugundan x ¢Ozilimi de tektir. my ¢m2 iken T(ml,x,cl) = T(mz,x,cz)
egitliginin bir tek x ¢dziimiiniin oldugunu gistermeliyiz. m,= 0 ise
- i tens _ -1 .

m, # 0 dir ve T(O,x,cl-)_ = T(mz,x,c-z.)1 egitligi c; —m-2(x + m, c2) bi-
g¢imini alir, buradan m,"¢; =x +m,"c, elde edilir ve S toplama igle-
mine gbre bir yarigrup oldugundan bu egitligin bir tek x ¢bziimii vardir.

=0 ise m, #0 dir ve m 1c =x +m, “le. e itli 1n1n bir tek x cBzii-
) 1 %2 1 & o8 s
" 1
mi vardir. 11,m2 9&2 ise ml(x + m, 1) = mz(x + m2 c ) denklemini ¢8z-
meliyiz, =m, ise m, #m, olduundan x + m_ ¢, = 0 egitligi

o €2 2 -1 -1 171

ile bir tek x goziimii bellrlldlr. m, ¢,#m, ¢, ise denklem

mlm-z' (x + m, 2) (x + m ) bigimini alar, mym 2 =# 1 ve

11 cy + m21c:2 oldugundan bu denklem, Tanim 9.2 (iv) deki ikinci denk-
lem ile ayni bigimdedir ve bu nedenle bir tek x ¢8ziimi vardir, dolayi-

siyla (T4) saglanir, Isiaatl tamamlamak ig¢in (T5) 'in saglandigini
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géstermeliyiz, a #c i¢in T(x,a,y) =b, T(x,c,y) =d olacak bigimde
bir tek (x,y)€ 82 nin varoldugunu gbsterelim. b =d ise x =0 olaca-

gindan bu durumu ayrintili olarak incelemeye gerek yoktur. Bu nedenle,
x(a + x-ly) =b
x(c + x_ly) =d (9.18)

sistemi elde edilir, Burada b =0 olmasi igin gerek ve yeter kogul
a + x’ly =0 olmasidir. §$8yleki x(a + x‘ly) =b =0 <=a + x"ly =0
dir. Bu durumda d £#0 ve ¢ + x_]'y # 0 dir dolayisiyla x-ly = -a dir
ve (9,18) sistemindeki ikinci denklemden x ve b8ylece y ¢8ziilebilir,
Benzer yorum d =0 igin yapilabilir. Eger b,d #0 ise, a + x 'y #0,
c + x_ly # 0 oldugundan b(a + x—ly)-l =x =d(c + x—ly)-l yazilabilir
ve buradan d b = (c + x—ly)-l(a + x—ly) elde edilir. d Wb %1 ve

a # ¢ oldugundan bu denklem ‘fanlm 9,2 (iv) aksiyomundaki birinci denk-
lem ile ayni bigimdedir ve dolayisiyla x—ly tek ¢8ziim olarak bellidir.
Bu nedenle b(a + x—ly)_1= x =d(ec + x—ly)_1 denkleminden x ve netice-

de y de birer tek olarak bulunabilirler,

Kargit olarak, T(m,x,mc) =m(x + c) kogulunu ve garélmn birleg-
me kuralini gercekleyen her iiglii halka igin, T(m,x,c) =m(x + m-lc)
m £ 0 ve T(0,x,c) =c yazrlabilir. (S,T) bir ii¢li halka olmak {izere
(S,+) ve (5~{0},.) sistemlerinin, birim elemanlari sirasiyla O ve 1
olan, birer yarlgrui) olduklari ve her xe& S igin x0 = 0x =0 oldugu
Teorem 2,1,1 den bilinmektedir. Ayrica, hiﬁotezden garpma iglemi
birlegimli oldufundan (S-{0},.) bir gruiatur. Iséatl tamamlamak igin
son olarak r,s,teS ve r #s, t 1 iken (r + x)-l(s +x)=¢t,
(y + )y + s)-l = t denklemlerinin birer tek x,y€ S g¢bzlimlerinin
oldugunu gostermeliyiz, (T4) den, my # m, iken T(ml,x,cl)='l‘(m2,x, °2)

. . , -4 -1 .
olacak bigimde bir tek xeS vardir. m, ,m, #+ 0 ve mcy # MW, Cy iken
T nin tanimindan ml(x + m??cl) = mz(x + m;]‘cz) ve buradan

mlm;l = (x + mglcz) (x + m-l-lcl)—l elde edilir dolayisiyla bu denkle-
3 3 Yy Py ‘-1 —1 —.1
min bir tek x€§ ¢bzimi vardir. mm,” # 1 ve m, "¢y #mycy oldufun-

dan bu (y + r)(y + s)“1 = t denklemi ile ayni bigimdedir ve bu denkle-
min bir tek y € S ¢dzilimii vardir., (T5) den a # ¢ iken T(x,a,y) =b,
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T(x,c,y) =d olacak bigimde bir tek (x,y)e S2 vardir., T nin tanimin-
dan x(a +x-1y) =b, x(c + x_ly) =d elde edilir., b,d #0 ve b #*d
iken b(a + xm]‘y)'-1 =x =d(c + xmly)m1 ve buradan

bdt = (e +x e + 5 Yy) elde edilir. bdl #1 ve a #c oldugun—

dan bu (r + x)_l(s:+ x) =t ile ayni bigimdedir ayrica (x,y)€ s2 pir
tek olarak varoldufundan xy-le S de bir tek olarak vardir. Bdylece S,

Tanim 9.2 deki aksiyomlari saBlayan bir kargit kartezyen gruptur,

Dikkat edilirse yukaridaki isf:atta, a #c igin
ax +b =cx +d
denkleminin bir tek x ¢Ozlimiiniin varligi ve ayni gekilde, a #c igin
xa +y =b
x¢ +y =d
denklem sisteminin bir tek (x,y) ¢Ozimiinlin varligl da dolayli olarak
gosterilmig oldu. Yani,Tanim 9.2 de verilen kargit kartezyen gruia ko-
gullari1 daha onceki kargit kartezyen grut: tanimimizdaki kogullara eg-

degerdir.

Teorem 9.2 (Yaqub,1961): S, seg¢imli bir {0,E,U,V} dértgenine
gére (V,0U)-gecigken olan bir sirali J diizleminde, bir karglﬁ kartez—
yen grup olsun. Her z # -r igin, £(z) = (r + z)_l(s + z) ve her
z ¥ -s icin g(2z) = (z + r)(z + s)—l dan.ﬁgiimleri tanimlansin. Bu tak-
dirde,

(i) r > s ise z » £(z) doniiglimi {2: z < -r},{zt z > -r} bblge~-
lerinin her birinde monoton artandir ve z < -r igin f(z) > 1, z > -r
igin £(z) <1 dir, r <s ise z - £(z) dénilgiimi {z2: z <-r},{ziz > ~r}
bélgelerinde monoton azalandir ve z < ~r igin f(z) <1, z > -r igin
£(z) > 1 dir.

(i1) r <s ise z » g(z) doniigimli {z: z <-s} , {z: z > -s}
bdlgelerinde monoton artan ve z < -s icin g(z) > 1, z > -s i¢in g(2)<1
dir., r > s ise z » g(z) doniiglimii {z: z <-s} , {z: z> -s} bblgele-
rinde monoton azalandir ve z < ~s igin g(z) <1 ve z > -s igin g(z) > 1

dir.

c, sifirdan farkli bir sabit olmak iizere garl;lmn bzelliklerinin
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cf ve cg fonksiyonlari icin aynen gegerli olmasi ve Teorem 9.2 ile
Tanim 9.2 (iv) Un bir sonucu olarak, £ ve g fonksiyonlari her bir alt-
bdlgede sinir de@erleri arasindaki biitiin degérleri alirlar., (Eger
altbdlge fonksiyonun siireksiz oldufu noktayi igeriyor ise, SUf{ec} da
ayri bir yorum yal;llmaktadlr. S$oyleki, bu siireksizlik noktasi. oo'a

donligmektedir).

Ornek 9.4 (Yaqub, 1961): (S, + ,.) bir sirali sol yaklagik ci-
sim olsun. 1 #k >0 S nin merkezinin bir elemani olmak {izere yeni
bir © iglemi,

a+b , ab =0 iken

a®b =<ka+b , ab<0ve Jka|] < |b| iken
a+k b , ab <0 ve |ka] > |b| iken

bigiminde tanimlanarak elde edilen (S, ® ,.) sisteminin bir kargit
sol yaricisim (yani soldan dagilma Szelligi olan bir kargit kartezyen

grup) oldugunu gbsterelim,

Once (S, ®) sisteminin bir yar'lgrur‘z oldugunu gdstermeliyiz,
Her a€S igin a ®0 =0 ®a = a dir, Bbylece 0e S, ® iglemine gore
birim elemandir. a,bes$ igin x ®a =b ve a @y =b egitliklerinin
birer tek x,y €S ¢dzilmlerinin varligini inceleyelim. Eger b =0 ise
X = —k-la ve y =-ka dir, Eger b <a <0 veyab >a >0 ise
X =y =b-a dir., b >0 > a veya b <0 <a olmasi halinde x = b—k_la
ve y = b-ka dir, Eger a >b >0 veya a <b <0 ise x = k—l(B—a) ve
y = k(b-a) dir. Bu nedenle (S, ® ), birim elemani 0 olan, bir yari-
grui:tur. ® igleminin birlegimli olmadifini bir &rnek iizerinde g8ste-

relim, a # 0 olmak lizere a, —k—la, -ka €S igin,

(—k—la ®a) © (-ka) =0 ® (~ka) = —kav
ve
«la @ (a © (ka)) = (ko) @0 =«"1a

olur, Oysa k # 1 oldufundan,
(~kla ®a) ® (-ka) #-ka ' @ (a ® (~ka))

dir.
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(s, +,.) bir sol yaklagik cisim oldugundan (5-{0},.), birim
elemani 1 olan, bir gruptur ve her x€S$ igin x0 =0x =0 dir. (S, ®,.)

sisteminde soldan dagilma 8zelligi saglanir. §6y1eki',
ab + ac . azbc >0 iken

ab ® ac

kab + ac , a2bc <0 ve [kab[ < |ac| iken
ab + K tac , a2bc <0 ve v|kab| > |ac| iken
egitliginde a’ >0 ve |kab] < |ac| ise lkb' < |c| oldupundan,

ab + ac » bc 20 iken
ab @ac =4 kab + ac » bc <0 ve [kb| < |c| iken

ab + k lac s be <0 ve |kb| > |e| iken

egitligi elde edilir. k merkez elemani oldufundan ve (S, + ,.) sis-

teminde soldan dagilma kurali saglandifindan,

a(b + ¢) , bc=0 iken
ab ® ac = < a(kb + ¢) » be <0 ve |kb| <]|c| iken
a +k ) , be<Ove |kb|>|c| iken

olur, @® igleminin tanimindan,
ab ® ac = a(b @ ¢)
dir,

Bir kargit sol yaricisim, ayni zamanda soldan dagilma 8zelligi
bulunan bir kargit kartezyen grulﬁ oldugundan, bu 8rnegin ¢Szlimiinii ta-
mam]amak igin Tanim 9.2 deki (iv) kogulunun salandifini yani
r,s,t€S8 , r#s , t#1 igin, (r @x)_l(s ®x) =t ve
(y®r)(y ® s)—l = t denklemlerinin birer tek x,ye€ § ¢8ziimlerinin
oldugunu gdstermeliyiz. F(x) = (r © x)-l(s ®© x), x #-kr olsun.
Eger r > s > 0 ise, | .

[ (kr + x)_l(ks + x) s x <=-kr iken
(x + k—lx)_l(ks +x) , -kr<x<-ks iken

FG) = -1 -1 -1
(r+k "x) (s +k x), -ks <x<0 iken

L (r + x)-l(s + x) , 0<x iken
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olur. k, g.ariama iglemine gdre S nin biitiin elemanlariyla degigme &zel-

ligine sahip oldugundan,

 (kr + x)_l(ks + %) , x <-kr iken
k(kr + %) (ks + x) , -kr <x <-ks iken
F(x) = - (kr + X)—l(ks + x) » —ks <x <0 iken
| (r + x)—l(s + x) , 0 <x iken

dir. r >s ve kr > ks oldugundan, Teorem 9.2 den, F(x) sinirlar dahi-
linde monoton artandir. Bu nedenle, Teorem 9.2 nin sonunda belirtil-~
digi gibi, F(x) her bir bdlge ig¢in sinir degerleri arasindaki biitiin
degerleri alir. Ustelik, yine Teorem 9,2 ye gdre, x <-kr igin

1 <F(x) <oo, -kr < x < -ks igin o <F(x) <0, -ks <x <0 igin

0 <F(x) <r-ls ve x 2 0 igin r-ls <P(x) <1 dir. Bdylece F(x), 1
harig biitiin degerleri alir ve bu nedenle r > s >0 iken F(x) =t denk-

lemini sadece t # 1 ig¢in ¢bzebiliriz,

r ve s nin zit igaretli olmasi halinde ortaya ¢ikan diger durum—
larda benzer bir diiglince ile x in tekligi s8ylemebilir. Her bir bsl-

gede F(x), i =0,1 veya -1 ve p = r veya kr, ¢ = s veya ks olmak iizere

F(x) =k(p + 2 Mg + %)

bigimindedir. r ve s zit igaretli iseler ks # r ve kr # s oldufu agi-
k8rdir., r ve s nin igaretleri ayni ise r ©x in k y1 icermesi igin
gerek ve yeter kogul s ® x in k y1 igermesidir, Boylece p ve q her
zaman farklidirlar ve p S q olmasi igin gerek ve yeter kogul r = s
olmasidir., Bu nedenle r ve s nin biitiin farkli degerleri igin F(x)
her bir bdlgede ayni anlamda monotondur ve her bir bélgede sinir deger-
leri arasindaki biitiin degerleri alir. Bundan bagka, her bir durumda
x = ~kr tek siiriiksizlik noktasidir. x = -ks igin F(x) =0 ve x =0
icin r ®x , s © x fonksiyonlarinin her biri siireklidir. (r,s den
biri sifir ise, dikkate alinmasi (incelenmesi) gereken daha az bdlge
vardir ve toélamda sorun yoktur,) Bu nedenle F(x) = t denkleminin

t #1, r #s iken bir tek x ¢8zimii vardir. Ayni yontemle y # —k_ls
igin G(y) = (y ®r)(y © s)"1 big¢iminde tanimlanan G(y) fonksiyonunun
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monoton oldugu ve her bir farkli r,s ¢ifti igin 1 den farkli biitiin

degerleri aldigi, dolayisiyla G(y) = t denkleminin bir tek y ¢dziimiinlin
varoldugu g8sterilebilir. Bbylece (S, ©,.) sisteminin, soldan da-
g1lma ﬁzélligine sahib bir kargit kartezyen grui:, yani kargit sol ya-

ricisim, oldugu gésterildi.

Yukaridaki drnekte gegen (genel) sirali sol yaklagik cisim ye-
rine 8zel ' olarak Ornek 6.1.2 de verilen sol yaklagik cisim kullani-
labilir. BBylece 8zel bir kargit sol yaricisim elde edilir. Burada-
ki siralama q,B€S ve nB_ae Z igin a <B <=> 0 < (R-a) (nB—a) bi-
¢imindedir (Pickert, 1975).
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