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OZET

Bu galismada, bilinen en kilguk kartezyen grup Uzerinde kurulan
projektif diizlemin geometrik yapisi incelenerek, bu duzlemin
a) 2. mertebeden en az 1500 tane projektif altdizlem kapsadigt,
b) 2. mertebeden Fane dizlemi olmayan en az 522 konfigurasyon
kapsadig,
c) 3. mertebeden bazi 6zel konumlarda projektif alt dizleminin wvar

olmadid: gsteriimektedir.



SUMMARY

In this study, We investigate the geometrical structure of the projective
plane which is constructed on the known smallest cartesian group. For
this purpose it is shown that the above mentioned plane
a) contains at least 1500 subprojektive planes of order 2,

b) contains at least 519 configarations of order 2, which are not Fano
planes, and

c) has not subprojective planes of order 3 in some special cases.
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(N, D, o) Geometrik yapi

P= (N, D, o) Projektif dizlem

T Uclti Islem
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1.1. Bazi Temel Kavramlar
Once projektif geometrinin, bu g¢alismada gegen, bazi temel

kavramlarimi kisaca verelim.

Tanim 1.1.1: N elemanlarn noktalar, D elemanliari dogrular olan birer

kime ve NND=& olsun. o, NxD kiimesinde tzerinde bulunma bagintisi iken

P=(N, D, o) geometrik yapisi asadidaki aksiyomlari sagliyor ise, bu sisteme

bir projektif didzlem denir:

P1) Her A, BeN, A#B icin Aod ve Bod &zelliginde bir tek deD vardir.

P2) Her c,deD igin Aoc ve Aod dzellifinde en az bir AeN vardir.

P3) Her hangi t¢ll dogrudas olmayan dért nokta vardir.

Projektif dizlemlerde P2 aksiyomundan daha kuvvetli ve kesin bir

énerme gegerlidir.

Teorem 1.1.1: Bir P= (N, D, o) projektif dizleminde farkh iki dogru

bir tek noktada kesigirler.

Tanim 1.1.2: A, B, C, D hepsi ayni projektif diizlemde bulunan ve
herhangi G¢gl dogrudas olmayan dért nokta olsun. Bu noktalari ikiger ikiger
birlegtiren dogrularin ¢izilmesi ve bulunan dogrularin ikiser ikiser
kesigtiriimesiyle elde edilen alti dodru ve yedi noktadan olusan bir
konfigurasyona tamddrtgen denir. Ayrica A, B, C, D noktalarina
tamdértgénin kdgeleri, AB ve CD, AC ve BD, BC ve AD dogru ikililerine

tamddrtgenin kargilikli kenarlari, Kkargilikli kenarlarin kesisme noktalarina

yani U=sABACD, V=ACABD, W=ADABC noktalarina tamddrtgenin kdsegen

noktalars denir.



Biz bu c¢alismanin bir kisminda 2. mertebeden Fano dizlemlerini

arastiriyoruz. Simdi Fano duzleminin tanimini verelim.

Tanim 1.1.3: Igindeki butin tamdédrtgenlerin kégegen noktalari
dogrudag olan bir projektif dlzleme Fano dizlemi denir. Eger bir Fano
dizlemi diger Fano dlUzlemlerinden en az bir farkli nokta kapsiyorsa bu Fano

duzlemlerine Farkli Fano dlizlemleri denir.

Fano Aksiyomu: Kapsadigi her bir tamdértgenin kdgsegen noktalari

dogrudag olmayan noktalardir.

Tanim 1.1.4: P= N, D, o) ve P'= (N', D', o') iki projektif diuziem

olsun. Eger N'cN ise ve her d'eD'dogrusu igin d'=dN'olacak bigimde
bir deD dogrusu varsa P' vye P nin projektif altdiziemi denir. Eger

P'#P ise P' ye P nin projektif 6z altdizlemi denir.

Teorem 1.1.2: P mertebesi n olan sonlu bir projektif dizlem ve

P' de P nin mertebesi m olan bir projektif 6z altdizlemi olsun. Eger P
nin her dogrusu ' nin bir noktasini kapsarsa n=m2 , aksi halde
2 .
nzm+m dir.
1.2. Projektif Dizlemlerin Koordinatlanmasi

Her projektif duzlem uygun bir S kimesinin elemanlariyla

koordinatlanabilir.

Tanim 1.2.1: P mertebesi n olan bir projektif dizlem, S de 0 ve

1 ile godsterilen iki 6zel elemani bulunan ve Kkardinalitesi n22 olan bir kime

olsun. P de herhangi Ugl dogrudas olmayan O, E, U, V noktalarindan



olusan segimli {O, E, U, V} koordinatlama dértgeni ve S kiimesini kullanarak

P nin noktalarini, dogrularini  ve Uzerinde bulunma bagintisini belirleyelim.

Noktalarin koordinatilanmasi:

0=(0,0) (1,0) (a,0) (b,0) (m,0)
Sekil 1.2.1.

OE dogrusu tizerinde OEAUV den bagka her bir noktaya 82 nin (a,a)

bigimindeki bir tek elemanini esleyelim. Ozel olarak, O=(0,0), E= (1,1) olsun.

UV dogrusu Uzerinde bulunmayan secimli her bir N noktas! igin eger

NUAOE=(b,b) ve NVAOE=(a,a) ise N=(a,b) diyelim. Ozel olarak OU dogrusu

tizerindeki noktalar (a,0) ve OV dogrusu Uzerindeki noktalar (0,b) bigiminde

koordinatlara sahip olur. UV nin [(0,0)v(1,m)]/\UV noktasina (m) koordinatin

verelim. Buna gére U=[(0,O)v(1,0)]AUV oldugundan U=(0) dir.
OEAUV=[(0,0)v(1,1)]AUV olup OEAUV=(1) dir. og S olmak zere UV nin V

noktasi igin V= (o) olsun. (Sekil 1.2.1)

Dogrularin koordinatianmasi:
V=(o0) noktasindan gegmeyen ve dolayisiyla UV ile bir (m) ortak

noktasina ve OV ile bir (0,k) ortak noktasma sahip olan dogruya [m,K]
koordinatini; V=(c0) dan gegen ve OU=[0,0] dogrusuyla bir (k,0) ortak

noktasina sahip olan dogruya [k] koordinatini ve UV dogrusuna da [o9]



koordinatinit tayin edelim (bak sekil 1.2.2).
V=(oo)

00 =&
Zo-

1,0) (k,00\
[o] ( 3

(0,0)
Sekil 1.2.2. *

Burada dikkat edilmesi gereken &nemli bir husus, bu koordinatlamanin

segilen {O, E, U, V} dortgenine bagh oimasidir.

Uzerinde bulunma bagintisi:

Her m, k, x, ¥y, €8 igin,

(o) o [o] . (09) o [K] , (o) ¢ [m,k]
(x)o[o9] S (x)¢{k]' _ . (%) o [MK] Sx=m
(X'Y) ¢) [°°] ’ (X'Y) o [k]®x=k s (X:Y) o [m’k] Y =T(m:ka)

Skimesive "T: 89S 3> T(m.x, k)=ye (x,y)o[m, K]

olacak bigimde T Ugld igleminin birlikte dlUgintimesiyle yeni bazi kavramlar

tanimlanabilir.

1.3.Projektif Dilzlemlerin Cebirsel Yapilari

Tanim 1.3.1: S, 0 ve 1 ile g&sterilen iki elemani da igeren bir kiime

ve ooZ S olsun. T, S lizerinde asagidaki T1 - T5 kosullarint gergekleyen bir

tglt iglem ise, (S,T) Iikilisine dgl/t halka denir.

T1) Hera, b, ceSigin, T(0, b,c)= T (a, 0, ¢)=¢c



T2) Her a8 igin, T{1, a,0)= T(a, 1, O)=a

T3) Verilen her a,b,ceS igin T(a,b,x)=c olacak bigimde bir tek xS

vardir.

T4) a#c olmak {izere verilen a, b, ¢, d €S igin
T(a, %, b)= T(c, x, d) olacak bigimde bir tek xS vardir.

T5) a#c olmak (izere verilen a, b, ¢, de S igin

2
T(x, a, y)=b, T(x, c, y)=d olacak bigimde bir tek (xy)eS" vardr.

Ayrica eer S bir P projektif dizlemin koordinatlama kiimesi ve T de

bu koordinatlardaki Ggli iglemse (S,T) Ugli halkasina P nin ddzliemsel ugld

halkas! ya da kisaca dizlemsel dg¢ld halka denir.

Teorem 1.3.1: Her (S,T) Ugli halkas! bir dizlemsel Gglt: hatkadir, yani
verilen her (S,T) GglU halkas! igin &yle bir P projektif dlizlemi vardir ki onun

dizlemsel Gglt halkasi (S,T) dir. (BU projektif dizlem Py lle gosterilir.)

Teorem 1.3.2: PP bir projektif diizlem, (S,T) bu diizlemin bir O,E, U, V

koordinatlama ddrtgenine gére duzlemsel Gglt halkasi ve (S',T') de yine P
nin O, E', U, V' koordinatlama dbértgenine gdre diizilemsel Gglu halkasi

olsun. (S§,T) ve (8',T') nin izomorf olmasi igin gerek ve yeter kogul {(0)=0",
f(E)=E', f(U)=U"' ve f(V)=V' olacak bigimde bir fe G(P) kolinasyonunun var

olmasidir.

Tanmim 1.3.2: Her hangi bir L kiimesi Uzerinde * ikili iglemi veriimis

olsun. (L,*) sistemi agsagidaki L1-L3 8zelliklerini sadlarsa bu sisteme yarigrup



veya loop denir.

L1) Verilen her a, b,eL igin a*x=b denkleminin bir tek xelL ¢bzimui
vardir.

L2) Verilen her a,bel igin, x*a=b denkleminin bir tek xelL ¢8zuma
vardir.

L3) Her xelL igin u*x=x*u=x olacak bigimde bir ueL (birim eleman)

vardir.

Tanim 1.3.3: Herhangi bir (S,T) 4¢la halkasinin T igleminin
X+y=T(1,%,y) ve X.y=T(X,y,0)
bigiminde tanimianan 6zel hallerine sirasiyla S Uzerinde toplama ve

garpma (ikili) islemleri denir.

Tanim 1.3.4: S, 0 ve 1 ide kapsayan bir kime olsun. + ve . bu
kiime Uzerinde iki ikili islem iken (S,+) ve (S-{0},- ) birim elemanlan sirasiyla

0 ve 1 olan birer yarigrup ve her xS igin x.0=0.x=0 ise (S,+,- ) sistemine

gifte-yarigrup denir. :
Tanim 1.3.5: (S,+,- ) sistemi bir dizlemsel halka olmak Uzere T Gglu
igtemi,
T:8°5s
(a, b, c)—>T(a, b, c)=ab+c

seklinde tanimlanirsa (S,T) Ikill sistemine bir lineer dg¢ld halka denir.

Tanim 1.3.6: (S,T) bir lineer Uglud halka olsun. (S,T) lineer Ugll

halkasinda + iglemi asosyatif ise, (S,T) ye bir kartezyen grup denir.



Teorem 1.3.3: Herhangi bir (S,+," ) gifte-yarigrubunun T(a,b,c)=ab+c

islemi ile birlegtiriimesinden elde edilen (S,T) ikilisinin kartezyen grup olmasi

icin gerek ve yeter kosullar gunlardir:

1) (S,+,* ) bir dizlemsel halkadir.

2) + Iglemi assosyatiftir.

Sonu¢ 1.3.4: Herhangi bir (S,+,- ) cebirsel yapisinin

T(a, b, c)=ab+c
tglu iglemiyle birlestiriimesinden elde edilen (S,T) ikilisinin kartezyen grup
olmasi igin,

1) (8,+) nin birim eleman: 0 olan, bir grup olmasi,

2) (S-{0},- ) nin birim eleman: 1 olan, bir yarigrup olmasi,
3) Her xe 8 igin 0.x=x.0=0 olmas;,

4) Verilen her a, b, ¢, de 8, a#c igin

ax+b=cx+d
olacak bigimde bir tek x€ S ¢6ziimUnin bulunmast,

8) Verilen her a, b, ¢, de S, ac igin

xa+y=b

Xc+y=d
2
sisteminin bir tek (X, ¥)€S™ ¢dzumunun bulunmasi, gerek ve yeterdir.
Kartezyen gruplar ((00), [<><>]) - Dezargsel olan projektif diazlemler

belirtirler. Simdi bir kartezyen grup 8rnedi verelim. Bundan &8nceki kullanilan

tanim ve kavramlar (Kaya, 1278) den alinmigtir.



1.4. BiIr Kartezyen Grup Ornegl

Ornek 1.4.1: (Spencer 1960; Kaya 1978; Ozcan 1988)

R gergel sayillar kimesi ve +, R tizerinde bilinen toplama iglemi olsun.

® iglemi ise her x, yeR igin

Xy , Xy20 iken
X0y = xy2 , X<0vey>0 iken
x2y , x>0vey<0 iken

bigiminde tanimlansin, (R, -i-, ®) sisteminin bir kartezyen grup oldugunu
fakat garpmanin komutatifli§i diginda birlegsim veya toplama Uzerine dagilima

gibi standart 6zelliklerden hi¢ birini saglamadigini gésterelim.

1) (R,+) nin, birim elemant O olan bir grup oldugu asikardir.

2) (R-{0}, ®) nin bir yarigrup oldugunu gé&sterelim:
/

L1)  a, b,e R-{0} igin a®x=b (1.1)

denkleminin bir tek xe R ¢dzUmuntn varhidini inceleyelim.

a>0 ve b>0 iken ax=b ise x=a'1b>0 tek ¢6GzUmdr. a2x=b olsa idi

X = (a2)'1b >0 oldugundan x<0 ¢&zimi mevcut olmazd.

a<0 ve b>0 ise, ax=b ve buradan x= a’1b < 0 tek gbzUmdur.



. -1 -
Oysa ax’=b iken x°=a'b ve x=tVa b olurdu. a'b<0 oldugjundan béyle

bir ¢b6zum varolamaz.

a>0 ve b<0 ise, ax=b den x=a1b<0 ¢6ziim olamaz. a2x=b ise,

x=(@)"b<0 tek géziimdar.

: -1
a<0 ve b<0 ise, ax=b ve X=2a b >0 olur. Dolayisiyla x ¢bzim olamaz.

A N
Fakat ax’=b ise, x=tVa b oldugundan x=Va b >0 tek ¢dzumdur.

Boylece (1.1) in bir tek x ¢bézimu vardir.

Kartezyen grup kosullari arasinda olmamasina kargin bu iglem

komutatiftir. Soyleki,

x,y 20 veya x,y < 0 iken, xy=20 oldugundan x®y=xy=yx=y®x dir. x>0 ve
y<Q ise, x®y=x2y=yx2=y®x dir. Ve nihayet

x<0 ve y>0 iken, x®y=xy2=y2x=y®x oldugundan her x,yeR igin
X@y=yOx dir.

L2) © islemi komutatif oldugundan a®x=b denkleminin bir tek ¢dzUmu

var iken x®a=b nin de bir tek x& R ¢6zUmi vardir.

/1x , x20 x , x20
L3) 1@x=\ » = = X
\1 X , x<0 x , x<0

oldugundan (R-{0},®), birim elemani 1 olan, bir yarigruptur.

3) Her xeR igin 00x=0x=0=x0=x®0 dir.
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4) Her a, b, ¢, deR , a#c igin,

aex+b=cOx+d (1.2)

esgitliginin bir tek xe R ¢6zUmind aragtiralim.

ax+b , ax20 iken
a®x+b = a2x+b , a>0 ve x<0 iken
ax2+b , a<0 ve x>0 iken

cx+d , cx20 iken
cOX+d = c?‘x+d , >0 ve x<0 iken
cx2+d , <0 ve x>0 iken

ifadeleri yardimiyla gesitli halleri inceleyelim.

a=0 iken, b=cGx+d = cO®x=b-d ve c=0 iken,

afx+b=d = a®x=d-b esitliklérinin bir tek g¢éztmlerinin varligini yarlgrup

6zelliklerinden s8yleyebiliriz.

a>0 ve c¢>0 olsun.
2 2
ax+b=cx+d , (x20) veya ax+b=c"x+d , (x<0) egitlikleri vardir.

Eger  (d-b) (a-c)'1 >0 ise, birinci esitligin bir tek x=(d-b) (a-c)'1
R . . 2 21 <

¢dzUmQ vardir. Aksi takdirde X=(d-b) ("-C") ' ikinci esitlijin tek ¢dztmuddr.
a<0 ve c>0 olsun. ax+b=c>x+d , (x<0) veya ax’+b = cx+d ,  (x>0)

egitliklerinin ¢dzimline bakalim. d-b>0 ise birinci esitliin ve d-b<0 ise

ikinci esitligin bir tek ¢ézumu vardir.
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a>0 ve c¢<0 iken, d-b<0 Iise,
alx+b = cx+d , (x<0) esitliginin birtek x ¢ézUmu vardir.
Eger d-b>0 ise, ax+b=cx*+d , (x>0) in x ¢dzUmU tektir.
a<0 ve c<0 ise, (d-b) (a-c)'1<0 iken ax+b=cx+d, (x<0) esitliginin bir

tek x ¢6zOmO vardir. Ayrica  (d-b) (a-c)“1> 0 iken ax’+b=cx’+d nin de bir
tek ¢bzumu var oldugundan (1.2) esitlifinin ¢bzimi daima tektir.
5) Her a, b, ¢, de R, awc igin,
X@a+y=b

xOc+y=d (1.3)

sisteminin bir tek (X,y)e R? ¢dzUmd olmalidir.

xa+y=b , xa=0 iken

XxBa+y=b o x2a+y=b , x>0 ve a<0 iken
xa2+y=b , X<0 ve a>0 iken
xc+y=d , xc20 iken

XOcty=d xzc+y=d , x>0 ve c<0 iken
x02+y=d , X<0 ve c>0 iken

dir.

a=0 veya c¢=0 iken, sirasiyla x@c=d-b ve x@a=b-d esitliklerinin,
yarigrup O&zellikleri nedeniyle, birer tek x g¢ézUmleri oldugundan (1.3)

sisteminin de bir tek (x, y) ¢6zUmua vardir.



a>0 ve c¢>0 olsun. (b-d) (a-c)'1<0 ise,

xa2+y=b
xcz+y=d, (x<0)

sisteminin bir tek (x, y) ¢6zumu vardir ve  (b-d) (a-c)'1> 0 ise,
xa+y=b
xC+y=d, (x>0)
sisteminin bir tek ¢6zUm vardir.
a>0 ve c¢<0 iken, b-d<0 olmas: halinde
xa2+y=b

xc+y=d, (x<0)
sisteminin bir tek ¢6ztimt varken, b-d>0 ise,

xa+y=b
x20+y=d, (x>0)

sisteminin bir tek ¢6zimad vardir.
a<0 ve oc>0 ise, b-d>0 iken,

xa+y=b
xcz+y=d, (x<0)
sisteminin ve b-d<0 iken,
x2a+y=b
xc+y=d, (x>0)

sisteminin birer tek ¢ézOmleri vardir.

a<0- . ve c¢<0 olmasi halinde, (b-d) (a-c)'1<0 ise,
xa+y=b

XC+y=d

sisteminin bir tek ¢dztmi vardir. E§er (b-d) (a-c)'1>0 ise,
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xza+y=b

x2c+y=d
sisteminin bir tek (x, y) ¢6z0mi oldugundan (1.3) sisteminin, her durumda
bir tek ¢6zUmd vardir. Dolayisiyla .(R. +, @) bir kartezyen gruptur. Bu
sistemde c¢arpimin, birlesme ve toplama Uzerine dagima o&zelliklerinin
saglanmadigini birer drnek ile gésterelim.

(20(-3))0(-2)=(-12)0(-2)=24

ve

20((-3)8(-2)) = 266=12
dir.

20(-5+3)=20(-2)=-8
ve

20(-5)+203=-20+6=-14
dir.

(-2+1)@3=(-1)©3=-9
ve

(-2)83+103=-18+3=-15

1

dir.
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2. EN KUCUK KARTEZYEN GRUP UZERINDE
PROJEKTIF DUZLEMLER

2.1. En Kig¢lik Kartezyen Grup

Fs={0,1,2,34} ., 5 in kalanlarindan olusan kiime olmak lzere Fj
tzerinde + ve - iglemleri sirasiyla 5§ modulline gére toplama ve garpma

islemleri iken (Fg,+,:) bir cisimdir.

S=FsxFg={ (x,y) | x,ye Fg} tzerinde © ve O iglemleri agagidaki
bicimde tanimlaniyor. (Panella 1965; Kaya 1978; Ozcan 1988)

(a, b) ® (c, d) = (a+c , b+d)

(ab)*(cd) , b=0 veya (bc-ad)2-2d2=0,1,4iken
(a,b) ® (c,d) =
- (a,b) * (c,d) , digerdurumlarda

Burada * iglemi de

(a.c , ad) , b=0 iken
(asb) *.. (C!d) = |
(@ac-b’d. (a>2) , b.c-ad), b=0 iken

ile belirli olsun. Béyle belirlenen (S, ®, @) sisteminin bir kartezyen grup

olduunu gdsterelim.
1) (S, ®), birim elemani (0,0) olan bir degismeli gruptur.

i) V a, b, ¢, de Fg igin,

(a,b) @ (c,d) = (a+c, b+d) €S olup islem kapalidir.
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V a, b, ¢, de Fg igin,
(a,b) © (c,d) = (a,b)

(a+c, b+d) = (a,b)

s:g: z } = g:g } = (0,0) birim eleman

V a, b, ¢, de Fg igin,
(a.b) @ (c,d) = (0.0)

(a+c, b+d) = (0,0)

§:§:g> = g:-.i} = (-a,-b) , (ab) nin tersidir.
V a, b, ¢, d,e, fe Fs igin,

(a,b) @ ((c.d)®(e.f))=(a,b)D(c+e, d+f) (D nin tanimindan)

= (a+(cre), b+(d+f))  (+ nin asos.)

= ((a+c)+e, (b+d)+f)
= (a+c, b+d) @ (e,f)

= ((a.b) ® (c.0)) ® (e.f

olduundan @ islemi birlegmelidir. 1), ii), iii), ve iv) den (S,®) bir gruptur.

Ayrica V a, b, ¢, de Fg igin,

(a,b) ® (c,d) = (a+c, b+d) (+ nin degisme &6z.)

= (c+a, d+b)

= (c,d) @ (a,b)

olduundan @ iglemi deJismelidir. Dolayisiyla (S,®) degismeli bir gruptur.
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(S.®) nin &zelliklerinin kolayca gdriilebilmesi igin ® iglemine iligkin gizelgeyi

verelim. Bu gizelgede kisalik saglamak igin her (x,y) €S elemant igin xy

gdsterimi_kullanilacaktir. Ornedin i. satirin bagindaki (a,b) ve j. stGtununun

bagindaki (c,d) elemanlari sirasiyla ab ve cd olarak yazilacak ve eger

(a,.b)®(c,d) = (u,v) ise bu

bigiminde gdsterilecektir.

eleman cizelgede i. satir ve |. sltunuda uv

©|00 01 02 03 04 10 11 12 13 14 20 21 22 23 24 30 31 32 33 34 40 41 42 43 4
oooooooobooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo
01|00 30 10 40 20 01 21 14 44 31 02 33 42 12 23 03 32 43 13 22 04 24 11 41 34
02{00 40 30 20 10 02 43 22 32 13 04 14 31 21 44 01 11 34 24 41 03 42 23 33 12
03{00 10 20 30 40 03 12 33 23 42 01 41 24 34 11 04 44 21 31 14 02 13 32 22 43
04/00 20 40 10 30 04 34 41 11 24 03 22 13 43 32 02 23 12 42 33 01 31 44 14 21
10/00 01 02 03 04 10 11 12 13 14 20 21 22 23 24 30 31 32 33 34 40 41 42 43 44
11/00 14 23 32 41 11 30 21 43 03 22 31 10 01 42 33 13 04 40 24 44 02 12 34 20
12(00 34 13 42 21 12 41 30 01 22 24 02 32 44 10 31 40 11 23 03 43 33 04 20 14
13/00 24 43 12 31 13 23 04 30 44 21 10 41 33 03 34 02 22 14 40 42 11 20 01 32
14100 44 33 22 11 14 02 42 24 30 23 43 04 10 34 32 21 40 Ol 12 41 20 31 13 03
20000 02 04 01 03 20 22 24 21 23, 40 42 44 41 43 10 12 14 11 13 30 32 34 31 33
21]00 22 44 11 33 21 04 32 40 12 42 30 03 24 14 13 41 31 02 20 34 43 10 23 Ol
22100 12 24 31 43 22 40 03 14 34 44 23 30 13 Ol 11 04 42 20 32 33 21 41 02 10
23/00 42 34 21 13 23 31 11 02 40 41 04 12 30 22 14 33 20 43 O 32 10 03 44 24
24100 32 14 41 23 24 13 40 33 01 43 11 21 02 30 12 20 03 34 44 31 04 22 10 42
30(00 03 01 04 02 30 33 31 34 32 10 13 11 14 12 40 43 41 44 42 20 23 21 24 22
31|00 23 41 14 32 31 42 10 22 04 12 44 34 03 20 43 30 02 21 11 24 01 33 40 13
32100 13 21 34 42 32 24 44 03 10 14 01 43 20 33 41 22 30 12 04 23 40 02 11 31
33/00 43 31 24 12 33 10 02 41 21 I1 32 20 42 04 44 01 13 30 23 22 34 14 03 40
34(00 33 11 44 22 34 O1 23 10 43 13 20 02 31 41 42 14 24 03 30 21 12 40 32 04
40(00 04 03 02 01 40 44 43 42 41 30 34 33 32 31 20 24 23 22 21 10 14 13 12 11
41100 11 22 33 44 41 03 13 31 20 32 12 01 40 21 23 34 10 04 43 14 30 24 42 02
42100 31 12 43 24 42 32 01 20 11 34 40 14 22 02 21 03 33 41 10 13 44 30 04 23
43100 21 42 13 34 43 14 20 04 33 31 03 23 11 40 24 10 44 32 02 12 22 01 30 41
44100 41 32 23 14 44 20 34 12 02 33 24 .40 04 13 22 42 01 10 31 11 03 43 21 130
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2) (s- {(0,0)}, ®) sisteminin bir yarigrup oldugunu g&sterelim.

o, Be S-{0.0)} igin,

a®x =
denkleminin bir tek x€ S ¢dzimi vardir. GUnkdy, i. satirin basinda bulunan bir
o elemani ve yine ayni satirda bir kez g&rilen 3 eleman: verildiginde eger
B, i. satir ve j. sttunundaki bir eleman ise j. sttunun bagindaki eleman

a®x=p denkleminin bir tek x&€S g¢dzumudur. Ornegin, 23Ox=12
denkleminin bir tek x= 22=(2,2)e S ¢6zUmu vardir.

o, Be S-{(0,0)} igin, xOo=p denkleminin bir tek x€ S ¢&zUMUNUN

oldugunu, yukarida satir ve sttuniarin rollerini degistirerek sdyleyebiliriz.

Her oS igin, 1000=0®10=a oldugu gizelgeden go&rilmektedir.
Dolayistyla (S— {(0,0)}, @) birim eleman: (1,0) olan bir yarigruptur.
. 3) Her o€ S igin

00@a=a®00=00.
oldudiu yine gizelgeden gdrulmektedir.
4) o, B, v, d€S ve a=f igin,

aOx® y= fOxES

denkleminin S (izerinde bir tek ¢6ziGmunin oldugunu gizelgeden gérebilmek
icin bu ifadeyi, (S,®) nin grup 6zelliklerinden,

(a®x)- (Bex) =p
biciminde yazalim. Cizelgede, & ve B nin bulundudu satirlarda olup ayni

sttunda bulunan eleman giftlerinin farki [l olan sUtun bir tek tanedir. Clnki

bu farklar her sotun icin farkli elemaniar vermektedir. Bu situnun basinda
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bulunan elemanda
0.@x® y= PExED

denkleminin aranan tek ¢éz{imuidlr. Bir 6rnek verelim:

120x®32 = 130xD41
denkleminin bir tek x=33=(3,3)e S ¢tzimui vardur.
5) o, B, v, de S, a=P igin,

xOody = vy

xOBR®y =
sisteminin bir tek (x,y)eS2 ¢8zUmindn oldugunu gdrebilmek igin bu ifadeyi,
(S,®) nin grup olma &zelliginden,

(xOo) - (xOB) =y-d=p
ve
y =¥ (xBa)

bigiminde yazalim.

a@x®dY = POXxDS

denkleminin ¢géziimiinde satir sttunlarin rollerini degistirerek
(x@a) - (xOB) = ¥-8 = K.
denkleminin bir tek xe8 g¢ézimunidn oldugunu sbéyleyebiliriz. xS
bulunduktan sonra, (S,®) nin grup olmasi nedeniyle
y=7- (x80)
esitligi yardlmtyla'bir tek ye S hemen bulunabilir. Dolayisiyla
xOoPy = vy

xOB®y= 5
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sisteminin bir tek (X,y)e s? ¢6zimi mevcuttur.

(S, &, @) sistemi carpmanin komutatiflifi, birlegimi yada toplama

dzerine dagumast gibi standart &zelliklerden hi¢ birini saglamaz. Bu

dzelliklerin saglanmadigini birer drnekle gbsterelim.

41024 =21 ve 24041 =04 (Degisme &zelligi yok).

(12030)042 = 31042 = 33 ve 120(30042) =12021=02 oldugundan
birlegme 6zelligi yoktur.

210(03P41) = 21044 = 01 ve (21003) ® (21041) = 11043 = 04

cldugundan soldan dagiima &zelligi yoktur.

(31004)O11 = 30011 = 33 ve (31011) ® (04011) = 426534 = 21

oldugundan sagdan dagilima &zelli§i yoktur.

2.2. P5S nin Insaasi
(25.Mertebeden bir projektif dizlemin Iinsaasi)
Duzlemin Noktalar Kimesi N |
625 ‘'afin’  nokta (xy), (x.yES)
25 ‘ideal’ ndkta (m), (meSs)
1 ‘ideal" nokta (eo)
Duzlemin Dogrular Kimesi D:
625 ‘afin' . dogru y=m®x®Dk, (m, ke S)
25 ‘afin' | dofru  x=A, (A eS)

1 ‘ideal’ dogru [oo]

Uzerinde Bulunma Bagintisi o:

(m) ideal noktast y=m@®x@®k, (her keS igin) dogrusu ve [co]dogrusu
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Gzerindedir. (oo) ideal noktast x=A , (VA€ S igin) dogrulari ve [e0] dogrusu
tizerindedir.

(x,y) ‘afin noktasi y=m®x@®k, (V m,keS) dodrusu Uzerindedir ve (x,y)
afin noktasi x=A, (A€ S) dogrusu (zerindedir.

Yani;

(x,y) 0 [m,k] < y=m®OxPk

ve
(x,y) o [A] < x=A esitlikleri gecerlidir.
{x,y) afin noktas! [¢e] dofrusu Ozerinde dedildir.

N noktalar kiimesi, D dogrular kiimesi ve o (izerinde bulunma bagintis

iken (N, D, o) sisteminin bir projektif diizlem oldugunu g&sterelim.

P1)
Pi=(X;,¥q) ve Py=(X,Yy,) ikifarkli nokta olsun.

Eger X; =X, ise P, .ve P, den gegen bir tek X=X; dogrusu
vardir. Xy =X, iken ¥4 #¥2 oldugundan P, ve P, den y = mOx®k seklinde bir
dogru gegémez. Eger P,ve P, den X, =X, iken y = mOx®k seklinde bir
dogru gegseydi (X4, ¥4) Ve (X4, ¥o) noktalari bu denklemi saglarlardi.

Yani,

(x1,ydo[mkle y =mex; @k

=y1= ] P, #P, i lisir.
(X1,Y2)0 [MK]e> yp=mOX, @ k y1=y2 olup Py#P; ile geligir

Eger Xy # Xy ise P, ve P, bir y = m®Ox®k dogrusu Uzerindedirler.
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Yani,
yy = mOx,@k
Yo = mMOX,®&k
sisteminin bir tek [m,k] ¢8zumu vardir. Dolayisiyla (Xq,Y4) ve (X5, Y5)

noktalarindan bir tek dogru geger. Clnkl X #X, oldujundan x =A seklinde

bir dogru P, ve P, den gegemez.

P2)
y=m,0x®K; ve Yy=m,0x®k, (m,#m, iken)
(m1 @X) = (m2@X) = k1 - k2 =k

denkleminin bir tek x ¢6zim( oldugundan y de tek olarak bulunabilir.

Dolayisiyla,
y = m;Ox&k,

dogrularinin bir tek (x,y) ortak noktalari vardir. x=A geklindeki dogrularda
sadece (o) ideal ortak noktasina sahip olduklarindan bu gekildeki iki

dogrunun arakesiti bir tek (eo)  noktasidir.

P3)

Her hangi G¢l dogrudag olmayan ddrt nokta ise daima bulunabilir.
Ornegin O= ((0,0), (0,0)), I = ((1,0), (1,0)), X = ((0,0)), ¥ = (e=) noktalarimn
herhangi G¢U dodrudas dedgildir.

Dolayisiyla (N, D, o) sistemi bir projektif diiziemdir.
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2.3. P5,S nin Dazglin Ddortgenleri

Onerme 2.3.1.

651.650.625.576

a0 dir.

P,S nin dlizgln dértgenlerinin sayisi

Ispat: Bu duzlemin bir ABCD dértgeninin kag¢ farkli sekilde
segilebilecedini goéstermek gerekir. Bu doérigenin ilk noktas: olan A noktasi
duziemin 651 noktasindan biri olarak segilebilir.

B noktasi A noktasindan farkli olacagindan
B ise kalan 650 nokta iginden segilebilir.
Doértgenin C noktasi AB dogrusu tzerinde
olmayacadindan ve AB {zerinde 26 nokia
bulundugundan C noktasi 651-26 = 625
farkli gekilde segilebilir. Ddrtgenin sonuncu
noktasi olan D noktasi, D %AB, DJAC ,
D¢BC &zelliginde olmasi gerektiginden
ve bu U¢ dodrunun yani, AB, BC, AC / AB \
dogrulari Uzerinde toplam 26+25+24=75 farkli nokta mevcut oldugundan,
D noktasi 651-75 = 576 farkli sekilde segilebilir. Ancak her hangi bir A'B'C'D’

ddrtgeninin kendi Uzerine permutasyonlar: sayisi 4! kadar oldugundan dolay!

P2S nin dizgln dortgenlerinin sayisi

651.650.625.576
41

dir.

2.4. P53S nin Kolinasyonlari

S uzerinde tanimlanin @ iglemi yardimiyla tanimlayabilece§imiz fa

déntisumuna gbzdnine alalim.
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f:x,y) — (x,y®a), (ae ) fy: MK ——[m, k@ a]
(m) —— (m) [A]— [A]
(o) —— () [oo] — > [e]
= f, 1-1 dir: Gunka f, (x;, y)=1,(X,¥2) = (x;, y,®©a)= (x,,y,Da)

Xq=Xo
yi®@a=y,®a, ((S, ®) grup oldugundan)

=Yy, @a-a=y,®a-a = Yy, =y, X;=Xp ]
1 2 y J- = (Xuyq=(xzyg dir
1=Y2

Simdi (%o s Yo,) noktasinin y=mO®x@®k dogrusu tzerinde oldugunu

kabul edelim. O zaman,
Yo=mOx, &K dir.

Esitligin her iki yanina a ilave edelim.

y,®a=(mOx, &kl ®a (Toplama asosyatif oldugundan)
YoPa=mex,®(kda)
= (x,,y,®a) noktasi y=m@x® (k® a) dogrusu uzerindedir.

Eger (X, .Y,) x=A dogrusu lizerinde ise (X,,Y, @ @) noktasida x=A dogrusu

Gzerindedir. Dolayisiyla fa dénisimi

far(m — (M) ve  (w) — (o) olur.
Kolinasyonlarla gegiskenlik arasindaki iligki gézdnine alinarak asagidaki

sonug verilebilir.
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Sonug: 2.4.1 P,S ((eo), [0o]) - gegigkendir.

2.5. P2S NIN ALT DUZLEMLERI

Bir Fano duziemi birgok projektif diizlemlerin alt projektif duzlemleri olarak da
ortaya g¢lkar. Bir projektif dluzlemdeki Fano altdlizlemleri bu projektif
duzlemin geometrik yapisinin da belirlenmesinde 6nemli rol oynar. (Giftgi-

Kaya 1990, Kirkpatrick, 1971).

2.5.1. P5S nin 2. Mertebeden Bazi Alt Duzlemileri

P5>S nin 2. mertebeden altdiziemlerini arastirirken, ilgili tam dértgenier

asagidaki sartlari saglayacak gsekilde segilmigtir.

0=((0,0),(0,0)), I=((1,0),(1,0)), X=((0,0)) ve P=((0,0),(a,b)) her hangi
gl dogrudas olmayan dort nokta olsun.

Bu durumda P=((0,0),(a,b)) de a=b=0 ise P=0O olup OIXP bir dizgln
dértgen olusturmaz. Eger P=((0,0),(a,b)) de a=1, b=0 ise P=((0,0),(1,0))
oldugundan I,X ve P noktalar dogrudas olacag igin yine OIXP bir dizgln
dértgen olusturmaz. Diger bitun durumiarda OIXP bir dizgtn dortgen
oldugundan bu do&rtgenlerin tamamlanmiglari olan konfigurasyonlarin

hangilerinin birer Fano duzlemi oldugunu, hangilerinin birer Fano dizlemi

olmadigini P=((0,0),(a,b)) deki a ve b nin diger segiliglerine gdre inceleyelim.

Onerme 2.5.1.1. P,S de P=((0,0),(a,b)) olmak uzere ac{2,3,4} ve

b=0 iken OIXP dd&rtgenlerinin tamamlanmiglari birer Fano dtzlemi dedgildir.

ispat: Ispat boyunca noktalar ve dogrular Sekil 2.5.1.1 deki konumda

olsun.
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Sekll 2.5.1.1.

I.Hal: Eger a=2, b=0 Ise P=((0,0),(2,0)) olup;
OP = [(0,0)], OX = [(0,0),(0,0)], IX = [(0,0),(1,0)] , PX = [(0,0),(2,0] dhir.

OPAIX = [(0,0)] A [(0,0),(1,0)] = (x, y) < x=(0,0)

y=(0,0) Ox @ (1,0) = y =(1,0)
= OPA IX = ((0,0), (1,0)) = L dir.
OIAPX = [(1,0),(0,0)] A [(0,0),(2,0) 1= (x,y) &> y= (1,0) ®x => y=x

y=(0,0) Ox®(2,0) = y=(2,0)=x

OIAPX = M = ((2,0),(2,0)) dir.

PI = ((0,0),(2,0))v((1,0).(1,0))=[m,k]<=>2,0) = m&(0,0)®k

(1 ,0) = m®(1 ,0)@(2’0) }l =>k= (2,0), ms= (4'0)

oldugundan PI = [(4,0),(2,0)] dir.

PIAOX = [(4,0),(2,0)] A [(0,0),(0,0)] = (x,y) < y=(0,0) -
y=(4,0)0X®(2,0) } = x=(2.0)

PIAOX =N=((2,0),(0,0)) dir.

OIXP nin tamamlanmigi olan konfigurasyonda L, M ve N noktalar

dogrudas ise buna bir Fano dizlemi denir.



26

LN=((0,0),(1,0)) v ((2,0),(0,0)) = [mk]<> (1,0)= m©(0,0)0k }=> k=(1,0)
(0,0)= me(2,0)8k | m=(2,0)

dir.

= LN = [(2,0),(1,0)] dur.

Varsayalim ki MoLN olsun.
MoLN <3((2,0),(2,0)) o [(2,0),(1,0)] < (2,0)= (2,0)©(2,0)®(1,0)

< (2,0) = (0,0)

olup bu bir geligkidir. Dolayisiyla L, M ve N noktalari dogrudas olmadigindan
OIXP dértgeninin tamamlanmigt olan konfigurasyon Fano dizlemi degildir.

Il.LHal: Eger a=3, b =0 ise P = ((0,0),(3,0)) olup,

0P=[(0-b)] »  OX=[(0,0),(0,0)] , IX=[(0,0),(1,0)] . PX=[(0,0).(3,0)],
OlI=[(1,0),(0,0)] dir.

OPAIX = L =((0,0),(1,0)) dr.

OIAPX=[(1,0),(0,0)]A [(0,0),(3,0) = (x,y) < y=(1,0)0x®(0,0) N
y=(0,0)@x®(3,0) >=> y=x=(3,0)

OIAPX=M=((3,0),(3,0)) dir.

PI=((0,0),(3,0)) v ((1,0),(1,0)) = [m,k] «>{3.0=m@ (0.0 ®k }: k =(3,0)
(1,0=m® (1,00 ® K m =(3,0)

oldugundan PI = [(3,0),(3,0)] dir.
PIAOX = [(3,0),(3,0)] A [(0,0),(0,0)] = (x,y) <>y = (0,0)
y = (3,0)0x®(3,0)=> x=(4,0)
= PIAOX = N = ((4,0),(0,0)) dir.
L, M ve N nin dogrudas olabilmeleri icin NoLM olmalidir.

LM=((0,0),(1,0)) v ((3,0),(3,0)) = [m,k](:)(1,0)= me (00) @k {_ k=(1,0)
(3,0=m@ (3,0) ®K) [ m=(4,0)

olduundan LM = [(4,0), (1,0)] dir.
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NoLM <> ((4,0),(0,0)) o [(4,0),(1,0)] < (0.0) = (4,0)0(4,0) ® (1,0)

< (0,0).= (2,0)

olup (0,0)#(2,0) oldujundan Nd:LM dir. Dolayisiyla OIXP d&rtgeninin

tamamilanmigi bir Fano diziemi degildir.

IIl.Hal: Eger a =4, b = 0 ise P =((0,0), (4,0)) olup;

OP = [(0,0)], OX = [(0,0),(0,0)], IX = [(0,0),(1,0)], PX = [(0,0),(4,0)1,
OI = [(1,0),(0,0)] dir.

OPAIX = L = ((0,0),(1,0)) dir.

OIAPX = [(1,0),(0,0)] A [(0,0),(4,0)}<>y=(1.0) ©x & (0,0) o
’ ’ y=(0,0) ©x ® (4,0) }F’ y =x=(4,0)

OIAPX = M = ((4,0),(4,0)) dir.

PI = ((0,0),(4,0)) v ((1,0),(1,0)) = [m,k]&=>(4,0) = m©(0,0)@k | _ k= (4,0)
| (1,0) = mO(1,0)8k [~ m=(2,0)

oldugundan PI = [(2,0),(4,0)] dir.

PIAOX = N = ((3,0),(0,0)) bu‘lunur.

L, M ve N noktalarinin dogrudag oiabilmeleri icin NoLM olmalidir.
LM = [(2,0),(1,0)] bulunur.

NoLM <> ((3,0),(0,0)) o [(2,0),(1,0)] <> (0,0) = (2,0) ® (3,0) ® (1,0)
< (0,0) = (2,0)

olup, (0,0)#(2,0) oldufundan Nd)LM dir.Yani OIXP dértgeninin tamamlanmigi

olan konfigurasyon bir Fano diizlemi degildir.

Onerme 2.5.1.2: P5S de P=((0,0),(a,b)) olmak Uzere a=0 ve

be{1,2,3,4} iken OIXP dértgenlerinin tamamlanmlslarl birer Fano dizlemi

olugtururlar.
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ispat: Ispat boyunca noktalar ve dogrular Sekil 2.5.1.2 deki konumda

olsun.
L

o) X
Sekil 2.5.1.2

I.Hal: Eger a=0, b=1 ise P = ((0,0),(0,1)) olup;

OP = [(0,0)], OX =[(0,0),(0,0)], IX = [(0,0).(1,0)], PX = [(0,0).(0,1)],
Ol = [(1,0),(0,0)] dir.

OPAIX = L = ((0,0),(1,0)) dir.

OIAPX =[(1,0).(0.0)]AL(0.0).(0,1)]= (x, y) <3y =(1.0)©x®(0.0) \ . ._
y=(0,0)©@x® (0,1) } =y=x=/(0,1)

= OIAPX = M = ((0,1),(0,1)) dir.

PI=((0,0),(0,1))v((1,0),(1,0))= [m,k]<>(0,1) = m(0,0)®k

(1,0) = m®(1,0)@k} =k =(0,1) vem=(1,4)

oldugundan PI = [(1, 4),(0,1)] dir.

PIAOX = [(1,4),(0,1)] A [(0,0),(0,0)] = (x, y) <>y = (0,0)
X = (2,2)
PIAOX = ((2,2),(0,0)) = N dir.

L, M ve N noktalarinin dogrudasg olabilmeleri icin NoLM olmalidir.

LM = ((0,0),(1,0)) v ({(0,1),(0,1)) = [m, k] <(1,0) = m&(0,0)®k }=> k = (1,0)
(0,1) =m®(0,1)@k [ ve m=(4,4)
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oldugundan LM = [(4, 4),(1,0)] dir.
NoLM < ((2,0),(0,0)) o [(4,4),(1,0)] < (0,0) = (4,4) ® (2,0) © (1,0)

< (0,0) = (0,0

olduundan L, M, N noktalari dogrudastir. Yani OIXP d&rtgeninin

tamamilanmigi bir Fano dizlemidir, bu dizlem r-‘1 ile gosterilir.

II.Hal: Eger a=0, b=2 ise P = ((0,0),(0,2)) olup;

OP = [(0,0)], OX =[(0,0)], IX = [(0,0),(1,0)], PX=[(0,0),(0,2)],
OI = [(1,0),(0,0)] dir.

OPAIX = L = ((0,0),(1,0)) dir.

OIAPX= [(1,0),(0,0)] A [(0,0),(0,2)]= (x, y) <=y = (1,0)0x&(0,0)

y = (0,0)0x8(0,2) } =x=y=(0.2)

=0IAPX = M = ((0,2),(0,2)) dir.

PI = ((0,0),(0,2)) v ((1,0),(1,0)) = < (0,2) = m&(0,0)&k } k=(02) o

(1,0) = me(1,000k [~ m=(1,3)

oldugundan PI = [(1,3),(0,2)] dir. °
PIAOX = [(1,3),(0,2)] A [(0,0),(0,0)] = (x, y) <>y = (0,0), X = (2,4)

PIAOX= N = ((2,4),(0,0)) dur.

L, M ve N noktalarinin dodrudas olabilmeleri igin NoLM olmalidir. O
halde

LM =((0,0),(1.0)) v ((0,2), (0,2)) = [m,k] <(1,0) = me(0,0)®k } _ k=(1,0)
(0,2) = me(0,2)0k [ =~ m= (4,3)

olduundan LM = [(4,3),(1,0)] dir.
NoLM <= ((2.4),(0,0)) o [(4,3),(1,0)] <> (0,0) = (4,3)0(2,4) &1,0)

< (0,0) = (0,0)

olup k&segen noktalari dogrudag olduundan OIXP dd&rtgeninin
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tamamlanmigt bir Fano dizlemidir, bu dizlem F2 ile gosterilir.

lll.Hal: Eger a=0, b=3 Iise P =((0,0),(0,3)) olup;

OP = [(0,0)], OX =[(0,0),(0,0)], IX ={[(0,0).(1,0)], PX = [(0,0),(0,3)],
oI = [(1,0),(0,0)] dir.

OPAIX = L = ((0,0),(1,0)) dir.

OIAPX = [(1 ,0),(0,0)] A [(0,0),(0,3)] = (x,y) & x =Yy = (0.3)
=> OIAPX = M = ((0,3),(0,3)) dur.

PI= ((0,0),(0,3)) v ((1,0),(1,0)) = [mk] < k = (0,3) ve m = (1,2)
oldugundan PI = [(1,2),(0,3)] dogrusudur.
PIAOX = [(1,2),(0,3)] A [(0,0),(0,0)] = (x,y) <y =(0,0) ve x=(2,1)

dolayisiyla PIAOX = N = ((2,1),(0,0)) dur.

OIXP dérigeninin tamamlanmigsinin Fano dizlemi olabilmesi i¢cin L, M, N

k&segen noktalari dogrudas olmasi gerektiinden MoLN olmalidir. O halde

LN = ((0,0),(1,0)) v ((2,1),(0,0)) = [m,k] & k = (1,0), m = (4,2)
oldujundan LN = [(4,2),(1,0)] dir.

MoLN < ((0,3),(0,3)) o [(4,2),(1,0)] <> (0,3) = (4,2)©(0,3) @ (1,0)
&< (0,0) = (0,0)

olup kdsegen noktalar dogrudas oldugundan OIXP dértgeninin tamamlanmigi

olan konfigurasyon bir Fano dizlemidir, bu dizlem F3 ile gésterilir.

IV. Hal: Eger a=0, b=4 ise P=((0,0),(0,4)) olup;

OP =[(0,0)], OX=[(0,0),(0, 0)], IX =[(0,0),(1,0), PX =[(0,0),(0,4)],

Ol = [(1,0),(0,0)] dur.
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OPAIX = L = ((0,0).(1,0)) ilk késegen noktasidir.

OIAPX = [(1,0).(0,0)] A [(0,0).(0,4)] = (x,y) <>y = X = (0,4)

=> OIAPX = M = ((0,4),(0,4)) ikinci kégegen noktasidir.

PIAOX = N {g¢lnci kdsegen nokta olacagindan

PI = ((0,0),(0,4)) v ((1,0),(1,0)) = [m,K] <> k = (0,4), m = (1,1)
olduundan PI = [(1,1),(0,4)] dur.

PIAOX = [(1,1),(0,4)] A [(0,0),(0,0)] = (x,y) <=y = (0,0), x = (2,3)

dolayisiyla PIAOX = N = ((2,3),(0,0)) uglnci késegen noktasidir.
L, M, N kdsegen noktalari dogrudag ise NoLM olmalidir.
LM = {(0,0),(1,0)) v ((0,4),(0,4)) = [mKk] & k = (1,0) ve m = (4,1)
oldugundan LM = [(4,1),(1,0)] dir. |
NoLM < ((2,3),(0,0)) o [(4,1),(1,0)] & (0,0) = (4,1)© (2,3) @ (1,0)
< (0,0) = (0,0)
oldugundan k&segen noktalari dogrudasg, dolayisiyla OIXP dortgeninin

tamamlanmast olan konfigurasyon bir Fano ddzlemidir, bu diizlem F4 ile

gosterilir.

Onerme 2.5.1.3: P,S de P = ((0,0),(a,b)) olmak Uzere
a, be{1,2,3,4} iken OIXP ddrtgenlerinin tamamlanmiglari birer Fano duzlemi

olugtururlar.

Ispat: Ispat boyunca noktalar ve dogrular Sekil 2.5.1.3 deki konumda-

olsun.
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o X
Sekil 2.5.1.3.

I.Hal: Eger a=b=1 Ise P = ((0,0),(1,1)) olup;

OP = [(0,0)], OX =[(0,0),(0,0)], IX =[(0,0),(1,0)], PX = [(0,0),(1.1)],
oI = [(1,0),(0,0)] dir.

OPAIX = L = ((0,0),(1,0)) dir.

OIAPX = [(1,0),(0,0)] A [(0,0),(1,1)] = (x, y) & x =y = (1,1)

= OIAPX = ((1,1),(1,1)) = M dir.

PI = ((0,0).(1,1)) v ({(1,0),(1,0)) = [mk] & k = (1,1), m = (0,4)
oldugundan  PI = [(0,4),(1,;)] dir.

PIAOX = [(0,4),(1,1)] A [(0,0),(0,0)] = (x, ¥) <>y = (0,0), x = (4,2)

PIAOX = N = ((4,2),(0,0)) dur.
L, M ve N k&segen noktalari dogrudag ise NoLM olmalidir.

LM = ((0,0),(1,0)) v ((1,1),(1,1)) = [M,k] <> k = (1,0), m = (3,4)

oldugundan LM = [(3,4),(1,0)] dir.

NoLM <> ((4,2),(0,0)) o [(3,4),(1,0)] &> (0,0) = (3,4)@(4,2) @ (1,0)
< (0,0) = (0,0)

olup kégsegen noktalar dogrudas oldugundan OIXP ddrtgeninin tamamlanmigi

olan konfigurasyon bir Fano dizlemidir, bu diziem F5 ile gdsterilir.
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N.Hal: Efer a=b=2 Iise P = ((0,0).(2,2)) olup;

OP =[(0,0)], OX =[(0,0),(0,.0)], IX =[(0,0),(1,0), PX =[(0,0),(2,2)],
oI = [(1,0),(0,0)] dir. '

OPAIX = L = ((0,0),(1,0)) dur.

OIAPX = [(1,0),(0,0)] A [(0,0),(2,2)] = (x,y) <> x =Y = (2,2)

=> OIAPX = M = ((2,2),(2,2)) dir.

PI = ((0,0).(2,2)) v ((1,0),(1,0)) = [m,K] < k = (2,2) ve m = (4,3)
oldugundan  PI = [(4,3),(2,2)] dir.

PIAOX = [(4,3).(2,2)] A [(0,0),(0,0)] = (x,y) <y = (0,0), x = (1,4)

PIAOX = ((1,4),(0,0)) = N dir.
L, M, N késegen noktalar dogrudag ise NoLM olmalidir.

LM = ((0,0),(1,0)) v ((2,2),(2,2)) = [mK] <> k = (1,0), m = (2,3)

oldugundan LM = [(2,3),(1,0)] dir.

NoLM <> ((1,4),(0,0)) o [(2,3).(1,0)] & (0,0) = (2,3) © (1,4) © (1,0)
= (0,0) = (0,0)

olup L, M, N késegen noktalari dogrudag oldugundan OIXP d&rtgeninin

tamamlianmigi olan konfigurasyon bir Fano duzlemidir, bu duzlem Fs ile

gosterilir.

Ill.Hal: Eger a=b=3 ise P = ((0,0),(3,3)) olup;

OP = [(0,0)], OX =[(0,0),(0,0)], IX = [(0,0),(1,0)], PX = [(0,0).(3,3)],
oI = [(1,0),(0,0)] dir.

OPAIX = L = ((0,0),(1,0)) dur.

OIAPX = [(1,0),(0,0)] A {(0,0),(3,3)] = (x,y) &> x =Yy = (3,3)
=> OIAPX = M = ((3,3),(3,3)) dur.

PI = ((0,0),(3,3)) v ({(1,0),(1,0)) = [Imk] & k= (3,3) ve m=(3,2)
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oldugundan PI = [(3,2),(3,3)] ddr.
PIAOX = [(3,2),(3,3)] A [(0,0),(0,0)] = (x,¥) <>y = (0,0), x = (3,1)
PIAOX = N = ((3,1),(0,0)) dir.

L, M, N kégsegen noktalarinin dogrudag olabilmesi igin MoLN olmaiidir.
LN = ((0,0),(1,0)) v ((3,1),(0,0)) = [m,k] &> k = (1,0) ve m = (1,2)
oldujundan LN = [(1,2),(1,0)] dir.

MoLN <> ((3.3).(3,3)) o [(1,2).(1,0)] < (3,3) = (1,2) © (3,3) ® (1,0)

< (3,3) = (3,3)
olup kd&gegen noktalar dogrudas oldugundan OIXP dortgeninin

tamamianmasi bir Fano dlzlemidir, bu dizlem F7 ile g&sterilir.

IV.Hal: EJer a=b=4 ise P = ((0,0),(4,4)) olup;
OP = [(0,0)], OX = [(0,0),(0,0)], IX =[(0,0),(1,0)], PX = [(0,0),(4,4)],
OI = [(1,0),(0,0)] dir.
OPAIX = L = ((0,0),(1,0)) dir.
OIAPX = M = ((4,4),(4,4)) dur.
PI = ((0,0),(4,4)) v ((1,0),(1,0)) = [m,k] < k = (4,4), m = (2,1)
oldujundan PI = [(2,1),(4,4)] ddr.
PIAOX = [(2,1),(4.4)] A [(0,0),(0,0)] = (x,y) <y = (0,0), x = (0,3)
PIAOX = N = ((0,3),(0,0)) dir.
L, M, N késegen noktalari dodrudas ise NoLM olmalidir.
LM = ((0,0),(1,0)) v ((4,4),(4,4)) = [mk] < k= (1,00 ve m=(0,1)

oldugundan LM = [(0,1),(1,0)] dir.

NoLM < ((0,3),(0,0)) o [(0,1),(1,0)] <> (0,0) = (0,1) © (0,3) & (1,0)

<~ (0,0) = (0,0)
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olup OIXP nin tamamlanmig! bir Fano dizlemidir, bu dizlem Fs ile gb6sterilir.

V. Hal: Eer a=1 ve b=2 ise P =((0,0),(1,2)) olup;

OP = [(0,0)], OX = [(0,0),(0,0)], IX =[(0,0),(1,0)], PX =[(0,0),(1,2)],
OI = [(1,0),(0,0)] dir.

OPAIX = ((0,0),(1,0)) = L dir.

OIAPX = [(1,0),(0,0)] A [(0,0),(1,2)] = (x,y) <& Y =X = (1,2)
= OIAPX = M = ((1,2),(1,2)) dir.

PI = ((0,0),(1,2)) v ((1,0),(1,0)) = [mKk] <>k = (1,2), m = (0,3)
oldudundan PI = [(0,3),(1,2)] dir.
PIAOX = [(0,3),(1,2)] A [(0,0),(0,0)] = (x,y) <>y = (0,0), x = (4,4)
PIAOX = ((4,4),(0,0)) = N dir.

L, M, N kdgegen noktalari dogrudag ise NoLM olmaldir.
LM = ((0,0),(1.,0)) v ((1,2),(1,2)) = [m,K] < k = (1,0), m = (3,3)
olduundan LM = [(3,3),(1,0)] duir.

NoLM <> (0,0) = (3,3) © (4,4) @ (1.0)

<> (0,0) = (0,0)
olup k&gsegen noktalar dogjrudas oldujundan OIXP dértgenlerinin

tamamlanmigi bir Fano dilizlemidir ve Fg ile gosterilir.

VL. Hal: Eger a=1 ve b=3 ise P =((0,0),(1,8)) olup;

OP =[(0,0)], OX =[(0,0),(0,0)], IX =[(0,0),(1,0)], PX = [(0,0),(1,3)],
Ol = [(1,0),(0,0)] dir.

OPAIX = L = ((0,0),(1,0)) dir.

OIAPX = M ((1,3),(1,3)) ddr.

PI = ((0,0),(1,3)) v ((1,0),(1,0)) = [mk] & k = (1,3), m = (0,2)
oldugundan PI = [(0,2),(1,3)] dur.
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PIAOX = [(0,2),(1,3)] A [(0,0),(0,0)] = (x,y) <>y = (0,0}, x = (4,1)

=> PIAOX = ((4,1),(0,0)) = N dir.
L, M, N kdsegen noktalarinin dogrudag olmasi igin NoLM olmalidir.

Buradan
LM = [(3,2),(1,0)] bulunur.

NoLM <> ((4,1),(0,0)) o [(3,2).(1,0)] < (0,0) = (3,2) ® (4,1) ® (1,0)

< (0,0) = (0,0)

olup OIXP d&rtgeninin tamamlanmigi bir Fano dizlemidir ve F10 ile g&sterilir.

VIl. Hal: Eer a=1 ve b=4 ise P=((0,0),(1,4)) olup;

OP = [(0,0)], OX =[(0,0),(0,0)], IX = [(0,0),(1,0)], PX = [(0,0),(1,4)],
OI = [(1,0),(0,0)] dir.

OPAIX = L = ((0,0),(1,0)) dir.

OIAPX = M = ((1,4),(1,4)) dr.

PI = ((0,0),(1,4)) v ((1.0),(1,0)) = [m:k] k= (1x4) ve m= (0’1)
oldugundan PI = [(0,1),(1,4)] dir.

PIAOX = [(0,1).(1,4)] A [(0,0),(0,0)] = (x,y) <y = (0,0), x = (4,3)

= PIAOX = ((4,83),(0,0)) = N dur.

L, M, N késegen noktalarinin dogrudag olabilmesi igin NoLM olmalidir.

Buradan,
LM = ((0,0),(1,0)) v ((1,4),(1,4)) = [m,k] <>k = (1,0), m = (3,1)
oldugundan LM = [(3,1),(1,0)] bulunur.
NoLM <> ((4,3),(0,0)) o [(3,1),(1,0)] <> (0,0) = (3,1)® (4,3) ® (1,0)
& (0,0) = (0,0)

olup OIXP dértgeninin tanimlanmigi bir Fano dlzlemidir ve Fﬂ ile gosterilir,
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VIIl. Hal: Eer a=2 ve b=1 Ise P =((0,0),(2,1)) olup;

OP =[(0,0)], OX =[(0,0),(0,0)], IX =[(0,0),(1,0)], PX =1[(0,0),(2,1)]
OI = [(1,0),(0,0)] dir.

OPAIX = L = ((0,0),(1,0)) ve OIAPX =M= ((2,1),(2,1)) dir.

PI = ((0,0),(2,1)) v ((1,0),(1,0)) = [mKk] <>k = (2,1) ve m = (4,4)
oldujundan PI = [(4,4),(2,1)] dir.

PIAOX = [(4,4),(2.1)] A [(0,0),(0,0)] = (x,y) <&y = (0,0), x = (1,2)

= PIAOX = N = ((1,2),(0,0)) dir.

Elde edilen konfigurasyonun Fano duzlemi olabilmesi i¢in L, M ve N
noktalarinin dogrudas olmasi gerektiinden NoLM olmalhidir. Buradan
LM = ((0,0),(1,0)) v ((1,2),(1,2)) = [m,k] < k = (1,0) m = (2,4)

olduundan LM = [(2,4),(1,0)] olarak bulunur.

NoLM <> ((1,2),(0,0)) o [(2,4),(1,0)] <> (0,0) = (2,4)® (1,2) &(1,0)

< (0,0) = (0,0)

olup OIXP nin tamamianmigi bir Fano dizlemidir, bu dizlem F12 ile gbsterilir.

IX. Hal: Eer a=2 ve b=3 ise P =((0,0),(2,3)) olup;

OP = [(0,0)], OX = [(0,0),(0,0)], IX = [(0,0),(1,0)]. PX = [(0,0),(2,3)] ve
OI = [(1,0),(0,0)] dogrulart elde edilir.
OPAIX ='((0,0),(1,0)) =L noktasi birinci k8segen noktasidir.

OIAPX = ((2,3),(2,3)) = M noktasida ikinci kdsegen nokta olarak bulunur.
PI = ((1,0),(1,0)) v ((0,0),(2,3)) = [mk] & k = (2,3) ve m = (4,2)
oldugundan PI = [(4,2),(2,3)] dur.

PIAOX = (x,y) & y = (0,0 ve x = (1,1) olacagindan

PIAOX = ((1,1),(0,0)) = N Gglincl késegen noktadir.
L, M ve N noktalar ejer dogrudag ise NoLM olmalidir. Buradan,
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LM = ((0,0),(1,0)) v ((2,3).(2,3)) = [m,k] < k = (1,0) m = (2,2)
= LM = [(2,2),(1,0)] dr.
NoLM <> ((1,1),(0,0)) o [(2,2),(1,0)] <> (0,0) = (2,2) ® (1,1) & (1,0)

< (0,0) = (0,0)
olduundan OIXP dértgeninin tamamlanmigi olan konfigurasyon bir Fano

duziemidir ve Fy5 ile gosterilir.

X.Hal: Eder a=2 ve b=4 ise P =((0,0),(2,4)) olup;

OP = [(0,0)], OX = [(0,0),(0,0)], IX = [(0,0).(1,0)], PX = [(0,0).(2,4)] ve

OI = [(1,0),(0,0)] dogrulari noktalarin ikiger lkiger birlestiriimesiyle hemen
elde edilebilir. Sonra

OPAIX = ((0,0),(1,0)) = L arakesit noktasI ve

OIAPX = ((2,4),(2,4)) = M arakesit noktasi bulunur.
PI = ((0,0),(2,4)) v ((1,0),(1,0)) = [m,k] <> k = (2,4) ve m = (4,1)
oldugundan PI = [(4,1),(2,4)] dodrusu bulunur.
PIAOX = [(4,1),(2,4)] A [(0.0).(6.0)] = (xy) &y = (0,0), x = (1,3)
=> PIAOX = ((1,3),(0,0)) = N arakesit noktasida elde edilir.
Bu L, M ve N noktalari dofrudag ise NoLM olmalidir. Buradan,

LM = ((0,0).(1,0)) v ((2,4),(2,4)) = [m,k] &> k = (1,0) ve m = (2,1)
olduundan LM = [(2,1),(1,0)] olarak bulunur.

NoLM <> ((1,3),(0,0)) o [(2,1),(1,0)] < (0,0) = (2,1) ® (1,3) ® (1,0)

< (0,0) = (0,0)
oldugundan elde edilen konfigurasyon bir Fano dilizlemidir ve F14 ile

gSsterilir.

Xl. Hal: Eger a=3 ve b=1 ise P =((0,0),(3,1)) olup;
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OP = [(0,0)], OX = [(0,0),(0,0)], IX = [(0,0),(1,0)], PX = [(0,0),(3,1)],
Ol = [{1,0),(0,0)] dogrular1 elde edilir. Sonra

OPAIX = ((0,0),(1,0)) =L ve OIAPX = ((3,1),(3.1)) =M
arakesit noktalari bulunur.
PI = ((0,0).(3,1)) v ((1,0),(1,0)) = [m,k] < k = (3,1) ve m = (3,4)
olduundan PI = [(3,4),(3,1)] dir.
PIAOX = [(3,4),(3,1)] A [(0,0),(0,0)] = (x,y) <>y = (0,0), x = (3,2)
=> PIAOX = ((3,2),(0,0)) = N arakesit noktasi elde edilir.

Bu L, M ve N noktalari dogrudas ise NoLM olmahdir. Buradan,
LM = ((0,0),(1,0)) v ((3,1),(3,1)) = [m,k] < k = (1,0) ve m = (1,4)
olduundan LM = [(1,4),(1,0)] dogrusudur.
NoLM <> ((3,2),(0,0)) o [(1,4),(1,0)] <> (0,0) = (1,4) © (3.2) ® (1,0)

<> (0,0) = (0,0)

oldugundan olusturulan konfigurasyon bir Fano duzlemidir, bu dizlem F-'15 ile

gdsterilir.

XIl. Hal: E§er a=3 ve b=2 ise P =((0,0),(3,2)) olup;
OP = [(0,0)], OX = [(0,0),(0,0)], IX = [(0,0),(1,0)], PX = [(0,0),(3,2)],
OI = [(1,0),(0,0)] dogrular bulunur. Daha sonra

OPAIX = ((0,0),(1,0)) =L ve OIAPX = ((3,2),(3,2)) = M

arakesit noktalari elde edilir.

PI = ((0,0).(3,2)) v ((1,0),(1,0)) = Imk] <>k = (3,2) ve m = (3.3)
oldugundan PI = [(3,3).(3,2)] dogrusudur.

PIAOX = [(3,3),(3,2)] A [(0,0),(0,0)] = (x,y) <>y = (0,0), x = (3,4)

= PIAOX = ((3,4),(0,0)) = N  arakesit noktasi elde edilir.

Elde edilen L, M ve N noktalarinin dogrudas olabilmesi i¢cin NoLM



40

olmalidir. Buradan,

LM = ((0,0),(1,0)) v ((3.2),(3,2)) = [m,k] <> k = (1,0) ve m = (1,3)
= LM = [(1,3),(1,0)] doFrusudur. |
NoLM < ((8,4),(0,0)) o [(1,3),(1,0)] < (0,0) = (1,3) © (3,4) & (1,0)

< (0,0) = (0,0)
oldugjundan kd&segen noktalari dodrudag olan bu konfigurasyon bir Fano

duzlemidir ve Fyg ile gdsterilir.

XIll. Hal: Eer a=3 ve b=4 ise P = ((0,0),(3,4)) olup;
OP = [(0,0)], OX = [(0,0),(0,0)], IX = [(0,0),(1,0)], PX = [(0,0),(3,4)],
Ol = [(1,0), (0,0)] dogrulart bulunur. Sonrada

OPAIX = ((0,0),(1,0)) =L ve OIAPX = ((3,4),(3,4)) =M

arakesit noktalari bulunur.

PI = ((0,0),(3,4)) v ((1,0),(1,0)) = [m,k] <> k = (3,4) ve m = (3,1)
oldugundan PI = [(3,1),(3,4)] dogrusudur.

PIAOX = [(3,1),(3,4)] A [(0,0),(0,0)] = (x.y) <>y = (0,0), X = (3,3)

= PIAOX = ((3,3),(0,0)) = N arakesit noktas! elde edilir.

Elde edilen bu L, M, N noktalarinin dogrudag olabilmeleri igin NoLM

olmalidir.

LM = ((0,0),(1,0)) v ((3,4),(3,4)) = [mk] & k = (1,0) ve m = (1,1)
= LM = [(1,1),(1,0)] dogrusudur.
NoLM < ((83,3),(0,0)) o [(1,1),(1,0)] <> (0,0) = (1,1) ® (3,3) @ (1,0)

< (0,0) = (0,0)
oldugundan elde edilen konfigurasyon yine bir Fano dizlemidir ve F17 ile

gdsterilir.
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XIV. Hal: Efjer a=4 ve b=1 Iise P = ((0,0),(4,1)) olup;

OP = [(0,0)], OX =[(0,0),(0,0)], IX = [(0,0),(1,0)], PX = [(0,0).(4,1)],
OI = [(1,0),(0,0)] dogrulan bulunur. Sonra

OPAIX = ((0,0),(1,0)) =L ve OIAPX = ((4,1),(4,1)) =M

arakesit noktalari bulunur.

PI = ((0,0),(4,1)) v ((1,0),(1,0)) = [m,k] <> k = (4,1) ve m = (2,4)

oldugundan PI = [(2,4),(4,1)] dodrusudur.

PIAOX = [(2,4),(4,1)] A [(0,0),(0,0)] = (x,y) &y = (0,0), x = (0,2)
=> PIAOX = ((0,2),(0,0)) = N arakesit noktas! bulunur.

Bulunan bu L, M ve N noktalari dogrudag ise NoLM olmalidir.

LM = ((0,0),(1,0)) v ((4,1),{4,1)) = [m,k] & k = (1,0) ve m = (0,4)
=> LM = [(0,4),(1,0)] dogrusudur.
NolLM < ((0,2),(0,0)) o [(0,4),(1,0)] < (0,0) = (0.4) © (0,2) © (1,0)

< (0,0) = (0,0)

oldugundan elde edilen konfigurasyon bir Fano dUzlemidir, bu dizlem F18 ile

gbsterilir.

XV. Hal: Ejer a=4 ve b=2 ise P =((0,0),(4,2)) olup;

OP = [(0,0)], OX = [(0,0),(0,0)], IX = [(0,0),(1,0)], PX = [(0,0).(4,2)],
Ol = [(1,0),(0,0)] dogrulari bulunur. Sonra

OPAIX = ((0,0),(1,0)) = L ve OIAPX = ((4,2),(4,2)) = M

arakesit noktalari bulunur.

PI = ((0,0),(4,2)) v ((1,0),(1,0)) = [m,k] <>k = (4,2) ve m = (2,3)

oldugundan PI = [(2,3),(4,2)] dogrusudur.

PIAOX = [(2,3),(4,2)] A [(0,0),(0,0)] = (x,y) <>y = (0,0), x = (0,4)

= PIAOX = ((0,4),(0,0)) = N arakesit noktasi bulunur.
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Bulunan bu L, M ve N noktalar dogrudag ise NoLM olmahdir.
LM = ((0,0),(1,0)) v ((4,2),(4,2)) = [mK] & k = (1,0) ve m = (0,3)
= LM = [(0,3),(1,0)] dogrusudur.
NoLM < ((0,4),(0,0)) o [(0,3),(1,0)] < (0,0) = (0,3) ® (0,4) © (1,0)

< (0,0) = (0,0)

oldugjundan elde edilen konfigurasyon bir Fano dizlemidir, F19 ile g&sterilir.

XVI. Hal: Eer a=4 ve b=3 ise P = ((0,0),(4,3)) olup;

OP = [(0,0)], OX = [(0,0),(0,0)], IX = [(0,0),(1,0)], PX = [(0,0),(4,3)],
Ol = [(1,0),(0,0)] dogrular bulunur. Sonra da

OPAIX = ((0,0),(1,0)) =L ve OIAPX = ((4,3),(4,3)) =M

arakesit noktalari bulunur.
PI = ((0,0),(4,3)) v ((1,0),(1,0)) = [m,k] & k = (4,3) ve m = (2,2)
oldugundan PI = [(2,2),(4,3)] dogrusudur.
PIAOX = [(2,2),(4,3)] A [(0,0),(0,0)] = (x,y) <>y = (0,0), x = (0,1)
= PIAOX = ((0,1),(0,0)) = N arakesit noktasi bulunur.
Bulunan bu L, M ve N noktalari dogrudas ise NoLM olmalidir. O halde

LM = ((0,0),(1,0)) v ((4,8),(4,3)) = [mK] < k = (1,0) ve m = (0,2)
=> LM = [(0,2),(1,0)] doJrusudur.
NoLM <= ((0,1),(0,0)) o [(0,2),(1,0)] <> (0,0) = (0,2) ® (0,1) & (1,0)

< (0,0) = (0,0)
oldugundan elde edilen konfigurasyon bir Fano duzlemidir, bu dizlem on ile

g8sterilir.
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Sonug. 2.5.1.4: O= ((0,0),(0,0)), I= ((1,0),(1,0)), X = ((0,0))ve
P = ((0,0),(a,b)) olmak Uzere
i) b#0 iken OIXP nin tamamlanmigi olan konfigurasyonlar birer Fano
duzlemi olustururlar. (Bunlarin sayisi 20 tanedir.)
ii) b=0 ve a#0,1 iken OIXP nin tamamlanmigi olan konfigurasyonlar

birer Fano dluzlemi degildir. (Bunlarin sayis1 3 tanedir.)

Onerme 2.5.1.5: 0=((0,0),(0,0)), I=((1,0),(1,0)), X=((0,0)) ve
P=((a,b) , (c,d) ) olsun. a, b ikisi birlikte sifir olmamak kosulu ile P o [(a.,b)]
olmak Uzere a ve b nin degigik de§erleri igin agagidaki ifadeler gegerlidir:

1) b=d#0 olmak lizere c=a+1 veya c=a+3 lken OIXP nin tamamlanmigi
olan konﬁgurasyonlar‘birer Fano dﬂilemidir. (Bunlarin sayisi 40 dir.)

1) i) kosulunun saglanmadi§i durumlarda OIXP nin tamamlanmigt olan

konfigurasyonlar birer Fano dlizlemi degildir. (Bunlarin sayist 519 dir.)

Ispat: i) ve ii) ifadelerinin gegerli olduklari tek tek hesap yapilarak

g8sterilir. Buna bir 6rnek verelim.

Ornek 2.5.1.6: P;((o,1),(1.1)) ise a=0, b=1, c¢=1 ve d=1
oldujundan b=d ve c=a+1 dir. Bdylece yukaridaki énermenin (i) sikkimin
hipotezleri saglanir. OIXP nin tamamlanmigi olan konfigurasyonunun
dogrulars:

OP = [(4,1),(0,0)], PX = [(0,0),(1,1)], OI = [(1,0),(0,0)], OX
IX = [(0,0),(1,0)], PI = [(2,1),(4,4)] ve LM = [{1,3),(4,3)] dir.

i

[(0,0),(0,0)],

Noktalarda; O, I, X, P, L = ((3,2),(1,0)), M = ((1,1),(1,1)) ve N

|

((0.3),(0,0))
dir.

Diger taraftan NoLM < (0,0) = (1,3) ® (0,3) @ (4,3) oldugundan OIXP

nin tamamlanmig! bir Fano dizlemidir.
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Sonug¢ 2.5.1.7: O, I, X i kapsayan Fano dlzlemlerinin sayisi

20+40=60 dur.

Onerme 2.5.1.8: P = ((0,0),(a,b)) iken b0 olmak Uzere PyS de

OIXP nin tamamlanmiglarindan elde edilen Fano duzlemlerinin her birine

izomorf 24 farkli Fano dizlemi vardir.

Ispat: P3S de Fy,F,, ... ,Fy Fano dizlemlerinin her birine izomorf 24

farkli Fano dizlemi bulmak igin F (i=1,2,..,20) lerin

fa (ae S-{(0,0)}) kolinasyonlar: altindaki g&rintilerl olan F‘fa Fano

dizlemlerinin her birinin en az bir farkli nokta igerdigini gtstermek yeterli

olacaktir. Yani;

fa
Fy —F 115 Frtgpr o Frigy

fa
F2 of 2fpq? F2f02 LA F2f44

fa
F20 ok 201pq F20 fop * o F20 f44

olmak Uzere her Fifr;& F“s ,r#s(r,se S-{(0,0)}) oldugu gdsteriimelidir.

Bunun igin her bir F; diizleminde bulunan I = ((1,0),(1,0)) noktasinin f,

kolinasyonu altindaki gérintisiinin her bir Fi ty dizleminde farkli oldugunu
gésterelim. Her ae S - {(0,0)} igin f, kolinasyonu I noktasinin sadece ikinci

bilesenine etki edecedinden, her bir @€ S-{(0,0)} igin I noktasinmin f,
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altindaki g8rtuntisti olan noktalar farkli olacaktir. Dolayisiyla her bir Fifa

duzleminde I noktasinin gdrintdsu farkli olacagindan, her bir F; Fano

diizlemine izomorf 24 farkli F; oy Fano dtzlemi vardir.

Onerme 2.5.1.9: P = ((0,0),(a,b)) iken b=0 olmak Uzere P2S de

OIXP dértgenlerinin tamamlanmist olan konfigurasyonlardan Fano

Aksiyomunu saglayanlarin her birine izomorf 24 farkh konfigurasyon vardir.

Ispat: P,S projektif dizleminin P noktas! yukaridaki kosul altinda

verildiginde Fano aksiyomunu saglayan yanliz 3 konfigurasyon mevcuttur.

Onerme 2.5.1.8 in ispatindaki yolla bu konfigurasyonlarin fa kolinasyonu

altindaki géruntileri olan konfigurasyoniarin farkh oldugu gd&rtltr.

Onerme 2.5.1.10: b#0 olmak lzere P = ((0,0),(a,b)) oisun. P,S de

F,

7 ((=1,2,..,20) Fano duzlemlerine izomorf olan f, (ae S-{(0,0)})

kolinasyonlari altindaki gérinti diizlemleride birbirlerinden farkhidirlar. Yani;

F”r # Fffs (i#j,i,j=1,2,..,20;r,se S-{(0,0}) dir, (bunlarin

sayisi 20.24 = 480 dir.)

Ispat: FI lerin fr kolinasyonlar! altindaki gérlntlleri ve Fj lerin de
fy kolinasyonlar: altindaki gé&rinttleri tek tek hesaplanarak Fifr ;eijs

oldugu gé&raldr.
Simdi bunu bir &rnekle agiklayalim. Ornegin; Cizelge 2.5.1.1 ve

Cizelge 2.5.1.2 deki F; ve F, Fano duzlemleriigin F, f ¢F2fs dir.
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F1 ((0,0),(0,0)) ((1,0),(1,0)) ((0,0),(0,1)) ((0,0),(1,0)) ((0,1),(0,1)) ((2,2),(0,0))
Fitg | ((0,0).(1.0)) ((1.0).(0,1) ((0,0,(0,2) | ((0.0L(1,1)) | ((0,1),(0,2)) ((2,2).(0,1))
Fitg | ((0.0).(0,2) ((1,0).(1.2)) ((0,0),(0,3)) | ((0.0.(1.2) | ((0,1).(0,3) ((2,2).(0,2))
Fite | ((0,0),(0,3) ((1,0),(1,3)) ((0,0,(0,4)) | ((0,0,(1.3)) | ((0,1).(0.4) ((2,2),(0.3))
Fife | ((0,0).(0,4) ((1.0),(1.4)) ((0,0),(0,0)) ((0,0,(14) | (0,1,(0,0) [ ((2:2).(0.4))
Fiteo | ((0,0).(1,0) ((1,0),(2,0)) ((0,0),(1,1)) | ((0,0),(2,0)) ((0,1).(1,1)) ((2,2),(1,0))
Fiiy { ((0,0).(1,1) ((1.0).(2,1)) ((0,0,(1,2) | ((0.00.(2,1) | ((0,1),(1,2)) | ((2,2).(1.1))
Fiie | (0.0).1.2) ((1,0),(2,2)) ((0,0,(1,3) | ((0,01(22)) | ((0,1),(1.3) ((2,2).(1.2))
Fitg | ((0,0),(1,3) ((1.0).(2,3)) ((0,0,(1,4) | ((0.00.(23)) | ((0,1),(1.4)) ((2,2),(1.3))
Fi1y | ((0,0).(1,4) ((1,0).(2.4) ((0,0,(1,0) | «0.0L(24) | ((0,1),(1,0)) ((2,2),(1,4))
Fiip | ((0,0).(2,0) ((1,0),(3,0) (0.0),(21) | (0.0.3.0) | ((0,1),(2:1)) ((2,2),(2,0))
F1iy | ((0.0).(2,1) ((1,0.(3,1) ((0,0.22) | ((0,0.(31) | ((0,1),(2,2) ((2,2).(2,1))
Fi1z | ((0,0),(2.2)) ((1.0).(3,2)) ((0,0,(23) | ((0.0),(3,2) | ((0,1),(2,3)) ((2,2).(2,2))
Fiis | ((0,00.(23) ((1,0,(3.3)) ((0.0.24)) | ((0,0.(3.3)) ((0,1).(2,4)) ((2,2).(2.3))
Fi1y | ((0,0).(2,4) ((1 .0).(3,4)) ((0,0,(2,0) | ((0,0,(3,4)) | ((0,1).(2,0)) ((2,2).(2,4))
Fitg | ((0,0),(3,0) ((1.0),(4,0)) ((0,0),(3,1) | ((0.0,(4.0) | ((0,1),(3,1) ((2,2),(3,0))
Fiig | ((0,0).(3.1) ((1,0),(4,1)) ((0,0,(32) [ ((0.0.(41) | ((0,1),(3,2)) ((2,2).(3,1)
Fiig | ((0.0).(3,2) ((1,0),(4,2)) ((0,0,(3.3) | ((0.0),(42) | ((0,1),(3.3) (2:2).(3.2)
Fitg ((0,0),(3,3)) ((1,0),(4,3)) ((0,01,(34) | ((0.0L(43) | ((0.1).34) [ (22).(3.3)
Fity | ((0,0).(3.4) ((1,0).(4,4) ((0,0,3,0) | «(0,0,(44) | ((0,1),(3.0) ((2,2),(3.4))
Fiig | ((0,0),(4,0) ((1,0),(0,0) (0.0L41) | (0.0.,00) | ((0,1),(4,1) ((2,2),(4,0))
Fitg | (0,0),(4,1) ((1.0),(0,1)) ((0,0,(4,2) | ((0.0.(0,1)) | ((0,1),(4,2) ((2,2).(4.1)
Fi1p | ((0,0).(4,2) ((1,0,(0,2)) ((0,0,(43)) [ (0.0.(0.2) | ((0,1),(4,3)) ((2,2),(4,2))
Fitg | ((0,0,(4.3) ((1,0).(0,3)) ((0,0,(4.4) | ((0,0,(0.3)) | ((0,1),(4,4) ((2,2),(4,3)).
Fity | ((0,0).(4,4)) ((1,0,(0,4)) ((0,0),(4,0) | ((0,0),(0.4)) ((0,1),(4,0)) ((2,2),(4.4))
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F2 ((0,00,(0,0) | ((1.0),(1.0) | ((0,0),(0,2)) | {(0.0L{1.0) | ((0,2),(0,2)) | ((2,4),(0.0))
F2 15, ((0,0,(0,1)) | ((1,0).(1,1)) | ((0,0),(0,3)) | ((0.0L(1. 1) | ((0,2).(03)) | ((2,4).(0.1))
F2te ((0,0,(0,2)) | ((1,0,(1.2) | ((0,0).(0,4)) | ((0.0.(1.2) | ((0.2).(0.4) | ((2,4).(0.2))
F2tq ((0,00,(0,3) | ((1.0),(1.3)) | ((0,0),(0,0)) | ((0.0),(1.3)) | ((0,2),(0,0)) | ((2:4),(0.3))
F2 14 ((0,0,(0,4) | ((1,0),(1.4) | ((0,0),(0,1)) | ((©.0L(1.4) | ((0,2,(0,1)) | ((2,4).(0,4))
Faty ((0,0,(1.0) | (1.0.(2.0) | ((0.0),(1,2)) | ((0.05(2.0) | ((0,2)(1,2)) | ((2.4).(1.0))
Faty ((0,0,(1,1)) | ((1.0)(21)) | ((0,0),(1,3)) | ((0.0).(2,1)) | ((0,2),(1.3)) | ((2,4),(1.1))
Faty, ((0,0),(1,2)) | ((1.0).(2.2)) [ ((0,0),(1.4)) | ((0.0).(2.2)) | ((0.2),(1.4) | ((2,4).(1,2)
F21s ((0,0,(1.3) | ((1.0.(2.3)) | ((0,0),(1,0)) | ((0.0).(2.3)) (0.2,(1,0) | ((2.4),(1.3)
F21y ((0,0,(1.4) | ((1.0.(24) | ((0,0),(1,1) [ ((0.OL24) | ((0.2.(1.1) | ((24).,(14)
F215 ((0,00,(2,0)) | ((1,0.(3.0) | ((0,00,(2.2)) | (0.0.(3.0) | ((0.2).02.2) | ((2,4),(2.0)
F21, ((0,0),(2,1)) | ((1,0).(3,1)) | ((0,0),(2,3)) | ((0,0).(3,1)) | ((0,2).(2,3)) | ((2,4).(2,1))
Fa1y (0.0,(2.2) | ((1,0,3:2) | ((0,0),(24) | (0.0.(3:2) | ((0.2.(24) | ((2.4).(2.2))
Faty ((0,0,(2,3) | ((1.0.(3.3) | ((0,0),(2,0)) | ((0.01,(3.3)) | ((0.2),(2.0)) | ((2.:4).(2.3))
F21y ((0,0).(2.4) | ((1.00.(3.4)) | ((0,0(2,1) | ((0.0),34N [ ((0.2.(2,1) | ((2.4).(24))
Fa1q ((0,0),(3,0) | ((1,0.(40)) | ((0,0)(3:2)) | ((0.0.(4.0)) | ((0.2).(3:2)) | ((2,4).(3.0))
Fafg | ((0.0.3.1) | (1.00.4.1) | ((0,0).(33) | (0.0L(41) | ((0.2).(3,3) ((2,4).(3,1))
Fatgp ((0,0),3.2)) | ((1.00.(42)) | -((0,0),(34) | ((0.0.{4.2)) | ((0.2).(3,4)) | ((2:4).(3.2))
F21g ((0,0,(3.3)) | ((1,0,(43) | ((0,0),(3,0) | ((0.0.(4.3)) | ((0,2),(3,0) | ((2,4).(3.3))
Faty ((0,0,(34) | ((1,0).(44) | ((0,0,(3,1)) | ((0.01(4.4) | ((0,2.(3,1)) | ((2,4),(3.4))
Fa1, ((0,0,(4,0)) | ((1,0,(0,0) | ((0,0).(4,2)) | ((0,0L(0.0)) | ((0,2),(4.2)) | ((2,4).(4.0)
F214 ((0,0).(4,1)) | ((1,0.(0,1) | ((0,0),(4:3)) | ((0.0.(0.1) | ((0,2).(4,3) | ((2,4),(4.1))
F2te ((0,0),(4.2)) | ((1,0).(0,2)) | ((0,0),(4.4)) | ((0.0,(0.2) | ((0,2),(4.4)) | ((2,4),(4,2))
F2 1, ((0,0),(4,3)) | ((1.0),(0,3)) | ((0,0),(4,0)) | ((0.0),(0.3)) ((0.2),(4.05) | (2:4),4.3)
F2 4 ((0,0),(4,4)) | ((1,0).(0.4)) | ((0,0),(4,1)) | ((0.0),(0,4)) | ((0.,2).(4.1)) | ((2,4),(4.4)
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Sonu¢ 2.5.1.11:
Onerme 2.5.1.5 in (i) sikkinda elde edilen Fano dizlemlerinin herbirine

izomorf 24 farkli Fano d(izlemi vardir, (buniarin sayisi 40.24=960 dir).

Sonug¢ 2.5.1.12:
Enaz 60+480+960=1500 tane 2. mertebeden altdizlem vardir.

2.5.2: P,S nin 3. Mertebeden Bazi Altdiziemleri

P=((0,0),(a,b)) noktasinda a=b=0 ve a=1, b=0 olmasi hallerinde
OIXP nin bir dértgen olusturmadidi biliniyor. Buna gére agagidaki énerme

verilebilir.

Onerme: 2.5.2.1: P=((0,0),(a,b)) olmak Uzere (a=b=0 ve a=1, b=0

durumiart harig)

P2S nin OIXP dd&rtgenlerinin tamamlanmiglarindan elde edilen

konfigurasyonlar 3. mertebeden birer altdlizlem olugturmaziar.

Ispat: P=((0,0),(a,b)) olmak Uzere b=0 iken OIXP nin tamamlanmisi

olan konfigurasyonlar PS nin 2. mertebeden birer altdiziemini (Fano

duzlemlerini) olusturuyordu. O halde ispati tamamilayabilmek igin b=0 ve
a # 0,1 iken OIXP nin tamamlanmigi olan konfigurasyonlarin (ki bunlarin

sayisi 3 dur.) 3. mertebeden birer alidlzlem olusturmadigini gdstermek
yeterli olacaktir. Simdi bu 3 durumu inceleyelim. Bu incelemeleri yaparken

Sekil 2.5.2.1 deki nokta ve dogrular gézéniine alinacaktir.
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X

Sekil 2.5.2.1 M

1.Durum: Eger a=2, b=0 ise P=((0,0),(2,0)) olup; OIXP nin
tamamianmiginin 3. mertebeden bir altdlzlem olamayacagdini g&sterelim.
O = ((0,0),(0,0)), I = ((1.0),(1,0)), X = ((0,0)) P = ((0,0),(2,0)) olup;
OP = [(0,0)], OX = [(0,0),(0,0)], OI = [(1,0),(0,0)], PX = [(0,0),(2,0)] ve
IX = [(0,0),(1,0)] oldugundan
OPAIX = ((0,0),(1,0)) = E, OIAPX = ((2,0),(2,0)) = F  elde edilir.
EF = [(3,0),(1,0)] dogrusudur.
EFAOX = ((3,0),(0,0)) = N noktasi ve PI = [(4,0),(2,0)] dogrusu sonrada
PIAOX = ((2,0),(0,0)) = G noktas: bulunur.
EFAPI = ((2,1),(2,3)) = N' noktasi FG = [(2,0)] dogrusu
FGAIX = ((2,0),(1,0)) = L noktasi ve FGAOP = (o) = L' noktalari elde edilir.
EG = [(2,0),(1,0)], dogrusu ile OI dogrusunun arakesit noktasi
EGAOI = ((4,0),(4,0)) = M dir.
PXAEG = ((3,0),(2,0)) = M' dur.
Bu ddrtgenin tamamlanmisi olan konfigurasyonun 3. mertebeden bir

altdizlem olmast I¢in her noktadan 4 dogru gegmell ve her dodru Uzerinde 4
nokta bulunmalidir. O halde PM = [(3,0),(2,0)] dogrusu Uzerindeki diger 2
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nokta belirlenebilmelidir.

LoPM olsun. LoPM < (1,0) # (3,0) ® (2,0) © (2,0) dir.

NoPM olsun. NoPM < (0,0) # (3,0) ® (3,0) © (2,0)

olduundan PM dogrusu Uzerinde bu duzleme ait 2 nokta daha

bulunamadi igin bu konfigurasyon 3. mertebeden bir altdiizlem olamaz.

2.Durum: Efer a=3, b=0 ise P=((0,0),(3,0)) olup OIXP nin
tamamilanmiginin 3. mertebeden bir altdiizlem olamayacagini gésterelim.
Yine O, I, X ve E noktalari ve OP, OX, OI, IX dogrulan 1. Durumdaki
nokta ve dogrularla ayndir.
PX = [(0,0),(8,0)] dogrusu ve PXAOI = ((3,0),(3,0)) = F noktasi bulunur.
EF = [(4,0),(1,0)] dogrusudur. |
EFAOX = ((1,0),(0,0)) =N ve PI = [(3,0),(3,0)] dogrusunu vede
EFAPI = ((2,0),(4,0)) = N' noktas! elde edilir.
PIAOX = ((4,0),(0,0)) = G noktas! ile FG = [(2,0),(2,0)] dodrusu ve
FGAOP = ((0,0),(2,0)) = L', FGAIX = ((2,0),(1,0)) = L noktalan bulunur.
EG = [(1,0),(1,0)] dogrusunun sirasiyla OI ve PX dogrulari ile arakesiti
M = ((1,0)) ve M' = ((2,0)),(3,0)) noktalaridir.
PM = [(1,0),(3,0)] olup N o PM ve L o PM dir, yani PM Uzerinde olan diizleme

ait dier 2 nokta bulunamaz, dolayisiyla bu konfigurasyon 3. mertebeden

bir altdﬁzlerﬁ olusturmaz.

3. Durum: Efer a=4, b=0 ise P=((0,0),(4,0)) olup;

OIXP nin tamamlanmisinin 3. mertebeden bir altdliizlem olamayacagini
gdsterelim.

O, I, X ve E noktalar ve OP, OX, OI, IX dogrulari 1. Durumdaki nokta ve
dogrulardir.

PX = [(0,0),(4,0)] dofrusu ve PXAOI = ((4,0),(4,0)) = F noktas! bulunur.
EF=[(2,0),(1,0)] dofrusu ile OX dofrusunun arakesit noktasi
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N = ((2,0),(0,0)) dir. PI = [(2,0),(4,0)] dogrusunun EF dogrusu ile arakesit

noktasi N' = ((2,0)) dir.

PIAOX = ((8,0),(0,0)) dir. FG = [(4,0),(3,0)] dogrusunun sirasiyla IX ve OP
ile arakesit noktalart L = ((2,0),(1,0)) ve L'=((0,0),(3,0)) noktalaridir.
EG = [(3,0),(1,0)] dodrusunun ise OI ile arakesit noktast M = ((2,0),(2,0)),
PX ile arakesit noktasi M' = ((1,0),(4,0)) dr.

N,L o PM = [(4,0),(4,0)] oldugundan, bu konfigurasyon 3. mertebeden bir

altdizlem olugturmaz.

2.5.3. P,S nin 5. Mertebeden Bazi Altduziemler:
P,S nin 5. mertebeden altdizlemlerini her dogrusu 6 nokta kapsadijindan

ve her noktasindan da 6 dogru gectidi gergegdi gé6z6nine alinarak O, Il, X
ve Y=(e) noktalarini igeren OIXY tamddrtigeninin tamamlanigindan elde
edilen altduizlemin nokta ve dogrulari bilinen anlamda Uzerinde bulunma

bagintisi kullanilarak asagidaki gibi bulunur.
P,S nin 5. Mertebeden Bir Altdizleminin Ingast:

i) DaOzlemin Noktalar::

((0,0),(0,0)) ((0,0),(1,0)) ((0,0).(2,0)) , ((0,01.(3,0)) . ((0,0).(4.0)) , ((0,0))
((1,0).(0,0)) ((1,0),(1.0) ((1,0).((2,0)) ((1,0.(3,0) . ((1,0).(4.0)) , ((1,0)
((2.0).(0,0)) ((2,0),(1,0) ((2,0),(2.0) . ((2,0).(3.0)) . ((2,0).(4.0)) . ((2,.0)
((3,00,(0,0) . ((3.0.(1.0) ., ((B.0)M20) . ((3,0),(3.0)) . ((3.0).(4.0)) . ((3.0))
((4.0),(0,0)) ((4,0,(1,0) , ((4.0.(2.0) ((4.0).3.0) , ((4,0),(4,0)) ((4.0))
(=)
i) DGzlemin Dogrularn:
[(0,0).(0,0] . [(0.0)(1.0] . [(0,0).(2,0)] . [(0,0).(3,0)] . [(0,0),(4,0)] . [(0,0)]
[(1,0.(00)] . [(1,0),(1.0)] ((1.0).(2.0)] . [(1,0).(3.0)] . [(1,0).(4,0)] . [(1.0]
[(2,0.0.0] . [(20.(1.01 . [(2.0.(20)] . [(2,0).(3.0)] . [(2,0).(4.0)] . [(2,0)]
{(3,0,(0,0)] . [(8,00,(1.0] . [(3,0).(2,0)] . [(3,0).(3,0)] . [(3,0),(4,0)] , [(3,0)]
{(4.0),(0.0)] . [(4,0),(1,0)] [(4,0),(2,0)] . [(4,0).(3,0)] , [(4,0),(4,0)] . [(4,0)]

[(=)]



i) Hangl Dogrular Uzerinde Hangl Noktalar Var:

52

[(0,0,(0,0] : ((0,0).(0,0) . ((1.0,(0,0) , ((20)(0,0) , ((3.00(0.0) , ((4.0).(0,0)) , ((0.0))
[0.0,(1,0)] & ((0,01(1.0) , ((1OL(1,0) .  ((2,0,(1.0)) ((3,0),(1,0)) ((4.0,(1,0) , ((0.0))
[0.0.20] : (00L(1.0) . ((10.20) . (0.20) . (B0.20) . (40,20 . (00)
[(0.0,(3,00] ; ((0,0,(3,0) . ((1.0).(3,0) , ((2,0),(3,0)) ((3,0,3.0) . ((4,0).3,0) , ((0.0)
[(0,0,(4.00 ; ((0,0.(40) , ((1,0,(4.0) , ((20)(4.0) ., ((3,0.4.0) ((4,0,(4,0) , (0.0))
[(1.00.0.0] : ((0.0.(00) . ((100(1.0) ., ((2.0),(2.0) ((3.01(3.0) . ((4,0,4.0) , ((1.0)
[(1,0),(1,0)] ;00,100 . (1LOL20) . ((20).(3.0) ((3.0.(4.0) . ((4.0),(0,0) , ((1.0)
[(1,0),(2,0] ; ((0.0,(20) ., ((1.0,3,0)) , ((2,0),(4.0) , ((3,0)(0.0) ((4.0),(1,0) , ((1.0)
[(1,0,(3.00] 5 ((0.0,(30) , ((1.0L(4.0) .  ((2.0,(0.0)) ((3,0.(1.0) , ((4.0.2.0) , ((1.0)
[(1,0,(4,0)] ; ((0,0),(4,0)) , ((1,0,(0,0) , ((2,0),(1,0)) ((3,0,(2.0)) . ((40).(3,0) , ((1.0)
[(2,0),(0,0)]' v (0,0,0,0) , ((1,01(2,0) .  ((3,0,(1,0)) ((2,0,(4.0) . ((4,0),(3.0) ., ((2.0)
[(2,0,(1,001 : ((0,0,(1,0) ., ((1.0).(3.,0)) . ((2,0).(0,0)) (3,0),(2,0)) ((4,0,(4.0) , ((20)
[(2,0),(2,0] ; ((0,00.(2,0)) , ({1.0.(4.0) , ((2,0),(1,0)) ((3,0).(3,0)) ((4,0).(0,0)) , ((2.0))
[(2,0),(3,0] ; ((0,0),(3,0) . ((1,00,(0,0)) . ((2,01(2,0)) , ((3,4).(4.0) ((4,0,(1,0)) . ((2.0))
[(2,0,(4,0] ; ((0,0,(4.0) , ((1,0.,(1,0) . ((20).(3,0) , ((38,0.(0.0) , ((40),(20) , ((20)
((3,0,(0,0] ; ((0,0,(0,0) , ((3,0),(4,0) , ((2,0).(1,0) , ((4,0).(2,0) ((4,0.3,0) , ((3.0)
[(3,0),(1,01 ; ((0,0,(1,0) , ((1,0),(4,0) , ((2,0),(2,0) ((3,0),(0,0)) ((4,0).(3,0) . ((3.0))
[3.0.(2,00] ; ((0,0),(2,0) , ((1,0,,(0,0) . ((20)(3,0)) . ((3,0).(1,0)) ((4,0.(4.0) , (B.O)
[3,0.38,0] (0.0.B0) . (LOL10) .  (20.(40) ((3.0.20) . ((4.0.00) , ((3.0)
[3.0)(4.0)] ; ((0,0,(4.0)) . ((1,0),(2,0)) , "((2,0)-(0,0)) ((3.0,(3.0) ((4,0),(1,0) , ((3.0)
[(4.0.0.0] : (0.0,(00) . ((10),{4.0) . ((2,01,(3,0) , ((3.0,(20) , ((4,0.(1,0) . ((40)
[(4.0.,(1,00 ; (0.0)(1.0) . ((1.0.(0.0) ,  ((2.0).(4.0)) ((3,0),(3,0)) ((4.0.(2,0) , (4.0)
[(4.0,2,0] ; ((0,0),(2,0) , ((1.0,(1.0) , ((2.'0).’(0,0)) . ((8,0(4.0) . ((4,0),(3,0) , (4.0)
[(4,0),(3,0)] ; ((0,0.(3,0) ., ((1,0,(20) ., ((2,0).(1,0)) ((3,0),(0,0)) ((4,00,(4,0) , ((4.0)
[(4,0),(4,00 ; ((0,0.(04)) , ((1,0,(3,0) , ((20,(2,0) ., ((3,0,(1,0) , ((4,0,0,0) , ((4.0)
L0001 5 ((0,00,(0.0) . ((0.00,(1.0) . ((0.0L(2,0) .  ((0,0L3.0) . ((0.0),(40) ., (o9
o1 5 (10,0000 , ((1.0L(1,0) . ((1.0.(20) . ((10.3.0)) . ((1.0.(4,0) , (=
(200 5 ((2.0.0.0) . ((20,01,0) ., ((2.0).20) ((2.0.,3,0)) . ((2.0),(4.0) , (=
{CAY) ((3.0).(0.0)) »(8,0,(1,0) ,  ((3,0),(2,0)) ((3.0.8.0) . ((8.00,(4.0) , (=
4001 5 ((40),00,0) , ((40.(1.0) . ((4.0).(2.0)) ((4,0),(3,0)) ((4,0,(4,0) , (=)
d 5 ((0,0) ((1.0)) o ((20) | v (o)

((3,0))

((4,0))
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Onerme 2.5.3.1: P,S nin, 0=((0,0),(0,0)) , X=((0,0)) ,

1=((1,0),(1,0)) ve Y=(c=) olmak Uzere OIXY duzgln do&rtgeninin
tamamlanmigi olan, 5. mertebeden altdizlemine izomorf 24 tane farkh

altdGzlem vardir.

ispat: P2S nin 5. mertebeden altdlizlemine izomorf 24 farkli

duzlemin bulundudunu gdstermek igin her bir dizlemin en az bir farkl

nokta igerdigini gé&stermek yeterli olacaktir. Halbuki P2S nin fa

kolinasyonu

f,:x,y) » x,y®a)

seklinde tarimli oldugu igin fa nin 1-1 liginden dolay: her bir a igin OIXY

ye eslenen farkli 24 tane dortgenin varhidi bilinmektedir. Her bir dértgende
I noktasinin gdrlntlisl, her bir duzlemde tek olarak igerileceginden dolayi

her bir diizlem en az bir farkli nokta igerir.
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ACIK SORULAR

Genel olarak P,S nin herhangi bir tamddrtgeninin tamamlanmig: ne
zaman bir Fano dilizlemidir, ne zaman degildir?

P,S nin 3. mertebedenalt dizlemleri var midir?

P,S nin 4. mertebeden alt dizlemleri var midir?

P,S nin 5. mertebeden altdizlemlerinin sayisi kagtir?

Bilinen En Kii¢lk kartezyen grupdan daha kUgUk bir kartezyen grup

var midir?
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