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OZET

SPLAYN VE ENTROPi OPTIMIZASYON MODELLERI
VE UYGULAMALARI

Akhlitdin NIZAMITDINOV

[statistik Anabilim Dali

Anadolu Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Aralik 2017

Danisman: Prof.Dr. Aladdin SAMILOV

Bu tez calismasinda taban fonksiyonlar yardimiyla olusturan splaynlardan
bahsedilmistir. Parametrik olmayan B-splayn, diizeltme splayn, cezali splayn ve onlarin
toplamsal ve genellestirilmis toplamsal modelleri farkli veri seti ve simiilasyon
caligmalariyla incelenmistir. Bazi problemlerde agiklayici degiskenin dogrusal etki
gostermedigi, cezali splayn ve diizeltme splayn yardimiyla farkli modellerde bu
degiskenlerin daha iyi sonu¢ verdigi gosterilmistir. Regresyon problemlerinde
piirtizlillik ceza yaklagiminda farkli yontemle uygun optimum diizeltme parametresi
se¢imi gerceklestirilmistir.

Ayrica, dagilim fonksiyonu tahmininde farkli splayn yontemler kullanilmistir.
Dagilim fonksiyonunu tahmin etmek i¢in kullanilan Entropi Optimizasyon yontemleri
incelenmistir. Bilinen istatistiksel dagilimlara uymayan rassal degiskenin Entropi
Optimizasyonu ve Genellestirilmis Entropi Optimizasyonu yardimiyla dagilim
fonksiyonlar1 elde edilmistir. MaxEnt ve MinxEnt dagilimlar1 ve onlarin genellestirilmis
versiyonu MinMaxEnt, MaxMaxEnt ve MaxMinxEnt dagilimlar1 farkli veri setleri
tizerinde splayn yontemlerle karsilastirilmistir. B-splayn, diizeltme splayn, cezali splayn
olusturmak igin R programinda farkli fonksiyonlar yazilmistir. Ayrica MinMaxEnt,
MaxMaxEnt ve MaxMixEnt dagilimlarin1 elde etmek i¢cin R programinda yazilan
fonksiyonla iki gergek veri seti i¢cin dagilimlar kurulmustur.

Anahtar Sozcukler: Piiriizlillik ceza yaklasimi, Cezali splayn, Toplamsal model,
Entropi optimizasyon, Genellestirilmis Entropi optimizasyon.



ABSTRACT

SPLINE AND ENTROPY OPTIMIZATION MODELS
AND APPLICATIONS

Akhlitdin NIZAMITDINOV

Department of Statistics

Anadolu University, Graduate School of Sciences, December 2017

Supervisor: Prof.Dr. Aladdin SAMILOV

This thesis dissertation describes utilizing basis function in constructing spline
functions. Different data set assessment and simulation studies are observed using
nonparametric regression techniques, such as B-spline, smoothing spline, penalized
spline, additive and generalized additive models in multivariate case. It is shown that
some explanatory variables have nonlinear effect in models. In this case penalized
splines and smoothing splines showed better results. The optimum selection of
smoothing parameter implemented with cross validation and generalized cross
validation methods.

On the other hand, spline methods used in estimation of cumulative distribution
function. Entropy optimization methods are widely used technique in estimation of
distribution functions. Random variables that does not fit with known statistical
distributions are obtained using Entropy Optimization and Generalized Entropy
Optimization methods. Distribution of real data set are obtained using MaxEnt,
MinxEnt, and their generalized versions, MinMaxEnt, MaxMaxEnt, MaxMinxEnt
distributions. Obtained results are compared with spline functions.

It has been written functions and procedures for construction B-spline, smoothing
spline, penalized spline in R software. Functions for obtaining MinMaxEnt,
MaxMaxEnt, MaxMinxEnt distributions also were constructed in R software.
Keywords: Roughness penalty approach, Penalized spline, Additive model, Entropy

optimization, Generalized Entropy optimization.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi
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1. GIRIS

Regresyon analizi, bagimli (yanit) ve bagimsiz (agiklayic1) degiskenler arasindaki
iliskiyi modellemek ve arastirmak igin kullanilan en yaygin istatistiksel bir tekniktir.
Regresyon uygulamalari, ekonomi, miihendislik, fizik, kimya ve biyoloji bilimleri,
yonetim ve sosyal bilimler dahil hemen hemen her alanda yaygin olarak
kullanilmaktadir.

Dogrusal regresyon modeli [17,49,51], bagimli (yanit) ve bagimsiz (agiklayict)
degisken arasindaki iligkinin dogrusal oldugu varsayilan basit bir regresyon modelidir.
Dogrusal regresyon problemine iliskin ¢ok sayida teorik ve uygulamali ¢aligmalar ve
arastirmalar bulunmaktadir ve bu ¢alismalarindan elde edilen sonuglar bazi regresyon
problemlerinin daha karmasik teorik ve pratik sekilde incelenmesini Onerilmektedir.
Bazi dogrusal regresyon probleminde, farkli kosullarda bagimsiz degiskenin
gozlemlerinin dogrusal olmayan etki gosterdigi goézlenebilir. Bu nedenle, bu tir
problemlerin parametrik olmayan regresyon yontemlerle analizi diistiniilmelidir.

Parametrik olmayan regresyon analizinde, bir yanit degiskeninin bir veya birkag
belirleyicilerle iliskisi, yanitin tahmin edicilerle olan iliski fonksiyonu bilinmeden

incelenmektedir.
Ei) = f (X1 oes Xpi) (1.1)

Burada E(y;), y’nin i.inci g6zlemin ortalamasidir. Parametrik regresyonda y’nin

ortalamasinin belirleyicilere baglanan fonksiyonu parametrelere gore dogrusaldir.
E(yi) = Bo + P1x1i + -+ Bpxp; (1.2)

ve dogrusal olmayan regresyonda y’nin ortalamasinin belirleyicilere baglanan

fonksiyonu, parametrelere gore dogrusal olmadigindan, asagidaki sekilde belirtilmistir,

E(i) = f(X1is oes Xpis Brs oves Bp) (1.3)

Regresyon analizinde modelin parametreleri £ tahmin edilmektedir. Ancak
parametrik olmayan regresyonda tahmin edilecek olan regresyon fonksiyonudur.

Cesitli parametrik olmayan regresyon yoéntemleri mevcuttur. Bir ¢ogunda
regresyon fonksiyonunun purizsuz bir fonksiyon oldugu varsayilmaktadir.

Bu tezde taban fonksiyon splayn, splayn dizeltme ve cezali splayn
incelenmektedir. Parametrik olmayan regresyon analiziyle ilgili, bilimsel dergiler ve

kitaplarda ¢ok sayida makaleler vardir [8,26,29,94].

1



Parametrik olmayan regresyonun en basit modeli, tek degiskenli regresyon splayn
modelidir [22,26,99]. Bu modelin gelistirilmis tiirleri, modelde bir belirleyici degisken
parametrik olmayandan etkilenirken, diger degiskenler dogrusal etkiye sahiptirler. Bu
modeller yariparametrik modeller olarak adlandirilir. Modelin diger tiirtinde, her
belirleyici degiskenin parametrik olmayan etkileri goriilmektedir ve bu modeller tek
degiskenli parametrik olmayan modellerin toplamindan olugmakta, toplamsal modeller
olarak adlandirilmaktadir. Bazi modeller ise ¢cok boyutlu splaynlar, ince tabakali
splaynlar, tensor ¢arpim splaynlardan elde edilir [9,29, 104].

Parametrik olmayan regresyon analizinde piiriizlilik ceza temel yaklagimdir
[26,29]. Bu yaklasimda, modeldeki bilinmeyen fonksiyonu tahmin etmek i¢in, hata

kareler toplamina ceza terimi eklenmektedir. Farkli ceza terim sekilleri tanimlanir. Ceza
teriminin ¢ok kullanilan hali f;{f”(x)}zdx’tir. Bu integral, A diizeltme parametresi ile

carpim  seklinde kullanilir ve f fonksiyonun tahmini ikinci mertebeden
diferansiyellenebilen f(+) fonksiyonun uzayindan segilir.

Son zamanlarda ¢ok kullanilan bagka bir parametrik olmayan regresyon yontemi
cezali splayndir [21,44]. Bu yontemde splayn fonksiyon olusturmak igin taban
fonksiyon olarak B-splaynlar (14, 15) kullanilir. Eilers and Marx [21]’in ¢alismasinda
cezali splaynlar farkli problemlerde, yogunluk fonksiyon ve piiriizsiiz parametrik
olmayan tahminlerde kullanabilecegini gostermistir.

Eilers ve Marx [21] tarafindan gelistirilen bu model igin iki varsayim
bulunmaktadir. Birincisi, B = (31 (x),B,(x),*+, By (x)), n X k boyutlu bir matris ve a
katsayilar vektdrii olmak iizere, E(y) = Ba seklinde verilmistir. Ikincisi ise komsu B-
splayn katsayilarinin Newton’un sonlu farklar cinsinden ifade edilebilmesidir ve
boylece cezali hata kareler toplamindaki ceza terimi sonlu farklarla asagidaki gibi

yazilabilir:

2
S =31 {yi — X1 aBi(x)} + AX]op1(A¥a))? (1.4)
Burada A*a; = A'(A¥"1q;) ve A'q; = a; — a;_, dir.
Cezali en kiiciik kareler yonteminde yukaridaki S fonksiyonunu minimize etme
problemi ele alinir.

Bu tezde farkli veri setleri farkli yontemler yardimiyla analiz edilmektedir. Tek ve

iki degiskenli simiilasyon ¢aligmasi, zaman serisi ve ¢ok degiskenli veri setinde farkli



splayn yontemlerle analizi yapilmaktadir. Ayrica splayn yontemlerle kesikli rassal
degiskenlerin dagilim fonksiyonlarini tahmin etme problemi bu tezin uygulama
bolimiinde incelemistir.

Istatistikte dagilim fonksiyonlarini tahmin etme problemi 6nemli problemlerden
biridir. Anakutleden cekilen 6rneklem bilgisi icinde, rassal degiskenin yogunluk
fonksiyonunu tahmin etmek, Maksimum entropi (MaxEnt) ve Minimum capraz entropi
(MinxEnt) yontemleri rassal degiskenin moment degerleri bilgisi dahilinde, olasilik
yogunluk fonksiyonunu tahmin etmektedir.

MaxEnt ve MinxEnt yoOntemlerinin uygulamalari ¢ok genistir ve g¢esitli
problemlerin ¢oziminde iyi sonuglar vermektedir. Ayrica bu yontemler, literatlirde
entropi optimizasyon yontemleri olarak bilinmektedir. [35, 36, 40].

Entropi optimizasyon yontemleri, ekonomi, finans, pazarlama, istatistik,
matematik gibi alanlarda c¢ok genis uygulamalara sahiptir. Ozellikle MinxEnt
metodunda kullanilan Kullback-Leibler 6lgimi, model belirleme kriteri olarak
kullanimi yaygindir [75]. Bu 6l¢im, model belirleme, goriintii isleme, veri sikistirma
gibi miithendislik alanlarinda ¢ok sik kullanilmaktadir.

Bu yontemlerden elde edilen sonuclar ile rassal degiskenlerin yogunluk
fonksiyonlar1 tahmin edilmektedir. MaxEnt yontemi yardimiyla elde edilen yogunluk
fonksiyonuna MaxEnt fonksiyonu, MinxEnt yontemi yardimiyla elde edilen yogunluk
fonksiyonuna MinxEnt fonksiyonu olarak adlandirilir.

Istatistikte daha ¢ok maksimum entropi (MaxEnt) ve minimum gapraz entropi
(MinxEnt) yontemlerinin uygulandig: gosterilmektedir. [13,36,41,76-90].

Shamilov [76,77] MaxEnt yontemi yardimiyla 6zel fonksiyonel ile bu
fonksiyonele minimum ve maksimum deger veren MinMaxEnt ve MaxMaxEnt
dagilimimi tanimlamistir. Ayni ¢alismalarda, MinxEnt yardimiyla 6zel fonksiyonel ile
bu fonksiyonele minimum ve maksimum deger veren MaxMinxEnt ve MinMinxEnt
dagilimini da tanimlamstir. Kantar [79], Shamilov ve Giriftinoglu [80,81], Shamilov ve
arkadaglar1 [82-86] MinMaxEnt ve MaxMinxEnt dagilimlariyla ilgili ¢esitli incelemeler
yapmuigstir.

Bu tezde splayn yontemler, MaxEnt, MinxEnt yontemleri ve gelistirilmis 6zel
fonksiyonel ile bu fonksiyonele minimum ve maksimum deger veren MinMaxEnt
dagiliminin ve MinxEnt metoduyla gelistirilmis 6zel fonksiyonel ile bu fonksiyonele

maksimum ve minimum deger veren MaxMinxEnt dagiliminin bulunmasi i¢in R paket



ortaminda programlar yazilmigtir. Bu programlar yardimiyla yapilan uygulamalarin
sonuclari sunulmustur.

Bu tez calismasi bes boliimden olusmaktadir.

Ikinci boliimde polinom splaynlar konusunda genel kavramlarla ilgili bilgi
verilmektedir. Bu boliimde splaynlarin taban fonksiyonlarla temsil edilmesi, kiibik
splayn taban fonksiyonu, B-splaynlar ve onlarin 6zellikleri, cok degiskenli splaynlar ve
onlarin 6zelliklerinden bahsedilmektedir.

Ugiincii  boliimde tek ve ok degiskenli splayn yontemleri sunulmaktadir.
Dizeltme splaynlardan piiriizliliik ceza yaklasimi, kiibik ve dogal kiibik splayn
enterpolasyon olusturulmasi, cezali splaynlar, diizeltme splayn, diizeltme parametresinin
sec¢imi, toplamsal ve genellestirilmis toplamsal modeller konusunda bilgi verilmektedir.

Dordinct bélimde Maksimum Entropi (MaxEnt), Minimum Capraz Entropi
(MinxEnt) dagilimlarinin kesikli ve siirekli rassal degiskenler i¢in elde edilme
yontemleri yorumlanmig ve Genellestirilmis Entropi Optimizasyon Yontemleri olan
MinMaxEnt ve MaxMinxEnt yontemleri anlatilmistir.

Besinci boliimde farkli veri seti iizerinde yapilmis uygulamalar yer almaktadir.
Tek ve iki degiskenli simiilasyon ¢aligmasi, zaman serisi splayn yontemler yardimiyla
yaklagim fonksiyon bulunmasi ve 0Ongorlsl, cok degiskenli veriler i¢in toplamsal
modeller yardimiyla tahmin etme uygulamalar1 elde edilmistir. Radyo dalgalar ile
mesafe Olgen cihazin hata dagiliminin belirlenmesi ve gama radyasyonuna maruz
birakilmig 208 fare i¢in Olim zamani verisi igin splayn yontemler ve entropi
optimizasyon yontemleri yardimiyla dagilim fonksiyonu tahmin edilmistir. Elde edilen
sonuglar birbiriyle karsilagtirilmistir.

Altinc1 boliimde ise yapilan arastirmalarin sonuglar1 ve oneriler verilmistir.



2. POLINOM SPLAYNLAR KONUSUNDA GENEL KAVRAMLAR

Polinomlar, matematik ve diger bilim alanlarinda genis bir sekilde
kullanilmaktadir. Basit sozciik problemlerinden karmasik fen bilimlerindeki
problemlere kadar, iktisat, sosyal, kimya ve fizik gibi alanlarda polinom denklemler
olusturulmasi kullanilmaktadir [31, 50, 92].

2.1. Taban Fonksiyonlar
Purtizsiiz fonksiyonun gosteriminin en iyi yolu, tek degiskenli piiriizsiiz bir

fonksiyon iceren bir modeldir.
Vi = f(xi) + & £i~N(0I 0-2) (21)

f fonksiyonunu tahmin etmek i¢in, fonksiyon uzayindan f fonksiyonu, uzayin bir

eleman1 olmak iizere bir taban fonksiyon segilmektedir. Eger b;(x) j.inci taban

fonksiyonu ise, f fonksiyonu asagidaki sekilde gosterilebilmektedir.
f(x) = Xf-1 Bjb;(x) (22)

burada ; bilinmeyen parametrelerdir.
Ornegin, f fonksiyonunun 4.iincii derece polinom oldugu varsayisin. Bu
durumda, f fonksiyonunun uzayr b;(x) = 1,b,(x) = x, b3(x) = x2, by(x) = x3 ve

b,(x) = x* seklinde tanimlanmaktadir. Bdylece esitlik (2.2) asagidaki gibi yazilir:
fGO) = Br+ Box + B3x® + Bux® + Bsx” (23)
ve esitlik (2.3) asagidaki model seklinde gosterilmektedir:
Vi = By + Boxi + Bax? + Baxi + Bsxi + &, £~N(0,0%) (2.4)

Polinom modeller, ger¢cek yanit fonksiyonunda egrisel etkilerin var oldugu
bilindiginde daha ¢ok kullanislidir. Polinom modeller, ayn1 zamanda bilinmeyen ve gok
karmasik dogrusal olmayan bagintilarda yaklastirma fonksiyonlar1 olarak da yararhdir.
Bu tiir uygulamalar daha ¢ok pratikte ortaya ¢ikar.

Simdi bir O6rnek olarak, Sekil 2.1’de farkli dereceli olan polinomlar
gosterilmektedir. Sekilde yer alan sol Ust kosedeki veri seti i¢in farkli dereceden
polinomlar olusturulmaktadir: 1) dogrusal model, 2) 2.derece, 3) 3.derece, 4) 4.derece

ve 5) 9.derece polinomlardir.
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Sekil 2.1. Farkli dereceli polinom érnekleri

2.2. Parcal Polinomiyal Fonksiyon (Splayn)

Bazen diisiik dereceden polinomlarin verilere zayif uyum sagladigi goriilmektedir,
ancak  polinomlarm  derecesini  yilikseltmek de ciddi anlamda durumu
tyilestirmemektedir. Bunun belirtileri, artik kareler toplaminin kararli olmadaki ya da
geriye kalan tanimlanmamis yapiyr gormede artik ¢izimlerindeki basarisizliktir. Bu
problem, f fonksiyonunun, x’in araligmin farkli pargalarinda farkli davraniglar
gosterdiginde ortaya cikabilir. Bazen x veya y (zerinde yapilan doéniisiimlerle bu
problem ortadan kaldirilabilmektedir. Bununla birlikte genel yaklasim, x’in araligini
dilimlere bolmek ve her bir dilimde uygun egriyi kestirmektir. Splayn fonksiyon pargali

polinom fonksiyonlar tahmin etmede yararli bir yontemdir.



Splayn fonksiyonlar ¢ok farkli alanlarda, 6rnegin enterpolasyon, veri diizeltme
problemlerinde sik kullanilan yontemlerdir. Splaynlar veri seti arasinda enterpolasyon
kurmak amaciyla kullanilan matematiksel fonksiyonlardir.

S(x), [a, b] sl araliginda tanimlanmis, k > 0 dereceden (k + 1) mertebeden,
75, =0,1,..9 + 1,(tg = a,Tg41 = b) kesin artan dizide diiglim noktalarina sahip olan
fonksiyona, splayn fonksiyonu denilmektedir.

S(x) fonksiyonu asagidaki kosullar1 saglamaktadir:

1.Her bir diigiim araliklarinda (t;, 7j41), S(x) K.inci dereceden polinomdur:

S[Tj,er] EP, j=01,..,g. (2.5)

2.5(x) fonksiyonu ve onun tirevleri [a, b] araliginda (k — 1) mertebeye kadar
streklidir.

Vurgulamak gerekir Ki [a, b] araligindaki her bir k’dan kiigiik polinom, ayrica bu
aralikta k. derece splayn fonksiyonudur. Genelde k. derece splayn her diigim
araliklarinda farkli polinomlardan olusmaktadir. Boylece, S(x) fonksiyonun k.

mertebede tiirevleri i¢ diigiim noktalarinda 74, ..., 7, kesikli olabilmektedir.
1. ve 2. kosullart saglayan fonksiyonlarn uzayr fi(7q,72,..,74) ile

gosterilmektedir. Bundan gorullyor, ki f,’nin her bir eleman1 asagidaki seklinde

tanimlanabilir:

S() = Yo Bij(x— 18, T <x<T541,j=01,..,9. (2.6)

2.3. Newton’un Boliinmiis Fark Hesaplamasi

Splayn fonksiyonu olusturmada baska bir taban fonksiyonu B-splayn soz
konusudur. B-splaynlar [14,15] polinom pargalarindan kurulmus ve T dugim
noktalarinda belli degerlerde birlestirilmis splayndir.

B-splayn taban fonksiyonlar1 tanitilmadan once, Newton’un boliinmiis farkli
polinomlari tanimlanmalidir.

Tamm. f fonksiyonun n. boliinmiis farki 7, ..., 7 farkli diglim noktalarindan olusan,
pn(T]-) = f(rj),j =0, ..., n kosulu saglayan n. dereceden tek polinomun katsayilaridir.

Bolinmis fark f[zy, ..., Tl Ya da AZ(Ty, ..., Tn) f(T) sekilde gosterilir. Asagida

boliinmiis farklarin bazi 6zellikleri tanimlanmaktadir:



1. Simetriklik: Boliinmiis farklarin degerleri sadece 7y, ..., T,, degerlerine baglidir.
7;’ler artan sekilde oldugu kabul edilir.
2. Dogrusallik: Eger her T icin f(7) = ag(x) + Bh(x) ise,
flzo, o, Tkl = @glzo, ..., Tkl + Bh[Tg, v, Tg] (2.7)

3. Tekrarlama (recursion):

f[Ti+1' v f[Ti+1; o Tigi-1]

Tit1 — T
flul = f(z) (2.8)

Tekrarlama (recursion) o6zelligi boliinmiis farkin degerini hesaplamak igin

f[Ti' "'lTi+l] =

kullanilmaktadir, bagka bir deyisle bir sema yardimiyla hesaplanmaktadir (Cizelge 2.1).
Bu ¢izelgedeki her eleman iki once sutundaki degerlerden, 6zellikle ayni ve bir 6nceki

satirdaki degerlerden hesaplanmaktadir.

Cizelge 2.1. Boliinmiis farklarin hesaplama diizeni

f (o)
f(t1) flro, 71l
f(z2) flry, 7] flro, 71, 72]
Fltgr o Ts]
() fltn-1, 7] o flry, o Tl flro, 7l

4. p,(7) polinomun Newton formu: p,,_,(7), (n — 1). Newton polinomu olsun.
Tekrarlama 6zellige gore p,,—1(to) = for, Pn-1(T1) = fi, ) Pn—1(Tn-1) = fn—1 sekilde
gosterilecektir. Boylece, n. Newton polinomu asagidaki sekilde gosterilebilir:

Pn (1) = pp_1 (1) + gn (7). (2.9)

Buradan  g,,(7) = pp(1) = Pa-1(0), Pul(70) = fo, Pn(t1) = fo, e Pn(T0) = fr
oldugu goruldr.

Pn Ve Pn—1 polinomlar, t,,...,T,—; diglm noktalarinda belirlenmis oldugunda

Jgn, sifira esittir. g,, n. dereceden polinomu esitlik (2.10)’daki gibi gosterilebilir:

In(x) = an(t — 1) (T — 71) .. (T — Tp—1). (2.10)



Sabit a,,’yi, T = 7,, kabul edip denklem numerik ¢ozilebilir. Esitlik (2.10)’a gore

gn(ty) yerine polinom g,,(t,,) = f,, kullanildiginda bu denklem

a, = fn—Pn-1(Xn) (211)

T (tn=70) @n—T1)-.(Tn—Tn-1)

olur. Simdi ay, k. boliinmiis farklara esit oldugu gosterilecektir.

— f[Tli""Tk]_f[TO""'Tk—l] (2 12)

ax = f[TOi ""Tk] Tk—To

pn(t) polinomu p,(z;) = f(1;),i =0, ...,k oldugunda, asagidaki sekilde

yazilabilir:

pn(0) = fltol + Xjoi(z — 70) . (r — =) f[ (70, -, T)]- (2.13)

Boliinmis farklarin bu formu iiggen diizenin kdsegen elemanlardan olustugunu
gostermektedir.
5. Acik ifadesellik (Explicit expression): Bolimmis fark, farkli noktalarda
fonksiyonun degerlerinin dogrusal kombinasyonudur.
Fltemty] = S L) (2.14)

T AIEOIR o(r-T)
l#j

6. (k —1). dereceden kiglk olan polinomun n. boliinmiis farki, her zaman t;

dugim noktalarinda sifira esit olur.
flto, ., Tn]l = 0eger f € P4 (2.15)

Ornek olarak, R programinda yazilan fonksiyon yardimiyla hesaplanmis

boliinmiis fark asagidaki program ¢iktisinda gosterilmektedir.

bolunmus.fark <- function(x, y, x0) {
n <- length(x)
g <- matrix(data =0, n, n)
ql1] <-y
f <- as.character(round(q[1,1], 5))
fi<-''
for (iin2:n) {
for (j ini:n) {
ql.i] <- (al.i-1] - qfj-1,i-1]) / (x[i] - x[0-i+1])
¥



fi <- paste(fi, *(x - ', x[i-1], )", sep = ", collapse = ")

f <- paste(f, ' + ', round(q[i,i], 5), fi, sep =", collapse =")
}
return(list('‘Bulundugu fonksiyon'=f,

'‘Bolunmus fark tablosu'=q))

}

x<-c(8.1,8.3,8.6,8.7)

fx<-c(16.9446,17.56492,18.50515,18.82091)

bolunmus.fark(x,fx,8.1)

$ Bulundugu fonksiyon®

[1] "16.9446 + 3.1016*(x - 8.1) + 0.065%(x - 8.1)*(x - 8.3) + -0.01042*(x - 8.1)*(X -
8.3)*(x - 8.6)"

$ Bolunmus fark tablosu®

L1 [21 [3]  [4]
[1,] 16.94460 0.0000 0.00000 0.00000000
[2,] 17.56492 3.1016 0.00000 0.00000000
[3,] 18.50515 3.1341 0.06500 0.00000000
[4,] 18.82091 3.1576 0.05875 -0.01041667

2.4. B-splaynlar: Kavram ve Ozellikleri

Tiy o, Tisk+1 dUZUM noktalartyla olusan k. derece B-splayn B, .1, asagidaki

sekilde gosterilebilir.

Bi+1(t) = (Tipper — T)AFT (T o) Tiia) (T — ¥ (2.16)
Newton’un boliinmiis farkin agik ifadesellik 6zelligi kullanilarak, B-splaynin

olusturulmasi esitlik (2.17)’de gosterilebilir:

(tiyj—OF

B; ei1() = (1; —) Ykl 2.17

l,k+1( ) ( i+k+1 1) j=0 1—[{(;01(11,”_””) ( )
l#j

Esitlik (2.17), 7T, ..., Tizk+1 d0gUm noktalarindan olusan splayn fonksiyon
oldugunu gostermektedir. B-splaynlar baz1 6zelliklere sahiptir [14,15]:

1. Pozitif olma:
Bik+1(t) = 0, her tigin (2.18)

2. Yerel destek (Local support):
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Bi1(t) =0 efert € [7;, Tyrpsa] (2.19)
3. Sinir degerleri (Boundary):

)] _n®
Bi,k+1(Ti) - Bi,k+

1(Tl+k+1) = 0, l == 0, ...,k - 1 (2.20)

4. Tekrarlama (Recursion):

Tivk+1 — ¢t

t—1;
!
Bi(,k)+1(t) = T—l_Bi,k(t) + Biy1k(t)

i+k — Ti Tivk+1 — Ti+1

1, t € [, 1
Bijl(t) — { i l+1)

0, t &[r;,Tis1) (2.21)

5. B-splaynin tiirevi:

] B r(t B; t
B ey (£) = Jo {2t — Pueak | (222)

Ti+k~Ti  Ti+k+1~Ti+1

6. B-splaynin integrali:

0, eger t <t
Titk+1~Ti -
t = egert = 1;
J, Bikra(w)du = o+ L S Hre (2.23)
Ti+k+1~Ti vk “Titj B 5
— =0 Dj4j _i egerT; <t<T;
k+1 Z]-O Tivk+1—Tid) i+j,k+1—j g i i+k+1

B-splaynlarinin temel 6zellikleri asagida yer almaktadir [21]:

- (k+ 1) parca k. dereceli polinomlardan olugmaktadir;

- Polinom pargalar k i¢ dugiim noktalarinda birlestirilmektedir;

- Birlesim noktalarinda (k — 1) mertebeye kadar tirevleri streklidir;

- B-splayn k + 2 diigim noktalarinda pozitiftir; diger noktalarda sifira esittir;

- Sirlardan  hari¢  B-splaynlar 2 xk komsu polinom pargalarindan
olusmaktadir.

Sekil 2.2°de farkl1 dereceli B-splaynlar gosterilmistir. Ust soldaki grafik birinci
dereceli B-splaymi gostermektedir. B-splayn k + 2 dugum noktalarindan olugsmaktadir.
Her bir nokta bir digiim noktas1 olarak secilmistir. Diger sekiller ikinci dereceden
splayn1 ve kubik B-splaynlar1 gostermektedir. Son sekil bir veri setinin kibik B-

splaynin taban fonksiyonuyla tahmin edilmis oldugunu gostermektedir.
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Sekil 2.2. B-splayn taban fonksiyonlarinin 6rnekleri

2.5. Cok Boyutlu Splayn ve Ozellikleri

Cok boyutlu yilizey yaklasimi 6nemli problem olarak belirlenmistir ve bir kag
yontem gelistirilmistir. Genel hedef (x;,y;),i = 1,...,n gozlemleri icin y = f(x) p-
boyutlu yiizey fonksiyonu ¢(x) yaklasimi olusturmaktir. Var olan bir ¢ok ile, (ince
tabakali splayn, tensor carpim splayni) gibi [24,74], dogrusal sekilde

hesaplanabilmektedir.
@(x) = Xizg Wi (2.24)

Burada w; agirliklar1 x;’ye baghdir. Bu yontemlerin avantaji, onlarin dogrudan
hesaplanabilmesidir. Ancak pratikte bu yontemler bazi yiizey &zelliklerinden dolay1
sinirlidir.

Iki boyutlu uzayda t,, t,, ..., t,, noktalar1 ve gy, g, ..., g,, degerleri verilmis olsun.
Tek boyutlu durumdaki gibi, enterpolasyon problemi éyle bir g pirtzsiz fonksiyon
bulunsun, ki g(t;) = g;, i = 1,2,...,n olsun. Bu durumda, iki boyutlu uzayda g iki

boyutlu vektor t i¢in fonksiyon olmaktadir.
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g Yyuzey fonksiyonu tahmin etmek bir ¢ok alanlarda ilgi geken bir problemdir.
Ornegin, g fonksiyonu barometrik basinCi yeryiizii noktasinda olabilir, g; g6zlemlerin
t; hava istasyon noktasinda deger alinmis verileri yeniden kurulmakta kullanilabilir.

g Yuzeyi plrlzsuz, iki defa surekli diferansiyellenebilir oldugu varsayilsin. Her
bir g piiriizsiiz yiizey verildiginde, g fonksiyonun piiriizliliigii 6lgen J(g) fonksiyoneli
tanimlanmaktadir. Once J(g) purtzlulik fonksiyoneli icin bazi 6nemli noktalar
gOstermektedir.

1. J(g) fonksiyoneli g fonksiyonundaki hizli degisimi Olcer ve yerel
dogrusalliktan ayrilmaktadir.

2. Koordinat degisikligi iki boyutlu uzayda J(g) fonksiyonel degerlerini
etkilememektedir.

3. J(g) fonksiyoneli her zaman pozitiftir.

4. J(g) fonksiyoneli minimize eden g ylzey fonksiyonu bulma problemi,
g(t;) = g; kisitlamalara bagldir.

Bu ozellikleri saglayan piiriizlilik ceza terimini tanimlamak igin, (x,y)
koordinatlar1 iki boyutlu uzayda t noktalar1 verilmektedir. Bu durumda fonksiyon

g(x,y) sekilde yazilabilmektedir.

19) = [ {(22)" +2(22)" + (22) Y axay (2.25)

J(g) ceza fonksiyonu g iki boyutlu uzayda integrallenebilir.
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3. REGRESYON SPLAYN VE CEZALI SPLAYN

Bu béliimde, tez ¢alismasinda kullanilan regresyon splaynlari, pirtzlulik ceza
yaklasimi ve cezali splaynlardan bahsedilmektedir. Dogal kiibik splayn enterpolasyon
kurulmasi ve onun piiriizsiiz splaynlarda kullanilmasi tanimlanmaktadir. Cok degiskenli
ve ¢cok boyutlu splaynlar, toplamsal modeller, yariparametrik modeller, ince tabakali
splaynlar konusunda alt bélimlerde bilgi verilmektedir.

Cezali en kiiciik kareler regresyonu ve splayn diizeltme yontemi son yillarda
popllerlik kazanan esnek veri uydurma yontemleri i¢in sik¢a kullanilan tekniklerdir.
Temel splayn diizeltme kavramimin baglangici Whittaker [101]’e verirken, splayn
diizeltme ve onun tiirlerinin modern gelisimine daha ¢ok Green ve Silverman’nin katkisi
olmustur. Bu baglamda, splayn modellerle ilgili ok daha ayrintili bilgi bu kaynaklardan
bulunabilir [26,29,99].

3.1. Splayn Diizeltme: Piiriizliiliik Ceza Yaklasim

Pratikte dogrusal regresyon modele uymayan ¢ok veri seti kullanilmaktadir: Bu
durumda parametrik olmayan regresyon yontemlerden yararlanilmaktadir. Daha daginik

veri seti i¢in splayn yontemlerin genel formu asagida gosterilebilir:
y=f(t)+e &e~N(0,0%) (3.1)

Burada f bilinmeyen bir egridir. f fonksiyonu tahmin etmek igin polinom
kullanimi klasik yontemdir, polinomun katsayilari en kiiciik kareler yontemiyle tahmin
edilmektedir.

Ancak Bolim 2.’de bahsettigi gibi, polinom regresyonu populer yontemdir, ama
cesitli dezavantajlara sahiptir. Bunlardan biri, bireysel gézlemlerin beklenmeyen sekilde
etki yaratmasidir. Baska bir zorluk, polinomun derecesini arttiginda asirt uyum
(overfitting) problemi ortaya ¢ikabilir. Bu dezavantajlarindan dolay1 polinom modeller
bazi karmasik problemlerde kullanilmaz. Piiriizliiliik ceza yaklagimi bu tiir problemlerde
daha uygundur [26].

[a,b] arahiginda verilmis f, egriyi farkli yontemlerle pirizlii oldugunu

olcebilmektedir. ikinci mertebeden differansiyellenebilir f egrinin piiriizliiliigiin
6lgilmesinin sezgisel yontemi, onun ikinci tirevinin karesinin integralini f:{f”(x)}2

hesaplanmasidir.
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[a, b] araliginda verilmis iki mertebeden differansiyellenebilir f fonksiyonu ve
diizeltme parametresi A > 0 verilmis olsun. Cezali kareler toplam1 asagidaki formulden

hesaplanmaktadir.
S(f) = By — (D)2 + A [ (f"(x))2dx (3.2)

Cezali en kicik kareler kestiricisi f, S(f)’i tim iki mertebeden
differansiyellenebilir f fonksiyonlar1 smifi iizerinden minimize edilen olarak
tanimlanmaktadir.

Esitlik (3.2)’deki A [ f"'? piiriizliiliik ceza terimi eklemesi, egrinin ceza terimi
S(f) sadece artik kareler toplamindan Y.(y; — f(t;))?, aym: zamanda onun
piiriizliiligini [ f""? belirlemektedir. Dlzeltme parametresi A, artik hata ve yerel
varyasyon arasindaki ‘degisim oran’in1 gosterilmektedir. Verildigi 4 degeri S(f)‘m
minimizasyonun en iyi piriizsiizliik ve uyumlugun uzlasmasini saglamaktadir. A’nin
degeri ¢ok biiyiik oldugunda S(f)’mn esas bileseni piirtizliliikk ceza terimi olmaktadir ve
bundan dolay1 f daha az egrisellik gostermektedir. Diger taraftan, A ¢ok kiigiik deger
aldiginda S(f)’m ana katkis: artik kareler toplamindan olmaktadir. Bu durumda f egri
tahmincisi verilere ¢ok yakindan yaklasmaktadir. Diizeltme parametrelerinin segim

yontemleri gelecek bolimlerde anlatilacaktir.

3.2. Kiubik Splayn Enterpolasyonu

ty,ty, ..., ty, noktalar, [a,b] pargasinn a<t; <t, <-:-<t, <b kosulunu
saglayan noktalari olsun. t;, i = 1,2, ..., n diigiim noktalar1 olarak adlandirilir.
Tamm 1. [a, b] par¢asinda, a < t; <t, < <t, <b digim noktalariyla asagidaki
iki kosulu saglayan f(t) fonksiyonuna, kiibik splayn denir:

1. Her bir [t;,tjy1],i=1,2,...,n arah@mda f(t), t; <t<t;;; olmak Uzere,
f(@) = ag + ag;(t—t;) + ay(t—t;)? + az;(t — t;)3 seklinde bir kiibik polinomdur.

2. [a, b] par¢asinda (t; diigiim noktalar1 dahil olmak tizere) f(t), f'(t) ve f''(t)
fonksiyonlar stireklidir.

Tanimdan anlagildigr gibi kiibik splayn, diiglim noktalarinda piiriizsiiz olarak

kiibik polinom pargalarinin birlesimidir.
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Tamim 2. [a, b] parcasinda verilmis kiibik splaynin a ve b u¢ noktalarinda ikinci ve
liclincli mertebeden tlirevleri sifir oldugunda, bu splayna dogal kiibik splayn (Natural
Cubic Splayn-NCS),

f"(@) =f"(b)=0,f"(@) =f""(b) =0 (3.3)

kosullarina da dogal sinir kosullar1 denir.

Bu sonug, f(t) fonksiyonunun, [a,t;] ve [t,,b] smir pargalarinda dogrusal
fonksiyon oldugunu ifade etmektedir.

f(t) fonksiyonu t; < t, < -+ <t, digim noktalariyla bir dogal kiibik splayn
olsun ve f; =f(t;)) ve y;=f"(t), i =1,2,...,nolarak tamimlansmn. Dogal kiibik
splayniginy; =y, =0olur. f = (f;, .. f)T, v = (Y2, e, Yno1) T Ve By = tjyq — t, 0 =
1,2,..,n—1 olsun. t; <t, < - <t,digim noktalarinin yardimiyla Q ve R bant

matrisleri tanimlanabilir. n X (n — 2) boyutlu Q(q;;) matrisinin elemanlar asagidaki

gibi hesaplanir:
j-1,j = j_—11’ (3.4)
9j; = —hiZy = k%, (35)
oy = %) = 2 =1 @)
qij=0li—jl=2i=1-nj=2-n-1 (37)

Q matrisinin ilk sutunu j =2 ile isaretlenmistir. (n —2) X (n —2) boyutlu

simetrik R(r;) matrisinin ry; elemanlari ise asagidaki gibi hesaplanir.

Ty = %(hl’—l + hi)! i = 1I2I Y 1 (38)
1 .
i1 = Tipri = ¢ (M), 1= 1,2,..,m = 2 (3.9)

(3.8-3.10) denklemlerinde matris simetriktir ve dominant kdsegen matristir, diger
bir ifadeyle |ry;| > X;.;|r;;| dir. Bu nedenle de R simetrik pozitif tanimli matristir [26].
Teorem 3.1. ty,t,,...,t, Ve n =2 verilmis olsun. z,Zz,,...,z, verilmis herhangi
degerleri, t; noktalarinda kurulan tek f dogal kiibik splayn asagidaki esitligi

saglamaktadir.

f(tl) = Zj, | = 1,2, v, n (311)
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Bu teorem dogal kiibik splayn enterpolanti n noktalarinda bulunma konusunda,
pratik algoritmasi olarak kullanilmaktadir. R matrisi li¢ kdsegen matrisidir, yani r;; = 0,
li —j| =2, boylece Ry=1¢, y icin dogrusal operasyonlarla, R™! bulunmadan
cozllebilmektedir.

Q ii¢ kdsegen matrisi, QT f dogrusal operasyonlarla f’den bulunmasi, anlamina
gelmektedir. QT f’in kolay hesaplama yolu,i = 2,...,n — 1 i¢in asafidaki ifade de

verilmektedir.

QTf); = fi+;i_fi _ fi};]:il—l. (3.12)

Bu teoremin ispat1 dogal kiibik splaynin optimumluk 6zelliginde kullanilmaktadir
[72,73].

Teorem 3.2. Tanimlanan f ve y vektorleri ancak ve ancak
QTf =Ry (3.13)

kosulu saglandiginda bir f () dogal kiibik splayn1 belirtmektedir.
(3.13) denkleminde belirtilen Ry ve QTf matrisleri asagidaki sekilde

gosterilebilmektedir.

ri 1
3 (hy + hy) 3 h, 0 . . . 0
1 1 1
gh 3 (2 + hs) ol 0 : . . Y2
0 ! h ! (hs + hy) ! h 0 "
Ry = . 6. 3 3 3. 4 6. 4 . . N
. . : 0 '
Yn-2
1 1 1
0 E hn—3 § (hn—3 + hn—Z) g hn—2 [yn_lj
1 1
0 . . . 0 g hn—z § (hn—z + hn—l)_
ri 1 1 1 .
i (v AR~ B ' ' "1,
1 1 1 1 2
o ) w0 ' ' '[h
l =Q"f (3.14)
S 1,1 1 Y -
. . 0 - 0 n-2
hn-3 (hn—S + hn—z) hn—2 fn—l
0 : : .00 ! e
L hn—2 hn-2  hn-1 hp—1

R ve Q matrisleri U¢ kosegen matrisleridir, yani indisleri |i —j| =2 olan
elemanlar sifirdir. Bundan dolayt Ry =b, (b= QTf) olmakla, denklemi R~!
bulunmadan daha kolay (dogrusal yontemle) coziilebilir. QT f vektori ise, (3.14)
sistemin sag taraftaki vektordur.

Bu durumda purazlilik ceza terimi,
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[P f"(®2dt = y"Ry = fTKf (3.15)

seklinde hesaplanabilir. Burada K = QR™1QT olarak ifade edilen ceza matrisidir.
Teoremi ispatlamak igin, kismi integral kurali kullanilarak, (3.15) esitligin sag

kism1 asagidaki gibi yazilabilir:

[ fre@de = [0 £ fr@©dt = fOF O = [2 70 f'(©de (3.16)

f"(a) = f"(b) =0 ve f"'(t) =0 fonksiyonunun her bir (t; t;;1) araliginda

sabit ve [tq, t,,] par¢asinin disinda sifir oldugundan dolay1
b .y b ! - nr & !
[ @de= =[O f/(Odt = T @) [ (©de (3.17)

(t;, t;+1) araliginda f"'(t) = % ve f(t;) = f; oldugundan dolay1

b .y - fiva=fi  fi—fi-
[ FrE@de = Sigy, (et - ) (3.18)

Bu ifade (3.13),(3.15) esitliklerinde g6z oOniine alindiginda, sonug asagidaki
sekilde yazilabilir.

2 f"%(t) dt = y"Q"f = y"Ry = fTQRQf = f'Kf (3.19)

Bu ifade ile teorem ispatlanmis olur.

Simdi, dogal kiibik splayn enterpolasyonun optimumluk &zelliginden
bahsedilecektir. [a, b] araliginda ikinci mertebeden tiireve sahip fonksiyonlar uzayimi
C%[a, b] gostermek iizere, dogal kiibik splayn enterpolanti; verileri enterpole eden
siifinda bulunan tiim piiriizsiiz fonksiyonlar arasinda, f: f ”Z(t) dt piiriizliiliik cezasini
minimum yapan 6zellige sahiptir.

Teorem 3.3. f(t) fonksiyonun [a, b] araligindaki (f;,t;),i =1,2,..,n, a <t; <t, <
- <t,<b ve n>=2 kosulunu saglayan gozlemleri uygun dogal kiibik splayn
enterpolantt oldugu varsayilsin. Bu durumda g(t;) =f;,i =1,2,..,n kosulunu

saglayan herhangi bir g(t) € C?[a, b] fonksiyonu igin

[ Frede < f7 g™ (tdt (3.20)

Bu ifadedeki esitlik ancak ve ancak f(t) = g(t)oldugunda saglanmaktadir.
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Ispat. [a,b] araliginda h(t) = g(t) — f(t) fonksiyonu tamimlansin. h(t;) = 0,i =
1,2,...,nolsun. f"(t) dogal kiibik splaynin a ve b u¢ noktalarinda tiirevlerini sifira esit

oldugu, kismi integral kurali kullanarak, asagidaki esitlik yazilabilir.

[, fOr'@de=frOR O =~ fOr©Od (321)

[t;, ti+1] arahi@inda f'"'(t) = f'"(t]) sabit oldugundan,

b b
f frOh" () dt = - f f @R (6) dt
n—-1 tiss n-1
= z f”’(t?)f h'(t)dt = Z (@) (h(tip) —h(t)) =0

sonucu elde edilir. Simdi (3.21)’i kullanarak asagidaki integrali degerlendirelim.

f;’ g () dt = f;’(f”(1:)+h”(t))2 dt = f:f”z(t) dt+2 f;f”(t)h”(t) dt +

[ R dt = [ f2@de+ [ R de > [ A de (3.22)

Buna gore (3.22)’da esitlilik durumu ancak f: h'"2(t) dt = 0 oldugunda saglanir.
S6z konusu bu esitlik h(t) fonksiyonunun [a, b] araliginda dogrusal olmasi halinde
saglanabilir. Bu durumda, h(t) fonksiyonu t;,i = 1,2, ..., n noktalarinda sifir degerlerini
alan bir dogrusal fonksiyon ve n =2 oldugunuda h(t) =0 olur. f(t) = g(t)

sonuclandirarak, teoremin ispati tamamlanmis olur.

3.3. Splayn Duzeltme Yontemi

Bu bélimde splayn duzeltme yontemi ve onun kestiricisinin bulunmasi ayrintili
bir sekilde incelenmektedir.

C?[a, b]’de verilen herhangi bir f fonksiyonu ve A > 0 diizeltme parametresi
olsun. Splayn diizeltme yontemin amaci, f € C%[a,b] fonksiyon uzayindaki tim f

fonksiyonlar1 arasinda,

S(f) = By (i — FED)? + A L) (F"(©)2dt (3.23)

esitligi belirtilen S(f) ‘cezal1 en kiigiik kareleri” minimum yapmaktadir.
Esitlik (3.23)’teki ilk terim, artik kareler toplami (RSS) gosterir, bir bagka deyisle

uyumun verilere yakmligini gosterir. Ikinci terim piiriizliiliik cezasini gosterir, bir baska
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deyisle fonksiyondaki egriligi cezalandirir. Cezali terimde yer alan 4 > 0 dlzeltme
parametresini belirtir ve bu parametre ff(f”(t))zdt ile egrinin piiriizliligi ve

(i — f(t))? ile olgulen verilere uyumunu dengeler. Esitlik (3.23) igin ¢ozim
splayn diizeltme kestirici olarak adlandirilir ve t4, ..., t, digiim noktalar1 ile beraber
“dogal kiibik splayn” olarak bilinir.

f fonksiyonunun f,y vektorleri ve Q, R matrisleri ile tanimlanan bir dogal kiibik
splayn oldugu varsayilsin. y = (yq, ..., v,)T verilen gozlem degeleri vektorii olsun. t;
diigiim noktalarinda f(t;) degerlerinin vektorii, f = (f(t;), ..., f(t, )T oldugundan
f’e gore (3.23)’deki artik kareler toplamu,

== fEN*=0-N"0-H (3.24)

olarak yazilabilir. Esitlik (3.19) ifadesine gore f:(f”(t))zdt terimi fTKf degerine

esittir. Buna gore, cezal1 en kiigiik kareler toplami1 asagidaki sekilde yazilabilir.

S() = Tfa i = FUD2 + AL (F(0)2dt = (v — Ty — f) + AfTKf (3.25)

Sonug olarak cezali kareler toplami
SEH=fTU+AKf =2y"f+y"y (3.26)
seklinde ifade edilir.

K matrisi yari-pozitif tanimli ve 4 > 0 oldugundan, AK matrisi de yari-pozitif
tanimli matris olacaktir. Bundan dolayr (I + AK) kesin pozitif tanimli matristir. Bu
ylzden S(f)’in kare formu tek bir minimuma sahiptir. Buna gore (3.25)’e minimum
deger veren f vektorl, (3.26)’tin f’e gore tiirev fonksiyonuna sifir degerini veren

vektordir.

S'(f)=2fI+ 1K) —2y =0
2f(I + 1K) = 2y.

Boylece
f=U+ 1K)ty (3.27)

olarak elde edilir.
Burada (I + AK)~! matrisi, diizeltme matrisi olarak adlanir ve bu matris, sadece

verilen 1 > 0 dlzeltme parametresi ve t = (ty, ..., t,) digim noktalar1 vektori ile
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belirlenir. Boylece y degerlerini f vektoriine goruntileyen n x n boyutlu duzeltme

matrisi,
S, =+ 1K)t (3.28)

esitligini tamimlar. f = (f(ty), ..., f(t,)) splayn dizeltme Kestiricisi, (3.27)’de verilen

matrisinin yardimiyla y = (y4, ..., ¥,) vektoriiniin bir dogrusal doniisiimii olarak da

tanimlanabilir.
f2(t1) Y1
f/'L = fl(:tz) — S/1 y:Z (329)
f2(tn) In
ya da
fa=Syy (3.30)

Burada f,, 4 > 0 duzeltme parametresi icin (ty,...,t,) digimli dogal kiibik
splayn ve S;, (3.28)’te verilen A’ ya bagli bilinen pozitif tanimli bir diizeltme matrisidir.

Splayn diizeltme kestiricisi,

f1(®) = Xiz1 Sa(®O)y; (3.31)

seklinde her bir ¢;,i =1,2,..,n icin hesaplanabilen S, sabitlerinin var olmasi
anlaminda dogrusaldir.

Dogal kiibik splayn diizeltme kestiriciSinin direkt olarak hesaplanmasi pratik
anlaminda verimli degildir. Bu amagla Reinsch [70] algoritmasindan yararlanarak,
hesaplanabilmektedir. Reinsch algoritmasinin esas amaci, f’nin ikinci tlirevinin t;,i =
1,2, ...,n diigiim noktalarindaki y; degerleri i¢in tekil olmayan bir dogrusal denklemler
sistemi kurmaktir. Bu algoritma y; ve y; verilere dayanarak belirgin formulle f;
degerlerini verir. Tartismada niimerik dogrusal cebirden, bir bant matrisinin Cholesky
ayristirmasi konusunda degisik goriisler kullanilacaktir.

Bir matrisin sifirdan farkli tiim elemanlar1 az sayida kosegen lizerinde yer alirsa
“bant matrisi” olarak bilinir ve sifirdan farkli kdsegen sayist matrisin “bant genisligi
(bandwidth)” olarak adlandirilir. Boylece B, 2k + 1 bant genisligi olan simetrik bir bant

matris ise, i —j > k icin b;; eleman sifirdir. Yukaridaki formullerde belirtildigi gibi Q

ve R matrisler ikisi de 3 bant genisligine sahip bant matrislerdir. (3.27)’den
(I+AQR1QD)f =y (3.32)
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olarak yazilabilir. Boylece

f=y-2QR'Q"f (3.33)
elde edilir. Simdi (3.33) ifadesine gore QT f yerine Ry yazarak, f icin y ve y’ye dayal:

asagidaki formiil elde edilir:

f=y—-Qy (3.34)

Bu ifadesinin her iki kismini soldan Q matrisine garpip, yine QT f yerine Ry

yazarak

Q"y —2Q"Qy =Ry (3.35)

ifadesi elde edilir. Buradan y igin asagidaki denklem elde edilmektedir

(R+2Q"Qy =Q"y (3.36)

Bu denklem algoritmanin esasidir. (R + A1Q7Q) matrisinin 5 bant genisligine
sahip oldugu goriilebilir, ayrica R kesin pozitif taniml1 ve 4 > 0 oldugundan bu matris

simetrik ve kesin pozitif tanimlidir. Bu yiizden bu matris
R+AQTQ =LDLT (3.37)

seklinde bir Cholesky ayrisimina sahiptir. Burada D kesin pozitif kdsegen matris ve L,
elemanlar j <i—2vej> iiginl; =0 ve kosegenleri [;; = 1 seklinde olan bir alt
ucgen bant matristir. Bu durumda Q ve R matrisleri, sifirdan farkli kosegenleri
saklamasi kosuluyla, O(n) islemde elde edilebilir. Béylece L ve D dogrusal sekilde

hesaplanabilir.

3.4. Cezalh Splaynlar

Cezal1 splayn regresyon teknigi ilk olarak Eilers ve Marx tarafindan 6nerilmistir
[21]. P-splayn regresyonunda splayn fonksiyonu icin taban fonksiyonlar olarak B-
splaynlar kullanilir. B-splaynlar ise uygun sayida 7 diigiim noktalari ve polinom
parcalari ile olusturulur. Diigiim noktalar kimesi 4,--,t, olan B-splaynlar asagidaki

formiiller yardimi ile hesaplanabilir [15]:

B (x) = IT] . +1](x) (3.38)
BI(6) = - LB O) + L B0 (3.39)
Tj+p~—T Tj+p+1~Tj+1
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burada B/ (x) k. dereceden B-splayni ifade etmektedir.
Once B-splayn taban fonksiyonlarin cezali boliinmiis farki yardimiyla elde
edilmesi incelenmektedir. t € (Tj,Tj+1) noktasinda verilmis splayn1 degerlenmesi olsun.

Boliim 2.4°deki B-splaynin yerel destek (Local support) 6zelliginden

O =%, Bk () (3.40)

olmaktadir. Bu ifadeden B-splayn degerleri tekrarlama 6zelligi (recursion) kullanarak
hesaplanabilmektedir. Cizelge 3.1’deki {iggen semada her bir siitun [,l =1,...,k + 1,
sifir olmayan B; ;(t) B-splayn degerlere sahiptir.

Uggen sema tablosundaki her bir eleman, iki énceki sttundeki elemanin dogrusal
kombinasyonundan hesaplanmaktadir. Son sttundeki B-splayn degerlerin toplamasi, B-

splayn katsayilarla ¢carpimu ile, splayn degeri verilmektedir.

izelge 3.1. t € (1, T; 1) noktasinda sifir olmayan B-splayn degerleri hesabinda ticgen sema
jr b+ Ly playn deg g

0 0 0 .. 0
Bii(t) =1 B;_1,(t) B;_,3(t) Bi_kr+1(t)
0 B; ,(t) B;_13(t) Bi_pr+1(t)
0 B;5(t)
0
Bj 41 (t)
0

Eilers ve Marx B-splayn, taban fonksiyonlarinda kullanilan cezali yonteminde
bazi degistirmeler Onermislerdir.

{ti, yi}i=, gozlem degerlerine sahip ve n sayida B-splayndan olusan regresyon
fonksiyonunun tahmini icin en kucuk kareler yontemi kullanilir. Dolayisiyla problem,

asagidaki ifadenin minimize edilmesine doniisiir:

S =Yy - I aB (). (3.41)
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(74, .., T) digiim noktalarinin sayist biiyiik olsun, dyle ki yaklastigi egri daha
genis varyasyon gosterilsin. O’Sullivan [66] ise modeli daha esnek yapmak igin

regresyon egrisinin egimi ile iliskili ceza teriminin eklenmesini dnermistir.
2 tmax 144 2
S =Xy — X B ()} + A" {Ei B (O} dt (342)

Burada S cezali hata kareler toplamudir ve a; parametreleri, verilmis bir A
diizeltme parametresi i¢in cezali en kiiciik kareler metodu ile elde edilir. Uygun
fonksiyonun ikinci turevin kare integrali, splayn diizeltme yontemine benzerdir.

Eilers ve Marx [21] tarafindan gelistirilen bu model igin iki varsayim
bulunmaktadir. Birincisi, B = (Bl(t),Bz(t),---,Bk(t)), n X k boyutlu bir matris ve a
katsayilar vektori olmak izere, E(y) = Ba seklinde verilmistir. Ikincisi ise komsu B-
splayn katsayilarinin Newton’un sonlu farklar cinsinden ifade edilebilmesidir ve
boylece cezali hata kareler toplamindaki ceza terimi sonlu farklarla asagidaki gibi

yazilabilir:

S(@) = X1 (v = Iy B () + AN psa Bk a))? (3.43)

burada Akaj = Al(Ak_laj) ve Alaj =aj— aj_l’dir.
Cezali en kuglk kareler yonteminde yukaridaki S(a) fonksiyonunu minimize

etme problemi ele alinir ve bu problemin ¢6ziimii asagidaki denklem sistemi seklinde

ifade edilebilir:
B'y = (B'B+ AD;D})a (3.44)

burada Dy, A* fark operatériine uygun matristir, B matrisinin elemanlar1 b;; = B;(x;)
olarak belirlenir.

Bu yontem yaklasim problemini daha az operasyonla hesaplanmasinda
Onerilmektedir. Splayn diizeltmelerde gozlem sayis1 m operasyonla hesaplama sayisini,
cezali splaynlarda operasyon boyutunu n, baska bir deyisle B-splayn sayisina
indirmektedir. Cezali farklar regresyon esitliklerinde kullanilabilmektedir.

Ormek olarak, O’Sullivan [67] makalesinde cezali iigiincii dereceli B-splayn

kullanilmis. Kullanilan modelin ceza terimi asagidaki gibi verilmistir.

C =2 [me{sn 4Bl (t;3)) de (3.45)

tmin
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B-splaynlarin tiirev 6zelliklerden
tmax n 2 " 2
cC=21 ftmm {X7-1 A%a;B]' (t; D)} dt (3.46)

Bj(t; 1) ve By(t;1) splaynlarin ¢apraz elemanlar1 kaybolmaktadir, giinkii

1.dereceden B-splaynlar sadece j=k—1, j=k, yada j =k + 1 kaplanmaktadir.

Boylece
€ = [T Ma;By (6, D)} + 2 Xy A2aya?a;_y By(t, 1By, (£, 1) dt (347)
ya da

n tmax n tmax
C=2) (0a) f B2(; Dt +21 ) Mgy, + f B;(t, 1)B,_y (t, 1)dt
=1 tmin j=1 tmin
Bu esitligi daha kolay sekilde gosterebilmek icin integral terimleri ayri c; ve c,

degiskenlere esitlenir.
n 2. )? N A2 A2
¢ = 2{e 21 (020)” + ¢, B, Naja?a;y ) (3.48)
Burada c; ve c, verilmis diigiim noktalar i¢in sabitlerdir.
¢ = [ B2(t; 1)dt (3.49)
c, = fttm_” B;(t, 1)B;_1(t, 1)dt (3.50)
Esitlik (3.48)’deki birinci terimi ikinci mertebeden ceza farklara esittir, ikinci terim ise
komsu kalan ¢apraz elemanlarin ikinci farklaridir.
P-splaynlarin 6zellikleri B-splaynlara ¢cok benzerdir ve asagidaki gibi verilir:
1) Splaynlar p + 1 sayida p dereceli polinom pargalarindan olusur
2) Polinom parcalar1 q sayida i¢ diiglim noktalarinda birlesir
3) Bu birlesme noktalarinda (q — 1). mertebeye kadar stirekli tirevler mevcuttur

4) Splaynlar g + 2 tanim bolgesinde sifirdan farkli; tanim bolgesi disinda ise sifir

degerini almaktadir.

3.5. Duzeltme Parametresinin Secimi

Yukarida piriizliiliik ceza yaklagim yontemi kullanarak belirtilen modellerde,

optimum duizeltme parametresinin se¢imi énemli konulardan biridir.
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Parametrik olmayan regresyon modeli igin duzeltme parametresinin segim
yontemlerinden biri Capraz-gecerlilik (Cross Validation) olarak adlandirir ve asagidaki
sekilde tanimlanir.

5 2
_1yn [(yi—falt)
VD) = 2Tk, (22 (351)

burada f;(), (t,v)),i=1,2,..,n gozlemleri ve A parametresine uygun splayn
duzelticisi, S;; (1) ise §; = (I + AK)~! dizeltme (hat) matrisinin i. kdsegen elemanidir.
Uygun A parametrenin secimi, (3.51)’de fonksiyonun minimum yapan se¢imidir.

Son yillarda ¢ok kullanilan diizeltme parametresinin = segim  yontemi
Genellestirilmis ¢apraz gegerlilik (Generalized Cross Validation - GCV) yontemidir. Bu
yontem capraz gecerlilik fonksiyonunun diizeltilmis halidir. Ilk olarak Craven ve

Wahba’nin [11] makalesinde yer almistir. GCV skorun ¢apraz gecerlilik yontemden
farki, CV fonksiyondaki S;;(1) yerine, onlarin ortalama %tr(SA) ifadesini

kullanilmasidir. Bu durumda GCV fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanir.

1
1- ;t‘r’(sl)

2
GCV(A) =30, {Lﬂ(”} (3.52)

Bu ifadede GCV fonksiyonuna minimum deger veren diizeltme parametresi
secilir.
Genelde, GCV ve CV yontemleri skorlari farkli sonuglar vermektedir ve GCV
skoru diizeltme parametresinin se¢iminde daha uygun goriilmektedir (Aydin, 2005).
GCV fonksiyonu Green ve Silverman [26]’deki sekilde yazilabilir.
2
GCV (D) = % i=1 {L”w} i — i) (3.53)

1
1-—tr(S7)

Regresyon kaynaklarinda, sapka matrisinin kdsegen elemanlarma kaldirag
(leverage) degerleri denmektedir. S;;, t; noktasindaki y; gézlem degerinin £ (¢;) tahmin
degerini belirtmektedir.

GCV ve CV yontemlerinden harig, diizeltme parametresinin se¢imi i¢in bagka
yontemler mevcuttur. Mallows’un C,, [42] kriteri diizeltme parametresinin se¢imi igin

uygundur ve asagidaki sekilde hesaplanir.

Co(D) =~ 1I(S1 — DII? + 202tr(Sy) + o2 (3.54)
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Bu formiilde o2 bilinmediginde, onun farkli 2 tahminleri kullanilabilir [25].

2
2 _ [63-0y]
Ap — tr(1-52,)

(3.55)

burada A,, degeri 6nceden CV veya diger kriterden belirlenmektedir.
Klasik AIC (Akaike Information Criteria) kriterinin diizeltilmis versiyonu olan
diizeltilmis Akaike Bilgi Kiriteri AIC., A dizeltme parametrenin secgiminde

kullanilabilmektedir. Bu yontem asagidaki formda verilmektedir.

2{tr(S)+1}

Sx-Dyll?
AIC; () = log 182D An)y” o

(3.56)

Diger yontemler gibi, A parametresini minimize eden problem belirlenir.

3.6. Serbestlik Derecesi

Dogrusal regresyon modellerinde serbestlik derecesi, modeldeki etkili olan
parametre sayisini belirlemektedir. Parametrik olmayan regresyon problemlerinde
tamimlanan serbestlik derecesi dogrusal regresyona benzer sekilde verilmektedir. Ug
farkli serbestlik derecesi tanimlanabilmektedir [9].

1. Dogrusal regresyon modeller i¢in tamimlanan Y.*, var(y;) = mo?’dir ve m
parametre sayisi serbestlik derecesini tanimlar. Splayn dizeltme modellerde covy =
$ST o2 oldugundan dolayi, serbestlik derecesi asagidaki sekilde hesaplanabilir.

df,(A) = tr(S,S1) (3.56)

2. Parametrik olmayan model i¢in ¥ = S,y oldugunda artik kareler toplaminin
beklenen degeri asagidaki denklemde verilmektedir.

E[(y —$1y) v —Say)] = [n— (285, — 51" S2) 0% — fTU - S)"U — S)f

Dogrusal regresyon durumunda bu ifadedeki birinci terim (n — m)’ye uygundur.
Bundan dolay1 serbestlik derecesi asagidaki sekilde tanimlanabilir.

df,(A) = tr(25, — 5,83) (3.57)

3. Ortalama artik kareler (average squared error ASR) igin Mallow’un C,, Kriteri

=2
duzeltmesi olarak tr(S,). Mesela Mallow’un C,, kriteri ASR’ye %Ztr(SA) eklenerek

dizeltilebilir. Bu ifade regresyonda kullanilan hata kareler ortalamasina 2mé?
eklenmesine benzerdir. Bundan tr(S;) dogrusal regresyonda m parametre sayisina

karsilik gelir.
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df3(A) = tr(S;) (3.58)

Yukarida tanimlanan serbestlik derecesi diizeltme parametre sec¢iminde

kullanilabilmektedir. Splayn diizeltme modellerin hesaplama agisindan, S$; matrisinin

kosegen elemanlarinin toplami olan df;(4) = tr(S;) avantaja sahiptir ve ¢ok
populerdir [27, 65, 93].

Asagidaki program ¢iktisinda diizeltme parametresinin secimi i¢in R programinda

yazilan fonksiyon gosterilmektedir.

Data = read.table(‘air.txt', header = T)

pn3 = ps.normal(Data$wind, Data$ozone)

title('Ozone data’, xlab = 'Ozone concentration’, ylab = 'Wind speed)
lambda =1

pn = ps.normal(Data$wind, Data$ozone, lambda = lambda, plot = F)
cat(paste(lambda =', lambda, ' CV =", pn$cv, \n"))

lambda = 10

pn = ps.normal(Data$wind, Data$ozone, lambda = lambda, plot = F)
cat(paste('lambda =', lambda, ' CV =", pn$cv, \n"))

lambda = 100

pn = ps.normal(Data$wind, Data$ozone, lambda = lambda, plot = F)
cat(paste('lambda =', lambda, ' CV =", pn$cv, \n"))

lla=seq(-1, 3, by =0.2)

cvs=0*lla

for (k in 1:length(lla)) {
lambda = 10 ~ lla[k]
pn = ps.normal(Data$wind, Data$ozone, lambda = lambda, plot = F)
cvs[K] = pn$cv

¥

plot(lla, cvs, xlab = 'log10(lambda)’, ylab = 'CV")

lines(lla, cvs)

Bu fonksiyonun sonucu grafiksel sekilde asagida verilmektedir. Sekil 3.1.°de

goriildiigu gibi minimize eden nokta, A’nin optimum degerine sahiptir.
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Sekil 3.1. A ’nin optimum degerinin secimi

3.7. Yariparametrik Regresyon Modelleri

Yariparametrik regresyon modellerin genel amaci, modelde hem parametrik hem
de parametrik olmayan belirleyicilerin tahmin edilmesidir. Bu tir problemlerde
parametrik ve parametrik olmayan degiskenlerin  birlesim  modellerinden
bahsedilmektedir.

Her bir y;,i = 1,2, ...,n gozlem degerine m + 1 agiklayic1 degiskenin (m-boyutlu
x; bir vektorii) uygun oldugu varsayilsin.

vi=xiB+f(t)+¢e &~N(,0%) (3.58)

Bu denklemde ifade edilen regresyon modeline yariparametrik modeli denir.
Burada, B katsayilarmin m boyutlu vektord, f(t;) ikinci mertebeden surekli tlreve
sahip piriizsiiz fonksiyonu, &; ise hata terimidir. Denklem (3.58)’de x! B modelin
parametrik kismini, f(t;) ise parametrik olmayan kismini ifade etmektedir. Bu denklem

icin cezali hata kareler toplam1 asagidaki sekilde verilmektedir.

SB,f) = Sia (i — xTB — f(£))* + 2 [, (f"(D)?dt (3.59)

Yariparametrik regresyon modellerinde m + 2 boyutlu gézlemleri (y;, x;, t;),i =
1,2,..,n seklinde ifade etmektedir. Bazen ¢t;,i=1,2,..,n noktalari, splayn
fonksiyonlardaki artan ozelligi a < t; <t, .. <t, < b saglanmayabilir. Bagka bir
deyisle, bir noktada tekrarlanan diigiim noktalar1 olabilir. Bu durumu ortadan kaldirmak
icin N benzerlik matrisi kullanilir. N, n X q boyutlu matrisi su sekilde tanimlanabilir.

ty,t, ..., t artan degerleri sirasi sy, Sy, ..., Sq olsun (g < n).
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Nij =

1, egert; =s;
{ TS 1,2,..,mj =12, ..,q (3.60)

0, egert; # Sj
Bu matrisinin i. satirinin bir elemani 1 esittir, kalan elemanlar sifirdir. j. sutunda
sj elemanina esit olan t;’ler i¢in 1, kalan elemanlari ise sifirdir. Cezali hata kareler bu

matrisi kullanarak,
SB.)=—-XB-N"(y—XB—Nf) + [ (f'(£)%de  (3.61)

seklinde yazilabilir. f:(f "(t))?dt = fTKf oldugu bilindigi iizere, denklemi kare

formunda yazilabilir.

SB.f)=@—-XB-Nf)'(y —XB — Nf) + AfTKf (3.62)
Bu kare formunun minimizasyon problemi, blok matrisli denklemin g ve f
¢6zUmindn bulunma problemine doniistiirtilir.

T T B T
ﬁg( NTx J1rv AK [f] - [;T]y (3.63)

X matrisi tam sltun rankli matris ise ve i = 1,2,...,n i¢in B, + [;1t; dogrusal
formuna esit olan bir x; B dogrusal kombinasyonu yok ise (3.63) denklemler sisteminin
tek bir ¢6zlimii vardir ve

VX NTHAK (369
matrisi herhangi bir 2 > 0 igin pozitif tanimli bir matristir. (3.64) denklemler sistemi,
p + q denklemler sistemidir ve bu sistemi dogrudan ¢dzmek i¢in biiylik hesaplamalar
gerekmektedir. Bu nedenle, Geri uyum algoritmasi1 (Backfitting algorithm) nimerik

yontemin kullanilmasi faydali olabilmektedir. (3.64) denklemler sistemi,
X"XB =X"(y— Nf) (3.65)
(NTN+ AK)f = NT(y — XpB) (3.66)
matris denklemler seklinde yazilabilir. (3.65)’de f bilindiginde, y;’den f(t;) = (Nf);
cikartilarak B en kiigiik kareler yontemiyle bulunabilir. Eger B bilindiginde, (3.66)

denklemi y; — x7 B form formlarina gore kiibik splayn diizeltmeyi gerceklestirmeye

imkan saglar.
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Backfitting olarak bilinen iterasyon proseduri Gauss-Seidel metoduna
benzemektedir [9,24]. Denklemler (3.65) ve (3.66) kullanilarak, bu denklemler icin
backfitting iterasyonu asagidaki gibi yazilabilir.

f™ = (NTN + 2K)"INT(y — Xp(™~D) (3.67)
B™ = X"X)7'X"(y — Nf"~) (3.68)
Bu iteratif stirecleri herhangi f(© vektoriinde baslatildiginda (3.67) denkleminin

tek ¢ozlimiine yakinsar [26].

3.8. Toplamsal Modeller

Splayn dizeltme yardimiyla toplamsal ve genellestirilmis toplamsal modeller
olusturulmasi ¢ok degiskenli problemlerde dnemli rol oynamaktadir.

Toplamsal modellerinde iki veya daha fazla fonksiyonlar1 bir modelde
incelemektedir. Simdi iki diizeltme splayn terime sahip olan toplamsal model ele

alinsin.

Vi = Bo+ fi(t) + f2(t2) + & (3.69)

Burada (y;, t1;, t2i),i = 1,2, ...,n verilmis gozlem degerleridir. Bu denklemde f;

ve f, diizeltme fonksiyonlar oldugu varsayilir ve asagidaki sekilde verilir.
fi(t) = 29, BiBy;(©) (3.70)
f2(t2) = Xj=1 BrejB2j(0) (3.71)

Bu ifadesindeki By ;(t) ve B,;(t) taban fonksiyonlardir.

Bu denklem icin cezali hata kareler toplam1 asagidaki gibi verilmektedir.

SU) =X —Bo— filtsy) — fot2))* + 4 [ fi" (8)dty + 4, [ £,/ (t2)dt, (3.72)

Bu ifadede genel ama¢ S(f)’i minimize edilmesi ve splayn olarak f; ve f,
diizeltici fonksiyonlarinin bulunmasidir. Problemi minimize etmek i¢in (3.69) denklemi

asagidaki gibi ifade edilebilir.

mBinIIXI)’ —ylI>? +AB"H.B + 1,B"H,B (3.73)
CB=0
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Bi(t))" By(t)T
B,(t,)" B,(ty)"

T .
Bk(ti) = [Bkl(ti)' "'!Bkn(ti)]T'k = 1'2; ﬁ = [BO!Bl! "",Bq' ""Bq+r] ; Hill = 112
hat(sapka) matrisleri (q + r + 1) X (q + r + 1) boyutlu kare matrislerdir ve C matrisi

Burada X = , nX(g+r+1) bir matris oldugunda,

6 X (q + r + 1) boyutlu matristir [103]. € matrisinin ilk dort satir1 dogal kiibik splayn

kosullarini, iki son satirt modelin kesin tanimlamasi kosullaridir:

e it) = 0,85 f2(62:) = 0 (3.74)

A, ve 4, dizeltme parametreleri, her iki terim icin serbestlik derecesinin etkisinin
belirlemede bulunur [105].

Verilmis 4, ve A,dizeltme parametreleri icin (3.73) ifadesindeki kare formu
S - AlﬁTHlﬁ + AzﬂTHzﬂ (375)

olarak tanimlanarak, asagidaki sekilde yazilabilmektedir.

ixg -yl + g7sg = | 2] - [X] 8] (376

Burada § = BT B esitligi saglayan kok matristir. Onceki boliimdeki tek degiskenli
diizeltici problemlerine benzer olarak, ifadenin sag kismmin ’ya gore minimizasyonu
dogrusal regresyon problemi gibi ¢oziilebilir. Sonug olarak, B’nm tahmini § = By’dur.

Burada B matrisi asagidaki sekilde ifade edilmektedir.

B=X"X+MB"H,B + 1,BTH,B) X" (3.77)

3.9. Genellestirilmis Toplamsal Modeller

Genellestirilmis toplamsal modeller, piiriizsiiz fonksiyonlarinin toplamini igeren
genellestirilmis bir dogrusal modeldir.

Genellestirilmis toplamsal modeller ilk olarak duzeltme fonksiyonlarin toplami
seklinde genellestirilmis dogrusal modellerden belirlenmektedir. Bu model asagidaki
sekilde gosterilebilir.

g) = XB + fi(t1) + f2(t20) + - + frn (tmi) (3.78)

Burada X-toplamsal modelin tasarim matrisi, y; = E(y;), y; bir Ustel aile

dagilimi, g ise piirlizsiiz monoton ‘link’ fonksiyonudur.
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Dizeltici f; fonksiyonlarinin tahmincisini bulma problemi igin cezali log-

olabilirlik yontemi kullanilabilir:
lp(B) = —L(B) +5 (L BTH,B + 1,87 H,B) (3.79)

(3.79) formilinde [(B) log-olabilirlik fonksiyonu [(B) = XL, log(fz, (i)
olarak tanimlanir. Burada fg.(y;) istel aileye uygun bir olasilik yogunluk

fonksiyonudur. (3.79) ifadeyi kisa olarak bu sekilde yazilabilir.
1,(B) = —1(B) +5B"H (3.80)

Burada H = }7_; A,H; ve A; diizeltme parametrelerinin verildigi varsayilir.

L,(B) 1 minimizasyonu i¢in f5;’lere uygun tiirevler sifira esitlenir.

ai__ai _=l n Yi_lf‘i% =
B 9B + (HB), <PZL=1 V(u) 9B +HPB); =0 (3.81)

Alinan denklem, var(y;) teriminin hesaplandig1 varsayilarak, dogrusal olmayan

cezali en kiiciik kareler problemi olarak ¢oziilebilir.

_ @i—p)?
Sp = Lt gryy T B HB (3.82)

Negatif cezali log-olabilirlik minimizasyon problemi A;’ler verildiginde cezali
IRLS(Iteratively re-weighted least squares) algoritmasi yardimiyla hesaplanabilmektedir
[52]. Cezali IRLS algoritmasi asagida verilmektedir.

1. y;’nin y; ortalamasina bagl olan varyansi1 V(y;) olsun. Her bir k. adimda,
z® = xg) 4 F(k)(y -k (3.83)

yapay veri (pseudodata) hesaplanmaktadir. Burada I'(9, Fl.(ik) = g'(,ui(k)) olarak ifade
edilen bir kdsegen matristir.

2. Tamimlanan kdsegen agirlik matrisi hesaplanmaktadir.

-1
Wy = (F&"),/V(uﬁ"))) (3.84)

3. Cezali maksimum olabilirlik tahmincisinin iteratif ¢ozimi g*<+1)
[w®(xg — z0)||* + BTHB (3.85)

minimizasyon probleminden bulunmaktadir[103].
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3.10. Cezah Genellestirilmis Toplamsal Model

Genellestirilmis  toplamsal modelin cezali  versyionu B-splayn taban
fonksiyonlarla kurulmus diizeltme splayn fonksiyonlari icermektedir. Bu model

asagidaki sekilde verilmektedir.

gw) =Ba=n (3.86)
burada B = (1, By, ..., By,), N X 1+ ¥, n; B-splayn degerlerin (regressor) matrisi ve
a = (a,aq,..a,;,)"’dir. Cezali splaynlar genellestirilmis toplamsal modeli skor
algoritmasi kullanarak tahmin etmektedir. Genellestirilmis toplamsal modeldeki her bir
bilesen B splaynlarin a;,j = 1, ..., m (komgu B-splayn katsayilar1)’n1 tahmin etmek i¢in,

log-olabilirlik fonksiyonun cezali versiyonu kullanilmaktadir.
1
[=1y,a) - L, Aja] Pia; (3.87)
Burada A; > 0, diizeltme parametresi ve kanonik ‘link” fonksiyon i¢in

[y, @) = Zi=ofyimi + c(m) +d ()} (3.88)
sekilde verilmektedir. n;, Ba = n’nin i. elemanidir.

Simdi denklem (3.87)’deki ceza terimini belirlenmektedir. P; =DdeDjd, d=
0,1,2,...,k — 1 varsayilsin. D¢, (nj —d) X n; boyutlu matrisinin, her bir satir1 d.
mertebeden polinom cezalarindan olusturmaktadir. j’yi sabit tutuldugunda, bu bant
matrisi d. mertebeden farklar1 gostermektedir. j. eleman icin Djdaj, n; — d fark vektor

asagidaki sekilde gosterilmektedir.

d _ d
D*'a; = D/'Dfa; (3.90)
Djlaj = (aj,k - aj,k_l), k= 2, ,n] (391)

d > 0 oldugunda, P; bant semasina sahiptir. P; farkli mertebelere sahip olabilir,
ancak pratikte kullanilan mertebeler bir ve ti¢ arasindadir, d > 4 mertebeler cok nadiren
kullanilmaktadir.

Cezali genellestirilmis toplamsal model Fisher skor algoritmas: kullanilir, a igin

verilmis [’nin maksimize eden iteratif tahmin yontemi asagidaki sekilde verilmektedir.

ak+) = (BTW®B + P) BTW©2(0 (3.92)
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Burada W = {(h'(1))" /var (v} ve 2, = A; + (v — 4,)/H'(4). Denklem (3.92)
Fisher skor agirlik matrisini kurulur ve genellestirilmis dogrusal model tahmincisini
kullanarak bagimli vektori belirlenmektedir.

Cezali splayn kullanilan genellestirilmis toplamsal modellerin avantaji diger
splayn yontemlere gére, d; — 1 polinom ceza farkinin kullanimidir. Bu yontem daha az
hesaplama siirecini kullanmaktadir. Ayrica A; diizeltme parametleri ¢ok buyiik sayiya
sahip oldugunda, bu yontem yerel polinom yaklasimini kullanilir. Pratikte bu sonug¢ ¢ok
yararhidir. Ornegin, Akaike Bilgi Kriteri ya da capraz gecerlilik diizeltici genellestirilmis
toplamsal modelin eleman: i¢in ok biiyiik bir say1 Snerilirdi, 4; = 10°. Bu zaman
genellestirilmis toplamsal modelin j. eleman1 d; —1 polinom olmaktadir. Bdylece
cezali parametre daha zayif segilirse, bu yontem, dizeltici genellestirilmis toplamsal

modelin elemanlar ve parametrik polinomlar arasinda gii¢lii iliski kurmaktadir [44].

3.11. ince Tabakal Splayn

Ince tabakali splayn (Thin plate spline) ¢ok degiskenli regresyon problemlerinde
kullanilmaktadir. Bu yontem diizeltme fonksiyonun tahmininde, ¢ok degisimli
gozlemler verildiginde genel bir ¢6ziim yaklasimidir. Ince tabakali splaynin genel teorik
tanimi1 Duchon [18]’mn c¢alismasinda verilmektedir. Daha sonraki ¢alismalar ve
uygulamalarda, [33,98,104] daha genis ve farkli alanlarda kullanimi incelenmistir.

x, d-boyutlu bir vektor olsun. (y;, x;),i = 1,2, ..., n gozlemleri kullanilarak, f(x)

diizeltme fonksiyonun tahmin edilmesi problemi ele alinsin.

yi=f(x)+g (3.93)
Bu tez calismasinda iki boyutlu ince tabakali splaynlar kullanilmistir. Daha kolay
anlagimi igin d = 2 kabul edilerek (x € R?), splaynin elde edilmesi incelenmektedir.
Ince tabakali splaynin elde edilmesini tanimlamadan 6nce birkag temel kavramdan
bahsedilmelidir.

r € R icin asagidaki bir n(r) fonksiyonu tanimlansin.

1 2 2 <
n(r) = {16nr log(r<), egerr >0 (3.94)
0 , d.d

x(t, z) € R? i¢in asagidaki i¢ ¢; fonksiyon tanimlansin.
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@.(t,z) =1 (3.95)
@a(t,z) =t (3.96)
@3(t,z) =z (3.97)

Elemanlar Ty, = ¢;(&;) olan (3 X n) boyutlu T matrisi tanimlansin.

1 1 .. 1
T:xl xl xl]:[tl t, . tn] (3.98)
1Sz o Zi Zy .. Znp

Tamim 1. Uygun §; ve a; sabitleri icin f(x), ancak ve ancak asagidaki formunda ise,
f) =X smllx — xill) + 231 a5 (x) (3.99)

f(x) fonksiyonuna (x4, ..., x,) noktalarinda ince tabakali splayn denir. Ek olarak,
6 = (84, ..., 6,) Vvektoru icin,

T6 =0 (3.100)

kosulu saglandiginda dogal ince tabakali splayn denir [26].
(3.98)’¢ gore, (3.100) asagidaki kosula denktir.

?=1 61' = 0, ?=1 5ixi =0 (3101)

(n x n) boyutlu bir E matrisi tanimlansin.

Ey =n(llx = %) = = llx: - x| 1og]|x; — x||” (3.102)

7’ nin tammmina gore E; = 0,1 = 1,2, ..., n.
Dogal ince tabakali splaynin iki 6zelligi verilmektedir.

1. Asagidaki ceza terimi

az 62 62
J(f) = fmza_tf-'_ 2;{3’;+#dtdz (3.103)

a. Ancak ve ancak f dogal ince tabakali splayn oldugunda sonlu olur,
b. f dogal ince tabakali splayn oldugunda
J(f) = 86"Es (3.104)

kare formuna doniisiir.

2. Xq, ..., Xy, R? uzaymda kollineer olmayan farkli noktalar ve zj, ..., z, Verilen

degerler oldugunda,
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f(xi) = Zj i = 1,2, o, n (3105)

kosullarini saglayan ince tabakali splayn vardir ve tektir.
Bunun ispati siirecinde [26] uygun ince tabakali splaynin, denkleminin

¢Oziimiinden belirlendigi goriilmektedir.

7 0l@=0) (2.106)

(3.106) esitliginin sol tarafindaki blok matris tam ranka sahiptir ve bu ifadenin tek

()
( 0) ¢Ozimii vardir.
ao

(yi,x;),i = 1,2,...,n gozlemleri igin cezali en kii¢iik karelerden, uygun ince

tabakal1 splayn bulunmasi agiklansin

S() = Zi=1 i — fF(x))? + Y (f) (3.107)
Bu ifadesi, T ve E matrisleri ile ve (3.106) dikkate alinarak asagidaki sekilde ifade

edebilmektedir.

min S(f) = (¥ — E§ — T"a)" (Y — E§ — T"a) + ASTES  (3.108)
T6=0

Bu problemin ¢6ziimii olan ince tabakali splayn’nin katsayilari,

[E + A TT] (8) _ (y) (3.109)

T ol\a 0

denklemden bulunur. Bu denklemleri sol kismindaki blok matris tam rankli oldugu i¢in

tek bir coziimii vardir. (3.109) denklemleri

F % (110
matrisiyle carparak,
5 Q) (@) @111

denklemleri alinir, bu da & ve @’min (3.111) probleminin ¢éziimii oldugunu gosterir.
Ince tabakal1 splaynin hem avantajlari hem de dezavantaji vardir. Bir taraftan iyi

bir duzelticidir, yani ince tabakali splayn kurulur ki, verilmis gozlemlere uyum ile

piiriizsiiz arasindaki agirlik tam bagdasmis olur ve bulunan diizeltme fonksiyonuna iyi

yaklagim gosterir.
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Diger taraftan, bu yontemin hesaplanmasi ¢ok zor olabilir, gozlemler c¢ok
verildiginde diizelticilerin parametre sayisi artar. Boylece bazi problemlerde diizeltme

splayn yerine regresyon kullanilmasi 6nerilmektedir.
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4. ENTROPI OPTIMIZASYON YONTEMLERI
Tezin bu boliminde, maksimum entropi yontemi ve Genellestirilmis Entropi

Optimizasyon yontemlerinden kisaca bahsedilmistir.

4.1. Maksimum Entropi Yontemi

Rassal degiskenin karakterize edici moment fonksiyonlar1 verildiginde,
Shannon’un entropi Ol¢lisiiniic maksimize ederek sistemin dagilimimi belirleme
yontemine Maksimum Entropi (MaxEnt) yontemi, elde edilen dagilima da MaxEnt
dagilimi denilmektedir [35]. MaxEnt yontemi, maksimum belirsizlik prensibi veya
Jaynes’in formiilii olarak da bilinir [36].

Simdi sirasiyla kesikli rassal degiskenler i¢in maksimum entropi yontemi ve

stirekli rassal degiskenler i¢cin Maksimum Entropi yontemi ele alinacaktir[88].

4.1.1. Kesikli rassal degiskenler icin maksimum entropi yontemi

n degere sahip ¢ kesikli rassal degiskeninin veya n duruma sahip & kesikli fiziksel

sistemin entropisi

H(§) = = Xiz1pin(p:) (4.1)
fonksiyonu ile ifade edilmektedir. (4.1) fonksiyonunu,

i=ibi=1;p;>0
2i=191G)pi = 11

: (4.2)

2i=1 9m(EDPi = tm

kosullart altinda maksimum yapan p4, p,, ..., P, dagiliminin bulunmasi bir optimizasyon

problemidir. & rassal degiskeninin dagilimmin bu optimizasyon probleminin ¢dzimii

olarak bulunmasini &neren yonteme “Maksimum Entropi (MaxEnt) yontemi” denir. ilk

kez Jaynes [35] tarafindan Onerilen bu yontem, Jaynes’in maksimum entropi yontemi

olarak da bilinir [88].

(4.2) sisteminde g,(¢),9,(8),...,gm(&)’ler karakterize edici moment
fonksiyonlar1 olarak ifade edilir. Bu sistem N sayida pq,p,, ..., b, bilinmeyenlerine
sahiptir. Bu sistemin ¢oziime sahip olabilmesi i¢in bazi kosullarin saglanmasi
gerekmektedir. Oncelikle, 1, g,(&),9,(é), ..., gm(§) fonksiyonlar1 lineer bagimsiz

oldugunda, bu fonksiyonlarin beklenen degerleri olan 1, uq, Uy, ..., Uy, sayilart (4.2)
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sistemi ¢oziime sahip olacak sekilde verilmelidir. ikinci olarak, m + 1 kosul sayisi ile n
durum sayisi arasinda m+1 <n bagmtist bulunmalidir. m+ 1 <n esitsizligi
saglandiginda, n bilinmeyenli m + 1 denklem olusacagindan, bu degiskenlerden n —
(m+ 1) kadar1 bagimsiz olacaktir. Bu durumda, pq,ps,...,p, degiskenleri sonsuz
sayida degerlere sahip olur ve boylelikle (4.1) fonksiyonunu maksimize eden
D1, D2, -, Pn lerin segilmesi anlamli olacaktir. Eger m + 1 = n kosulu saglanmazsa, bir
bagka ifade ile, m+1=n veya m+ 1 >n olursa, birinci halde genellikle (4.1)
fonksiyonunu maksimize etmek i¢in bagimsiz degisken kalmaz, ikinci halde ise (4.2)
kosullarini saglayan p;’ler olmayabilir.

(4.1) fonksiyonunun (4.2) kosullar1 altinda maksimize edilmesi, kisaca (4.1),(4.2)
problemi olarak ifade edilecektir. Burada (4.1) amag¢ fonksiyonu, (4.2) ise lineer
kosullardir. Bu durumda, (4.1),(4.2) problemi kosullu ekstremum problemidir ve
bilindigi gibi bu problem Lagrange ¢arpanlari yontemleri ile ¢0zilebilmektedir [88]

(4.1),(4.2) problemi Lagrange carpanlari yontemi ile ele alindiginda, (4.2)
kosullarinda ortaya ¢ikan u; sayilar keyfi verilemez. Pratik olarak, ¢ rassal degiskenine
ait istatistiksel frekans dagilmindan (py,Ds,...,P,) ve verilmis g;(¢) moment

fonksiyonlarindan yola ¢ikarak u;’ler hesaplandiginda,

. Lo
W OGRS s
In(E0) ImE) - GmEn)
matrisinin ranki, genisletilmis
[ 1 1 1 1‘|
| 91(0) gl(:fl) gl(:fn) /1:1| (4.4)

Nz[gmzm In(E) g unj

matrisinin rankma g;(§)p; + -+ g;(E)Pn = 1, j=01,...,m, go(§) =1, puy =1
esitlikleri saglandiginda birbirine esit olur. Bu nedenle de Kronecker-Capelli teoremine
gore (4.2) kosullarin1 saglayan p,,p,,...,p,’ler vardir. Bagka bir ifadeyle, (4.2)
esitlikleri seklinde verilmis homojen olmayan lineer sistemi pq,ps, ..., Pn’ye gore
¢Ozimii vardir.

(4.1) fonksiyonunu (4.2) kosullar1 altinda maksimize etme problemine

“Maksimum Entropi (MaxEnt) problemi” denir. MaxEnt problemi yardimiyla
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(P1, D2, .-, Pn) istatistiksel dagilimina entropi 6l¢limii agisindan yakin olan py,p, ..., Pn
dagilimi bulunur. Burada, pq,py, ..., p,’ler (4.1) fonksiyonuna (4.2) kosullari altinda
maksimum deger veren olasiliklardir. (4.1) fonksiyonunu (4.2) kosullar1 altinda

maksimize etmek i¢in vy, ..., v,,, Lagrange carpanlari1 yontemiyle,
U=-3rpiin(p) + vk pi — D + X7, vy Bk, pig; (€D —1y)  (4.5)
veya
U=-3%piIn(p) + X7 v (Tie pig; (&) — 1)) (4.6)

yardimer fonksiyonu kurulur ve bu fonksiyonun p4,p,, ..., Pns V1, -, Vin  degiskenlerine
gore mutlak ekstremumu aranir. Ekstremumun varlik teoremine goére yardimci (4.3)
fonksiyonunun p;’lere gore kismi tiirevlerinin sifira esit olmasi gerekir. Boylelikle
P1,P2, ---, Pn oOlasiliklart vy, ...,v,, Lagrange carpanlarina bagli olarak elde edilir.
Vi, -,V Garpanlarida (4.2) esitligi yardimiyla bulunur.

U yardimci fonksiyonunun p;’lere gore kismi tiirevleri;

0
% = —In(p) —vo — 1 =X}, v;9,;(x:) “7)

elde edilir. (4.4) esitliginin sag tarafi sifira esitlenerek,
In(p) =—(vo+1+ Xie1 v;g;(&)) (4.8)
pi = exp (—(vo + 1+ X1 v19,(8))) (4.9)
pi = exp(—v? =X, v;g;(E)) O = vo+ 1, i=12,..,n  (4.10)

sonucuna vartlir. (4.5) formull ile pq,p,, ..., pn’ler vy, ..., v, Lagrange g¢arpanlarina
bagl olarak ifade edilmis olur.
Lagrange ¢arpanlarini bulmak i¢in (4.5) ile ifade edilen p4,p,, ..., py’lerin (4.2)

kosullarinda yerine yazilmastyla,

iexp(—v? =YL, v9,(8)) = 1 } (4.11)
riexp(—v° = X7, v;9;(8)) g, (&) =
sistemi elde edilir. (4.6) sisteminin birinci denkleminden
exp(v?) = XL, exp(— 271:1 ngj(fi)) (4.12)
vO = In Y, exp(— X7, v;9,(8)) (4.13)
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v9 bulunur. v°’m bu degeri (4.6) sisteminin diger denklemlerde yerine yazildiginda,

exp(- X, v;g,(E))
S, exp(- XM, vig;(8)

fivi, Vi) = XL vi9, (&) =uj, j=12,...m (414

sistemi elde edilir. j = 1,2, ..., m olmak Uzere, (4.7) esitliginden vy, ..., v;, degerlerinin
Ui, -, Uy degerlerine bagli oldugu goriilmektedir. (4.7) sisteminden v’y1 bulmak igin
ardistk yaklasimlar yontemlerinin  hepsi kullanilabilir. Fakat, s6z konusu bu
yontemlerden, Newton yontemi diger yontemlerden daha biiyiik bir yakinsama hizina

sahip oldugu i¢in tercih edilir.

4.1.2. Siirekli rassal degiskenler icin maksimum entropi yontemi

& siirekli rassal degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu f(¢) oldugunda, bu

sistemin entropisi,

H =~ [ f(©)inf(£)d¢ (4.15)

seklinde tamimlanir. Istatistiksel veriyi (4.8) fonksiyoneline

[ F©g;E)dE =p; j=01,..,m (4.16)

kosullar altinda maksimum deger veren dagilim ile modelleme yontemine “Maksimum
Entropi (MaxEnt) yontemi” denir. (4.8) fonksiyoneli ¢ rassal degiskeninin veya fiziksel
sisteminin entropisini, (4.9) kosullar1 ise sistem hakkinda ek bilgiyi ifade etmektedir.
Boylece (4.8) fonksiyonelinin (4.9) kosullari altinda maksimumunun bulunmasi, (4.9)
kosullar1 yardimiyla sistemin sahip oldugu entropinin maksimum degerinin bulunmasi
anlamina gelmektedir. Ayrica ifade etmek gerekir ki (4.9)’a ait olan her kosul sistem
hakkinda belli miktarda bilgi verdiginden, kosul sayisinin artmasiyla entropi azalacaktir.

(4.8) fonksiyonelinin (4.9) kosullar1 altinda maksimumu Lagrange c¢arpanlari
yontemiyle bulunabilir. Bu durumda vy, vy, ..., vy, ler Lagrange c¢arpanlari olmak fiizere,

U Lagrange fonksiyoneli,

U =] FOmfOdx - Ty ([, f©g;©d§ — 1) (417)

seklindedir. (4.10) fonksiyoneli

U = {7 (~F@©)Inf(©)d§ — Tevif (g; ()}~ Zovjsy  (4.18)
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veya
b
U= [, F(f, Ddx = Xt 41 (4.19)

olarak yazilabilir, burada F (f,v) = (—f(&))Inf (§)d& — XL, v;f () g;(£) dir.

(4.11) fonksiyonelinin ekstremumunun varhigi i¢in gerek kosul, bu fonksiyonele

ekstremum deger veren f fonksiyonunun
Fr——Fp =0 (4.20)
Euler denklemini saglamasidir. (4.12) denkleminde F =0 oldugundan, bu
denklem Fy = 0 denklemine doniisiir.F ’nin ifadesinden yola gikarak Euler denkleminin
Fy = —Inf(§) — 1~ Xl vjg;(&) = 0 (4.21)
oldugu sonucuna varilir. Buradan,
Inf(§) = -1 - XiLov;9;(&) (4.22)
f(§) = exp(=1 —vy — XL v;9;(6)) (4.23)
f(&) =exp(=1—v° =37 v;g;(&)), VP =1+v, (4.24)
elde edilir. (4.13) fonksiyonu (4.9) kosullarinda yerine yazilarak v’lar bulunabilir:
[} exp(=v® = X1 v;0,(§0) g ()dE, k=01,..m  (4.25)

formilinde go(¢) = 1, uy = 1 oldugundan

[ exp(—v® — X", v;g;(§))dE = 1 (4.26)
0N 1

exp(v) = [7 exp(- X7, v;g(€))dE (4.27)

v0 = In{f exp(— X%, v;g;(§))dé¢] (4.28)

elde edilir ve v°°m bu degeri (4.21)’in diger esitliklerinde yerine yazilip k. esitligin sol

tarafi Fj, ile gosterildiginde,

D exp(= ST, v,0,ED)gr(E)d
Ja e);p( Xi=1vj9;€)gr(§)d — e k=12,..m (429
Jo exp(-X7L,v;9;(§))dE

F,(v) =

sistemine ulagilir. Burada v = (vq, ..., V).
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(4.29) sistemi vy, ...,v,, bilinmeyenlerine gore lineer olmayan denklemler
sistemidir. (4.29) sisteminin vy, ..., v, lere gore ¢oziime sahip olabilmesi i¢in

D(Fy,.F)

D) #0 (4.30)

kosulunun saglanmasi gerekir. Bu kosulun saglandigini gostermek i¢in (2.17)’deki

Jacobian’mn g, (&), g2(£), ..., gm (&) rassal degiskenlerinin varyans-kovaryans matrisinin

0Fy
aVl !

determinantt1 oldugunu gostermek yeterlidir. Bu amagla (4.30)’dan k =

, . oF N
1,2,..,m; 1l =1,2,..,m tirevleri bulunmustur ve [a_vk] matrisinin varyans-kovaryans
l

matrisi oldugu gosterilmistir:
T = —{E[01(9)9x(®] ~ Elge© g1} (4.31)

aFk], . Ll . .. . -
Buradan [a—; ‘nin varyans-kovaryans matrisinin negatif isaretlisine esit oldugu
l

gorilur. Varyans-kovaryans matrisinin pozitif tanimli oldugu bilindiginden, (4.30)
sisteminin Jacobi determinantinin sifirdan farkli oldugu, dolayisiyla (4.30) denklemler

sisteminin tek ¢6ziime sahip oldugu sonucuna varilir.

4.2. Minimum Capraz Entropi Yontemi

Minimum capraz entropi yontemi (MinxEnt), Kullback’in 6lciisii oldugu diger
o6nemli bir entropi optimizasyon yontemidir. Teorik anlamlar1 ve uygulama alanlarinin
tasidigi 6nem agisindan MaxEnt yontemiyla rekabet eder [36]. Bu tez ¢alismasinda
kullanim alan1 genis olmasi nedeniyle minimum c¢apraz entropi yontemi i¢in, kisaca
MinxEnt kullanilacaktir. Bilgi olarak fiziksel rassal degiskenden elde edilmis moment
degerleri ile bu rassal degiskene ait Onsel bir dagilim oldugunda; Kullbak-Leibler
Olclimiinii, rassal degiskenden elde edilen moment deger kisitlarina ve onsel dagilima
gore minimum yontemi MinxEnt yontemi ve bu ydntemden elde edilen dagilima
MinxEnt dagilimi denilmektedir [40,41]. Burada moment kosullar1 onceden verilir ve
buna gore 6nsel dagilima en yakin dagilim belirlenir MaxEnt yontemi, 6nsel dagilim
olarak uniform (diizgiin) dagilim segilirse, MinxEnt yonteminin bir 6zel sonucu olarak

ortaya cikar.
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4.2.1. Kesikli rassal degiskenler icin minimum ¢apraz entropi yontemi

& rassal degiskeni, &;,¢,, ... , &, durumlarina sahip, her bir durumun gergeklesme
olasilig1 pq,p,,...,pn olan kesikli bir rassal degisken olsun ve ¢ rassal degiskeni,
41,92, - ,qn scklinde onsel bir dagilima sahip olsun. Bu durumda Kullback-Leibler

olgimi
HE =ZL,pin (%) (4.32)

seklinde tanimlanir [41]. Kullback-Leibler 6lgimind,

Lipi=1;p; >0

2ie1 91CEDpi = 1y
: (4.33)
Z?:l gm(fi)pi = Um

ile verilen kisitlara gére minimum yapan yontemi, MinxEnt yontemi ve bu yontemi elde
edilen dagilima MinxEnt dagilimi denir. (4.32) oOlgiimiinde kullanilan q(¢)
fonksiyonuna da rassal degisken hakkinda onsel bilgi denir. (4.33) de ifade edilen g;(¢)
ler (j = 1, ..., m) moment fonksiyonlari, u;’ler ise (j = 1, ..., m) moment fonksiyonlar

yardimiyla rassal degiskenden elde edilen moment degerleridir. (4.32) de verilen
Kullback-Leibler o6lgimand, (4.33) kisitlarina gore minimumunu bulma problemi

Lagrange carpanlar1 yontemiyle ¢Ozilebilir. Buna gore U Lagrange fonksiyonu,
U=3Yipiln (Z_z) — (1 =v) ki — 1D — X7 v;i (T 9D — 1) (4.34)

sekilde tanimlanir. (4.34) de kullanilan vy, v4, ..., v, ’lere Lagrange carpanlar1 denir. U
fonksiyonunu minimum yapan p;’leri bulmak ig¢in, (4.34) fonksiyonunun p;’lere goére

kismi tiirevleri alinip, sifira esitlenmelidir. U fonksiyonun p;’lere gore kismi tiirevleri,

) L@ '
a—;}i = —an—i— 20— (Wo— 1) —=30,v9;(6), (@(=1,..,n) (435

sekilde bulunur. (4.35) ifadesi sifira esitlendiginde,
e —1-vo+1-%0,vg,6) =0,  (i=1.,n) (436)

veya

Inp; =1Ingq; —vo — X7L,v;9; (&), (i=1,..,n) (4.37)
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elde edilir. (4.37) esitliklerinden p;, (i =1,...,n) olasiliklari,

pi = qiexp(—vo — X7, v;9;(8)), (=1.,n)  (438)

seklinde bulunur. (4.38) ile ifade edilen p;, (i =I,...,n) olasilik dagilimi, (4.32) de
verilen Kullback-Leibler 6lcimin, (4.33) gore minimum yapan MinxEnt dagilimidir.
(4.38) ifadesinden gorildigi gibi, p;, (i =1,...,n) olasiliklar1 vy, vy, ..., Vi
Lagrange carpanlarina baghdir. vy, vy, ..., v, Lagrange c¢arpanlarinin degerleri (4.33)
esitlikleri yardimiyla bulunabilir.
MaxEnt yonteminde oldugu gibi vg, vy, ...,V Lagrange carpanlarinin

Uo» U1, - Um ‘ye bagli oldugunu gdstermek i¢in, (4.38) ifadesini daha ayrintili olarak,
pi = qiexp(—vo)exp(=X7L,v;9;(&)),  (i=1,..,n) (439)
seklinde yazilir. (4.39) deki olasilik dagilimi (4.33) kisidinda yerine yazildiginda,
Yits qiexp(—vp) exp(— X7, v;9;(6)) = 1 (4.40)
esitligi elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda
exp(—vo) Xity qiexp(—XJL;v,9;(8)) = 1 (4.42)
ifadesi bulunur. Buradan,
?:1 qi exp(— Z}nﬂ ngj(fi)) = exp(—vy) (4.42)

sonucuna ulasilir. (4.42) esitliginden, v, Lagrange carpanin vy, ...,v,, Lagrange
carpanlarina bagl oldugu goriilmektedir. Benzer sekilde (4.39) ifadesi (4.33) kisitlarin

da yerine yazildiginda,
Yty 4:9;(&) exp(—vo) exp(— X7k, vg;(E)) = wj, j=1..m (443)
elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda,
Di=1 ql’gj(fi) exp(— 271:1 ngj(fi)) = Uj exp(—vo), j=1..m (4.44)
ifadesi bulunur. (4.42) esitligi (4.44)’de yerine yazildiginda,
izt ql’gj(fi) exp(— 271:1 ngj(fi)) = Hj{2?=1 qi exp(— 271:1 ngj(fi))} (4.45)
esitligi elde eldir.Buradan,

S a9 €D exp(= 3L, v),(E)
K Xita QieXp(— ity ngj(fi))

j=1,..,m (4.46)
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ifadesi elde edilir [36]. (4.46) ifadesinden v;, (j = 1, ...,m) ’lerin py, ..., tly, lere bagh

oldugu goriilmektedir.

4.2.2. Siirekli rassal degiskenler icin minimum ¢apraz entropi yontemi

& stirekli rassal degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu f(§) ve & rassal
degiskeni q(&) seklinde onsel dagilima sahip olsun. Bu durumda Kullback-Leibler
olcumd,

HE = [, F&InES ag (4.47)

seklinde tanimlanir. Kesikli rassal degiskene benzer olarak kisitlar agagidaki sekilde,

iz f(dE =1

[2 g1 (©f ©)dE = 1y
: (4.48)

J2 grm(©f ©)dE =
verilsin. (4.47) ifadesinde kullanilan q(§) fonksiyonuna rassal degisken hakkinda onsel
bilgi denir. (4.48)’de ifade edilen g;($) ’ler (j = 1,...,m) moment fonksiyonlar p;’ler
U =1,..,m), g;(§) ’lere uygun rassal degiskenden elde edilen moment degerleridir.

Siirekli rassal degiskenler i¢cin MinxEnt yontemi, H(&) fonksiyonelini (4.48)
kisitlarina gbére minimum yapan, f(§) fonksiyonunun bulunmasi yontemidir. Bu
yontem yardimiyla bulunan dagilima MinxEnt dagilimi denir.

(4.47) de verilen Kullback-Leibler fonksiyonelini, (4.48) kisitlarina gore
minimumu, Euler-Lagrange carpanlart yontemiyle bulunabilir. U Lagrange

fonksiyoneli,

U=, fOmELds - (vo - D ([ fOd ~1) -
v (17 9, f ©)dg — ) (4.49)

seklinde tanimlanir.(4.49)’da gerekli diizenlemeler yapildiginda,

b
U= [, (FOIREE - 0o = DF© ~ Ty 9, OF© = s Eavjuy +

Ao —1)dg (4.50)
ifadesi elde edilir. U Lagrange fonksiyoneli ayni zamanda,
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U= [ F@©d (4.51)

seklinde yazilabilir. Burada,

F(§) = (f(f)ln% — (Vo = DF®) = Z71v g, (F @) — = EFa v iy +

Vo — 1) (4.52)

seklindedir. (4.49) ifadesindeki vg,vq,...,v,, ’lere Lagrange c¢arpanlar1 denir. U

fonksiyoneline ekstremum deger veren f (&) fonksiyonu,

oF d OF
of(©)  ag (6f’(f)) =0 (4.53)

Euler-Lagrange denklemi yardimiyla bulunabilir. Gerekli hesaplamalar yapildiginda,

oF
af1&) 0

(4.54)

ve

oF _ , f@  1/9(§) _ 1) =5™ v.q.
7® - Mo Ffeme! @7 M- D -2y g0 (455

esitlikleri bulunur. (4.54) ifadeleri (4.53) denkleminde yerine yazildiginda
© _ @
s =58 f©) = (o= 1)~ Ty g;(©) = 0 (4.56)
a(§)

elde edilir. (4.55) esitliginde gerekli diizenlemeler yapildiginda,
Inf(§) =Inq(§) —vo — Xjz1v; 9;(§) (4.57)

elde edilir. (&) fonksiyonu,

(&) = a®exp(vo)exp (— XL, v 9;() (4.58)

seklinde bulunur.
(4.58) ile ifade edilen fonksiyona MinxEnt dagilim fonksiyonu denir.
Vo, V1, -, V. Lagrange carpanlarinin degerleri (4.47) ve (4.48) esitlikleri ile bulunabilir.
Vo, V1, ---, Vi Lagrange carpanlariin pg, iy, ..., Uy ye bagh oldugunu gostermek

icin (4.57) ifadesi (4.47) da yerine yazildiginda,

17 a@exp(—vo)exp (= B, vy ;(8)) dé = 1 (4.59)

esitligi elde edilir. (4.59)’de gerekli diizenlemeler yapildiginda,
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Iy a@®exp (= Zyv; 9;(8)) dE = exp(vo) (4.60)

sonucu bulunur. (4.60) esitliginden, v, Lagrange carpanin vy, ...,Vv,, Lagrange
carpanlarina bagli oldugu goriiliir. Benzer sekilde (4.57) ifadesi (4.48) de yerine
yazildiginda,

17 a©)g;@exp(—vodexp (- Ty v g,(9))dé = p;,  j=1,..m (461)
ifadesi elde edilir. (4.61) da gerekli diizenlemeler yapildiginda,

[ a@g;(©exp (=T v; g;(9)) dE = prexp(—vp), j=1,..,m (462
elde edilir. (4.59) ifadesi (4.61)’de yerine yazilip, gerekli diizenlemeler yapildiginda,

Iy 4©g;@exp( - LI, vjg;(©)ag
l'l PR
T a@exp( - T, vjg,©))as

j=1,..m (463

sonucu bulunur. (4.63) ifadesinden, vy, ..., vy, Lagrange c¢arpanlarinin yy, ..., iy, ‘lere

bagli oldugu goriilmektedir.

4.3. Genellestirilmis Entropi Optimizasyon Yontemleri

Genellestirilmis Entropi Optimizasyon Yontemi (GEOY) denildiginde istatistiksel
veriyl Genellestirilmis Entropi Optimizasyon Problemi (GEOP)’un ¢6ziimii seklinde
modellemeyi 6neren yontem anlasilmaktadir. Bu genellestirme yontemindeki amag, ele
alinan istatistiksel veriyi en iyi sekilde temsil eden dagilimin bulunmasidir. Fonksiyonel
analizin bazi uygulamalarina dayali olarak Shamilov [76-78] tarafindan Onerilen
MaxMaxEnt, MinMaxEnt, MaxMinxEnt ve MinMinxEnt Yontemleri, Genellestirilmis
Entropi Optimizasyon Yontemleri (GEOY) olarak tanimlanmistir. GEOY verilmis
moment fonksiyonlar1 kiimesinden istatistiksel veriye entropi optimizasyon Ol¢limiine
gore en yakin ve en uzak olan dagilimlar belirleyen moment fonksiyonlarinin
bulunmasint gerceklestirecek istatistiksel veriyi kriterler acisindan daha kesin
modellemeyi saglar [88].

EOP: ¢ rassal degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu f©@ (), U entropi
optimizasyon Ol¢cimi, g ise m sayida moment kisitt iireten bir moment vektor
fonksiyonu olsun. Verilen g moment fonksiyonuna uygun olan ve U’ye ekstremum

deger veren dagilimin bulunmasi problemidir.
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GEOP: ¢ rassal degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu f©@ (&), H entropi
optimizasyon 6lcimi, K ise verilen moment vektor fonksiyonlar kiimesi olsun. Verilen
K kiimesinden dyle g, g® € K moment vektor fonksiyonlarinin bulunmasi gerekir ki
g™ in belirledigi entropi optimizasyon yogunluk fonksiyonu £ (&),verilmis f© (&)
yogunluk fonksiyonuna H Olciimiine gére en yakin, g®’nin belirledigi entropi
optimizasyon yogunluk fonksiyonu f@® (&) verilmis f @ (&) yogunluk fonksiyonuna H
Olglimiine gore en uzak olsun. Burada H Shannon’un entropi 6lgiimii olarak segilirse
D) “MinMaxEnt Dagilmi”?, f@® (&) “MaxMaxEnt Dagilmi” olarak; eger L
Kullback - Leibler élgiimii olarak secilirse £ (&) “MinMinxEnt Dagilmi”, f@® (&)
“MaxMinxEnt Dagilimi1” olarak adlandirilir [88].

4.3.1. MinMaxEnt, MaxMaxEnt ve MaxMinxEnt yontemleri

Verilen entropi optimizasyon 6l¢imunu

P F©9;E)dE =y, j=01,..,m (4.64)

kisitlar1 altinda optimize etme problemi ele alinsin. Burada py, =1,g,(§) =1 ve
1,91(8€), 92(&), ..., gm (&) dogrusal bagimsiz karakterize edici moment fonksiyonlaridir.

£© (&) yogunluk fonksiyonu ve K moment vektér fonksiyonlar kiimesinden keyfi
secildiginde, bu moment vektor fonksiyonuna uygun olarak u = (1,14, ..., Um)
degerleri elde edilir ve H’ye optimum deger veren bir f(&) entropi optimizasyon
dagilimi bulunur. Bu durumda, secilen her keyfi g(§) vektor fonksiyonuna karsilik
H’nin bir optimum degeri elde edilmis olur. Bu deger g(¢) vektor fonksiyonlarina veya
uygun f(§) dagilim fonksiyonlarina bagh bir entropi optimizasyon fonksiyoneli olup
U(g) ile gosterilmistir.

Eger U(g), K stirekli moment vektor fonksiyonlar1 kiimesinde siirekli ise, bu
kiime iizerinde en kiigiik degerini alir. U(g) fonksiyoneline en kiiciik deger veren gV

ve en biiyiik deger veren g® moment vektor fonksiyonlari olmakla,
- — (oM. TNe))
min U(g) = U (g®); maxU(g) = U (9®) (465

esitlikleri gecerlidir. Burada, g™ ve g® moment vektdr fonksiyonlari, L 6lgimiini

optimize eden fF (&), f@ (&) zel olasilik yogunluk fonksiyonlarmni tammlar. H =

50



—fabf(f)lnf(f)df (veya H = —Y,pilnp; kesikli durumunda), oldugunda bu

dagilimlarin entropileri arasinda

H(fO@®)) <u(fP®) <u(f?®) (4.66)

esitsizlikleri gegerlidir. Burada U(g), g(§) moment vektor fonksiyonu ile dretilen
moment kosullar1 altinda, entropi fonksiyoneli H’in maksimum degeridir. Bu sebeple,
FD (&) olasilik yogunluk fonksiyonunun belirledigi dagilima “MinMaxEnt dagilmi”,
@ (&) olasiik yogunluk fonksiyonunun belirledigi dagilima ise “MaxMaxEnt
dagilim1” denir. Lagrange ¢arpanlar1 yontemiyle elde edilen f® (), f@ (&) yogunluk

fonksiyonlar1

FOE) = exp(— I vV g;(©)) (4.67)
FA(©) = exp(— I vV g;(©)) (4.68)

seklindedir [88].

Bolim 4.2.1°de verilmis kesikli rassal degiskenler i¢in minimum c¢apraz entropi
yontemi alinsin.

& rassal degiskeni, &4, &,, ... , &, durumlarina sahip, her bir durumun gerceklesme
olasilig1 pq,p,, ...,p, olan kesikli bir rassal degisken olsun ve ¢ rassal degiskeni,
41,92, - ,qn seklinde Onsel bir dagilima sahip olsun. Bu durumda Kullback-Leibler

Olcimi
HE) =2 piin (B) (4.69)

seklinde tanimlanir [41]. Kullback-Leibler 6l¢imini, n > m + 1 verilen kisitlara gore,

Lipi=1;p; >0

Z?=1 91C€Dpi = 1h
; (4.70)
21 9mEDPi = tim

minimum degere sahiptir. Bu ifadede py =1, go(§) =1, g = (go,91,..9m) Mmoment

vektor fonksiyonu ve u = (uy, ..., m), g moment fonksiyonlara uygun degerlerdir.

Kullback-Leibler fonksiyonu degeri,

p; = q; exp(— Z;‘rl:OVij(fi))'i =1..,n (4.71)
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p = (p1, .-, Pn) dagilim fonksiyinuyla alnmaktadir. (4.71)’te verilen v; Lagrange

carpanlari,

i giEDqexp (- Sov ;&) =wy, j=01..,m (472

sistemi ¢Ozumi bulunabilmektedir. (4.71)’de Kullback Leibler fonksiyonun da yerine

yazildiginda,

CIiExP(Z}":ijgj(fi))>

Donin = Xiza Giexp(— X0 v;9;(60) In < 4

ya da
Dinin = Xieq qiexp(— X0 v;9,; (&) exp (X0 vig;(§)) (4.73)
esitligi elde edilir. Duzenlemeler yapildiginda,
Dpin = Xj=oVjlj (4.74)

elde edilir.Sonugta bu ifadede verilen D,,;, formili g’ye bagli fonksiyoneldir. Bu

fonksiyonel asagidaki sekilde verebilmektedir.

U(g) = Diin (4.75)

Kesikli rassal degiskenler i¢cin MaxMinxEnt entropi optimizasyon problemi,
(4.75)’te verilen U(g) fonksiyoneline, verilmis K moment vektor fonksiyonlar
kiimesinde maksimum deger veren moment vektor fonksiyonunun bulunmasi

problemine denilmektedir.

(4.75)’te tamimlanmis U(g) fonksiyoneli, K moment fonksiyonlar1 kiimesinde

maksimum degerini,
max U(g) = U(g©®) (4.76)
gEK

g©® = (g(()o)’ g9, .., gy vektor fonksiyonunda alinsim.

g(© moment vektor fonksiyonuna uygun p©@ = @, p{?, ..., p?) MaxMinxEnt
dagilimi, verilen Kullback-Leibler fonksiyonun g© moment vektor kisitina gore
minimum yapilmastyla bulunur. Kesikli rassal degiskenler icin MaxMinxEnt dagilimi,

asagidaki sekilde verilmektedir.
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pi(o) = exp(—vo — ﬁlng](.o)(fi)),i =1,..,n (4.77)
Bu ifadede verilen v, ..., v,, Lagrange carpanlar;, g©@ = g\”, .., g moment

vektor fonksiyonudur.
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5. UYGULAMALAR VE SIMULASYON CALISMALARI

Bu béliimde teorik kisminda anlatilan yontemler kullanilarak farkli uygulamalar
yapilmigtir. Splayn ve Entropi optimizasyon yontemlerinin uygulamada gosterilmesi
amaciyla gercek veri seti kullanilmig ve simiilasyon ¢aligmasi gergeklestirilmistir.

Ik olarak tek degiskenli zaman serisi i¢in farkli splayn yontemleri kullanarak,
ongorilen degerleri tahmin edilmistir. Bu uygulamada B-splayn, duzeltme kibik splayn
ve cezali kiibik splayn kullanilmistir.

Ikinci uygulamada farkli karisik normal dagilimdan {iretilen veri seti icin uygun
yaklagim problemi incelenmistir. Bu uygulamada dagilim fonksiyonlari splayn
yontemler yardimiyla tahmin edilmistir.

ki degiskenli farkli fonksiyonlardan iiretilen veri seti ¢ok boyutlu splayn
yontemleri kullanilarak, Uclinci uygulamada gosterilmistir. Dogrudan yabanci
yatirimlarin uygulamasinda toplamsal model ve ince tabakali splayn yontemlerin
kullanilmustir.

Entropi optimizasyon ve splayn yontemleri yardimiyla kesikli rassal degiskenin
dagilim fonksiyon tahmin edilmistir. Bulunan dagilim fonksiyonlarindan elde edilen

hatalar birbiriyle karsilastirilmustir.

5.1. Splayn Ydntemler Yardimyla Zaman Serileri Tahmini

Bu boliimde, iki farkli zaman serisi lizerinde yapilmis splayn tahmini
incelenmistir [62]. Uygulamada zaman serisi olarak doviz kurlart Amerikan Dolar/Turk
Liras1 ve Amerikan Dolari/Tacik Somoni ele alinmigtir. Dikkate alinan zaman serisi
gOzlemleri, 08/01/2010 — 31/12/2015 yillart arasinda, Amerikan Dolari/Tiirk Lirasi
doviz kurun haftalik kapanis degerleridir ve n = 312 goézlemden olusmaktadir. ikinci
zaman serisi, 02/01/2015 — 11/02/2016 yillar arasinda, Amerikan Dolari/Tacik Somoni
doviz kurun haftalik kapanis degerleridir ve n = 63 gozlemden olusmaktadir. ki farkli
blyukliikte secilen verilerin amaci, kullanilan yontemlerin gézlem sayisina gore tahmin
etmesidir. Amerikan Dolari/Tirk Lirast doviz kurun haftalik kapanis degerleri ve
Amerikan Dolari/Tacik Somoni doviz kurun haftalik kapanis degerleri Cizelge 5.1 ve

Cizelge 5.2°de verilmistir.
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Cizelge 5.1. Amerikan Dolary/Tiirk Lirast déviz kurun haftalik kapanis degerleri

Tarih | Deger
08-01-2010 1,46980
15-01-2010 1,44940
22-01-2010 1,47150
25-12-2015 2,91870
31-12-2015 2,90760

www.tcmb.gov.tr

Cizelge 5.2. Amerikan Dolari/Tacik Somoni doviz kurun haftaltk kapanis degerleri

Tarih | Deger
02.01.2015 5,3074
09.01.2015 5,3271
16.01.2015 5,3367
04.03.2016 7,8696
11.03.2016 7,8696

www.nbt.tj

Parametrik olmayan regresyonda ©6ngori problemi literatlirde genis sekilde
incelenmistir [4,12,34].

Onceki calismalarimizda bu konu farkli veri setler kullanilan, sunulmustur
[53,54,58,64,69].

Bu uygulamada taban fonksiyonlarla kurulmus B-splayn, kilbik dizeltme splayn
ve cezali splayn karsilastirilmistir. Diizeltme parametresinin optimum deger se¢imi
genellestirilmis ¢apraz gecerlilik (GCV) skor fonksiyonu ile gerceklestirilmistir.

Modelin iyi sonu¢ gostermesi tahmin edilen degerlerin gergek degerlere yakin
olmasi ile ifade edilmektedir. Bu nedenle, iki farkli performans 6lgltleri olan ortalama
mutlak hata yiizdesi (mean absolute percentage error - MAPE) ve ortalama hata kare

(mean squared error — MSE) kullanilmistir. Bu Ol¢utlerin hesaplama formiilleri asagida

verilmistir.
n — 2
MSE = Zl=1(3’lnfl(t)) (51)
1 lyi—fa(®)]
MAPE = ~ ?=1yy—f (5.2)

55


http://www.tcmb.gov.tr/
http://www.nbt.tj/

Elde edilen sonuclar asagidaki tablolar ve sekillerde gosterilmistir. Once
yontemlerin performans olgltleri karsilastirilmaktadir. Cizelge 5.3 ve 5.4°te B-splayn,
kibik splayn duzeltme ve cezali splaynin MAPE ve MSE odlcltleri karsilastirildiginda,
hem Amerikan Dolar1/Tiirk Lirasi, hem de Amerikan Dolar1/ Tacik Somoni Vveri setinde

cezali splayn yontemin sonuglari minimum degere sahip oldugu goriilmektedir.

Cizelge 5.3. Amerikan Dolary/Tiirk Lirasi igin performans ol¢ttleri

Yéntemler | MSE | MAPE
B-splayn 0,00244 1,967
Kbik splayn 0,00127 1,305
dizeltme
Cezali splayn 0,00116 1,304

Cizelge 5.4. Amerikan Dolari/Tacik Somoni igin performans olcutleri

Yontemler MSE | MAPE
B-splayn 0,00079 0,30664
Kubik splayn 0,00086 0,33033
dizeltme
Cezali splayn 0,00051 0,20752

MSE ve MAPE degerlerine gore Amerikan Dolari/Tiirk Lirasi verisinde kiibik
splayn dizeltme ve cezali splaynin degerleri hemen hemen aynidir. Bu beklenen bir
sonugtur, ¢linkd bu iki yontemde piiriizlilik ceza yaklasimi kullanilmaktadir. Yani,
minimizasyon probleminde ceza terimine sahiptir. Ancak Amerikan Dolari/Tacik
Somoni verilerine bakildiginda bu yontemlerin arasinda %30’luk fark goriilmektedir.
Bunun nedeni gozlem sayisindan kaynaklanmaktadir. Cezali splaynlar bu problemde
gOzlem sayis1 az olan veri setinde iyi sonug gosterebilmektedir.

Bu uygulamanin amaci splayn dlzeltme yontemleriyle sonraki degerlerin
ongoralen verilerin bulunmasidir. Uygulanan yontemler 5 dénem ilerdeki degerleri
tahmin etmek i¢in kullanilmistir. Amerikan Dolari/Tiirk Lirasi igin bu degerler 313 ile
317 arasindadir. Amerikan Dolari/Tacik Somoni i¢in bu degerler 64 ile 68 arasindadir.

Cizelge 5.5, 5.6 ve 5.7°de sirasiyla B-splayn, kibik splayn diizeltme ve cezali
splayn tahmin edilen Amerikan Dolari/Tirk Lirast i¢in  6ngorl degerlerini
gostermektedir. Sekil 5.1, 5.2 ve 5.3’te yontemler yaklagimi ile serpilme grafikleri yer
almaktadir.

[k olarak Sekil 5.1°de B-splayn taban fonksiyon yardimiyla yapilan yaklasim ile

serpilme grafigi gosterilmistir.
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Sekil 5.1. Amerikan Dolari/Tiirk Lirasi icin B-splayn yaklasimu ile serpilme grafigi

Cizelge 5.5. Amerikan DolardTurk Lirasi igin B-splayn fonksiyon 6ngorusu

Tahmin edilen Alt siir Tahmin Ust simir
degeri (%95) (%95)
313 2,8496 2,9323 3,0150
314 2,8408 2,9519 3,0629
315 2,8314 2,9767 3,1220
316 2,8215 3,0073 3,1931
317 2,8115 3,0442 3,2768

Cizelge 5.6 kibik splayn dizeltme ile tahmin edilen Amerikan Dolari/Tiirk Lirast
icin 6ngori degerleri gosterilmektedir. Sekil 5.2°de kiibik splayn dizeltme fonksiyonu

yardimiyla yapilan yaklagimi ile serpilme grafigi verilmistir.
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Sekil 5.2. Amerikan Dolary/Tiirk Lirast igin Kibik splayn dlzeltme yaklasimi ile serpilme grafigi
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Cizelge 5.6. Amerikan Dolari/Tiirk Lirasi icin kiibik splayn diizeltme éngéris

Tahmin edilen Alt sinir Tahmin Ust stmir
degeri (%95) (%95)
313 2,8359 2,9050 2,9741
314 2,7826 2,8975 3,0124
315 2,7179 2,8900 3,0621
316 2,6436 2,8825 3,1214
317 2,5616 2,8750 3,1883

Cizelge 5.7 cezali splayn ile tahmin edilen Amerikan Dolary/Tiirk Lirast igin

Ongori degerleri gosterilmektedir. Sekil 5.3’te cezali splayn fonksiyon yardimiyla

yapilan yaklasimai ile serpilme grafigi verilmistir.
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Sekil 5.3. Amerikan Dolary/Tiirk Lirasi i¢in cezali splayn yaklasimi ile serpilme grafigi

Cizelge 5.7. Amerikan Dolary/Tiirk Lirast icin cezali splayn ongiirisi

Tahmin edilen Alt simir Tahmin Ust sinir
degeri (%95) (%95)
313 2,8740 2,9789 3,0741
314 2,8835 3,0221 3,1124
315 2,9124 3,0653 3,1631
316 3,0125 3,1085 3,1954
317 3,0550 3,1517 3,2283

Cizelge 5.8, 5.9 ve 5.10°de sirasiyla B-splayn, kibik splayn dizeltme ve cezali

splayn tahmin edilen Amerikan Dolari/Tacik Somoni igin ©ngorl degerleri

gosterilmektedir. Sekil 5.4, 5.5 ve 5.6’de yontemler yaklasimi ile serpilme grafikleri yer

almaktadir.

Ilk olarak Sekil 5.4’de B-splayn taban fonksiyon yardimiyla yapilan yaklasimi ile

serpilme grafigi gosterilmistir.
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Sekil 5.4. Amerikan Dolari/Tacik Somoni i¢in B-splayn yaklasimu ile serpilme grafigi

Cizelge 5.8. Amerikan Dolari/Tacik Somoni i¢in B- splayn 6ngdrusi

Tahmin edilen Alt simir Tahmin Ust simir
degeri (%95) (%95)
64 7,8332 7,9636 8,0939
65 7,8627 8,1042 8,3457
66 7,9135 8,3026 8,6918
67 7,9864 8,5588 9,1313
68 8,0818 8,8728 9,6639

Cizelge 5.9 Kubik splayn diizeltme tahmin edilen Amerikan Dolari/Tacik Somoni
icin 6ngoru degerleri gosterilmektedir. Sekil 5.5’de kiibik splayn duzeltme fonksiyon

yardimiyla yapilan yaklasimi ile serpilme grafigi gosterilmistir.
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Sekil 5.5. Amerikan Dolari/Tacik Somoni igin kiibik splayn duzeltme yaklasumi ile serpilme grafigi
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Cizelge 5.9. Amerikan Dolari/Tacik Somoni i¢in kiibik splayn diizeltme &ngérisu

Tahmin edilen Alt simir Tahmin Ust simir
degeri (%95) (%95)
64 7,7545 7,8683 7,9820
65 7,6776 7,8674 8,0572
66 7,5801 7,8666 8,1530
67 7,4671 7,8657 8,2643
68 7,3411 7,8649 8,3886

Cizelge 5.10 cezali splayn yardimiyla tahmin edilen Amerikan Dolari/Tacik
Somoni ic¢in 6ngorl degerleri gosterilmektedir. Sekil 5.6’de cezali splayn fonksiyon

yardimiyla yapilan yaklasimi ile serpilme grafigi gosterilmistir.
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Sekil 5.6. Amerikan Dolari/Tacik Somoni i¢in cezali splayn yaklasimi ile serpilme grafigi

Cizelge 5.10. Amerikan Dolari/Tacik Somoni i¢in cezali splayn ong0riisi

Tahmin edilen Alt simir Tahmin Ust simir
degeri (%095) (%695)
64 17,7745 7,8781 7,9620
65 7,6916 7,8833 8,0372
66 7,5751 7,8885 8,1130
67 7,4451 7,8938 8,2543
68 7,3711 7,8990 8,2886

Sonuglara bakildiginda kiibik splayn dlizeltmenin ve cezali splayn yaklagiminin ¢ok
yakin sonuglar verdigi goriilmektedir. Ongorilen sonuglarin gercek degerlere yakin

olduguna dikkat cekmektedir.
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5.2. Dagihm Fonksiyonlarmin Splayn Yontemleriyle Tahmini: Bir Simulasyon
Calismasi

Bu boélimde, orijinali Marron ve Wand [43] tarafindan gelistirilen karisik normal
dagilimlar1 kullanarak, splayn yontemlerin hangisinin daha iyi yaklasim gosterdigini
belirlemek amaciyla, simiilasyon caligmasi yapilmistir. Bu islemlerde, R program
ortaminda yazilan bir programla, her bir fonksiyon icin farkli sayida Orneklemler
olusturulmus ve olusturulan her bir 6rneklem i¢in farkli sayilarinda tekrarlamalar
yapilmistir. Tekrarlanan her bir 6rneklem veri dizisi i¢in herhangi bir tahmin egrisinin
kalitesini degerlendirmek icin (5.1)’de verilen hata kareler ortalamasi (MSE)
kullanilmistir.

Ele alinan deney plani, esas itibariyle orijinali Maron ve Wand’a [43] ait olup Xue
ve Wang [108] tarafindan da kullanilmistir. Ele alinan deneysel diizenek, deneyde
orneklem olusturmada kullanilan fonksiyonlar, Cizelge 5.11°de genel bigimde verilen
modellerden elde edilmistir. Simiilasyon c¢aligmasi, R ortaminda yazilan bir programla
gerceklestirilmis olup, deneyin plani ve yiiriitiilmesi ise su sekilde tasarlanmistir:

* Her bir fonksiyon igin yontemlerin kii¢iik ve biiyiik 6rneklem performanslarini

gorebilmek amaciyla, 50, 100, ve 200 hacimlerinde 3 farkli 6rneklem

olusturulmustur.

* Olusturulan her bir 6rneklem, 1000 kez tekrar edilmistir.

* Her bir fonksiyondan uretilen veriler igin tekrar edilen tum 6rneklemlerde segim

Olcutind minimum yapan A dizeltme parametresi capraz gecerlilik skoru

kullanarak segilmistir.

« Her bir se¢im olgiitden secilen A diizeltme parametresine uygun f; splayn

duzeltme kestiricileri hesaplanmistir.

« Her bir segim &lgiitiine gore hesaplanan f; splayn kestiricileri icin (5.1) formli

ile verilen MSE degerleri hesaplanmuistir.

Simiilasyon deneyleri sonucunda olusturulan toplam 45 sayisal deneyin her
birinde, splayn yontemlerin hangisinin se¢ilen diizeltme parametreleri yardimiyla
hesaplanan splayn diizeltme kestiricilerinin iyi bir kestirici olup olmadigim belirlemek

amaciyla, MSE degerleri performans 6lgUtleri olarak kullanilmistir.
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Cizelge 5.11. Simiilasyon ¢alismasinda kullanilan dagilim fonksiyonlar

Fonksiyon | Agiklama

~ Gauss yogunlugu
Fy = (HN(0,1) (Gaussian Density)

1 1 (1 /2\%\ 3 (13 /5\* Tek modlu ¢arpik yogunlugu
B =zNOD +cN <E' (g) ) tgN (E' (5) ) (Skewed Unimodal Density)
7
1 2\ 2\% Cok carpik yogunlugu
F5(6) = ; g (3 {(§> B 1}‘ (§> ) (Strongly Skewed Density)
2 1 1\2 Tek modlu basiklik yogunlugu
F(§) = §N(O‘1) + §N (0' (E) ) (Kurtotic Unimodal Density)
1 9 142 Aykir1 yogunlugu
Fs(§) =gNOD + 5N (0’ <1_0) ) (Outlier Density)
1 2%\ 1 2\? Ciftli yogunlugu
Fe(§) = 3N (_1' (5) ) o (1' (5) ) (Bimodal Density)
1 3 /% 1 (3 /1\2 Ayrilmis iki modlu yogunlugu
F(§) = §N<_§'<E) )"'EN (E' E) ) (Separated Bimodal Density)
3 1 (3 /1\2 Asimetrik ¢iftli yogunlugu
Fg($) = ZN(O'D + ZN (E' (E) ) (Asymmetric Bimodal Density)
9 6 3\*\ 9 (6 [3\*
Fo@) = 35N <‘§'(§> ) +a5M (5 (5) ) Ul yogunlugu
1 12 Trimodal Densit
V(0 () ) ( ”
4
1 1 l 132 Penge yogunlugu
Fio(§) =5 N0, + ;TON <{ 2) 1}' <1_0) ) (Claw Density)
49 2\%\ 49 2\?
Fn@:mN(‘L 3) )*mN(L@) . by, ¥
. Cift penge yogunlugu
1 = 12 (Double Claw Density)
+;ﬁN< ) (705) )
2 2
1 21+t 1 /27! Asimetrik pence yogunlugu
Fi2(§) =5N(0,1) + z—Zz_lN (l t3 (1_0> ) (Asymmetric Claw Density)
1
46 2\’
Fa® = 2 15 (21 -1.(3) )
3
N Z 1 <—_l ( 1 )2> Asimetrik Gift pene yogunlugu
44300\ 21100 (Asymmetric Double Claw Density)
3

=1

5 1 2 R, . < <
2 1 32 Piirtizsiiz kombinasyon yogunlugu
= - — — — 21
Fia(9) = ;_0: 3 N<{65 %6 (2) }/21’ (63) /2 ) (Smooth Combination Density)
2

Fis(6) = Z%N <(1zz —15)/7, (;))
10 2
+ ;%N (21/7, (2—11) )

Ayrik kombinasyon yogunlugu
(Discrete Combination Density)

Sekil 5.7°de simiilasyon deneylerinde kullanilmis dagilim fonksiyonlariin

grafikleri gosterilmistir.

62



#1 Gaussian #2 Skewed #1 Str Skew

0.4

o
‘ﬁ: -
i'\D o~
o % ¥
0 =y s
o
al. Q Q
o o o™=
_:.
o
n
0 o
Q
i o o
= = ="
- o
o
Q
; o . :
110 05 00 05 110 2 0 2
X X

0.4
0.4

e
e

o0
o0

[ +
: =+
] o G
o o %
=0 [l o
QL Ql Q
o o o
ki k! k!
o o o
[l =0 =0
a a a
o o o
2 40 17 4 2 0 2 4 4 2 0 2 4
X X X

Sekil 5.7. Karisik fonksiyonlarin olasilik dagilimlarinin sekilleri

Simiilasyonla elde edilen verileri i¢in toplam 45 farkli sayisal deneyi olusturan, B-
splayn, splayn diizeltme ve cezali splayn fonksiyonlarin yaklasim grafikleri Sekil 5.8°de
gosterilmistir. Bu grafikte her bir fonksiyondan iiretilen veriler noktalarla, B-splayn
yaklagimi (kirmizi ¢izgi), kiibik splayn dizeltme (noktali siyah ¢izgi) ve cezali splayn
(noktali mavi ¢izgi) gostermektedir.

Elde edilen sonuglar hata kareler ortalama degerleri Cizelge 5.12° de yer
almaktadir. Bu c¢izelgede her bir fonksiyon igin en iyi yaklagim olusturan splayn

yontemler hata kareler ortalamasina gore gosterilmistir.
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Sekil 5.8. Karisik fonksiyonlarin splayn yaklagimi ile serpilme grafigi

Cizelge 5.12 incelendiginde; n = 50 birimlik kiglk 6rneklem verileri igin 1000
tekrarli bir deneyde, splayn diizeltme ve cezali splaynin iyi yontem oldugu goriiliirken,
B-splayn genel olarak toplamda en k&t performansa sahip oldugu goriilmistiir. Ancak
Fo(&) fonksiyonunda B-splayn yontemi diger yontemlere gore daha iyi sonug

gOstermistir.
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Cizelge 5.12. n=50 hacimlik orneklemde hesaplanan MSE degerleri

Fonksiyon B-splayn Klé%';fte:]aeyn Cezali splayn
F (&) 0,093 0,409 0,021*
F,(§) 1,257 0,634 0,439*
F3(§) 60,920 4,775* 60,035
Fy(§) 1000,199 11,525* 953,043
F5(§) 300,619 119,285* 271,351
Fe(§) 2,042 1,429 0,483*
F7(§) 8,231 2,124* 2,550
Fg(§) 7,827 2,290* 3,850
Fo(§) 10,054 3,724* 6,708
F10($) 80,596* 81,488 87,229
F11(9) 2,395 1,849 0,898*
F15(§) 70,871 22,622* 66,022
Fi3(8) 8,933 7,518 6,841*
F14(9) 80,983 75,269* 94,602
Fi5(§) 100,468 60,749* 137,669

(*): En iyi sonug veren ydntemi gostermektedir.

n=100 birimlik 6rneklemlerin durumu Cizelge 5.13’te yer almakadir. Bu c¢izelge

incelendiginde n=50 birimlik 6rneklemle benzer olarak, fonksiyonlardan Uretilen veriler

ayni sekilde kiimilatif egrileri gostermektedir. Bundan dolay1 6nceki sonuglarda oldugu

gibi burada da kibik splayn dizeltmenin en iyi tahmin edilen yontemi oldugu

goriilmistiir. Buna karsilik, en kotii performansi B-splayn géstermistir.

Cizelge 5.13. n=100 hacimlik orneklemde hesaplanan MSE degerleri

Fonksiyon B-splayn Klé%';alst%ﬁyn Cezali splayn
F. (&) 0,241 0,398 0,053*
F,(§) 3,236 0,908* 1,111
F5(§) 96,865 6,711* 80,473
F,(§) 162,759 9,681* 126,914
F5(8) 152,368 23,194* 100,935
Fe($) 5,049 1,082* 1,086
F7($) 11,532 1,574* 4,178
Fg($) 15,984 2,065* 7,611
Fy(§) 13,267 3,318* 9,303
F10($) 101,118 101,170 90,840*
F11($) 5,043 1,781 1,436*
F12($) 93,577 25,558* 80,139
Fi3($) 13,510 8,080 7,945*
F14(9) 110,587 75,885* 100,181
Fi5(9) 162,648 46,625* 200,112

(*): En iyi sonug veren ydntemi gostermektedir.

Cizelge 5.14’te n=200 birimlik 6rneklemlerin durumu incelendiginde, birim sayisi

arttik¢a kibik splayn duizeltmenin en iyi yontem oldugu goriilebilmektedir.
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Cizelge 5.14. n=200 hacimlik érneklemde hesaplanan MSE degerleri

Fonksiyonlar | B-splayn | Kibiksplayn | Cezali splayn
F, (§) 0,564 0,603 0,134*
() 7,163 1,227* 2,374
F5(9) 11,394 7,5* 10,855
F4(§) 20,923 8,099* 15,122
Fs(©) 38,734 31,446* 28,807*
Fe(§) 9,953 0,794* 2,082
F,(8) 12,619 1,144* 6,210
Fg($) 27,004 2,031* 12,751
Fo(8) 14,201 2,671* 12,347
Fio(§) 111,688 112,701 106,776*
F11(§) 10,04 1,369* 2,187
Fi2(8) 98,353 24,346* 92,935
Fi3(8) 19,263 8,029* 9,126
F1,() 130,408 76,529* 124,927
Fi5(§) 160,344 32,489* 285,438

(*):En iyi sonug veren yontemi gdstermektedir.

Deneysel calisma olarak gerceklestirilen simiilasyonda, her bir fonksiyon igin
farkli biyiikliikte (50, 100, 200) ¢ 6rneklem ve 1000 tekrarlama s6z konusu splayn
yontemlerinin se¢imi, Orneklem hacimleri ve tekrarlanma sayina gore nasil bir
performans izledikleri gosterilmistir. Bu simiilasyon ¢alismasinda toplam 135 farkli
deney yapilmis ve bu deneylerde, soz konusu U¢ splayn yonteminin MSE degeri
hesaplanmistir. Kullanilan yontemlerden dizeltme splayn yodntemi en iyi sonucu
gostermektedir. kinci olarak cezali splayn performans olcitlerine gore iyi sonug ve B-

splayn yontemi sadece birkag deneyde iyi sonu¢ gostermistir.
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5.3. Cok Degiskenli Splayn Yaklasim: ki Degiskenli Simiilasyon Calismasi

Cok degiskenli diizeltme splayn yontemlerinin kullanilmasini géstermek amaciyla
bu bolimde iki degiskenli deneysel ¢alisma gergeklestirilmistir [46,47,56,57]. Veri
tiretmek i¢in farkli kaynaklardan fonksiyonlar secilmistir. Fan ve Gijbels’in kitabindan
[23] fonksiyon alinmistir. Wood’un makalesinde [104] ince tabakali splayn ve
regresyon yontemlerini karsilastirmak igin iki fonksiyon kullanilmistir. Bayes regresyon
yontemleri yardimiyla iki farkli fonksiyonlardan uretilen verileri tahmin etmek amaciyla
Smith ve Kohn [96] makalesi de kullanilmistir.

Bu islemlerde, R program ortaminda yazilan bir programla, her bir se¢ilen
fonksiyon i¢in n = 50,100,200,400 gozlemlerle 6rneklem olusturulmus ve olusturulan
her bir 6rneklem icin 100 tekrarlama yapilmistir. Tekrarlanan her bir 6rneklem veri
dizisi i¢in herhangi bir tahmin egrisinin kalitesini degerlendirmek i¢in Esitlik (5.1)’de
verilen hata kareler kullanilmistir.

Deneyde orneklem olusturmada kullanilan fonksiyonlar, Cizelge 5.14’deki genel
bicimde verilen modellerden elde edilmistir. Simiilasyon deneyi, deneyin plani ve
yiirlitiilmesi ise su sekilde tasarlanmistir:

* Her bir fonksiyondan n = 50,100,200,400 hacimlerinde 6rneklem olusturul-

mustur.

* Olusturulan her bir 6rneklem, 100 kez tekrar edilmistir.

* Her bir fonksiyondan {iretilen veriler i¢gin tekrar edilen tiim 6rneklemlerde se¢im

Olgltlerin minimum yapan A dlzeltme parametreleri genellestirilmis ¢apraz

gecerlilik skoru kullanarak segilmistir.

« Her bir se¢im olciitlerinden secilen A diizeltme parametresine uygun f; cok

degiskenli splayn dlzeltme kestiricileri hesaplanmstir.

« Her bir secim 6lciitine gére hesaplanan f£; splayn kestiricileri icin MSE degerleri

hesaplanmustir.

Simiilasyon deneyleri sonucunda olusturulan toplam 180 adet deneyin her birinde,
splayn yontemlerin hangisinin segilen diizeltme parametreleri yardimiyla hesaplanan
splayn duzeltme kestiricilerinin iyi bir kestirici oldugunu belirlemek amaciyla, MSE

degerleri performans 6l¢itl olarak kullanilmastir.
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Cizelge 5.14. Simiilasyon ¢alismasinda kullanilan iki degiskenli fonksiyonlar

No Fonksiyon Aciklama
1 fi(xq, x5) = 0,7exp[—3{(x; + 0,8)% + 8(x, — 0,5)%}] +
exp[—3{(x; +0,8)% + 8(x, — 0,5)?}] + ¢ Fan ve Gijbels
e~N{0, (0,1)2}, [23]

x;~Uniform(—2,2),
x,~Uniform(0,1)

2 f2(x1,x,) = 1,9[1,45 + exp(x;)sin{13(x; —
0,6)%}] exp(—x,)sin(7x,) Simon Wood
x,~Uniform(-2,2), [104]
x,~Uniform(0,1)
3 f3(xq, x5) = exp[{—(x; — 0,25)% — (x, — 0,25)?}/0,1] +
0,5exp[{—(x; — 0,7)? = (x, — 0,7)?}/0,07] Simon Wood
x,~Uniform(-2,2), [104]

x,~Uniform(0,1)

4 1 3
Xy, %,) = —exp(—8x%) + = exp(—8x?
fa(x1, %) = exp(=8xi) + ¢ exp(—8x7) Smith ve Kohn
x,~N(0,5,1) [96]
x2~N(0.5,1)
5 fs(x1, x3) = x;sin(4x;)

Smith ve Kohn

x,~Uniform(0,1), [96]

x,~Uniform(0,1)

Simiilasyon ¢alismasinda elde edilen 6rneklem verileri igin toplam 180 farkli
deney olusturulmustur. Kiibik splayn duzeltmeden olusturulan genellestirilmis
toplamsal model, cezali splayn genellestirilmis toplamsal model, ince tabakali splayn
fonksiyonlarin grafikleri ve farkli taban fonksiyonlar sayisi olusan modeller asagidaki
sekillerde gosterilmektedir. S6z konusu Sekil 5.9, 5.12, 5.15, 5.18 ve 5.21°de
fonksiyonlardan Uretilen verilerin grafigi verilmistir. Sekil 5.10, 5.13, 5.16, 5.20 ve
5.22’de farkli taban fonksiyonlarla olusturan splayn yontemlerin ylzey tahmini
gosterilmistir. Bu sekillerde, birinci sirada 5, 10 ve 20 farkli taban fonksiyonlardan
olusan cezali splayn, ikinci sirada ayni sayida kiibik diizeltme splayn ve iiciincii ince
tabakali splayn yer almaktadir. Bu yontemlerinden her deneyde elde edilen 100 tane
MSE degerlerinin kutu grafikleri (boxplot) Sekil 5.11, 5.14, 5.17, 5.19 ve 5.23’te
verilmistir. TUm kullanilan ydntemlerin kutu grafikleri (boxplot) soldan saga dogru,

cezali splayn 5, 10 ve 20 taban fonksiyonlardan olusan, kiibik splayn diizeltme 5,10 ve
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20 tane taban fonksiyonlardan olusan ve ince tabakali splayn 5, 10 ve 20 taban
fonksiyonlardan olusan MSE degerlerini gosterilmektedir.

Bunun yani sira, her bir fonksiyon ve farkli sayida her bir érneklem veriler icin,
yontemlerin ortalama basarilarin1 gérmek amaciyla, dokuz farkli yontemin MSE
degerlerinin ortalamasi alinarak siralama elde edilmistir. S6z konusu bu ortalama
degerleri Cizelge 5.15-5.20 verilmistir.

Ik olarak Fan ve Gijbels [23] kitabindaki fonksiyondan veriler elde edilmektedir.
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Sekil 5.9. Fan ve Gijbels fonksiyonundan Uretilen veriler

Cizelge 5.15 incelendiginde; n=50 ve n=100 birimlik kii¢iik drneklem veriler igin
en iyi kestirimci ince tabakali splaynda gorilmektdir. MSE’nin ortalama degerine
bakildiginda, en kiiciik olan ince tabakali splayna aittir. Ikinci sirada iyi kestirici olan
cezali toplamsal splayn yontemidir. Kibik splayn dizeltmenin MSE degerinin

ortalamasi en kotii performansi gostermektedir.

Cizelge 5.15. Fan ve Gijbels ’in fonksiyonunun MSE degerlerinin ortalamasi

Yontemler | n=50 | n=100 | n=200 | n=400
Cezalt GAM S taban 0,296 0,331 0,355 0,381
fonksiyon
Cezalt GAM 10 taban 0,125 0,168 0,193 0,218
fonksiyon
Cezalt GAM 20 taban g g g 15gex  (1g4* 0,213
fonksiyon
GAM 5 taban fonksiyon 0,275 0,292 0,310 0,331
GAM 10 taban fonksiyon 0,139 0,175 0,199 0,220
GAM 20 taban fonksiyon  0,114*** 0,158*** 0,187** 0,214**
Ince tabakali splayn 5 0,951 0,908 0,963 1,025
~ taban fonksiyon
Ince tabakal splayn 10 0,581 0,678 0,766 0,846
_ taban fonksiyon
Ince tabakali splayn 20 0,090% 0,148* 0,103%%* 0,227%%*

taban fonksiyon
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Ancak, orneklem sayisi arttik¢a, n=200 ve n=400 birimlik 6rneklem verileri icin
cezali splayn yontem minimum MSE degerine sahip olup, en iyi sonucu gostermektedir.
Ikinci sirada kiibik splayn diizeltme ve son olarak ince tabakali splayn ydntemi sonucu
gosterilmistir. Orneklem sayis1 artirildiginda, toplamsal modellerin iyi sonug verdigi

gorulmektedir. Sekil 5.10°da fonksiyonlarin splaynlarla yilizey yaklasim grafikleri

gosterilmistir.
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Sekil 5.10. Fan ve Gijbels fonksiyonundan dretilen verilerin splayn yontemlerle tahmin edilen ylzey
yaklasim grafikleri

Sekil 5.11°de n=400 gozlem sayis1 olan her bir fonksiyonun hesaplanan 100 tane
MSE degerlerinin kutu grafikleri gosterilmistir.
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Sekil 5.11. Fan ve Gijbels fonksiyonunun MSE degerlerinin kutu grafigi

Simdi Wood’un [104] makalesindeki fonksiyonundan veriler elde edilmistir.

Sekil 5.12. Wood 'un fonksiyonundan retilen veriler

Cizelge 5.16 incelendiginde; n=50 birimlik kiigiik 6rneklem veriler i¢cin MSE’nin
ortalama degerine bakildiginda, en kiigiik olan ince tabakali splaynda gortlmektedir.
Ikinci sirada cezali toplamsal splayn yéntemidir. Kiibik diizeltme splaynin MSE degeri
diger yontemlerden biiyiik oldugu gorilmektedir.

Orneklem sayisi arttikga, n=200 ve n=400 birimlik 6renklem verileri icin ince
tabakali splayn yontemi en iyi sonucu gostermektedir. Kibik duizeltme splayn ve cezali
splayn yontemleri hemen hemen ayni performansi1 gostermektedir. Sekil 5.13’de

fonksiyonlardan elde edilen veriler igin yizey tahmin grafikleri gosterilmistir.
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Cizelge 5.16. Wood 'un fonksiyonunun tahmin edilen MSE degerlerinin ortalamas:

Yontemler n=50 | n=100 | n=200 | n=400
Cezali GAM S taban 0,450 0,498 0,534 0,541
fonksiyon
Cezalt GAM 10 taban 0,409 0,472 0,518 0,530
fonksiyon
Cezalt GAM 20 taban g 3p g ggg5ex  0506**  0,523%*
fonksiyon
GAM 5 taban fonksiyon 0,460 0,501 0,534 0,541
GAM 10 taban fonksiyon 0,426 0,477 0,519 0,531
GAM 20 taban fonksiyon 0,344** 0,451%** 0,508*** 0,524***
Ince tabakali sl_olayn 5 0,618 0,668 0,683 0,686
. taban fonksiyon
Ince tabakali sp_layn 10 0,343 0,397 0,428 0,445
~ taban fonksiyon
Ince tabakali splayn 20 0,029* 0,055* 0,075* 0,083

taban fonksiyon
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Sekil 5.13. Wood 'un fonksiyonundan tretilen verilerin splayn yontemlerle tahmin edilen yiizey yaklasim

grafikleri
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Sekil 5.14’de n=400 gozlem sayisi olan her bir fonksiyonun hesaplanan 100 tane
MSE degerlerinin kutu grafikleri gdsterilmistir.

0.8 -

06 —

04 —

0.2

tps20 }I#

pspl5 o
pspl10 o
pspl20 o

crsS

crs10 o
crs20

tps5 4
tps10 +

Sekil 5.14. Wood 'un fonksiyonunun MSE degerlerinin kutu grafigi

Simon Wood’ un [104] makalesinde ikinci fonksiyonu incelenmektedir. Sekil

5.15’te bu fonksiyondan iiretilen verileri gostermektedir.
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Sekil 5.15. Wood 'un ikinci fonksiyonundan tiretilen veriler

Cizelge 5.17 incelendiginde; n=50 birimlik kii¢iik 6rneklem verileri icin MSE nin
ortalama degerine bakildiginda, en kiigiik olan ince tabakali splaynda goriilmektedir.
Toplamsal kubik splayn dizeltmenin MSE degerinin ortalamasi ile toplamsal cezali

splayn yontemin ayn1 oldugu gorilebilmektedir. Orneklem sayisi arttikca, n=200 ve
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n=400 birimlik Orenklem wverileri i¢in kiibik diizeltme splayn ve cezali splayn

yontemleri hemen hemen ayni sonuglari gosterilmektedir. Sekil 5.16’da

fonksiyonlardan elde edilen veriler igin yizey tahmin grafikleri gosterilmistir.

Cizelge 5.17. Wood "un ikinci fonksiyonunun tahmin edilen MSE degerlerinin ortalamasi

Yéntemler | n=50 [ n=100 | n=200 | n=400
Cezali GAM 5 taban 0,0293 0,0324 0,0334 0,0338
fonksiyon
Cezall GAM 10 taban ) 5564 0,0310 0,0327 0,0335
fonksiyon
Cezall GAM 20 taban ) go1gux () gpgg**  00320%%*  0,0333%**
fonksiyon
GAM 5 taban fonksiyon ~ 0,0295 0,0323 0,0332 0,0337
GAM 10 taban fonksiyon 00269 0,0309 0,0325 0.0334
GAM 20 taban fonksiyon ~ 0,0224***  0,0203*%%*  0,0319%*  0,0330%*
Tiggieabakal Sign 5 0,0132 0,0128 0,0112 0,0109
_ taban fonksiyon
Ince tabakali splaynid0, 5607 0,0072 0,0080 0,0085
_ taban fonksiyon
Ince tabakali splayn 20— 55095% 9 0go1*  0,0001*  0,0001*
taban fonksiyon
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Sekil 5.16. Wood 'un fonksiyonundan Uretilen verilerin splayn yontemlerle tahmin edilen yiizey yaklagim
grafikleri
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Sekil 5.17’de 100 tane MSE degerlerinin kutu grafikleri gosterilmistir. Bu sekilde

n=400 gozlemler sayisi olan simiilasyon ¢aligmasinin sonucu gosterilmistir.
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Sekil 5.17. Wood 'un fonksiyonunun MSE degerlerinin kutu grafigi

Parametrik olmayan Bayes tahmincilerin performansini incelemek igin Smith ve
Kohn [96]’un makalesinde iki farkli simiilasyon ¢alismasi gergeklestirilmistir. Bu
makalede kullanilan fonksiyonlardan veri retip, splayn yontemlerle tahmin etmektedir.

Sekil 5.18’de birinci fonksiyondan iiretilen veriler gosterilmistir.
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Sekil 5.18. Smith ve Kohn un fonksiyonundan tiretilen verilerin grafigi

Cizelge 5.18 incelendiginde; n=50 birimlik kii¢iik 6rneklem verileri en iyi sonug

kibik splayn dizeltme yonteminde gorilmektdir. MSE’nin ortalama degerine
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bakildiginda, en kiiciik olan toplamsal kiibik splayn diizeltme yontemina aittir. Cezali
splayn yontemin MSE degerlerinin ortalamasi ince tabakali splayndan daha kuguk
oldugu gorulebilmektedir. Bu fonksiyondan tiretilen verilerin yaklasiminda ince tabakali
splayn yontemi biyilk MSE degerlerine sahip oldugu goriilmektedir. Orneklem sayisi
arttikga, n=200 ve n=400 birimlik 6rneklem verileri igin yontemlerin performanslari

degismemektedir.

Cizelge 5.18.Smith ve Kohn un fonksiyonunun tahmin edilen MSE degerlerinin ortalamasi
Yéntemler | n=50 | n=100 | n=200 | n=400
Cezall GAM Staban 4 1965 002165 002469  0,02548

fonksiyon

Cezall GAM 10taban ) 50553 00437 000629  0,00802
fonksiyon

Cezall GAM20taban j50184 0 00044**  0,00103**  0,00156**
fonksiyon

GAM 5 taban fonksiyon 0,01480 0,01783 0,02129 0,02187
GAM 10 taban fonksiyon 0,00036 0,00050 0,00046 0,00050
GAM 20 taban fonksiyon  0,000012*  0,000017*  0,00001* 0,00006*
Ince tabakali splayn5 =g 43009 03145 003283 0,03280
taban fonksiyon
Ince tabakali splayn 10
taban fonksiyon
Ince tabakali splayn 20
taban fonksiyon

0,01754 0,01949 0,02162 0,02201

0,0057***  0,0089***  0,0106***  0,0118***

Sekil 5.19’de 100 tane MSE degerlerinin kutu grafikleri gosterilmistir. Bu sekilde

n=400 gbzlemler sayist olan simiilasyon ¢aligsmasinin sonucu gosterilmistir.
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Sekil 5.19. Smith ve Kohn un fonksiyonunun MSE degerlerinin kutu grafigi
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Sekil 5.20°de fonksiyondan Uretilen veriler igin splayn yontemlerle

gerceklestirdigi yUzey yaklasimlarinin grafikleri gosterilmistir.
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Sekil 5.20. Smith ve Kohn'un fonksiyonundan ftiretilen verilerin splayn yontemlerle tahmin edilen yuzey

yaklasim grafikleri

Smith ve Kohn [96]’un makalesinde ikinci fonksiyonun kullanim amaci devirli bir
davranig fonksiyonu incelenmesidir. Bu fonksiyonda bagimsiz degiskenler uniform
dagilimdan Uretip, sinus fonksiyon yardimiyla hesaplanmaktadir. Sekil 5.21°de bu

fonksiyondan Uretilen verilerin serpilme grafigi gosterilmistir.
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Sekil 5.21. Smith ve Kohnun ikinci fonksiyonundan tiretilen verilerin serpilme grafigi

Cizelge 5.19 incelendiginde; n=50 birimlik kii¢iikk 6rneklem verileri en iyi

sonug

ince tabakali splayn yonteminde gortlmektdir. Cezali splayn yontemin ve Kubik

diizeltme splaynin MSE degerin ortalamasi ince tabakali splayndan daha kot sonug

gosterilmektedir. Orneklem sayis1 arttikga, n=200 ve n=400 birimlik &rneklem verileri

igin yontemlerin performanslari degismektedir. Kubik diizeltme splayn ve cezali splayn

iyi sonuclara sahiptirler. Daha biyik oOrneklem yaklasiminda ince tabakali splayn

yontemi en kotii performansa sahip oldugu gorilmektedir.

Cizelge 5.19.8mith ve Kohn un ikinci fonksiyonunun MSE degerlerinin ortalamasi

Yéntemler n=50 | n=100 | n=200 n=400
Cezalt GAM S taban 0,106 0,116 0,125 0,127
fonksiyon
Cezal‘fGAM 10 taban 0,027 0,035 0,038 0,040
onksiyon
Cezal GAM 20taban () pyoeex g 033x  0036* 0,039
fonksiyon
GAM 5 taban fonksiyon 0,088 0,101 0,111 0,115
GAM 10 taban fonksiyon 0,028 0,035 0,038 0,040
GAM 20 taban fonksiyon  0,021** 0,033** 0,037** 0,039**
Ince tabakali splayn 5 0,129 0,135 0,140 0,140
_ taban fonksiyon
Ince tabakali sp_layn 10 0,086 0,095 0,100 0,102
_ taban fonksiyon
Ince tabakali splayn 20 0,020% 0,040%** 0,050%** 0,062%**

taban fonksiyon
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Sekil 5.22°de fonksiyonlarin splayn yontemlerle gergeklestirdigi yaklasimlarin

grafikleri gosterilmistir.
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Sekil 5.22. Smith ve Kohn'un fonksiyonundan Uretilen verilerin splayn yontemlerle tahmin edilen yuzey

yaklasim grafikleri

Sekil 5.23’de MSE degerlerinin kutu grafikleri gosterilmistir. Bu sekilde n = 400
gozlemler sayisi olan simiilasyon c¢alismasinin sonucu gosterilmistir. Bu grafik
incelendiginde, taban fonksiyonlarin sayis1 bes oldugunda, en iyi sonucu gosteren kiibik
diizeltme splayndir. Splayn yaklasiminda kullanilan taban fonksiyonlarin sayisi arrtikca,
her bir yontem daha iyi sonu¢ gosterilmektedir. Ancak daha fazla sayisi olan taban
fonksiyon kullanildiginda splayn yontemler daha piiriizsiiz sekilde olusmaktadir. Splayn

yontemlerin yaklasiminda Onerilen taban fonksiyon sayisi 10 ve 30 arasindadir. Bu
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sekilde gorildiigii gibi, taban fonksiyon sayist 20 oldugunda MSE degerleri minimize
edilmektedir.

015

0.10

0.05

pspl5
crs§
crs20
tps§
tps10
tps20 - ©

Sekil 5.23. Smith ve Kohn 'un ikinci fonksiyonun MSE degerlerinin kutu grafigi

Bu gerceklestirilen simiilasyon c¢alismasinda, her bir fonksiyon ig¢in farkh
blyiklikte (50,100,200 ve 400) dort 6rneklem ve 100 tekrarlama yapmak suretiyle s6z
konusu splayn yontemlerinin, drneklem sayilara ve taban fonksiyonlarin sayilarina gore
nasil bir performans izledikleri gozlenmistir. Simiilasyonda toplam 180 sayisal deney
yapilmistir.

Splayn yontemlerinin ortalamalar MSE duzeyinde birinci ve ikinci en iyi

siralamay1 gosteren basar1 durumlari Cizelge 5.20°de 6zet olarak verilmistir.

Cizelge 5.20. Yontemlerin ortalama diizeyinde basart durumlari (birinci ve ikinci olma sayilar)

Fan ve Simon Simon Smith ve Smith ve
Yontemler Gijbels Wood 1. Wood 2. Kohn 1. Kohn 2. | Toplam
fonksiyonu | fonksiyonu | fonksiyonu | fonksiyonu | fonksiyonu
Cezall
splayn 2(2) 0(4) 0(2) 0(4) 3(0) 5(12)
Kubik
dizeltme 0(2) 0(1) 0(2) 4(0) 0(4) 4(7)
splayn
ince
tabakall 2(0) 4(0) 4(0) 0(0) 1(0) 11(0)
splayn
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Cizelge 5.20’de parantez disindaki sayilar, yontemlerin ka¢ kez birinci
olduklarii, parantez icindeki sayilar ise ka¢ kez ikinci olduklarini gdstermektedir.
Ornegin, Fan ve Gijbels fonksiyonun yaklasiminda ince tabakali splayn ydntemi iki kez
birinci olmus, yani en kiiciik MSE ortalama degerine sahip olmustur. Cezali splayn
yontemi ayni fonksiyonda 2 kez birinci ve 2 kez ikinci diizeyine sahip olmustur. Kibik
diizeltme splayn ise 2 kez ikinci olmustur.

Genel toplamda ince tabakali splayn 11 kez birinci olup, bu fonksiyonlarda en iyi
yaklagim yontemi secilebilmektedir. Cezali splayn yontemi 5 kez birinci ve 12 kez
ikinci diizeyine sahip olmustur. Kiibik diizeltme splayn yontemi bu yontemlerin

arasinda en kotii performans: gostermistir.

5.4. Dogrudan Yabanci Yatirimlarin Belirleyicilerin Arasindaki iliskilerin

Arastirilmasi

Literatirde toplamsal modellerin kullanimina iliskin farkli uygulamalara
rastlanmaktadir [6,45,55,59,60,61,63].

Bu uygulamada [48], 1975-2007 donemi i¢in Tiirkiye’ye gelen dogrudan yabanci
yatirimlarin (DY) belirleyicileri splayn fonksiyonlar1 kullanilarak parametrik olmayan
farkli splayn modelleri yardimiyla analiz edilmistir. DYY’larin etkileyici faktorler
lizerine yapilan ampirik ¢aligmalarin genel bir degerlendirmesi yapilirsa [5,10,38,39],
Tirkiye acisindan en 0nemli belirleyicinin; yurt i¢i pazar biliylikligl (niifus) oldugu
goriilecektir. Bunun disinda ekonomik biiyiime, alt yap1 yatirimlari, ekonomik istikrar
(enflasyon ve doviz kuru), tesvikler, girdi maliyet ve kalitelerinin diger Onemli
belirleyiciler oldugu gézlemlenmistir.

DYY belirleyicilerinin analizinde genelde dogrusal regresyon modelleri
kullanilmistir. Ama, yapilan istatistiksel analizler DYY’lerin belirleyicilerinin
tamaminin dogrusal etkilere sahip olmadigi, 6zellikle ekonomik biiylime ve yurt igi
pazar bliylikligl (niifus) degiskenlerinin parametrik olmayan etkilere sahip oldugu
gozlenmistir [68]. Ilk olarak [5,38] DYY’lerin belirleyicilerine yonelik kernel
(cekirdek) regresyon modelini kullanmislardir. Bu uygulamada, Omay ve Saray’in [68]
caligmasinin devami olarak Tirkiye’ye gelen DYY’lerin belirleyicileri splayn

fonksiyonu ile farkli parametrik olmayan modellerle analiz edilmistir.
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Bu amacla elde edilen genellestirilmis kismi toplamsal parametrik olmayan
(GAM) modellere ek olarak, semiparametrik cezali GAM modelleri de incelenmis ve bu
modeller karsilastirilmistir.

Bu uygulamada, Tiirkiye’ye gelen DYY’larin belirleyicileri olarak yedi farkli
degisken dikkate alinmis ve bu degiskenlerin DYY’lar {izerindeki etkileri asagida ele
alman farkli regresyon modellerinde incelenmistir. Sozii gecen belirleyiciler pazar
blytikligl (niifus), ekonomik biiyiime, dis ticaret, maliyetler, verimlilik ve ekonomik
istikrarin yerini tutan degiskenlerdir. DYY’ler konusunda yapilmis calismalarda bu
belirleyicilerin her birinin ev sahibi {ilkelere gelen DYY miktarlar1 ve iilke
ekonomilerine etkisinde 6nemli rolii oldugu ortaya konulmustur. Bu dogrultuda Cizelge
5.21’den de goriildiigii lizere DYY’lerin belirleyicisi olarak, niifus artis hizi (yiizde
olarak), ekonomik biiyiime oranlar1 (yiizde olarak), elektrik tiiketimi (kisi basina diisen
kilo watt saat), toplam bor¢ servisi (Gayri Safi Milli Hasila’nin [GSMH] yiizdesi
olarak), dis bor¢ stogu (Gayri Safi Yurt I¢i Hasila’nin [GSYIH] yiizdesi olarak), 100
kisi basina diisen telefon hatlar1 ve de zaman alinmistir. Bu ¢alismada kullanilan veriler
1975-2007 yillarin1 kapsamaktadir. S6z konusu veriler Diinya Bankasinin World
Development Indicators Online Statistics veritabanindan derlenmistir. S6z konusu yedi
degiskenin ve 1975-2007 doneminin almmasinin nedeni verilerin kalitesi ve

siirliligidir.

Cizelge 5.21. Ampirik Calismada Kullanilan Degiskenler

Degisken | Tanimlama

DYY Dogrudan Yabanci Yatirimlar (Bagimli degisken, net

akim GSYIH’1n yiizdesi olarak)

GROWTH Ekonomik biiyiime orani (ylizde olarak)

POP Niifus biiyiime hiz1 (yiizde olarak)

ELEC Elektrik tiiketimi (kisi basina kilowatt saat)
DEBTSER Toplam Borg servisi (GSMH nin yiizdesi olarak)
EXDEBT Dis borg stogu (GSYIH min yiizdesi olarak)

TELEPHONE Telefon hatt1 (100 kisi bagina diisen telefon hatti)
TIME Zaman degiskeni

DYY verileri incelenen c¢aligmalarin c¢ogunda olduk¢a asimetriktir (asir1
dalgalanmalar mevcuttur). Bu durumu istatistiksel olarak kontrol altina almanin en
kolay yolu verilerin logaritmasini almaktir [7,39]. Bu g¢alismada da benzer sorunlari
ortadan kaldirmak i¢in, modellerin tamaminda logaritmasi alinmasi miimkiin verilerin

logaritmalar1 alinmistir.
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Analizlerin tamami, Ozellikle parametrik olmayan regresyon modellerinin
kurulmas1 ve degerlendirilmesinde diger istatistik programlarina gére daha kapsamli

olan R programi kullanilarak yapilmistir (http://www.r-project.org). Analizlerde R

programinin temel paketlerinin yani sira mgev paketi [107] de kullanilmustir.

Calismanin uygulama asamasi temel olarak iki kisimdan olusmaktadir. Birinci
kisimda, DYY’lar (FDI) iizerindeki etkisinin var oldugu bilinen ekonomik biiylime
(GROWTH) ve niifus (POP) degiskenleri ve ek olarak, Wood’un [106] Chicago’daki
hava kirliliginin 6lim orani iizerindeki etkisini arastirdigi c¢alismasinda kullandigina
benzer olarak, zamanin etkisini de dikkate alan bir zaman degiskeni (TIME) g6z 6niinde
bulundurularak, dogrusal regresyon modeli ve kismi parametrik regresyon modeli
kurulmustur. Birinci kissmda DYY’larin belirleyicisi olarak ekonomik biiylime ve
nifusun dikkate alinmasinin temel nedeni ¢alismanin literatiir kisminda da vurgulandigi
gibi Tiirkiye’ye gelen DYY’lar1 etkileyen en Onemli faktorlerin bahsedilen bu iki
degisken olmasidir.

Birinci kismin ilk asamasinda, GROWTH ve POP degiskenlerinin FDI {izerindeki
dogrusal etkisini ortaya koymak amaciyla denklem (5.3)’de yer alan dogrusal regresyon

modeli olusturulmustur.
logFDI; = By + B1logPOP; + B,logGROWTH; + B3TIME; + ¢;  (5.3)

Denklem (5.3)’e ait parametre tahminleri ve ilgili istatistikler Cizelge 5.22°de yer

almaktadir.

Cizelge 5.22. Denklem (5.3) igin parametre tahminleri ve ilgili istatistikler

Tahmin Standart Hata t-degeri Pr(> |t])
Sabit Terim -0,796 2,334 -0,341 0,734
logPOP 0,136 0,589 0,230 0,820
GROWTH -0,005 0,026 -0,201 0,842
TIME 0,115 0,017 6,801 1,82e-07 ***

F-degeri = 33,88, p-degeri = 1,303e-0.9
Rﬁdj = 0,7551, Sapma = 10,674, AIC = 66,404
Anlamlilik kodlart:  <***’ 0,001 “*** 0,01 “** 0,05 .’ 0,1

Cizelge 5.22 incelendiginde, denklem (5.3)’in model anlamliligi i¢in F
istatistiginin olasilik degerinin @ = 0,05°den kii¢iik olmasi nedeniyle model anlamli
gorinmektedir, fakat modelin parametre anlamliliklar1 incelendiginde, logPOP ve

GROWTH degiskenlerinin parametre tahminlerine iliskin t istatistiklerine karsilik gelen
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olasilik degerleri a =0,05 Onem diizeyinde istatistiksel olarak anlaml
goriinmemektedir. Bu modelde sadece TIME degiskeni istatistiksel olarak anlamli bir
etkiye sahip gorinmektedir. Bu durum, nifus ve biiyiime degiskenlerinin DYY {izerinde
anlaml etkilerinin bulunmadig1 seklinde yorumlanmamalidir. Burada yapilan ¢alisma
icin ortaya ¢ikan gercek, bu asamada, s6z konusu degiskenlerin DYY {izerinde sadece
dogrusal (parametrik) etkilerinin bulunmadigidir. Diger bir ifadeyle s6z konusu
degiskenlerin DYY {izerinde parametrik olmayan etkileri var olabilir. Bu ger¢ekten yola
cikarak, calismada kismi parametrik regresyon modeli kurularak, s6z konusu
degiskenlerin DYY {izerindeki parametrik olmayan etkilerinin varlig1 arastirilacaktir.
Bu amacgla Denklem (5.4)’da verilen, kismi parametrik toplamsal regresyon modeli

olusturulmustur.
logFDI; = By + B1TIME; + f(logPOP;) + f(logGROWTH,) + ¢; (5.4)

Kurulan denklem (5.4)’a ait parametre tahminleri ve ilgili istatistikler Cizelge
5.23’de yer almaktadir.

Cizelge 5.23. Denklem (5.4) icin tahminler ve ilgili istatistikler

Parametrik Kisim

Tahmin Standart Hata t-degeri Pr(> [t])
Sabit Terim -1,359 0,070 -19,38 1,17e-14 ***
TIME 0,114 0,019 591 8,00e-06 ***
Parametrik Olmayan Kisim
s.d. Ref. s.d. F-degeri p-degeri
f(logPOP) 4,482 4,482 5,018 0,0045 **
f(GROWTH) 6,017 6,017 3,223 0,0215 *

RZ4; = 0,892, Sapma = 3,325, AIC = 44,912
Anlamlilik kodlar1:  “***’ 0,001 “**> 0,01 ‘** 0,05 ‘.’ 0,1

Cizelge 5.23 incelendiginde, Denklem (5.4)’da yer alan TIME degiskenin modelin
parametrik kismini olusturdugu goriilmektedir. S6z konusu degiskenin t istatistigine
karsilik gelen olasilik degeri a = 0,05’den olduk¢a kiiciiktiir. Dolayisiyla TIME
degiskeni DYY iizerinde istatistiksel olarak anlamli etkiye sahiptir. logPOP ve
GROWTH degiskenleri ise modelin parametrik olmayan kismini olusturmaktadir.
Cizelge 5.23’de parametrik olmayan kisimda yer alan s6z konusu parametrelere ait F
istatistiklerine karsilik gelen olasilik degerleri de a = 0,05 6nem dlizeyinden oldukca
kiiciik olduklar1 i¢in bu degiskenlerin DYY {izerinde istatistiksel olarak anlamli

parametrik olmayan etkileri mevcuttur.
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Denklem (5.4)’de yer alan f(logPOP) ve f(GROWTH) degiskenleri,
metodolojide de belirtildigi gibi birer piiriizsiiz fonksiyondur. Bu fonksiyonlarin
tahminleri grafiksel olarak Sekil 5.24°de yer almaktadir. Bu grafik her iki degiskenin de

yanit lizerindeki parametrik olmayan etkilerini ortaya koyan bir diger gostergedir.

5(logPOP 4 48)

S(GROWTH 6.02)
0
|

GROWTH

Sekil 5.24. Denklem (5.4) 'de yer alan piriizsiz fonksiyon tahminleri

Model performanslarini degerlendirmek amaciyla birer 6lglt olarak kullanilacak

olan R%aqj, sapma ve AIC degerleri dikkate alindiginda, kismi parametrik regresyon

modelinin Denklem (5.4) R%aq degeri, dogrusal regresyon modelindekinden Denklem

(5.3) daha biiyiiktiir. Diger taraftan Denklem (5.4)’un sapma ve AIC degerleri Denklem
(5.3)’inkinden daha kiigiiktiir. Bu sonuglarin {igii de s6z konusu degiskenlerin DYY
tizerindeki etkisini agiklamada, kismi parametrik regresyon modelinin Denklem (5.4),
dogrusal regresyon modelinden Denklem (5.3) daha iyi oldugu anlamina gelir.

Bilindigi gibi, DYY sadece niifus ve biiyiime belirleyicileri ile sinirli degildir. Bu
belirleyicilere ek olarak, ampirik ¢alismanin ikinci kisminda, elektrik tiikketimi (ELEC),
petrol kullanimi1 (ENERGY), bor¢ servisi (DEBTSER), dis bor¢ stogu (EXDEBT) ve
telefon hatti (TELEPHONE) degiskenleri de dikkate alinarak gesitli regresyon modelleri

olusturulmus ve bu belirleyicilerin DYY iizerindeki etkileri incelenmistir. Kurulan
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modellerde bir dnceki agamada da dikkate alindig1 gibi, zamanin etkisini de gdz Oniinde
bulundurmak amaciyla TIME degiskeni de yer almaktadir.

Ilk olarak bu degiskenlerin DYY iizerindeki dogrusal etkisini ortaya koyan
dogrusal regresyon modeli Denklem (5.5) kurulmustur.

logFDI; = By + P1logPOP; + B,logELEC; + B;logDEBTSER; +
B,logEXDEBT; + BslogTELEPHONE; + BsTIME; + ¢ (5.5)

Denklem (5.5) incelendiginde, modelde mutlaka yer almasi beklenen GROWTH
degiskeninin olasilik degerinin & = 0,10°den bile biiyiik olmasi nedeniyle istatistiksel
olarak DYY iizerinde anlamli bir etkiye sahip olmadig1 tespit edilmistir. Bu nedenle de
modelde olmadigi goriilmektedir. Denklem (5.5)’a ait parametre tahminleri ve

istatistikler Cizelge 5.24’de yer almaktadir.

Cizelge 5.24. Denklem (5.5) icin tahminler ve ilgili istatistikler

Tahmin Standart Hata t-degeri Pr(> |t])
Sabit Terim 8,380 3,324 2,521 0,0182 *
logPOP 0,885 0,516 1,713 0,0986
logELEC 0,568 0,208 2,726 0,0113*
logDEBTSER 1,531 0,554 2,763 0,0104 *
logEXDEBT -3,108 0,774 -4,015 0,0004 ***
logTELEPHONE -0,782 0,300 -2,604 0,0150 *
TIME 0,181 0,044 4,065 0,0004 ***

F-degeri = 35,84, p-degeri = 2,276e-11
Rﬁdj = 0,867, Sapma = 5,157, AIC = 48,589
Anlamlilik kodlar1:  “***’ 0,001 ‘**> 0,01 ‘** 0,05 ‘.’ 0,1

Cizelge 5.24 incelendiginde, Denklem (5.5) dogrusal regresyon modeline iliskin F
istatistiginin olasilik degerinin ¢ = 0,05’den kiiciik olmasi nedeniyle model istatistiksel
olarak anlamli goriinmektedir. Fakat TELEPHONE degiskeninin tahmin degerinin
isareti, beklenenin aksine negatiftir.

Bununla birlikte, GROWTH degiskeni gibi mutlaka modelde yer almasi beklenen
bir diger degisken de POP degiskenidir ve bu degiskenin DYY (zerindeki etkisi ancak
a = 0,10 6nem diizeyinde istatistiksel olarak anlamli goriilmektedir. « = 0,05 Onem
diizeyinde bu degiskenin DYY iizerinde istatistiksel olarak anlamli bir etkisi
g6zlenmemektedir.

Diger taraftan, model performanslar igin dikkate alinan Olcutlere gore Denklem

(5.5) dogrusal regresyon modelinin RZaqj degeri, Denklem (5.3)’deki dogrusal
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regresyon modelininkinden biiyik fakat kismi parametrik toplamsal regresyon
modelininkinden Denklem (5.4) daha kiguktir. Denklem (5.5)’un hem sapma hem de
AIC degerleri ise Denklem (5.3)’in s6z konusu degerlerinden kiigiik fakat Denklem
(5.4)’un degerlerinden biiyiiktiir. Bu bulgularin tamami, simdiye kadar kurulmus olan
u¢ modelden en iyisinin, Denklem (5.4) kismi parametrik toplamsal regresyon modeli
oldugu sonucunu dogurmaktadir.

Fakat daha 6nce de belirtildigi gibi hem dogrusal regresyon modelinde hem de
kismi parametrik modelde POP ve GROWTH degiskenlerinin yani sira diger bazi
degiskenlere de yer verme amaciyla, bundan sonraki asamada sozii gegen diger
degiskenlerin de modele dahil edildigi daha genis yeni bir kismi parametrik toplamsal
regresyon modeli Denklem (5.6) kurulmustur.

logFDI; = B + B1logELEC; + B,logDEBTSER; + B3logEXDEBT; +

Denklem (5.6)’de, modelde olmasi beklenen GROWTH ve POP degiskenleri yer
almaktadir ve bu iki degiskenin her ikisi de DYY (zerinde parametrik olmayan etkilere
sahiptir. Bunlarin yan sira logELEC, DEBTSER,EXDEBT ve TIME degiskenleri de
modelde mevcut olan degiskenlerdir ve s6z konusu degiskenler modelin parametrik
kismini olusturmaktadir. Denklem (5.6)’ya ait parametre tahminleri ve ilgili istatistikler
Cizelge 5.25’de yer almaktadir.

Cizelge 5.25. Denklem (5.6) icin tahminler ve ilgili istatistikler

Parametrik Kisim

Tahmin Standart Hata t-degeri Pr(> [t])
Sabit Terim 2,428 1,882 1,290 0,2139
logELEC 0,495 0,222 2,233 0,0390*
logDEBTSER 1,159 0,475 2,440 0,0257*
logEXDEBT -2,610 0,572 -4,566 0,0003***
TIME 0,115 0,029 3,929 0,0011**
Parametrik Olmayan Kisim
s.d. Ref. s.d. F-degeri p-degeri
f(logPOP) 5,189 5,189 9,400 0,000164 ***
f(GROWTH) 5,477 5,477 7,899 0,000402 ***

RZ4; = 0,962, Sapma = 0,981, AIC = 10,980
Anlamlilik kodlari:  “***° 0,001 “*** 0,01 “** 0,05 “.” 0,1

Cizelge 5.25 incelendiginde, parametrik kisimda yer alan parametrelerin
isaretlerinin beklentileri karsiladigi ve tamaminin a = 0,05 6nem dizeyinde DYY

lizerinde istatistiksel olarak anlamli etkilere sahip oldugu gorilmiistiir. Parametrik
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olmayan kisimda ise yine POP ve GROWTH degiskenleri yer almaktadir ve
degiskenlerin DYY iizerindeki parametrik olmayan etkileri « = 0,05 6nem diizeyinde
istatistiksel olarak anlamlidir. Denklem (5.6)’de yer alan piirlizsiiz fonksiyonlara

(f(logPOP), f(GROWTH)) iligkin tahminler grafiksel olarak Sekil 5.25°de yer

almaktadir.
—
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Sekil 5.25. Denklem (5.6) 'da yariparametrik regresyon modeline ait piirtizsiiz fonksiyon tahminleri

Bu uygulamanin sonraki kismin amaci genellestirilmis cezali toplamsal modeller
yardimiyla Denklem (5.4) ve Denklem (5.6)’y1 tahmin etmektedir. Genellestirilmis
cezali toplamsal modeller daha Once kullanilan yontemlerden toplamsal modelin splayn
elemanlardan farklidir. Bu yontemde B-splayn ve Newton bolinmiis farkla kurulmus
modelin elemanlar1 kullanmaktadir.

Genellestirilmis toplamsal modelle analiz yaptig1 gibi, bu yontemde de ayni
modelleri tahmin etmektedir. Cezali toplamsal splaynlarin analiz sonuglar1 Cizelge 5.26

ve Cizelge 5.27°de yer almaktadir.
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Cizelge 5.26. Denklem (5.4) igin cezali splayn tahminler ve ilgili istatistikler

Parametrik kisim

Tahmin Stﬁ";f:” t - degeri Pr(> [t])
Sabit terim -1,359 0,069 -19,61 3,53e-15 ***
TIME 0,116 0,018 6,31 2,68e-06 ***
Parametrik olmayan kisim
edf Ref. d.f. F-deger p-deger
f(logPOP) 4,063 4,398 5,944 0,0018 **
f(GROWTH) 5,495 6,281 3,371 0,016 *

R:,; = 0,895, Sapma = 3,321, AIC = 43,73
Anlamlilik kodlari:  “*** 0,001 “*** 0,01 “** 0,05 *.” 0,1

Cizelge 5.27. Denklem (5.6) icin cezal: splayn tahminler ve ilgili istatistikler

Parametrik kisim

Tahmin Stﬂ;‘::“ t - degeri Pr(> [t])
Sabit terim 4,819 2,502 1,926 0,070
logELEC 0,116 0,371 0,313 0,0477*
logDEBTSER 1,232 0,468 2,632 0,0170
logEXDEBT -2,577 0,564 -4,568 0,0002***
TIME 0,124 0,034 3,655 0,0018**
Parametrik olmayan kisim
edf Ref d.f. F-value p-value
f(logPOP) 4,459 4,727 12,41 3,23e-05 ***
f(GROWTH) 5,731 6,150 8,05 0,000248 ***

RZ,; = 0,964, Sapma = 0,966, AIC = 9,514
Anlamlilik kodlari:  “**** 0,001 “*** 0,01 “* 0,05 > 0,1

Cizelge 5.26 ve 5.27 incelendiginde, parametrik kisimda yer alan parametrelerin
isaretlerinin beklentileri karsiladigi ve tamaminin @ = 0,05 6nem dizeyinde DYY
tizerinde istatistiksel olarak anlamli etkilere sahip oldugu goriilmustiir. Parametrik
olmayan kisimda ise yine POP ve GROWTH degiskenleri yer almaktadir ve
degiskenlerin DYY iizerindeki parametrik olmayan etkileri « = 0,05 6nem diizeyinde
istatistiksel olarak anlamlidur.

Calismamizin  son  kismmin amaci  modellerin  performans  Olgutlerin

karsilastirilmasidir. Denkleme ait modellerin performans olgutlerin degerleri Cizelge
5.28’de yer almaktadir. Denklem (5.6)’in R%aqj degeri diger modellerin tamamindan

daha yiiksektir. Benzer sekilde sapma ve AIC degerleri ise diger tim modellerinden
daha kucuktur. Bu bulgular, denklem (5.6) kismi parametrik toplamsal regresyon
modelinin, kurulan dort model iginde en iyisi oldugunu géstermektedir. Bu sonucu daha
iyi gorebilmek i¢in model performanslarina iligkin bahsi gegen degerler Cizelge 5.28’de

listelenmistir.
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Cizelge 5.28. Modellerin performans élgutlerin degerleri

Model | Sapma AIC Raqj
Denklem(5.3)
(parametrik) 10,674 66,40 0,7751
Denklem(5.4)
(kismiparametrik) 3,325 44,91 0,892
Denklem(5.5)
(parametrik) 5157 48,58 0,8672
Denklem(5.6)
(kismiparametrik) 0,981 10,98 0,962
Denklem(5.4) (cezah 3321 4373 0.895
kismiparametrik) ’ ' )
Denklem(5.6) (cezah 0.966 9514 0.964
kismiparametrik) ’ ' )

Calismadaki ampirik sonuglarin tamami ve 6zellikle kismi parametrik toplamsal
regresyon modeli Denklem (5.6) goz oniinde bulunduruldugunda, gbéze c¢arpan en
onemli sonu¢, DYY’larin belirleyicilerinin her zaman dogrusal etkilere sahip
olmamasidir. Tirkiye’ye iliskin yapilan literatiir c¢aligmalara incelendiginde bu
calismalarin tamaminin dogrusal modeller oldugu gergegi g6z ardi edilmemelidir. Bu
bulgu DYY belirleyicilerinin analizinde dogrusal parametrik olmayan modellerin
kullanmasinin énemini ortaya koymaktadir.

Genelde, semiparametrik ve cezali genellestirilmis toplamsal modellerin sonuglari

yakin degerler1 gostermektedir.

5.5. Splayn ve Entropi Optimizasyon Yontemlerinin Karsilastirilmasi

Bu boliimde, splayn yontemler ve MinMaxEnt dagilimini belirleme siireci bir
uygulama[90] ile gosterilmektedir. Bir baska ifade ile MinMaxEnt entropi optimizasyon
probleminin ¢6ziimii i¢in R program ile hazirlanmis programin bir uygulamasi
yapilmaktadir. Radyo dalgalar1 ile mesafe Ol¢en cihazin hata dagilimim belirlenmesi
[97], uygulama olarak segilmistir. Uygulamada ¢ rassal degiskeni, radyo dalgalari ile
mesafe Olgen cihazin hata degerleridir. Olgiim birimi metredir. Radyo dalgalar ile
mesafe 6l¢en cihazin hata dagilimi, bilinen istatistiksel dagilimlarla ifade edilemedigi
kaynakta vurgulanmaktadir. Uygulamayr se¢memizdeki temel neden, bilinen
istatistiksel dagilimlarla ifade edilemeyen gozlem degerlerini, MinMaxEnt dagilimi ile
ifade edilebildigini gostermektir. Ayrica uygulama siirecinde bulunan MinMaxEnt
dagiliminin, radyo dalgalan ile mesafe 6l¢cen cihazin hata gézlem degerlerine uyumu,

RMSE |, x? , R? istatistiksel olcitleri ile ortaya konulmustur.

90



Radyo dalgalar1 ile mesafe Olgen cihazin hatalarina iliskin MinMaxEnt
dagiliminin belirlenmesi i¢in, MinMaxEnt entropi optimizasyon probleminin ¢oziilmesi
gerekmektedir. Bu ¢6zlim i¢in, R programinda hazirlanmis program kullanilmaktadir.
Radyo dalgalar1 ile mesafe 6lcen cihazin hata degerlerine iliskin MinMaxEnt dagilima;
iki bileskeye sahip moment vektoriine gore ii¢, dort ve bes bileskeye sahip moment
vektoriine gore bulunmustur.

Uygulama strecinde moment fonksiyonlar1 kiimesi
(¢,¢%,In(&), (In(£))%,In(1 + &2)), olarak belirlenmistir. Bu moment fonksiyonlarinin
secimi, bilinen istatistiksel dagilimlarin karakterize edici momentleri olacak sekilde
yapilmistir (Kapur ve Kesevan 1992). Ornegin, £ ve §2 momentleri normal dagilimin
karakterize edici momentleridir.

Radyo dalgalar1 ile mesafe Ol¢cen cihazin hata degerlerine iliskin gozlem

degerleri ve histogrami, Cizelge 5.29°de ve Sekil 5.26’de verilmektedir.

Cizelge 5.29. Radyo dalgalari ile mesafe dlgen cihazin hata degerlerine iliskin gozlenen frekanslar
M frekans

20-30 21
30-40 72
40-50 66
50-60 38
60-70 51
70-80 56
80-90 64
90-100 32

Histogram of wave counter

T T T 1
20 40 60 80 100

meters

Sekil 5.26. Radyo dalgalari ile mesafe olcen cihazin hata degerlerine iligkin histogram
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Sekil 5.26°da goriildigii gibi, radyo dalgalar1 ile mesafe Ol¢en cihazin hata
dagilimi bilinen istatistiksel dagilimlarla ifade etmek olduk¢a giigtiir. Cihazin hata
dagilimini, B-splayn, piiriizsiiz kubik splayn ve cezali splayn ile modellemek i¢in, R
programinda hazirlanan fonksiyonlardan elde edilen sonuglar asagidaki sekillerde

verilmektedir.

Histogram of wave counter
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Sekil 5.27. B-splayn yardimiyla tahmin edilen dagilim fonksiyonu
Histogram of wave counter
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Sekil 5.28. Kibik dizeltme splayn yardimiyla tahmin edilen dagilim fonksiyonu
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Sekil 5.29. Cezali splayn yardumiyla tahmin edilen dagilim fonksiyonu

Splayn yontemler yardimiyla tahmin edilen dagilimlarin olasiliklart Cizelge

5.29’da yer almaktadir.

Cizelge 5.29. Radyo dalgalari ile mesafe ol¢en cihazin hata degerleri i¢in belirlenen splayn yontemleri
dagilimlarindan elde edilen teorik frekanslar ve gozlenen frekanslar

m | frekans f. B-splayn ;T:;E Cezali splayn
25 21 0,0525 0,0514 0,0591 0,0523
35 72 0,1800 0,1857 0,1698 0,1821
45 66 0,1650 0,1517 0,1587 0,1562
55 38 0,0950 0,1112 0,1131 0,1113
65 51 0,1275 0,1157 0,1159 0,1110
75 56 0,1400 0,1454 0,1490 0,1488
85 64 0,1800 0,1582 0,1490 0,1576
95 32 0,0800 0,0803 0,0849 0,0801

Cizelge 5.29°den goriildiigii gibi, splayn yontemler ile elde edilen teorik

frekanslar gdzlenen frekanslara daha yakindir. Bu durum, RMSE , 2 , R? istatistiksel

oOlctleri ile Cizelge 5.30°de ortaya konulmaktadir.

Cizelge 5.30. Splayn yontemlerin performans élgiitlerin degerleri

Yontemler | RMSE | x* | R?
B-splayn 12,868 2,053 0,9548
Kibik splayn 17,52 2,925 0,9127
Cezal1 splayn 14,065 2,367 0,9506
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Simdi radyo dalgalari ile mesafe 6l¢en cihazin hata dagilimi bilinen istatistiksel
dagilimlarla ifade edilmektedir. Cihazin hata dagilimini, iki, ti¢, dort, bes ve alt1 kisita
gore MinMaxEnt dagilimlar1 ile modellemek i¢in, R programinda hazirlanan
programdan elde edilen sonuglar, yani1 Entropileri, olasiliklar1 Cizelge 5.31°de
verilmektedir.

Cizelge 5.31. Radyo dalgalari ile mesafe Glcen cihazin hata degerleri icin iki, U, dort, bes ve alt

bileskeye sahip moment vektériine uygun MinMaxEnt dagilimlar: ile ilgili program
sonuglart

Kombinasyon tekli: 12345

Entropi 2,9999, 2,9998, 2,9984, 2,9928, 3
Olasiliklar 0,098849, 0,11326, 0,12234, 0,12817, 0,13188, 0,13415, 0,13541, 0,13594
Kombinasyon ikili: 1111222334
2345345455
Entropi 2,9794, 2,9722, 2,9696, 2,9759, 2,9753, 2,9716, 2,9845, 2,9681, 2,9734,
2,9705
Olasiliklar 0,07635, 0,12567, 0,1507, 0,15497, 0,14653, 0,13188, 0,11518, 0,098716
Kombinasyon i¢li: 1111112223
2223343344
3454554555
Entropi 2,9656, 2,9636, 2,9743, 2,9589, 2,9206, 2,9429, 2,9618, 2,9705, 2,9676,
2,9552
Olasiliklar 0,046858, 0,1906, 0,15377, 0,11762, 0,11751, 0,13581, 0,13996, 0,09788
Kombinasyon dortli: 11112
22233
334414
45555
Entropi 2,9186, 2,9186, 2,917, 2,9166, 2,9175
Olasiliklar 0,05061, 0,19108, 0,14328, 0,11168, 0,12106, 0,14957, 0,14883, 0,083891
Kombinasyon besli: 12345
Entropi 2,914
Olasiliklar 0,052376, 0,18154, 0,15827, 0,10919, 0,11186, 0,14866, 0,15816, 0,079954

MinMaxEnt dagilimlarinin belirlenmesinde kullanilan, iki kisita uygun MaxEnt,
tic, dort, bes ve alti uygun MaxEnt dagilimlarmin entropileri Cizelge 5.32
listelenmektedir.

Cizelge 5.32. Radyo dalgalar: ile mesafe olgen cihazin hata degerleri icin 2-6 bileskeye sahip moment
vektoriine uygun MinMaxEnt dagilimlarinin entropileri

Kombinasyonlar | Kisitlar | Entropi
1 1, (In(&))?) 2,9928
2 (1,1n(8), (In(£))2) 2.9681
3 (1,£1n(&),In(1 + £2)) 2.9206
4 (1,€,1n(8), (In(€))2, In(1 + £2)) 2,9166
5 (L,¢,¢%In(§), (In(§)? In(1 + &2)) 2,914
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Cizelge 5.32’den sonug olarak iki bileskeli moment vektoér fonksiyonuna uygun
MinMaxEnt dagilimi f,.,(¢)’nin, (1, (In(¢))*) moment vektorine karsihk gelen
dagilim, ii¢ bileskeli moment vektor fonksiyonuna uygun MinMaxEnt dagilimi
finez(€)’tin, 1,1n(8), (In(¢))* moment vektoriine karsilik gelen dagilim, dért bileskeli
moment  vektdr  fonksiyonuna uygun MinMaxEnt dagilmi  f,,(¢)lin,
1,£1n(8), In(1+ ¢*) moment vektoriine karsilik gelen dagilim, bes bileskeli moment
vektor fonksiyonuna uygun MinMaxEnt dagilimi fi,.5(£)’in, 1,¢,In(¢), (In(¢))?, In(1 +
¢2) moment vektdriine karsihk gelen dagilimdir ve alti bileskeli moment vektdr
fonksiyonuna uygun MinMaxEnt dagilimi fr,.(8)’nin 1,¢,¢2,1n(8), (In(¢))?,In(1 +
€2) moment vektoriine karsilik gelen dagilimdir denilebilir. Belirlenen MinMaxEnt

dagilimlarindan elde edilen teorik frekanslar, Cizelge 5.33de incelenmektedir.

Cizelge 5.33. Radyo dalgalar ile mesafe olgen cihazin hata degerleri i¢in belirlenen MinMaxEnt
dagilimlarindan elde edilen teorik frekanslar ve gozlenen frekanslar

m | frekans f. fme2(©) | fmez($) fmea($) fmes(©) | fmge($)

25 21 0,0525 0,0988 0,0763 0,0468 0,0506 0,0523
35 72 0,18 0,1132 0,1256 0,1906 0,191 0,1815
45 66 0,165 0,1223 01507 0,1537 0,1432 0,1582
55 38 0,095 0,1281 0,1549 0,1176 0,1116 0,1091
65 51 0,1275 0,1318 0,1465 0,1175 0,121 0,1118
75 56 0,14 0,1341 0,1318 0,1358 0,1495 0,1486
85 64 0,16 0,1354 0,1151 0,1399 0,1488 0,1581
95 32 0,08 0,1359 0,0987 0,0978 0,0838 0,0799

Sekil 5.30°de uygun MinMaxEnt dagilimlar1 gosterilmistir. iki bileskeli moment
vektor fonksiyonuna uygun MinMaxEnt dagilimi fp,¢, () nin, (1, (In(¢))?) moment
vektoriine karsilik gelen dagilim kirmizi ¢izgiyle, ¢ bileskeli moment vektor
fonksiyonuna uygun MinMaxEnt dagilimi f,z5(8)’in, 1,In(¢), (In(¢))* moment
vektoriine karsilik gelen dagilim mavi cizgiyle, dort bileskeli moment vektor
fonksiyonuna uygun MinMaxEnt dagilimi fy,,¢4(¢)’iin, 1,¢,1n(&),In(1 + £2) moment
vektoriine karsilik gelen dagilim kahverengi ¢izgiyle, bes bileskeli moment vektor
fonksiyonuna uygun MinMaxEnt dagilimi fie5(8)’in, 1,&,In(¢), (In(§))?,In(1 + &2)
moment vektoriine karsilik gelen dagilim koyu mavi gizgiyle ve alt1 bileskeli moment
vektor fonksiyonuna uygun MinMaxEnt dagilimi fiz6(§) nin moment vektoriine

karsilik gelen dagilim siyah rengiyle gosterilmektedir.
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Sekil 5.30. [ki, ii¢, dort, bes ve alti bileskeli moment vektér fonksiyonuna uygun MinMaxEnt dagihmlart

Cizelge 5.34°de radyo dalgalar ile mesafe dlgen cihazin iki, Gig¢, dort, bes, alti
bileskeli moment vektér fonksiyonuna uygun MinMaxEnt dagilimlarinin veriye

uyumunun istatistiksel 6l¢itleri gosterilmistir.

Cizelge 5.34. Radyo dalgalar ile mesafe élgen cihazin MinMaxEnt dagilimlarinin veriye uyumunun
istatistiksel dlgutleri

MinMaxEnt Dagiimlar | RMSE | x* | R?
fmg2(€) 266,198 44,962 0,067
frmez () 202,173 31,785 0,295
fmga(§) 32,412 5,421 0,886
fmes (€) 22,985 3,388 0,919
fmes(§) 11,440 1,942 0,959

Cizelge 5.34 incelendiginde, iki, ii¢, dort, bes, alt1 bileskeli moment vektor
fonksiyonuna uygun MinMaxEnt dagilimlarinin arasinda en iyi sonu¢ gdsteren alti
bileskeli moment vektor f,,(¢) fonksiyonudur.

Bu uygulamanin genel amaci splayn yontemlerle genellestirilmis entropi
optimizasyon yontemlerin karsilastirilmasidir. Cizelge 5.30’a bakildiginda, splayn
yontemlerin arasinda en iyi sonug gosteren B-splayn yontemidir.

Cizelge 5.35’te iki farkli yontemlerin arasindaki en iyi performans gosteren B-

splayn ve MinMaxEnt alt1 bileskeli moment vektor f,,¢(¢) 1n sonuglar1 gostermektedir.

Cizelge 5.35. B-splayn ve MinMaxEnt alt: bileskeli moment vektor fz6(§) 1 sonuglart

Yontemler | RMSE | 2 | R?
B-splayn 12,868 2,053 0,9548
fmes(§) 11,440 1,942 0,959

96



70

60

50

40 4

30

20

T T T T
20 40 60 80 100

meters

Sekil 5.31. B-splayn ve MinMaxEnt alti bileskeli moment vektor fmge($) n grafigi

Sekil 5.31°te B-splayn yontemin yaklasimi mavi ¢izgiyle ve f;,¢(§) MinMaxEnt
dagilim fonksiyonu kahverengi cizgiyle gosterilmisti. RMSE, y?2, R? olgUtlerine alt1
bileskeli moment vektdr fonksiyonuna uygun MinMaxEnt dagiliminin cihazin hatasinm
modellemede iyi sonuglar verdigi goriilmektedir. Ayni zamanda B-splayn yardimiyla
tahmin edilen dagilimlar da MinMaxEnt dagilimina yakin sonuglar vermektedir.

fkinci uygulamada [1,37], ¢alismalarinda kullanilmis veri seti iizerinde dagilim
tahmini yapilmaktadir. Onceki uygulamada kullandigi farkli splayn yo6ntemleri,
MinMaxEnt ve MaxMaxEnt genellestirilmis entropi optimizasyon yontemleri
kullanilmaktadir. Asagidaki ¢izelge de yer alan veriler, gama radyasyonuna maruz

birakilmig 208 fare i¢in 6liim zamanidir.

Cizelge 5.36. Gama radyasyonuna maruz birakilmis 208 fare igin 6liim sayist

Zaman | Oliim sayisi

1 3
2 3
3 6
4 6
5 16
6 14
7 25
8 20
9 32
10 25
11 27
12 13
13 11
14 7
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Veriler [1]'de verilen zaman araligina gore 14 gruba ayrilmistir. Dayi He, Qi
Huang and Jianwei Gao [13] ¢alismasinda MaxEnt, MinxEnt ve karisik entropi yontemi
kullanarak, verilerin dagilim fonksiyonu tahmin etmistir.

Bu uygulamada ii¢ farkli splayn yontemleri kullanilmistir. Splayn yontemler
yardimiyla dagilim fonksiyon tahmini tiglincii dereceli B-splayn, kubik duizeltme splayn
ve kiibik cezali splayn gergeklestirdi. Sekil 5.32°de B-splayn yontemin yaklagimi mavi
cizgiyle, kiibik diizeltme splayn kirmizi g¢izgiyle ve cezali splayn siyah c¢izgiyle

gosterilmistir.

20

A

AN

AN

Frequency
15
1

Mice death rate

Sekil 5.32. Splayn yéntemler yardimiyla tahmin edilen dagilim fonksiyonu

Splayn yontemler yardimiyla tahmin ettigi dagilimlarin olasiliklar1 Gizelge

5.37’de yer almaktadir.

Cizelge 5.37. Splayn yontemleri dagilimlarindan elde edilen teorik frekanslar ve gozlenen frekanslar

Olim Kibik Cezal
Zaman f. B-splayn

sayisi splayn splayn
1 3 0,0144 0,0088 0,0136 0,0144
2 3 0,0144 0,0159 0,0173 0,0147
3 6 0,0288 0,0288 0,0237 0,0270
4 6 0,0288 0,0457 0,0378 0,0357
5 16 0,0769 0,0645 0,0622 0,0628
6 14 0,0673 0,0836 0,0855 0,0858
7 25 0,1202 0,1009 0,1021 0,1011
8 20 0,0962 0,1146 0,1153 0,1171
9 32 0,1538 0,1228 0,1331 0,1312
10 25 0,1202 0,1237 0,1385 0,1380
11 27 0,1298 0,1153 0,1156 0,1211
12 13 0,0625 0,0959 0,0745 0,0649
13 11 0,0529 0,0634 0,0448 0,0525
14 7 0,0337 0,0161 0,0361 0,0337
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Cizelge 5.37°den goriildiigii gibi, splayn yoOntemler ile elde edilen teorik
frekanslar gdzlenen frekanslara daha yakindir. Bu durum, RMSE , 2 , R? istatistiksel
Olcutleri ile Cizelge 5.38’de ortaya konulmaktadir.

Cizelge 5.38. Fare 6lim veri seti i¢in splayn yontemlerin performans 6l¢ltlerin degerleri

Yontemler | RMSE | x* | R?
B-splayn 12,871 13,40 0,849
Kbik splayn 7,841 5,926 0,908
Cezal1 splayn 7,140 4,76 0,916

Cizelge 5.38°de incelendiginde, splayn yontemlerin arasinda iyi sonug¢ gosteren
cezali splayn yontemidir.

Genellestirilmis entropi yontemlerin moment fonksiyonlar1 kiimesi onceki
uygulamada kullanildig: gibi (&, £2,1n(€), (In(¢))?,In(1 + £2)), seklinde belirlenmistir.
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Sekil 5.33. MinMaxEnt ve MaxMaxEnt yontemler yardumiyla tahmin edilen dagilim fonksiyonu

Sekil 5.33’te genellestirilmis entropi optimizasyon yontemleri MaxMaxEnt ve
MinMaxEnt dagilim fonksiyonlar1 gosterilmistir. Bu sekilde kirmizi ¢izgiyle
MinMaxEnt dagilimi ve yesil ¢izgiyle MaxMaxEnt dagilimi grafikte gosterilmistir.

Sekilde birinci siradan soldan saga dogru, verilerin histogramu, iki, ii¢, dort, bes ve alt1
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bileskeli moment vektor fonksiyonuna uygun MinMaxEnt ve MaxMaxEnt dagilimlar
yer almaktadir.

Iki bileskeli moment vektdr fonksiyonuna uygun  MinMaxEnt dagilimi
fme2(€§)'nin, (1,(In($)) ) moment vektoriine karsilik gelen dagilim, t¢ bileskeli
moment vektor fonksiyonuna uygun MinMaxEnt dagilimi fi,,e5($)iin, (1,2, (In($))?)
moment vektoriine karsilik gelen dagilim, dort bileskeli moment vektor fonksiyonuna
uygun MinMaxEnt dagilimi fp,¢,(§)’ln, (1,¢, €2,In(¢)) moment vektoriine karsilik
gelen dagilim, bes bileskeli moment vektor fonksiyonuna uygun MinMaxEnt dagilimi
fmes(§)’in, (L,¢, £2,1In(§), (In(¢))?) moment vektdriine karsilik gelen dagilimdir ve
alt1 bileskeli moment vektor fonksiyonuna uygun MinMaxEnt dagilimi f,:6() nin
1,§,&%,In(&), (In(6))31In(1 + £2) moment vektoriine karsilik gelen dagilimdir
denilebilir. Belirlenen MinMaxEnt dagilimlarindan elde edilen teorik frekanslar,

Cizelge 5.39°de incelenmektedir.

Cizelge 5.39. Fare oliim degerleri icin belirlenen MinMaxEnt dagilimlarindan elde edilen teorik
frekanslar ve gozlenen frekanslar

Zzaman | Olm fi | fme2(©) | fmes©) | fmea©) | fmes(©) | Fmes(S)

sayisl

1 3 0,0144  0,0181 0,0177 0,0147 0,0142 0,0144
2 3 0,0144  0,0328 0,0118 0,0153 0,0164 0,0151
3 6 0,0288  0,0432 0,0213 0,0238 0,0245 0,0251
4 6 0,0288  0,0519 0,0381 0,0383 0,0383 0,0399
5 16 0,0769  0,0595 0,0613 0,0587 0,0580 0,0591
6 14 0,0673  0,0663 0,0876 0,0834 0,0822 0,0818
7 25 0,1202  0,0726 0,1115 0,1080 0,1069 0,1051
8 20 0,0962  0,0784 0,1271 0,1265 0,1262 0,1241
9 32 0,1538  0,0839 0,1305 0,1332 0,1339 0,1331
10 25 0,1202  0,0891 0,1212 0,1258 0,1270 0,1280
11 27 0,1298  0,0941 0,1023 0,1062 0,1073 0,1092
12 13 0,0625  0,0988 0,0787 0,0801 0,0804 0,0817
13 11 0,0529  0,1034 0,0554 0,0538 0,0534 0,0533
14 7 0,0337  0,1078 0,0357 0,0322 0,0313 0,0300

ki bileskeli moment vektér fonksiyonuna uygun  MaxMaxEnt dagilimi
fmg2(€)’nin, (1,¢ 2) moment vektoriine karsilik gelen dagilim, ii¢ bileskeli moment
vektor fonksiyonuna uygun MinMaxEnt dagilimi f,£5($)tn, (1,In(¢), (In(6))?)
moment vektoriine karsilik gelen dagilim, dort bileskeli moment vektor fonksiyonuna
uygun MinMaxEnt dagihmi  fi,z4(8)%in, (1,In(¢), (In(¢))% In(1 + ¢%)) moment
vektoriine karsilik gelen dagilim, bes bileskeli moment vektoér fonksiyonuna uygun

MinMaxEnt dagihmi fpe5(€)’in, (1,€,1n(€), (In(€))2,In(1 + £2)) moment vektoriine
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karsilik gelen dagilimdir ve alti bileskeli moment vektdr fonksiyonuna uygun
MinMaxEnt dagilimi frg(§)'min 1,¢,82,In(¢), (§))% In(1 + &2) moment vektdriine
karsilik gelen dagilimdir denilebilir. Belirlenen MaxMaxEnt dagilimlarindan elde edilen

teorik frekanslar, Cizelge 5.40’ta incelenmektedir.

Cizelge 5.40. Fare oliim degerleri icin belirlenen MaxMaxEnt dagilimlarindan elde edilen teorik
frekanslar ve gozlenen frekanslar

Olim
Zaman(x) | sayisi fi fme2(@) | fmez(@) | fmea€) | fmes(€) | fmes(S)
(d)
1 3 0,0144  0,0607 0,0083 0,0160 0,0141 0,0144
2 3 0,0144  0,0610 0,0338 0,0063 0,0175 0,0151
3 6 0,0288 0,0615 0,0485 0,0200 0,0234 0,0251
4 6 0,0288 0,0624 0,0581 0,0461 0,0362 0,0399
5 16 0,0769 0,0636 0,0652 0,0761 0,0572 0,0591
6 14 0,0673 0,0651 0,0711 0,1002 0,0839 0,0818
7 25 0,1202 0,0670 0,0761 0,1138 0,1104 0,1051
8 20 0,0962 0,0692 0,0806 0,1170 0,1290 0,1241
9 32 0,1538  0,0719 0,0846 0,1123 0,1339 0,1331
10 25 0,1202  0,0750 0,0883 0,1027 0,1241 0,1280
11 27 0,1298 0,0787 0,0917 0,0907 0,1035 0,1092
12 13 0,0625  0,0829 0,0949 0,0780 0,0783 0,0817
13 11 0,0529  0,0877 0,0980 0,0660 0,0541 0,0533
14 7 0,0337  0,0933 0,1008 0,0550 0,0344 0,0300

Cizelge 5.41 gama radyasyonuna maruz birakilmis 208 fare igin 6liim zamaninin,
iki, ii¢, dort, bes, alt1 bileskeli moment vektdr fonksiyonuna uygun MinMaxEnt

dagilimlariin veriye uyumunun istatistiksel ol¢utleri verilmistir.

Cizelge 5.41. MinMaxEnt dagilimlarinin veriye uyumunun istatistiksel 0lgUtleri

MinMaxEnt Dagihmlar | RMSE | X2 | R?
fng2(€) 63,297 49,543 0,264
fnez(€) 10,589 7,939 0,875
fnga(©) 9,567 6,954 0,887
fngs(€) 9,424 6,918 0,889
fingo(§) 9,194 6,793 0,892

Cizelge 5.42. gama radyasyonuna maruz birakilmis 208 fare ig¢in 6liim zaman,
iki, g, dort, bes, alti bileskeli moment vektér fonksiyonuna uygun MaxMaxEnt

dagilimlarinin veriye uyumunun istatistiksel 6l¢itleri verilmistir.
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Cizelge 5.42. MaxMaxEnt dagilimlarinin veriye uyumunun istatistiksel dlgutleri

MaxMaxEnt Dagilimlar | RMSE | x> | R?
fme2($) 82,760 77,461 0,032
fmez(§) 58,261 47,785 0,316
fmea(§) 19,902 17,760 0,769
fmes(§) 10,168 7,421 0,880
fmes(§) 9,194 6,793 0,892

Cizelge 5.42 incelendiginde, iki, ii¢, dort, bes, alti bileskeli moment vektor
fonksiyonuna uygun MinMaxEnt dagilimlariin arasinda en iyi sonug¢ gosteren alti
bileskeli moment vektor f,,(¢) fonksiyonudur.

Bu uygulamada da splayn yontemlerle genellestirilmis entropi optimizasyon
yontemlerin karsilastirmasidir. Cizelge 5.38 bakildiginda, splayn yontemlerin arasinda
en 1yl sonug gosteren cezali splayn yontemidir.

Cizelge 5.43’te iki farkli yontemlerin arasindaki en iyi performans gosteren cezali

splayn ve MinMaxEnt alt1 bileskeli moment vektor f,,¢(¢)‘1n sonuglar verilmistir.

Cizelge 5.43. B-splayn ve MaxMaxEnt alti bileskeli moment vektor fi:¢(§) in sonuglar:

Yontemler | RMSE | 4 | R?
Cezali splayn 7,140 4,76 0,916
fmes () 9,194 6,793 0,892

Histogram of Mice death rate
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Sekil 5.34. Cezali splayn ve MinMaxEnt alti bileskeli moment vektor fing6($) n grafigi
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Sekil 5.34’te cezali splayn yontemin yaklasimi kirmizi gizgiyle Ve f.¢(&)
MinMaxEnt dagilim fonksiyonu mavi ¢izgiyle gdsterilmistir. RMSE, y?, R? olcUtlerine
alt1 bileskeli moment vektor fonksiyonuna uygun MinMaxEnt dagiliminin cihazin
hatasin1 modellemede iyi sonuglar verdigi gériilmektedir. Ayn1 zamanda cezali splayn
yardimiyla tahmin edilen dagilimlar da MinMaxEnt dagilimindan daha iyi sonuclar

vermektedir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda parametrik olmayan regresyon yontemleri, puruzlilik ceza
yaklagimi igin splayn dlzeltme, taban fonksiyon splayni yontemleri ve genellestirilmis
entropi optimizasyon yontemleri farkli uygulamalarla incelenmistir. Toplamsal
modellerin elemanlar1 cezali splayn ve kiibik diizeltme splaynlardir. Yariparametrik ve
parametrik olmayan regresyon modellerinin kestiriminde, dizeltme splayn yontemi
kullanilmis olup, s6z konusu yontem esas itibariyle, cezali en kiiciik kareler toplaminin
minimize edilme problemine dayanir.

Parametrik olmayan yontemlerden, piriizlilik ceza yaklasimi uygulanan
modellerde, optimum dlzeltme parametresinin secimi 6nemli bir konudur. Cunkd
parametre sifirdan sonsuza degisirken, fonksiyonun bulunmasi basit bir dogrusal
modele doniisebilmektedir. Dlzeltme parametresi sifira esit oldugunda timiyle esnek
egimli bir interpolasyon tahminine karsi gelebilmektedir. Duzeltme parametresinin
se¢imi tahmin edilecek fonksiyonunun, ger¢ek fonksiyona en iyi ve optimum sekilde
yakin olmasiyla saglanmaktadir. Diizeltme parametresinin se¢imi CV degeri, GCV
degeri, Mallows’un C, olcUtlerle secilebilmektedir.

Bolim 5.1.°de yapilan uygulamada iki farkli zaman serisi splayn yontemler
yardimiyla incelenmistir. Uygulamada zaman serisi olarak doviz kurlar1 Amerikan
Dolari/Tiirk Lirasi ve Amerikan Dolari/Tacik Somoni ele alinmistir. Dikkate alinan
zaman serisi gozlemleri, 08/01/2010 — 31/12/2015 willar1 arasinda, Amerikan
Dolary/Tiirk Lirast doviz kurun haftalik kapanig degerleridir ve n = 312 gdzlemden
olusmaktadir. Ikinci zaman serisi, 02/01/2015 — 11/02/2016 yilin arasinda, Amerikan
Dolari/Tacik Somoni déviz kurun haftalik kapanis degerleridir ve n = 63 godzlemden
olugmaktadir. Uygulamanin sonucunda 6ngoriilen degerlere gore cezali splayn ve kiibik
splayn duzeltme ile elde edilen MSE degerleri daha kiigiik bulunmustur.

Bolim 5.2. ve 5.3’te tek degiskenli ve iki degiskenli fonksiyonlardan tiretilen
veriler s6z konusudur. Tek degiskenli uygulamada karisik normal dagilimlardan veri
uretip, splayn yontemlerin hangisinin daha iyi yaklasim gosterdigini belirlemek
amaciyla, bir karsilastirilma yapilmistir. Bu islemlerde, R program ortaminda yazilan
bir programla, her bir secilen fonksiyon farkli gozlem sayilar ile 6rneklem olusturulmus
ve olusturulan her bir 6rneklem igin farkli sayilarda tekrarlama yapilmistir. Tekrarlanan
her bir orneklem veri dizisi i¢in herhangi bir tahmin egrisinin dogrulugunu

degerlendirmek i¢in hata kareler ortalamas1 (MSE’) kullanilmistir.
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Iki degiskenli simiilasyon calismasinda farkli  kaynaklardan almmis
fonksiyonlardan veri olusturup, genellestirilmis toplamsal model, cezali genellestirilmis
toplamsal model ve ince tabakali splaynlarla tlretilen veri tahmin edilmistir. Bu
islemlerde, R program ortaminda yazilan bir programla, her bir se¢ilen fonksiyon i¢in
n = 50,100,200,400 gozlemlerle orneklem olusturulmus ve olusturulan her bir
orneklem icin yiiz tekrarlama yapilmistir.

Bolim 5.4’te Tirkiye’ye gelen DYY’larin belirleyicileri olarak yedi farkli
degisken dikkate alinmis ve bu degiskenlerin DYY’lar {izerindeki etkileri
yariparametrik regresyon modellerinde incelenmistir. Kurulan dort farkli model,
parametrik(dogrusal) model, yariparametrik toplamsal modellerle tahmin edilmistir.

Uygulamadaki ampirik sonuglarin tamami ve 6zellikle kismi parametrik toplamsal
regresyon modelleri géz oniinde bulunduruldugunda, géze ¢arpan en 6nemli sonug,
DYY’larin belirleyicilerinin her zaman dogrusal etkilere sahip olmamasidir. DYY
belirleyicilerinin analizinde parametrik olmayan modellerin kullanilmasinin 6nemi
ortaya ¢ikmaktadir. Genelde, yariparametrik ve cezali genellestirilmis toplamsal
modellerin sonuglari yakin degerler aldigi gortlmektedir.

Ayrica bu tez c¢aligmasinda genellestirilmis entropi optimizasyon yontemleri
MinMaxEnt, MaxMaxEnt ve MaxMinxEnt dagilim fonksiyonlart incelenmistir. Kesikli
ve siirekli rassal degiskenler MaxEnt ve MinxEnt yonteminden bahsedilmistir. Bu
yontemler yardimiyla moment fonksiyonlarina bagli 6zel fonksiyonellere minimum
deger veren MinMaxEnt ve maksimum MaxMaxEnt dagilimlarindan bahsedilmistir

MinMaxEnt, MaxMaxEnt ve MaxMinxEnt entropi optimizasyon problemlerinin
olusturulmasi ve niimerik ¢dztimleri i¢in, R programda fonksiyon yazilmistir.

Bolim 5.4°te iki farkli veri seti splayn yontemler ve MinMaxEnt dagilimini
belirleme siireci bir uygulama ile gosterilmektedir. Bir baska ifade ile MinMaxEnt
entropi optimizasyon probleminin ¢ézliimii i¢in R program ile hazirlanmis programin bir
uygulamasi yapilmaktadir. Radyo dalgalar1 ile mesafe dlgen cihazin hatasi ve gama
radyasyonuna maruz birakilmig 208 fare icin 6liim zamanin dagilimin belirlenmesi
uygulama olarak segilmistir.

Bu uygulamada B-splayn, cezali splayn ve kiibik diizeltme splaynin performansi
genellestirilmis entropi optimizasyon yontemleriyle karsilastirilmistir. Uygulamanin
sonucunda splayn yontemlerin altili kombinasyon MinMaxEnt ve MaxMaxEnt

yontemlerinin hemen hemen ayn1 sonucu verdigi gorilmiistiir.
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Simiilasyon ¢aligmasi ve uygulamalar sonucunda asagidaki noktalar 6zetlenebilir:

Zaman serisi yaklasiminda splayn dizeltme yontemlerinin daha iyi sonug
verdigi ortaya ¢ikmaktadir.

Tek degiskenli simiilasyon calismasinda kibik dizeltme splaynin iyi
sonug verdigi gdsterilmistir. Ikinci iyi sonug gdsteren cezali splayndir.

Iki degiskenli simiilasyon deneyinde ince tabakali splayn 11 kez MSE
degerleri en kiiglik olup, simiilasyonda en iyi yaklagim yontemi olarak
secilebilmektedir. Cezali splayn yontemi 5 kez birinci ve 12 kez ikinci
diizeyine sahip olmustur. Kiibik splayn dlzeltme yontemi bu yéntemlerin
arasinda en kotii performans géstermistir. Ince tabakali splayn bilesenlerin
secimi, toplamsal modellerden daha biiytik 6neme sahiptir.

Bazi ekonomik degiskenlerin parametrik olmayan yontemlerle tahmin
edilmesi 6nerilmektedir.

MinMaxEnt dagilimi i¢in, UgUncU kisit sayisindan sonra, kisit sayisinin
artirilmasit modellemenin daha iyi sonug gostermesine saglamaktadir.
GoOzlem sayr az oldugu problemlerde splayn yontemleri iyi sonug
vermemektedir.

Veri setinin blyik ve c¢ok boyutlu oldugu problemlerde regresyon

splayninin kullanimi daha uygundur.
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Ek-2. Zaman serisi yaklasimi i¢in R ortaminda yazilan program

library(splines)

library(mgcv)

library(forecast)

setwd("D:/MY DOCS/Yeni tezim/turkce tez/R codes/5.1.1")
obs.usd<-read.table(file="usd.txt",header=TRUE)
obs.tjs<-read.table (file="tjs.txt",header=TRUE)
time_usd=c(1:312)

time_tjs=c(1:63)

# B spline USD/TL

spacings <- seq(from=min(time_usd),to=max(time_usd),length=number.knots+2)
[2:(number.knots+1)]

bsl <- Im(obs.usd$usd ~ bs(time_usd, df = NULL, knots=spacings, degree = 3,
intercept=T))
plot(time_usd,obs.usd$usd,xlab="Zaman",ylab='"Amerikan Dolari/Tiirk Lirast')
lines(time_usd,bs1$fitted.values,col="red")
mse_bs1=sum(bs1$residuals"2)/312
mape_crl=sum(abs(bs1$residuals)/abs(obs.usd$usd))
(mape_crl/312)*100
obsnew.usd=data.frame(time_usd=c(313:317))
predict(bs1,0bsnew.usd,interval="confidence’)
number.knots=10

#cubic regression
gam_crl<-gam(obs.usd$usd~s(time_usd,bs="cr"))
plot(time_usd,obs.usd$usd)
lines(time_usd,gam_cr1$fitted.values,col="red")
mse_crl=sum(gam_crl$residuals"2)/312
obsnew.usd=data.frame(time_usd=c(313:317))
predict(gam_crl,0bsnew.usd,interval="confidence")
mape_crl=sum(abs(gam_crl$residuals)/abs(obs.usd$usd))
(mape_crl/312)*100

#cubic regression USD/TL



fcast <- splinef(obs.usd$usd,h=5)

plot(fcast)

summary(fcast)

#P-spline

gam_psl<-gam(obs.usd$usd~s(time_usd,bs="ps",m=3,k=30))
plot(time_usd,obs.usd$usd,xlab="Zaman",ylab='Amerikan Dolari/Tiirk Lirast')
lines(time_usd,gam_ps1$fitted.values,col="red",Iwd=2)
mse_psl=sum(gam_psl$residuals"2)/312
mape_psl=sum(abs(gam_psl$residuals)/abs(obs.usd$usd))
(mape_ps1/312)*100

obsnew.usd=data.frame(time_usd=c(313:317))
predict(gam_ps1,o0bsnew.usd,interval="confidence’)

# B spline USD/TJS

bstjs <- Im(obs.tjs$tjs~ bs(time_tjs, df = NULL, knots=spacings, degree = 3,
intercept=T))

plot(time_tjs,obs.tjs$tjs,xlab="Zaman",ylab="Amerikan Dolari/Tacik Somoni’)
lines(time_tjs,bstjs$fitted.values,col="red")
mse_bstjs=sum(bstjs$residuals"2)/63
mape_bstjs=sum(abs(bstjs$residuals)/abs(obs.tjs$tjs))

(mape_bstjs/63)*100

obsnew.tjs=data.frame(time_tjs=c(64:68))
predict(bstjs,obsnew.tjs,interval="confidence")

fcast <- splinef(obs.tjs$tjs,h=5)

plot(fcast)

summary(fcast)

gam_pstjs<-gam(obs.tjs$tjs~s(time_tjs,bs="ps",m=3,k=30))
plot(time_tjs,obs.tjs$tjs,xlab="Zaman" ylab="Amerikan Dolari/Tacik Somoni")
lines(time_tjs,gam_pstjs$fitted.values,col="red",Iwd=2)
mse_pstjs=sum(gam_pstjs$residuals"2)/63
mape_pstjs=sum(abs(gam_pstjs$residuals)/abs(obs.tjs$tjs))
(mape_pstjs/63)*100

obsnew.tjs=data.frame(time_tjs=c(64:68))
predict(gam_pstjs,obsnew.tjs,interval="confidence")



Ek-3. Dagilim Fonksiyonlarin Splayn Yontemleriyle Tahmini i¢in R ortaminda yazilan

program

library(splines)
library(norimix)
library (mgcv)
err<-array(0, dim=c(15,3))
kol=400
number.knots=20
for (i in 1:1000){
# MW1
x1<-rnorMix(kol,MW.nm1)
f1<-pnorMix(x1,MW.nm1)
spacings <- seq(from=min(x1),to=max(x1),length=number.knots+2)
[2:(number.knots+1)]
bsl <- Im(f1 ~ bs(x1, df = NULL, knots=spacings, degree = 3, intercept=T))
gam_crl<-gam(f1~s(x1,bs="cr"),knots=list(x=spacings))
gam_psl<-gam(fl~s(x1,bs="ps",m=c(2,3))knots=list(x=spacings))
err[1,1]<-err[1,1]+((sum((bs1$residuals)”2))/kol)
err[1,2]<-err[1,2]+((sum((gam_crl$residuals)*2))/kol)
err[1,3]<-err[1,3]+((sum((gam_ps1$residuals)*2))/kol)
# MW2
x2<-rnorMix(kol,MW.nm2)
f2<-pnorMix(x2,MW.nm2)
bs2 <- Im(f2 ~ bs(x2, df = NULL, knots=spacings, degree = 3, intercept=T))
gam_cr2<-gam(f2~s(x2,bs="cr"),knots=list(x=spacings))
gam_ps2<-gam(f2~s(x2,bs="ps",m=c(2,3)),knots=list(x=spacings))
err[2,1]<-err[2,1]+((sum((bs2$residuals)”2))/kol)
err[2,2]<-err[2,2]+((sum((gam_cr2$residuals)”2))/kol)
err[2,3]<-err[2,3]+((sum((gam_ps23$residuals)*2))/kol)
# MW3
x3<-rnorMix(kol,MW.nm3)
f3<-pnorMix(x3,MW.nm3)



bs3 <- Im(f3 ~ bs(x3, df = NULL, knots=spacings, degree = 3, intercept=T))
gam_cr3<-gam(f3~s(x3,bs="cr"),knots=list(x=spacings))
gam_ps3<-gam(f3~s(x3,bs="ps",m=c(2,3)),knots=list(x=spacings))
err[3,1]<-err[3,1]+((sum((bs3$residuals)”*2))/kol)
err[3,2]<-err[3,2]+((sum((gam_cr3$residuals)*2))/kol)
err[3,3]<-err[3,3]+((sum((gam_ps33$residuals)*2))/kol)

# MW4

x4<-rnorMix(kol,MW.nm4)

fA<-pnorMix(x4,MW.nm4)

bs4 <- Im(f4 ~ bs(x4, df = NULL, knots=spacings, degree = 3, intercept=T))
gam_cr4d<-gam(f4~s(x4,bs="cr"),knots=list(x=spacings))
gam_ps4<-gam(f4~s(x4,bs="ps",m=c(2,3)),knots=list(x=spacings))
err[4,1]<-err[4,1]+((sum((bs4$residuals)”2))/kol)
err[4,2]<-err[4,2]+((sum((gam_cr4$residuals)*2))/kol)
err[4,3]<-err[4,3]+((sum((gam_ps4$residuals)*2))/kol)

# MW5

x5<-rnorMix(kol,MW.nm5)

f5<-pnorMix(x5,MW.nmb5)

bs5 <- Im(f5 ~ bs(x5, df = NULL, knots=spacings, degree = 3, intercept=T))
gam_cr5<-gam(f5~s(x5,bs="cr"),knots=list(x=spacings))
gam_ps5<-gam(f5~s(x5,bs="ps",m=c(2,3)),knots=list(x=spacings))
err[5,1]<-err[5,1]+((sum((bs5%residuals)"2))/kol)
err[5,2]<-err[5,2]+((sum((gam_cr5$residuals)*2))/kol)
err[5,3]<-err[5,3]+((sum((gam_ps5$residuals)”*2))/kol)

# MW6

x6<-rnorMix(kol,MW.nm6)

f6<-pnorMix(x6,MW.nm6)

bs6 <- Im(f6 ~ bs(x6, df = NULL, knots=spacings, degree = 3, intercept=T))

gam_ps6<-gam(f6~s(x6,bs="ps",m=c(2,3)),knots=list(x=spacings))
err[6,1]<-err[6,1]+((sum((bs6Sresiduals)”2))/kol)
err[6,2]<-err[6,2]+((sum((gam_cr6$residuals)”2))/kol)
err[6,3]<-err[6,3]+((sum((gam_ps6$residuals)”*2))/kol)



# MW7

x7<-rnorMix(kol,MW.nm7)

f7<-pnorMix(x7,MW.nm7)

bs7 <- Im(f7 ~ bs(x7, df = NULL, knots=spacings, degree = 3, intercept=T))
gam_cr7<-gam(f7~s(x7,bs="cr"),knots=list(x=spacings))
gam_ps7<-gam(f7~s(x7,bs="ps",m=c(2,3)),knots=list(x=spacings))
err[7,1]<-err[7,1]+((sum((bs7$residuals)”*2))/kol)
err[7,2]<-err[7,2]+((sum((gam_cr7$residuals)*2))/kol)
err[7,3]<-err[7,3]+((sum((gam_ps73$residuals)*2))/kol)

# MW8

x8<-rnorMix(kol,MW.nm8)

f8<-pnorMix(x8,MW.nm8)

bs8 <- Im(f8 ~ bs(x8, df = NULL, knots=spacings, degree = 3, intercept=T))
gam_cr8<-gam(f8~s(x8,bs="cr"),knots=list(x=spacings))
gam_ps8<-gam(f8~s(x8,bs="ps",m=c(2,3)),knots=list(x=spacings))
err[8,1]<-err[8,1]+((sum((bs8%$residuals)”2))/kol)
err[8,2]<-err[8,2]+((sum((gam_cr8%residuals)*2))/kol)
err[8,3]<-err[8,3]+((sum((gam_ps83%residuals)*2))/kol)

# MW9

x9<-rnorMix(kol, MW.nm9)

f9<-pnorMix(x9,MW.nm9)

bs9 <- Im(f9 ~ bs(x9, df = NULL, knots=spacings, degree = 3, intercept=T))
gam_cr9<-gam(f9~s(x9,bs="cr"),knots=list(x=spacings))
gam_ps9<-gam(f9~s(x9,bs="ps",m=c(2,3)),knots=list(x=spacings))
err[9,1]<-err[9,1]+((sum((bs9%residuals)”*2))/kol)
err[9,2]<-err[9,2]+((sum((gam_cr9%residuals)*2))/kol)
err[9,3]<-err[9,3]+((sum((gam_ps93%residuals)*2))/kol)

# MW10

x10<-rnorMix(kol, MW.nm10)

f10<-pnorMix(x10,MW.nm10)

bs10 <- Im(f10 ~ bs(x10, df = NULL, knots=spacings, degree = 3, intercept=T))

gam_ps10<-gam(f10~s(x10,bs="ps",m=c(2,3)),knots=list(x=spacings))



err[10,1]<-err[10,1]+((sum((bs10%residuals)"2))/kol)
err[10,2]<-err[10,2]+((sum((gam_cr10%$residuals)*2))/kol)
err[10,3]<-err[10,3]+((sum((gam_ps10$residuals)”2))/kol)

# MW11

x11<-rnorMix(kol,MW.nm11)

fl1<-pnorMix(x11,MW.nm11)

bsll <- Im(f11 ~ bs(x11, df = NULL, knots=spacings, degree = 3, intercept=T))
gam_crll<-gam(fll~s(x11,bs="cr"),knots=list(x=spacings))
gam_psli<-gam(fl1~s(x11,bs="ps",m=c(2,3))knots=list(x=spacings))
err[11,1]<-err[11,1]+((sum((bs11$residuals)*2))/kol)
err[11,2]<-err[11,2]+((sum((gam_crl1$residuals)”2))/kol)
err[11,3]<-err[11,3]+((sum((gam_ps11$residuals)”2))/kol)

# MW12

x12<-rnorMix(kol, MW.nm12)

f12<-pnorMix(x12,MW.nm12)

bs12 <- Im(f12 ~ bs(x12, df = NULL, knots=spacings, degree = 3, intercept=T))
gam_crl2<-gam(f12~s(x12,bs="cr"),knots=list(x=spacings))
gam_ps12<-gam(f12~s(x12,bs="ps",m=c(2,3))knots=list(x=spacings))
err[12,1]<-err[12,1]+((sum((bs12%residuals)"2))/kol)
err[12,2]<-err[12,2]+((sum((gam_cr12$residuals)"2))/kol)
err[12,3]<-err[12,3]+((sum((gam_ps12$residuals)”2))/kol)

# MW13

x13<-rnorMix(kol, MW.nm13)

f13<-pnorMix(x13,MW.nm13)

bs13 <- Im(f13 ~ bs(x13, df = NULL, knots=spacings, degree = 3, intercept=T))
gam_crl3<-gam(f13~s(x13,bs="cr"),knots=list(x=spacings))
gam_ps13<-gam(f13~s(x13,bs="ps",m=c(2,3)),knots=list(x=spacings))
err[13,1]<-err[13,1]+((sum((bs13%residuals)*2))/kol)
err[13,2]<-err[13,2]+((sum((gam_cr13$residuals)”*2))/kol)
err[13,3]<-err[13,3]+((sum((gam_ps13%residuals)"2))/kol)

# MwW14

x14<-rnorMix(kol, MW.nm14)

fl4<-pnorMix(x14,MW.nm14)



bs14 <- Im(f14 ~ bs(x14, df = NULL, knots=spacings, degree = 3, intercept=T))
gam_crl4<-gam(fl4~s(x14,bs="cr"),knots=list(x=spacings))
gam_psl4<-gam(fl4~s(x14,bs="ps",m=c(2,3)),knots=list(x=spacings))
err[14,1]<-err[14,1]+((sum((bs14$residuals)”2))/kol)
err[14,2]<-err[14,2]+((sum((gam_crl4$residuals)*2))/kol)
err[14,3]<-err[14,3]+((sum((gam_ps14$residuals)"2))/kol)

# MW15

x15<-rnorMix(kol, MW.nm15)

f15<-pnorMix(x15,MW.nm15)

bs15 <- Im(f15 ~ bs(x15, df = NULL, knots=spacings, degree = 3, intercept=T))

gam_crl5<-gam(f15~s(x15,bs="cr"),knots=list(x=spacings))
gam_ps15<-gam(f15~s(x15,bs="ps",m=c(2,3)),knots=list(x=spacings))
err[15,1]<-err[15,1]+((sum((bs15%$residuals)*2))/kol)
err[15,2]<-err[15,2]+((sum((gam_crl5%$residuals)”2))/kol)
err[15,3]<-err[15,3]+((sum((gam_ps15%residuals)™2))/kol)

}

par(mfrow=c(1,1))

# PLots for MW1

plot(x1,f1,main="Gauss yogunlugu (Gaussian Density)")

lines(sort(x1),sort(bs1$fitted.values),col="red")

lines(sort(x1), sort(gam_crl$fitted.values), lty=2, lw=2)

lines(sort(x1), sort(gam_ps1$fitted.values), col="blue", Ity=2, lw=2)

# PLots for MW2

plot(x2,2,main="Tek yonlii egrili yogunlugu(Skewed Unimodal Density)")

lines(sort(x2),sort(bs2$fitted.values),col="red")

lines(sort(x2), sort(gam_cr2$fitted.values), Ity=2, lw=2)

lines(sort(x2), sort(gam_ps2$fitted.values), col="blue", lty=2, lw=2)

# PLots for MW3

plot(x3,f3,main="Cok egrili yogunlugu(Strongly Skewed Density)")

lines(sort(x3),sort(bs3$fitted.values),col="red")

lines(sort(x3), sort(gam_cr3s$fitted.values), Ity=2, lw=2)

lines(sort(x3), sort(gam_ps3$fitted.values), col="blue", Ity=2, lw=2)



# PLots for MW4

plot(x4,f4,main="Tek basiklik yogunlugu(Kurtotic Unimodal Density)")
lines(sort(x4),sort(bs4$fitted.values),col="red")

lines(sort(x4), sort(gam_cr4$fitted.values), lty=2, lw=2)
lines(sort(x4), sort(gam_ps4$fitted.values), col="blue", Ity=2, lw=2)
# PLots for MW5

plot(x5,f5,main="Aykir1 yogunlugu(Outlier Density)")
lines(sort(x5),sort(bs5%fitted.values),col="red")

lines(sort(x5), sort(gam_cr5%fitted.values), Ity=2, lw=2)
lines(sort(x5), sort(gam_ps5%fitted.values), col="blue", Ity=2, lw=2)
# PLots for MW6

plot(x6,f6,main="Ciftli yogunlugu(Bimodal Density)")
lines(sort(x6),sort(bs6$fitted.values),col="red")

lines(sort(x6), sort(gam_cr6$fitted.values), Ity=2, lw=2)
lines(sort(x6), sort(gam_ps6$fitted.values), col="blue", lty=2, lw=2)
# PLots for MW7

plot(x7,f7,main="Ayrilmis ¢iftli yogunlugu(Separated Bimodal Density)")
lines(sort(x7),sort(bs7$fitted.values),col="red")

lines(sort(x7), sort(gam_cr7$fitted.values), Ity=2, lw=2)
lines(sort(x7), sort(gam_ps7$fitted.values), col="blue", lty=2, lw=2)
# PLots for MW8

plot(x8,f8,main="Asimetrik ¢iftli yogunlugu(Asymmetric Bimodal Density)")
lines(sort(x8),sort(bs8%fitted.values),col="red")

lines(sort(x8), sort(gam_cr8%fitted.values), lty=2, lw=2)
lines(sort(x8), sort(gam_ps8$fitted.values), col="blue", Ity=2, lw=2)
# PLots for MW9

plot(x9,f9,main="Uglii yogunlugu(Trimodal Density)")
lines(sort(x9),sort(bs9%fitted.values),col="red")

lines(sort(x9), sort(gam_cr9$fitted.values), lty=2, lw=2)
lines(sort(x9), sort(gam_ps9%fitted.values), col="blue", lty=2, lw=2)
# PLots for MW10

plot(x10,f10,main="Penc¢e yogunlugu(Claw Density)")
lines(sort(x10),sort(bs10$fitted.values),col="red")



lines(sort(x10), sort(gam_crl0$fitted.values), Ity=2, lw=2)

lines(sort(x10), sort(gam_ps10$fitted.values), col="blue", Ity=2, lw=2)

# PLots for MW11

plot(x11,f11,main="Cift penge yogunlugu(Double Claw Density)")
lines(sort(x11),sort(bs11$fitted.values),col="red")

lines(sort(x11), sort(gam_crl1$fitted.values), Ity=2, Iw=2)

lines(sort(x11), sort(gam_ps11$fitted.values), col="blue", lty=2, lw=2)

# PLots for MW12

plot(x12,f12,main="Asimetrik pence yogunlugu(Asymmetric Claw Density)")
lines(sort(x12),sort(bs12%$fitted.values),col="red")

lines(sort(x12), sort(gam_cr12$fitted.values), Ity=2, lw=2)

lines(sort(x12), sort(gam_ps12$fitted.values), col="blue", Ity=2, lw=2)

# PLots for MW13

plot(x13,f13,main="Asimetrik ¢ift pence yogunlugu(Asymmetric Double Claw
Density)")

lines(sort(x13),sort(bs13%$fitted.values),col="red")

lines(sort(x13), sort(gam_cr13$fitted.values), Ity=2, Iw=2)

lines(sort(x13), sort(gam_ps13$fitted.values), col="blue", Ity=2, lw=2)

# PLots for MW14

plot(x14,f14,main="Piiriizsiiz kombinasyon yogunlugu(Smooth Combination Density)")
lines(sort(x14),sort(bs14%$fitted.values),col="red")

lines(sort(x14), sort(gam_crl4$fitted.values), Ity=2, lw=2)

lines(sort(x14), sort(gam_ps14$fitted.values), col="blue", Ity=2, lw=2)



Ek-4. 1ki degiskenli simiilasyon ¢alismasi R programinda yazilan program

setwd("D:/MY DOCS/Yeni tezim/turkce tez/R codes/5.2")

library(mgcv)

library(scatterplot3d)

library(akima)

pspl5<-0

pspl10<-0

pspl20<-0

crs5<-0

crs10<-0

crs20<-0

tps5<-0

tps10<-0

tps20<-0

n<-200

for(i in 1:100)

{

set.seed(i)

x1<-runif(n,-2,2)

x2<-runif(n,0,1)

epsi<-rnorm(n,0,0.01)

y<-0.7*exp(-3*((x1+0.8)"2)+8*(x2-0.5)"2)+ exp(-3*((x1-0.8)"2)+8*(x2-0.5)"2)+epsi

d<-data.frame(x1,x2,y)

# P-GAM with 5 basis

splsmooth5<-gam(y ~s(x1,bs = "ps",m=c(2,3),k=5)+s(x2,bs = "ps",m=c(2,3),k=5))
pspl5[i]=(sum((y-splsmooth5$fitted.values)*2)/n)

#P- GAM with 10 basis
splsmooth10<-gam(y ~s(x1,bs = "ps",m=c(2,3),k=10)+s(x2,bs =

"ps",m=c(2,3),k=10))

pspl10[i]=(sum((y-splsmooth10$fitted.values)*2)/n)

# P-GAM with 20 basis

splsmooth20<-gam(y ~s(x1,bs = "ps",m=c(2,3),k=20)+s(x2,bs = "ps",m=c(2,3),k=20))



pspl20[i]=(sum((y-splsmooth20%fitted.values)*2)/n)

# GAM with 5 basis

splregres5<-gam(y ~s(x1,bs = "cr",k=5)+s(x2,bs = "cr" k=5))
crs5[i]=(sum((y-splregres5$fitted.values)*2)/n)

# GAM with 10 basis

splregres10<-gam(y ~s(x1,bs = "cr",k=10)+s(x2,bs = "cr",k=10))
crs10[i]=(sum((y-splregres10$fitted.values)*2)/n)

# GAM with 20 basis

splregres20<-gam(y ~s(x1,bs = "cr",k=20)+s(x2,bs = "cr",k=20))
crs20[i]=(sum((y-splregres20$fitted.values)*2)/n)

# Thin plate spline with 5 basis

tp5<-gam(y~s(x1,x2,bs="tp" k=5))

tps5[i]=(sum((y-tp5$fitted.values)*2)/n)

# Thin plate spline with 10 basis

tpl0<-gam(y~s(x1,x2,bs="tp",k=10))

tps10[i]=(sum((y-tp10$fitted.values)*2)/n)

Thin plate spline with 20 basis

tp20<-gam(y~s(x1,x2,bs="tp",k=20))

tps20[i]=(sum((y-tp20$fitted.values)*2)/n)

}

result<-data.frame(pspl5,pspl10,pspl20,crs5,crs10,crs20,tps5,tps10,tps20)

result

boxplot(result,main="Fan and Gijbels fonksiyonun n=400 MSE'nin box plotu",las=2,
at=c(1,2,3,5,6,7,9,10,11), col=c("red","blue","sienna"”,"red","blue","sienna”,"red",
"blue","sienna”,"red","blue","sienna"))
means<-data.frame(mean(pspl5),mean(pspl10),mean(pspl20),mean(crs5), mean(crs10),
mean(crs20), mean(tps5),mean(tps10),mean(tps20))

png("scatter.png")

scatterplot3d(x1,x2,y, main="Fan and Gijbels fonksiyonundan {iretilen veriler")
dev.off()

png(“plotpspl5.png™)

vis.gam(splsmooth5,type = "response”,view = c(*'x1","x2"),theta=145)
dev.off()



png(“plotpspl10.png™)

vis.gam(splsmooth10,type = "response”,view = c("x1","x2"),theta=145)
dev.off()

png(“plotpspl20.png™)

vis.gam(splsmooth20,type = "response”,view = c("x1","x2"),theta=145)
dev.off()

png(“plotcrss.png™)

vis.gam(splregres5,type = "response”,view = c("x1","x2"),theta=145)
dev.off()

png(“plotcrs10.png™)

vis.gam(splregres10,type = "response”,view = c(""x1","x2"),theta=145)
dev.off()

png(“plotcrs20.png™)

vis.gam(splregres20,type = "response”,view = c¢(*'x1","x2"),theta=145)
dev.off()

png(“plottp5.png™)

vis.gam(tp5,type = "response”,view = c(""x1","x2"),theta=145)
dev.off()

png(“plottp10.png™)

vis.gam(tp10,type = "response”,view = c("'x1","x2"),theta=145)
dev.off()

png(“plottp20.png™)

vis.gam(tp20,type = "response”,view = c("x1","x2"),theta=145)
dev.off()



EK-4. Dogrudan Yabanci Yatirim uygulamasi i¢in R ortaminda yazilan program

setwd(""C:/Romania™)

library(mgcv)

source('ps_construct.r')

FDI<-
(0.176,0.024,0.051,0.042,0.08,0.027,0.132,0.083,0.072,0.184,0.146,0.163,0.094,0.284,
0.451,0.321,0.375,0.373,0.247,0.330,0.361,0.289,0.301,0.349,0.314,0.367,1.7,0.488,0.5
75,0.708,2.07,3.77,3.38)

FT<-
c(15.656,15.526,14.521,11.436,9.102,17.089,21.142,26.880,29.031,35.280,34.827,29.4
14,23.682,26.312,24.826,21.918,21.290,22.345,23.097,29.453,30.653,35.966,39.046,41
.518,38.726,43.192,50.756,48.800,47.033,49.737,47.207,50.251,49.197)

POP<-
¢(0.0231,0.0219,0.0205,0.0200,0.0208,0.0223,0.0236,0.0248,0.0248,0.0248,0.0242,0.0
226,0.0217,0.0217,0.0217,0.0225,0.0195,0.0192,0.0189,0.0186,0.0183,0.0182,0.0180,0
.0176,0.0172,0.0168,0.0163,0.0158,0.0154,0.006,0.0127,0.0125,0.0124)

ELEC<-
(351.880,417.073,457.564,483.079,482.820,489.884,512.821,535.549,546.132,601.60
1,644.632,676.905,745.990,787.335,844.322,892.741,924.487,997.396,1062.009,1087.
903,1162.706,1290.808,1370.631,1415.919,1462.296,1550.281,15510.922,1560.063,16
55.998,1781.791,1897.592,2053.213,2336.763)

EXDEBT<-
c(7.86,14.65,21.81,18.89,17.39,29.77,27.32,30.74,32.89,36.25,39.44,44.28,34.05,33.64,
28.78,23.52,23.87,25.30,27.02,36.64,30.52,32.42,32.09,36.44,41.43,44.36,59.08,57.26,
48.16,41.48,35.36,39.70,38.76)

INF<-
€(21.309,15.623,24.086,47.545,76.714,93.006,44.057,28.227,26.258,48.237,53.054,36.
007,88.091,65.213,74.493,63.201,61.385,63.931,69.447,103.016,89.413,68.546,86.105,
69.028,54.179,49.226,52.851,37.425,23.270,12.400,7.084,9.331,7.588)
CAB<-c(-2.557,-4.929,-5.945,-1.599,-1.526,-5.212,-2.695,-1.452,-3.042,-2.355,-1.501 -
1.922,-0.659,1.283,0.639,-1.235,0.116,-0.431,-2.507,1.429,-0.954,-0.978,-0.988,0.743, -
0.371,-3.712,1.918,-0.268,-2.467,-3.671,-4.573,-6.018,-5.748)



GROWTH<-¢(7.174,10.461,3.407,1.503,-0.624,-
2.447,4.857,3.563,4.971,6.712,4.241,7.012,9.486,2.321,0.290,9.266,0.720,5.036,7.651,-
4.668,7.878,7.380,7.578,2.308,-3.365,6.774,-
5.697,6.164,5.265,9.363,8.402,6.893,4.621)

CAPITAL<-
c(18.707,20.321,20.667,15.143,14.504,18.164,17.869,16.953,16.285,16.180,16.513,18.
848,18.232,18.272,17.147,17.389,15.866,16.447,18.619,15.042,17.649,17.886,17.836,2
2.114,19.124,20.767,15.084,17.614,17.597,19.390,19.990,22.055,21.629)
DEBTSER<-
c(0.585,1.442,1.817,1.719,1.464,2.502,3.409,4.629,5.080,5.409,6.978,6.015,4.975,6.17
8,4.909,3.532,3.888,4.066,3.413,5.674,4.737,4.432,4.513,5.619,7.588,7.873,11.707,12.
088,9.453,8.512,8.569,7.742,7.520)

ENERGY<-
€(26803.000,29171.000,31988.000,31862.000,30303.000,31485.000,31756.000,33747.
000,35729.000,37179.000,39375.000,42439.000,46994.000,47448.000,49217.000,5293
6.000,52322.000,53945.000,57209.000,56457.000,61808.000,67262.000,70927.000,72
178.000,70869.000,76869.000,70920.000,75110.000,78733.000,81828.000,85464.000,
93999.000,102816.000)

TELEPHONE<-
c(1.700,1.882,2.039,2.316,2.511,2.580,2.858,3.217,3.495,3.955,4.470,5.404,7.032,9.14
1,10.676,12.219,14.236,16.121,18.382,20.148,21.263,22.723,24.336,25.795,27.019,27.
284,27.586,27.131,26.752,26.880,26.335,25.807,24.634)

TIME<- ¢(-16,-15,-14,-13,-12,-11,-10,-9,-8,-7,-6,-5,-4,-3,-2,-
1,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16)

logFDI<-log(FDI)

logPOP<-log(POP)

logFT<-log(FT)

logELEC<-log(ELEC)

logENERGY<-log(ENERGY)

logDEBTSER<-log(DEBTSER)

logEXDEBT<-log(EXDEBT)

logINF<-log(INF)

logTELEPHONE<-log(TELEPHONE)



# linear model 1
md3<-Im(logFDI~logPOP+GROWTH+TIME)
summary(md3)

plot(md3)

deviance(md3)

AIC(md3)

# GAM model 2
md1<-gam(logFDI~s(logPOP)+s(GROWTH)+TIME)
summary(md1)

AIC(md1)

deviance(md1)

plot(md1)

# linear model 3
mod7<-Im(logFDI~logPOP+logELEC+logDEBTSER+logEXDEBT+logTELEPHONE
+TIME)

summary(mod7)

AIC(mod7)

deviance(mod7)

plot(mod7)

# GAM model 4
mod17<-gam(logFDI~s(logPOP)+logELEC+logDEBTSER+IogEXDEBT+
S(GROWTH)+TIME)

summary(mod17)

AIC(mod17)

deviance(mod17)

plot(mod17)

# P-spline model 2

spl2 <- gam(logFDI ~ TIME + s(logPOP,bs = 'ps', m = 2) + s(GROWTH,bs ='ps', m =
2))

summary(spl2)

AIC(spl2)

deviance(spl2)

plot(spl2)



# P-spline model 4

spl4 <- gam(logFDI ~s(logPOP,bs = 'ps', m = 4) + logELEC + logDEBTSER +
logEXDEBT + s(GROWTH,bs ='ps', m = 4) + TIME)

summary(spl4)

AIC(spl4)

deviance(spl4)

plot(spl4)

# Thin-plate spline model 2

tpl2 <- gam(logFDI ~ TIME + s(logPOP,bs = 'tp") + S(GROWTH,bs ='tp"))
summary(tpl2)

AIC(tpl2)

deviance(tpl2)

plot(tpl2)

# Thin-plate spline model 4

tpl4 <- gam(logFDI ~s(logPOP,bs = 'tp") + logELEC + logDEBTSER + logEXDEBT +
S(GROWTH,bs ='tp") + TIME)

summary(tpl4)

AIC(tpl4)

deviance(tpl4)

plot(tpl4)



Ek-5. Genellestirilmis Entropi Optimizasyon uygulamari igin yazdigi programlari

MinMaxEnt fonksiyonu

gen_maxent<-function(veri,frk,komb){

library(minxent)

gl<-function(x) x

g2<-function(x) x"2

g3<-function(x) log(x)

g4<-function(x) log(x)"2

g5<-function(x) log(1+x"2)

funct<-c('x','’x2','log(x)",'log(x)"2','log(1+x"2)")

sutun<-6

satr<-length(veri)

olasilik1=frk/sum(frk)

olasilik=c(rep(1/satr,satr))

G<-matrix(c(rep(1,satr),g1(veri),g2(veri),g3(veri),g4(veri),g5(veri)),

byrow=TRUE,ncol=satr,nrow=6)

# Calculation full moment constraints

moment<-array(0,c(1,sutun))

moment[1]=1

moment<-c(1,sum(gl(veri)*olasilikl),sum(g2(veri)*olasilik1),sum(g3(veri)*olasilikl),
sum(g4(veri)*olasilikl),sum(g5(veri)*olasilikl1))

#Creating combination

kombinasyon=komb

combos=combn(1:(sutun-1),kombinasyon)

combos_t=t(combos)

maxent<-array(0,dim=c(nrow(combos_t)))

estim<-array(dim=c(length(combos_t),length(veri)))

# Calculating loop with combinationa

for(comb_s in 1:nrow(combos_t)){

g_new<-matrix(c(rep(1,satr)))

eta_new<-c()

eta_new[1l]<-1



zer<-c(rep(0,kombinasyon))

for(comb_satr in 1:ncol(combos_t)){

#creating new submatrix
g_new<-cbind(g_new,G[combos_t[comb_s,comb_satr]+1,])

#creating new moments
eta_new<-append(eta_new,moment[combos_t[comb_s,comb_satr]+1])
}

est<-minxent.multiple(g=olasilik,G=t(g_new),eta=eta_new,zer)

for (i in 1:satr){
maxent[comb_s]=maxent[comb_s]-est$SEstimates[i]*log2(est$Estimates[i])
estim[comb_s,i]<-est$Estimates[i]

}

¥

k_min=which.min(maxent)
k_max=which.max(maxent)
T2_min<-'MinMaxEnt moment function is '

T2_max<-'MaxMaxEnt moment function is '

for (m in 1:ncol(combos_t)){
T2_min<-paste(T2_min,funct[combos_t[k_min,m]])
T2_max<-paste(T2_max,functfcombos_t[k _max,m]])

}

best_min<-maxent[k_min]

best_max<-maxent[k_max]

res<-list(T2_min,estim[k_min,],best_min, T2_max,estim[k_max,],best_max)

return(res)

MaxMinxEnt fonksiyonu

gen_minxent<-function(veri,frk,p,komb){
library(minxent)

gl<-function(x) x

g2<-function(x) x"2

g3<-function(x) log(x)



g4<-function(x) log(x)"2

g5<-function(x) log(1+x"2)
funct<-c('x','x"2','log(x)’,'log(x)"2','log(1+x"2)")

sutun<-6

satr<-length(vert)

olasilik1=frk/sum(frk)

olasilik=p
G<-matrix(c(rep(1,satr),g1(veri),g2(veri),g3(veri),g4(veri),g5(veri)),byrow=TRUE,
ncol=satr,nrow=6)

# Calculation full moment constraints
moment<-array(0,c(1,sutun))

moment[1]=1
moment<-c(1,sum(gl(veri)*olasilikl),sum(g2(veri)*olasilikl),sum(g3(veri)*olasilik1),
sum(g4(veri)*olasilikl),sum(g5(veri)*olasilikl))

#Creating combination

kombinasyon=komb
combos=combn(1:(sutun-1),kombinasyon)
combos_t=t(combos)
minxent<-array(0,dim=c(nrow(combos_t)))
estim<-array(dim=c(length(combos_t),length(veri)))

# Calculating loop with combinationa

for(comb_s in 1:nrow(combos_t)){
g_new<-matrix(c(rep(1,satr)))

eta_new<-c()

eta_new[l]<-1

zer<-c(rep(0,kombinasyon))

for(comb_satr in 1:ncol(combos_t)){

#creating new submatrix
g_new<-cbind(g_new,G[combos_t[comb_s,comb_satr]+1,])
#creating new moments
eta_new<-append(eta_new,moment[combos_t[comb_s,comb_satr]+1])

¥

est<-minxent.multiple(g=olasilik,G=t(g_new),eta=eta_new,zer)



for (i in 1:satr){
minxent[comb_s]=minxent[comb_s]-est$Estimates[i]*log2(estSEstimates[i])
estim[comb_s,i]<-est$Estimates[i]

}

¥

k_min=which.min(minxent)
k_max=which.max(minxent)
T2_min<-'MinMinxEnt moment function is '

T2_max<-'MaxMinxEnt moment function is '

for (m in 1:ncol(combos_t)){
T2_min<-paste(T2_min,funct[combos_t[k _min,m]])
T2_max<-paste(T2_max,funct[combos_t[k _max,m]])

¥

best_min<-minxent[k_min]

best_max<-minxent[k_max]
res<-list(T2_min,estim[k_min,],best_min,T2_max,estim[k_max,],best_max)

return(res)

Uygulama

setwd("D:/MY DOCS/Yeni tezim/turkce tez/R codes/5.4")
library(splines)

library(mgcv)

source(‘func_minminx.R")

results<-array(dim=c(13,3))

res_max<-array(dim=c(10,3))

dat<-read.table("dalga.txt",header=TRUE)

# Analisys with break=8

he<-hist(dat$m, xlab="meters", ylab="counts', border="blue", main = "Histogram of
wave counter", col="green", xlim=c(20,100),las=1,breaks = seq(20,100,by=10))
f<-(he$density*diff(he$breaks))

mids<-he$mids



counts<-he$counts

# Estimation with B-splines

bs3 <- Im(f ~ bs(mids, df = 6, degree = 3, intercept=T))
summary(bs3)

bs3fitted.values
lines(he$mids,bs3$fitted.values*400,col="blue",lwd=2)
y_sh_bs<-bs3$fitted.values*400
results[1,1]<-cor(f,bs3$fitted.values)"2
results[1,2]<-sum((he$counts-y_sh_bs)*2/y_sh_bs)
results[1,3]<-sum((he$counts-y_sh_bs)"2)/length(mids)
chisq.test(f,p=bs3%fitted.values)
chisq.test(f,p=bs3%fitted.values,rescale.p = TRUE)
chisq.test(f,bs3$fitted.values)

# Estimation with smoothing cubic splines
gam_cr3<-gam(f~s(mids,bs="cr", k=7))
summary(gam_cr3)

gam_cr3$fitted.values
new<-data.frame(mids=he$mids)
z_cr3<-predict.gam(gam_cr3,newdata = new)
lines(he$mids,z_cr3*400,col="red",lwd=2)
y_sh_cr<-gam_cr3$fitted.values*400
results[2,1]<-cor(f,gam_cr3$fitted.values)"2
results[2,2]<-sum((he$counts-y_sh_cr)*2/y_sh_cr)
results[2,3]<-sum((he$counts-y_sh_cr)*2)/length(mids)

# Estimation with cubic p-splines
gam_ps3<-gam(f~s(mids,bs="ps", k=7,5p=0.0001))
lines(he$mids,gam_ps3$fitted.values*400,col="black",Iwd=2)
y_sh_ps<-gam_ps3$fitted.values*400
results[3,1]<-cor(f,gam_ps3$fitted.values)"2
results[3,2]<-sum((he$counts-y_sh_ps)*2/y_sh_ps)
results[3,3]<-sum((he$counts-y_sh_ps)"2)/length(mids)

for(i in 4:13){



for(j in 1:3){
results[i,j]=0
¥
¥

# Estimation with MaxEnt, MinCent Entropy methods with one constraint

v_veri<- he$mids

v_frk<-he$counts

plot(v_veri,v_frk,'h"

pro<-array(0,dim=c(5,8))

pro[1,]=c(0.098849, 0.11326, 0.12234, 0.12817, 0.13188, 0.13415, 0.13541, 0.13594)
pro[2,]=c(0.07635, 0.12567, 0.1507, 0.15497, 0.14653, 0.13188, 0.11518, 0.098716)
pro[3,]=c(0.046858, 0.1906, 0.15377, 0.11762, 0.11751, 0.13581, 0.13996, 0.09788)
pro[4,]=c(0.05061, 0.19108, 0.14328, 0.11168, 0.12106, 0.14957, 0.14883, 0.083891)
pro[5,]=c(0.052376, 0.18154, 0.15827, 0.10919, 0.11186, 0.14866, 0.15816, 0.079954)
he<-hist(dat$m, xlab="meters", ylab="counts', border="blue", main = "Histogram of
wave counter", col="green", xlim=c(20,100),las=1,breaks = seq(20,100,by=10))
colo<-c("red","blue","brown","darkblue","black")
lines(v_veri,pro[3,]*400,col=colo[3],lwd=2)

for(kom in 1:5){

lines(v_veri,pro[kom,]*400,col=colo[i],lwd=2)

y_sh_minmax<-pro[kom,]*400

resultsfkom+3,1]<-cor(f,pro[kom,])"2
results[kom+3,2]<-sum((v_frk-y_sh_minmax)"2/y_sh_minmax)
resultsfkom+3,3]<-sum((v_frk-y_sh_minmax)”"2)/length(mids)

}

# Sonuclarin Kkarsilastirilmasi

he<-hist(dat$m, xlab="meters", ylab="counts', border="blue", main = "Histogram of
wave counter”, col="green", xlim=c(20,100),las=1,breaks = seq(20,100,by=10))
lines(he$mids,bs3$fitted.values*400,col="blue",Iwd=3)
lines(v_veri,pro[5,]*400,col=colo[3],lwd=2)

frk_mouse<-c(3,3,6,6,16,14,25,20,32,25,27,13,11,7)



veri_mouse<-c(0.5:13.5)

veri_mousel<-seq(0,14,1)

myhist <-list(breaks=veri_mousel, counts=frk_mouse, density=frk_mouse/diff
(veri_mousel), xname="Mice death rate")

class(myhist) <- "histogram"

plot(myhist)

top_frk<-sum(frk_mouse)

f_mouse<-frk_mouse/sum(frk_mouse)
results_m<-array(0,dim=c(13,3))

# Estimation with B-splines

bs m3 <- Im(f_mouse ~ bs(veri_mouse, degree = 3, intercept=T))
lines(veri_mouse,bs_m3$fitted.values*top_frk,col="blue",lwd=2)
y_sh_bsm<-bs_m3$fitted.values*top_frk
results_m[1,1]<-cor(f_mouse,bs_m3$fitted.values)"2
results_m[1,2]<-sum((frk_mouse-y_sh_bsm)"2/y sh _bsm)
results_m[1,3]<-sum((frk_mouse-y_sh_bsm)”2)/length(veri_mouse)

# Estimation with smoothing cubic splines
gam_cr_m3<-gam(f_mouse~s(veri_mouse,bs="cr", sp=0.000001))
lines(veri_mouse,gam_cr_ma3$fitted.values*top_frk,col="red",lwd=2)
y_sh_crm<-gam_cr_m3$fitted.values*top_frk
results_m[2,1]<-cor(f_mouse,gam_cr_m3%$fitted.values)"2
results_m[2,2]<-sum((frk_mouse-y_sh_crm)*2/y_sh_crm)
results_m[2,3]<-sum((frk_mouse-y_sh_crm)”2)/length(veri_mouse)

# Estimation with cubic p-splines
gam_ps_m3<-gam(f_mouse~s(veri_mouse,bs="ps", k=12,5p=0.0001))
lines(veri_mouse,gam_ps_m3%$fitted.values*top_frk,col="black",Iwd=2)
y_sh_psm<-gam_ps_m3$fitted.values*top_frk
results_m[3,1]<-cor(f_mouse,gam_ps_m3$fitted.values)"2
results_m[3,2]<-sum((frk_mouse-y_sh_psm)”2/y sh_psm)
results_m[3,3]<-sum((frk_mouse-y_sh_psm)”2)/length(veri_mouse)
spl_res<-as.matrix(cbind(f_mouse,bs_m3$fitted.values,gam_cr_m3$fitted.values,
gam_ps_m33fitted.values))

#Estimation with MinMaxEnt



par(mfrow = c(1, 1))

plot(myhist)

lines(veri_mouse, gam_ps_m3$fitted*sum(frk_mouse),col="red",lwd=2)
lines(veri_mouse, zt_mouse[[5]]*sum(frk_mouse),col="blue",lwd=2)
par(mfrow = c(2, 3))

gen_maxent(veri_mouse,frk_mouse,1)

plot(myhist)

zt_mouse<-gen_maxent(veri_mouse,frk_mouse,5)

minmaxp<-0

minmaxp<-as.matrix(zt_mouse[[5]])

for(kom_min in 1:5){

plot(myhist)

zt_mouse<-gen_maxent(veri_mouse,frk_mouse,kom_min)
lines(veri_mouse,zt_mouse[[2]]*sum(frk_mouse),col="brownl1" lwd=2)
lines(veri_mouse,zt_mouse[[5]]*sum(frk_mouse),col="springgreen2",Iwd=2)
y_sh_minmax_m<-zt_mouse[[2]]*sum(frk_mouse)

sat_min<-kom_min+3
results_m[sat_min,1]<-cor(frk_mouse,y_sh_minmax_m)"2
results_m[sat_min,2]<-sum((frk_mouse-y_sh_minmax_m)”"2/y_sh_minmax_m)
results_m[sat_min,3]<-sum((frk_mouse-y_sh_minmax_m)"2)/length(veri_mouse)
}

par(mfrow = c(1, 1))

#Estimation with MaxMaxEnt

par(mfrow = c(2, 3))

for(kom_max in 1:5){

plot(myhist)

zt_mouse<-gen_maxent(veri_mouse,frk_mouse,kom_max)
lines(veri_mouse,zt_mouse[[5]]*sum(frk_mouse),col="springgreen2" lwd=2)
y_sh_maxmax_m<-zt_mouse[[5]]*sum(frk_mouse)

sat_max<-kom_max+8

results_m[sat_max,1]<-cor(frk_mouse,y sh_maxmax_m)"2
results_m[sat_max,2]<-sum((frk_mouse-y_sh_maxmax_m)"2/y_sh_maxmax_m)

results_m[sat_max,3]<-sum((frk_mouse-y_sh_maxmax_m)"2)/length(veri_mouse)
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