SIERPINSKI UCGENI VE
SIERPINSKI TETRAHEDRONU
UZERINDE KAOTIiK DINAMIK

SISTEMLER
Doktora Tezi

Nisa ASLAN

Eskigehir, 2019



SIERPINSKI UCGENI VE SIERPINSKI TETRAHEDRONU
UZERINDE KAOTIK DINAMIK SISTEMLER

Nisa ASLAN

DOKTORA TEZI

Matematik Anabilim Dah
Danismanlar: Prof. Dr. Biinyamin DEMIR
Dr. Ogr. Uyesi Mustafa SALTAN

Eskigehir
Anadolu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Haziran, 2019



JURI VE ENSTITU ONAYI

Nisa ASLAN'm “Sierpinski Ucgeni ve Sierpinski Tetrahedronu
Uzerinde Kaotik Dinamik Sistemler” baghkli tezi 14/06/2019 tarihinde,
agsagidaki jiiri tarafindan degerlendirilerek “Anadolu Universitesi Lisansiistii
BEgitim-Ogretim ve Smav Ydnetmeliginin ilgili maddeleri uyarinca, Matematik

Anabilim dalinda Doktora tezi olarak kabul edilmigtir.

Unvani-Adi Soyadi Imza

Uye (Tez Danismani) : Prof. Dr. Biinyamin DEMIR ...........

Uye . Prof. Dr. Siileyman DEMIR ...........
Uye : Prof. Dr. Ayse BAYAR — ...........
Uye . Dog. Dr. Nezahat CETIN  ...........
Uye . Doc. Dr. Nevin MAHIR ~ ...........

Enstitii Mudiiri



OZET

SIERPINSKI UCGENI VE SIERPINSKI TETRAHEDRONU UZERINDE
KAOTIK DINAMIK SISTEMLER

Nisa ASLAN

Matematik Anabilim Dal

Anadolu Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Haziran, 2019

Danisman: Prof. Dr. Biinyamin DEMIR
Tkinci Damisman: Dr. Ogr. Uyesi Mustafa SALTAN

Bu tezde klasik fraktallardan Sierpinski licgeni ve Sierpinski tetrahedronu iizerinde
kaotik dinamik sistemlerin inga edilmesi amaclanmigtir. Bu ¢alismanin ilk kisminda
fraktallar ve dinamik sistemlerle ilgili temel tanimlara yer verilmistir. Tkinci boliimde
zaman kagcig algoritmasindan bahsedilmis ve Barnsley’in bu konuda yapmis oldugu
calismalardan ornekler incelenmistir. Barnsley’in bu 6rneklerde tanimlamis oldugu
fonksiyonlardan farkli doniigiimler kullanilarak klasik ve dik Sierpinski iicgenleri
zaman kacig algoritmasi metoduyla elde edilmis ve bu fraktallar Maple programi
kullamilarak cizdirilmigtir. Bu caligmanin diger agsamasinda ise iki ve ii¢ boyutlu
Sierpinski ii¢cgeni iizerinde kesikli zamanh kaotik dinamik sistemler elde edilmigtir.
Sierpinski tetrahedronu iizerinde bir i¢gsel metrik tanimlanmig ve bu metrigin bazi
geometrik 6zellikleri incelenmistir. Daha sonra Sierpinski ii¢geni ve Sierpinski tetra-
hedronu {izerinde tanimlanan bu dinamik sistemlerin kaotikligi ve periyodik nokta-
lart aragtirilmigtir. Ayrica ayn yapilar {izerinde tanimlanan farkli dinamik sistem-
lerin kargilagtirilmast yapilmigtir. Son olarak ise n—boyuttaki Sierpinski iiggeni icin

genellegtirilmig bir i¢sel metrik formiilii ve dinamik sistem 6rnegi verilmistir.

Anahtar S6zciikler: Dinamik Sistemler, Sierpinski Ucgeni ve Tetrahedronu,

Kaos, Icsel Metrik, Periyodik Noktalar
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ABSTRACT

CHAOTIC DYNAMICAL SYSTEMS ON THE SIERPINSKI GASKET AND
THE SIERPINSKI TETRAHEDRON

Nisa ASLAN

Department of Mathematics

Anadolu University, Graduate School of Sciences, June, 2019

Supervisor: Prof. Dr. Biinyamin DEMIR
Co-supervisor: Asst. Prof. Dr. Mustafa SALTAN

In this thesis, it is aimed to construct chaotic dynamical systems on the Sierpinski
gasket and the Sierpinski tetrahedron from the classical fractals. In the first part of
this study, basic definitions about fractals and dynamical systems are given. In the
second part, escape time algorithm is mentioned and examples of Barnsley’s studies
are examined. By using maps which are different from the maps defined by Barns-
ley, classical and right Sierpinski gaskets are obtained via escape time algorithm
and these fractals are drawn by Maple programme. In the other part of this study,
discrete chaotic dynamical systems are obtained on two and three dimensional Sier-
pinski gasket. An intrinsic metric formula is defined on the Sierpinski tetrahedron
and a geometrical property of this metric is examined. Moreover, periodic points and
the conditions of being chaotic of these dynamical systems, defined on the Sierpinski
gasket and Sierpinski tetrahedron, are investigated. In addition, different dynamical
systems on the same structures are compared. Finally, a generalized intrinsic metric
formula and a dynamical system example on the n—dimensional Sierpinski gasket

are given.

Keywords: Dynamical Systems, Sierpinski Gasket and Tetrahedron, Chaos,

Intrinsic Metric, Periodic Points.
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1. GIRIS

Latincede "kirilmis, parcalanmis" anlamina gelen fractus kelimesinden tiiretilen
fraktal kavrami ilk olarak 1975°li yillarda ortaya atilmistir. Benoit Mandelbrot un
"Ingiltere'nin kiy1 uzunlugu nedir?" sorusunu sormus oldugu calismasi bu teorinin
baglangici sayilabilir [20,21]. Bu ¢aligmada, Mandelbrot kiy1 uzunlugunun, ol¢iim
aracinin hassasiyetine bagl oldugunu ifade etmis ve kiy1 boyunca yerlestirildigi
diigliniilen pergelin acikligr kiigiildiikge daha ayrintili bir 6lgiim yapilacagini yani
hassasiyet arttikca daha biiyiik sonuclar elde edilip kiy1 uzunlugunun sonsuz ola-
cagim belirtmistir. Dogadaki sekilleri tanimlamakta Oklid geometrisinin yetersiz
kalmasini ise "Neden geometri sikga soguk ve kuru olarak tanimlanir? Bir nedeni
bir bulutun, bir dagin, bir sahil seridinin veya bir agacin geklini tanimlamadaki
yetersizligindendir. Bulutlar kiire degildir, daglar koni degildir, sahil kiyilar:1 cember

' cimleleri ile ifade

degildir ve 151k demeti de zaten diiz bir ¢izgide hareket etmez.’
etmis ve fraktal geometriyi "doganin geometrisi" olarak tanimlamigtir [20]. An-
cak Oklid geometrisinde biitiin sekiller tam say1 boyutuna sahip oldugundan burada
yeni bir boyut kavraminin gerekliligi ortaya ¢ikmis ve bu kavram Mandelbrot tarafin-
dan fraktal boyut olarak isimlendirilmistir. Buna gore kesin bir tanimi olmamakla
birlikte fraktallar, ilk olarak fraktal boyutu tamsayi olmayan ve kendine benzerlik
ozelligine sahip olan kiimeler olarak ifade edilmistir. Ancak kendine benzerlik 6zel-
ligine sahip olup fraktal boyutu tam say1 olan yapilar da mevcut oldugu icin daha
sonralari fraktallar, fraktal boyutu topolojik boyutundan biiyiik olan kendine benzer
kiimeler olarak tanimlanmigtir [3,11,20].

Dogada kendine benzerlik &zelligini tasiyan yapilarla sikca kargilagilmaktadar.
Bu yapilara ornek olarak agaclardaki dallanmalar, egrelti otu ve kar tanesi veri-
lebilir. Ayrica Cantor’un 1883 yilinda tanimlamig oldugu Cantor kiimesi, 1904
yilinda Helge von Koch tarafindan tanimlanan Koch egrisi, 1915 yilinda Vaclav
Sierpinski tarafindan tanimlanan Sierpinski ii¢geni gibi yapilar da kendine ben-
zerlik Ozelligini tagiyan kiimelerin en klasik 6rneklerdendir. Fraktal kavramini ilk
olarak ortaya atan kisi Mandelbrot olsa da, bu 6rnekler aslinda bu teorinin daha
eskilere dayandigini gostermektedir. Ayrica fraktal denilince ilk akla gelen kiimeler-

den olan Julia kiimeleri de fraktal kavrami ortaya atilmadan ¢ok 6nce tanimlanmig



ancak o zamanin teknolojisiyle bu kiimeleri bilgisayarda goriintiilemek miimkiin ol-
mamigtir. Daha sonralar1 bilgisayar kullanilarak incelenmeye baglanan ve kaotik bir
yapi gosteren bu gizemli kiimeler, Mandelbrot’un kendi ismiyle anilan ve kendine
benzerlik 6zelligi tagiyan meshur Mandelbrot kiimesinin de kegfedilmesine yardimci
olmugtur. Julia kiimelerinin yani sira genel olarak fraktallar ile kaos arasinda dogru-
dan bir iligki mevcuttur. Hatta kaotik sistemlerle ortak bir¢ok &zellige sahip olan
fraktal geometri "kaosun resmi" olarak da anilmaktadir [5].

Kaos kavramini ilk olarak 1900°lii yillarda Poincaré, giines sisteminin kararl
olup olmadigr sorusuna cevap ararken kullanmig ve sistemin ¢oziimiiniin baglangic
kosullarina bagimh oldugunu ve bu kadar uzun vadede bir tahmin yapmanin imkan-
siz oldugunu belirtmigtir [18]. 1963 yilinda ise Edward Lorenz [19] hava tahmininin
neden Ongoriilemez olduguna dair fikir edinmek icin atmosferdeki bir 1s1 aktarimi
yapisinin basitlestirilmis bir matematiksel modeli iizerinde cahigmigtir. Baglangic-
ta siradan bir diferansiyel denklem gibi goziiken bu model bazi 6zel parametreler
icin kaotik bir yapr ortaya koymustur. Lorenz gozlemleri sonucunda bu denklem-
lerin ¢oziimlerinin hi¢bir zaman dengeye veya periyodik bir duruma yerlesmedigini,
bunun yerine diizensiz ve periyodik olmayan gekilde salinmaya devam ettigini farket-
mistir. Ayrica baglangi¢ sartlarinda ¢ok kii¢iik oynamalar yaptiginda ise ¢oziimiiniin
davraniglarinin tamamen degismekte oldugunu goérmiistiir. Bu durum géstermistir
ki, sistem tahmin edilemez olup atmosferdeki mevcut durumu Slgmede yapilan ufak
hatalar hizli bir gekilde artmig ve sonucta ortaya kotii bir hava tahmini cikmigtir.
Ancak Lorenz, ii¢ boyuttaki ¢izimle kaosun i¢inde bir yap1 bulundugunu gostermis
ve denklemlerin ¢oziimlerinin kelebek seklinde bir nokta kiimesinin igine diigtiigiinii
gormiistiir. Yani digsaridan bakildiginda diizensiz olan kaotik sistemlerin bile aslinda
kendi i¢inde bir diizene sahip oldugu sonucuna varilmigtir. Lorenz’in yillar énce
bulmug oldugu Lorenz gekicisi adini alan ve kelebegi andiran bu yapr (Bkz. Sekil
1.1) giiniimiizde bir fraktal 6rnegi olarak goriilmektedir [29]. Yillar énce Poincaré
tarafindan da ortaya atilan ancak daha sonra Lorenz tarafindan yeniden kesfedilen
baglangic sartlarina hassas bagimli olma durumu "Brezilya’da bir kelebegin kanat
cirpmasinin Texas’da bir kasirgaya neden olmasi" yani kelebek etkisi olarak ad-

landirilmigtir.



Sekil 1.1: Lorenz ¢ekicisi

Giiniimiizde kaos kavrami dinamik sistemler teorisinde oldukca o6nemli bir yere
sahiptir. Dinamik sistemler alaninda sikca karsilagilan bu teori icin Devaney, Li-
Yorke, Block ve Copple tarafindan farkli kaos tanmimlari yapilmig olsa da en genel
ifadeyle bu teori, dinamik sistemlerin baslangic sartlarina hassas bagimliliklarini in-
celer. Matematik veya fizigin bir dali olarak anilan, sistemdeki degisiklikleri ¢cogun-
lukla zamana bagh olarak inceleyen dinamik sistemler, ayrica bircok farkl disip-
linle birlikte de anilmaktadir. Ornegin, bir popiilasyondaki niifus artigi, bir kanser
hiicresinin biiyiimesi, bir sarkacin hareketi, hava durumu tahmini, hisse senedin-
deki artig gibi dinamik sistemleri ilgilendiren konular biyoloji, tip, fizik, finans gibi
farkh disiplinlerin ¢aligma alanlarindan birer 6rnek olarak gosterilebilir. Ayrica bu
tezde ele alinan fraktallar iizerinde dinamik sistemlerin ingas1 da yine bu alanlardaki
calismalara 6rnek olarak verilebilir.

Barnsley’in dik Sierpinski {iggeni iizerinde yinelemeli fonksiyon sistemi (YFS) ile
iligkilendirerek tanimlamig oldugu fonksiyon, fraktallar iizerindeki dinamik sistem

calismalarina bir 6rnek tegkil eder. Ayrica Barnsley siirekli olmayan bu doniigiimii



kullanarak zaman kagig algoritmasi yoluyla dik Sierpinski ii¢genini elde etmigtir |3].

Bu caligmanin ilk kisminda, Barnsley’in yonteminden farkli olarak yinelemeli
fonksiyon sistemleri kullanilmadan, genigleme, katlama ve afin doniisiimleri yardi-
miyla esitlik (3.2) ve (3.3)’te verilen siirekli doniigiimler tamimlanmig ve zaman
kacis algoritmasi kullanilarak klasik Sierpinski ve dik Sierpinski ii¢geninin ingasi
yapilmigtir. Sierpinski ii¢geni iizerinde elde edilen bu doniigiimler ashnda bir di-
namik sistem belirtmektedir. Buradan yola cikilarak, bu tezde klasik fraktallardan
olan Sierpinski {i¢geni ve Sierpinski tetrahedronu iizerinde farkli kaotik dinamik sis-
temlerin elde edilmesi amaclanmgtir. Ote yandan genisleme ve katlama déniisiimleri
yardimiyla Sierpinski iicgeni iizerinde ¢ok farkli kaotik dinamik sistemler tanimla-
manin miimkiin oldugu goriilmiigtiir (Bkz. (4.1), (4.4), (4.5)). Tanimlanmig olan bu
dinamik sistemlerin kaotikligini incelemek ise ayr1 bir problem olarak ele alinmigtir.
Sierpinski licgeni iizerinde genigleme ve katlama doniigiimlerinin bilegkesi olarak elde
edilen fonksiyonlar oldukca karmagik oldugundan bu fonksiyonlar: kullanarak iglem
yapmak, yani bu yapilarin kaotikligini incelemek ve periyodik noktalarini hesapla-
mak epey giictiir. Bu yiizden, tanimlanmis olan dinamik sistemler Onerme 4.2.2,
4.3.1 ve 4.4.1’de Sierpinski ii¢geni iizerindeki noktalarin kod temsilleri kullanilarak
ifade edilmigtir. Boylece ortaya ¢ok daha iyi formiilize edilmig doniigiimler ortaya
¢itkmigtir. Teorem 4.2.3 ve 4.3.2'den de goriilecegi iizere, [24]’te tanimlanan ve yine
Sierpinski iiggeninin iizerindeki noktalarin kod temsilleri kullanilarak elde edilen
icsel metrik yardimiyla bu dinamik sistemlerin kaotikligini géstermek ve periyodik
noktalarini hesaplamak oldukca kolaylasmistir. Hatta Onerme 4.2.2’de verilen di-
namik sistem i¢in periyodik noktalar1 hesaplamada kullanigh olan bir algoritma elde
edilmistir. Algoritma sayesinde bu dinamik sistemin herhangi n—periyotlu bir nok-
tas1 kolaylikla hesaplanabilmektedir. Ayrica Sierpinski iiggeni iizerinde elde edilen
bu dinamik sistemlerin topolojik olarak denk olup olmadiklari da incelenmigtir (Bkz.
Sonug 4.3.3, 4.4.4).

Sierpinski ficgeninin kod kiimesi iizerinde ifade edilen bu dinamik sistemlerden
yola cikilarak Sierpinski tetrahedronunun kod kiimesi iizerinde de farkli dinamik
sistemler tanimlanmigtir. Tanimlanan bu dinamik sistemlerin kaotikliginin incelen-
mesi i¢in bu kiime iizerinde bir metrige ihtiya¢ duyuldugundan, éncelikle Sierpinski

tetrahedronu iizerindeki noktalarin kod temsilleri kullanilarak Teorem 5.2.1°de yeni



bir i¢sel metrik verilmistir. Elde edilen bu metrik yardimiyla dinamik sistemlerin
Devaney anlaminda kaotikligi incelenip (Bkz. Teorem 5.3.2), periyodik noktalari
hesaplanmig ayrica bu dinamik sistemlerin denklikleri aragtirilmigtir (Bkz. Sonug
5.4.4 ve 5.5.2).

(aligmanin son kisminda, Sierpinski tetrahedronu iizerindeki noktalarin kod tem-
silleri kullamlarak elde edilen Teorem 5.2.1’deki i¢sel metrik, n—boyutlu Sierpins-
ki iicgeni icin de genellestirilmistir (Bkz. Teorem 6.1.1). Ayrica Onerme 4.2.2 ve
5.3.1’de tanimlanan dinamik sistemler yardimiyla yine n—boyutlu Sierpinski ii¢geni

iizerinde genellegtirilmis bir dinamik sistem 6rnegi verilmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tezde kullanilan yinelemeli fonksiyon sistemleri, fraktallar, bir nok-
tanin kod temsili, dinamik sistemler ve kaos ile ilgili baz1 temel tanimlara ve teo-

remlere yer verilecektir.

2.1. Yinelemeli Fonksiyon Sistemleri ve Kendine Benzerlik

Literatiirde fraktallar: elde etmek i¢in kullanilan farkli yontemler mevcuttur. En
cok kullanilan yontemlerden birisi olan yinelemeli fonksiyon sistemleri, 1981 yilinda
Hutchinson tarafindan ortaya atilmigtir. Sierpinski iiggeni, Cantor kiimesi, Koch
egrisi, Box (Vicsek) fraktali gibi bir¢ok klasik fraktal bir yinelemeli fonksiyon sis-
teminin atraktorii olarak elde edilebilir. Yinelemeli fonksiyon sistemleri ile ilgili

tanim ve teoremler agagida verilmektedir (Ayrintilar i¢in bkz. [3,17,23]).

Tanim 2.1.1. f: X — X olmak tizere f(xy) = zo olacak sekildeki xy € X noktasina

f fonksiyonunun sabit noktass denir.

Tanim 2.1.2. (Biziilme Dondgimi) (X, d) metrik uzays verilsin. Yx,y € X i¢in
d(f(x), fly)) < kd(z,y) olacak sekilde 0 < k < 1 sayst var ise f : X — X
déondstimine bizilme dontgsimi, bu tirden k sayisina ise f’nin bizilme katsayist
denir.

Vae,y € X igin d(f(x), f(y)) = kd(z,y) olacak sekilde 0 < k < 1 sayisi var ise

f: X — X donisimiine benzerlik dontistimi denir.

Teorem 2.1.3. (Sabit Nokta Teoremi) (X,d) tam metrik uzay ve f : X — X
bir biizilme dontsimi ise f fonksiyonunun bir tek sabit noktasy xog € X vardir ve
Vo € X icin
z, f(x), fA(2), ..., f"(z),...
dizisi xo sabit noktasina yakinsar. Yani, lim f"(z) = x¢ olur. f" burada f fonksi-
n—oo

yonunun n. iterasyonu yani f’nin kendisi ile n defa bileskesi anlamindadar.

Tanim 2.1.4. (X,d) tam metrik uzay olmak dizere H(X), X ’in bos kiimeden farkl

kompakt alt kimelerinin uzays, yani

H(X) ={A C X|A kompakt ve A # 0}
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seklinde tanimlanar.

Bir x € X noktasinin B € H(X) kiimesine uzakligs,
d(xz, B) = min{d(z,y)|y € B}
ve bir A kiimesinin B kiimesine olan uzaklig
d(A, B) = maks{d(x, B)|x € A}

olmak tzere

h(A, B) = maks{d(A, B),d(B,A)}
ifadesine A ile B arasindaki Hausdorff uzaklhigy denir.

Teorem 2.1.5. Yukarida verilen h fonksiyonu ile birlikte tanimlanan (H(X),h)

wkilist bir metrik uzaydwr. Burada h fonksiyonu Hausdorff metrige olarak adlandurilvr.
Teorem 2.1.6. (X, d) tam metrik uzay ise (H(X), h) tam metrik uzaydor.

Tanim 2.1.7. (YFS) (X,d) tam metrik uzay ve f; : X — X, (i = 1,2,...,n)
biiziilme katsayilary siraswyla aq, o, . . ., o, olan bizilme donisimler: olsun.

{X; f1, fa, -+, fu} blizilme dondgimlerinin sonlu kiimesine yinelemeli fonksiyon sis-

temi (YFS) adv verilir.

Teorem 2.1.8. (X,d) bir tam metrik uzay ve {X; f1, fo, ..., fn} bir YES olsun.
VS € H(X) igin

F($) = ()

seklinde tanimly F : H(X) — H(X) fonksiyonu (H(X),h) dzerinde biizilme kat-
sayist « = maks{o; 11 = 1,2,3,...,n} olan bir bizilme donisimidir ve F nin
F(A) = A olacak sekilde tek bir A € H(X) sabit noktast vardir. Ayrica VS € H(X)
icin (F*(S))82, dizisi A’ya yakinsar ve A kiimesine bu YFS’nin atraktori denir.
Bir yinelemeli fonksiyon sisteminin belirledigi atraktor tek tiurlidir ve bu yaps

kendine benzer kiime olarak ifade edilir.



2.2. Fraktal ve Fraktal Boyut

Kesin bir tammmi olmamakla birlikte fraktallar genel olarak kendine benzerlik
ozelligine sahip kiimelerdir. Ancak bu &zellik, fraktallar1 tanimlamak icin tek bagina
yeterli olmadigindan fraktal taniminin daha iyi anlagilmasi i¢in bu béliimde fraktal

boyut kavramindan bahsedilecektir (Ayrintilar igin bkz. [3,9,11,13,23,30]).

Tanim 2.2.1. (X, 7T) topolojik uzay ve Y C X olsun. Yr € Y i¢in © € U olacak
sekildekr aciklardan olusan
U={UeTlzeU}

kiimesine Y ‘nin agik drtist denir ve bu durumdaY C |J U olur.
zelU

Tanim 2.2.2. (X, 7)) topolojik uzay ve Y C X olsun. A ve B, Y 'nin iki a¢ik ortisi
olmak tizere VA € A i¢cin A C B olacak sekilde B € B wvarsa A oértisine B’nin

mceltilmist denir.

Tanim 2.2.3. (X,7) topolojik uzay ve Y C X olsun. A, Y 'nin agqik ortisi ol-
mak tizere A’dan alinan en fazla n tane kiimenin kesisimi bostan farkly oluyorsa n

sayisina A’nin mertebesi denir.

Tanim 2.2.4. (Topolojik Boyut) (X, T) topolojik uzay ve Y C X olsun. Y 'nin her
a¢ik ortisiinin mertebest n+1 olan inceltilmist var fakat mertebesi n olan inceltilmisi

yok ise n saysina Y ‘nin topolojik boyutu denir.

Tanim 2.2.5. (Fraktal Boyut) (X,d) bir metrik uzay ve A € H(X) olmak izere
Ve > 0 i¢in N(A,e) € N, A’y ortmek icin gerekli olan € uzunluklu kapale yuvarlarin

manimum sayist olsun. Eger

limiti varsa bu limite A’nan fraktal boyutu denir.

Bir dogru parcasmmin boyutu 1, karenin boyutu 2’dir. Ancak topolojik boyut
kavrami kendine benzer kiimelerin biiyiikliiklerini tam olarak yansitmamaktadir.
Ornegin Koch egrisinin topolojik boyutu 1’dir ancak Koch egrisi iizerindeki iki nokta

aras1 uzaklik sonsuz oldugundan bu uzaklhig1 siradan bir dogru parcasiyla 6lgmek
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miimkiin olmamaktadir. Bu yapilar iizerinde "fraktal boyut" adi verilen yeni bir
boyut kavramina ihtiya¢ duyulmustur. Bu tanim yardimiyla Koch egrisinin fraktal
boyutu 1 ile 2 arasinda bir say1 olan log4/log3 yani yaklagik olarak 1,26 olarak bu-
lunur. Fraktallar en genel ifadeyle fraktal boyutu tamsay1 olmayan ve fraktal boyutu
topolojik boyutundan biiyiik olan kiimeler olarak tanimlanmigtir. Ornegin Sierpins-
ki ii¢cgeninin topolojik boyutu 1 iken fraktal boyutu log3/log2’dir. Ancak fraktal
boyutu tamsay: olan fraktallar da vardir, buna 6rnek olarak Sierpinski tetrahedronu

verilebilir.

Tamim 2.2.6. (Julia Kimesi) ¢ € C olmak iizere f.: C — C olsun. f.'nin bitin
wtict periyodik noktalaring iceren en kicuk kapalr kiimeye Julia kimesi denir.

Bagka bir ifadeyle K = {z € Cln — oo iken {f"(2)} senwrle } kiimesine i¢i
dolu Julia kiimest denir. Bu kiimenin sinirina ise Julia kimesi ady verilir ve J, ile

gosterilir.

Fraktal denilince ilk akla gelen kiimelerden olan Julia kiimelerine en temel 6rnek
olarak f.: C — C, f.(z) = 2?+c fonksiyonunun Julia kiimesi verilebilir. Sekil 2.1’de

¢ = —0,140,65¢ degeri i¢cin bu fonksiyonun Julia kiimesi verilmigtir.

Sekil 2.1: ¢ = —0,1+ 0,657 dejerine karsilik gelen Julia kimesi



2.3. Kod Uzay1 ve Bir Noktanin Kod Temsili

Bir yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktorii olan kiime {iizerindeki herhangi
bir nokta, bu yinelemeli fonksiyon sistemine ait biiziilme déniigiimleri yardimiyla
tanimlanabilir. Bu sayede atraktor iizerindeki bir noktanin kod temsili bulunabilir.

Bu konuyla ilgili tanim ve teoremler agagida verilmigtir (Ayrintilar i¢in bkz. [3,8]).

Tanim 2.3.1. (Kod Uzay)
Y, = {s15283...|Vie N, 5, €{0,1,...n —1}}

kiimesine {0,1,...,n—1} kimesi tzerinde dizi uzay: denir. Bu kiimenin elemanlari,

terimler: 0,1, ...,n — 1’lerden olusan sonsuz dizilerdir.

— |si — ]
d(s,t) = -
(5,1) 2 ~
seklinde tammly d = X, x X, — RT U {0} metrigiyle birlikte (X, d) bir metrik uzay
belirtir.

Ayrica [3]’te kod uzay1 kavrami yinelemeli fonksiyon sistemi ile iligkilendirilerek

agagidaki gibi tamimlanmigtir.

Tanim 2.3.2. {X;wy,wy, ..., w,} yinelemeli fonksiyon sistemi verilsin.
Y = MY2Y3... ve o = 010903... olmak tzere YFS ile ilgili kod uzay, (X,d),

{1,2,...,n} kimesi uzerindeki, Vy,0 € ¥ i¢in

metrigiyle verilen kod uzayr olarak tanimlanar.

Teorem 2.3.3. (X,d) tam metrik uzay ve A, {X;wy,ws,...,w,} olarak verilen
YFS’nin atraktori olsun. Ayrica (X,d) yinelemeli fonksiyon sistemi ile ilgili kod

uzayr olmak tizere Vo € X, n € N ve x € X i¢in

G(0,N,T) = Wy, OWyy O ... 0 W, ()
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olsun. Bu durumda

¢(o) = lim ¢(o,n, ) (2.1)

n—oo

vardir ve ¢(o) € A, x € X’in seciminden bagimsizdir. ¢ : X — A sirekli ve orten

bir dontstimdiir.

Tanim 2.3.4. {X;wy,wy, ..., w,}, X kod uzay: ile iliskili yinelemeli fonksiyon sis-
temi olsun. Ayrica kod uzayindan YFES nin atraktorine tanimly sirekli ve drten bir
dontistim olan (2.1)°de tanimlanan ¢ - ¥ — A fonksiyonu verilsin. Bir a € A nok-
tasinin adresi ¢~ (A) = {o € ¥ : ¢(0) = a} kiimesinin bir elemanidir. Bu kiimeye

a € A noktasinin adres ktimesi denir.

Tanim 2.3.5. {X;w,wy,...,w,} bir yinelemeli fonksiyon sistemi ve A kiimesi bu
YFS'nin atraktori olsun. Eger atraktérin her noktas: tek bir adrese sahip ise bu
YFS’ye tamamen baglantisizdir denir.

Eger YES tamamen baglantisiz degil ve A kiimesi

i) Vi,j €4{1,2,...,n} vei# j ig¢in w;(U) Nw;(U) =0

it) U, wi(U) C U olacak sekilde bostan farkly agik bir U kimesi igeriyorsa
YFS’ye sadece dokunmali (just-touching) denir.

Bir YFS nin atraktori yukarida verilen i) ve i) kosullarini saghyorsa bu YFS ye
a¢tk kime kosulunu saghyor denir. Tamamen baglantisiz veya sadece dokunmali

olmayan YFS’ye ist diste binmeli (overlapping) denir.

Teorem 2.3.6. w; : X — X, © € N, benzerlik katsayilary svraswyla ri,7ro, ..., 1, olan
benzerlik donigsimleri olsun. {X;wy,ws, ..., w,} yinelemeli fonksiyon sistemi agik

kiime kosulunu sagliyorsa
S
i=1

esitligindeki D sayist bu YFS’ nin belirledigi atraktorin fraktal boyutudur.

2.4. Dinamik Sistemler ve Kaos

En genel ifadeyle, zaman icinde degisiklik gosteren sistemler olarak tanimlan
dinamik sistemler zamana gore kesikli (ayrik) ve siirekli olmak {izere ikiye ayrilir.
Bu boliimde kesikli dinamik sistemler, periyodik nokta, dinamik sistemlerin denkligi

ve kaos kavramlarindan bahsedilecektir (Ayrmtilar i¢in bkz. [1-3,8,15,16], (http-1)).
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Tamim 2.4.1. (Kesikli Dinamik Sistem)

X bir metrik uzay olmak tizere p : N x X — X fonksiyonu
i) Vo € X i¢in ¢(0,2) = x
ii) Vs,t € N ve her x € X igin ¢(s,o(t,x)) = o(s +t,x)

ozelliklering saglworsa ¢ fonksiyonuna X metrik uvzayinda kesikli dinamik sistem

denir.

Tanmim 2.4.2. (X,d) metrik uzay olmak dzere f : X — X dondsimi kesikli bir
dinamak sistem belirtir.
Bu ¢alisma boyunca X dzerinde f fonksiyonu ile tanimly dinamik sistem {X; f} ile

gosterilecektir.

Tanim 2.4.3. (X, d) metrik uzay ve f : X — X olmak idizere f"(x¢) = xo ven >0
bu esitligi saglayan en ki¢ik tam sayisi ise xo € X noktasina f 'nin n— periyotlu nok-
tasy denir. Bu durumda x¢ noktasimin yéringesi {xo, f(zo), f2(xo0), ..., f" " (x0)}

olur.

Tamim 2.4.4. (L/Y Kaos) f: X — X ve S C X kiimesi en az iki elemanly olmak

tzere, ejer Vx,y € S, x # y i¢in

limsup d(f"(z), f"(y)) >0

n—oo

ve

lim inf d(f"(z), f"(y)) = 0

n—oo

sartlary saglanwyorsa S kiimesi scrambled kiime olarak adlandwrilir. Saylamayan bir

scrambled kiimeye sahip ise f donisimiine Li- Yorke kaotiktir denir.

Tanim 2.4.5. (Topolojik Gegiskenlik)
(X,d) metrik uzayimn bogtan farkl keyfi U,V agik kiimeleri i¢in fY(U) NV # ()
olacak sekilde bir n € N sayist bulunabiliniyorsa f : X — X fonksiyonuna topolojik
geciskendir denir.

Ayrica [ fonksiyonu yogun bir yoringeye sahip ise f topolojik geciskenlik ozel-

Ligine saglar. R’nin kompakt alt kimeler: icin bu durumun tersi de dogrudur.
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Tanim 2.4.6. (Baglangic Sartlarma Hassas Bagimlilik)

Eger en az bir € > 0 saypsina karsihk Yo € X ve x’in keyfi bir &6 > 0 yaricaph
B(z,98) komsulugu i¢in, d(f™(x), f"(y)) > € olacak sekilde bir y € B(x,d) ve n > 0
tam sayist var ise f X — X fonksiyonu baslangic sartlarina hassas bagimlidir

denir.

Tanim 2.4.7. (Devaney Anlaminda Kaos Tanima)
(X, d) metrik uzay ve f : X — X olmak tizere, f fonksiyonu

i) baslangi¢ sartlarna hassas bagimbilik
ii) topolojik geciskenlik
iii) periyodik noktalarnin X te yogun olmass

sartlarine saghyorsa, f fonksiyonu X kimesi dzerinde kaotiktir. Bu durumda {X; f}

dinamik sistemine kaotik dinamik sistem denir.

Teorem 2.4.8. (X, d) metrik uzay ve f : X — X sdrekli donisim olmak izere eger

(13) we (ii1) kosullar: saglamyorsa (i) kosulu da saglanur [2].

Tanim 2.4.9. (X,d,), (Y,dy) metrik uzaylar olmak tzere f : X — X veg:Y =Y
donistimler: verilsin. Eger

hof=goh

olacak sekilde h : X — 'Y homeomorfizmast varsa f ve g’ye denk (eslenik) donisim-

lerdir denir.

Tanim 2.4.10. Ejer g = ho foh™ (veya her x € X i¢in h(f(z)) = g(h(x))) olacak
sekilde bir h : X — Y homeomorfizma var ise {X; f} ve {Y; g} dinamik sistemleri
topolojik olarak egleniktir (denktir) denir.

Onerme 2.4.11. f: X — X ve g: Y — Y doniisimleri h : X — Y homeomorfiz-

mast altinda denk olsun yani ho f = g o h saglansin. Bu durumda
en=1,2,3,...1¢cin ho f*"=g" oh olur.

o Eger x*, f’nin n—periyotlu bir noktast ise h(x*)’da g’nin n—periyotlu noktas:
olur. Yani {1, xq,...,x,}, f icin n—periyotlu bir dongidir ancak ve ancak

{h(x1),...,h(x,)}, g icin n—periyotlu bir dongidir.
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o f topolojik geciskendir ancak ve ancak g topolojik geciskendir.

e [ periyodik noktalarimin yogun oldugu bir kiimeye sahiptir ancak ve ancak g

periyodik noktalarimin yogun oldugu bir kimeye sahiptir.
o [ kaotiktir ancak ve ancak g kaotiktir.

Teorem 2.4.12. (X, d) kompakt metrik uzay ve f : X — X sdrekli bir donigim

olmak tzere, eger f Devaney anlaminda kaotik ise Li-Yorke anlaminda da kaotiktir

[16].

Literatiirde farkh kaos tanimlari olmasina ragmen bu c¢aligmada tanimlanan di-
namik sistemlerin Devaney anlaminda kaotikligi incelenmigtir.

Kaotik doniigiimler icin 6ngoriillemezlik, ayrigmazlik ve periyodik noktalarin yo-
gun olmasi seklinde fi¢ temel yargiya varilabilir. Ongériilemezlik; yani baglangic sart-
larina hassas bagimlilik bu sistemler i¢in tahmin yapmay1 zorlagtirir. Baglangicta
birbirine ¢ok yakin iki nokta belirli bir adimdan sonra birbirinden oldukc¢a uzaklaga-
bilir. Bu tarz sistemler icin niimerik hesaplamalar yapmak yaniltic1 olabilir. Ornegin
yuvarlamadan kaynakl kii¢iik hatalar iterasyon altinda oldukga farkl sonuclar vere-
bilir. Ayrigmazlik; topolojik geciskenlik ise bu sistemlerin iki ayr1 alt sisteme (degis-
mez acik kiimeye) ayrilamayacagim gosterir. Periyodik noktalarin yogun olmas ise

diizensizlik i¢inde ashinda bir diizen oldugunu belirtir [8].
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3. GENISLEME VE KATLAMA DONUSUMLERI KULLANILARAK
ZAMAN KACIS ALGORITMASI YOLUYLA KLASIK VE DIK SIER-
PINSKI UCGENLERININ ELDE EDILMESI

Kendine benzer kiimeler bir yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktorii olarak elde
edilebilmektedir. Klasik fraktallardan Cantor kiimesi, Sierpinski ticgeni, Koch egrisi,
Sierpinski halisi, Vicsek (Box) fraktah, Sierpinski tetrahedronu gibi bir¢ok kiimenin
tanimi biiziilme doniigiimleri yardimiyla yapilabilmektedir. Yinelemeli fonksiyon
sistemlerinin yani sira fraktallar: elde etmek i¢in kullanilan farkli metotlar da vardir.
Bunlardan birisi olan zaman kacig algoritmasi yoluyla da yukarida bahsedilen klasik
fraktallar1 elde etmek miimkiindiir.

Bilindigi tizere (0,0),(1,0) ve (0,1) koge noktalarimdan gegen dik Sierpinski {ig-
geni (D),

w; : R* > R? (1 =1,2,3)

wi(z,y) = (
wa(z,y) = (

;
wie) = (51)

olarak ifade edilir.

|3]'te, Barnsley YFS ile iligkilendirerek

(2x,2y — 1), egery > 0.5
flx,y) =4 (22 —1,2y), egerxz>05, y<0.5
(2, 2y), d.d.

olacak gekilde bir f fonksiyonu tanimlamigtir. Bu fonksiyonun dik Sierpinski ti¢cge-
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nine kisitlanmigi

wit(z,y), eger (z,y) € wi (D) —{(0,0.5),(0.5,0.5)}
f(xy) = wy'(z,y),  eger (z,y) € wy(D) — {(0.5,0)}
wWs ($7y)> eger (xvy) € ’LU3(D)

seklindedir ve f ortendir. Yalniz burada tanimlanan f fonksiyonu siirekli degildir.
Barnsley tanimlamig oldugu bu fonksiyon yardimiyla dik Sierpinski iiggeninin zaman
kacig algoritmasi kullanilarak da elde edilebildigini gostermektedir. Ciinkii (x,y) ¢
D i¢in {f"(x,y)} dizisi sonsuza gider ve sonsuza gitmeyen noktalarinin kiimesi dik

Sierpinski {i¢genini verir (Bkz. Sekil 3.1).

Sekil 3.1: Dik Sierpinski liggeninin ingast

Ayrica Barnsley, tanimlanan f fonksiyonunun dik Sierpinski {i¢geni iizerinde
kaotik bir dinamik sistem oldugunu farkh teorik metotlarla ifade etmeye caligmigtir.

Benzer gekilde bu metot, YFS'nin atraktorii olarak ifade edilebilen herhangi bir
fraktal icin de uygulanabilir. Yani yinelemeli fonksiyon sistemi ile iligkilendirilerek
tanimlanan fonksiyonlar yardimiyla ilgili fraktallar elde edilebilir. Burada merak
edilen "Bir klasik fraktal, yinelemeli fonksiyon sisteminden bagimsiz nasil fonksiyon-
lar tanimlanarak zaman kacis algoritmasi yoluyla elde edilebilir?" sorusudur. Asagi-
daki béliimde bu soruya cevap olarak YFS’den bagimsiz bir gekilde tanimlanan

doniigiimler ile klasik ve dik Sierpinski iiggenlerinin ingasi verilmigtir.
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3.1. Genigleme ve Katlama Doniisiimleri Kullanilarak Zaman Kacig Al-

goritmas1 Yoluyla Klasik Sierpinski Ucgeninin Elde Edilmesi

Bilindigi iizere klasik Sierpinski ii¢geni (S)
w; R 5 R2 (i =0,1,2)

w0<$7y) = (%7%)
wiwy) = (5+33) (3.1)
w(zy) = (3+34+%)

olmak iizere {R?; wy, wy, ws} YFSnin atraktorii olarak elde edilebilmektedir. Ancak
bu boliimde, yukarida tanimlanan biiziilme doniisiimlerinden bagimsiz olacak sekilde
bir fonksiyon tamimlanmig ve bu fonksiyon kullanilarak zaman kacig algoritmasiyla

Sierpinski ii¢ggeninin elde edilmesi amaclanmigtir.

Ornek 3.1.1. f;: R? - R? (i = 1,2,3)

f1<l’,y) = (2I72y)

falwry) = (=4[22l = o (1R ) g, iVt - o [t
olmak tizere
F:f30f20f1 (32)

bileske fonksiyonu tanimlansin.

F' genigleme ve katlama doniigiimlerinin bilegkesi olmak iizere, f; fonksiyonu
noktay1 iki katina gotiiren bir genigleme doniisiimiidiir. f, fonksiyonu y = —%—i—%ﬁ
dogrusunun sagindaki bir noktayr dogrunun soluna gotiiren katlama doniigiimii ve
f3 fonksiyonu ise = 1 dogrusunun sagindaki bir noktay1 dogrunun soluna gétiiren
katlama dontisiimiidiir.

F : R? — R? bilegke fonksiyonu kullanilarak zaman kacis algoritmasi yoluyla
elde edilen kiime klasik Sierpinski ii¢genini verir.

Sierpinski tiggeni tizerine kisitlanan F|g : S — S fonksiyonu 6rtendir (Bkz. Sekil
3.2). {F™(z,y)} dizisi ¢ S i¢in sonsuza gider ve sonsuza gitmeyen noktalarm

olugturdugu kiime Sierpinski tiggeni verir (Bkz. Sekil 3.3).
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Sekil 3.2: Sierpinski ticgeni tizerindeki genisleme ve katlama déniisimleri

Burada dikkat edilecek nokta, bu fonksiyonlarin ilgili fraktalin yapisina uygun
olarak tanimlanmasidir. Aksi taktirde zaman kacis algoritmasiyla bu fraktali elde

etmek miimkiin olmayacaktir.

&&ﬁm&mmﬁ%
5Y-N Agm%

J-Y-V-V:\ Ahbd
v v v O v\

VYV VN

Y.V .Yy Y Y Yy

Sekil 3.3: Zaman kacis algoritmasiyla Sierpinski ti¢geninin ingas:
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3.2. Genigleme ve Katlama Doniigiimleri Kullanilarak Zaman Kacig Al-

goritmas1 Yoluyla Dik Sierpinski Ucgeninin Elde Edilmesi

Bu boliimde dik Sierpinski iiggeni zaman kagig algoritmasi yoluyla elde edilecek-
tir. Bunun i¢in Sierpinski {i¢genini elde ederken kullanilan déniisiimlerden yarar-

lanilacaktir.

Ornek 3.2.1. f;: R? > R? (i = 1,2,3,4,5)

f1(x,y) = (x—f—%v%g))

folz,y) = (2z,2y),

ey = (4[] (it st esas])
fiwy) = (A-lz—1],9),

fowy) = (v-2f, 2

olmak vzere

F:f5of4of3of20f1 (33)
bileske fonksiyonu tanimlansin. F : R? — R? bileske fonksiyonu kullanilarak zaman
kacis algoritmasiyla elde edilen kiime dik Sierpinski tdcgenidir.

V. Y. by

5 NG

y:T(X*Z) -

/
N‘%‘ /
7

=

o

ol

Sekil 3.4: Dik Sierpinski d¢geni izerinde genisleme, katlama ve afin dontisimleri
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Tanimi F = f50 fy o f3 o fy o f; olarak verilen F' fonksiyonu incelendiginde

buradaki f; fonksiyonunun (0,0), (1,0) ve (0,1) kose noktalarindan gecen dik Sier-

1 V3
27 2

pinski tiggenini koge noktalar: (0, 0), (1,0) ve ( ) olan egkenar Sierpinski tiggenine
doniigtiiren bir afin doniigiimii oldugu goriiliir. f, fonksiyonu genisleme doniigiimii,
f3 fonksiyonu y = —% + %3 dogrusunun sagindaki noktalari dogrunun soluna
gotiiren katlama doniigiimii, f; fonksiyonu x = 1 dogrusunun sagindaki noktalari
dogrunun soluna gotiiren katlama doniigiimii ve f; fonksiyonu ise egkenar Sierpinski
tiggenini dik Sierpinski ti¢ggenine doniigtiiren afin doniigiimiidiir (Bkz. Sekil 3.4).
Dik Sierpinski ii¢geni iizerinde kisith olan F' fonksiyonu ortendir ve {F™(z,y)}
dizisi dik Sierpinski ticgeninin elemani olmayan (z,y) noktalar: i¢in sonsuza gider.

Sekil 3.5 ve 3.6’da zaman kacig algoritmasi yoluyla dik Sierpinski {icgenini ¢izdirmek

icin gerekli olan Maple kodlar1 verilmigtir.
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>with(plots):
f[1]:=(x,y)->(evalf(x+y/2),evalf(y*sqrt(3)/2)):
fl2]:=(x,y)->(evalf(2*x) ,evalf(2*y)):
f[3]:=(x,y)->(-1/2*abs ((x-2) /2+y*evalf(sqrt(3)/2))+evalf(sqrt(3)/2)
*(evalf(sqrt(3)/2)*(x-2)-y/2)+2,-evalf(sqrt(3)/2)*abs((x-2)/2+y*evalf
(sqrt(3)/2))+1/2*(y/2-evalf(sqrt(3)/2)*(x-2))):
fl4]:=(x,y)->(evalf(l-abs(x-1)),evalf(y)):
f[5]:=(x,y)->(evalf(x-y/sqrt(3)),evalf(2*y/sqrt(3))):
F:=(x,y)->£[5] (£[41(£[3]1(£[2]1(£[1]1(x,¥))))):
>rightsierpinski := proc(a, b)

local A,Al,A2, m;

A[l]:=a:

A[2]:=b:
Al:=A[1]:
A2:=A[2]:

for m to 50 while A1"2+A2"2 < 2 do

A := F(A[1l], A[2]):
Al:=A[1]:
A2:=A[2]:
end do;

m;

end proc:

densityplot(rightsierpinski, 0..1, 0..1, colorstyle=HUE, grid=[1000,
1000], style=patchnogrid, axes=none);

Sekil 3.5: Zaman kacis algoritmast yoluyla renkli olarak dik Sierpinski ti¢geninin ingas:
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>with(plots):
fl1]:=(x,y)->(evalf(x+y/2),evalf(y*sqrt(3)/2)):
f[2]:=(x,y)->(evalf(2*x),evalf(2*y)):
f[3]:=(x,y)->(-1/2*abs ((x-2)/2+y*evalf (sqrt(3)/2))+
evalf(sqrt(3)/2)*(evalf(sqrt(3)/2)*(x-2)-y/2)+2,-
evalf(sqrt(3)/2)*abs((x-2)/2+y*evalf(sqrt(3)/2))+1/2*(y/2-
evalf(sqrt(3)/2)*(x-2))):
fl[4]:=(x,y)->(evalf(l-abs(x-1)),evalf(y)):
£f[5]:=(x,y)->(evalf (x-y/sqrt(3)),evalf(2*y/sqrt(3))):
>F:=(x,y)->£[5] (£[4] (£[31(£[2](£[1]1(%,¥))))):
step:=0.001:

say:=0:

for i from 0 to 1 by step do

for j from 0 to 1 by step do

a:=evalf(F(i,j)):

for k from 1 to 8 do

a:=evalf(F(a[l],a[2])):

od:

if evalf(a[l]”2)+evalf(a[2]"2)<=1 then

say:=say+1l:

depo[say]:=(i,]);

fi:

od:

od:

pointplot ({seq([depo[t][1],depo[t][2]],t=1..say)},axes=none,symbol=poin
t);

say;

3
B

b,
'1"1
b b by
3

By

NN

)
BB

A

Sekil 3.6: Zaman kagis algoritmasi yoluyla renksiz olarak dik Sierpinski tiggeninin ingast
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4. SIERPINSKI UCGENI UZERINDE KAOTIK DINAMIK SISTEM-
LER

Literatiirde, fraktal ve kaos kavramlarinin birlikte yer aldigi ¢aligmalar ile sikca
karsilagiimaktadir. Ornegin, Sierpinski hahsinin Li-Yorke anlamindaki kaotik davra-
nig1 Ercai’nin [10]’daki ¢ahgmasinda incelenmistir. Devaney, Li-Yorke, Block ve Cop-
pel gibi farkh kaos tanimlari olmakla birlikte bu tezde tanimlanan dinamik sistem-
lerin kaotikligi gosterilirken Devaney anlamindaki kaos tanimi kullanilacaktir.

Bu boéliimde Sierpinski iicgeni iizerinde genigleme ve katlama doniigiimleri kul-
lanilarak farkl dinamik sistemler tanimlanacaktir. (4.1), (4.4) ve (4.5)’te verilen
esitlikte tanimlanan bilegke fonksiyonlar1 karmagik oldugundan bu fonksiyonlar: kul-
lanarak islemler yapmak olduk¢a zordur. Elde edilen dinamik sistemlerin kaotikligini
ve periyodik noktalarini daha kolay inceleyebilmek icin bu dinamik sistemler, Sier-
pinski iicgeni iizerindeki noktalarin kod temsilleri kullanilarak kod kiimesi iizerinde
ifade edilecektir (Bkz. Onerme 4.2.2, 4.3.1, 4.4.1). Oncelikle Sierpinski iicgeni tize-
rindeki bir noktanin kodlama siirecinden ve kod kiimesi kavramlarindan bahsedile-
cektir. Daha sonra noktalarin Sierpinski {icgeni iizerinde dinamik sistemler tanim-
lanacak ve tanimlanan bu dinamik sistemlerin kaotikligi incelenecektir. Bunun i¢in
ise Sierpinski li¢cgeni iizerindeki noktalarin kod gosterimleri kullanilarak tanimlanmig

olan igsel metrik [24] kullanilacaktir.

4.1. Sierpinski Ucgeni Uzerindeki Noktalarin Kodlama Siireci

Onceki béliimde Sierpinski iicgeninin bir yinelemeli fonksiyon sisteminin atrak-
torii olarak elde edildiginden bahsedilmigti. Bu YFS (3.1)’de verilen {i¢ adet biiziilme
doniigiimiinden olugmaktadir; wy ile Sierpinski ticgeninin sol alt parcgasi, w; ile sag
alt parcasi, wy ile ise iist pargasi elde edilir. Teorem 2.3.3’ten de goriilecegi iizere bu
fonksiyonlarin dizisi ile Sierpinski {icgeni {izerindeki bir noktanin adresi belirlenebilir
(Bkz. Sekil 4.1).

Buna gore S’nin kod kiimeleri agagidaki gibi tanimlanmigtir:

S’nin sol alt parcasi
So = {0(12&3&4... | a; € {0,1,2} ve 1 = 2,3,4,...},
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20 21

02 12

Sekil 4.1: Kodlama siireci

S’nin sag alt pargasi

Sl = {1@2&3@4... ‘ a; € {0,1,2} Vei=2,3,4,...},

ve S’nin iist parcasi

52:{2a2a3a4... |CLZ' 6{0,1,2} Vei:2,3,4,...}

ile gosterilsin. Sekil 4.2’den de goriilecegi lizere S’nin kod kiimesi Sy, S; ve Sy kod

kiimelerinin birlegimidir.

b

B
Sekil 4.2: S’nin Sy (siyah), S1 (mavi) ve Sy (kirmazi) alt ti¢genleri
Benzer sekilde Sy’in sol alt, sag alt ve iist parcalar sirasiyla

S()():{OOCL36L4... | a; € {0,1,2} vei:3,4,5,...},
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S[)l :{01a3a4... | a; - {0,1,2} Vei:3,4,5,...},
Sez = {02azay ... | a; € {0,1,2} ve i =3,4,5,...}

ile gosterilsin. Sy kiimesi Spg, Sp1 ve Sp2 kod kiimelerinin birlegimi seklindedir. Sy ve
Sy’nin alt {icgenleri de benzer gekilde ifade edilebilir. Genel durumda,:=1,2,...,n
icin w; € {0, 1,2} olmak {izere sabit wy, ws, ..., w, i¢in Sy w,. w, Kimesinin sol alt,
sag alt ve iist parcalari sirasiile Sy, wy. 10,05 Swiws..wn1 V€ Swiws..w,2 Olarak tanimlanir.

Yani herhangi bir alt iicgen

Swpoonw = W1+ WpWapy20n13 ... | wya; €{0,1,2}, i=n+2n+3,...}

seklinde ifade edilir (Bkz. Sekil 4.3).

R B

Sekil 4.3: Sy in Spa (yesil), Sa10’1n So102 (ksrmazi) ve Sip21 in S10211 (mavi) alt diggenleri

Kod kiimeleri kullanilarak S iizerindeki bir noktanin kod gosterimi agsagidaki gibi
ifade edilir:
S(ll? Sa1(l27 Sa1a2a37 ct Sa1a2...an7 AR

kod kiimeleri olmak iizere yukarida yapilan tanimlardan yola ¢ikilarak S,, D Su,4, D

Serazas D - D Sajag..an O --- oldugu agiktir. Cantor arakesit teoremi gosterir ki

oo
() Saraz...an
n=1

sonsuz kesigimi tek elemanli bir {A} kiimesini verir. Bu A € S noktast a, €
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{0,1,2}, n € N olmak iizere ajay...a,... ile gosterilsin. Bu ajasy...a,... dizi-
sine A noktasinin kod gosterimi (temsili) denir.

Saras..a, Kimesinin ayni seviyedeki herhangi iki alt {iggeninin kesisimi olan A € S
noktasina S’nin baglama (junction) noktasi denir. Bu gekildeki noktalar iki farkh
kod gosterimine sahiplerdir. Sierpinski iiggeni {izerinde de iki farkli kod gosterimine
sahip olan c¢ok fazla sayida nokta vardir. A € S bir baglama noktas: ise «, 3 €

{0,1,2} ve o # (8 olmak iizere A noktasmin kod gosterimleri
aias . ..apPacac. . .

ve

a1as . .. akaﬂﬂﬁﬂ 500

seklindedir. Bu noktalarin disinda kalan diger noktalar yalniz bir kod gosterimine
sahiptir.
Ornegin,

1=010101..., 0=000..., 012 = 012012012 ..
ve elemanlar: diizenli tekrar etmeyen diziler tek kod gosterimine sahiplerdir.

4.2. Sierpinski Ucgeni Uzerinde {S; F'} Kaotik Dinamik Sisteminin Ingas:

Bu béliimde S iizerinde genigleme ve katlama doniigiimleri kullanilarak bir F
fonksiyonu tamimlanmigtir. Daha sonra bu fonksiyon Sierpinski {icgeni iizerindeki
noktalarin kod temsilleri kullanilarak ifade edilmis ve {S; F'} dinamik sisteminin

kaotikligi gosterilip periyodik noktalar1 hesaplanmistir.
f17 f2a f37 f4 : R2 — R27

filz,y) = (2z,2y),

folz,y) = (x,73— ‘y—*/?gb :

Pleg) = (|| =t g o (s g ) g ez ])
fa(z,y) = (—75 ﬁ("’;”” + (x_l)ﬂt_wg +1, %3 <%§ _ C’C;U) 1 \/E(x;1)+y )
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olmak iizere f; genigleme ve f5, f3 ve fy katlama doniigiimlerinin bilegkesi olarak

F=fiofs0fy0fi (4.1)

fonksiyonu tanimlansin.

Burada Sierpinski iiggeni, koge noktalar1 (0,0), (1,0), (%,‘/75) olan eskenar Sier-

(
pinski ii¢geni olarak almacaktir. (0,0), (1,0), (3, %2 ) noktalarindan gecen ici dolu
eskenar iicgen A ile ve (0,0), (2,0), (1,v/3) noktalarindan gecen ici dolu eskenar

tiggen A’ ile gosterilsin. Ayrica (0,0), (2,0), (%, ‘/75), (%, ‘/73) noktalarindan gegen
ikizkenar yamuk I7T ile ve (0,0), (1,0), (%, ‘/73), (%, ‘/73) noktalarindan gecen para-

lelkenar 4 ile gosterilsin. Yukarida tamimlanan F' fonksiyonu karmasik goziikse de
geometrik olarak bu fonksiyon A {izerinde bir dinamik sistem inga eder.

f1 fonksiyonu genigleme doniigiimiidiir ve A’ni iki katina ¢ikarir yani f;(A) = A’
olur. fy fonksiyonu y = ‘/75 dogrusuna gore bir katlama dontigiimiidiir ve fo(A") = IT
gerceklenir. f3 fonksiyonu f3(I7T) = 4 olacak sekilde y = v/3(z — 1) dogrusuna gore
katlama doniigiimiidiir ve son olarak f, fonksiyonu y = —v/3(x — 1) dogrusuna gore

f1(#) = A olacak gekildeki katlama doniigtimiidiir (Bkz. Sekil 4.4).

Y
/
NG

y/

N

e

(=}

y/\ y/\
V3 Sy NE) /s
PR =0
N
f N \
N BN
X
0 1 2 0 N 2 X

Sekil 4.4: f1, fo, f3, fa fonksiyonlarinin A kiimesi izerindeki etkisi

27



F fonksiyonunun S iizerindeki kisitlanmig hali dikkate alinacaktir. Bu doniigiim-
ler sonucunda Sierpinski iiggenini yine kendisine gotiiren bir F' = f o f3o fyo f bilegke
fonksiyonu elde edilir. Burada {S; F'} bir dinamik sistem belirtmektedir ancak F
fonksiyonu kullanilarak bu dinamik sistemin kaotik oldugunu gdstermek hatta peri-
yodik noktalarini bile hesaplamak oldukg¢a zordur. Bu yiizden bu fonksiyon agagida
verilen énerme ile Sierpinski iiggeninin kod kiimesi iizerinde ifade edilecektir. Ancak
once S’nin kod kiimesi iizerinde tanimlanmig olan igsel metrik verilecektir. [4]’e gore

Sierpinski ii¢geni iizerindeki i¢csel metrik

d(xz,y) =1inf{é | J, S tizerinde x ve y’yi birlestiren diizeltilebilir egrinin uzunlugu}

seklinde tanimlanir.
Noktalarin kod temsilleri kullanilarak S {izerindeki herhangi iki nokta arasindaki

icsel uzakhg veren agik formiil agagidaki gibi verilmistir [24]:

Teorem 4.2.1. ¢« = 1,2,...,k — 1 i¢cin a; = b; ve ap # by olmak tizere A €
S ve B € S gibi iki noktanin kod gdsterimi siraswyla aias . ..ag_10pagyq ... ve

blbg e bk—lbkbk+1 ... olsun.

O, a; = bk 0, bl = Q
o = y 5’5 = )

1, a; 7é bk 17 bz 7£ Qg

0, a; #ar vea; # by 5 0, b; # by veb; # ay

Yi = b P —
1, dd 1, dd
olmak vzere
d(A, B) := min {Z o it ’Z > } (4.2)
i=k+1 i=k+1

fonksiyonu A ile B arasindaki uzaklgr verir.

(4.2)’de verilen d metrigi S’nin kod kiimesi iizerinde kesin bir i¢sel metriktir
(Bkz. [24]). Bu metrik S iizerinde herhangi iki nokta arasindaki en kisa uzaklhig

vermektedir.
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Agagidaki 6nerme ile F' fonksiyonu S’nin kod kiimesi {izerinde ifade edilmigtir.

Onerme 4.2.2. Herhangi bir X € S noktasinin kod gésterimi x1xox5... ve Y € S

noktasinan kod gésterimi y1yoys . . . olsun. Bu durumda (4.1)’de tanimlanan F : S —

S fonksiyonu, i = 1,2,3,... ve x;,y; € {0,1,2} i¢in y; = x;41 + 1 (mod3) olmak

tizere F(X) =Y seklinde ifade edilir.

Kanut. F fonksiyonunun S’nin kod kiimesi iizerinde iyi tanimh oldugu gosterilme-

lidir. Eger zixoxs... yvalmz tek bir kod gosterimine sahip ise sonuc¢ agikardir.

a, € {0,1,2}, a # B ve X noktasi 12923 ... 2,860 ... ve z1x923 . .. v faac. ..

olacak gekilde iki farkli kod gosterimine sahip olsun. Bu durumda

F(zivoms ... 200888 . ..) = Y1Y2Y3 - - - YnYnt1Yn+2 - - -

F(zizoxs ... xpfaca...) = 212223 . .« ZnZn412n42 - - -

olmak iizere 192y ... YnYnt1Ynto --- V€ 212223 ... ZnZni1Znt2 - - -

nokta i¢in birer kod gosterimi oldugu gosterilmelidir.

F’nin tanimindan ¢ = 1,2,3,...,n — 1 icin

Vi = z; = x1 + 2541 (mod3)

elde edilir. Ayrica 1 =1,2,3,... icin,

Yn = 1 + @ (mod3),

Yn+i = 1 + B (mod3),
zp = x1 + B (mod3),
Znti = 1 + a (mod3)

olur.

noktalarinin ayni

i=1,2,3,...,n—1igin 1 + 2,41 = s; (mod3) ve x; + « =y (mod3), z; + =

d (mod3) olsun. v # § oldugundan

YiY2Ys - - YnYnt1Ynt2 - - - = 515253 ... Sp_17000 ..
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ve

212923+« ZnZna1%ni2 - - - = S15983 ... Sp 107V - . .

ayni noktanin farkli kod sunumlaridir.

Simdi agagidaki grafikler kullanilarak bu gosterimin geometriksel olarak bir is-
paty verilecektir. Ispatin daha anlasiir olmasi icin kod kiimeleri farkli bir renkle
gosterilmig ve her bir adimda Sy, S; ve S5 kod kiimelerinin F' altindaki goriintiileri

elde edilmigtir.

).
y=A3(x-1

e

Sekil 4.5: Sy, Soz, ve Sozyas kod kiimelerinin F fonksiyonu altindaki gorintisi

Durum 1: z; = 0 ise F(Sy) = S, F(Sp) = So, F(So1) = S1 ve F(Sp2) = 52
oldugu aciktir. Benzer sekilde, Sooo, Soo1, Soo2s So10s So11, So12, So20, Soz21, So22
kiimelerinin F altindaki goriintiileri sirasiyla Sgg, So1, So2, S10, S11, S12, S0, So1, Soo
olur (Bkz. Sekil 4.5). Yani 1292324 ... noktasimn ilk terimi sifir ise, F/(0zox32y .. .)
= Xox3xy ... olur. Buradan i = 1,2,3,... icin y; = 2,41 (mod3) olmak iizere
F(0zoz3xy...) = y1y2ys . . . elde edilir.

Durum 2: Eger z; = 1 ise Sekil 4.6’dan da goriilebilecegi gibi, F'(S1) = S, F(S19) =
Sy, F(S11) = Sz ve F(Sm) = Sp olur. Ayrica Sigo, Si01, Sio2; S110, S1115 S112, S1205
S121, S129 kiimelerinin F' altindaki goriintiileri sirasiyla Si1, Sta, Sio, So1, S22, Soo,
So1, So2, Sop olur. Genel olarak kural i = 1,2,3,...icin y; = 2,41 +1 (mod 3) olmak

tizere F(laxgxswy...) = y192Ys3 - - - seklinde verilebilir.

30
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Sekil 4.7: Sy, Soy, ve Sopyus kod kiimelerinin F fonksiyonu altindaki gorintisi

Durum 3: Eger z; = 2 ise F(S3) = S, F(S2) = S, F(S21) = So ve F(S9) =
Sy olur. Ayrica Ssg9, S201, S202, S210, S211, S212, S0, S221, So9o kiimelerinin F
altindaki goriintiileri sirasiyla S, Soo, Sa1, So2, Soo, So1, S12, S10, S11 seklindedir
(Bkz. Sekil 4.7). Buradan i = 1,2,3,... i¢in y; = ;41 + 2 (mod3) olmak tizere
F(2xoxsxy...) = y192ys . . . elde edilir. O
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{S; F'} dinamik sisteminin kaotik bir dinamik sistem oldugunu gostermek ve
periyodik noktalarini daha kolay bir gekilde hesaplayabilmek icin F' fonksiyonunun

Onerme 4.2.2’de verilen tanimi kullamlacaktir.
Teorem 4.2.3. {S; F'} dinamik sistemi Devaney anlaminda kaotiktir.

Kanat. 11k olarak F'nin baslangic noktalarina hassas bagimh oldugu gosterilecektir.
Vk € N i¢in a; € {0, 1,2} olmak iizere S’den kod gésterimi ajas . ..ag_1a5ax41 - - -
olan keyfi bir A noktas: secilsin. Her ¢ icin %%2 < 0 olacak gekilde yeterince biiyiik
bir £ € N vardir. Ayricai =k, k+1,k+2,...1icin b; # a; olacak sekilde kod temsili

a1 . . . ag_1bgbgyq . .. olan B € S noktasi secilsin. d metrigi kullanilarak,
d(A,B) <0

oldugu hesaplanir. Diger yandan, t = k,k+ 1,k +2,--- ve s = 28"2q; + 2F3a, +

.+ ag_1 icin ¢ = s+ a; (mod3) ve dy = s + by (mod3) olmak iizere
Fk_1<A) = CkCp+1Ck+2 - - -

F*Y(B) = dydji1dpssa - - -

elde edilir. Burada ¢ =1,2,3,... icin s + ax # s + byy; oldugundan

d(F*1(A), F*"Y(B)) >

= =

elde edilerek istenilen sonuca ulagilir.

F’nin topolojik gecigkenligini gosterebilmek icin S’den bostan farkh keyfi U ve
V agik alt kiimeleri almsin. O halde B(A, 5z) C U olacak sekilde kod gosterimi
103 . . . Q1004 - - - Olan bir A € S eleman1 ve k dogal sayist vardir.

Kolayca goriilebilir ki B(A, 7 ) kiimesi keyfi z; € {0,1,2} (i =k+2,k+3,...)
icin

U'={aias ... aprp 10k 19Tkso- .. | a1,...,a; lar sabit}

olacak gekilde S’nin bir U’ alt li¢genini igerir.
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i=1,2,3...ve s=21q; +22q, + ...+ a; icin F'nin tanimindan,

Fk(U/) ={v1v2ys... | yi = s+ xpy; (mod3)}

elde edilir. Burada xy41, Trio, Ty - .. keyfi oldugundan F¥(U') = S ve FF(U) = S

bulunur. Yani, U ve V, S’nin bostan farkh alt kiimeleri olmak iizere
FFHUYNV #0)

olacak sekilde k € N vardir.

F’nin periyodik noktalarinin S’de yogun oldugunu gostermek icin S’deki her-
hangi bir noktaya istenildigi kadar yakin periyodik noktalar bulunmalidir. Keyfi bir
A € S noktasi ve U C S agik kiimesi alinsin. Yeterince biiyiik k igin B(A, 2;%1) cuU
olacak gekilde £k € N vardir. d metriginin tamimindan, ¢ = 1,2,....k ve j =

k+1,k+2,...olmak tizere
! 1 bi ler keyfi A L
U'={aias ... apTp1Tk19 ... | a;’ler sabit ve z;'ler keyfi } C B( ’F)

elde edilir. Simdi U’ kiimesinin bir k—periyotlu nokta icerdigi gésterilsin. [ =

1,2,3,...1icin ypyy = 5 + x5y ve s =2"1a; + 28 2a5 + ... + a;, olmak iizere

Fk({alaz < OpTE41 T2 - }) = {yk+1yk+2yk+3 .- }

esitliginden

s+ Tp1 = ap (mod3)

S+ Ty = ay (mod3)
S+ xo, = ay (mod3)

denklemleri elde edilir.
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j=k+1,k+2k+3,...1icin x;'ler keyfi oldugundan bu denklem sisteminin her
zaman bir ¢dziimii vardir. Yani S’deki herhangi bir keyfi noktaya istenildigi kadar

yakin bir periyodik nokta bulunabilir.

{S; F} dinamik sisteminin periyodik noktalarini veren algoritma
Bu boliimde F’nin periyodik noktalarini veren genel bir formiil elde edilmistir.
Kod gosterimi ajasas . .. ay ... seklinde olan Sierpinki {icgeni {izerindeki keyfi bir A

noktasina F' fonksiyonu uygulanirsa, k = 1,2,3... igin

br = a1 + ag1 (mod3)

olmak tizere

F(A) = bybobs...by...
= (a1+a2)(a1+a3)(a1+a4)...(a1—|—ak+1)...

elde edilir.

Buradan yola ¢ikilarak F'(A) = A denkleminin ¢6ziimii olan F’nin sabit noktalar

o0 = 000000..., 201 =201201201..., 102 = 102102102....

seklinde bulunur.

Ayrica A noktasmin F o F' altindaki goriintiisii £ = 1,2,3... i¢in

¢k = 2a1 + ag + a4 (mod3)

olmak tizere

F2(A) = ciea...cp...
= (2a1 + a2+ a3)(2a1 +az + ayq) ... (2a1 + az + agy2) - ..

seklinde bulunur.
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Buradan F?(A) = A denkleminin ¢dziimii olan F’nin 2—periyotlu noktalar,

ol = 111111..., 2=2222..., 012 =012012012...,

120 = 120120120..., 210 =210210210..., 021 =021021021...

seklinde hesaplanair.
Benzer yolla A noktasinin F™ altindaki goriintiisii

k=1,2,3...icin d, = 2" ta; + 2" 2ay + ... + a, + apyp (mod3) olmak fizere

Fr"(A) = didy...dy...
= (2" a; + 2" 2ay + ... 4 ap + A1) (2" tar + 2" 2a + .+ ap + Ano)
(2 la 2" a0 + At Gpgg) -

seklinde bulunur. F’nin n—periyotlu noktalarini hesaplamak i¢in F™(A) = A denk-
lemi ¢oziilerek n =1,2,3,... ve k =1,2,3... i¢in

2" la; + 2" 2ay + ...+ ap + Gy = ap (mod3) (4.3)

elde edilir.
Elde edilen genellegtirilmig durumda (4.3) denklemi kullanilarak,
3—periyotlu bazi dongiiler

{011,110, 212}, {022, 220, 121}, {001220112, 012201120, 122011200},

{010121202, 101212020, 120201012}, {100022211, 111000222, 221110002},

{200011122, 222000111, 112220001}

4—periyotlu baz1 déngiiler

{1100, 2112, 0011, 0110}, {2200, 1221, 0022, 0220}, {1122, 2002, 2211, 1001}

5—periyotlu baz dongiiler

{00011,00110, 01100, 11000, 21112}
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{100000222221111, 111110000022222, 222211111000002, 111000002222211, 221111100000222}

ve 6—periyotlu bazi déngiiler

{002211, 022110, 221100, 100221, 110022, 211002}

seklinde bulunur.

4.3. Sierpinski Ucgeni Uzerinde {S;F} Dinamik Sistemine Denk Ol-

mayan Bir Dinamik Sistem in§a51

Bu béliimde zaman kagig algoritmast yoluyla Sierpinski {iggenini elde etmek igin
kullanilan ve (3.2)’de tanmimlanan doniigiimiin aym zamanda Sierpinski ii¢geni iize-
rinde bir kaotik dinamik sistem oldugu gosterilecektir.

gi:R2 5 R2 (i=1,2,3)

gi(z,y) = (2,2y)
QQ(I’y) = <—% M‘ — \/T§ (M) + 27 y—\/i(z—2) _ \/75

2 2
g3(z,y) = (1—l|z—1],y)

m—2+y\/§ ‘)
2

olmak iizere g; genigleme ve g5, g3 katlama doniigtimlerinin bilegkesi olarak

G=g30g00; (4.4)

fonksiyonu tanimlansin. Burada g¢; genigleme doniigiimii Sierpinksi ii¢genini iki
katina cikarir. g9 fonksiyonu y = _\/?33: + %g ve g3 fonksiyonu x = 1 dogrusuna
gore katlama dontigiimiidiir. {S;G} bir dinamik sistemdir ancak G fonksiyonunu
kullanarak bu dinamik sistemin kaotikligini incelemek oldukca zor olacagindan bu

fonksiyon agagida verilen énerme ile Sierpinski iiggeninin iizerindeki noktalarin kod

temsilleri kullanilarak ifade edilmistir.

Onerme 4.3.1. Herhangi bir X € S noktasinin kod gésterimi xi1x9x3. .. olsun. Bu
durumda (4.4)’te tamvmlanan G : S — S fonksiyonu, i = 1,2,3,... icinx; € {0,1,2}

olmak tzere asagidaki gibi ifade edilir:
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Eger x1 =0 ise

G(I1!E2$3 .. ) = X2X3X4 ...

x1 = 1 1se ki durum séz konusudur:

. Durum:
G(lll Ce 10xk+1xk+2xk+3 o ) =Y2Y3 .. - YeYky1... = 00... Olyk+1yk+2yk+3 R
07 €T; = 1
yi=4 1, ;=0 (i>k+1)
2, T; = 2
. Durum:
G111, .. 122, 1Tk 2Tkss - --) = YoUs - - - YkYks1 - - - = 00 .. 01y 1YkroUpss - - -
0, €T; = 1
vyi=< 1, ;=2 (i>k+1)
2, T; = 0
T = 2 ise
O, €T; = 2
G(I1$2$3...) =YY3Ysg ..., Y;i= 1, =z, =1 (Z > 2)
2, T; = 0
olur.

Kamit. G fonksiyonunun S’nin kod kiimesi iizerinde iyi tanimlhi oldugu gosterile-
cektir. x7’in 0,1 ve 2 olma durumuna gore yukarida verilen dort kuraldan birisi
uygulanir (Bkz. Sekil 4.8, 4.9, 4.10, 4.11). Eger X tek bir kod gosterimine sahipse
sonug agikardir ve G(X) tek bir kod gdsterimine sahiptir.

Eger X noktasi1 zixoxs3...x,aB880 ... ve x1x9xs ... vfaca ... olacak sekilde
iki farkli kod gosterimine sahip ise 01,10, 02,20,12,21,001,010, 012,021,002, 020
110, 101,120, 102, 112, 121, 202, 220, 212, 221, 201, 210 noktalarinin incelenmesi yeterli

olacaktir.
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Sekil 4.9: Syg, S110, Si110 kod kiimelerinin G fonksiyonu altindaki gorintiisi
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Bu noktalarin, Onerme 4.3.1’de verilen durumlara gére G fonksiyonu altinda

goriintiileri
G(01) = 1, G02)= 2, G(12)= 1,
G(10)= 1, G(20)= 2, G(21)= 1,
G(010) = 10, G(020) = 20, G(012) = 12,
G(001) = 01, G(002) = 02, G(021)= 21,
G(110) = 01, G(112) = 01, G(120) = 12,
G(101) = 10, G(121) = 10, G(102) = 12,
G(202) = 20, G(212) = 10, G(201)= 21,
G(220) = 02, G(221) = 01, G(210)= 12,
olur.
y Y
3
2
0
y
£
é
0

Sekil 4.10: S12, Si12, Si112 kod kiimelerinin G fonksiyonu altindaki gérintist

Goriilecegi iizere ayni noktalarin farkli kod temsillerinin goriintiileri tek ve ayni
noktaya gider. Genellestirilmis durumda o = z2523 . . . x,, olmak iizere o01 ile o10,

012 ile 021, 002 ile 020, ayrica ¢001 ile 0010, 0012 ile 0021, ¢002 ile 0020, o110
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ile 0101, 0120 ile 0102, 0112 ile 0121 ve 0202 ile 0220, 0212 ile 0221, 0201 ile
0210 ayn1 noktalarm farkli kod gosterimleridir ve o’dan bagimsiz olmak iizere bu

noktalarin goriintiileri de aymi olur.

y y
& y:;/g (x-2) V3
/ 3 AN
\3 \3
2 2

=

ot
N‘a‘

&

2|

Sekil 4.11: Sy, Soz, ve Sogy,zy kod kiimelerinin G fonksiyonu altindaki gorintisi

Teorem 4.3.2. {S;G} dinamik sistemi Devaney anlaminda kaotiktir.

Kanat. 11k olarak G’nin basglangic sartlarina hassas bagimli oldugu gosterilecektir.
Vk € N i¢in a € {0, 1,2} olmak tizere kod gosterimi aqas . .. ar_jarak,q ... olacak
sekilde keyfi bir A € S noktas1 alinsin. Her ¢ i¢in Q,C%Q < 0 olacak gekilde yeterince
biiyiik bir k£ € N vardir. Ayrica¢ =k, k+1,k+2,...ic¢in b; # a; olacak sekilde kod

gosterimi a1as . . . ag_1bibgy1 ... olan B € S noktasi secilsin. d metrigi kullanilarak
d(A,B) <0
oldugu hesaplanir. Diger taraftan

Gk_1<A) = CkCkr4+1C42 - - -
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G*YB) = dydyi1dpss - - .

elde edilir. dy # cx ve dj1 # ¢ secilirse
1
AGH(4), 64 (B) >

sonucuna ulagilir.

G’nin topolojik geciskenligini gosterebilmek i¢in S’nin bogtan farkli keyfi U ve V'
agik alt kiimeleri alinsin. B(A, 2k_1_1) C U olacak gekilde kod gosterimi ajas .. .ay . ..
olan A € S elemam ve k dogal sayis1 vardir. i = k+1, k42, k+3, ... i¢in z; € {0, 1,2}

keyfi olmak tizere B(A, #), Sierpinski iiggeninin
U'={aas...apxp 10k 19Tks2- .. | a1,...,a;'lar sabit}

seklinde bir alt kiimesini igerir.

J=k+1,k+2,k+3,...i¢in keyfi x;’lere kargilik y;’ler uygun sekilde secildiginde

G*(U") = {Yks1Yrt2Yhis - - -}

elde edilir. Buradan G*(U’) = S ve G¥(U) = S bulunur. Yani U ve V, S’nin bogtan

farkl alt kiimeleri olmak tizere
GFU)YNV # ()

olacak gekilde £ € N bulunur.

G’nin periyodik noktalarinin S’de yogun olmasi i¢in S’deki herhangi bir noktaya
istenildigi kadar yakin periyodik noktalar bulunmalidir. Keyfi bir A € S elemani ve
U C S agik kiimesi alinsm. Yeterince biiyiik &'lar icin B(A, 5z=) C U olacak sekilde
k € N vardir. d metriginin tammindan ¢ =1,2,... kve j=k+ 1,k +2,... icin

U'={a1as ... axTpi12542 ... |a;’ler sabit ve x;’ler keyfi }

olacak gekilde

1
U'c B(A 55)
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elde edilir. Simdi U’ kiimesinin k—periyotlu bir nokta igerdigi gosterilecektir.

Gk({alfh e QTR 1 Th42 - '}) = {yk+1yk+2yk+3 . ‘}

esitliginde j = k + 1,k + 2,k + 3,... icin z;’ler keyfi oldugundan bunlara kargilik
uygun y;’ler bulunarak k—periyotlu noktalar elde edilir. Yani yukaridaki denklem
sisteminin her zaman bir ¢ozlimii vardir ve S’deki herhangi bir noktaya istenildigi

kadar yakin periyodik noktalar bulunabilir.

{S;G} dinamik sisteminin periyodik noktalarinin incelenmesi
Yukarida tanimlanan G doniigiimiinden yola cikilarak bu dinamik sistemin sabit
noktalar: ve 2—periyotlu noktalar: hesaplanmistir.

G’nin sabit noktalar:

e0 =000..., ¢20=2020..., ¢10=1010..., 120 = 120120...

G’nin 2—periyotlu noktalar:

00220 = 02200220..., 0110 =01100110...

e011220 = 011220011220..., 112200 = 112200112200...

1100 = 11001100..., 1020 = 10201020...

1210 = 12101210..., 2200 = 22002200....
olarak hesaplanir.

Sonuc 4.3.3. Sierpinski tiicgeni tizerinde Onerme 4.2.2 ve 4.3.1°de tanimlanan di-
namik sistemler farkl saynda sabit noktalara sahiptir. Buna gore Onerme 2.4.117den
yola ¢rkarak bu iki dinamik sistemin topolojik olarak denk olmayan dinamik sistemler

oldugu sonucuna ulagilir.
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4.4. Sierpinski Ucgeni Uzerinde {S;G} Dinamik Sistemi Ile Denk Olan

Bir Dinamik Sistem in§a31

ti(z,y) = (2z,2y)
ny) = (3= + 8 (52) ot - 2 =)
ts(z,y) = (A+]z—1],y)
ta(z,y) = (@—1y)
olmak iizere T fonksiyonu
T =tiotsotsoty (4.5)

seklinde tanimlansin. Burada ¢; fonksiyonu genigleme doniigiimiidiir ve Sierpinksi
ticgenini iki katina ¢ikarir. t, fonksiyonu y = ‘/?gx, t3 fonksiyonu x = 1 dogrusuna
gbre dogrunun sagindaki bir noktayr dogrunun soluna gotiiren katlama doniigiim-
leri ve t4 fonksiyonu 6teleme doniigiimiidiir. Burada {S;7'} bir dinamik sistemdir.

Bu dinamik sistem Sierpinski iiggeninin kod kiimesi iizerinde agagidaki gibi ifade

edilmigtir:

Onerme 4.4.1. Herhangi bir X € S noktasinin kod gésterimi x1x2x3 ... olsun. Bu
durumda (4.5)te tanamlanan T : S — S fonksiyonu, i = 1,2,3, ... i¢in x; € {0,1,2}
olmak tzere asagidaki gibi ifade edilir:

Eger x1 = 0 ise iki durum séz konusudur:

1. Durum:
T(000...012p 1 Tpt2Thr3 - - -) = Y2Us - - Yalkt1 - - - = L1 10Uk 1Ykt2Yhs - - -
0, €T; = 1
yi=14 1 2=0 (i>k+1)
2, Ty = 2
2.Durum:
T(OOO . 02£l}k+113k+2$k+3 - ) =YYs3 .. YrYpsr1 ... = 11... 1Oyk+1yk+2yk+3 .
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2, XT; = 1
1 =1 1se
T(I’ll‘gl’g .. ) = ToX3%4 ...
olur.
T, = 2 18e
1, T; = 2
T(l’l.CEgiL'g .. ) =Y2Ys3lYsg . .., Y; = 27 T; = 1 (Z > 2)
0, €T, = 0
olur.

Kamit. Kod gbsterimi zixows... olan X € S noktasi i¢in x;’in 0,1 veya 2 olma
durumuna gore yukarida verilen dort kuraldan birisi uygulanir (Bkz. Sekil 4.12,

413, 4.14, 4.15).

y Y,
% \/?
R} B
2 2
0 X |
t,
3
V3 V3 3
2 2 -
2
A,
0 1 X 0 1 X 0 X

Sekil 4.12: Sp1, Sgo1, Sooo1 kod kiimelerinin T fonksiyonu altindaki gorintisi
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X noktast tek bir kod gosterimine sahip ise sonu¢ agikardir. Eger X nok-
tast x1xox3 ... xafBB0 ... ve T1Tax3. .. T ... olacak sekilde iki farkli kod
gbsterimine sahip ise 01, 10, 02, 20, 12, 21, 001, 010, 012, 021, 002, 020
110, 101, 120, 102, 112, 121, 202, 220, 212, 221, 201, 210 noktalarmin ince-
lenmesi yeterli olacaktir. Bu noktalarin Onerme 4.4.1’de verilen durumlara gore T

fonskiyonu altinda goriintiileri agagida verilmigtir:

y Y
3
3 B
2 2
0 -
y . Y
A
tl
V3 3 NE)
2 2 -
2
o oy W\
0 1 X 0 1 X 0
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Goriildiigii iizere ayn1 noktalarin farkli kod temsillerinin gériintiileri tek ve ayni

noktaya gider.

b ),
V3

W3 W3

2 2
0]

X
Yy
fl

B

2

X
Yy y y t
REl RE
2 2
1 X 0 2 X

Sekil 4.15: Sy, Saz, ve Sog,zy kod kiimelerinin T fonksiyonu altindaki gorintisi

46



Genellestirilmis durumda ¢ = x,2223 ... 2, olmak iizere; c01 ile ¢10, 012 ile

021, 602 ile 020 ayrica 0001 ile 0010, 0012 ile 0021, 0002 ile 0020, 0110 ile o101,

0120 ile 0102, 0112 ile 0121 ve 0202 ile 6220, 0212 ile 6221, 0201 ile 6210 ayn:

noktalarin farkli kod gosterimleridir ve o’dan bagimsiz olmak iizere bu noktalarin

goriintiileri de ayni olur.

]

Uyar1 4.4.2. Vi € N i¢in x;, 2, € {0,1,2} olmak dzere X, X' € S noktalarinin
olsun. VX € S i¢in H: S — S,

., 4 L
kod gosterimleri siraswyla x1x973 ... ve T THTy . ..

H(G(X)) =T(H(X)) olacak sekilde

1, €Ty, = 0
H(X) =X z;= 0, ;=1
27 xT; =
fonksiyonu vardur.
Onerme 4.4.3. H : S — S, H(zyxows...) = zhahal. ..
tanymlanan
1, €T; = 0
=20, z;,=1 =123, ...
2, T; = 2

fonksiyonu bir homeomorfizmadar.

(4.6)

olmak tzere (4.6)’da

Kanst. H’nin iyi tamimh oldugu asikardir. H’nin bir homeomorfizma olmasi icin

birebir, drten, siirekli ve H~Vin siirekli olmas: gerekir. Buna denk olarak bu ispatta

H’nin birebir, orten, acik ve siirekli bir fonksiyon oldugu gosterilecektir.

Vi=1,2,3,...1icin VX,Y € S noktalarinin kod gosterimleri sirasiyla xzox;3. ..

ve y1y2ys3 . . . olsun. H fonksiyonunun tanimindan

HX)=H(Y) <
& =Y
& T =Y
& X=Y
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bulunur. Ayrica X ve Y noktalar1 iki kod gosterimine sahip ise diger kod goste-
rimleri i¢in de bu durum benzer gekilde bulunur ve H'nin birebir oldugu gosterilmis
olur.

H fonksiyonunun tanimi geregi, VX' € S icin H(X) = X' yani H(z12223...) =
xixbhal ... olacak gekilde kod gosterimi zyzox3... olan bir X € S oldugundan H
fonksiyonu ortendir.

H fonksiyonunun acik bir fonksiyon olmasi, her U C S acik alt kiimesi i¢in
H(U) C S kiimesinin agik olmasi demektir. VX € U C S i¢in x € B(X,¢) C U
olacak sekilde € > 0 vardir. Buradan H(X) € H(B(X,¢)) C H(U) olur. HYY) =Y’
olmak iizere Y € H(B(X,¢)) icin Y € B(X,¢) & d(X,Y) < € elde edilir. H
fonksiyonunun tanimindan d(X,Y) < € & d(H(X),H(Y)) < € oldugu agiktir.
d(H(X),H(Y)) < ¢ & H(Y) € B(H(X),e) yani Y’ € B(H(X),e) olur. Bu du-
rumda H(B(X,¢)) = B(H(X),¢) bulunur. Yani VH(X) € H(U) icin B(H(X),¢) C
H(U) olacak gekilde ¢ > 0 vardir, H(U) kiimesi S’de agik oldugundan H acik bir
fonksiyondur.

VYV C S agik kiimesi i¢in U = H=}(V) C S’de agik ise H doniigiimii siireklidir.
V' kiimesinin agik oldugu bilindigine gore VX’ € V i¢in X’ € B(X',e) C V olacak
sekilde € > 0 vardir. Buradan X = H Y(X') € H Y(B(X',¢)) € H (V) olur.
Ayrica Y € B(HY(X'),¢) & d(H(X"),Y) < € yani d(H Y (X'),H ' (Y")) < ¢
olur. H fonksiyonunun tammindan d(H '(X’"), H1(Y")) < ¢ & d(X",Y') < ¢
oldugu agiktir. d(X',Y') <e < Y' =H(Y) e B(X',e) &Y € H (B(X',¢)) olur.
Bu durumda H'(B(X',¢)) = B(H ' (X"),¢€) bulunur. Yani VH-}(X') € H (V)
igin B(H™*(X"),e) C H (V) olacak sekilde € > 0 vardir, H~*(V) kiimesi de S’de

acik oldugundan H siireklidir. Bu durumda H doniigiimii bir homeomorfizmadir. [

Sonug 4.4.4. VX € S i¢in H(G(X)) = T(H(X)) olacak sekilde (4.6)’da tanim-
lanan H fonksiyonunun Onerme 4.4.3’te bir homeomorfizma oldujgu gésterilmistir.
Buna gore {S; G} ve {S;T} dinamik sistemleri topolojik olarak denk dinamik sis-
temlerdir. Ayrica Onerme 2.4.11°e giore {S; G} kaotik oldugundan {S; T} de kaotik

bir dinamaik sistemndir.
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{S;T} dinamik sisteminin periyodik noktalarinin incelenmesi

Onerme 4.4.3'ten {S;T} ve {S; G} dinamik sistemlerinin topolojik olarak denk
dinamik sistemler oldugu sonucuna ulagilmigtir. Buna goére bu dinamik sistem-
lerin periyodik noktalarinin sayis1 aymidir. Ayrica (4.6) ifadesinde tanimlanan H
dontigiimii yardimiyla {S; G} dinamik sisteminin periyodik noktalari bilindigi tak-
tirde {S; T} dinamik sisteminin de periyodik noktalar1 kolayca bulunur. Buna gore

G’nin sabit noktalar:

o0 =000..., 20 =12020..., 10 =1010..., 120 = 120120...

seklinde oldugundan T fonksiyonunun sabit noktalar1 da

o[I(0) =1, eH(20) =21, eH(10) =01, eH(120)= 021

seklinde bulunur. Benzer gekilde T°nin 2—periyotlu noktalar

o H(0220) = 1221, eH(0110) = 1001, eH(011220) = 100221

o H(112200) = 002211, H(1100) = 0011, H(1020) = 0121
e H(1210) = 0201, eH(2200) = 2211

olarak bulunur.

Uyar1 4.4.5. Egitlik (4.4) ile tanimlanan dinamik sistemde gy ve g3 katlama dondisim-
lerinin swrasy degistirilerek de bu dinamik sisteme denk bir dinamik sistem elde

edilebilir. Bu durumda yeni dinamik sistem

G ' =grog30q (4.7)

seklinde olacaktir. Bu fonksiyon Sierpinski ticgeninin kod kiimesi tizerinde asagidaki

onerme ile ifade edilir.

Onerme 4.4.6. Herhangi bir X € S noktasimin kod gésterimi xixox3... olsun.
Bu durumda (4.7)’de tanimlanan G' : S — S fonksiyonu, i = 1,2,3,... i¢in x; €
{0,1,2} olmak iizere asagidaki gibi ifade edilir:
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Eger x1 =0 ise

G/(CLjI‘QSUg .. ) — X2X3X4 ...

1 =1 1se
0, T; = 1
GI(Jlll’QSL’g .. ) =YYsYa ..., Y;i= 1, ;=0 (Z > 2)
2, xTr; = 2
olur.
Eger x1 = 2 ise iki durum soz konusudur:
1. Durum:
G/(222 c oo 20xk+1xk+2xk+3 ’. ) = Y2Y3Ys - - - YeYk+1--- = 00... 02yk+lyk’+2yk+3 ce
0, T; = 2
vyi=< 1, ;=1 (i >k+1)
2, T; = 0
2. Durum:
G'(222 ... 210 1 Tpy2 T3 - ) = YoUsYa - - - YUkt - - - = 00 ... 02y 1Yk 2Yki3 - - -
O, T; = 2
yi=< 1, ;=0 (i>k+1)
2, Ty = 1
olur.
Kanat. Ispat, Onerme 4.3.1 ve 4.4.1’in ispatina benzer yolla yapilir. O

Uyar1 4.4.7. (S,d) kompakt metrik uzay ve F, G, T strekli fonksiyonlar oldugun-
dan {S; F'}, {S; G} ve {S;T} dinamik sistemleri ayni zamanda Li-Yorke anlaminda

da kaotiktir (Bkz. [16]).
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Bu béliimde Sierpinski ii¢cgeni iizerinde farkli katlama doniigiimleri kullanilarak
cok sayida dinamik sistem tanmimlanmistir. Ayrica Onerme 4.4.6'da goriilmiistiir
ki aym katlama doniigiimlerinin sadece siralar1 degigtirilerek dahi farkli dinamik

sistemler elde etmek miumkindiir.
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5. SIERPINSKI TETRAHEDRONU UZERINDE ICSEL METRIK VE
KAOTIK DINAMIK SISTEM INSASI

Sierpinski tetrahedronu (ST'), 3D fraktallarin klasik 6rneklerinden bir tane-
sidir. Aslinda bu fraktal Sierpinski {icgeninin 3—boyuta tasinmig hali olarak da
diisiiniilebilir. Sekil 5.1’de goriilecegi iizere bu kiimenin ingasi icin ilk 6nce diizgiin
bir dortyiizli ele alinir, daha sonra bu yapidan dort kiigiik diizgiin dortyiizli elde
etmek icin kenarlarin tam orta noktasindan gecen kiiciik parga cikarilir. Ayni adim-
lar diger kiiciik diizgiin dortyiizliiler icin tekrar edilir. Bu iglemler sonsuza kadar

devam ettirildiginde Sierpinski tetrahedronu elde edilir.

0. Adim 1. Adim 2. Adim 3. Adim ST

Sekil 5.1: Sierpinski tetrahedronunun ingast

Bu béliimde kége noktalarn Py = (0,0,0), P, = (1,0,0), P, = (

(3, \/?57 \/?g) olan Sierpinski tetrahedronu ele ahnmgtir (Bkz. Sekil

1 1 1
fO(xvyvz) - (5%59752)

18.0) ve Py =
5.2).

1 11 1
filz,y,z) = (—1"1‘5,5?/752)
1 11 V31
folz,y,2) = (51"1‘17594‘?752)
+

1
f3($7y72) = <§x+_7_y+_7§’2

olmak iizere Sierpinski tetrahedronu, {R3: fo, f1, f2, f3} YFS'nin atraktorii olarak
ifade edilir. Yani

3
ST = J £i(ST)
=0
olur.
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P,

1

Sekil 5.2: Sierpinski tetrahedronu

5.1. Sierpinski Tetrahedronu Uzerindeki Noktalarin Kod Gosterimleri

Literatiirde, farkl fraktallar {izerinde bir¢cok metrigin tanimlandig: bilinmektedir
(Bkz. [6,7,12,14,22,24-28]). Bu boliimde Sierpinki tetrahedronunun iizerindeki
noktalarin kod temsilleri kullanilarak tanimlanmig olan bir i¢sel metrik formiilii veri-
lecektir. Ancak bunun i¢in 6nce Sierpinski tetrahedronu iizerindeki noktalarin kod
temsillerinden ve kod kiimesinden bahsedilecektir.

STy, STy, ST, ve ST; sirasiyla ST'nin sol alt, sag alt, arka alt ve iist parcalarini

belirtmek tizere;

STy = {0asaszay ... | a; € {0,1,2,3} vei =2,3,4,...},

STl = {1@2@3@4... | a; € {0,1,2,3} ve 1 = 2,3,4,...},
ST2 = {2@2&3@4... | a; € {0,1,2,3} ve 1 = 2,3,4,...}7

ve

STy = {3asazay ... | a; € {0,1,2,3} ve i =2,3,4,...}
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seklinde tanimlansin. Agikca goriiliir ki ST'; STy, STy, ST; ve STj kod kiimelerinin
birlegimi geklindedir:
ST = STy U STy U ST, U ST;.

Benzer gekilde STy’1n sol alt, sag alt, arka alt ve iist parcalar ise sirasiyla

SToo = {00azay ... | a; € {0,1,2,3} ve i = 3,4,5,...},

STy = {0lazay ... | a; € {0,1,2,3} ve i = 3,4,5,...},
SToe = {02a3ay ... | a; € {0,1,2,3} ve i = 3,4,5,...},
ST032{03CL3(14... |ai€{0,1,2,3} Vei:3,4,5,...}

ile gosterilir. STy kiimesi STy, STo1, SToe ve STps kod kiimelerinin birlegimi sek-
lindedir. ST7, ST5 ve ST3 kod kiimeleri de benzer sekilde tanimlanir.

Sekil 5.3: ST, ’'nin ST,9, STy1, STyo, STy3 alt Sierpinski tetrahedronlar:

Genel durumda, Vi € N ve a; € {0, 1,2,3} olmak iizere sabit ajas ... a1 i¢in

STaras..a,_, klimesinin sol alt, sag alt, alt arka ve iist parcalar1 sirast ile ST5,45. 4,0,
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STaras...an11s Slaras...an_12 V€ STy ay. a3 Olarak tanmmlanir. ¢ = ajaq...ax_; ile
gosterilmek iizere, ST, nin sol alt, sag alt, arka alt ve iist parcalar sirasiyla ST,
ST,1, STyo ve ST,s ile ifade edilir (Sekil 5.3’te bu alt tetrahedronlar sirasiyla mavi,
yesil, sar1 ve kirmiz1 renk ile belirtilmigtir). Agk¢a goriilir ki, ST, ST nin kiigiik

bir alt tetrahedronudur ve
SToa, = {oarari1apsa... | a; €{0,1,2,3} vei=k,k+1,k+2...}

kiimelerinin birlegimine egittir.
ST’nin aym seviyedeki herhangi iki alt tetrahedronunun kesigimi tek bir nokta

verir. Bu kesigim noktalar:
ST() N STl = {K}, STl N STQ - {L}, ST() N ST2 - {M},

STy N ST; = {QY, ST\ N STy = {R}, ST, N ST; = {S}

olarak adlandirilsin. Genel durum icin bakildiginda S7,,, kiimelerinin herhangi iki

tanesinin kesigimi de tek bir nokta verecektir:
STO’O N STal = {Ka}a STal N STUQ = {LU}7 STO’O N STUQ = {Ma}a

ST,0NSTys ={Qs}, STy NST,3 ={R,}, STyoNST,3 ={5,}

(Bkz. Sekil 5.3).
Simdi kod kiimeleri yardimiyla ST iizerindeki herhangi bir noktanin kod gosteri-

minden bahsedilecektir. Yukarida yapilan tanimlardan yola cikilarak
SToy, STaras, STarasass - > STayag...ans - - -

kiimelerinin ST, D ST, 0, O STajasas 2 -+ D SThjay..a, O --. yani ig ice gegmis
kod kiimeleri oldugu aciktir.

Cantor ara kesit teoreminden

ﬁ STa1a2---ak = {A}

k=1
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elde edilir. Yani bu sonsuz kesisim ST" iizerinde bir A € ST noktasini verir. A € ST
noktasi, n € N i¢in a, € {0,1,2,3} olmak iizere ajas...a,... ile ifade edilsin.
Bu sonsuz aias . ..a, ... dizisine A noktasinin kod gosterimi denir. Eger A noktas
ST, min aym seviyedeki herhangi iki alt tetrahedronunun kesigim noktasi ise bu
nokta a, f € {0,1,2,3} ve a # [ olmak iizere ofacaa... ve cafpB5p ... olacak
sekilde iki farkh kod gosterimine sahiptir.

Ornegin Q,, ST,y ve ST,5 kiimelerinin kesisim noktasidir, ayrica
STOO D) Sngg D) ST0033 O...D ST00333”.3 O,

Sng D Sngo D) Sngoo D...D ST03000...0 DR

i¢ ice gecmig kiime dizileri oldugundan @), noktasi 003333 ... ve ¢3000. .. seklinde
iki farkl kod gosterimine sahiptir.

Eger A € ST aym seviyedeki herhangi iki alt tetrahedronun kesigsim noktasi
degilse tek bir kod gosterimine sahiptir. Ornegin; 0 = 000..., 02 = 020202...
ve terimleri diizenli tekrar etmeyen noktalar tek bir kod gosterimine sahip iken
01 = 0111... ve 1230 = 123000... noktalan iki farkh kod gosterimine sahip olup
bu noktalarm diger kod gdsterimleri sirasiyla 10 = 1000... ve 1203 = 120333 ...

seklindedir.

5.2. Sierpinski Tetrahedronu Uzerinde igsel Metrik in§a51

Sierpinski tetrahedronu iizerindeki noktalarin kod temsilleri kullanilarak, ST
iizerindeki herhangi iki nokta arasindaki en kisa yolun uzunlugunu veren i¢sel metrik

agagidaki gibi tammmlanmigtir:

Teorem 5.2.1. ¢ = 1,2,... k — 1 i¢in a; = b; ve ap # by olmak tizere A €
ST ve B € ST keyfi noktalarinin kod gosterimi siraswyla aqas . ..ag_1akapsq ... ve
biby ... bg_1bgbriq ... olsun.

ay # ¢ 7 by ve ay # dy, # by ve ¢ # dy (@i, by, o, di, € {0,1,2,3}, i =1,2,3,...)

ve

26



0, a; = bk 0, bl = dg
Q; = 5 62 = s

1, a; # by 1, b # ay

0, a;, =cp 0, b, =cp
Yi = ) 51 - )

L, a; #c L, b # c

O, a; = dk O, bz = dk
¢i = ) PYi =

L, a; #dy L, b # dy

olmak tizere A ile B arasindaki en kisa uzaklhigr veren formiil

. —~ o+ 6 1 | i+ ¢
d(A,B):mln{Z 5 ’ﬁjLZ 5 ’2_k+z 5 (5.1)

i=k+1 i=k+1 i=k+1
olarak tanimlanir.

Kamit. 0 = ajas...a_1 olmak iizere A ve B noktalarinin kod gosterimleri sirasiyla
OQkAk+1 - . . Ve obpbiyy ... olarak ifade edileceginden A € ST,,, ve B € STy, oldugu
aciktir. A ile B arasindaki en kisa yollar ST,,, N ST,;, noktasindan ya da (ST, N
STye, ) (STop, NSTye, ) veya (STpa, NSTya, ) (STsp, NSTha, ) dogru parcalarindan geger
(Bkz. Sekil 5.4, Sekil 5.5).

P, £,
ST, ST,
ST ,NST
ST, NST,
4 Y4
4 k,
P
F, B P, o
ST,, N ST, Pal £

Sekil 5.4: a;, = 0 ve by = 1 i¢in swaswla K, noktasindan ve Q,R, dojfru parcasindan
gecen en kisa yollar
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STya, N STy, noktasindan ve (ST,a, N STy, ) STy, N STy, ) dogru pargasindan
gecen en kisa uzakligi veren durumlarin ispati [24]te Sierpinski ii¢ggeni iizerinde
tanimlanan igsel metrigin ingasinda yer alan durumlardakine benzer yolla yapilir.

Bu ispatta sadece (ST a, N STy, )(SToy, N ST,a,) dogru parcasindan gegen yol
incelenecektir. A ile B noktasit arasindaki (ST,q, N STy, )(STos, N STha,) dogru
parcasindan gecen en kisa yolun uzunlugunu hesaplamak icin A noktas: ile ST,,, N
ST,4, arasmdaki en kisa yollarin, B noktasi ile ST, N ST,4, arasimndaki en kisa
yollarin ve STy, N ST,4, ile ST, N ST,4, arasindaki dogru parcasinin uzunlugu
hesaplanacaktir (Bkz. Sekil 5.5). ST,,, N ST,q, ve STy, N STyg, arasindaki dogru
parcasinin uzunlugu ST, nin k. adimdaki alt tetrahedronunun bir kenarinin uzun-
luguna esit olup bu uzunluk %’dlr.

P3

(02

ST

(o}
Foo A ST ST,
B
£
ST  NST,
£,

Sekil 5.5: ar =0 ve by = 1 igin MsL, dogru parcasindan gegen en kisa yol

ap # ¢ # by ve ap # d # by ve ¢ # dj oldugu bilinmektedir. Ik olarak A

noktasi ile ST,,, N ST,4, arasindaki en kisa yollarin uzunlugunu hesaplansin. Eger

ap+1, ak, bk veya cp’dan birine egit ise elde edilir. Bu uzunlugu 73 olarak

ok+1

1
tanimlayalim. Bu durumda 7T = Yy olur. Eger ay,1 = dj ise T} = 0 olur. Benzer
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terimi eklenir. Yani

sekilde eger apio, ap, by veya ci’dan birine egitse Ti’e

9k+2
1
Ty =11 + Y olarak tanimlanir. Aksi durumda ise T, = T} olur.
Genel olarak eger ap.;, © = 2,3,4,... icin ay, by veya c,’dan birisine egit ise

1 1
T, e, Py eklenir, boylece T; = T;_; + —— elde edilir. Eger ay.; = dj. ise T; =

k+i

T 4 011121". Benzer igslemler B ve ST, N Sg}dk arasindaki en kisa yollarin uzunlugu
hesaplanirken de gecerlidir. ¢ = 2,3,4, ... igin eger by;, ax, by veya c;’dan birisine
esit ise # eklenir, eger by,; = dj ise toplama bir sey eklenmez. Sonug olarak
i=k+1,k+2k+3,...0c¢in ¢; ve p; terimleri ve (5.1) ifadesinde yer alan son
toplam bulunmus olur.

]

Uyar: 5.2.2. (5.1) ifadesinde verilen i¢sel metrigi ozetlemek gerekirse buradaki ilk

toplam olan O‘zi, STya, N STy, noktasindan gegen en kisa yolun uzunlugunu
i=k+1

verir. Ikinci ifade 2% + io: 721 ise STyq, N STy, ve STy, N ST, noktalarin-
dan gegcen en kisa yolur;:Zer;nlug’unu verir ayrica buradak: 2% uzunlugu (STyq, N
STye, ) (STop, N STye,) dogru parcasinin uzunluguna esittir. Son olarak (5.1)’deki
2% + i ‘t’% degeri ise STyq, N STy, ve SToy, N ST,q, noktalarindan gegen en
kisa ;ZZIL vzunlugudur ve buradaki 2% degeri (STya, N STya, )(STop, N ST,a,) dogru

parcasimin vzunluguna egitlir.

Uyar15.2.3. (5.1)’de tanwmlanan metrik noktalarin kod temsillerinden bagimsizdar.
Bu durumun ispats, Saltan vd. tarafindan [24[’te verilen Onerme 3.2°nin ispaty ile

benzer sekilde yapilir.

Agagida verilen 6rnekler ST {izerinde iki farkli nokta arasindaki en kisa uzakligin

nasil hesaplandigini gosterir:

Ornek 5.2.4. A ve B, ST iizerinde iki nokta olsun. Bu noktalarin kod gosterimleri
suraswyla 033000. .. ve 1333000. .. ise d(A, B) =7

Verilen noktalarin ilk terimleri farkhder, yani k = 1 i¢in a; # by olur. Bu
durumda i = 2,3,4,5,...icina; =1, fo =03 =04 =1vei=05,6,7...14¢cin 3; =0
bulunur. Diger taraftan c, = 2 olarak segilirse v = 2,3,4... i¢in v; = 1 ve §; = 1
bulunur. Son olarak d, = 3 olacagindan ¢y = ¢p3 = 0 vei = 4,5,6... i¢in ¢; = 1
olur. Ayrica oo = p3 =y =0wvei=25,6,7... icin p; = 1 olacagindan
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o0

Zai—i-ﬂi_1+1+1+1+1+1+1+0+1+0+ 15
~ 2 2 23 21 25 20 16
1l &=~y +6 1 141 141 3
2Pl Tty TS
ve
1 ~~¢itpi 1 040 040 1+0 1+1 1+1 1
§+; 5 o 2 o TTar Ty T TG

bulunur. A ve B noktalar: arasindaki en kisa uzaklik

15 3 11 11
oA B =m0 2 1 _ 11
16°2° 16 16
olarak bulunur. Bu durumdaki en kisa yolun ap = 0,b, = 1 ve d, = 3 olmak tizere

(STpa, N STha, ) (STop, N STha,) dan gegen yol oldugu gorilir (Bkz. Sekil 5.4).

Ornek 5.2.5. A ve B, ST izerinde iki nokta olsun. Bu noktalarin kod temsilleri
srasiyla 0320 ve 3213 ise d(A, B) =7

Verilen noktalarin ilk terimleri farklhdur, yani k = 1 i¢in a1 # by olur. Ayrica
ay = 0wvei=3,4,5,...10cina; =1 wvei = 2,3,4,... icin ise B; = 1 bulunur.
Diger taraftan ¢, = 1 olarak alinirsa i = 2,3,4... icin v; = 1 ve 69 = 1, 03 = 0,
1 =4,5,6... i¢in ise 0; = 1 bulunur. Son olarak d, = 2 olacagindan i = 2,4,6. ..
igin ¢; =1 vet1=3,5,7...1¢in ¢; = 0 bulunur. Ayrica po =0 ver1=3,4,5... i¢in

w; = 1 olur. Buradan

o0

Z&i+ﬁi_0+1+1+1+1+1+1+1 3
&~ 2t 23 24 25 4
1+§:%+6i_1+1+1+1+0+1+1+1+1+1+1+ IRt
2 & 2 2 22 23 24 25 26 N
ve
1+§:¢i+90i_1+1+0+0+1+1+1+0+1+1+1+0+1+ 13
2 & 2 2 22 23 24 25 26 27 12
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olur. A ve B noktalar: arasindaki en kisa uzaklik

(3 11 13 3
d,8) =min {3, 5.5} =3

olarak bulunur.

igsel metrigin geometrik bir 6zelliginin incelenmesi
Sierpinski ii¢geni {izerindeki keyfi bir noktanin, bu noktanin bulundugu alt Sier-
pinski licgeninin biitiin kése noktalarina olan uzakliklari toplami daima sabittir. Bu

durum Saltan vd. tarafindan [24]'te agagida verilen 6nerme ile ifade edilmigtir:

Onerme 5.2.6. Keyfi birn € N igino = ajay. .. a, vea; € {0,1,2} olmak tizere S,,
S'nin herhangt bir alt Sierpinski ticgeni ve Pyy, Py1, P,o ise S, ’nin kise noktalar

olsun. S, tzerindeki keyfi bir P, noktasi i¢in

1
2n71

d(P0'7 PO'O) + d(P0'7 Pal) + d(Paa P0'2> =

elde edilir.
Bu durum Sierpinski tetrahedronu i¢in agagidaki 6nerme ile ifade edilir:

Onerme 5.2.7. Herhangi bir n € N i¢in 0 = ajas . ..a, ve a; € {0,1,2,3} olmak
tizere ST, ST nin bir alt Sierpinski tetrahedronu ve P,g, P,1, P,y ve P,3 ise ST, nin

kése noktalar: olsun. ST, tzerindeki herhangi bir P, noktasi i¢in

3
d(PU, Po-(]) + d(Pg, Po‘l) + d(PU, Po-g) + d(Po-, P0'3> = 2_n (52)

olur.

Kanit. 0 = ajas...a, olmak iizere ST,, ST'nin bir alt Sierpinski tetrahedronu

olsun. ST, nin P,y, P,1, P,, ve P,3 koge noktalarinin kod gdsterimleri sirasiyla

P,y = ¢0000...
P, = oll1l1...
P,y = 0222...
P, = 0333...
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olarak ifade edilir. z; € {0, 1,2, 3} olmak iizere P, = 0xp11Zpya. .., ST, iizerindeki
keyfi bir nokta olsun. z,,; = 3 ise (diger durumlar benzer gekilde ispatlanir) P,
P,y ve P,y’nin (n 4+ 4)’inci (i = 2,3,4...) terimleri P,’nin x,; teriminden farkli

oldugundan

1 1 1
d(Po'ypo'l) 2 2n+1 ve d(Po'7P0'2) >

d(P,, P,y) > > oot

- 27’L+1’

esitsizlikleri elde edilir.

Eger 2,10 = 3ise P,'nin x,, 1o terimi P,g, P,y ve Pyo'nin (n+1)’inci terimlerinden
farkl oldugundan
1 1 1 1 1 1

Zﬁ—i_W? d(P07P01)> + ve d(PU,P02)> —+

d(Pm PUO> = 9n+l on+2 — 9on+l on+2

esitsizlikleri elde edilir.

Eger i = 3,4,5,... icin x,,.; = 3 durumu benzer sekilde incelenirse
1+1 1+1 1+1 1
d(FPy, Poo) = ont2 r on+3 ™ ontd +'”:2_n7
1+1 141 1+1 1
d(Fy, Prr) = on+2 - on+3 - on+4 +"':2_n’
1+1 141 1+1 1
d(Fy, Bpy) = ont2 ™ on+3 + ont4 +"':2_n’

d(P,,P,3) = 0

elde edilir ve z,; = 3 (i = 1,2,3,...) 6zel durumu igin (5.2) denklemine ulagihr.
Buradaki P, noktasi olarak P,3 yerine ST, nin diger kése noktalari olan P,y, P,y
veya P,o’den birisi secilirse benzer gekilde (5.2)’de verilen denklem elde edilir.

s = 1,2,3... i¢in z,,s # 3 olacak sekilde en az bir s oldugu kabul edilsin.

Genelligi bozmaksizin z, s = 0 olarak alimabilir. Bu durumda P,’nin z, s terimi

i=1,2,3,... olmak iizere P,3’iin (n + s+ 7)’inci terimlerinden farkhdir. O halde
141 141 041 1 1
d(P‘T’ P‘TO) =  9on+t2 T on+s—1 on+s + on+s+1 + on+s+2 +oe= A’
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1+1 1+1 1+1 1 1

d(Fy, Por) > on+2 T onis—1 T on+s T onstl + onts+2 +- =B,
1+1 1+1 1+1 1 1
d(Fy, Ppo) 2 ont2 T onis—1 T onts | ontstl - onts+2 toe=0
1 1 1
d(P,, P,3) > + + +--=D

- 2n—|—s+1 2n+s+2 2n+5+3
elde edilir.
Heri =1,2,3,...i¢in P,o, Py1, Pyo’nin (n+1)’inci terimleri ile P,3’iin (n+s)’inci

teriminden tam olarak ii¢ tanesi P, 'nin x,,, s, terimlerinden farklidir. Bundan dolay1

d(Pm PO‘O) + d<Pm Pal) + d(Poa Po2) + d<P<77 PUB)

toplamini hesaplayabilmek icin A, B,C' ve D’den yalnizca ii¢ tanesine her ¢ =

1,2,3,... icin terimi eklenir.

2n+s+i

d(Pcn PO'O) o d(PU» Pal) + d(Paa PO'2> + d(-Pay PU3)

toplam1 A, B, C, D ve

14141 14141 14141
2n+5+1 2n+s+2 2n+s+3

terimlerinin toplami geklinde oldugundan

3
d<P07PUO)+d(P07Pcrl>+d(Pa7P02+d(PU7PJ3) :2_71

ifadesine ulagilir. Benzer yolla diger durumlarda ispatlanir.

O

Uyar1 5.2.8. Keyfi birn € N i¢in 0 = ajasy ... a, ve a;, w € {0,1,2,3} olmak dizere
STy, ST nin bir alt Sierpinski tetrahedronu ve P,y, Py, Py, P, ise ST, nin kise

noktalary olsun. Eger P,, ST, nin keyft bir noktass ise

0, ai:b 0, bi:a
Q; = * Bi = ’

L, a; # by ’ L, b # ay 7

olmak vzere

63



o0

AP Pr)= > & + b

)
i=k+1

olur. Yani bir noktanin, bu noktanin bulundugu alt Sierpinsk: tetrahedronunun kdse

noktalarindan birisine olan en kisa uzaklige her zaman (5.1) deki ilk toplama egittir.

5.3. Sierpinski Tetrahedronu Uzerinde {ST;F} Kaotik Dinamik Sis-

teminin Ingasi

Dérdiincii béliimde Sierpinski iiggeni iizerinde genigleme ve katlama doniigiimleri
kullanilarak farkli kaotik dinamik sistemler inga edilmisti. Bu bdéliimde ise Sierpinski
tetrahedronu iizerinde dortliik taban kullanilarak bir dinamik sistem inga edilecek
ve kod kiimesi iizerinde bu dinamik sistemin kaotik oldugu gosterilip periyodik nok-

talarinin hesaplanmasi i¢in bir algoritma verilecektir.

Onerme 5.3.1. XY € ST noktalarinan kod gosterimleri siraswyla x1xos. .. ve
Y1YoYys3 - . . olsun. Bu durumda her i = 1,2,3,... ve x;,y; € {0,1,2,3} icin y; =
Tiv1 + x1 (modd) olmak dzere F(X) = Y seklinde tanwmlanan F : ST — ST

fonksiyonu Sierpinski tetrahedronunun kod kiimesi tizerinde bir dinamik sistemdir.

Kanit. F fonksiyonunun S7T'nin kod kiimesi {izerinde iyi tanimli oldugu gosterile-
cektir. Eger X € ST yalmz tek bir kod gosterimine sahip ise F'(X)'te tek bir
kod gosterimine sahiptir. «a,8 € {0,1,2,3} ve a # [ olmak iizere X noktasi
T1ToX3 ... TpaBBP ... ve x1xaxs ... xpfaaa. .. olacak sekilde iki farkli kod gosteri-

mine sahip olsun. Bu durumda

F(3719€23U3 LxpafBBB .. ) = U1Y2Y3 - - - YnYn+1Yn42 - - -

F(xrixoxs .. . xpfaca...) = 212023 . . . ZnZnt1%n42 - - -

olmak iizere v1Y2Ys3 ... YnYnt1Ynto - .. V€ 212223 ... ZnZnt12nto - - - NOKtalarinin ayni
nokta i¢in birer kod gosterimi oldugu gosterilmelidir.

F’nin tanimindan ¢ = 1,2,3,...,n — 1 icin
Yi =2, =11 + Tit+1 (mod4)
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elde edilir. Ayrica ¢ =1,2,3,... i¢in,

Yn = x1 + @ (mod4),

Ynti = 11+ B (mod4),
zn =11 + B (mod4),
Znti = 21 + a (mod4)

olur.
i =1,2,3,...,n—11i¢in z; + x;41 = s; (modd) ve 1 + @ = 7 (mod4) ve

1+ =90 (mod4) olsun. Bu durumda

Y1Y2Y3 - - - YnYnt1Ynt2 - - - = 515253 ... Sp—17000 . ..

ve

212923+« - ZnZna1%ni2 - - - = S15983 .. . Sp_10YYY - . -

olur. Burada v # 0 oldugundan bu noktalar ayni noktanin farkh kod gosterimleridir.

]

Onerme 5.3.1’den yola cikilarak ST iizerindeki kod kiimelerinin F altindaki
goriintiileri agagidaki gibi bulunur:
Durum 1: Eger x; = 0 ise F(STy) = ST, F(STw) = STy, F(STn) = ST,
F(STy) = STy ve F(STy3) = ST olur. Benzer gekilde, STooo, SToo1s SToo2, SToos
STor0, STorr, STor2, SToiz, STo20, STo21, STo22, STo23, SToz0, STos1, STos2, SToss
kiimelerinin F' altindaki goriintiileri sirasiyla STy, STo1, SToz, STos, STio, SThi,
STha, STz, STy, STh1, SThe, SThs, ST30, ST51, STs2, ST33 olur.
Durum 2: Eger x; = 1 ise F(STy) = ST, F(STy) = ST, F(ST11) = STy,
F(ST2) = ST3 ve F(STy3) = ST, olur. Ayrica STioo, STio1, ST102, ST103, STi10,
SThi1, STie, SThis, ST, STiar, SThoa, STias, STigo, SThs1, STise, STiss kiimelerinin
F altindaki goriintiileri sirasiyla STy, STis, STi3, STig, STo1, STh, SThz, STy,
STy, STso, STs3, STs, STo1, STha, STz ve STy olur.
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Durum 3: Eger z; = 2 ise F(STy) = ST, F(STy) = ST, F(STy) = STs,
F(STy) = STy ve F(STes) = ST olur. Ayrica SThg, STa01, ST202, ST203, STo10,
STo11, STo1a, STo13, STaz0, STo21, STa22, ST23, STo30, ST231, ST232, ST233 kiimelerinin
F altindaki goriintiileri sirasiyla STbhe, STbs, STsg, STy, STs, STs3, STs9, ST51,
STz, SToz, STog, STo1, STha, STis, STy ve ST seklindedir.

Durum 4: Eger x; = 3 ise F(ST3) = ST, F(STs) = ST3, F(ST3) = STo,
F(STs) = STy ve F(ST33) = ST; olur. Ayrica STs00, ST301, ST302, ST303, ST310,
ST311, ST312, ST313, ST320, ST321, ST322, ST323, ST330, ST331, ST332, ST333 kiimelerinin
F altindaki goriintiileri sirasiyla ST33, ST30, ST31, ST32, STos, SToo, STor, SToha,
STz, STy, STi1, STha, STos, SToy, STy ve STy geklindedir.

{ST; F'} dinamik sisteminin periyodik noktalarini veren algoritma
Bu boliimde F’nin periyodik noktalarimi veren genel bir formiil elde edilecektir.
Sierpisnki tetrahedronu iizerinden kod gésterimi ajasas . .. ay . . . seklinde olan bir A

noktasi alinsin. Bu noktanin F' fonksiyonu altindaki goriintiisii

F(ajasag...a...) = (a1 +a9)(ar +as)(ar + aq) ... (a1 + agyq) - .. (mod4)

olarak bulunur.

Ayn1 noktanin bu sefer F2 = F o F fonksiyonu altindaki goriintiisii mod 4’e gore

(2@1 + as + CL3>(26L1 “+ ag + CL4) . (2(11 + ag + ak+1) R

olur.
Bu durum genellegtirilirse herhangi bir n € N (n > 2) icin A noktasimin kod

gosteriminin F™ altindaki goriintiisii mod 4’e gore

(2an-1 + an + apy1)(2an-1 + ap + api2) - (2001 + Qp + Qpag) - -

ifadesine denk olur. O halde F’nin herhangi bir n—periyotlu (n > 2) noktasim

hesaplamak igin F™(ajasas...ag...) = ajasag. .. ay ... yani

2a, 1 + ap + apip = ar (mod4) (5.3)
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denklem sisteminin ¢oziimii aranmalidir.

F(A) = A egitliginden F'nin dort adet sabit noktasi oldugu goriiliir. Bunlar;

e0 =0000..., 1032 =10321032..., 20 =202020..., 3012 = 30123012...

olarak bulunur.

(5.3) denklemi kullamilarak F’nin 2—periyotlu noktalar

013023120, #0220, 12, 01302312, 11223300, 2200, 21100332,

023300112, 03102132, 31021320, 32, 33221100

seklinde bulunur.

Benzer sekilde F'nin 3—periyotlu baz1 dongiileri:

{312,012

—_
)
—
—
—_
W
\.M
[©)
\’l\D
)
(@)
—
—
[\
—_
)
w
o
vO
w
)
—

{121010303232, 321210103032, 101030323212},

{031102213320, 311022133200, 003110221332}

4—periyotlu baz1 dongiileri:

{1312, 0232, 2320, 1020}, {2112, 3300, 2332, 1100},

{21020320, 32021020, 13103132, 02102032}

d—periyotlu bazi1 déngiileri:

{11220, 23312, 11300, 20112, 23300}, {23012, 12300, 30112, 30012, 33012},

{02120, 21200, 30220, 31132, 00212}

ve 6—periyotlu bazi déngiileri:

{132112, 032232, 322320, 112132, 232032, 102100},
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{320120, 130132, 012032, 120320, 310312, 032012}
seklinde bulunur.
Teorem 5.3.2. {ST; F'} dinamik sistemi Devaney anlaminda kaotiktir.

Kanat. {ST; F} dinamik sisteminin kaotikligini gostermek igin Teorem 5.2.1°de
ST’nin kod kiimesi {izerinde tanimlanan icsel metrik kullanilacaktir. Ilk olarak F’nin
baslangi¢ noktalarina hassas bagimh oldugu gosterilsin. Yani en az bir € > 0 vardir
oyle ki her X € ST ve her 6 > 0 i¢in d(F"™(X), F"(Y)) > e olacak sekilde bir
Y € B(X,0) noktas: ve n > 0 tam sayist bulunmahdir. ST {izerinden kod gosterimi
X1To ... Tp_1TkTky1 - - . olan keyfi bir X noktasi alinsin. Her ¢ igin 2,%2 < ¢4 olacak
sekilde £ € N bulunur. : =k, k+1,k+2,...icin y; # x; olacak gekilde kod gosterimi

T1T ... Tp_1YrYrr1 --- olan Y € ST noktasi alinsin. Bu durumuda

1

d(X,Y) < 5

<9

olur.

X noktasinin F¥~! altindaki goriintiisii £ > 2 icin mod 4’e gore

(20p—2 + 1 + 2) (2282 + Tpo1 + Thg1) - - (2Tp—2 + Tpo1 + Top—1) . ..

olur. Aym sekilde Y noktasmin F*~! altindaki goriintiisii ise k& > 2 icin mod 4’e

gore

(2x—2 4+ Tp—1 + Yr) (2T—2 + Tp—1 + Yrt1) - - - (2Tp—2 + Tp—1 + Yor—1) - - -

olur. zp # yi oldugundan F**(X) ve F*1(Y) noktalarinin kod temsillerinin ilk
terimleri farklidir. Ayrica, i =k + 1,k + 2,k + 3, ... icin y; # ;. oldugundan dolay1
F¥=1(Y") noktasmin kod gdsteriminin diger terimleri de F*~!(X) noktasmmn kod

gosteriminin ilk teriminden farkhdir. Boylece

d(F*H(X), FFH(Y) >

DN | —

olur ve istenilen sonuca ulagilir.
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Eger F topolojik gegigken ise U ve V', (ST, d) metrik uzaymin bogtan farkli agik
alt kiimeleri olmak iizere

UNF"(V)#0

olacak gekilde bir n € N eleman1 vardar.

UveV, (ST,d) metrik uzayimin bogtan farkh keyfi agik alt kiimeleri olsun. S7’de
kod gosterimi ajas . ..ag_1axag,1 ... olan bir A noktasi ve B(A, 2,%1) C U olacak
sekilde bir k dogal sayis1 vardir. Acikca goriiliir ki her i = k+1,k+2,k+3,... icin
z; € {0,1,2,3} keyfi olmak iizere B(A, ) kiimesi

/ R .
U' ={aay ... apTp10k2Tkes ... | a1, az,as,...,a;’lar sabit}

olacak gekilde ST’nin bir alt Sierpinski tetrahedronunu icerir. Bu U’ kiimesindeki

noktalarin F* altindaki goriintiileri her s = 1,2,3, ... icin
{(2a_1 + a + Tx11)(2ap_1 + ag + Tpro) ... (2ap_1 + ag + xTox) ... | Ty ler keyfi}

oldugundan F*(U’) = ST ve F*(U) = ST elde edilir. Yani U ve V, ST’nin bogtan

farkli alt kiimeleri olmak iizere
FFUYNV # ()

olacak gekilde £ € N bulunur.

F’nin periyodik noktalar1 ST’de yogun ise, ST’deki herhangi bir noktaya yete-
rince yakin periyodik noktalar vardir. Keyfi bir A € ST noktas1 ve A € U olacak
sekilde keyfi bir U C ST acik kiimesi alinsin.

Bu durumda B(A, 2k_1_1> C U olacak sekilde £ € N vardir. d metriginin tanimin-
dan,t1=1,2,...,kvej=k+ 1,k +2,... olmak iizere

1
U' ={a1as... aprpi12k42 ... | a;'ler sabit ve z;’ler keyfi } C B(A, F)

elde edilir. Goriiliir ki {ajas ... axTri12hso ...} kiimesinin F* altindaki goriintiisii

{(Q(Ik_l + ag + xk+1)(2ak_1 + ag + $k+2) c. (Zak_l + ag + l’gk) .. }
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kiimesine esittir. Her j =k + 1,k + 2,k + 3, ... i¢in x;’ler keyfi oldugundan

2ax_1 + a + Tx41 = a1 (mod4)

2ax_1 + a + Tpr2 = as (mod4)

2ax_1 + ag + Top = ay (mod4)

denklem sisteminin ¢éziimii vardir. Yani S7"°deki herhangi keyfi bir noktaya iste-
nildigi kadar yakin periyodik noktalar bulunabilir.
O

Uyar1 5.3.3. {0,1,2,3}Y kiimesinin belirledigi kod uzay iizerinde bircok dinamik
sistem tanymlanabilir.  Sierpinski tetrahedronu tzerinde tanvmlanan {ST;F} di-
namik sisteminin {0, 1,2, 3}/ béliim uzay tizerinde ifade edildigine dikkat edilme-

lidir. Bu uzay

d~d o = veya ¢,a,0€{0,1,2,3} ven € N olmak iizere

d=cieo...coafBBB..., " =ciea. .. cpfac. ...

seklinde tanimlanmastir. Sterpinski tetrahedronu tizerindeki noktalarin kod temsil-
leri kullanilarak ST dizerinde farkl dinamik sistem drnekleri de verilebilir. Ancak
bu dinamik sistemleri tamimlarken ST idzerindek: keyfi bir noktanwn farkl kod tem-
sillerinin fonksiyon altindaki gorintilerinin de yine ST fdzerindeki ayni noktaya
gitmesi gerektigine dikkat edilmelidir. Bu bolimde Onerme 5.3.1°de tanymlanan
ornek tzerinde durulmasinin sebebi F' fonksiyonunun iyi formiilize edilmis olmasidar.
Asaqidaki boliimde ST iizerinde tanvmlanan ve Onerme 5.3.17de verilen dinamik sis-

temle denk olan ve denk olmayan dinamik sistem drnekleri verilecektir.
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5.4. Sierpinski Tetrahedronu Uzerinde {ST; F} ile Denk Olan Bir Kaotik

Dinamik Sistem in§a31

Bu béliimde ST iizerindeki noktalarm kod gdsterimleri kullanilarak Onerme
5.3.1’de tamimlanan {S7T'; F'} dinamik sistemi ile denk olan bir dinamik sistem 6rnegi

verilecektir.

Onerme 5.4.1. X, Y € ST noktalarimin kod gdsterimleri siraswyla xix9x3... ve
Y1Y2ys - .. olsun. Bu durumda i = 1,2,3,... i¢in x;,y; € {0,1,2,3} olmak iizere
G : ST — ST fonksiyonu asagrdaki gibi tanimlansin:

1 =0 1se
0, zip1=1
L, zipn=2
G(Omow3...) = Y1yoys---,  Yi = 1 (i>1)
2, xyp1=3
\ 3, Tiy1=0
1 =1 ise
)
O) Tit1 = 0
L, zia=1
G(lzozs...) = 1YYz ..., Yi= (1>1)
2, Tit1 = 2
\ 3, Tig1=3
T, = 2 1ise
)
O, Tit1 = 3
L, 24a=0
G(2woxs...) = nYoys. .., Yi= (i>1)
2, Tit+1 = 1
3) Tit1 = 2
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T, = 3 ise

0, xip1 =2

17 Tit1 = 3 .
G(?).Z‘Q(L’g .. ) = Y1Yays ..., Y; = (Z Z 1)

2, 2ip1=0

3, Titr1 = 1

\

Bu durumda {ST; G} bir dinamik sistem belirtir.

Kanit. Kod gosterimi z1xo23 ... olan keyfi bir X € ST noktasi verilsin. z;’in 0,1, 2
veya 3 olma durumuna gore yukarida verilen dort kuraldan birisi uygulanir. Eger
X yalmz tek bir kod gosterimine sahip ise G(X)’te tek bir kod gosterimine sahip-
tir. a,8 € {0,1,2,3} ve a # [ olmak iizere X noktasi z12ox3...x,a860... ve
T1Tox3 ... xpfaaa ... olacak gekilde iki farkli kod gosterimine sahip olsun. Bu

durumda

G(T129%3 ... 2 BBB .. .) = Y1Y2Y3 - - YnYn+1Yn+2 - - -
G(rimexs .. . Tpfaca. ..) = 212923 . . . ZnZnt1%n42 - - -

olmak iizere y1y2ys3 . . . YnYnt1Ynt2 - - - V€ 212925 . . . ZnZn+12n+2 - - - DOktalarinin G(X)’in
farkli kod temsilleri oldugu gosterilmelidir.

x1 = 0 ise G'nin tanimindan ¢ = 1,2,3,...,n — 1 i¢in

Vi = 2 = T + 3 (mod4)

elde edilir. Ayrica ¢ =1,2,3,... i¢in

Yn = @+ 3 (mod4),

Ynti = P+ 3 (mod4),
zp = [+ 3 (mod4),
Znti = o+ 3 (mod4)
olur. 1 =1,2,3,...,n—1ligin s; = x;41 + 3 (mod4) ve a + 3 =~ (mod4), f+3 =
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9 (mod4) olsun. Bu durumda v # § olmak iizere

Y1Y2Ys - - - YnYn+1Yn+2 - - - = 515283
ve
Z1R2%3 ... Zpnlpni1”in42 ... — S15283
olur.
r1=1iset=1,2,3,...,n— 1 icin

Yi = 25 = Tij+1

elde edilir. Ayrica ¢ =1,2,3,... icin,

Yn = Q,
Yn+i = Ba
Zn = 57
Zpti = Q
olur.
Y1Y2Ys3 - - - YnYn+1Yn42 - . - = T2X3T4
ve
Z1R223 « - - BnRn+1”fn+2 - .- — LoX3Xy
elde edilir.
r1=21ise1=1,2,3,...,n—1igin

e 8p_177000 . ..

e S0 -

cXpafBBB ...

o Ty faaa. ..

Yi = 2 = Ti1 +1 (m0d4)

elde edilir. Ayrica ¢ =1,2,3,... i¢in,

Yn = o+ 1 (mod4),
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YUn+i = B + 1 <m0d4)>
zn =+ 1 (mod4),
Zpti = o+ 1 (mod4)

olur. i =1,2,3,...,n— 1ligin s; = z;41 + 1 (mod4) ve a« +1 =+ (mod4), f+ 1 =
d (mod4) olsun. Bu durumda v # § olmak tizere

Y1Y2U3 -+ - YnYni1Yni2 - - - = 515283 . .. Sp_17000 . ..
ve
212223+« « ZnZna1%na2 - - - = S15983 - . - Sp_10YYY - - -
elde edilir.
r1=31se1=1,2,3,...,n—11i¢in

Yi = 2 = Tip1 + 2 (mod4)

elde edilir. Ayrica ¢t =1,2,3,... i¢in,

Yn = a+ 2 (mod4),

Ynti = P+ 2 (mod4),
zn = [+ 2 (mod4),
Znti = o+ 2 (mod4)
olur. i = 1,2,3,...,n—1i¢in s; = z;41 +2 (mod4), i = 1,2,3,...,n — 1 ve

a+ 2=+~ (mod4) ve 42 =6 (mod4) olsun.

Y1Y2Y3 -+ - YnYni1Yni2 - - - = 515253 . .. Sp_17000 . ..

ve

Z1R223 « - . Bpnlpn+1”fn+2 ... — 815283 ... Sn—lé’Y’Y’Y Ce
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elde edilir. Burada da v # ¢ oldugundan bu noktalarin ayni noktanin farkh kod
temsilleri oldugu gosterilmis olur.

]

Uyar: 5.4.2. Vi € N i¢in x;, ©; € {0,1,2,3} olmak dizere X, X' € ST noktalarinin

., . L
kod gosterimleri siraswyla x1x973 . .. ve Tixhah . .. olsun.

VX € ST igin H : ST — ST, H(F(X)) = G(H(X)) olacak sekilde

0, 1’123
HX) =X =3 b =0 5.4
(X)=X', z;= , , (5.4)
, Ly =
3, IZZQ

fonksiyonu vardur.

Onerme 5.4.3. H : ST — ST, H(xyxox5...) = x'xhal ... olmak dizere (5.4)te

tanymlanan )

O, T; = 3

, 1, xTr; = 0 .
T; = 1=1,2,3,...
2, xI; = 1
3, T; = 2
\

fonksiyonu bir homeomorfizmadar.
Kanut. Ispat1 Onerme 4.4.3’tekine benzer sekilde yapilr. O]

Sonug 5.4.4. (5.4) ifadesinde tanimlanan H : ST — ST fonksiyonu VX € ST ig¢in
H(F(X)) = G(H(X)) olacak sekilde bir homeomorfizma belirttiginden {ST; F'} ve
{ST; G} dinamik sistemlerinin topolojik olarak denk dinamik sistemler oldugu sonu-

cuna ulagilr. Ayrica Onerme 2.4.11°%¢ gore {ST; G} dinamik sistemi de kaotiktir.

{ST; G} dinamik sisteminin periyodik noktalarinin incelenmesi

Sonug 5.4.4’ten {ST; F'} ve {ST; G} dinamik sistemlerinin topolojik olarak denk
dinamik sistemler oldugu sonucuna ulasilmistir. Buna goére bu dinamik sistem-
lerin periyodik noktalarinin sayist aynidir. Ayrica (5.4)’te tanimlanan H doénigiimi

yardimiyla F’nin periyodik noktalari bilindigi taktirde G’nin de periyodik noktalari
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kolaylikla bulunur. Buna gore F’nin sabit noktalar

0 =000..., 1032 =10321032..., 20 =202020..., 3012 = 30123012...
seklinde oldugundan G’nin sabit noktalar

oH(0) =1, eH(1032) =2103, eH(20) =31, eH(3012) =012

seklinde bulunur. Benzer gekilde G'nin 2—periyotlu noktalari

e[ (13023120) = 20130231, eH (0220) = 1331, H(01302312) = 12013023

o [ (03102132) = 10213203, eH(12) =23, eH(11223300) = 22330011

e [(2200) = 3311, eH(21100332) = 32211003, H(23300112) = 30011223

o H(31021320) = 02132031, H(32) =03, eH(33221100) = 00332211

olarak bulunur. Aymi gekilde G'nin diger periyodik noktalar1 da hesaplanabilir.

5.5. Sierpinski Tetrahedronu Uzerinde {ST;F} ile Denk Olmayan Bir

Kaotik Dinamik Sistem in§as1

Bu boliimde Sierpinski tetrahedronunun kod kiimesi iizerinde Onerme 5.3.1°de
tanimlanan {ST; F'} dinamik sistemi ile denk olmayan bir dinamik sistem &rnegi

verilecektir.

Onerme 5.5.1. XY € ST noktalarinan kod gosterimleri siraswyla x1xos3. .. ve
Y1Y2ys - - . olsun. Bu durumda ¥i = 1,2,3,... i¢in x;,y; € {0,1,2,3} olmak iizere
T : 8T — ST fonksiyonu asaqidaki gibi tanimlansin:

r1 =0 1se

T(OIQI‘g .. ) = ToX3%4 . ..
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1 =1 ise

T(1$2I3 .. ) =YNYy2ys..., Yi=

olur.
x1 = 2 ise dort farkl durum séz konusudur:

1. Durum:

T(222 k. . 2O$k+1$k+2$k+3 . . ) = Y1Y2Ys ...,

2.Durum:

T(222 Ce 21$k+1xk+2xk+3 .. ) = Y1Y2Yys ...,

3. Durum:

0, ziy1=3
1, Z; =0
(=3
2, Tip1 =2
3, Tit1 = 1
(
O, Tir1 = 2
]_7 Tit1 = 3
Yi =
2, i1 =0
[ 3 i =1
(
O, Tit1 = 2
1, Tiy1 = 3
Yi =
2, i1 =1
\ 3, i1 =0

T(22...23x... 00 1Tk 0Thas ) = Y1Y2Y3 - - -,

s < k i¢in x5 € {2,3} olmak tizere

(

0, Tir1 = 2

]_, Tit1 = 0
Yi =

2, rip1=3

3, Tip1=1
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4.Durum:

T(22...23x.. 10k 1Tp0Thes - .) = Y1Y2Y3 - - -,

s < k i¢in x5 € {2,3} olmak tzere

¢

0, Zip1 =2
]_7 Z; =1
i = ()
2, xip1=3
3, Titr1 = 0

\

Ayrica bu kurallara gire T'(2) =0, T(23) = ve T(232) = 20 elde edilir.

T = 3 18€
(
0, Tiy1 = 1
17 $i+1 = 3 .
T(B3xows...) =1YYs---, Yi= % (1>1)
27 Tit1 = 2
3, Tip1 =0

\

olur. Bu durumda {ST;T} bir dinamik sistem belirtir.

Kanit. Kod gosterimi x1zox3 . .. olan keyfi bir X € ST noktasi i¢in z;’in 0, 1, 2 veya
3 olma durumuna gore Onerme 5.5.1’deki yedi kuraldan birisi uygulanir. Eger X
noktasi yalniz tek bir kod gésterimine sahip ise T'(X)’te tek bir kod gosterimine
sahiptir. «, 8 € {0,1,2,3} ve a # [ olmak tizere X noktasi xixex3...x,aB060. ..
ve 12273 . .. ryfaaa ... olacak gekilde iki farkli kod gosterimine sahip olsun. Bu

durumda

001, 010, 002, 020, 003, 030, 012, 02T, 013, 031, 023, 032
110, 101, 102, 120, 103, 130, 121, 112, 113, 131, 123, 132

201, 210, 202, 220, 203, 230, 212, 22T, 213, 231, 232, 223
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ve

301, 310, 302, 320, 303, 330, 312, 321, 313, 331, 323, 332

noktalarinin incelenmesi yeterli olacaktir. Bu noktalarin, yukarida verilen durumlara

gore T fonksiyonu altinda goriintiileri

T(0T)= I, T(02)= 3,  T(03)= 3,
T(10)= 1, T(20)= 2, T(30)= 3,
T(12)= 2, TA3) = 0, T(23)= 3,
TeT) = 2, TED) = 0, 7T(32)= 2

olur. Ayrica

T(201) = 23, T(202)= 20, T(203) = 2T,
T(210) = 23,  T(220)= 02, T(230) = 2I,
T(212) = 20, T(213)= 2I, T(223)= 02,
T(221) = 02, T(231)= 21, T(232)= 20,
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T(312) = 02, T(313) = 01, T(323) = 21,

T(321) = 20, T(331) = 10, T(332) = 12,
olur. Goriildiigii iizere ayni1 noktalarin farkli kod temsillerinin gériintiileri tek ve
ayni noktaya gider.

0 = T1T9%3 . .. T, olmak iizere 001 ile 010, 012 ile 021, 002 ile 020, 003 ile 030,

o13 ile 031, 032 ile 023,
0001 ile 0010, o002 ile 6020, ¢003 ile 030, ¢012 ile 0021, ¢013 ile ¢031, 0023 ile
o032,
o110 ile 0101, 0102 ile 6120, 0103 ile 0130, 0121 ile 0112, o113 ile 0131, 0123 ile
0132,
0201 ile 0210, 0202 ile 6220, 0203 ile 0230, 0212 ile 0221, 0213 ile 0231, 0223 ile
0232,
0301 ile 0310, 0302 ile 6320, 0303 ile 6330, 0312 ile 0321, 0313 ile 0331, 0323 ile
0332 ayn1 noktalarin farkli kod gosterimleridir ve o’dan bagimsiz olmak iizere bu

kod gosterimlerinin goriintiileri de ayni noktaya gider. O]

{ST;T} dinamik sisteminin periyodik noktalarinin incelenmesi

T’nin sabit noktalari

e0 =000..., o103 =103103..., 301 =301301...,

020 = 2020..., 2130 =21302130...

seklinde bulunur.

Benzer sekilde 7"nin 2—periyotlu noktalari

013 =013013..., 031 =031031..., 0220 = 02200220...

002211330 = 0221133002211330..., el =111..., 130 = 130130...

02010 = 20102010..., 201030 = 201030201030...

02200 = 22002200. .., 22113300 = 2211330022113300..., 2320 = 23202320...
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0232120 = 232120232120 ..., 2120 = 21202120..., 2030 = 20302030. ..

0210 = 210210..., 230 = 230230..., 21031230 = 2103123021031230. ..
23120130 = 2312013023120130..., 310 = 310310...

olarak bulunur.

Sonug 5.5.2. {ST; F} ve {ST; T} dinamik sistemlerinin sabit noktalarinin saylar:
farkly oldugundan bu dinamik sistemler topolojik olarak denk olmayan dinamik sis-

temlerdir (Bkz. Onerme 2.4.11).
Teorem 5.5.3. {ST; T} dinamik sistemi Devaney anlaminda kaotiktir.
Kanat. Ispati Teorem 4.3.2’nin ispatima benzer yolla yapilir. O]

Uyari 5.5.4. (ST,d) kompakt metrik uzay ve F, G, T siirekli fonksiyonlar oldugun-
dan {ST; F}, {ST;G} ve {ST;T} dinamik sistemleri ayni zamanda Li-Yorke an-
laminda kaotiktir (Bkz. [16]).
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6. n-BOYUTLU SIERPINSKI UCGENI UZERINDE ICSEL METRIK
VE KAOTIK DINAMIK SISTEM INSASI

Onceki boliimlerde Sierpinski icgeni ve Sierpinski tetrahedronunun kod kiimeleri
tizerinde farkli dinamik sistemler inga edilmis ve bu dinamik sistemlerin kaotik-
ligi incelenmistir. Dikkat edilirse Onerme 5.3.1’de Sierpinski tetrahedronu iizerinde
tanimlanan dinamik sistem, Sierpinski iicgeni iizerinde Onerme 4.2.2’de tanimlan-
mig olan dinamik sistemin dortliik tabanda genellegtirilmis bir halidir. Tanimlanan
bu dinamik sistemlerden yola gikilarak n-boyutlu Sierpinski ii¢geni (.S,,) iizerinde bir
kaotik dinamik sistem Ornegi verilecektir. Ancak bunun icin 6ncelikle S,, iizerinde

bir i¢sel metrik tanimlanacaktir.

6.1. S, Uzerinde igsel Metrik in§a51

Noktalarin kod gosterimleri kullanilarak S,, {izerindeki herhangi iki nokta arasin-

daki en kisa yolun uzunlugunu veren icsel metrik agsagidaki gibi tanimlanir:

Teorem 6.1.1. 7 = 1,2,....k — 1 i¢in V' = a? e a,(;) =+ a,(f) olmak fizere

J J
A, B € S, keyfi noktalarinin kod gésterimleri sirasiyla agl)ag) .. .a,(glllaggl)a,(glll ...ve
a@a? e a,(f_)la,gz)a,(ﬁl c..olsun. Herj =1,2,... k=1 1i¢in ag-l) = a§2) ve a,(;) # af)
olmak tzere
oo (1) (1) oo (2) ©) oo (n) (n)
- o+ 58701 ;4 B; 1 o;” + B
d(A,B)—mIH{ZQ—],?—FZQ—j,,ﬁ—FZQ—j
J=k+1 j=k+1 j=k+1
ormiilii A ile B arasindaki en kisa uzakhgr verir. Burada oV, a\®. ... o™ ¢
J g koo Qoo Qg
{0,1,2,...,n} birbirlerinden farkly terimler olmak dizere
O @ _ @O
O 0, a;" =ay 5(1) B 0, a;" =aq
i 1 2) i 2 1)
1, a;)%a,g) 1, ag)#a,g)
e 0, af) = a 3™ — 0, a§2) =}
i 1 3) i 2 3)
L o 2o L a® 2o
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) (n+1) (2) _ (n+1)

w_ ) 0 g = w_ ) 0 a7 =
a4 = 1 1 5J - 2 1
1, ag- ) #+ a}(€n+ ) 1, a; ) #+ a,(anr )

seklindedir.

6.2. S, Uzerinde {S,; F} Kaotik Dinamik Sisteminin Ingas

Onerme 6.2.1. X, Y € S, noktalarimin kod gdsterimleri sirasiyla rixox3... ve
Y1Y2ys - .. olsun. Bu durumda her i = 1,2,3,... ve x;,y; € {0,1,2,...,n} igin
Yi = Zip1 + 21 (mod (n + 1)) olmak dzere F : S, — S, fonksiyonu F(X) =Y
seklinde ifade edilir.

Teorem 6.2.2. {S,; F'} dinamik sistemi Devaney anlaminda kaotiktir.
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7. SONUC

Bu calismada Sierpinski ticgeni iizerinde denk olan ve denk olmayan ayrica Sier-
pinski tetrahedronu iizerinde denk olan ve denk olmayan kaotik dinamik sistem
ornekleri verilmigtir. Daha sonra bu yapilar iizerindeki noktalarin kod temsilleri
kullanilarak tanimlanan bir dinamik sistem, n—boyuttaki Sierpinski ticgeni iizerinde
genellegtirilmigtir.

Sierpinski {icgeni iizerinde yapilan bu ¢aligmalar farkli fraktallar icin de ben-
zer ¢aligmalarin yapilmasinda yol gosterici olacaktir. Bu tezde kullanilan yontem-
lerden yola cikilarak bagka fraktallar iizerinde de dinamik sistemler tanmimlamak
miimkiindiir. Ayrica gelecekte bu yapilar {izerinde uygun metrikler tanimlanarak
dinamik sistemlerin kaotikligi incelenebilir ve farkh kaos tanimlar: i¢in bu dinamik

sistemlerin kaotikligi karsilagtirilabilir.
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