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ÖZET

SIERPINSKI ÜÇGEN� VE SIERPINSKI TETRAHEDRONU ÜZER�NDE

KAOT�K D�NAM�K S�STEMLER

Nisa ASLAN

Matematik Anabilim Dal�

Anadolu Üniversitesi, Fen Bilimleri Enstitüsü, Haziran, 2019

Dan�³man: Prof. Dr. Bünyamin DEM�R

�kinci Dan�³man: Dr. Ö§r. Üyesi Mustafa SALTAN

Bu tezde klasik fraktallardan Sierpinski üçgeni ve Sierpinski tetrahedronu üzerinde

kaotik dinamik sistemlerin in³a edilmesi amaçlanm�³t�r. Bu çal�³man�n ilk k�sm�nda

fraktallar ve dinamik sistemlerle ilgili temel tan�mlara yer verilmi³tir. �kinci bölümde

zaman kaç�³ algoritmas�ndan bahsedilmi³ ve Barnsley'in bu konuda yapm�³ oldu§u

çal�³malardan örnekler incelenmi³tir. Barnsley'in bu örneklerde tan�mlam�³ oldu§u

fonksiyonlardan farkl� dönü³ümler kullan�larak klasik ve dik Sierpinski üçgenleri

zaman kaç�³ algoritmas� metoduyla elde edilmi³ ve bu fraktallar Maple program�

kullan�larak çizdirilmi³tir. Bu çal�³man�n di§er a³amas�nda ise iki ve üç boyutlu

Sierpinski üçgeni üzerinde kesikli zamanl� kaotik dinamik sistemler elde edilmi³tir.

Sierpinski tetrahedronu üzerinde bir içsel metrik tan�mlanm�³ ve bu metri§in baz�

geometrik özellikleri incelenmi³tir. Daha sonra Sierpinski üçgeni ve Sierpinski tetra-

hedronu üzerinde tan�mlanan bu dinamik sistemlerin kaotikli§i ve periyodik nokta-

lar� ara³t�r�lm�³t�r. Ayr�ca ayn� yap�lar üzerinde tan�mlanan farkl� dinamik sistem-

lerin kar³�la³t�r�lmas� yap�lm�³t�r. Son olarak ise n−boyuttaki Sierpinski üçgeni için

genelle³tirilmi³ bir içsel metrik formülü ve dinamik sistem örne§i verilmi³tir.

Anahtar Sözcükler: Dinamik Sistemler, Sierpinski Üçgeni ve Tetrahedronu,

Kaos, �çsel Metrik, Periyodik Noktalar
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ABSTRACT

CHAOTIC DYNAMICAL SYSTEMS ON THE SIERPINSKI GASKET AND

THE SIERPINSKI TETRAHEDRON

Nisa ASLAN

Department of Mathematics

Anadolu University, Graduate School of Sciences, June, 2019

Supervisor: Prof. Dr. Bünyamin DEM�R

Co-supervisor: Asst. Prof. Dr. Mustafa SALTAN

In this thesis, it is aimed to construct chaotic dynamical systems on the Sierpinski

gasket and the Sierpinski tetrahedron from the classical fractals. In the �rst part of

this study, basic de�nitions about fractals and dynamical systems are given. In the

second part, escape time algorithm is mentioned and examples of Barnsley's studies

are examined. By using maps which are di�erent from the maps de�ned by Barns-

ley, classical and right Sierpinski gaskets are obtained via escape time algorithm

and these fractals are drawn by Maple programme. In the other part of this study,

discrete chaotic dynamical systems are obtained on two and three dimensional Sier-

pinski gasket. An intrinsic metric formula is de�ned on the Sierpinski tetrahedron

and a geometrical property of this metric is examined. Moreover, periodic points and

the conditions of being chaotic of these dynamical systems, de�ned on the Sierpinski

gasket and Sierpinski tetrahedron, are investigated. In addition, di�erent dynamical

systems on the same structures are compared. Finally, a generalized intrinsic metric

formula and a dynamical system example on the n−dimensional Sierpinski gasket

are given.

Keywords: Dynamical Systems, Sierpinski Gasket and Tetrahedron, Chaos,

Intrinsic Metric, Periodic Points.
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1. G�R��

Latincede "k�r�lm�³, parçalanm�³" anlam�na gelen fractus kelimesinden türetilen

fraktal kavram� ilk olarak 1975'li y�llarda ortaya at�lm�³t�r. Benoit Mandelbrot'un

"�ngiltere'nin k�y� uzunlu§u nedir?" sorusunu sormu³ oldu§u çal�³mas� bu teorinin

ba³lang�c� say�labilir [20, 21]. Bu çal�³mada, Mandelbrot k�y� uzunlu§unun, ölçüm

arac�n�n hassasiyetine ba§l� oldu§unu ifade etmi³ ve k�y� boyunca yerle³tirildi§i

dü³ünülen pergelin aç�kl�§� küçüldükçe daha ayr�nt�l� bir ölçüm yap�laca§�n� yani

hassasiyet artt�kça daha büyük sonuçlar elde edilip k�y� uzunlu§unun sonsuz ola-

ca§�n� belirtmi³tir. Do§adaki ³ekilleri tan�mlamakta Öklid geometrisinin yetersiz

kalmas�n� ise "Neden geometri s�kça so§uk ve kuru olarak tan�mlan�r? Bir nedeni

bir bulutun, bir da§�n, bir sahil ³eridinin veya bir a§ac�n ³eklini tan�mlamadaki

yetersizli§indendir. Bulutlar küre de§ildir, da§lar koni de§ildir, sahil k�y�lar� çember

de§ildir ve �³�k demeti de zaten düz bir çizgide hareket etmez." cümleleri ile ifade

etmi³ ve fraktal geometriyi "do§an�n geometrisi" olarak tan�mlam�³t�r [20]. An-

cak Öklid geometrisinde bütün ³ekiller tam say� boyutuna sahip oldu§undan burada

yeni bir boyut kavram�n�n gereklili§i ortaya ç�km�³ ve bu kavram Mandelbrot taraf�n-

dan fraktal boyut olarak isimlendirilmi³tir. Buna göre kesin bir tan�m� olmamakla

birlikte fraktallar, ilk olarak fraktal boyutu tamsay� olmayan ve kendine benzerlik

özelli§ine sahip olan kümeler olarak ifade edilmi³tir. Ancak kendine benzerlik özel-

li§ine sahip olup fraktal boyutu tam say� olan yap�lar da mevcut oldu§u için daha

sonralar� fraktallar, fraktal boyutu topolojik boyutundan büyük olan kendine benzer

kümeler olarak tan�mlanm�³t�r [3, 11,20].

Do§ada kendine benzerlik özelli§ini ta³�yan yap�larla s�kça kar³�la³�lmaktad�r.

Bu yap�lara örnek olarak a§açlardaki dallanmalar, e§relti otu ve kar tanesi veri-

lebilir. Ayr�ca Cantor'un 1883 y�l�nda tan�mlam�³ oldu§u Cantor kümesi, 1904

y�l�nda Helge von Koch taraf�ndan tan�mlanan Koch e§risi, 1915 y�l�nda Vaclav

Sierpinski taraf�ndan tan�mlanan Sierpinski üçgeni gibi yap�lar da kendine ben-

zerlik özelli§ini ta³�yan kümelerin en klasik örneklerdendir. Fraktal kavram�n� ilk

olarak ortaya atan ki³i Mandelbrot olsa da, bu örnekler asl�nda bu teorinin daha

eskilere dayand�§�n� göstermektedir. Ayr�ca fraktal denilince ilk akla gelen kümeler-

den olan Julia kümeleri de fraktal kavram� ortaya at�lmadan çok önce tan�mlanm�³
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ancak o zaman�n teknolojisiyle bu kümeleri bilgisayarda görüntülemek mümkün ol-

mam�³t�r. Daha sonralar� bilgisayar kullan�larak incelenmeye ba³lanan ve kaotik bir

yap� gösteren bu gizemli kümeler, Mandelbrot'un kendi ismiyle an�lan ve kendine

benzerlik özelli§i ta³�yan me³hur Mandelbrot kümesinin de ke³fedilmesine yard�mc�

olmu³tur. Julia kümelerinin yan� s�ra genel olarak fraktallar ile kaos aras�nda do§ru-

dan bir ili³ki mevcuttur. Hatta kaotik sistemlerle ortak birçok özelli§e sahip olan

fraktal geometri "kaosun resmi" olarak da an�lmaktad�r [5].

Kaos kavram�n� ilk olarak 1900'lü y�llarda Poincaré, güne³ sisteminin kararl�

olup olmad�§� sorusuna cevap ararken kullanm�³ ve sistemin çözümünün ba³lang�ç

ko³ullar�na ba§�ml� oldu§unu ve bu kadar uzun vadede bir tahmin yapman�n imkan-

s�z oldu§unu belirtmi³tir [18]. 1963 y�l�nda ise Edward Lorenz [19] hava tahmininin

neden öngörülemez oldu§una dair �kir edinmek için atmosferdeki bir �s� aktar�m�

yap�s�n�n basitle³tirilmi³ bir matematiksel modeli üzerinde çal�³m�³t�r. Ba³lang�ç-

ta s�radan bir diferansiyel denklem gibi gözüken bu model baz� özel parametreler

için kaotik bir yap� ortaya koymu³tur. Lorenz gözlemleri sonucunda bu denklem-

lerin çözümlerinin hiçbir zaman dengeye veya periyodik bir duruma yerle³medi§ini,

bunun yerine düzensiz ve periyodik olmayan ³ekilde sal�nmaya devam etti§ini farket-

mi³tir. Ayr�ca ba³lang�ç ³artlar�nda çok küçük oynamalar yapt�§�nda ise çözümünün

davran�³lar�n�n tamamen de§i³mekte oldu§unu görmü³tür. Bu durum göstermi³tir

ki, sistem tahmin edilemez olup atmosferdeki mevcut durumu ölçmede yap�lan ufak

hatalar h�zl� bir ³ekilde artm�³ ve sonuçta ortaya kötü bir hava tahmini ç�km�³t�r.

Ancak Lorenz, üç boyuttaki çizimle kaosun içinde bir yap� bulundu§unu göstermi³

ve denklemlerin çözümlerinin kelebek ³eklinde bir nokta kümesinin içine dü³tü§ünü

görmü³tür. Yani d�³ar�dan bak�ld�§�nda düzensiz olan kaotik sistemlerin bile asl�nda

kendi içinde bir düzene sahip oldu§u sonucuna var�lm�³t�r. Lorenz'in y�llar önce

bulmu³ oldu§u Lorenz çekicisi ad�n� alan ve kelebe§i and�ran bu yap� (Bkz. �ekil

1.1) günümüzde bir fraktal örne§i olarak görülmektedir [29]. Y�llar önce Poincaré

taraf�ndan da ortaya at�lan ancak daha sonra Lorenz taraf�ndan yeniden ke³fedilen

ba³lang�ç ³artlar�na hassas ba§�ml� olma durumu "Brezilya'da bir kelebe§in kanat

ç�rpmas�n�n Texas'da bir kas�rgaya neden olmas�" yani kelebek etkisi olarak ad-

land�r�lm�³t�r.
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�ekil 1.1: Lorenz çekicisi

Günümüzde kaos kavram� dinamik sistemler teorisinde oldukça önemli bir yere

sahiptir. Dinamik sistemler alan�nda s�kça kar³�la³�lan bu teori için Devaney, Li-

Yorke, Block ve Copple taraf�ndan farkl� kaos tan�mlar� yap�lm�³ olsa da en genel

ifadeyle bu teori, dinamik sistemlerin ba³lang�ç ³artlar�na hassas ba§�ml�l�klar�n� in-

celer. Matematik veya �zi§in bir dal� olarak an�lan, sistemdeki de§i³iklikleri ço§un-

lukla zamana ba§l� olarak inceleyen dinamik sistemler, ayr�ca birçok farkl� disip-

linle birlikte de an�lmaktad�r. Örne§in, bir popülasyondaki nüfus art�³�, bir kanser

hücresinin büyümesi, bir sarkac�n hareketi, hava durumu tahmini, hisse senedin-

deki art�³ gibi dinamik sistemleri ilgilendiren konular biyoloji, t�p, �zik, �nans gibi

farkl� disiplinlerin çal�³ma alanlar�ndan birer örnek olarak gösterilebilir. Ayr�ca bu

tezde ele al�nan fraktallar üzerinde dinamik sistemlerin in³as� da yine bu alanlardaki

çal�³malara örnek olarak verilebilir.

Barnsley'in dik Sierpinski üçgeni üzerinde yinelemeli fonksiyon sistemi (YFS) ile

ili³kilendirerek tan�mlam�³ oldu§u fonksiyon, fraktallar üzerindeki dinamik sistem

çal�³malar�na bir örnek te³kil eder. Ayr�ca Barnsley sürekli olmayan bu dönü³ümü

3



kullanarak zaman kaç�³ algoritmas� yoluyla dik Sierpinski üçgenini elde etmi³tir [3].

Bu çal�³man�n ilk k�sm�nda, Barnsley'in yönteminden farkl� olarak yinelemeli

fonksiyon sistemleri kullan�lmadan, geni³leme, katlama ve a�n dönü³ümleri yard�-

m�yla e³itlik (3.2) ve (3.3)'te verilen sürekli dönü³ümler tan�mlanm�³ ve zaman

kaç�³ algoritmas� kullan�larak klasik Sierpinski ve dik Sierpinski üçgeninin in³as�

yap�lm�³t�r. Sierpinski üçgeni üzerinde elde edilen bu dönü³ümler asl�nda bir di-

namik sistem belirtmektedir. Buradan yola ç�k�larak, bu tezde klasik fraktallardan

olan Sierpinski üçgeni ve Sierpinski tetrahedronu üzerinde farkl� kaotik dinamik sis-

temlerin elde edilmesi amaçlanm�³t�r. Öte yandan geni³leme ve katlama dönü³ümleri

yard�m�yla Sierpinski üçgeni üzerinde çok farkl� kaotik dinamik sistemler tan�mla-

man�n mümkün oldu§u görülmü³tür (Bkz. (4.1), (4.4), (4.5)). Tan�mlanm�³ olan bu

dinamik sistemlerin kaotikli§ini incelemek ise ayr� bir problem olarak ele al�nm�³t�r.

Sierpinski üçgeni üzerinde geni³leme ve katlama dönü³ümlerinin bile³kesi olarak elde

edilen fonksiyonlar oldukça karma³�k oldu§undan bu fonksiyonlar� kullanarak i³lem

yapmak, yani bu yap�lar�n kaotikli§ini incelemek ve periyodik noktalar�n� hesapla-

mak epey güçtür. Bu yüzden, tan�mlanm�³ olan dinamik sistemler Önerme 4.2.2,

4.3.1 ve 4.4.1'de Sierpinski üçgeni üzerindeki noktalar�n kod temsilleri kullan�larak

ifade edilmi³tir. Böylece ortaya çok daha iyi formülize edilmi³ dönü³ümler ortaya

ç�km�³t�r. Teorem 4.2.3 ve 4.3.2'den de görülece§i üzere, [24]'te tan�mlanan ve yine

Sierpinski üçgeninin üzerindeki noktalar�n kod temsilleri kullan�larak elde edilen

içsel metrik yard�m�yla bu dinamik sistemlerin kaotikli§ini göstermek ve periyodik

noktalar�n� hesaplamak oldukça kolayla³m�³t�r. Hatta Önerme 4.2.2'de verilen di-

namik sistem için periyodik noktalar� hesaplamada kullan�³l� olan bir algoritma elde

edilmi³tir. Algoritma sayesinde bu dinamik sistemin herhangi n−periyotlu bir nok-

tas� kolayl�kla hesaplanabilmektedir. Ayr�ca Sierpinski üçgeni üzerinde elde edilen

bu dinamik sistemlerin topolojik olarak denk olup olmad�klar� da incelenmi³tir (Bkz.

Sonuç 4.3.3, 4.4.4).

Sierpinski üçgeninin kod kümesi üzerinde ifade edilen bu dinamik sistemlerden

yola ç�k�larak Sierpinski tetrahedronunun kod kümesi üzerinde de farkl� dinamik

sistemler tan�mlanm�³t�r. Tan�mlanan bu dinamik sistemlerin kaotikli§inin incelen-

mesi için bu küme üzerinde bir metri§e ihtiyaç duyuldu§undan, öncelikle Sierpinski

tetrahedronu üzerindeki noktalar�n kod temsilleri kullan�larak Teorem 5.2.1'de yeni
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bir içsel metrik verilmi³tir. Elde edilen bu metrik yard�m�yla dinamik sistemlerin

Devaney anlam�nda kaotikli§i incelenip (Bkz. Teorem 5.3.2), periyodik noktalar�

hesaplanm�³ ayr�ca bu dinamik sistemlerin denklikleri ara³t�r�lm�³t�r (Bkz. Sonuç

5.4.4 ve 5.5.2).

Çal�³man�n son k�sm�nda, Sierpinski tetrahedronu üzerindeki noktalar�n kod tem-

silleri kullan�larak elde edilen Teorem 5.2.1'deki içsel metrik, n−boyutlu Sierpins-

ki üçgeni için de genelle³tirilmi³tir (Bkz. Teorem 6.1.1). Ayr�ca Önerme 4.2.2 ve

5.3.1'de tan�mlanan dinamik sistemler yard�m�yla yine n−boyutlu Sierpinski üçgeni

üzerinde genelle³tirilmi³ bir dinamik sistem örne§i verilmi³tir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, tezde kullan�lan yinelemeli fonksiyon sistemleri, fraktallar, bir nok-

tan�n kod temsili, dinamik sistemler ve kaos ile ilgili baz� temel tan�mlara ve teo-

remlere yer verilecektir.

2.1. Yinelemeli Fonksiyon Sistemleri ve Kendine Benzerlik

Literatürde fraktallar� elde etmek için kullan�lan farkl� yöntemler mevcuttur. En

çok kullan�lan yöntemlerden birisi olan yinelemeli fonksiyon sistemleri, 1981 y�l�nda

Hutchinson taraf�ndan ortaya at�lm�³t�r. Sierpinski üçgeni, Cantor kümesi, Koch

e§risi, Box (Vicsek) fraktal� gibi birçok klasik fraktal bir yinelemeli fonksiyon sis-

teminin atraktörü olarak elde edilebilir. Yinelemeli fonksiyon sistemleri ile ilgili

tan�m ve teoremler a³a§�da verilmektedir (Ayr�nt�lar için bkz. [3, 17, 23]).

Tan�m 2.1.1. f : X → X olmak üzere f(x0) = x0 olacak ³ekildeki x0 ∈ X noktas�na

f fonksiyonunun sabit noktas� denir.

Tan�m 2.1.2. (Büzülme Dönü³ümü) (X, d) metrik uzay� verilsin. ∀x, y ∈ X için

d(f(x), f(y)) ≤ kd(x, y) olacak ³ekilde 0 ≤ k < 1 say�s� var ise f : X → X

dönü³ümüne büzülme dönü³ümü, bu türden k say�s�na ise f 'nin büzülme katsay�s�

denir.

∀x, y ∈ X için d(f(x), f(y)) = kd(x, y) olacak ³ekilde 0 < k < 1 say�s� var ise

f : X −→ X dönü³ümüne benzerlik dönü³ümü denir.

Teorem 2.1.3. (Sabit Nokta Teoremi) (X, d) tam metrik uzay ve f : X → X

bir büzülme dönü³ümü ise f fonksiyonunun bir tek sabit noktas� x0 ∈ X vard�r ve

∀x ∈ X için

x, f(x), f 2(x), . . . , fn(x), . . .

dizisi x0 sabit noktas�na yak�nsar. Yani, lim
n→∞

fn(x) = x0 olur. fn burada f fonksi-

yonunun n. iterasyonu yani f 'nin kendisi ile n defa bile³kesi anlam�ndad�r.

Tan�m 2.1.4. (X, d) tam metrik uzay olmak üzere H(X), X'in bo³ kümeden farkl�

kompakt alt kümelerinin uzay�, yani

H(X) = {A ⊆ X|A kompakt ve A 6= ∅}
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³eklinde tan�mlan�r.

Bir x ∈ X noktas�n�n B ∈ H(X) kümesine uzakl�§�,

d(x,B) = min{d(x, y)|y ∈ B}

ve bir A kümesinin B kümesine olan uzakl�§�

d(A,B) = maks{d(x,B)|x ∈ A}

olmak üzere

h(A,B) = maks{d(A,B), d(B,A)}

ifadesine A ile B aras�ndaki Hausdor� uzakl�§� denir.

Teorem 2.1.5. Yukar�da verilen h fonksiyonu ile birlikte tan�mlanan (H(X), h)

ikilisi bir metrik uzayd�r. Burada h fonksiyonu Hausdor� metri§i olarak adland�r�l�r.

Teorem 2.1.6. (X, d) tam metrik uzay ise (H(X), h) tam metrik uzayd�r.

Tan�m 2.1.7. (YFS) (X, d) tam metrik uzay ve fi : X → X, (i = 1, 2, . . . , n)

büzülme katsay�lar� s�ras�yla α1, α2, . . . , αn olan büzülme dönü³ümleri olsun.

{X; f1, f2, . . . , fn} büzülme dönü³ümlerinin sonlu kümesine yinelemeli fonksiyon sis-

temi (YFS) ad� verilir.

Teorem 2.1.8. (X, d) bir tam metrik uzay ve {X; f1, f2, . . . , fn} bir YFS olsun.

∀S ∈ H(X) için

F (S) =
n⋃
i=1

fi(S)

³eklinde tan�ml� F : H(X) → H(X) fonksiyonu (H(X), h) üzerinde büzülme kat-

say�s� α = maks{αi : i = 1, 2, 3, . . . , n} olan bir büzülme dönü³ümüdür ve F 'nin

F (A) = A olacak ³ekilde tek bir A ∈ H(X) sabit noktas� vard�r. Ayr�ca ∀S ∈ H(X)

için (F k(S))∞k=0 dizisi A'ya yak�nsar ve A kümesine bu YFS'nin atraktörü denir.

Bir yinelemeli fonksiyon sisteminin belirledi§i atraktör tek türlüdür ve bu yap�

kendine benzer küme olarak ifade edilir.
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2.2. Fraktal ve Fraktal Boyut

Kesin bir tan�m� olmamakla birlikte fraktallar genel olarak kendine benzerlik

özelli§ine sahip kümelerdir. Ancak bu özellik, fraktallar� tan�mlamak için tek ba³�na

yeterli olmad�§�ndan fraktal tan�m�n�n daha iyi anla³�lmas� için bu bölümde fraktal

boyut kavram�ndan bahsedilecektir (Ayr�nt�lar için bkz. [3, 9, 11,13,23,30]).

Tan�m 2.2.1. (X, T ) topolojik uzay ve Y ⊆ X olsun. ∀x ∈ Y için x ∈ U olacak

³ekildeki aç�klardan olu³an

U = {U ∈ T |x ∈ U}

kümesine Y 'nin aç�k örtüsü denir ve bu durumda Y ⊆
⋃
x∈U

U olur.

Tan�m 2.2.2. (X, T ) topolojik uzay ve Y ⊆ X olsun. A ve B, Y 'nin iki aç�k örtüsü

olmak üzere ∀A ∈ A için A ⊂ B olacak ³ekilde B ∈ B varsa A örtüsüne B'nin

inceltilmi³i denir.

Tan�m 2.2.3. (X, T ) topolojik uzay ve Y ⊆ X olsun. A, Y 'nin aç�k örtüsü ol-

mak üzere A'dan al�nan en fazla n tane kümenin kesi³imi bo³tan farkl� oluyorsa n

say�s�na A'n�n mertebesi denir.

Tan�m 2.2.4. (Topolojik Boyut) (X, T ) topolojik uzay ve Y ⊆ X olsun. Y 'nin her

aç�k örtüsünün mertebesi n+1 olan inceltilmi³i var fakat mertebesi n olan inceltilmi³i

yok ise n say�s�na Y 'nin topolojik boyutu denir.

Tan�m 2.2.5. (Fraktal Boyut) (X, d) bir metrik uzay ve A ∈ H(X) olmak üzere

∀ε > 0 için N(A, ε) ∈ N, A'y� örtmek için gerekli olan ε uzunluklu kapal� yuvarlar�n

minimum say�s� olsun. E§er

D = lim
ε→0

ln(N(A, ε))

ln(1/ε)

limiti varsa bu limite A'n�n fraktal boyutu denir.

Bir do§ru parças�n�n boyutu 1, karenin boyutu 2'dir. Ancak topolojik boyut

kavram� kendine benzer kümelerin büyüklüklerini tam olarak yans�tmamaktad�r.

Örne§in Koch e§risinin topolojik boyutu 1'dir ancak Koch e§risi üzerindeki iki nokta

aras� uzakl�k sonsuz oldu§undan bu uzakl�§� s�radan bir do§ru parças�yla ölçmek
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mümkün olmamaktad�r. Bu yap�lar üzerinde "fraktal boyut" ad� verilen yeni bir

boyut kavram�na ihtiyaç duyulmu³tur. Bu tan�m yard�m�yla Koch e§risinin fraktal

boyutu 1 ile 2 aras�nda bir say� olan log4/log3 yani yakla³�k olarak 1, 26 olarak bu-

lunur. Fraktallar en genel ifadeyle fraktal boyutu tamsay� olmayan ve fraktal boyutu

topolojik boyutundan büyük olan kümeler olarak tan�mlanm�³t�r. Örne§in Sierpins-

ki üçgeninin topolojik boyutu 1 iken fraktal boyutu log3/log2'dir. Ancak fraktal

boyutu tamsay� olan fraktallar da vard�r, buna örnek olarak Sierpinski tetrahedronu

verilebilir.

Tan�m 2.2.6. (Julia Kümesi) c ∈ C olmak üzere fc : C → C olsun. fc'nin bütün

itici periyodik noktalar�n� içeren en küçük kapal� kümeye Julia kümesi denir.

Ba³ka bir ifadeyle K = {z ∈ C|n → ∞ iken {fn(z)} s�n�rl� } kümesine içi

dolu Julia kümesi denir. Bu kümenin s�n�r�na ise Julia kümesi ad� verilir ve Jc ile

gösterilir.

Fraktal denilince ilk akla gelen kümelerden olan Julia kümelerine en temel örnek

olarak fc : C→ C, fc(z) = z2+c fonksiyonunun Julia kümesi verilebilir. �ekil 2.1'de

c = −0, 1 + 0, 65i de§eri için bu fonksiyonun Julia kümesi verilmi³tir.

�ekil 2.1: c = −0, 1 + 0, 65i de§erine kar³�l�k gelen Julia kümesi
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2.3. Kod Uzay� ve Bir Noktan�n Kod Temsili

Bir yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktörü olan küme üzerindeki herhangi

bir nokta, bu yinelemeli fonksiyon sistemine ait büzülme dönü³ümleri yard�m�yla

tan�mlanabilir. Bu sayede atraktör üzerindeki bir noktan�n kod temsili bulunabilir.

Bu konuyla ilgili tan�m ve teoremler a³a§�da verilmi³tir (Ayr�nt�lar için bkz. [3, 8]).

Tan�m 2.3.1. (Kod Uzay�)

Σn = {s1s2s3 . . . |∀i ∈ N, si ∈ {0, 1, . . . n− 1}}

kümesine {0, 1, . . . , n−1} kümesi üzerinde dizi uzay� denir. Bu kümenin elemanlar�,

terimleri 0, 1, . . . , n− 1'lerden olu³an sonsuz dizilerdir.

d(s, t) =
∞∑
i=1

|si − ti|
ni

³eklinde tan�ml� d : Σn × Σn → R+ ∪ {0} metri§iyle birlikte (Σn, d) bir metrik uzay

belirtir.

Ayr�ca [3]'te kod uzay� kavram� yinelemeli fonksiyon sistemi ile ili³kilendirilerek

a³a§�daki gibi tan�mlanm�³t�r.

Tan�m 2.3.2. {X;w1, w2, . . . , wn} yinelemeli fonksiyon sistemi verilsin.

γ = γ1γ2γ3 . . . ve σ = σ1σ2σ3 . . . olmak üzere YFS ile ilgili kod uzay�, (Σ, d),

{1, 2, . . . , n} kümesi üzerindeki, ∀γ, σ ∈ Σ için

d(γ, σ) =
∞∑
i=1

|γi − σi|
(n+ 1)i

metri§iyle verilen kod uzay� olarak tan�mlan�r.

Teorem 2.3.3. (X, d) tam metrik uzay ve A, {X;w1, w2, . . . , wn} olarak verilen

YFS'nin atraktörü olsun. Ayr�ca (Σ, d) yinelemeli fonksiyon sistemi ile ilgili kod

uzay� olmak üzere ∀σ ∈ Σ, n ∈ N ve x ∈ X için

φ(σ, n, x) = ωσ1 ◦ ωσ2 ◦ . . . ◦ ωσn(x)
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olsun. Bu durumda

φ(σ) = lim
n→∞

φ(σ, n, x) (2.1)

vard�r ve φ(σ) ∈ A, x ∈ X'in seçiminden ba§�ms�zd�r. φ : Σ → A sürekli ve örten

bir dönü³ümdür.

Tan�m 2.3.4. {X;w1, w2, . . . , wn}, Σ kod uzay� ile ili³kili yinelemeli fonksiyon sis-

temi olsun. Ayr�ca kod uzay�ndan YFS'nin atraktörüne tan�ml� sürekli ve örten bir

dönü³üm olan (2.1)'de tan�mlanan φ : Σ → A fonksiyonu verilsin. Bir a ∈ A nok-

tas�n�n adresi φ−1(A) = {σ ∈ Σ : φ(σ) = a} kümesinin bir eleman�d�r. Bu kümeye

a ∈ A noktas�n�n adres kümesi denir.

Tan�m 2.3.5. {X;w1, w1, . . . , wn} bir yinelemeli fonksiyon sistemi ve A kümesi bu

YFS'nin atraktörü olsun. E§er atraktörün her noktas� tek bir adrese sahip ise bu

YFS'ye tamamen ba§lant�s�zd�r denir.

E§er YFS tamamen ba§lant�s�z de§il ve A kümesi

i) ∀i, j ∈ {1, 2, . . . , n} ve i 6= j için wi(U) ∩ wj(U) = ∅

ii)
⋃n
i=1wi(U) ⊂ U olacak ³ekilde bo³tan farkl� aç�k bir U kümesi içeriyorsa

YFS'ye sadece dokunmal� (just-touching) denir.

Bir YFS'nin atraktörü yukar�da verilen i) ve ii) ko³ullar�n� sa§l�yorsa bu YFS'ye

aç�k küme ko³ulunu sa§l�yor denir. Tamamen ba§lant�s�z veya sadece dokunmal�

olmayan YFS'ye üst üste binmeli (overlapping) denir.

Teorem 2.3.6. wi : X → X, i ∈ N, benzerlik katsay�lar� s�ras�yla r1, r2, . . . , rn olan

benzerlik dönü³ümleri olsun. {X;w1, w2, . . . , wn} yinelemeli fonksiyon sistemi aç�k

küme ko³ulunu sa§l�yorsa
n∑
i=1

rDi = 1

e³itli§indeki D say�s� bu YFS'nin belirledi§i atraktörün fraktal boyutudur.

2.4. Dinamik Sistemler ve Kaos

En genel ifadeyle, zaman içinde de§i³iklik gösteren sistemler olarak tan�mlan

dinamik sistemler zamana göre kesikli (ayr�k) ve sürekli olmak üzere ikiye ayr�l�r.

Bu bölümde kesikli dinamik sistemler, periyodik nokta, dinamik sistemlerin denkli§i

ve kaos kavramlar�ndan bahsedilecektir (Ayr�nt�lar için bkz. [1�3,8,15,16], (http-1)).
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Tan�m 2.4.1. (Kesikli Dinamik Sistem)

X bir metrik uzay olmak üzere ϕ : N×X → X fonksiyonu

i) ∀x ∈ X için ϕ(0, x) = x

ii) ∀s, t ∈ N ve her x ∈ X için ϕ(s, ϕ(t, x)) = ϕ(s+ t, x)

özelliklerini sa§l�yorsa ϕ fonksiyonuna X metrik uzay�nda kesikli dinamik sistem

denir.

Tan�m 2.4.2. (X, d) metrik uzay olmak üzere f : X → X dönü³ümü kesikli bir

dinamik sistem belirtir.

Bu çal�³ma boyunca X üzerinde f fonksiyonu ile tan�ml� dinamik sistem {X; f} ile

gösterilecektir.

Tan�m 2.4.3. (X, d) metrik uzay ve f : X → X olmak üzere fn(x0) = x0 ve n > 0

bu e³itli§i sa§layan en küçük tam say�s� ise x0 ∈ X noktas�na f 'nin n− periyotlu nok-

tas� denir. Bu durumda x0 noktas�n�n yörüngesi {x0, f(x0), f
2(x0), . . . , f

n−1(x0)}

olur.

Tan�m 2.4.4. (L/Y Kaos) f : X → X ve S ⊆ X kümesi en az iki elemanl� olmak

üzere, e§er ∀x, y ∈ S, x 6= y için

lim sup
n→∞

d(fn(x), fn(y)) > 0

ve

lim inf
n→∞

d(fn(x), fn(y)) = 0

³artlar� sa§lan�yorsa S kümesi scrambled küme olarak adland�r�l�r. Say�lamayan bir

scrambled kümeye sahip ise f dönü³ümüne Li-Yorke kaotiktir denir.

Tan�m 2.4.5. (Topolojik Geçi³kenlik)

(X, d) metrik uzay�n�n bo³tan farkl� key� U, V aç�k kümeleri için fn(U) ∩ V 6= ∅

olacak ³ekilde bir n ∈ N say�s� bulunabiliniyorsa f : X → X fonksiyonuna topolojik

geçi³kendir denir.

Ayr�ca f fonksiyonu yo§un bir yörüngeye sahip ise f topolojik geçi³kenlik özel-

li§ini sa§lar. R'nin kompakt alt kümeleri için bu durumun tersi de do§rudur.
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Tan�m 2.4.6. (Ba³lang�ç �artlar�na Hassas Ba§�ml�l�k)

E§er en az bir ε > 0 say�s�na kar³�l�k ∀x ∈ X ve x'in key� bir δ > 0 yar�çapl�

B(x, δ) kom³ulu§u için, d(fn(x), fn(y)) > ε olacak ³ekilde bir y ∈ B(x, δ) ve n ≥ 0

tam say�s� var ise f : X → X fonksiyonu ba³lang�ç ³artlar�na hassas ba§�ml�d�r

denir.

Tan�m 2.4.7. (Devaney Anlam�nda Kaos Tan�m�)

(X, d) metrik uzay ve f : X → X olmak üzere, f fonksiyonu

i) ba³lang�ç ³artlar�na hassas ba§�ml�l�k

ii) topolojik geçi³kenlik

iii) periyodik noktalar�n�n X'te yo§un olmas�

³artlar�n� sa§l�yorsa, f fonksiyonu X kümesi üzerinde kaotiktir. Bu durumda {X; f}

dinamik sistemine kaotik dinamik sistem denir.

Teorem 2.4.8. (X, d) metrik uzay ve f : X → X sürekli dönü³üm olmak üzere e§er

(ii) ve (iii) ko³ullar� sa§lan�yorsa (i) ko³ulu da sa§lan�r [2].

Tan�m 2.4.9. (X, d1), (Y, d2) metrik uzaylar olmak üzere f : X → X ve g : Y → Y

dönü³ümleri verilsin. E§er

h ◦ f = g ◦ h

olacak ³ekilde h : X → Y homeomor�zmas� varsa f ve g'ye denk (e³lenik) dönü³üm-

lerdir denir.

Tan�m 2.4.10. E§er g = h◦f ◦h−1 (veya her x ∈ X için h(f(x)) = g(h(x))) olacak

³ekilde bir h : X → Y homeomor�zma var ise {X; f} ve {Y ; g} dinamik sistemleri

topolojik olarak e³leniktir (denktir) denir.

Önerme 2.4.11. f : X → X ve g : Y → Y dönü³ümleri h : X → Y homeomor�z-

mas� alt�nda denk olsun yani h ◦ f = g ◦ h sa§lans�n. Bu durumda

� n = 1, 2, 3, . . . için h ◦ fn = gn ◦ h olur.

� E§er x∗, f 'nin n−periyotlu bir noktas� ise h(x∗)'da g'nin n−periyotlu noktas�

olur. Yani {x1, x2, . . . , xn}, f için n−periyotlu bir döngüdür ancak ve ancak

{h(x1), . . . , h(xn)}, g için n−periyotlu bir döngüdür.
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� f topolojik geçi³kendir ancak ve ancak g topolojik geçi³kendir.

� f periyodik noktalar�n�n yo§un oldu§u bir kümeye sahiptir ancak ve ancak g

periyodik noktalar�n�n yo§un oldu§u bir kümeye sahiptir.

� f kaotiktir ancak ve ancak g kaotiktir.

Teorem 2.4.12. (X, d) kompakt metrik uzay ve f : X → X sürekli bir dönü³üm

olmak üzere, e§er f Devaney anlam�nda kaotik ise Li-Yorke anlam�nda da kaotiktir

[16].

Literatürde farkl� kaos tan�mlar� olmas�na ra§men bu çal�³mada tan�mlanan di-

namik sistemlerin Devaney anlam�nda kaotikli§i incelenmi³tir.

Kaotik dönü³ümler için öngörülemezlik, ayr�³mazl�k ve periyodik noktalar�n yo-

§un olmas� ³eklinde üç temel yarg�ya var�labilir. Öngörülemezlik; yani ba³lang�ç ³art-

lar�na hassas ba§�ml�l�k bu sistemler için tahmin yapmay� zorla³t�r�r. Ba³lang�çta

birbirine çok yak�n iki nokta belirli bir ad�mdan sonra birbirinden oldukça uzakla³a-

bilir. Bu tarz sistemler için nümerik hesaplamalar yapmak yan�lt�c� olabilir. Örne§in

yuvarlamadan kaynakl� küçük hatalar iterasyon alt�nda oldukça farkl� sonuçlar vere-

bilir. Ayr�³mazl�k; topolojik geçi³kenlik ise bu sistemlerin iki ayr� alt sisteme (de§i³-

mez aç�k kümeye) ayr�lamayaca§�n� gösterir. Periyodik noktalar�n yo§un olmas� ise

düzensizlik içinde asl�nda bir düzen oldu§unu belirtir [8].
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3. GEN��LEME VE KATLAMA DÖNÜ�ÜMLER� KULLANILARAK

ZAMANKAÇI� ALGOR�TMASI YOLUYLAKLAS�K VE D�K SIER-

PINSKI ÜÇGENLER�N�N ELDE ED�LMES�

Kendine benzer kümeler bir yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktörü olarak elde

edilebilmektedir. Klasik fraktallardan Cantor kümesi, Sierpinski üçgeni, Koch e§risi,

Sierpinski hal�s�, Vicsek (Box) fraktal�, Sierpinski tetrahedronu gibi birçok kümenin

tan�m� büzülme dönü³ümleri yard�m�yla yap�labilmektedir. Yinelemeli fonksiyon

sistemlerinin yan� s�ra fraktallar� elde etmek için kullan�lan farkl� metotlar da vard�r.

Bunlardan birisi olan zaman kaç�³ algoritmas� yoluyla da yukar�da bahsedilen klasik

fraktallar� elde etmek mümkündür.

Bilindi§i üzere (0, 0), (1, 0) ve (0, 1) kö³e noktalar�ndan geçen dik Sierpinski üç-

geni (D),

wi : R2 → R2 (i = 1, 2, 3)

w1(x, y) =

(
x

2
,
y

2
+

1

2

)
,

w2(x, y) =

(
x

2
+

1

2
,
y

2

)
,

w3(x, y) =
(x

2
,
y

2

)
olmak üzere {R2;w1, w2, w3} YFS'nin atraktörüdür, yani

D = F (D) =
3⋃
i=1

wi(D)

olarak ifade edilir.

[3]'te, Barnsley YFS ile ili³kilendirerek

f(x, y) =


(2x, 2y − 1), e§er y > 0.5

(2x− 1, 2y), e§er x > 0.5, y ≤ 0.5

(2x, 2y), d.d.

olacak ³ekilde bir f fonksiyonu tan�mlam�³t�r. Bu fonksiyonun dik Sierpinski üçge-
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nine k�s�tlanm�³�

f(x, y) =


w−11 (x, y), e§er (x, y) ∈ w1(D)− {(0, 0.5), (0.5, 0.5)}

w−12 (x, y), e§er (x, y) ∈ w2(D)− {(0.5, 0)}

w−13 (x, y), e§er (x, y) ∈ w3(D)

³eklindedir ve f örtendir. Yaln�z burada tan�mlanan f fonksiyonu sürekli de§ildir.

Barnsley tan�mlam�³ oldu§u bu fonksiyon yard�m�yla dik Sierpinski üçgeninin zaman

kaç�³ algoritmas� kullan�larak da elde edilebildi§ini göstermektedir. Çünkü (x, y) /∈

D için {fn(x, y)} dizisi sonsuza gider ve sonsuza gitmeyen noktalar�n�n kümesi dik

Sierpinski üçgenini verir (Bkz. �ekil 3.1).

�ekil 3.1: Dik Sierpinski üçgeninin in³as�

Ayr�ca Barnsley, tan�mlanan f fonksiyonunun dik Sierpinski üçgeni üzerinde

kaotik bir dinamik sistem oldu§unu farkl� teorik metotlarla ifade etmeye çal�³m�³t�r.

Benzer ³ekilde bu metot, YFS'nin atraktörü olarak ifade edilebilen herhangi bir

fraktal için de uygulanabilir. Yani yinelemeli fonksiyon sistemi ile ili³kilendirilerek

tan�mlanan fonksiyonlar yard�m�yla ilgili fraktallar elde edilebilir. Burada merak

edilen "Bir klasik fraktal, yinelemeli fonksiyon sisteminden ba§�ms�z nas�l fonksiyon-

lar tan�mlanarak zaman kaç�³ algoritmas� yoluyla elde edilebilir?" sorusudur. A³a§�-

daki bölümde bu soruya cevap olarak YFS'den ba§�ms�z bir ³ekilde tan�mlanan

dönü³ümler ile klasik ve dik Sierpinski üçgenlerinin in³as� verilmi³tir.
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3.1. Geni³leme ve Katlama Dönü³ümleri Kullan�larak Zaman Kaç�³ Al-

goritmas� Yoluyla Klasik Sierpinski Üçgeninin Elde Edilmesi

Bilindi§i üzere klasik Sierpinski üçgeni (S)

wi : R2 → R2 (i = 0, 1, 2)

w0(x, y) =
(
x
2
, y
2

)
w1(x, y) =

(
x
2

+ 1
2
, y
2

)
w2(x, y) =

(
x
2

+ 1
4
, y
2

+
√
3
4

) (3.1)

olmak üzere {R2;w0, w1, w2} YFS'nin atraktörü olarak elde edilebilmektedir. Ancak

bu bölümde, yukar�da tan�mlanan büzülme dönü³ümlerinden ba§�ms�z olacak ³ekilde

bir fonksiyon tan�mlanm�³ ve bu fonksiyon kullan�larak zaman kaç�³ algoritmas�yla

Sierpinski üçgeninin elde edilmesi amaçlanm�³t�r.

Örnek 3.1.1. fi : R2 → R2 (i = 1, 2, 3)

f1(x, y) = (2x, 2y)

f2(x, y) =
(
−1

2

∣∣∣x−2+y√32

∣∣∣− √32 (y−√3(x−2)2

)
+ 2, y−

√
3(x−2)
4

−
√
3
2

∣∣∣x−2+y√32

∣∣∣)
f3(x, y) = (1− |x− 1| , y)

olmak üzere

F = f3 ◦ f2 ◦ f1 (3.2)

bile³ke fonksiyonu tan�mlans�n.

F geni³leme ve katlama dönü³ümlerinin bile³kesi olmak üzere, f1 fonksiyonu

noktay� iki kat�na götüren bir geni³leme dönü³ümüdür. f2 fonksiyonu y = −
√
3x
3

+ 2
√
3

3

do§rusunun sa§�ndaki bir noktay� do§runun soluna götüren katlama dönü³ümü ve

f3 fonksiyonu ise x = 1 do§rusunun sa§�ndaki bir noktay� do§runun soluna götüren

katlama dönü³ümüdür.

F : R2 → R2 bile³ke fonksiyonu kullan�larak zaman kaç�³ algoritmas� yoluyla

elde edilen küme klasik Sierpinski üçgenini verir.

Sierpinski üçgeni üzerine k�s�tlanan F |S : S → S fonksiyonu örtendir (Bkz. �ekil

3.2). {F n(x, y)} dizisi x /∈ S için sonsuza gider ve sonsuza gitmeyen noktalar�n

olu³turdu§u küme Sierpinski üçgeni verir (Bkz. �ekil 3.3).
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y

x0 1

2

3

y

x0 1

2

3

3

x

1f

2

3
( 2)

3
y x=- -

y

0 1

2

3

2

1x =

3f
2f

�ekil 3.2: Sierpinski üçgeni üzerindeki geni³leme ve katlama dönü³ümleri

Burada dikkat edilecek nokta, bu fonksiyonlar�n ilgili fraktal�n yap�s�na uygun

olarak tan�mlanmas�d�r. Aksi taktirde zaman kaç�³ algoritmas�yla bu fraktal� elde

etmek mümkün olmayacakt�r.

�ekil 3.3: Zaman kaç�³ algoritmas�yla Sierpinski üçgeninin in³as�
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3.2. Geni³leme ve Katlama Dönü³ümleri Kullan�larak Zaman Kaç�³ Al-

goritmas� Yoluyla Dik Sierpinski Üçgeninin Elde Edilmesi

Bu bölümde dik Sierpinski üçgeni zaman kaç�³ algoritmas� yoluyla elde edilecek-

tir. Bunun için Sierpinski üçgenini elde ederken kullan�lan dönü³ümlerden yarar-

lan�lacakt�r.

Örnek 3.2.1. fi : R2 → R2 (i = 1, 2, 3, 4, 5)

f1(x, y) =
(
x+ y

2
, y
√
3

2

)
,

f2(x, y) = (2x, 2y) ,

f3(x, y) =
(
−1

2

∣∣∣x−2+y√32

∣∣∣− √32 (y−√3(x−2)2

)
+ 2, y−

√
3(x−2)
4

−
√
3
2

∣∣∣x−2+y√32

∣∣∣) ,
f4(x, y) = (1− |x− 1| , y) ,

f5(x, y) =
(
x− y

√
3

3
, 2
√
3y
3

)
olmak üzere

F = f5 ◦ f4 ◦ f3 ◦ f2 ◦ f1 (3.3)

bile³ke fonksiyonu tan�mlans�n. F : R2 → R2 bile³ke fonksiyonu kullan�larak zaman

kaç�³ algoritmas�yla elde edilen küme dik Sierpinski üçgenidir.

y

x0 1

2

3

y

x0 1

2

3

3

x

2f

2

3
( 2)

3
y x=- -

y

0 1

2

3

2

1x =

5f

y

0 1

1f

1

y

x0 1

2

3

4f

3f

1

�ekil 3.4: Dik Sierpinski üçgeni üzerinde geni³leme, katlama ve a�n dönü³ümleri
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Tan�m� F = f5 ◦ f4 ◦ f3 ◦ f2 ◦ f1 olarak verilen F fonksiyonu incelendi§inde

buradaki f1 fonksiyonunun (0, 0), (1, 0) ve (0, 1) kö³e noktalar�ndan geçen dik Sier-

pinski üçgenini kö³e noktalar� (0, 0), (1, 0) ve (1
2
,
√
3
2

) olan e³kenar Sierpinski üçgenine

dönü³türen bir a�n dönü³ümü oldu§u görülür. f2 fonksiyonu geni³leme dönü³ümü,

f3 fonksiyonu y = −
√
3x
3

+ 2
√
3

3
do§rusunun sa§�ndaki noktalar� do§runun soluna

götüren katlama dönü³ümü, f4 fonksiyonu x = 1 do§rusunun sa§�ndaki noktalar�

do§runun soluna götüren katlama dönü³ümü ve f5 fonksiyonu ise e³kenar Sierpinski

üçgenini dik Sierpinski üçgenine dönü³türen a�n dönü³ümüdür (Bkz. �ekil 3.4).

Dik Sierpinski üçgeni üzerinde k�s�tl� olan F fonksiyonu örtendir ve {F n(x, y)}

dizisi dik Sierpinski üçgeninin eleman� olmayan (x, y) noktalar� için sonsuza gider.

�ekil 3.5 ve 3.6'da zaman kaç�³ algoritmas� yoluyla dik Sierpinski üçgenini çizdirmek

için gerekli olan Maple kodlar� verilmi³tir.
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> with(plots):

f[1]:=(x,y)->(evalf(x+y/2),evalf(y*sqrt(3)/2)):
f[2]:=(x,y)->(evalf(2*x),evalf(2*y)):

f[3]:=(x,y)->(-1/2*abs((x-2) /2+y*evalf(sqrt(3)/2))+evalf(sqrt(3)/2)

*(evalf(sqrt(3)/2)*(x-2)-y/2)+2,-evalf(sqrt(3)/2)*abs((x-2)/2+y*evalf

(sqrt(3)/2))+1/2*(y/2-evalf(sqrt(3)/2)*(x-2))):

f[4]:=(x,y)->(evalf(1-abs(x-1)),evalf(y)):

f[5]:=(x,y)->(evalf(x-y/sqrt(3)),evalf(2*y/sqrt(3))):
F:=(x,y)->f[5](f[4](f[3](f[2](f[1](x,y))))):

> rightsierpinski := proc(a, b)
local A,A1,A2, m;

A[1]:=a:

A[2]:=b:

A1:=A[1]:

A2:=A[2]:

for m to 50 while A1^2+A2^2 < 2 do
A := F(A[1], A[2]):

A1:=A[1]:

A2:=A[2]:

end do;

m;

end proc: 
densityplot(rightsierpinski, 0..1, 0..1, colorstyle=HUE, grid=[1000, 

1000], style=patchnogrid, axes=none);

�ekil 3.5: Zaman kaç�³ algoritmas� yoluyla renkli olarak dik Sierpinski üçgeninin in³as�

21



> with(plots):

f[1]:=(x,y)->(evalf(x+y/2),evalf(y*sqrt(3)/2)):
f[2]:=(x,y)->(evalf(2*x),evalf(2*y)):

f[3]:=(x,y)->(-1/2*abs((x-2)/2+y*evalf(sqrt(3)/2))+

evalf(sqrt(3)/2)*(evalf(sqrt(3)/2)*(x-2)-y/2)+2,-

evalf(sqrt(3)/2)*abs((x-2)/2+y*evalf(sqrt(3)/2))+1/2*(y/2-

evalf(sqrt(3)/2)*(x-2))):

f[4]:=(x,y)->(evalf(1-abs(x-1)),evalf(y)):
f[5]:=(x,y)->(evalf(x-y/sqrt(3)),evalf(2*y/sqrt(3))):

> F:=(x,y)->f[5](f[4](f[3](f[2](f[1](x,y))))):
step:=0.001:

say:=0:

for i from 0 to 1 by step do

for j from 0 to 1 by step do

a:=evalf(F(i,j)):

for k from 1 to 8 do
a:=evalf(F(a[1],a[2])):

od:

if evalf(a[1]^2)+evalf(a[2]^2)<=1 then

say:=say+1:

depo[say]:=(i,j);

fi:
od:

od:

pointplot({seq([depo[t][1],depo[t][2]],t=1..say)},axes=none,symbol=poin

t);

say;

�ekil 3.6: Zaman kaç�³ algoritmas� yoluyla renksiz olarak dik Sierpinski üçgeninin in³as�
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4. SIERPINSKI ÜÇGEN� ÜZER�NDE KAOT�K D�NAM�K S�STEM-

LER

Literatürde, fraktal ve kaos kavramlar�n�n birlikte yer ald�§� çal�³malar ile s�kça

kar³�la³�lmaktad�r. Örne§in, Sierpinski hal�s�n�n Li-Yorke anlam�ndaki kaotik davra-

n�³� Ercai'nin [10]'daki çal�³mas�nda incelenmi³tir. Devaney, Li-Yorke, Block ve Cop-

pel gibi farkl� kaos tan�mlar� olmakla birlikte bu tezde tan�mlanan dinamik sistem-

lerin kaotikli§i gösterilirken Devaney anlam�ndaki kaos tan�m� kullan�lacakt�r.

Bu bölümde Sierpinski üçgeni üzerinde geni³leme ve katlama dönü³ümleri kul-

lan�larak farkl� dinamik sistemler tan�mlanacakt�r. (4.1), (4.4) ve (4.5)'te verilen

e³itlikte tan�mlanan bile³ke fonksiyonlar� karma³�k oldu§undan bu fonksiyonlar� kul-

lanarak i³lemler yapmak oldukça zordur. Elde edilen dinamik sistemlerin kaotikli§ini

ve periyodik noktalar�n� daha kolay inceleyebilmek için bu dinamik sistemler, Sier-

pinski üçgeni üzerindeki noktalar�n kod temsilleri kullan�larak kod kümesi üzerinde

ifade edilecektir (Bkz. Önerme 4.2.2, 4.3.1, 4.4.1). Öncelikle Sierpinski üçgeni üze-

rindeki bir noktan�n kodlama sürecinden ve kod kümesi kavramlar�ndan bahsedile-

cektir. Daha sonra noktalar�n Sierpinski üçgeni üzerinde dinamik sistemler tan�m-

lanacak ve tan�mlanan bu dinamik sistemlerin kaotikli§i incelenecektir. Bunun için

ise Sierpinski üçgeni üzerindeki noktalar�n kod gösterimleri kullan�larak tan�mlanm�³

olan içsel metrik [24] kullan�lacakt�r.

4.1. Sierpinski Üçgeni Üzerindeki Noktalar�n Kodlama Süreci

Önceki bölümde Sierpinski üçgeninin bir yinelemeli fonksiyon sisteminin atrak-

törü olarak elde edildi§inden bahsedilmi³ti. Bu YFS (3.1)'de verilen üç adet büzülme

dönü³ümünden olu³maktad�r; w0 ile Sierpinski üçgeninin sol alt parças�, w1 ile sa§

alt parças�, w2 ile ise üst parças� elde edilir. Teorem 2.3.3'ten de görülece§i üzere bu

fonksiyonlar�n dizisi ile Sierpinski üçgeni üzerindeki bir noktan�n adresi belirlenebilir

(Bkz. �ekil 4.1).

Buna göre S'nin kod kümeleri a³a§�daki gibi tan�mlanm�³t�r:

S'nin sol alt parças�

S0 = {0a2a3a4 . . . | ai ∈ {0, 1, 2} ve i = 2, 3, 4, . . .},
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�ekil 4.1: Kodlama süreci

S'nin sa§ alt parças�

S1 = {1a2a3a4 . . . | ai ∈ {0, 1, 2} ve i = 2, 3, 4, . . .},

ve S'nin üst parças�

S2 = {2a2a3a4 . . . | ai ∈ {0, 1, 2} ve i = 2, 3, 4, . . .}

ile gösterilsin. �ekil 4.2'den de görülece§i üzere S'nin kod kümesi S0, S1 ve S2 kod

kümelerinin birle³imidir.

0
P

1
P

2
P

�ekil 4.2: S'nin S0 (siyah), S1 (mavi) ve S2 (k�rm�z�) alt üçgenleri

Benzer ³ekilde S0'�n sol alt, sa§ alt ve üst parçalar� s�ras�yla

S00 = {00a3a4 . . . | ai ∈ {0, 1, 2} ve i = 3, 4, 5, . . .},
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S01 = {01a3a4 . . . | ai ∈ {0, 1, 2} ve i = 3, 4, 5, . . .},

S02 = {02a3a4 . . . | ai ∈ {0, 1, 2} ve i = 3, 4, 5, . . .}

ile gösterilsin. S0 kümesi S00, S01 ve S02 kod kümelerinin birle³imi ³eklindedir. S1 ve

S2'nin alt üçgenleri de benzer ³ekilde ifade edilebilir. Genel durumda, i = 1, 2, . . . , n

için wi ∈ {0, 1, 2} olmak üzere sabit w1, w2, . . . , wn için Sw1w2...wn kümesinin sol alt,

sa§ alt ve üst parçalar� s�ras� ile Sw1w2...wn0, Sw1w2...wn1 ve Sw1w2...wn2 olarak tan�mlan�r.

Yani herhangi bir alt üçgen

Sw1...wnw = {w1 . . . wnwan+2an+3 . . . | w, ai ∈ {0, 1, 2}, i = n+ 2, n+ 3, . . .}

³eklinde ifade edilir (Bkz. �ekil 4.3).

0
P

1
P

2
P

�ekil 4.3: S0'�n S02 (ye³il), S210'�n S2102 (k�rm�z�) ve S1021'in S10211 (mavi) alt üçgenleri

Kod kümeleri kullan�larak S üzerindeki bir noktan�n kod gösterimi a³a§�daki gibi

ifade edilir:

Sa1 , Sa1a2 , Sa1a2a3 , . . . , Sa1a2...an , . . .

kod kümeleri olmak üzere yukar�da yap�lan tan�mlardan yola ç�k�larak Sa1 ⊃ Sa1a2 ⊃

Sa1a2a3 ⊃ . . . ⊃ Sa1a2...an ⊃ . . . oldu§u aç�kt�r. Cantor arakesit teoremi gösterir ki

∞⋂
n=1

Sa1a2...an

sonsuz kesi³imi tek elemanl� bir {A} kümesini verir. Bu A ∈ S noktas� an ∈
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{0, 1, 2}, n ∈ N olmak üzere a1a2 . . . an . . . ile gösterilsin. Bu a1a2 . . . an . . . dizi-

sine A noktas�n�n kod gösterimi (temsili) denir.

Sa1a2...ak kümesinin ayn� seviyedeki herhangi iki alt üçgeninin kesi³imi olan A ∈ S

noktas�na S'nin ba§lama (junction) noktas� denir. Bu ³ekildeki noktalar iki farkl�

kod gösterimine sahiplerdir. Sierpinski üçgeni üzerinde de iki farkl� kod gösterimine

sahip olan çok fazla say�da nokta vard�r. A ∈ S bir ba§lama noktas� ise α, β ∈

{0, 1, 2} ve α 6= β olmak üzere A noktas�n�n kod gösterimleri

a1a2 . . . akβαααα . . .

ve

a1a2 . . . akαββββ . . .

³eklindedir. Bu noktalar�n d�³�nda kalan di§er noktalar yaln�z bir kod gösterimine

sahiptir.

Örne§in,

01 = 010101 . . . , 0 = 000 . . . , 012 = 012012012 . . .

ve elemanlar� düzenli tekrar etmeyen diziler tek kod gösterimine sahiplerdir.

4.2. Sierpinski Üçgeni Üzerinde {S;F}Kaotik Dinamik Sisteminin �n³as�

Bu bölümde S üzerinde geni³leme ve katlama dönü³ümleri kullan�larak bir F

fonksiyonu tan�mlanm�³t�r. Daha sonra bu fonksiyon Sierpinski üçgeni üzerindeki

noktalar�n kod temsilleri kullan�larak ifade edilmi³ ve {S;F} dinamik sisteminin

kaotikli§i gösterilip periyodik noktalar� hesaplanm�³t�r.

f1, f2, f3, f4 : R2 → R2,

f1(x, y) = (2x, 2y) ,

f2(x, y) =
(
x,
√
3
2
−
∣∣∣y − √32 ∣∣∣) ,

f3(x, y) =
(
−
√
3
2

∣∣∣√3(x−1)−y2

∣∣∣+ (x−1)+y
√
3

4
+ 1,

√
3
2

(
x−1
2

+ y
√
3

2

)
+ 1

2

∣∣∣√3(x−1)−y2

∣∣∣),
f4(x, y) =

(
−
√
3
2

∣∣∣√3(x−1)+y2

∣∣∣+ (x−1)−y
√
3

4
+ 1,

√
3
2

(
y
√
3

2
− (x−1)

2

)
− 1

2

∣∣∣√3(x−1)+y2

∣∣∣)
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olmak üzere f1 geni³leme ve f2, f3 ve f4 katlama dönü³ümlerinin bile³kesi olarak

F = f4 ◦ f3 ◦ f2 ◦ f1 (4.1)

fonksiyonu tan�mlans�n.

Burada Sierpinski üçgeni, kö³e noktalar� (0, 0), (1, 0),
(
1
2
,
√
3
2

)
olan e³kenar Sier-

pinski üçgeni olarak al�nacakt�r. (0, 0), (1, 0),
(
1
2
,
√
3
2

)
noktalar�ndan geçen içi dolu

e³kenar üçgen N ile ve (0, 0), (2, 0), (1,
√

3) noktalar�ndan geçen içi dolu e³kenar

üçgen N′ ile gösterilsin. Ayr�ca (0, 0), (2, 0),
(
1
2
,
√
3
2

)
,
(
3
2
,
√
3
2

)
noktalar�ndan geçen

ikizkenar yamuk IT ile ve (0, 0), (1, 0),
(
1
2
,
√
3
2

)
,
(
3
2
,
√
3
2

)
noktalar�ndan geçen para-

lelkenar � ile gösterilsin. Yukar�da tan�mlanan F fonksiyonu karma³�k gözükse de

geometrik olarak bu fonksiyon N üzerinde bir dinamik sistem in³a eder.

f1 fonksiyonu geni³leme dönü³ümüdür ve N'ni iki kat�na ç�kar�r yani f1(N) = N′

olur. f2 fonksiyonu y =
√
3
2
do§rusuna göre bir katlama dönü³ümüdür ve f2(N′) = IT

gerçeklenir. f3 fonksiyonu f3(IT ) = � olacak ³ekilde y =
√

3(x− 1) do§rusuna göre

katlama dönü³ümüdür ve son olarak f4 fonksiyonu y = −
√

3(x− 1) do§rusuna göre

f4(�) = N olacak ³ekildeki katlama dönü³ümüdür (Bkz. �ekil 4.4).

x
0 1 2

2

3

3

y

x
0 1 2

2

3

3

y

1f

x0 1 2

2

3
=y

3

y

2f

0 1 2

2

3

3

y

x

3f

)1(3 -= xy

0 1 2

2

3

3

y

x

4f
)1(3 --= xy

�ekil 4.4: f1, f2, f3, f4 fonksiyonlar�n�n N kümesi üzerindeki etkisi
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F fonksiyonunun S üzerindeki k�s�tlanm�³ hali dikkate al�nacakt�r. Bu dönü³üm-

ler sonucunda Sierpinski üçgenini yine kendisine götüren bir F = f4◦f3◦f2◦f1 bile³ke

fonksiyonu elde edilir. Burada {S;F} bir dinamik sistem belirtmektedir ancak F

fonksiyonu kullan�larak bu dinamik sistemin kaotik oldu§unu göstermek hatta peri-

yodik noktalar�n� bile hesaplamak oldukça zordur. Bu yüzden bu fonksiyon a³a§�da

verilen önerme ile Sierpinski üçgeninin kod kümesi üzerinde ifade edilecektir. Ancak

önce S'nin kod kümesi üzerinde tan�mlanm�³ olan içsel metrik verilecektir. [4]'e göre

Sierpinski üçgeni üzerindeki içsel metrik

d(x, y) = inf{δ | δ, S üzerinde x ve y'yi birle³tiren düzeltilebilir e§rinin uzunlu§u}

³eklinde tan�mlan�r.

Noktalar�n kod temsilleri kullan�larak S üzerindeki herhangi iki nokta aras�ndaki

içsel uzakl�§� veren aç�k formül a³a§�daki gibi verilmi³tir [24]:

Teorem 4.2.1. i = 1, 2, . . . , k − 1 için ai = bi ve ak 6= bk olmak üzere A ∈

S ve B ∈ S gibi iki noktan�n kod gösterimi s�ras�yla a1a2 . . . ak−1akak+1 . . . ve

b1b2 . . . bk−1bkbk+1 . . . olsun.

αi =

 0, ai = bk

1, ai 6= bk
, βi =

 0, bi = ak

1, bi 6= ak
,

γi =

 0, ai 6= ak ve ai 6= bk

1, d.d
, δi =

 0, bi 6= bk ve bi 6= ak

1, d.d

olmak üzere

d(A,B) := min

{
∞∑

i=k+1

αi + βi
2i

,
1

2k
+

∞∑
i=k+1

γi + δi
2i

}
(4.2)

fonksiyonu A ile B aras�ndaki uzakl�§� verir.

(4.2)'de verilen d metri§i S'nin kod kümesi üzerinde kesin bir içsel metriktir

(Bkz. [24]). Bu metrik S üzerinde herhangi iki nokta aras�ndaki en k�sa uzakl�§�

vermektedir.
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A³a§�daki önerme ile F fonksiyonu S'nin kod kümesi üzerinde ifade edilmi³tir.

Önerme 4.2.2. Herhangi bir X ∈ S noktas�n�n kod gösterimi x1x2x3 . . . ve Y ∈ S

noktas�n�n kod gösterimi y1y2y3 . . . olsun. Bu durumda (4.1)'de tan�mlanan F : S →

S fonksiyonu, i = 1, 2, 3, . . . ve xi, yi ∈ {0, 1, 2} için yi ≡ xi+1 + x1 (mod3) olmak

üzere F (X) = Y ³eklinde ifade edilir.

Kan�t. F fonksiyonunun S'nin kod kümesi üzerinde iyi tan�ml� oldu§u gösterilme-

lidir. E§er x1x2x3 . . . yaln�z tek bir kod gösterimine sahip ise sonuç a³ikard�r.

α, β ∈ {0, 1, 2}, α 6= β ve X noktas� x1x2x3 . . . xnαβββ . . . ve x1x2x3 . . . xnβααα . . .

olacak ³ekilde iki farkl� kod gösterimine sahip olsun. Bu durumda

F (x1x2x3 . . . xnαβββ . . .) = y1y2y3 . . . ynyn+1yn+2 . . .

F (x1x2x3 . . . xnβααα . . .) = z1z2z3 . . . znzn+1zn+2 . . .

olmak üzere y1y2y3 . . . ynyn+1yn+2 . . . ve z1z2z3 . . . znzn+1zn+2 . . . noktalar�n�n ayn�

nokta için birer kod gösterimi oldu§u gösterilmelidir.

F 'nin tan�m�ndan i = 1, 2, 3, . . . , n− 1 için

yi ≡ zi ≡ x1 + xi+1 (mod3)

elde edilir. Ayr�ca i = 1, 2, 3, . . . için,

yn ≡ x1 + α (mod3),

yn+i ≡ x1 + β (mod3),

zn ≡ x1 + β (mod3),

zn+i ≡ x1 + α (mod3)

olur.

i = 1, 2, 3, . . . , n− 1 için x1 + xi+1 ≡ si (mod3) ve x1 +α ≡ γ (mod3), x1 + β ≡

δ (mod3) olsun. γ 6= δ oldu§undan

y1y2y3 . . . ynyn+1yn+2 . . . = s1s2s3 . . . sn−1γδδδ . . .
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ve

z1z2z3 . . . znzn+1zn+2 . . . = s1s2s3 . . . sn−1δγγγ . . .

ayn� noktan�n farkl� kod sunumlar�d�r.

�imdi a³a§�daki gra�kler kullan�larak bu gösterimin geometriksel olarak bir is-

pat� verilecektir. �spat�n daha anla³�l�r olmas� için kod kümeleri farkl� bir renkle

gösterilmi³ ve her bir ad�mda S0, S1 ve S2 kod kümelerinin F alt�ndaki görüntüleri

elde edilmi³tir.
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�ekil 4.5: S0, S0x2 ve S0x2x3 kod kümelerinin F fonksiyonu alt�ndaki görüntüsü

Durum 1: x1 = 0 ise F (S0) = S, F (S00) = S0, F (S01) = S1 ve F (S02) = S2

oldu§u aç�kt�r. Benzer ³ekilde, S000, S001, S002, S010, S011, S012, S020, S021, S022

kümelerinin F alt�ndaki görüntüleri s�ras�yla S00, S01, S02, S10, S11, S12, S20, S21, S22

olur (Bkz. �ekil 4.5). Yani x1x2x3x4 . . . noktas�n�n ilk terimi s�f�r ise, F (0x2x3x4 . . .)

= x2x3x4 . . . olur. Buradan i = 1, 2, 3, . . . için yi ≡ xi+1 (mod3) olmak üzere

F (0x2x3x4 . . .) = y1y2y3 . . . elde edilir.

Durum 2: E§er x1 = 1 ise �ekil 4.6'dan da görülebilece§i gibi, F (S1) = S, F (S10) =

S1, F (S11) = S2 ve F (S12) = S0 olur. Ayr�ca S100, S101, S102, S110, S111, S112, S120,

S121, S122 kümelerinin F alt�ndaki görüntüleri s�ras�yla S11, S12, S10, S21, S22, S20,

S01, S02, S00 olur. Genel olarak kural i = 1, 2, 3, . . . için yi ≡ xi+1+1 ( mod 3) olmak

üzere F (1x2x3x4 . . .) = y1y2y3 . . . ³eklinde verilebilir.
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�ekil 4.6: S1, S1x2 ve S1x2x3 kod kümelerinin F fonksiyonu alt�ndaki görüntüsü
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�ekil 4.7: S2, S2x2 ve S2x2x3 kod kümelerinin F fonksiyonu alt�ndaki görüntüsü

Durum 3: E§er x1 = 2 ise F (S2) = S, F (S20) = S2, F (S21) = S0 ve F (S22) =

S1 olur. Ayr�ca S200, S201, S202, S210, S211, S212, S220, S221, S222 kümelerinin F

alt�ndaki görüntüleri s�ras�yla S22, S20, S21, S02, S00, S01, S12, S10, S11 ³eklindedir

(Bkz. �ekil 4.7). Buradan i = 1, 2, 3, . . . için yi ≡ xi+1 + 2 (mod3) olmak üzere

F (2x2x3x4 . . .) = y1y2y3 . . . elde edilir.
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{S;F} dinamik sisteminin kaotik bir dinamik sistem oldu§unu göstermek ve

periyodik noktalar�n� daha kolay bir ³ekilde hesaplayabilmek için F fonksiyonunun

Önerme 4.2.2'de verilen tan�m� kullan�lacakt�r.

Teorem 4.2.3. {S;F} dinamik sistemi Devaney anlam�nda kaotiktir.

Kan�t. �lk olarak F'nin ba³lang�ç noktalar�na hassas ba§�ml� oldu§u gösterilecektir.

∀k ∈ N için ak ∈ {0, 1, 2} olmak üzere S'den kod gösterimi a1a2 . . . ak−1akak+1 . . .

olan key� bir A noktas� seçilsin. Her δ için 1
2k−2 < δ olacak ³ekilde yeterince büyük

bir k ∈ N vard�r. Ayr�ca i = k, k+ 1, k+ 2, . . . için bi 6= ak olacak ³ekilde kod temsili

a1a2 . . . ak−1bkbk+1 . . . olan B ∈ S noktas� seçilsin. d metri§i kullan�larak,

d(A,B) < δ

oldu§u hesaplan�r. Di§er yandan, t = k, k + 1, k + 2, · · · ve s = 2k−2a1 + 2k−3a2 +

. . .+ ak−1 için ct ≡ s+ at (mod3) ve dt ≡ s+ bt (mod3) olmak üzere

F k−1(A) = ckck+1ck+2 . . .

F k−1(B) = dkdk+1dk+2 . . .

elde edilir. Burada i = 1, 2, 3, . . . için s+ ak 6= s+ bk+i oldu§undan

d(F k−1(A), F k−1(B)) >
1

4

elde edilerek istenilen sonuca ula³�l�r.

F 'nin topolojik geçi³kenli§ini gösterebilmek için S'den bo³tan farkl� key� U ve

V aç�k alt kümeleri al�ns�n. O halde B(A, 1
2k−1 ) ⊂ U olacak ³ekilde kod gösterimi

a1a2 . . . ak−1akak+1 . . . olan bir A ∈ S eleman� ve k do§al say�s� vard�r.

Kolayca görülebilir ki B(A, 1
2k−1 ) kümesi key� xi ∈ {0, 1, 2} (i = k+ 2, k+ 3, . . .)

için

U ′ = {a1a2 . . . akxk+1xk+2xk+2 . . . | a1, . . . , ak'lar sabit}

olacak ³ekilde S'nin bir U ′ alt üçgenini içerir.
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i = 1, 2, 3 . . . ve s = 2k−1a1 + 2k−2a2 + . . .+ ak için F 'nin tan�m�ndan,

F k(U ′) = {y1y2y3 . . . | yi ≡ s+ xk+i (mod3)}

elde edilir. Burada xk+1, xk+2, xk+3 . . . key� oldu§undan F k(U ′) = S ve F k(U) = S

bulunur. Yani, U ve V , S'nin bo³tan farkl� alt kümeleri olmak üzere

F k(U) ∩ V 6= ∅

olacak ³ekilde k ∈ N vard�r.

F 'nin periyodik noktalar�n�n S'de yo§un oldu§unu göstermek için S'deki her-

hangi bir noktaya istenildi§i kadar yak�n periyodik noktalar bulunmal�d�r. Key� bir

A ∈ S noktas� ve U ⊆ S aç�k kümesi al�ns�n. Yeterince büyük k için B(A, 1
2k−1 ) ⊂ U

olacak ³ekilde k ∈ N vard�r. d metri§inin tan�m�ndan, i = 1, 2, . . . , k ve j =

k + 1, k + 2, . . . olmak üzere

U ′ = {a1a2 . . . akxk+1xk+2 . . . | ai'ler sabit ve xj'ler key� } ⊂ B
(
A,

1

2k−1

)
elde edilir. �imdi U ′ kümesinin bir k−periyotlu nokta içerdi§i gösterilsin. l =

1, 2, 3, . . . için yk+l ≡ s+ xk+l ve s = 2k−1a1 + 2k−2a2 + . . .+ ak olmak üzere

F k({a1a2 . . . akxk+1xk+2 . . .}) = {yk+1yk+2yk+3 . . .}

e³itli§inden

s+ xk+1 ≡ a1 (mod3)

s+ xk+2 ≡ a2 (mod3)

...

s+ x2k ≡ ak (mod3)

...

denklemleri elde edilir.
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j = k + 1, k + 2, k + 3, . . . için xj'ler key� oldu§undan bu denklem sisteminin her

zaman bir çözümü vard�r. Yani S'deki herhangi bir key� noktaya istenildi§i kadar

yak�n bir periyodik nokta bulunabilir.

{S;F} dinamik sisteminin periyodik noktalar�n� veren algoritma

Bu bölümde F 'nin periyodik noktalar�n� veren genel bir formül elde edilmi³tir.

Kod gösterimi a1a2a3 . . . ak . . . ³eklinde olan Sierpinki üçgeni üzerindeki key� bir A

noktas�na F fonksiyonu uygulan�rsa, k = 1, 2, 3 . . . için

bk ≡ a1 + ak+1 (mod3)

olmak üzere

F (A) = b1b2b3 . . . bk . . .

= (a1 + a2)(a1 + a3)(a1 + a4) . . . (a1 + ak+1) . . .

elde edilir.

Buradan yola ç�k�larak F (A) = A denkleminin çözümü olan F 'nin sabit noktalar�

•0 = 000000 . . . , •201 = 201201201 . . . , •102 = 102102102 . . . .

³eklinde bulunur.

Ayr�ca A noktas�n�n F ◦ F alt�ndaki görüntüsü k = 1, 2, 3 . . . için

ck ≡ 2a1 + a2 + ak+2 (mod3)

olmak üzere

F 2(A) = c1c2 . . . ck . . .

= (2a1 + a2 + a3)(2a1 + a2 + a4) . . . (2a1 + a2 + ak+2) . . .

³eklinde bulunur.
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Buradan F 2(A) = A denkleminin çözümü olan F 'nin 2−periyotlu noktalar�,

•1 = 111111 . . . , •2 = 2222 . . . , •012 = 012012012 . . . ,

•120 = 120120120 . . . , •210 = 210210210 . . . , •021 = 021021021 . . .

³eklinde hesaplan�r.

Benzer yolla A noktas�n�n F n alt�ndaki görüntüsü

k = 1, 2, 3 . . . için dk ≡ 2n−1a1 + 2n−2a2 + . . .+ an + an+k (mod3) olmak üzere

F n(A) = d1d2 . . . dk . . .

= (2n−1a1 + 2n−2a2 + . . .+ an + an+1)(2
n−1a1 + 2n−2a2 + . . .+ an + an+2)

. . . (2n−1a1 + 2n−2a2 + . . .+ an + an+k) . . .

³eklinde bulunur. F 'nin n−periyotlu noktalar�n� hesaplamak için F n(A) = A denk-

lemi çözülerek n = 1, 2, 3, . . . ve k = 1, 2, 3 . . . için

2n−1a1 + 2n−2a2 + . . .+ an + an+k ≡ ak (mod3) (4.3)

elde edilir.

Elde edilen genelle³tirilmi³ durumda (4.3) denklemi kullan�larak,

3−periyotlu baz� döngüler

{011, 110, 212}, {022, 220, 121}, {001220112, 012201120, 122011200},

{010121202, 101212020, 120201012}, {100022211, 111000222, 221110002},

{200011122, 222000111, 112220001}

4−periyotlu baz� döngüler

{1100, 2112, 0011, 0110}, {2200, 1221, 0022, 0220}, {1122, 2002, 2211, 1001}

5−periyotlu baz� döngüler

{00011, 00110, 01100, 11000, 21112}
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{100000222221111, 111110000022222, 222211111000002, 111000002222211, 221111100000222}

ve 6−periyotlu baz� döngüler

{20, 21, 01, 10, 12, 02}, {100, 112, 202, 211, 001, 010}

{002211, 022110, 221100, 100221, 110022, 211002}

³eklinde bulunur.

4.3. Sierpinski Üçgeni Üzerinde {S;F} Dinamik Sistemine Denk Ol-

mayan Bir Dinamik Sistem �n³as�

Bu bölümde zaman kaç�³ algoritmas� yoluyla Sierpinski üçgenini elde etmek için

kullan�lan ve (3.2)'de tan�mlanan dönü³ümün ayn� zamanda Sierpinski üçgeni üze-

rinde bir kaotik dinamik sistem oldu§u gösterilecektir.

gi : R2 → R2, (i = 1, 2, 3)

g1(x, y) = (2x, 2y)

g2(x, y) =
(
−1

2

∣∣∣x−2+y√32

∣∣∣− √32 (y−√3(x−2)2

)
+ 2, y−

√
3(x−2)
4

−
√
3
2

∣∣∣x−2+y√32

∣∣∣)
g3(x, y) = (1− |x− 1| , y)

olmak üzere g1 geni³leme ve g2, g3 katlama dönü³ümlerinin bile³kesi olarak

G = g3 ◦ g2 ◦ g1 (4.4)

fonksiyonu tan�mlans�n. Burada g1 geni³leme dönü³ümü Sierpinksi üçgenini iki

kat�na ç�kar�r. g2 fonksiyonu y = −
√
3
3
x + 2

√
3

3
ve g3 fonksiyonu x = 1 do§rusuna

göre katlama dönü³ümüdür. {S;G} bir dinamik sistemdir ancak G fonksiyonunu

kullanarak bu dinamik sistemin kaotikli§ini incelemek oldukça zor olaca§�ndan bu

fonksiyon a³a§�da verilen önerme ile Sierpinski üçgeninin üzerindeki noktalar�n kod

temsilleri kullan�larak ifade edilmi³tir.

Önerme 4.3.1. Herhangi bir X ∈ S noktas�n�n kod gösterimi x1x2x3 . . . olsun. Bu

durumda (4.4)'te tan�mlanan G : S → S fonksiyonu, i = 1, 2, 3, . . . için xi ∈ {0, 1, 2}

olmak üzere a³a§�daki gibi ifade edilir:

36



E§er x1 = 0 ise

G(x1x2x3 . . .) = x2x3x4 . . .

x1 = 1 ise iki durum söz konusudur:

1. Durum:

G(111 . . . 10xk+1xk+2xk+3 . . .) = y2y3 . . . ykyk+1 . . . = 00 . . . 01yk+1yk+2yk+3 . . .

yi =


0, xi = 1

1, xi = 0

2, xi = 2

(i ≥ k + 1)

2. Durum:

G(111 . . . 12xk+1xk+2xk+3 . . .) = y2y3 . . . ykyk+1 . . . = 00 . . . 01yk+1yk+2yk+3 . . .

yi =


0, xi = 1

1, xi = 2

2, xi = 0

(i ≥ k + 1)

x1 = 2 ise

G(x1x2x3 . . .) = y2y3y4 . . . , yi =


0, xi = 2

1, xi = 1

2, xi = 0

(i ≥ 2)

olur.

Kan�t. G fonksiyonunun S'nin kod kümesi üzerinde iyi tan�ml� oldu§u gösterile-

cektir. x1'in 0, 1 ve 2 olma durumuna göre yukar�da verilen dört kuraldan birisi

uygulan�r (Bkz. �ekil 4.8, 4.9, 4.10, 4.11). E§er X tek bir kod gösterimine sahipse

sonuç a³ikard�r ve G(X) tek bir kod gösterimine sahiptir.

E§er X noktas� x1x2x3 . . . xnαβββ . . . ve x1x2x3 . . . xnβααα . . . olacak ³ekilde

iki farkl� kod gösterimine sahip ise 01, 10, 02, 20, 12, 21, 001, 010, 012, 021, 002, 020

110, 101, 120, 102, 112, 121, 202, 220, 212, 221, 201, 210 noktalar�n�n incelenmesi yeterli

olacakt�r.
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�ekil 4.8: S0, S0x2 ve S0x2x3 kod kümelerinin G fonksiyonu alt�ndaki görüntüsü

x0 1

2

3

y

x0 1

2

3

31g

1

2

3

2

x0

3
( 2)

3
y x=- -

y

0 1

2

3

2

1x =

x

3g

y

y

2g

�ekil 4.9: S10, S110, S1110 kod kümelerinin G fonksiyonu alt�ndaki görüntüsü
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Bu noktalar�n, Önerme 4.3.1'de verilen durumlara göre G fonksiyonu alt�nda

görüntüleri

G(01) = 1,

G(10) = 1,

G(02) = 2,

G(20) = 2,

G(12) = 1,

G(21) = 1,

G(010) = 10,

G(001) = 01,

G(020) = 20,

G(002) = 02,

G(012) = 12,

G(021) = 21,

G(110) = 01,

G(101) = 10,

G(112) = 01,

G(121) = 10,

G(120) = 12,

G(102) = 12,

G(202) = 20,

G(220) = 02,

G(212) = 10,

G(221) = 01,

G(201) = 21,

G(210) = 12,

olur.
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�ekil 4.10: S12, S112, S1112 kod kümelerinin G fonksiyonu alt�ndaki görüntüsü

Görülece§i üzere ayn� noktalar�n farkl� kod temsillerinin görüntüleri tek ve ayn�

noktaya gider. Genelle³tirilmi³ durumda σ = x1x2x3 . . . xn olmak üzere σ01 ile σ10,

σ12 ile σ21, σ02 ile σ20, ayr�ca σ001 ile σ010, σ012 ile σ021, σ002 ile σ020, σ110
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ile σ101, σ120 ile σ102, σ112 ile σ121 ve σ202 ile σ220, σ212 ile σ221, σ201 ile

σ210 ayn� noktalar�n farkl� kod gösterimleridir ve σ'dan ba§�ms�z olmak üzere bu

noktalar�n görüntüleri de ayn� olur.
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�ekil 4.11: S2, S2x2 ve S2x2x3 kod kümelerinin G fonksiyonu alt�ndaki görüntüsü

Teorem 4.3.2. {S;G} dinamik sistemi Devaney anlam�nda kaotiktir.

Kan�t. �lk olarak G'nin ba³lang�ç ³artlar�na hassas ba§�ml� oldu§u gösterilecektir.

∀k ∈ N için ak ∈ {0, 1, 2} olmak üzere kod gösterimi a1a2 . . . ak−1akak+1 . . . olacak

³ekilde key� bir A ∈ S noktas� al�ns�n. Her δ için 1
2k−2 < δ olacak ³ekilde yeterince

büyük bir k ∈ N vard�r. Ayr�ca i = k, k+ 1, k+ 2, . . . için bi 6= ak olacak ³ekilde kod

gösterimi a1a2 . . . ak−1bkbk+1 . . . olan B ∈ S noktas� seçilsin. d metri§i kullan�larak

d(A,B) < δ

oldu§u hesaplan�r. Di§er taraftan

Gk−1(A) = ckck+1ck+2 . . .
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Gk−1(B) = dkdk+1dk+2 . . .

elde edilir. dk 6= ck ve dk+1 6= ck seçilirse

d(Gk−1(A), Gk−1(B)) ≥ 1

4

sonucuna ula³�l�r.

G'nin topolojik geçi³kenli§ini gösterebilmek için S'nin bo³tan farkl� key� U ve V

aç�k alt kümeleri al�ns�n. B(A, 1
2k−1 ) ⊂ U olacak ³ekilde kod gösterimi a1a2 . . . ak . . .

olan A ∈ S eleman� ve k do§al say�s� vard�r. i = k+1, k+2, k+3, . . . için xi ∈ {0, 1, 2}

key� olmak üzere B(A, 1
2k−1 ), Sierpinski üçgeninin

U ′ = {a1a2 . . . akxk+1xk+2xk+2 . . . | a1, . . . , ak'lar sabit}

³eklinde bir alt kümesini içerir.

j = k+1, k+2, k+3, . . . için key� xj'lere kar³�l�k yj'ler uygun ³ekilde seçildi§inde

Gk(U ′) = {yk+1yk+2yk+3 . . .}

elde edilir. Buradan Gk(U ′) = S ve Gk(U) = S bulunur. Yani U ve V , S'nin bo³tan

farkl� alt kümeleri olmak üzere

Gk(U) ∩ V 6= ∅

olacak ³ekilde k ∈ N bulunur.

G'nin periyodik noktalar�n�n S'de yo§un olmas� için S'deki herhangi bir noktaya

istenildi§i kadar yak�n periyodik noktalar bulunmal�d�r. Key� bir A ∈ S eleman� ve

U ⊆ S aç�k kümesi al�ns�n. Yeterince büyük k'lar için B(A, 1
2k−1 ) ⊂ U olacak ³ekilde

k ∈ N vard�r. d metri§inin tan�m�ndan i = 1, 2, . . . , k ve j = k + 1, k + 2, . . . için

U ′ = {a1a2 . . . akxk+1xk+2 . . . |ai'ler sabit ve xj'ler key� }

olacak ³ekilde

U ′ ⊂ B
(
A,

1

2k−1

)
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elde edilir. �imdi U ′ kümesinin k−periyotlu bir nokta içerdi§i gösterilecektir.

Gk({a1a2 . . . akxk+1xk+2 . . .}) = {yk+1yk+2yk+3 . . .}

e³itli§inde j = k + 1, k + 2, k + 3, . . . için xj'ler key� oldu§undan bunlara kar³�l�k

uygun yj'ler bulunarak k−periyotlu noktalar elde edilir. Yani yukar�daki denklem

sisteminin her zaman bir çözümü vard�r ve S'deki herhangi bir noktaya istenildi§i

kadar yak�n periyodik noktalar bulunabilir.

{S;G} dinamik sisteminin periyodik noktalar�n�n incelenmesi

Yukar�da tan�mlanan G dönü³ümünden yola ç�k�larak bu dinamik sistemin sabit

noktalar� ve 2−periyotlu noktalar� hesaplanm�³t�r.

G'nin sabit noktalar�

•0 = 000 . . . , •20 = 2020 . . . , •10 = 1010 . . . , •120 = 120120 . . .

G'nin 2−periyotlu noktalar�

•0220 = 02200220 . . . , •0110 = 01100110 . . .

•011220 = 011220011220 . . . , •112200 = 112200112200 . . .

•1100 = 11001100 . . . , •1020 = 10201020 . . .

•1210 = 12101210 . . . , •2200 = 22002200 . . . .

olarak hesaplan�r.

Sonuç 4.3.3. Sierpinski üçgeni üzerinde Önerme 4.2.2 ve 4.3.1'de tan�mlanan di-

namik sistemler farkl� say�da sabit noktalara sahiptir. Buna göre Önerme 2.4.11'den

yola ç�karak bu iki dinamik sistemin topolojik olarak denk olmayan dinamik sistemler

oldu§u sonucuna ula³�l�r.
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4.4. Sierpinski Üçgeni Üzerinde {S;G} Dinamik Sistemi �le Denk Olan

Bir Dinamik Sistem �n³as�

ti : R2 → R2, (i = 1, 2, 3)

t1(x, y) = (2x, 2y)

t2(x, y) =
(

1
2

∣∣∣x−y√32

∣∣∣+
√
3
2

(
y+x
√
3

2

)
, y+x

√
3

4
−
√
3
2

∣∣∣x−y√32

∣∣∣)
t3(x, y) = (1 + |x− 1| , y)

t4(x, y) = (x− 1, y)

olmak üzere T fonksiyonu

T = t4 ◦ t3 ◦ t2 ◦ t1 (4.5)

³eklinde tan�mlans�n. Burada t1 fonksiyonu geni³leme dönü³ümüdür ve Sierpinksi

üçgenini iki kat�na ç�kar�r. t2 fonksiyonu y =
√
3
3
x, t3 fonksiyonu x = 1 do§rusuna

göre do§runun sa§�ndaki bir noktay� do§runun soluna götüren katlama dönü³üm-

leri ve t4 fonksiyonu öteleme dönü³ümüdür. Burada {S;T} bir dinamik sistemdir.

Bu dinamik sistem Sierpinski üçgeninin kod kümesi üzerinde a³a§�daki gibi ifade

edilmi³tir:

Önerme 4.4.1. Herhangi bir X ∈ S noktas�n�n kod gösterimi x1x2x3 . . . olsun. Bu

durumda (4.5)'te tan�mlanan T : S → S fonksiyonu, i = 1, 2, 3, . . . için xi ∈ {0, 1, 2}

olmak üzere a³a§�daki gibi ifade edilir:

E§er x1 = 0 ise iki durum söz konusudur:

1. Durum:

T (000 . . . 01xk+1xk+2xk+3 . . .) = y2y3 . . . ykyk+1 . . . = 11 . . . 10yk+1yk+2yk+3 . . .

yi =


0, xi = 1

1, xi = 0

2, xi = 2

(i ≥ k + 1)

2.Durum:

T (000 . . . 02xk+1xk+2xk+3 . . .) = y2y3 . . . ykyk+1 . . . = 11 . . . 10yk+1yk+2yk+3 . . .
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yi =


0, xi = 2

1, xi = 0

2, xi = 1

(i ≥ k + 1).

x1 = 1 ise

T (x1x2x3 . . .) = x2x3x4 . . .

olur.

x1 = 2 ise

T (x1x2x3 . . .) = y2y3y4 . . . , yi =


1, xi = 2

2, xi = 1

0, xi = 0

(i ≥ 2)

olur.

Kan�t. Kod gösterimi x1x2x3 . . . olan X ∈ S noktas� için x1'in 0, 1 veya 2 olma

durumuna göre yukar�da verilen dört kuraldan birisi uygulan�r (Bkz. �ekil 4.12,

4.13, 4.14, 4.15).
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�ekil 4.12: S01, S001, S0001 kod kümelerinin T fonksiyonu alt�ndaki görüntüsü
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X noktas� tek bir kod gösterimine sahip ise sonuç a³ikard�r. E§er X nok-

tas� x1x2x3 . . . xnαβββ . . . ve x1x2x3 . . . xnβααα . . . olacak ³ekilde iki farkl� kod

gösterimine sahip ise 01, 10, 02, 20, 12, 21, 001, 010, 012, 021, 002, 020

110, 101, 120, 102, 112, 121, 202, 220, 212, 221, 201, 210 noktalar�n�n ince-

lenmesi yeterli olacakt�r. Bu noktalar�n Önerme 4.4.1'de verilen durumlara göre T

fonskiyonu alt�nda görüntüleri a³a§�da verilmi³tir:
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�ekil 4.13: S02, S002, S0002 kod kümelerinin T fonksiyonu alt�ndaki görüntüsü

T (01) = 0,

T (10) = 0,

T (02) = 0,

T (20) = 0,

T (12) = 2,

T (21) = 2,

T (001) = 10,

T (010) = 01,

T (002) = 10,

T (020) = 01,

T (021) = 02,

T (012) = 02,

T (110) = 10,

T (101) = 01,

T (112) = 12,

T (121) = 21,

T (120) = 20,

T (102) = 02,

T (202) = 01,

T (220) = 10,

T (212) = 21,

T (221) = 12,

T (201) = 02

T (210) = 20
.
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Görüldü§ü üzere ayn� noktalar�n farkl� kod temsillerinin görüntüleri tek ve ayn�

noktaya gider.
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y

x0 1

2

3

3
1
t

1

2

3

2
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y

0 1
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x
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y

1 2

1x =

2

3

x
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3
y x=

2
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3
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4
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�ekil 4.14: S1, S1x2 ve S1x2x3 kod kümelerinin T fonksiyonu alt�ndaki görüntüsü
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�ekil 4.15: S2, S2x2 ve S2x2x3 kod kümelerinin T fonksiyonu alt�ndaki görüntüsü

46



Genelle³tirilmi³ durumda σ = x1x2x3 . . . xn olmak üzere; σ01 ile σ10, σ12 ile

σ21, σ02 ile σ20 ayr�ca σ001 ile σ010, σ012 ile σ021, σ002 ile σ020, σ110 ile σ101,

σ120 ile σ102, σ112 ile σ121 ve σ202 ile σ220, σ212 ile σ221, σ201 ile σ210 ayn�

noktalar�n farkl� kod gösterimleridir ve σ'dan ba§�ms�z olmak üzere bu noktalar�n

görüntüleri de ayn� olur.

Uyar� 4.4.2. ∀i ∈ N için xi, x
′
i ∈ {0, 1, 2} olmak üzere X, X ′ ∈ S noktalar�n�n

kod gösterimleri s�ras�yla x1x2x3 . . . ve x′1x
′
2x
′
3 . . . olsun. ∀X ∈ S için H : S → S,

H(G(X)) = T (H(X)) olacak ³ekilde

H(X) = X ′, x′i =


1, xi = 0

0, xi = 1

2, xi = 2

(4.6)

fonksiyonu vard�r.

Önerme 4.4.3. H : S → S, H(x1x2x3 . . .) = x′1x
′
2x
′
3 . . . olmak üzere (4.6)'da

tan�mlanan

x′i =


1, xi = 0

0, xi = 1

2, xi = 2

i = 1, 2, 3, . . .

fonksiyonu bir homeomor�zmad�r.

Kan�t. H'nin iyi tan�ml� oldu§u a³ikard�r. H'nin bir homeomor�zma olmas� için

birebir, örten, sürekli ve H−1'in sürekli olmas� gerekir. Buna denk olarak bu ispatta

H'nin birebir, örten, aç�k ve sürekli bir fonksiyon oldu§u gösterilecektir.

∀i = 1, 2, 3, . . . için ∀X, Y ∈ S noktalar�n�n kod gösterimleri s�ras�yla x1x2x3 . . .

ve y1y2y3 . . . olsun. H fonksiyonunun tan�m�ndan

H(X) = H(Y ) ⇔ H(x1x2x3 . . .) = H(y1y2y3 . . .)

⇔ x′1x
′
2x
′
3 . . . = y′1y

′
2y
′
3 . . .

⇔ x′i = y′i

⇔ xi = yi

⇔ X = Y
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bulunur. Ayr�ca X ve Y noktalar� iki kod gösterimine sahip ise di§er kod göste-

rimleri için de bu durum benzer ³ekilde bulunur ve H'nin birebir oldu§u gösterilmi³

olur.

H fonksiyonunun tan�m� gere§i, ∀X ′ ∈ S için H(X) = X ′ yani H(x1x2x3 . . .) =

x′1x
′
2x
′
3 . . . olacak ³ekilde kod gösterimi x1x2x3 . . . olan bir X ∈ S oldu§undan H

fonksiyonu örtendir.

H fonksiyonunun aç�k bir fonksiyon olmas�, her U ⊆ S aç�k alt kümesi için

H(U) ⊆ S kümesinin aç�k olmas� demektir. ∀X ∈ U ⊆ S için x ∈ B(X, ε) ⊆ U

olacak ³ekilde ε > 0 vard�r. Buradan H(X) ∈ H(B(X, ε)) ⊆ H(U) olur. H(Y ) = Y ′

olmak üzere Y ′ ∈ H(B(X, ε)) için Y ∈ B(X, ε) ⇔ d(X, Y ) < ε elde edilir. H

fonksiyonunun tan�m�ndan d(X, Y ) < ε ⇔ d(H(X), H(Y )) < ε oldu§u aç�kt�r.

d(H(X), H(Y )) < ε ⇔ H(Y ) ∈ B(H(X), ε) yani Y ′ ∈ B(H(X), ε) olur. Bu du-

rumda H(B(X, ε)) = B(H(X), ε) bulunur. Yani ∀H(X) ∈ H(U) için B(H(X), ε) ⊆

H(U) olacak ³ekilde ε > 0 vard�r, H(U) kümesi S'de aç�k oldu§undan H aç�k bir

fonksiyondur.

∀V ⊆ S aç�k kümesi için U = H−1(V ) ⊆ S'de aç�k ise H dönü³ümü süreklidir.

V kümesinin aç�k oldu§u bilindi§ine göre ∀X ′ ∈ V için X ′ ∈ B(X ′, ε) ⊆ V olacak

³ekilde ε > 0 vard�r. Buradan X = H−1(X ′) ∈ H−1(B(X ′, ε)) ⊆ H−1(V ) olur.

Ayr�ca Y ∈ B(H−1(X ′), ε) ⇔ d(H−1(X ′), Y ) < ε yani d(H−1(X ′), H−1(Y ′)) < ε

olur. H fonksiyonunun tan�m�ndan d(H−1(X ′), H−1(Y ′)) < ε ⇔ d(X ′, Y ′) < ε

oldu§u aç�kt�r. d(X ′, Y ′) < ε ⇔ Y ′ = H(Y ) ∈ B(X ′, ε) ⇔ Y ∈ H−1(B(X ′, ε)) olur.

Bu durumda H−1(B(X ′, ε)) = B(H−1(X ′), ε) bulunur. Yani ∀H−1(X ′) ∈ H−1(V )

için B(H−1(X ′), ε) ⊆ H−1(V ) olacak ³ekilde ε > 0 vard�r, H−1(V ) kümesi de S'de

aç�k oldu§undanH süreklidir. Bu durumdaH dönü³ümü bir homeomor�zmad�r.

Sonuç 4.4.4. ∀X ∈ S için H(G(X)) = T (H(X)) olacak ³ekilde (4.6)'da tan�m-

lanan H fonksiyonunun Önerme 4.4.3'te bir homeomor�zma oldu§u gösterilmi³tir.

Buna göre {S;G} ve {S;T} dinamik sistemleri topolojik olarak denk dinamik sis-

temlerdir. Ayr�ca Önerme 2.4.11'e göre {S;G} kaotik oldu§undan {S;T}'de kaotik

bir dinamik sistemdir.
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{S;T} dinamik sisteminin periyodik noktalar�n�n incelenmesi

Önerme 4.4.3'ten {S;T} ve {S;G} dinamik sistemlerinin topolojik olarak denk

dinamik sistemler oldu§u sonucuna ula³�lm�³t�r. Buna göre bu dinamik sistem-

lerin periyodik noktalar�n�n say�s� ayn�d�r. Ayr�ca (4.6) ifadesinde tan�mlanan H

dönü³ümü yard�m�yla {S;G} dinamik sisteminin periyodik noktalar� bilindi§i tak-

tirde {S;T} dinamik sisteminin de periyodik noktalar� kolayca bulunur. Buna göre

G'nin sabit noktalar�

•0 = 000 . . . , •20 = 2020 . . . , •10 = 1010 . . . , •120 = 120120 . . .

³eklinde oldu§undan T fonksiyonunun sabit noktalar� da

•H(0) = 1, •H(20) = 21, •H(10) = 01, •H(120) = 021

³eklinde bulunur. Benzer ³ekilde T 'nin 2−periyotlu noktalar�

•H(0220) = 1221, •H(0110) = 1001, •H(011220) = 100221

•H(112200) = 002211, •H(1100) = 0011, •H(1020) = 0121

•H(1210) = 0201, •H(2200) = 2211

olarak bulunur.

Uyar� 4.4.5. E³itlik (4.4) ile tan�mlanan dinamik sistemde g2 ve g3 katlama dönü³üm-

lerinin s�ras� de§i³tirilerek de bu dinamik sisteme denk bir dinamik sistem elde

edilebilir. Bu durumda yeni dinamik sistem

G′ = g2 ◦ g3 ◦ g1 (4.7)

³eklinde olacakt�r. Bu fonksiyon Sierpinski üçgeninin kod kümesi üzerinde a³a§�daki

önerme ile ifade edilir.

Önerme 4.4.6. Herhangi bir X ∈ S noktas�n�n kod gösterimi x1x2x3 . . . olsun.

Bu durumda (4.7)'de tan�mlanan G′ : S → S fonksiyonu, i = 1, 2, 3, . . . için xi ∈

{0, 1, 2} olmak üzere a³a§�daki gibi ifade edilir:
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E§er x1 = 0 ise

G′(x1x2x3 . . .) = x2x3x4 . . .

x1 = 1 ise

G′(x1x2x3 . . .) = y2y3y4 . . . , yi =


0, xi = 1

1, xi = 0

2, xi = 2

(i ≥ 2)

olur.

E§er x1 = 2 ise iki durum söz konusudur:

1. Durum:

G′(222 . . . 20xk+1xk+2xk+3 . . .) = y2y3y4 . . . ykyk+1 . . . = 00 . . . 02yk+1yk+2yk+3 . . .

yi =


0, xi = 2

1, xi = 1

2, xi = 0

(i ≥ k + 1)

2.Durum:

G′(222 . . . 21xk+1xk+2xk+3 . . .) = y2y3y4 . . . ykyk+1 . . . = 00 . . . 02yk+1yk+2yk+3 . . .

yi =


0, xi = 2

1, xi = 0

2, xi = 1

(i ≥ k + 1)

olur.

Kan�t. �spat, Önerme 4.3.1 ve 4.4.1'in ispat�na benzer yolla yap�l�r.

Uyar� 4.4.7. (S, d) kompakt metrik uzay ve F, G, T sürekli fonksiyonlar oldu§un-

dan {S;F}, {S;G} ve {S;T} dinamik sistemleri ayn� zamanda Li-Yorke anlam�nda

da kaotiktir (Bkz. [16]).
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Bu bölümde Sierpinski üçgeni üzerinde farkl� katlama dönü³ümleri kullan�larak

çok say�da dinamik sistem tan�mlanm�³t�r. Ayr�ca Önerme 4.4.6'da görülmü³tür

ki ayn� katlama dönü³ümlerinin sadece s�ralar� de§i³tirilerek dahi farkl� dinamik

sistemler elde etmek mümkündür.
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5. SIERPINSKI TETRAHEDRONUÜZER�NDE �ÇSELMETR�K VE

KAOT�K D�NAM�K S�STEM �N�ASI

Sierpinski tetrahedronu (ST ), 3D fraktallar�n klasik örneklerinden bir tane-

sidir. Asl�nda bu fraktal Sierpinski üçgeninin 3−boyuta ta³�nm�³ hali olarak da

dü³ünülebilir. �ekil 5.1'de görülece§i üzere bu kümenin in³as� için ilk önce düzgün

bir dörtyüzlü ele al�n�r, daha sonra bu yap�dan dört küçük düzgün dörtyüzlü elde

etmek için kenarlar�n tam orta noktas�ndan geçen küçük parça ç�kar�l�r. Ayn� ad�m-

lar di§er küçük düzgün dörtyüzlüler için tekrar edilir. Bu i³lemler sonsuza kadar

devam ettirildi§inde Sierpinski tetrahedronu elde edilir.

· · ·
0. Ad�m 1. Ad�m 2. Ad�m 3. Ad�m ST

�ekil 5.1: Sierpinski tetrahedronunun in³as�

Bu bölümde kö³e noktalar� P0 = (0, 0, 0), P1 = (1, 0, 0), P2 = (1
2
,
√
3
2
, 0) ve P3 =

(1
2
,
√
3
6
,
√
6
3

) olan Sierpinski tetrahedronu ele al�nm�³t�r (Bkz. �ekil 5.2).

f0(x, y, z) =

(
1

2
x,

1

2
y,

1

2
z

)
f1(x, y, z) =

(
1

2
x+

1

2
,
1

2
y,

1

2
z

)
f2(x, y, z) =

(
1

2
x+

1

4
,
1

2
y +

√
3

4
,
1

2
z

)

f3(x, y, z) =

(
1

2
x+

1

4
,
1

2
y +

√
3

12
,
1

2
z +

√
6

6

)

olmak üzere Sierpinski tetrahedronu, {R3; f0, f1, f2, f3} YFS'nin atraktörü olarak

ifade edilir. Yani

ST =
3⋃
i=0

fi(ST )

olur.
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�ekil 5.2: Sierpinski tetrahedronu

5.1. Sierpinski Tetrahedronu Üzerindeki Noktalar�n Kod Gösterimleri

Literatürde, farkl� fraktallar üzerinde birçok metri§in tan�mland�§� bilinmektedir

(Bkz. [6, 7, 12, 14, 22, 24�28]). Bu bölümde Sierpinki tetrahedronunun üzerindeki

noktalar�n kod temsilleri kullan�larak tan�mlanm�³ olan bir içsel metrik formülü veri-

lecektir. Ancak bunun için önce Sierpinski tetrahedronu üzerindeki noktalar�n kod

temsillerinden ve kod kümesinden bahsedilecektir.

ST0, ST1, ST2 ve ST3 s�ras�yla ST 'nin sol alt, sa§ alt, arka alt ve üst parçalar�n�

belirtmek üzere;

ST0 = {0a2a3a4 . . . | ai ∈ {0, 1, 2, 3} ve i = 2, 3, 4, . . .},

ST1 = {1a2a3a4 . . . | ai ∈ {0, 1, 2, 3} ve i = 2, 3, 4, . . .},

ST2 = {2a2a3a4 . . . | ai ∈ {0, 1, 2, 3} ve i = 2, 3, 4, . . .},

ve

ST3 = {3a2a3a4 . . . | ai ∈ {0, 1, 2, 3} ve i = 2, 3, 4, . . .}
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³eklinde tan�mlans�n. Aç�kça görülür ki ST ; ST0, ST1, ST2 ve ST3 kod kümelerinin

birle³imi ³eklindedir:

ST = ST0 ∪ ST1 ∪ ST2 ∪ ST3.

Benzer ³ekilde ST0'�n sol alt, sa§ alt, arka alt ve üst parçalar� ise s�ras�yla

ST00 = {00a3a4 . . . | ai ∈ {0, 1, 2, 3} ve i = 3, 4, 5, . . .},

ST01 = {01a3a4 . . . | ai ∈ {0, 1, 2, 3} ve i = 3, 4, 5, . . .},

ST02 = {02a3a4 . . . | ai ∈ {0, 1, 2, 3} ve i = 3, 4, 5, . . .},

ST03 = {03a3a4 . . . | ai ∈ {0, 1, 2, 3} ve i = 3, 4, 5, . . .}

ile gösterilir. ST0 kümesi ST00, ST01, ST02 ve ST03 kod kümelerinin birle³imi ³ek-

lindedir. ST1, ST2 ve ST3 kod kümeleri de benzer ³ekilde tan�mlan�r.

1
ST

s

2
ST

s

3
ST

s

0
ST

s

K
s

L
s

M
s

Q
s

S
s

R
s

�ekil 5.3: STσ'n�n STσ0, STσ1, STσ2, STσ3 alt Sierpinski tetrahedronlar�

Genel durumda, ∀i ∈ N ve ai ∈ {0, 1, 2, 3} olmak üzere sabit a1a2 . . . ak−1 için

STa1a2...ak−1
kümesinin sol alt, sa§ alt, alt arka ve üst parçalar� s�ras� ile STa1a2...ak−10,
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STa1a2...ak−11, STa1a2...ak−12 ve STa1a2...ak−13 olarak tan�mlan�r. σ = a1a2 . . . ak−1 ile

gösterilmek üzere, STσ'n�n sol alt, sa§ alt, arka alt ve üst parçalar� s�ras�yla STσ0,

STσ1, STσ2 ve STσ3 ile ifade edilir (�ekil 5.3'te bu alt tetrahedronlar s�ras�yla mavi,

ye³il, sar� ve k�rm�z� renk ile belirtilmi³tir). Aç�kça görülür ki, STσ, ST 'nin küçük

bir alt tetrahedronudur ve

STσak = {σakak+1ak+2 . . . | ai ∈ {0, 1, 2, 3} ve i = k, k + 1, k + 2 . . .}

kümelerinin birle³imine e³ittir.

ST 'nin ayn� seviyedeki herhangi iki alt tetrahedronunun kesi³imi tek bir nokta

verir. Bu kesi³im noktalar�

ST0 ∩ ST1 = {K}, ST1 ∩ ST2 = {L}, ST0 ∩ ST2 = {M},

ST0 ∩ ST3 = {Q}, ST1 ∩ ST3 = {R}, ST2 ∩ ST3 = {S}

olarak adland�r�ls�n. Genel durum için bak�ld�§�nda STσak kümelerinin herhangi iki

tanesinin kesi³imi de tek bir nokta verecektir:

STσ0 ∩ STσ1 = {Kσ}, STσ1 ∩ STσ2 = {Lσ}, STσ0 ∩ STσ2 = {Mσ},

STσ0 ∩ STσ3 = {Qσ}, STσ1 ∩ STσ3 = {Rσ}, STσ2 ∩ STσ3 = {Sσ}

(Bkz. �ekil 5.3).

�imdi kod kümeleri yard�m�yla ST üzerindeki herhangi bir noktan�n kod gösteri-

minden bahsedilecektir. Yukar�da yap�lan tan�mlardan yola ç�k�larak

STa1 , STa1a2 , STa1a2a3 , . . . , STa1a2...an , . . .

kümelerinin STa1 ⊃ STa1a2 ⊃ STa1a2a3 ⊃ . . . ⊃ STa1a2...an ⊃ . . . yani iç içe geçmi³

kod kümeleri oldu§u aç�kt�r.

Cantor ara kesit teoreminden

∞⋂
k=1

STa1a2...ak = {A}
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elde edilir. Yani bu sonsuz kesi³im ST üzerinde bir A ∈ ST noktas�n� verir. A ∈ ST

noktas�, n ∈ N için an ∈ {0, 1, 2, 3} olmak üzere a1a2 . . . an . . . ile ifade edilsin.

Bu sonsuz a1a2 . . . an . . . dizisine A noktas�n�n kod gösterimi denir. E§er A noktas�

STσ'n�n ayn� seviyedeki herhangi iki alt tetrahedronunun kesi³im noktas� ise bu

nokta α, β ∈ {0, 1, 2, 3} ve α 6= β olmak üzere σβαααα . . . ve σαββββ . . . olacak

³ekilde iki farkl� kod gösterimine sahiptir.

Örne§in Qσ, STσ0 ve STσ3 kümelerinin kesi³im noktas�d�r, ayr�ca

STσ0 ⊃ STσ03 ⊃ STσ033 ⊃ . . . ⊃ STσ0333...3 ⊃ . . . ,

STσ3 ⊃ STσ30 ⊃ STσ300 ⊃ . . . ⊃ STσ3000...0 ⊃ . . . .

iç içe geçmi³ küme dizileri oldu§undan Qσ noktas� σ03333 . . . ve σ3000 . . . ³eklinde

iki farkl� kod gösterimine sahiptir.

E§er A ∈ ST ayn� seviyedeki herhangi iki alt tetrahedronun kesi³im noktas�

de§ilse tek bir kod gösterimine sahiptir. Örne§in; 0 = 000 . . ., 02 = 020202 . . .

ve terimleri düzenli tekrar etmeyen noktalar tek bir kod gösterimine sahip iken

01 = 0111 . . . ve 1230 = 123000 . . . noktalar� iki farkl� kod gösterimine sahip olup

bu noktalar�n di§er kod gösterimleri s�ras�yla 10 = 1000 . . . ve 1203 = 120333 . . .

³eklindedir.

5.2. Sierpinski Tetrahedronu Üzerinde �çsel Metrik �n³as�

Sierpinski tetrahedronu üzerindeki noktalar�n kod temsilleri kullan�larak, ST

üzerindeki herhangi iki nokta aras�ndaki en k�sa yolun uzunlu§unu veren içsel metrik

a³a§�daki gibi tan�mlanm�³t�r:

Teorem 5.2.1. i = 1, 2, . . . , k − 1 için ai = bi ve ak 6= bk olmak üzere A ∈

ST ve B ∈ ST key� noktalar�n�n kod gösterimi s�ras�yla a1a2 . . . ak−1akak+1 . . . ve

b1b2 . . . bk−1bkbk+1 . . . olsun.

ak 6= ck 6= bk ve ak 6= dk 6= bk ve ck 6= dk (ai, bi, ck, dk ∈ {0, 1, 2, 3}, i = 1, 2, 3, . . .)

ve
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αi =

 0, ai = bk

1, ai 6= bk
, βi =

 0, bi = ak

1, bi 6= ak
,

γi =

 0, ai = ck

1, ai 6= ck
, δi =

 0, bi = ck

1, bi 6= ck
,

φi =

 0, ai = dk

1, ai 6= dk
, ϕi =

 0, bi = dk

1, bi 6= dk

olmak üzere A ile B aras�ndaki en k�sa uzakl�§� veren formül

d(A,B) = min

{
∞∑

i=k+1

αi + βi
2i

,
1

2k
+

∞∑
i=k+1

γi + δi
2i

,
1

2k
+

∞∑
i=k+1

φi + ϕi
2i

}
(5.1)

olarak tan�mlan�r.

Kan�t. σ = a1a2 . . . ak−1 olmak üzere A ve B noktalar�n�n kod gösterimleri s�ras�yla

σakak+1 . . . ve σbkbk+1 . . . olarak ifade edilece§inden A ∈ STσak ve B ∈ STσbk oldu§u

aç�kt�r. A ile B aras�ndaki en k�sa yollar STσak ∩ STσbk noktas�ndan ya da (STσak ∩

STσck)(STσbk∩STσck) veya (STσak∩STσdk)(STσbk∩STσdk) do§ru parçalar�ndan geçer

(Bkz. �ekil 5.4, �ekil 5.5).
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s s
Ç
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s
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s
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P
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0 3
ST ST

s s
Ç

A

1 3
ST ST

s s
Ç

B

�ekil 5.4: ak = 0 ve bk = 1 için s�ras�yla Kσ noktas�ndan ve QσRσ do§ru parças�ndan

geçen en k�sa yollar

57



STσak ∩ STσbk noktas�ndan ve (STσak ∩ STσck)(STσbk ∩ STσck) do§ru parças�ndan

geçen en k�sa uzakl�§� veren durumlar�n ispat� [24]'te Sierpinski üçgeni üzerinde

tan�mlanan içsel metri§in in³as�nda yer alan durumlardakine benzer yolla yap�l�r.

Bu ispatta sadece (STσak ∩ STσdk)(STσbk ∩ STσdk) do§ru parças�ndan geçen yol

incelenecektir. A ile B noktas� aras�ndaki (STσak ∩ STσdk)(STσbk ∩ STσdk) do§ru

parças�ndan geçen en k�sa yolun uzunlu§unu hesaplamak için A noktas� ile STσak ∩

STσdk aras�ndaki en k�sa yollar�n, B noktas� ile STσbk ∩ STσdk aras�ndaki en k�sa

yollar�n ve STσak ∩ STσdk ile STσbk ∩ STσdk aras�ndaki do§ru parças�n�n uzunlu§u

hesaplanacakt�r (Bkz. �ekil 5.5). STσak ∩ STσdk ve STσbk ∩ STσdk aras�ndaki do§ru

parças�n�n uzunlu§u STσ'n�n k. ad�mdaki alt tetrahedronunun bir kenar�n�n uzun-

lu§una e³it olup bu uzunluk
1

2k
'd�r.

ST
s

A

B

1 2
ST ST

s s
Ç

0 2
ST ST

s s
Ç0

P
s

1
P
s

2
P
s

3
P
s

·

·

·

·

�ekil 5.5: ak = 0 ve bk = 1 için MσLσ do§ru parças�ndan geçen en k�sa yol

ak 6= ck 6= bk ve ak 6= dk 6= bk ve ck 6= dk oldu§u bilinmektedir. �lk olarak A

noktas� ile STσak ∩ STσdk aras�ndaki en k�sa yollar�n uzunlu§unu hesaplans�n. E§er

ak+1, ak, bk veya ck'dan birine e³it ise
1

2k+1
elde edilir. Bu uzunlu§u T1 olarak

tan�mlayal�m. Bu durumda T1 =
1

2k+1
olur. E§er ak+1 = dk ise T1 = 0 olur. Benzer
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³ekilde e§er ak+2, ak, bk veya ck'dan birine e³itse T1'e
1

2k+2
terimi eklenir. Yani

T2 = T1 +
1

2k+2
olarak tan�mlan�r. Aksi durumda ise T2 = T1 olur.

Genel olarak e§er ak+i, i = 2, 3, 4, . . . için ak, bk veya ck'dan birisine e³it ise

Ti−1'e,
1

2k+i
eklenir, böylece Ti = Ti−1 +

1

2k+i
elde edilir. E§er ak+i = dk ise Ti =

Ti−1 olur. Benzer i³lemler B ve STσbk ∩ STσdk aras�ndaki en k�sa yollar�n uzunlu§u

hesaplan�rken de geçerlidir. i = 2, 3, 4, . . . için e§er bk+i, ak, bk veya ck'dan birisine

e³it ise
1

2k+i
eklenir, e§er bk+i = dk ise toplama bir ³ey eklenmez. Sonuç olarak

i = k + 1, k + 2, k + 3, . . . için φi ve ϕi terimleri ve (5.1) ifadesinde yer alan son

toplam bulunmu³ olur.

Uyar� 5.2.2. (5.1) ifadesinde verilen içsel metri§i özetlemek gerekirse buradaki ilk

toplam olan
∞∑

i=k+1

αi+βi
2i

, STσak ∩ STσbk noktas�ndan geçen en k�sa yolun uzunlu§unu

verir. �kinci ifade 1
2k

+
∞∑

i=k+1

γi+δi
2i

ise STσak ∩ STσck ve STσbk ∩ STσck noktalar�n-

dan geçen en k�sa yolun uzunlu§unu verir ayr�ca buradaki 1
2k

uzunlu§u (STσak ∩

STσck)(STσbk ∩ STσck) do§ru parças�n�n uzunlu§una e³ittir. Son olarak (5.1)'deki
1
2k

+
∞∑

i=k+1

φi+ϕi

2i
de§eri ise STσak ∩ STσdk ve STσbk ∩ STσdk noktalar�ndan geçen en

k�sa yolun uzunlu§udur ve buradaki 1
2k

de§eri (STσak ∩ STσdk)(STσbk ∩ STσdk) do§ru

parças�n�n uzunlu§una e³ittir.

Uyar� 5.2.3. (5.1)'de tan�mlanan metrik noktalar�n kod temsillerinden ba§�ms�zd�r.

Bu durumun ispat�, Saltan vd. taraf�ndan [24]'te verilen Önerme 3.2'nin ispat� ile

benzer ³ekilde yap�l�r.

A³a§�da verilen örnekler ST üzerinde iki farkl� nokta aras�ndaki en k�sa uzakl�§�n

nas�l hesapland�§�n� gösterir:

Örnek 5.2.4. A ve B, ST üzerinde iki nokta olsun. Bu noktalar�n kod gösterimleri

s�ras�yla 033000 . . . ve 1333000 . . . ise d(A,B) =?

Verilen noktalar�n ilk terimleri farkl�d�r, yani k = 1 için a1 6= b1 olur. Bu

durumda i = 2, 3, 4, 5, . . . için αi = 1, β2 = β3 = β4 = 1 ve i = 5, 6, 7 . . . için βi = 0

bulunur. Di§er taraftan ck = 2 olarak seçilirse i = 2, 3, 4 . . . için γi = 1 ve δi = 1

bulunur. Son olarak dk = 3 olaca§�ndan φ2 = φ3 = 0 ve i = 4, 5, 6 . . . için φi = 1

olur. Ayr�ca ϕ2 = ϕ3 = ϕ4 = 0 ve i = 5, 6, 7 . . . için ϕi = 1 olaca§�ndan
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∞∑
i=2

αi + βi
2i

=
1 + 1

22
+

1 + 1

23
+

1 + 1

24
+

1 + 0

25
+

1 + 0

26
+ · · · = 15

16
,

1

2
+
∞∑
i=2

γi + δi
2i

=
1

2
+

1 + 1

22
+

1 + 1

23
+ · · · = 3

2

ve

1

2
+
∞∑
i=2

φi + ϕi
2i

=
1

2
+

0 + 0

22
+

0 + 0

23
+

1 + 0

24
+

1 + 1

25
+

1 + 1

26
+ · · · = 11

16

bulunur. A ve B noktalar� aras�ndaki en k�sa uzakl�k

d(A,B) = min
{15

16
,
3

2
,
11

16

}
=

11

16

olarak bulunur. Bu durumdaki en k�sa yolun ak = 0, bk = 1 ve dk = 3 olmak üzere

(STσak ∩ STσdk)(STσbk ∩ STσdk)'dan geçen yol oldu§u görülür (Bkz. �ekil 5.4).

Örnek 5.2.5. A ve B, ST üzerinde iki nokta olsun. Bu noktalar�n kod temsilleri

s�ras�yla 0320 ve 3213 ise d(A,B) =?

Verilen noktalar�n ilk terimleri farkl�d�r, yani k = 1 için a1 6= b1 olur. Ayr�ca

α2 = 0 ve i = 3, 4, 5, . . . için αi = 1 ve i = 2, 3, 4, . . . için ise βi = 1 bulunur.

Di§er taraftan ck = 1 olarak al�n�rsa i = 2, 3, 4 . . . için γi = 1 ve δ2 = 1, δ3 = 0,

i = 4, 5, 6 . . . için ise δi = 1 bulunur. Son olarak dk = 2 olaca§�ndan i = 2, 4, 6 . . .

için φi = 1 ve i = 3, 5, 7 . . . için φi = 0 bulunur. Ayr�ca ϕ2 = 0 ve i = 3, 4, 5 . . . için

ϕi = 1 olur. Buradan

∞∑
i=2

αi + βi
2i

=
0 + 1

22
+

1 + 1

23
+

1 + 1

24
+

1 + 1

25
+ · · · = 3

4
,

1

2
+
∞∑
i=2

γi + δi
2i

=
1

2
+

1 + 1

22
+

1 + 0

23
+

1 + 1

24
+

1 + 1

25
+

1 + 1

26
+ · · · = 11

8

ve

1

2
+
∞∑
i=2

φi + ϕi
2i

=
1

2
+

1 + 0

22
+

0 + 1

23
+

1 + 1

24
+

0 + 1

25
+

1 + 1

26
+

0 + 1

27
+ · · · = 13

12
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olur. A ve B noktalar� aras�ndaki en k�sa uzakl�k

d(A,B) = min
{3

4
,
11

8
,
13

12

}
=

3

4

olarak bulunur.

�çsel metri§in geometrik bir özelli§inin incelenmesi

Sierpinski üçgeni üzerindeki key� bir noktan�n, bu noktan�n bulundu§u alt Sier-

pinski üçgeninin bütün kö³e noktalar�na olan uzakl�klar� toplam� daima sabittir. Bu

durum Saltan vd. taraf�ndan [24]'te a³a§�da verilen önerme ile ifade edilmi³tir:

Önerme 5.2.6. Key� bir n ∈ N için σ = a1a2 . . . an ve ai ∈ {0, 1, 2} olmak üzere Sσ,

S'nin herhangi bir alt Sierpinski üçgeni ve Pσ0, Pσ1, Pσ2 ise Sσ'n�n kö³e noktalar�

olsun. Sσ üzerindeki key� bir Pσ noktas� için

d(Pσ, Pσ0) + d(Pσ, Pσ1) + d(Pσ, Pσ2) =
1

2n−1

elde edilir.

Bu durum Sierpinski tetrahedronu için a³a§�daki önerme ile ifade edilir:

Önerme 5.2.7. Herhangi bir n ∈ N için σ = a1a2 . . . an ve ai ∈ {0, 1, 2, 3} olmak

üzere STσ, ST 'nin bir alt Sierpinski tetrahedronu ve Pσ0, Pσ1, Pσ2 ve Pσ3 ise STσ'n�n

kö³e noktalar� olsun. STσ üzerindeki herhangi bir Pσ noktas� için

d(Pσ, Pσ0) + d(Pσ, Pσ1) + d(Pσ, Pσ2) + d(Pσ, Pσ3) =
3

2n
(5.2)

olur.

Kan�t. σ = a1a2 . . . an olmak üzere STσ, ST 'nin bir alt Sierpinski tetrahedronu

olsun. STσ'n�n Pσ0, Pσ1, Pσ2 ve Pσ3 kö³e noktalar�n�n kod gösterimleri s�ras�yla

Pσ0 = σ0000 . . .

Pσ1 = σ111 . . .

Pσ2 = σ222 . . .

Pσ3 = σ333 . . .
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olarak ifade edilir. xi ∈ {0, 1, 2, 3} olmak üzere Pσ = σxn+1xn+2 . . ., STσ üzerindeki

key� bir nokta olsun. xn+1 = 3 ise (di§er durumlar benzer ³ekilde ispatlan�r) Pσ0,

Pσ1 ve Pσ2'nin (n + i)'inci ( i = 2, 3, 4 . . .) terimleri Pσ'n�n xn+1 teriminden farkl�

oldu§undan

d(Pσ, Pσ0) ≥
1

2n+1
, d(Pσ, Pσ1) ≥

1

2n+1
ve d(Pσ, Pσ2) ≥

1

2n+1

e³itsizlikleri elde edilir.

E§er xn+2 = 3 ise Pσ'n�n xn+2 terimi Pσ0, Pσ1 ve Pσ2'nin (n+1)'inci terimlerinden

farkl� oldu§undan

d(Pσ, Pσ0) ≥
1

2n+1
+

1

2n+2
, d(Pσ, Pσ1) ≥

1

2n+1
+

1

2n+2
ve d(Pσ, Pσ2) ≥

1

2n+1
+

1

2n+2

e³itsizlikleri elde edilir.

E§er i = 3, 4, 5, . . . için xn+i = 3 durumu benzer ³ekilde incelenirse

d(Pσ, Pσ0) =
1 + 1

2n+2
+

1 + 1

2n+3
+

1 + 1

2n+4
+ · · · = 1

2n
,

d(Pσ, Pσ1) =
1 + 1

2n+2
+

1 + 1

2n+3
+

1 + 1

2n+4
+ · · · = 1

2n
,

d(Pσ, Pσ2) =
1 + 1

2n+2
+

1 + 1

2n+3
+

1 + 1

2n+4
+ · · · = 1

2n
,

d(Pσ, Pσ3) = 0

elde edilir ve xn+i = 3 (i = 1, 2, 3, . . .) özel durumu için (5.2) denklemine ula³�l�r.

Buradaki Pσ noktas� olarak Pσ3 yerine STσ'n�n di§er kö³e noktalar� olan Pσ0, Pσ1

veya Pσ2'den birisi seçilirse benzer ³ekilde (5.2)'de verilen denklem elde edilir.

s = 1, 2, 3 . . . için xn+s 6= 3 olacak ³ekilde en az bir s oldu§u kabul edilsin.

Genelli§i bozmaks�z�n xn+s = 0 olarak al�nabilir. Bu durumda Pσ'n�n xn+s terimi

i = 1, 2, 3, . . . olmak üzere Pσ3'ün (n+ s+ i)'inci terimlerinden farkl�d�r. O halde

d(Pσ, Pσ0) ≥
1 + 1

2n+2
+ · · ·+ 1 + 1

2n+s−1
+

0 + 1

2n+s
+

1

2n+s+1
+

1

2n+s+2
+ · · · = A,
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d(Pσ, Pσ1) ≥
1 + 1

2n+2
+ · · ·+ 1 + 1

2n+s−1
+

1 + 1

2n+s
+

1

2n+s+1
+

1

2n+s+2
+ · · · = B,

d(Pσ, Pσ2) ≥
1 + 1

2n+2
+ · · ·+ 1 + 1

2n+s−1
+

1 + 1

2n+s
+

1

2n+s+1
+

1

2n+s+2
+ · · · = C,

d(Pσ, Pσ3) ≥
1

2n+s+1
+

1

2n+s+2
+

1

2n+s+3
+ · · · = D

elde edilir.

Her i = 1, 2, 3, . . . için Pσ0, Pσ1, Pσ2'nin (n+1)'inci terimleri ile Pσ3'ün (n+s)'inci

teriminden tam olarak üç tanesi Pσ'n�n xn+s+i terimlerinden farkl�d�r. Bundan dolay�

d(Pσ, Pσ0) + d(Pσ, Pσ1) + d(Pσ, Pσ2) + d(Pσ, Pσ3)

toplam�n� hesaplayabilmek için A,B,C ve D'den yaln�zca üç tanesine her i =

1, 2, 3, . . . için
1

2n+s+i
terimi eklenir.

d(Pσ, Pσ0) + d(Pσ, Pσ1) + d(Pσ, Pσ2) + d(Pσ, Pσ3)

toplam� A, B, C, D ve

1 + 1 + 1

2n+s+1
+

1 + 1 + 1

2n+s+2
+

1 + 1 + 1

2n+s+3
+ · · ·

terimlerinin toplam� ³eklinde oldu§undan

d(Pσ, Pσ0) + d(Pσ, Pσ1) + d(Pσ, Pσ2 + d(Pσ, Pσ3) =
3

2n

ifadesine ula³�l�r. Benzer yolla di§er durumlarda ispatlan�r.

Uyar� 5.2.8. Key� bir n ∈ N için σ = a1a2 . . . an ve ai, ω ∈ {0, 1, 2, 3} olmak üzere

STσ, ST 'nin bir alt Sierpinski tetrahedronu ve Pσ0, Pσ1, Pσ2, Pσ3 ise STσ'n�n kö³e

noktalar� olsun. E§er Pσ, STσ'n�n key� bir noktas� ise

αi =

 0, ai = bk

1, ai 6= bk
, βi =

 0, bi = ak

1, bi 6= ak
,

olmak üzere
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d(Pσ, Pσw) =
∞∑

i=k+1

αi + βi
2i

olur. Yani bir noktan�n, bu noktan�n bulundu§u alt Sierpinski tetrahedronunun kö³e

noktalar�ndan birisine olan en k�sa uzakl�§� her zaman (5.1)'deki ilk toplama e³ittir.

5.3. Sierpinski Tetrahedronu Üzerinde {ST ;F} Kaotik Dinamik Sis-

teminin �n³as�

Dördüncü bölümde Sierpinski üçgeni üzerinde geni³leme ve katlama dönü³ümleri

kullan�larak farkl� kaotik dinamik sistemler in³a edilmi³ti. Bu bölümde ise Sierpinski

tetrahedronu üzerinde dörtlük taban kullan�larak bir dinamik sistem in³a edilecek

ve kod kümesi üzerinde bu dinamik sistemin kaotik oldu§u gösterilip periyodik nok-

talar�n�n hesaplanmas� için bir algoritma verilecektir.

Önerme 5.3.1. X, Y ∈ ST noktalar�n�n kod gösterimleri s�ras�yla x1x2x3 . . . ve

y1y2y3 . . . olsun. Bu durumda her i = 1, 2, 3, . . . ve xi, yi ∈ {0, 1, 2, 3} için yi ≡

xi+1 + x1 (mod4) olmak üzere F (X) = Y ³eklinde tan�mlanan F : ST → ST

fonksiyonu Sierpinski tetrahedronunun kod kümesi üzerinde bir dinamik sistemdir.

Kan�t. F fonksiyonunun ST 'nin kod kümesi üzerinde iyi tan�ml� oldu§u gösterile-

cektir. E§er X ∈ ST yaln�z tek bir kod gösterimine sahip ise F (X)'te tek bir

kod gösterimine sahiptir. α, β ∈ {0, 1, 2, 3} ve α 6= β olmak üzere X noktas�

x1x2x3 . . . xnαβββ . . . ve x1x2x3 . . . xnβααα . . . olacak ³ekilde iki farkl� kod gösteri-

mine sahip olsun. Bu durumda

F (x1x2x3 . . . xnαβββ . . .) = y1y2y3 . . . ynyn+1yn+2 . . .

F (x1x2x3 . . . xnβααα . . .) = z1z2z3 . . . znzn+1zn+2 . . .

olmak üzere y1y2y3 . . . ynyn+1yn+2 . . . ve z1z2z3 . . . znzn+1zn+2 . . . noktalar�n�n ayn�

nokta için birer kod gösterimi oldu§u gösterilmelidir.

F 'nin tan�m�ndan i = 1, 2, 3, . . . , n− 1 için

yi ≡ zi ≡ x1 + xi+1 (mod4)
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elde edilir. Ayr�ca i = 1, 2, 3, . . . için,

yn ≡ x1 + α (mod4),

yn+i ≡ x1 + β (mod4),

zn ≡ x1 + β (mod4),

zn+i ≡ x1 + α (mod4)

olur.

i = 1, 2, 3, . . . , n − 1 için x1 + xi+1 ≡ si (mod4) ve x1 + α ≡ γ (mod4) ve

x1 + β ≡ δ (mod4) olsun. Bu durumda

y1y2y3 . . . ynyn+1yn+2 . . . = s1s2s3 . . . sn−1γδδδ . . .

ve

z1z2z3 . . . znzn+1zn+2 . . . = s1s2s3 . . . sn−1δγγγ . . .

olur. Burada γ 6= δ oldu§undan bu noktalar ayn� noktan�n farkl� kod gösterimleridir.

Önerme 5.3.1'den yola ç�k�larak ST üzerindeki kod kümelerinin F alt�ndaki

görüntüleri a³a§�daki gibi bulunur:

Durum 1: E§er x1 = 0 ise F (ST0) = ST , F (ST00) = ST0, F (ST01) = ST1,

F (ST02) = ST2 ve F (ST03) = ST3 olur. Benzer ³ekilde, ST000, ST001, ST002, ST003

ST010, ST011, ST012, ST013, ST020, ST021, ST022, ST023, ST030, ST031, ST032, ST033

kümelerinin F alt�ndaki görüntüleri s�ras�yla ST00, ST01, ST02, ST03, ST10, ST11,

ST12, ST13, ST20, ST21, ST22, ST23, ST30, ST31, ST32, ST33 olur.

Durum 2: E§er x1 = 1 ise F (ST1) = ST , F (ST10) = ST1, F (ST11) = ST2,

F (ST12) = ST3 ve F (ST13) = ST0 olur. Ayr�ca ST100, ST101, ST102, ST103, ST110,

ST111, ST112, ST113, ST120, ST121, ST122, ST123, ST130, ST131, ST132, ST133 kümelerinin

F alt�ndaki görüntüleri s�ras�yla ST11, ST12, ST13, ST10, ST21, ST22, ST23, ST20,

ST31, ST32, ST33, ST30, ST01, ST02, ST03 ve ST00 olur.

65



Durum 3: E§er x1 = 2 ise F (ST2) = ST , F (ST20) = ST2, F (ST21) = ST3,

F (ST22) = ST0 ve F (ST23) = ST1 olur. Ayr�ca ST200, ST201, ST202, ST203, ST210,

ST211, ST212, ST213, ST220, ST221, ST222, ST223, ST230, ST231, ST232, ST233 kümelerinin

F alt�ndaki görüntüleri s�ras�yla ST22, ST23, ST20, ST21, ST32, ST33, ST30, ST31,

ST02, ST03, ST00, ST01, ST12, ST13, ST10 ve ST11 ³eklindedir.

Durum 4: E§er x1 = 3 ise F (ST3) = ST , F (ST30) = ST3, F (ST31) = ST0,

F (ST32) = ST1 ve F (ST33) = ST2 olur. Ayr�ca ST300, ST301, ST302, ST303, ST310,

ST311, ST312, ST313, ST320, ST321, ST322, ST323, ST330, ST331, ST332, ST333 kümelerinin

F alt�ndaki görüntüleri s�ras�yla ST33, ST30, ST31, ST32, ST03, ST00, ST01, ST02,

ST13, ST10, ST11, ST12, ST23, ST20, ST21 ve ST22 ³eklindedir.

{ST ;F} dinamik sisteminin periyodik noktalar�n� veren algoritma

Bu bölümde F 'nin periyodik noktalar�n� veren genel bir formül elde edilecektir.

Sierpisnki tetrahedronu üzerinden kod gösterimi a1a2a3 . . . ak . . . ³eklinde olan bir A

noktas� al�ns�n. Bu noktan�n F fonksiyonu alt�ndaki görüntüsü

F (a1a2a3 . . . ak . . .) ≡ (a1 + a2)(a1 + a3)(a1 + a4) . . . (a1 + ak+1) . . . (mod4)

olarak bulunur.

Ayn� noktan�n bu sefer F 2 = F ◦F fonksiyonu alt�ndaki görüntüsü mod 4'e göre

(2a1 + a2 + a3)(2a1 + a2 + a4) . . . (2a1 + a2 + ak+1) . . .

olur.

Bu durum genelle³tirilirse herhangi bir n ∈ N (n ≥ 2) için A noktas�n�n kod

gösteriminin F n alt�ndaki görüntüsü mod 4'e göre

(2an−1 + an + an+1)(2an−1 + an + an+2) . . . (2an−1 + an + an+k) . . .

ifadesine denk olur. O halde F 'nin herhangi bir n−periyotlu (n ≥ 2) noktas�n�

hesaplamak için F n(a1a2a3 . . . ak . . .) = a1a2a3 . . . ak . . . yani

2an−1 + an + an+k ≡ ak (mod4) (5.3)
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denklem sisteminin çözümü aranmal�d�r.

F (A) = A e³itli§inden F 'nin dört adet sabit noktas� oldu§u görülür. Bunlar;

•0 = 0000 . . . , •1032 = 10321032 . . . , •20 = 202020 . . . , •3012 = 30123012 . . .

olarak bulunur.

(5.3) denklemi kullan�larak F 'nin 2−periyotlu noktalar�

•13023120, •0220, •12, •01302312, •11223300, •2200, •21100332,

•23300112, •03102132, •31021320, •32, •33221100

³eklinde bulunur.

Benzer ³ekilde F 'nin 3−periyotlu baz� döngüleri:

{312, 012, 120}, {132, 032, 320}, {212, 300, 332},

{121010303232, 321210103032, 101030323212},

{031102213320, 311022133200, 003110221332}

4−periyotlu baz� döngüleri:

{1312, 0232, 2320, 1020}, {2112, 3300, 2332, 1100},

{21020320, 32021020, 13103132, 02102032}

5−periyotlu baz� döngüleri:

{11220, 23312, 11300, 20112, 23300}, {23012, 12300, 30112, 30012, 33012},

{02120, 21200, 30220, 31132, 00212}

ve 6−periyotlu baz� döngüleri:

{132112, 032232, 322320, 112132, 232032, 102100},
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{320120, 130132, 012032, 120320, 310312, 032012}

³eklinde bulunur.

Teorem 5.3.2. {ST ;F} dinamik sistemi Devaney anlam�nda kaotiktir.

Kan�t. {ST ;F} dinamik sisteminin kaotikli§ini göstermek için Teorem 5.2.1'de

ST 'nin kod kümesi üzerinde tan�mlanan içsel metrik kullan�lacakt�r. �lk olarak F'nin

ba³lang�ç noktalar�na hassas ba§�ml� oldu§u gösterilsin. Yani en az bir ε > 0 vard�r

öyle ki her X ∈ ST ve her δ > 0 için d(F n(X), F n(Y )) > ε olacak ³ekilde bir

Y ∈ B(X, δ) noktas� ve n ≥ 0 tam say�s� bulunmal�d�r. ST üzerinden kod gösterimi

x1x2 . . . xk−1xkxk+1 . . . olan key� bir X noktas� al�ns�n. Her δ için 1
2k−2 ≤ δ olacak

³ekilde k ∈ N bulunur. i = k, k+1, k+2, . . . için yi 6= xk olacak ³ekilde kod gösterimi

x1x2 . . . xk−1ykyk+1 . . . olan Y ∈ ST noktas� al�ns�n. Bu durumuda

d(X, Y ) ≤ 1

2k−1
< δ

olur.

X noktas�n�n F k−1 alt�ndaki görüntüsü k ≥ 2 için mod 4'e göre

(2xk−2 + xk−1 + xk)(2xk−2 + xk−1 + xk+1) . . . (2xk−2 + xk−1 + x2k−1) . . .

olur. Ayn� ³ekilde Y noktas�n�n F k−1 alt�ndaki görüntüsü ise k ≥ 2 için mod 4'e

göre

(2xk−2 + xk−1 + yk)(2xk−2 + xk−1 + yk+1) . . . (2xk−2 + xk−1 + y2k−1) . . .

olur. xk 6= yk oldu§undan F k−1(X) ve F k−1(Y ) noktalar�n�n kod temsillerinin ilk

terimleri farkl�d�r. Ayr�ca, i = k + 1, k + 2, k + 3, . . . için yi 6= xk oldu§undan dolay�

F k−1(Y ) noktas�n�n kod gösteriminin di§er terimleri de F k−1(X) noktas�n�n kod

gösteriminin ilk teriminden farkl�d�r. Böylece

d(F k−1(X), F k−1(Y )) ≥ 1

2

olur ve istenilen sonuca ula³�l�r.
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E§er F topolojik geçi³ken ise U ve V , (ST, d) metrik uzay�n�n bo³tan farkl� aç�k

alt kümeleri olmak üzere

U ∩ F n(V ) 6= ∅

olacak ³ekilde bir n ∈ N eleman� vard�r.

U ve V , (ST, d) metrik uzay�n�n bo³tan farkl� key� aç�k alt kümeleri olsun. ST 'de

kod gösterimi a1a2 . . . ak−1akak+1 . . . olan bir A noktas� ve B(A, 1
2k−1 ) ⊂ U olacak

³ekilde bir k do§al say�s� vard�r. Aç�kça görülür ki her i = k+ 1, k+ 2, k+ 3, . . . için

xi ∈ {0, 1, 2, 3} key� olmak üzere B(A, 1
2k−1 ) kümesi

U ′ = {a1a2 . . . akxk+1xk+2xk+3 . . . | a1, a2, a3, . . . , ak'lar sabit}

olacak ³ekilde ST 'nin bir alt Sierpinski tetrahedronunu içerir. Bu U ′ kümesindeki

noktalar�n F k alt�ndaki görüntüleri her i = 1, 2, 3, . . . için

{(2ak−1 + ak + xk+1)(2ak−1 + ak + xk+2) . . . (2ak−1 + ak + x2k) . . . | xk+i 'ler key�}

oldu§undan F k(U ′) = ST ve F k(U) = ST elde edilir. Yani U ve V , ST 'nin bo³tan

farkl� alt kümeleri olmak üzere

F k(U) ∩ V 6= ∅

olacak ³ekilde k ∈ N bulunur.

F 'nin periyodik noktalar� ST 'de yo§un ise, ST 'deki herhangi bir noktaya yete-

rince yak�n periyodik noktalar vard�r. Key� bir A ∈ ST noktas� ve A ∈ U olacak

³ekilde key� bir U ⊂ ST aç�k kümesi al�ns�n.

Bu durumda B(A, 1
2k−1 ) ⊂ U olacak ³ekilde k ∈ N vard�r. d metri§inin tan�m�n-

dan, i = 1, 2, . . . , k ve j = k + 1, k + 2, . . . olmak üzere

U ′ = {a1a2 . . . akxk+1xk+2 . . . | ai'ler sabit ve xj'ler key� } ⊂ B
(
A,

1

2k−1

)
elde edilir. Görülür ki {a1a2 . . . akxk+1xk+2 . . .} kümesinin F k alt�ndaki görüntüsü

{(2ak−1 + ak + xk+1)(2ak−1 + ak + xk+2) . . . (2ak−1 + ak + x2k) . . .}
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kümesine e³ittir. Her j = k + 1, k + 2, k + 3, . . . için xj'ler key� oldu§undan

2ak−1 + ak + xk+1 ≡ a1 (mod4)

2ak−1 + ak + xk+2 ≡ a2 (mod4)

...

2ak−1 + ak + x2k ≡ ak (mod4)

...

denklem sisteminin çözümü vard�r. Yani ST 'deki herhangi key� bir noktaya iste-

nildi§i kadar yak�n periyodik noktalar bulunabilir.

Uyar� 5.3.3. {0, 1, 2, 3}N kümesinin belirledi§i kod uzay� üzerinde birçok dinamik

sistem tan�mlanabilir. Sierpinski tetrahedronu üzerinde tan�mlanan {ST ;F} di-

namik sisteminin {0, 1, 2, 3}N/∼ bölüm uzay� üzerinde ifade edildi§ine dikkat edilme-

lidir. Bu uzay

c′ ∼ c′′ ⇔ c′ = c′′ veya ci, α, β ∈ {0, 1, 2, 3} ve n ∈ N olmak üzere

c′ = c1c2 . . . cnαβββ . . . , c
′′ = c1c2 . . . cnβααα . . . .

³eklinde tan�mlanm�³t�r. Sierpinski tetrahedronu üzerindeki noktalar�n kod temsil-

leri kullan�larak ST üzerinde farkl� dinamik sistem örnekleri de verilebilir. Ancak

bu dinamik sistemleri tan�mlarken ST üzerindeki key� bir noktan�n farkl� kod tem-

sillerinin fonksiyon alt�ndaki görüntülerinin de yine ST üzerindeki ayn� noktaya

gitmesi gerekti§ine dikkat edilmelidir. Bu bölümde Önerme 5.3.1'de tan�mlanan

örnek üzerinde durulmas�n�n sebebi F fonksiyonunun iyi formülize edilmi³ olmas�d�r.

A³a§�daki bölümde ST üzerinde tan�mlanan ve Önerme 5.3.1'de verilen dinamik sis-

temle denk olan ve denk olmayan dinamik sistem örnekleri verilecektir.
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5.4. Sierpinski Tetrahedronu Üzerinde {ST ;F} ile Denk Olan Bir Kaotik

Dinamik Sistem �n³as�

Bu bölümde ST üzerindeki noktalar�n kod gösterimleri kullan�larak Önerme

5.3.1'de tan�mlanan {ST ;F} dinamik sistemi ile denk olan bir dinamik sistem örne§i

verilecektir.

Önerme 5.4.1. X, Y ∈ ST noktalar�n�n kod gösterimleri s�ras�yla x1x2x3 . . . ve

y1y2y3 . . . olsun. Bu durumda i = 1, 2, 3, . . . için xi, yi ∈ {0, 1, 2, 3} olmak üzere

G : ST → ST fonksiyonu a³a§�daki gibi tan�mlans�n:

x1 = 0 ise

G(0x2x3 . . .) = y1y2y3 . . . , yi =



0, xi+1 = 1

1, xi+1 = 2

2, xi+1 = 3

3, xi+1 = 0

(i ≥ 1)

x1 = 1 ise

G(1x2x3 . . .) = y1y2y3 . . . , yi =



0, xi+1 = 0

1, xi+1 = 1

2, xi+1 = 2

3, xi+1 = 3

(i ≥ 1)

x1 = 2 ise

G(2x2x3 . . .) = y1y2y3 . . . , yi =



0, xi+1 = 3

1, xi+1 = 0

2, xi+1 = 1

3, xi+1 = 2

(i ≥ 1)
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x1 = 3 ise

G(3x2x3 . . .) = y1y2y3 . . . , yi =



0, xi+1 = 2

1, xi+1 = 3

2, xi+1 = 0

3, xi+1 = 1

(i ≥ 1).

Bu durumda {ST ;G} bir dinamik sistem belirtir.

Kan�t. Kod gösterimi x1x2x3 . . . olan key� bir X ∈ ST noktas� verilsin. x1'in 0, 1, 2

veya 3 olma durumuna göre yukar�da verilen dört kuraldan birisi uygulan�r. E§er

X yaln�z tek bir kod gösterimine sahip ise G(X)'te tek bir kod gösterimine sahip-

tir. α, β ∈ {0, 1, 2, 3} ve α 6= β olmak üzere X noktas� x1x2x3 . . . xnαβββ . . . ve

x1x2x3 . . . xnβααα . . . olacak ³ekilde iki farkl� kod gösterimine sahip olsun. Bu

durumda

G(x1x2x3 . . . xnαβββ . . .) = y1y2y3 . . . ynyn+1yn+2 . . .

G(x1x2x3 . . . xnβααα . . .) = z1z2z3 . . . znzn+1zn+2 . . .

olmak üzere y1y2y3 . . . ynyn+1yn+2 . . . ve z1z2z3 . . . znzn+1zn+2 . . . noktalar�n�nG(X)'in

farkl� kod temsilleri oldu§u gösterilmelidir.

x1 = 0 ise G'nin tan�m�ndan i = 1, 2, 3, . . . , n− 1 için

yi ≡ zi ≡ xi+1 + 3 (mod4)

elde edilir. Ayr�ca i = 1, 2, 3, . . . için

yn ≡ α + 3 (mod4),

yn+i ≡ β + 3 (mod4),

zn ≡ β + 3 (mod4),

zn+i ≡ α + 3 (mod4)

olur. i = 1, 2, 3, . . . , n− 1 için si ≡ xi+1 + 3 (mod4) ve α + 3 ≡ γ (mod4), β + 3 ≡
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δ (mod4) olsun. Bu durumda γ 6= δ olmak üzere

y1y2y3 . . . ynyn+1yn+2 . . . = s1s2s3 . . . sn−1γδδδ . . .

ve

z1z2z3 . . . znzn+1zn+2 . . . = s1s2s3 . . . sn−1δγγγ . . .

olur.

x1 = 1 ise i = 1, 2, 3, . . . , n− 1 için

yi = zi = xi+1

elde edilir. Ayr�ca i = 1, 2, 3, . . . için,

yn = α,

yn+i = β,

zn = β,

zn+i = α

olur.

y1y2y3 . . . ynyn+1yn+2 . . . = x2x3x4 . . . xn−1αβββ . . .

ve

z1z2z3 . . . znzn+1zn+2 . . . = x2x3x4 . . . xn−1βααα . . .

elde edilir.

x1 = 2 ise i = 1, 2, 3, . . . , n− 1 için

yi ≡ zi ≡ xi+1 + 1 (mod4)

elde edilir. Ayr�ca i = 1, 2, 3, . . . için,

yn ≡ α + 1 (mod4),
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yn+i ≡ β + 1 (mod4),

zn ≡ β + 1 (mod4),

zn+i ≡ α + 1 (mod4)

olur. i = 1, 2, 3, . . . , n− 1 için si ≡ xi+1 + 1 (mod4) ve α + 1 ≡ γ (mod4), β + 1 ≡

δ (mod4) olsun. Bu durumda γ 6= δ olmak üzere

y1y2y3 . . . ynyn+1yn+2 . . . = s1s2s3 . . . sn−1γδδδ . . .

ve

z1z2z3 . . . znzn+1zn+2 . . . = s1s2s3 . . . sn−1δγγγ . . .

elde edilir.

x1 = 3 ise i = 1, 2, 3, . . . , n− 1 için

yi ≡ zi ≡ xi+1 + 2 (mod4)

elde edilir. Ayr�ca i = 1, 2, 3, . . . için,

yn ≡ α + 2 (mod4),

yn+i ≡ β + 2 (mod4),

zn ≡ β + 2 (mod4),

zn+i ≡ α + 2 (mod4)

olur. i = 1, 2, 3, . . . , n − 1 için si ≡ xi+1 + 2 (mod4), i = 1, 2, 3, . . . , n − 1 ve

α + 2 ≡ γ (mod4) ve β + 2 ≡ δ (mod4) olsun.

y1y2y3 . . . ynyn+1yn+2 . . . = s1s2s3 . . . sn−1γδδδ . . .

ve

z1z2z3 . . . znzn+1zn+2 . . . = s1s2s3 . . . sn−1δγγγ . . .
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elde edilir. Burada da γ 6= δ oldu§undan bu noktalar�n ayn� noktan�n farkl� kod

temsilleri oldu§u gösterilmi³ olur.

Uyar� 5.4.2. ∀i ∈ N için xi, x′i ∈ {0, 1, 2, 3} olmak üzere X, X ′ ∈ ST noktalar�n�n

kod gösterimleri s�ras�yla x1x2x3 . . . ve x′1x
′
2x
′
3 . . . olsun.

∀X ∈ ST için H : ST → ST , H(F (X)) = G(H(X)) olacak ³ekilde

H(X) = X ′, x′i =



0, xi = 3

1, xi = 0

2, xi = 1

3, xi = 2

(5.4)

fonksiyonu vard�r.

Önerme 5.4.3. H : ST → ST , H(x1x2x3 . . .) = x′1x
′
2x
′
3 . . . olmak üzere (5.4)'te

tan�mlanan

x′i =



0, xi = 3

1, xi = 0

2, xi = 1

3, xi = 2

i = 1, 2, 3, . . .

fonksiyonu bir homeomor�zmad�r.

Kan�t. �spat� Önerme 4.4.3'tekine benzer ³ekilde yap�l�r.

Sonuç 5.4.4. (5.4) ifadesinde tan�mlanan H : ST → ST fonksiyonu ∀X ∈ ST için

H(F (X)) = G(H(X)) olacak ³ekilde bir homeomor�zma belirtti§inden {ST ;F} ve

{ST ;G} dinamik sistemlerinin topolojik olarak denk dinamik sistemler oldu§u sonu-

cuna ula³�l�r. Ayr�ca Önerme 2.4.11'e göre {ST ;G} dinamik sistemi de kaotiktir.

{ST ;G} dinamik sisteminin periyodik noktalar�n�n incelenmesi

Sonuç 5.4.4'ten {ST ;F} ve {ST ;G} dinamik sistemlerinin topolojik olarak denk

dinamik sistemler oldu§u sonucuna ula³�lm�³t�r. Buna göre bu dinamik sistem-

lerin periyodik noktalar�n�n say�s� ayn�d�r. Ayr�ca (5.4)'te tan�mlanan H dönü³ümü

yard�m�yla F 'nin periyodik noktalar� bilindi§i taktirde G'nin de periyodik noktalar�
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kolayl�kla bulunur. Buna göre F 'nin sabit noktalar�

•0 = 000 . . . , •1032 = 10321032 . . . , •20 = 202020 . . . , •3012 = 30123012 . . .

³eklinde oldu§undan G'nin sabit noktalar�

•H(0) = 1, •H(1032) = 2103, •H(20) = 31, •H(3012) = 0123

³eklinde bulunur. Benzer ³ekilde G'nin 2−periyotlu noktalar�

•H(13023120) = 20130231, •H(0220) = 1331, •H(01302312) = 12013023

•H(03102132) = 10213203, •H(12) = 23, •H(11223300) = 22330011

•H(2200) = 3311, •H(21100332) = 32211003, •H(23300112) = 30011223

•H(31021320) = 02132031, •H(32) = 03, •H(33221100) = 00332211

olarak bulunur. Ayn� ³ekilde G'nin di§er periyodik noktalar� da hesaplanabilir.

5.5. Sierpinski Tetrahedronu Üzerinde {ST ;F} ile Denk Olmayan Bir

Kaotik Dinamik Sistem �n³as�

Bu bölümde Sierpinski tetrahedronunun kod kümesi üzerinde Önerme 5.3.1'de

tan�mlanan {ST ;F} dinamik sistemi ile denk olmayan bir dinamik sistem örne§i

verilecektir.

Önerme 5.5.1. X, Y ∈ ST noktalar�n�n kod gösterimleri s�ras�yla x1x2x3 . . . ve

y1y2y3 . . . olsun. Bu durumda ∀i = 1, 2, 3, . . . için xi, yi ∈ {0, 1, 2, 3} olmak üzere

T : ST → ST fonksiyonu a³a§�daki gibi tan�mlans�n:

x1 = 0 ise

T (0x2x3 . . .) = x2x3x4 . . .
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x1 = 1 ise

T (1x2x3 . . .) = y1y2y3 . . . , yi =



0, xi+1 = 3

1, xi+1 = 0

2, xi+1 = 2

3, xi+1 = 1

(i ≥ 1)

olur.

x1 = 2 ise dört farkl� durum söz konusudur:

1. Durum:

T (222 . . . 20xk+1xk+2xk+3 . . .) = y1y2y3 . . . , yi =



0, xi+1 = 2

1, xi+1 = 3

2, xi+1 = 0

3, xi+1 = 1

(i ≥ 1)

2.Durum:

T (222 . . . 21xk+1xk+2xk+3 . . .) = y1y2y3 . . . , yi =



0, xi+1 = 2

1, xi+1 = 3

2, xi+1 = 1

3, xi+1 = 0

(i ≥ 1)

3. Durum:

T (22 . . . 23xs . . . 0xk+1xk+2xk+3 . . .) = y1y2y3 . . . ,

s < k için xs ∈ {2, 3} olmak üzere

yi =



0, xi+1 = 2

1, xi+1 = 0

2, xi+1 = 3

3, xi+1 = 1

(i ≥ 1)
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4.Durum:

T (22 . . . 23xs . . . 1xk+1xk+2xk+3 . . .) = y1y2y3 . . . ,

s < k için xs ∈ {2, 3} olmak üzere

yi =



0, xi+1 = 2

1, xi+1 = 1

2, xi+1 = 3

3, xi+1 = 0

(i ≥ 1).

Ayr�ca bu kurallara göre T (2) = 0, T (23) = ve T (232) = 20 elde edilir.

x1 = 3 ise

T (3x2x3 . . .) = y1y2y3 . . . , yi =



0, xi+1 = 1

1, xi+1 = 3

2, xi+1 = 2

3, xi+1 = 0

(i ≥ 1)

olur. Bu durumda {ST ;T} bir dinamik sistem belirtir.

Kan�t. Kod gösterimi x1x2x3 . . . olan key� bir X ∈ ST noktas� için x1'in 0, 1, 2 veya

3 olma durumuna göre Önerme 5.5.1'deki yedi kuraldan birisi uygulan�r. E§er X

noktas� yaln�z tek bir kod gösterimine sahip ise T (X)'te tek bir kod gösterimine

sahiptir. α, β ∈ {0, 1, 2, 3} ve α 6= β olmak üzere X noktas� x1x2x3 . . . xnαβββ . . .

ve x1x2x3 . . . xnβααα . . . olacak ³ekilde iki farkl� kod gösterimine sahip olsun. Bu

durumda

01, 02, 03, 10, 12, 13, 20, 21, 23, 30, 31, 32

001, 010, 002, 020, 003, 030, 012, 021, 013, 031, 023, 032

110, 101, 102, 120, 103, 130, 121, 112, 113, 131, 123, 132

201, 210, 202, 220, 203, 230, 212, 221, 213, 231, 232, 223
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ve

301, 310, 302, 320, 303, 330, 312, 321, 313, 331, 323, 332

noktalar�n�n incelenmesi yeterli olacakt�r. Bu noktalar�n, yukar�da verilen durumlara

göre T fonksiyonu alt�nda görüntüleri

T (01) = 1,

T (10) = 1,

T (02) = 2,

T (20) = 2,

T (03) = 3,

T (30) = 3,

T (12) = 2,

T (21) = 2,

T (13) = 0,

T (31) = 0,

T (23) = 2,

T (32) = 2,

olur. Ayr�ca

T (001) = 01,

T (010) = 10,

T (002) = 02,

T (020) = 20,

T (003) = 03,

T (030) = 30,

T (012) = 12,

T (021) = 21,

T (013) = 13,

T (031) = 31,

T (023) = 23,

T (032) = 32,

T (101) = 13,

T (110) = 31,

T (102) = 12,

T (120) = 21,

T (103) = 10,

T (130) = 01,

T (112) = 32,

T (121) = 23,

T (113) = 30,

T (131) = 03,

T (123) = 20,

T (132) = 02,

T (201) = 23,

T (210) = 23,

T (202) = 20,

T (220) = 02,

T (203) = 21,

T (230) = 21,

T (212) = 20,

T (221) = 02,

T (213) = 21,

T (231) = 21,

T (223) = 02,

T (232) = 20,

T (301) = 30,

T (310) = 03,

T (302) = 32,

T (320) = 23,

T (303) = 31,

T (330) = 13,
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T (312) = 02,

T (321) = 20,

T (313) = 01,

T (331) = 10,

T (323) = 21,

T (332) = 12,

olur. Görüldü§ü üzere ayn� noktalar�n farkl� kod temsillerinin görüntüleri tek ve

ayn� noktaya gider.

σ = x1x2x3 . . . xn olmak üzere σ01 ile σ10, σ12 ile σ21, σ02 ile σ20, σ03 ile σ30,

σ13 ile σ31, σ32 ile σ23,

σ001 ile σ010, σ002 ile σ020, σ003 ile σ030, σ012 ile σ021, σ013 ile σ031, σ023 ile

σ032,

σ110 ile σ101, σ102 ile σ120, σ103 ile σ130, σ121 ile σ112, σ113 ile σ131, σ123 ile

σ132,

σ201 ile σ210, σ202 ile σ220, σ203 ile σ230, σ212 ile σ221, σ213 ile σ231, σ223 ile

σ232,

σ301 ile σ310, σ302 ile σ320, σ303 ile σ330, σ312 ile σ321, σ313 ile σ331, σ323 ile

σ332 ayn� noktalar�n farkl� kod gösterimleridir ve σ'dan ba§�ms�z olmak üzere bu

kod gösterimlerinin görüntüleri de ayn� noktaya gider.

{ST ;T} dinamik sisteminin periyodik noktalar�n�n incelenmesi

T 'nin sabit noktalar�

•0 = 000 . . . , •103 = 103103 . . . , •301 = 301301 . . . ,

•20 = 2020 . . . , •2130 = 21302130 . . .

³eklinde bulunur.

Benzer ³ekilde T 'nin 2−periyotlu noktalar�

•013 = 013013 . . . , •031 = 031031 . . . , •0220 = 02200220 . . .

•02211330 = 0221133002211330 . . . , •1 = 111 . . . , •130 = 130130 . . .

•2010 = 20102010 . . . , •201030 = 201030201030 . . .

•2200 = 22002200 . . . , •22113300 = 2211330022113300 . . . , •2320 = 23202320 . . .
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•232120 = 232120232120 . . . , •2120 = 21202120 . . . , •2030 = 20302030 . . .

•210 = 210210 . . . , •230 = 230230 . . . , •21031230 = 2103123021031230 . . .

•23120130 = 2312013023120130 . . . , •310 = 310310 . . .

olarak bulunur.

Sonuç 5.5.2. {ST ;F} ve {ST ;T} dinamik sistemlerinin sabit noktalar�n�n say�lar�

farkl� oldu§undan bu dinamik sistemler topolojik olarak denk olmayan dinamik sis-

temlerdir (Bkz. Önerme 2.4.11).

Teorem 5.5.3. {ST ;T} dinamik sistemi Devaney anlam�nda kaotiktir.

Kan�t. �spat� Teorem 4.3.2'nin ispat�na benzer yolla yap�l�r.

Uyar� 5.5.4. (ST, d) kompakt metrik uzay ve F, G, T sürekli fonksiyonlar oldu§un-

dan {ST ;F}, {ST ;G} ve {ST ;T} dinamik sistemleri ayn� zamanda Li-Yorke an-

lam�nda kaotiktir (Bkz. [16]).
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6. n-BOYUTLU SIERPINSKI ÜÇGEN� ÜZER�NDE �ÇSEL METR�K

VE KAOT�K D�NAM�K S�STEM �N�ASI

Önceki bölümlerde Sierpinski üçgeni ve Sierpinski tetrahedronunun kod kümeleri

üzerinde farkl� dinamik sistemler in³a edilmi³ ve bu dinamik sistemlerin kaotik-

li§i incelenmi³tir. Dikkat edilirse Önerme 5.3.1'de Sierpinski tetrahedronu üzerinde

tan�mlanan dinamik sistem, Sierpinski üçgeni üzerinde Önerme 4.2.2'de tan�mlan-

m�³ olan dinamik sistemin dörtlük tabanda genelle³tirilmi³ bir halidir. Tan�mlanan

bu dinamik sistemlerden yola ç�k�larak n-boyutlu Sierpinski üçgeni (Sn) üzerinde bir

kaotik dinamik sistem örne§i verilecektir. Ancak bunun için öncelikle Sn üzerinde

bir içsel metrik tan�mlanacakt�r.

6.1. Sn Üzerinde �çsel Metrik �n³as�

Noktalar�n kod gösterimleri kullan�larak Sn üzerindeki herhangi iki nokta aras�n-

daki en k�sa yolun uzunlu§unu veren içsel metrik a³a§�daki gibi tan�mlan�r:

Teorem 6.1.1. j = 1, 2, . . . , k − 1 için a
(1)
j = a

(2)
j ve a

(1)
k 6= a

(2)
k olmak üzere

A,B ∈ Sn key� noktalar�n�n kod gösterimleri s�ras�yla a(1)1 a
(1)
2 . . . a

(1)
k−1a

(1)
k a

(1)
k+1 . . . ve

a
(2)
1 a

(2)
2 . . . a

(2)
k−1a

(2)
k a

(2)
k+1 . . . olsun. Her j = 1, 2, . . . , k−1 için a(1)j = a

(2)
j ve a(1)k 6= a

(2)
k

olmak üzere

d(A,B) = min

{
∞∑

j=k+1

α
(1)
j + β

(1)
j

2j
,

1

2k
+

∞∑
j=k+1

α
(2)
j + β

(2)
j

2j
, . . . ,

1

2k
+

∞∑
j=k+1

α
(n)
j + β

(n)
j

2j

}

formülü A ile B aras�ndaki en k�sa uzakl�§� verir. Burada a
(1)
k , a(2)k , . . . , a

(n+1)
k ∈

{0, 1, 2, . . . , n} birbirlerinden farkl� terimler olmak üzere

α
(1)
j =

 0, a
(1)
j = a

(2)
k

1, a
(1)
j 6= a

(2)
k

, β
(1)
j =

 0, a
(2)
j = a

(1)
k

1, a
(2)
j 6= a

(1)
k

,

α
(2)
j =

 0, a
(1)
j = a

(3)
k

1, a
(1)
j 6= a

(3)
k

, β
(2)
j =

 0, a
(2)
j = a

(3)
k

1, a
(2)
j 6= a

(3)
k

,

...
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α
(n)
j =

 0, a
(1)
j = a

(n+1)
k

1, a
(1)
j 6= a

(n+1)
k

, β
(n)
j =

 0, a
(2)
j = a

(n+1)
k

1, a
(2)
j 6= a

(n+1)
k

,

³eklindedir.

6.2. Sn Üzerinde {Sn;F} Kaotik Dinamik Sisteminin �n³as�

Önerme 6.2.1. X, Y ∈ Sn noktalar�n�n kod gösterimleri s�ras�yla x1x2x3 . . . ve

y1y2y3 . . . olsun. Bu durumda her i = 1, 2, 3, . . . ve xi, yi ∈ {0, 1, 2, . . . , n} için

yi ≡ xi+1 + x1 (mod (n + 1)) olmak üzere F : Sn → Sn fonksiyonu F (X) = Y

³eklinde ifade edilir.

Teorem 6.2.2. {Sn;F} dinamik sistemi Devaney anlam�nda kaotiktir.
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7. SONUÇ

Bu çal�³mada Sierpinski üçgeni üzerinde denk olan ve denk olmayan ayr�ca Sier-

pinski tetrahedronu üzerinde denk olan ve denk olmayan kaotik dinamik sistem

örnekleri verilmi³tir. Daha sonra bu yap�lar üzerindeki noktalar�n kod temsilleri

kullan�larak tan�mlanan bir dinamik sistem, n−boyuttaki Sierpinski üçgeni üzerinde

genelle³tirilmi³tir.

Sierpinski üçgeni üzerinde yap�lan bu çal�³malar farkl� fraktallar için de ben-

zer çal�³malar�n yap�lmas�nda yol gösterici olacakt�r. Bu tezde kullan�lan yöntem-

lerden yola ç�k�larak ba³ka fraktallar üzerinde de dinamik sistemler tan�mlamak

mümkündür. Ayr�ca gelecekte bu yap�lar üzerinde uygun metrikler tan�mlanarak

dinamik sistemlerin kaotikli§i incelenebilir ve farkl� kaos tan�mlar� için bu dinamik

sistemlerin kaotikli§i kar³�la³t�r�labilir.
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