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S�MGELER VE KISALTMALAR

Bu çal�³mada kullan�lm�³ baz� simgeler ve k�saltmalar, aç�klamalar� ile birlikte

a³a§�da sunulmu³tur.

K�saltmalar Aç�klama

[n] Bir n tamsay�s�n�n q-benzeri

(a; q)k q-Pochammer sembolü

(a+ x)nq (a+ x)n nin q-benzeri

exq Üstel fonksiyonun q-benzeri

Ex
q Üstel fonksiyonun q-benzeri

cq(x)Γq(x) Euler integral temsilinin q-geni³lemesi

Pλ(f ;x) Picard singüler integrali

Pλ(f ; q, x) q-Picard singüler integrali

Wλ(f ;x) Gauss-Weierstrass singüler integrali

Wλ(f ; q, x) q-Gauss-Weierstrass singüler integrali

ωp(f ; δ) f 'nin süreklilik modülü

Lp,ω(R) R üzerinde ω a§�rl�k fonksiyonuna göre p-mutlak

integrallenebilir fonksiyonlar�n uzay�

Bn(f ;x) Bernstein polinomu

Bn(f ; q, x) q-Bernstein polinomu

Kn(f, x) Bernstein-Kantorovich operatörü

Kn,q(f, x) q-Bernstein-Kantorovich operatörü

Dn(f, x) Bernstein-Durrmeyer operatörü

Dn,q(f, x) q-Bernstein-Durrmeyer operatörü

Bp
n(f, x) Bernstein-Schurer operatörü

Bp
n(f ; q, x) q-Bernstein-Schurer operatörü

Kp
n(f ; q;x) q-Bernstein-Schurer-Kantorovich operatörü

ix



1. G�R��

Kuantum analizi veya q-analizi genellikle limitsiz analiz olarakta bilinir ve

q-analizinin geçmi³i Leonhard Euler'e kadar uzanmaktad�r. Asl�nda q-serileri ilk

olarak say�lar teorisi, eliptik ve modüler fonksiyonlarda örnekler olarak ortaya

ç�kt�. Modern anlamda q-analizinin ba³lang�c� Jackson taraf�ndan yay�nlanan, ilk

olarak q-integrallerin sistematik olarak tan�mlan�p geli³tirildi§i [1] makalesi ile

ba³lat�labilir. Daha sonra q-gama ile q-beta fonksiyonlar�n�n integral temsilleri

Sole ve Kac taraf�ndan [6]'da verilmi³tir. Günümüzde q-analizinin geni³ bir uygu-

lama alan� vard�r. Matematikte özel fonksiyonlar, ortogonal polinomlar ile Lie

cebirleri gibi ve �zikte genel rölativite, sicim teorisi, kuantum kromodinami§i,

moleküler ve nükleer spektroskopi gibi uygulama alanlar� vard�r. Fizikteki bu

uygulamalar hakk�nda bilgi almak için [2] nolu kayna§a bak�labilir.

Son y�llarda, bu tezde yer alan Picard, Gauss-Weierstrass ve Bernstein tipi

(Bernstein-Kantorovich, Bernstein-Durrmeyer ve Bernstein-Schurer-Kantorovich

gibi) operatörlerin yan�s�ra bu tezde yer almayan daha bir çok operatörün q-

versiyonlar� tan�mlan�p bu operatörlerin çe³itli yak�nsakl�k ve yakla³�m özellikleri

bir çok matematikçi taraf�ndan ara³t�r�lmaktad�r. Ali Aral, Vijay Gupta ve Ravi

P. Agarwal [9]'de son y�llarda tan�mlanan q-operatörleri derlemi³lerdir.

Bu çal�³mada, son bölüm [9] nolu kaynakta yer almayan M. A. Özarslan

ve T. Vedi taraf�ndan [18]'de tan�t�lan q-Bernstein-Schurer-Kantorovich operatör-

lerinin incelenmesine ayr�lm�³t�r.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. q-Analizinde Temel Tan�mlar

Bu k�s�mda q-analizindeki temel tan�mlar olan q-say�lar�n�n tan�mlanmas�,

q-faktöriyel ve q-Pochammer sembolü gibi kavramlar tan�mlan�p q-analizinin ö-

nemli teoremlerden biri olan Binom teoremi verilecektir.

Klasik q-teorisi negatif olmayan tamsay�lar�n q-benzerlerini tan�mlamakla

ba³lam�³t�r. Bir n tamsay�s�n�n q-benzeri 0 < q < 1 için

lim
q→1−

1− qn

1− q
= n

e³itli§inden ilham alarak tan�mlanm�³t�r. Bu tez boyunca aksi söylenmedikçe

0 < q < 1 kabul edilecektir.

Tan�m 2.1. Bir n pozitif tamsay�s�n�n q-benzeri 0 < q < 1 için [n]q veya k�saca

[n] gösterimi kullan�l�r ve

[n] = [n]q =
1− qn

1− q
= 1 + q + q2 + · · ·+ qn−1

³eklinde tan�mlan�r. Bu son e³itlik, reel veya kompleks bir α say�s�n�n q-benzerini

tan�mlamak için de kullan�l�r. Yani reel veya kompleks α say�s�n�n q-benzeri

[α] =
1− qα

1− q

³eklinde tan�mlanm�³t�r. Bu son e³itlikte α → ∞ için limit al�narak klasik ana-

lizdeki sonsuz kavram�n�n q-benzeri

[∞] =
1

1− q

³eklinde tan�mlan�r [3].

Tan�m 2.2. Do§al say�lardaki faktöriyel kavram�na benzer ³ekilde bir n pozitif

tamsay�s� için [n]! = [1][2] · · · [n] e³itli§i ile tan�mlan�r. Ayr�ca [0]! = 1 dir [3].

Tan�m 2.3. Bir a kompleks say�s� ve 0 < q < 1 için (1−a)(1−aq) · · · (1−aqk−1)
çarp�m� (a; q)k sembolü ile gösterilir ve (a; q)k gösterimine q-Pochhammer sembolü

denir [3].
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Bu durumda (a; q)n = (1−a)(1−aq) · · · (1−aqn−1) =
∏n−1

k=0(1−aqk) olur.
Bu e³itlikte n → ∞ için limit al�narak sonsuz q-Pochammer sembolü (a; q)∞ =∏∞

k=0(1− aqk) elde edilir. a = q al�nd�§�nda (q; q)∞ =
∏∞

k=0(1− qqk) oldu§undan
q-faktöriyel, q-Pochhammer sembolü cinsinden

[n]! =
(q; q)n

(1− q)n
=

(q; q)∞
(1− q)n(qn+1; q)∞

³eklinde ifade edilebilir.

Klasik analizde n, k iki do§al say� ve n > k olmak üzere(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!

dir ve (x+ y)n iki terimlisi

(x+ y)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
xn−kyk

³eklinde aç�l�ma sahiptir. q-analizinde

xq = qx, yq = qy ve yx = qxy

de§i³me kurallar� kabul edildi§inde Gaussian katsay�lar� veya Gaussian Binom

katsay�lar� olarak da adland�r�lan q-binom katsay�lar�n�n tan�m�na ula³�l�r.

Tan�m 2.4. Binom katsay�lar�n�n q-benzeri[
n

k

]
=

[n]!

[n− k]! [k]!

³eklinde tan�mlan�r [3].

q-Binom katsay�lar�n�n q-Pochhammer cinsinden ifadesi[
n

k

]
=

(q;q)n
(1−q)n

(q;q)n−k
(1−q)n−k

(q;q)k
(1−q)k

=
(q; q)n

(q; q)n−k(q; q)k

³eklindedir. Üstelik (x+ y)n iki terimlisinin aç�l�m�n�n q-analizindeki kar³�l�§�

(x+ y)n =
n∑
k=0

[
n

k

]
xn−kyk

³eklindedir.
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Klasik analizde binom katsay�lar� aras�nda(
n+ 1

k

)
=

(
n

k

)
+

(
n

k − 1

)
³eklinde bir ili³ki vard�r. Gaussian Binom katsay�lar� aras�nda ise[

n+ 1

k

]
=

[
n

k

]
qk +

[
n

k − 1

]
ve [

n+ 1

k

]
=

[
n

k

]
+ qn+1−k

[
n

k − 1

]
³eklinde iki ili³ki söz konusudur. Burada[

n

0

]
= 1,

[
n

n

]
= 1

dir [3].

q-Pochammer sembolü ile ilgili a³a§�daki e³itlikler daha önce verilen tan�m

ve e³itlikler kullan�larak do§rudan hesaplamalarla ispatlanabilir. Burada verilen

e³itlikler ve fazlas� için [5] nolu referansa bak�labilir.

(1) (a; q)n = (a;q)∞
(aqn;q)∞

(2) (a; q)n+k = (a; q)n(aqn; q)k

(3) (a; q)n = (a;q)k(aq
k;q)n

(aqn;q)k

(4) (a; q)n = (a; q)k(aq
k; q)n−k, k = 0, 1, 2, . . . , n

(5) (a; q)n = (a−1q1−n; q)n(−a)nq(
n
2), a 6= 0

(6) (aq−n; q)n = (a−1q; q)n(−a)nq−n−(n2), a 6= 0

(7) (a; q)2n = (a; q2)n(aq; q2)n

(8) (a2; q2)n = (a; q)n(−a; q)n

(9) (a; q)∞ = (a; q2)∞(aq; q2)∞

(10) (a2; q2)∞ = (a; q)∞(−a; q)∞

(11) (a; q)k = (1− a)(aq; q)k−1

(12) (q; q)k = (1− qk)(q; q)k−1

(13) (a; q)k − (aq; q)k = −a(1− qk)(aq; q)k−1

4



Bu k�s�m, q-Binom teoreminin ifadesi, ispat� ve baz� sonuçlar� ile bitirile-

cektir.

Teorem 2.5. Her k ∈ N için ck ≥ 0

∞∏
k=0

(1− ck) <∞⇔
∞∑
k=0

ck <∞

[8].

Teorem 2.6. (q-Binom Teoremi) |x| < 1, |q| < 1 için

∞∑
k=0

(a; q)k
(q; q)k

xk =
(ax; q)∞
(x; q)∞

d�r [3].

�spat fa(x) =
∑∞

k=0
(a;q)k
(q;q)k

xk olsun. Bu durumda

fa(x)− fa(qx)

x(1− q)
=
∞∑
k=0

(a; q)k
(q; q)k

xk − (qx)k

x(1− q)

e³itli§inden

fa(x)− fa(qx)

x
=

1

x

∞∑
k=0

(a; q)k
(q; q)k

xk(1− qk)

=
∞∑
k=1

(a; q)k
(q; q)k

(1− qk)xk−1

elde edilir. Burada (11) ve (12) e³itlikleri kullan�larak

fa(x)− fa(qx)

x
=
∞∑
k=1

(a; q)k
(q; q)k

(1− qk)xk−1

=
∞∑
k=1

(1− a)(aq; q)k−1
(1− qk)(q; q)k−1

(1− qk)xk−1

= (1− a)
∞∑
k=1

(aq; q)k−1
(q; q)k−1

xk−1

= (1− a)faq(x)

bulunur. Dolay�s�yla da

fa(x)− fa(qx) = (1− a)xfaq(x) (2.1)

e³itli§i elde edilir.
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fa fonksiyonunun tan�mlan�³�ndan faq(x) =
∑∞

k=0
(aq;q)k
(q;q)k

xk olup

fa(x)− faq(x) =
∞∑
k=0

(a; q)k
(q; q)k

xk −
∞∑
k=0

(aq; q)k
(q; q)k

xk

=
∞∑
k=1

(a; q)k − (aq; q)k
(q; q)k

xk

elde edilir. Burada (13) e³itli§i kullan�larak

fa(x)− fa(qx) =
∞∑
k=1

(a; q)k − (aq; q)k
(q; q)k

xk

=
∞∑
k=1

−a(1− qk)(aq; q)k−1
(1− qk)(q; q)k−1

xk

= −ax
∞∑
k=1

(aq; q)k−1
(q; q)k−1

xk−1

= −ax
∞∑
k=0

(aq; q)k
(q; q)k

xk

= −axfaq(x)

bulunur. Dolay�s�yla da

fa(x) = (1− ax)faq(x) (2.2)

e³itli§i elde edilir. Elde edilen (2.1) ve (2.2) e³itlikleri taraf tarafa oranlanlanarak

fa(x)− fa(qx)

fa(x)
=

(1− a)xfaq(x)

(1− ax)faq(x)

ve bu e³itlik düzenlenerek

fa(x) =
1− ax
1− x

fa(qx)

fa(x) =
1− ax
1− x

1− aqx
1− qx

fa(q
2x)

...

fa(x) =
1− ax
1− x

1− aqx
1− qx

· · · 1− aq
n−1x

1− qn−1x
fa(q

nx) =
(ax; q)n
(x; q)n

fa(q
nx)

elde edilir. Burada n→∞ iken limit al�nabilmesi için (ax; q)n ve (x; q)n yak�nsak

olmas� gerekmektedir. O halde, Teorem 2.5.'den dolay�
∑∞

k=0 q
k geometrik serisi

yak�nsak oldu§undan
∏∞

k=0(1−xqk) ve
∏∞

k=0(1−axqk) çarp�mlar� da yak�nsakt�r.

n→∞ iken limit al�narak

fa(x) =
∞∑
k=0

(a; q)k
(q; q)k

xk =
(ax; q)∞
(x; q)∞

bulunur.
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Sonuç 2.7. q-binom teoreminin sonuçlar� a³a§�da verilmi³tir [3].

(a)
∞∑
n=0

xn

(q; q)n
=

1

(x; q)∞
, |x| < 1, |q| < 1.

(b)
∞∑
n=0

(−1)nq(
n
2)xn

(q; q)n
= (x; q)∞, |q| < 1.

(c)
∑N

k=0

[
N

k

]
(−1)kq(

k
2)xk = (x; q)N .

(d)
∑∞

k=0

[
N + k − 1

k

]
xk = 1

(x;q)N
, |x| < 1.

�spat Teorem(2.6.)'da a = 0, a = q−N ve a = qN konularak s�ras�yla (a), (c) ve

(d) e³itlikleri elde edilir. (b) ³�kk�n� elde etmek için Teorem(2.6.)'da a yerine 1
a

ve x yerine ax yazmak yeterlidir.

2.2. q-Türev ve q-�ntegral

Tan�m 2.8. Bir f fonksiyonunun q-diferensiyeli dqf ile gösterilir ve

dqf(x) = f(x)− f(qx)

³eklinde tan�mlan�r [6].

Tan�m 2.9. Bir f fonksiyonunun q-türevi Dqf ile gösterilir ve x 6= 0 olmak

üzeren klasik analizdeki türev tan�m�na benzer olarak

Dqf(x) =
dqf(x)

dqx
=
f(x)− f(qx)

(1− q)x

³eklinde iki diferensiyelin oran� olarak tan�mlan�r [6]. f fonksiyonunun x = 0

noktas�ndaki q-türevi ise f ′(0) olarak tan�mlan�r. Buna göre bir f fonksiyonunun

q-türevi

Dqf(x) =

{
f(qx)−f(x)

(q−1)x , x 6= 0

f ′(0), x = 0

³eklinde de ifade edilir [5].
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q-Türev ile ilgili özellikler a³a§�da listelenmi³tir. Bu e³itliklerin ispat� q-

türev tan�m� ve do§rudan hesaplamalarla elde edilebilir. Bu e³itlikler ispat� ile

[4]'de bulunabilir.

(1) Dq(f(x)± g(x)) = (Dqf)(x)± (Dqg)(x)

(2) Dq(αf(x)) = α(Dqf)(x)

(3) Dq(f(x)g(x)) = f(qx)(Dqg)(x) + g(x)(Dqf)(x)

(4) Dq(f(x)g(x)) = f(x)(Dqg)(x) + g(qx)(Dqf)(x)

(5) Dq

(
f(x)

g(x)

)
=
g(x)Dqf(x)− f(x)Dqg(x)

g(qx)g(x)
, g(qx)g(x) 6= 0

(6) Dq

(
f(x)

g(x)

)
=
g(qx)Dqf(x)− f(qx)Dqg(x)

g(qx)g(x)
, g(qx)g(x) 6= 0

Burada sadece Leibniz kural�n�n ispat� verilecektir.

Dq(f(x)g(x)) =
f(x)g(x)− f(qx)g(qx)

(1− q)x

=
f(x)g(x)− f(qx)g(x) + f(qx)g(x)− f(qx)g(qx)

(1− q)x

= f(qx)
g(x)− g(qx)

(1− q)x
+ g(x)

f(x)− f(qx)

(1− q)x
= f(qx)(Dqg)(x) + g(x)(Dqf)(x)

elde edilir. Böylece (3) ispatlan�r. (4) e³itli§ini ispatlamak için ikinci e³it-

likte f(qx)g(x) yerine f(x)g(qx) terimi eklenip ç�kart�l�r ve gerekli düzenlemeler

yap�l�rsa (4) görülür.

Tan�m 2.10. q-integralin tan�m� Thomae[1869] ve Jackson[1910] taraf�ndan ve-

rilmi³tir. Bir f fonksiyonunun [0, a] aral�§� üzerinden q-integrali∫ a

0

f(x)dqx =
∞∑
n=0

f(aqn)(aqn − aqn+1) = a(1− q)
∞∑
n=0

qnf(aqn)

e³itli§i ile tan�mlan�r. a ve b key� say�lar olmak üzere∫ b

a

f(x)dqx =

∫ b

0

f(x)dqx−
∫ a

0

f(x)dqx

³eklinde tan�mlan�r [3].
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Burada q → 1− iken limit al�narak

lim
q→1−

∫ a

0

f(x)dqx =

∫ a

0

f(x)dx

elde edilir. Klasik analizin temel teoremlerinin q-benzerleri a³a§�da verilmi³tir.

Bu teoremler ispatlar�yla birlikte [3]'de bulunabilir.

Teorem 2.11. x = a noktas�nda sürekli bir f fonksiyonunun q-anti türevi F ise

yani DqF = f ise ∫ b

a

f(x)dqx = F (b)− F (a)

d�r [3].

�spat F (x) = (1− q)x
∑∞

n=0 q
nf(qnx) +F (0) ³eklinde tan�mlans�n. Bu durumda

DqF (x) =
F (x)− F (qx)

(1− q)x

=
1

(1− q)x

(
(1− q)x

∞∑
j=0

qjf(qjx)− (1− q)qx
∞∑
j=0

qjf(qj+1x)

)

=
∞∑
j=0

qjf(qjx)−
∞∑
j=0

qj+1f(qj+1x)

=
∞∑
j=0

qjf(qjx)−
∞∑
j=1

qjf(qjx) = f(x)

olur. Böylece F fonksiyonu f nin ilkelidir. Buradan∫ b

a

f(x)dqx =

∫ a

0

f(x)dqx−
∫ b

0

f(x)dqx

= b(1− q)
∞∑
n=0

qnf(bqn)− a(1− q)
∞∑
n=0

qnf(aqn) + F (0)− F (0)

= F (b)− F (a)

elde edilir.

Teorem 2.12. Herhangi bir f fonksiyonu için

Dq

∫ x

0

f(t)dqt = f(x)

dir [3].
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2.3. q-Kuvvet Serileri

Klasik analizde
∞∑
k=0

ck(x− a)k = c0 + c1(x− a) + · · ·+ cn(x− a)n + · · ·

³eklindeki sonsuz toplama kuvvet serisi denir. Buradaki ck say�lar�na serinin

katsay�lar� ad� verilir. E§er bir f fonksiyonu a noktas�n�n bir kom³ulu§unda her

mertebeden türeve sahip ise f fonksiyonu bu kom³uluktaki her bir x için

f(x) =
∞∑
n=1

f (n)(a)

n!
(x− a)n

³eklinde bir kuvvet serisi olarak ifade edilebilir. Bu kuvvet serisine Taylor serisi

denir. Bu k�s�mda bir f fonksiyonunun q-Taylor serisi kavram� incelenecektir.

Herhangi bir n ∈ Z+ ∪ {0} için xn n�n q-türevi

Dqx
n =

(qx)n − xn

(q − 1)x
=

(qn − 1)xn

(q − 1)x
=

1− qn

1− q
xn

x
= [n]xn−1

olmas�na ra§men

Dq(x− a)n 6= [n](x− a)n−1

dir. Dolay�s�yla q-analizinde Dq(x − a)nq = [n](x − a)n−1q özelli§ini sa§layan ve

Taylor serisinde (x− a)n ifadesinin yerini tutacak bir ifadeye ihtiyaç vard�r.

Tan�m 2.13. a, b ∈ C ve n ∈ Z+∪{0} olmak üzere (a+b)n nin q-benzeri (a+b)nq

ile gösterilir ve

(a+ b)nq =

{
1, n = 0∏n−1

j=0 (a+ qjb) = (a+ b)(a+ bq) · · · (a+ bqn−1), n ≥ 1

e³itli§i ile tan�mlan�r [6].

Örnek 2.14. Bu örnekte, n ∈ Z+ ve a ∈ C olmak üzereDq(x+a)nq = [n](x+a)n−1q
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e³itli§inin sa§land�§� gösterilecektir.

Dq(x+ a)nq =
(qx+ a)nq − (x+ a)nq

(q − 1)x

=
(qx+ a) · · · (qx+ aqn−1)− (x+ a) · · · (x+ aqn−1)

(q − 1)x

=
((qx+ a)qn−1 − (x+ aqn−1))(x+ a)n−1q

(q − 1)x

=
(qnx+ aqn−1 − x− aqn−1)(x+ a)n−1q

(q − 1)x

=
(qn − 1)x(x+ a)n−1q

(q − 1)x

=
qn − 1

q − 1
(x+ a)n−1q

= [n](x+ a)n−1q , (x+ a)0q = 1

Örnek 2.15. n ∈ Z+ ve a ∈ C olmak üzere Dq(a+x)nq = [n](a+qx)n−1q e³itli§inin

sa§land�§� gösterilecektir.

Dq(a+ x)nq =
(a+ qx)nq − (a+ x)nq

(q − 1)x

=
(a+ qx) · · · (a+ qnx)− (a+ x) · · · (a+ qn−1x)

(q − 1)x

=
((a+ qnx)− (a+ x))(a+ qx)n−1q

(q − 1)x

=
(a+ qnx− a− x)(a+ qx)n−1q

(q − 1)x

=
(qn − 1)x(a+ qx)n−1q

(q − 1)x

=
qn − 1

q − 1
(a+ qx)n−1q

= [n](a+ qx)n−1q

Sonuç olarak Dq(x + a)nq 6= Dq(a + x)nq dir. Benzer i³lemler yap�larak

Dq(x−a)nq = −[n](x−a)n−1q e³itli§i benzer hesaplamalarla gösterilebilir. Böylece

bir f fonksiyonunun Taylor aç�l�m�n�n q-benzeri a³a§�daki ³ekilde verilebilir.

Tan�m 2.16. f fonksiyonu (a, b) aral�§�nda sürekli ve c ∈ [a, b] olsun. O halde f

nin q-Taylor aç�l�m�

f(z) =
∞∑
n=0

Dn
q f(c)

[n]!
(z − c)nq , z ∈ (a, b)

11



formal serisi ile verilir [7].

Basit hesaplamalarla (a − b)nq = an( b
a
; q)n e³itli§i kolayca gösterilebilir.

Dolay�s�yla bir f fonksiyonunun q-Taylor serisi

f(z) =
∞∑
n=0

Dn
q f(c)

[n]!
zn
( c
z

; q
)
n

e³itli§i ile verilir.
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3. BAZI ÖZEL FONKS�YONLAR VE Q-BENZERLER�

3.1. Hipergeometrik Fonksiyonlar

Klasik analizde hipergeometrik fonksiyon

rFs

(
a1, · · · , ar
b1, · · · , bs

∣∣∣∣z) =
∞∑
k=0

(a1)k · · · (ar)k
(b1)k · · · (bs)k

zk

k!

³eklinde tan�mlanmaktad�r. Burada hipergeometrik fonksiyonun yak�nsakl�k ya-

r�çap�

ρ =


∞ ; r < s+ 1

1 ; r = s+ 1

0 ; r > s+ 1

d�r.

Tan�m 3.1. Hipergeometrik fonksiyonun q-benzeri

rϕs

(
a1, · · · , ar
b1, · · · , bs

∣∣∣∣q; z) =
∞∑
k=0

(a1; q)k · · · (ar; q)k
(b1; q)k · · · (bs; q)k

(
(−1)kq(

k
2)
)1+s−r zk

(q; q)k

³eklinde tan�mlan�r. Burada q-hipergeometrik fonksiyonun yak�nsakl�k yar�çap�

ρ =


∞ ; r < s+ 1

1 ; r = s+ 1

0 ; r > s+ 1

d�r[5].

(a; q)n = (1− a)(1− aq) · · · (1− aqn−1) = (1− a)nq oldu§undan q-hipergeo-

metrik seri

rϕs

(
a1, · · · , ar
b1, · · · , bs

∣∣∣∣q; z) =
∞∑
k=0

(1− a1)kq · · · (1− ar)kq
(1− b1)kq · · · (1− bs)kq

(
(−1)kq(

k
2)
)1+s−r zk

(1− q)kq

³eklinde verilebilir.
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Hipergeometrik fonksiyonlar�n baz� dönü³üm formülleri

2ϕ1

(
a, b

c

∣∣∣∣q; z) =
(1− az)∞q (1− b)∞q
(1− c)∞q (1− z)∞q

2ϕ1

(
b−1c, z

az

∣∣∣∣q; b)

=
(1− b−1c)∞q (1− bz)∞q

(1− c)∞q (1− z)∞q
2ϕ1

(
abc−1z, b

bz

∣∣∣∣q; cb
)

=
(1− abc−1z)∞q

(1− z)∞q
2ϕ1

(
a−1c, b−1c

c

∣∣∣∣q; abzc
)

olup bu dönü³üm formülleri ile daha fazlas� [5]'de bulunabilir.

3.2. Üstel Fonksiyon

Klasik analizde üstel fonksiyonun seri aç�l�m�

ex =
∞∑
n=0

xn

n!

d�r. Bu k�s�mda üstel fonksiyonun q-benzerleri incelenecektir. Literatürde üstel

fonksiyonun iki farkl� q benzeri mevcuttur. Bu q-üstel fonksiyonlar s�ras�yla exq ve

Ex
q ile gösterilir. Üstel fonksiyonun exq ile gösterilen q-benzeri ex =

∑∞
n=0

xn

n!
seri

aç�l�m� kullan�larak tan�mlan�r. Yani

exq =
∞∑
n=0

xn

[n]!

e³itli§i ile tan�mlan�r. Buradan

exq =
∞∑
n=0

xn

[n]!

=
∞∑
n=0

(1− q)nxn

(q; q)n

=
∞∑
n=0

(
(1− q)x

)n
(q; q)n

=
1(

(1− q)x; q
)
∞

=
1(

1− (1− q)x
)∞
q

elde edilir. Üstel fonksiyonun di§er q-benzeri Ex
q ile gösterilir ve Eq üstel fonk-

siyonu Sonuç 2.7. (b)'deki

∞∑
n=0

(−1)nq(
n
2)xn

(q; q)n
= (x; q)∞
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e³itli§inde x yerine −(1− q)x yaz�larak

Ex
q =

∞∑
n=0

q(
n
2)(−(1− q)x)n

(q; q)n
=
(
− (1− q)x; q

)
∞ =

(
1 + (1− q)x

)∞
q

³eklinde tan�mlan�r. Yukar�da tan�t�lan q-üstel fonksiyonlar�n tan�mlar� için [7]

veya [3]'e bak�labilir.

Burada yeni tan�mlanan q-üstel fonksiyonlar�n özellikleri incelenecektir.

�lk olarak, eq ve Eq fonksiyonlar� q-hipergeometrik fonksiyon cinsinden

exq = 1ϕ0

(
0

−

∣∣∣∣q;x) =
∞∑
n=0

xn

(q; q)n
=

1

(x; q)∞
; |x| < 1

ve

Ex
q = 0ϕ0

(
−
−

∣∣∣∣q;−x) =
∞∑
n=0

q(
n
2)xn

(q; q)n
= (−x; q)∞

³eklinde verilebilir. Ayr�ca

exq · E−xq =
1(

1− (1− q)x)∞q

(
1− (1− q)x

)∞
q

= 1

oldu§u görülür [7].

Teorem 3.2. eq üstel fonksiyonunda q → 1− iken limit al�narak üstel fonksiyon

elde edilir. Yani

lim
q→1−

1

(1− (1− q)x)∞q
= ex

dir [3].

�spat

lim
q→1−

exq = lim
q→1−

1

(1− (1− q)x)∞q

= lim
q→1−

∞∑
n=0

xn

(1−q)nq
(1−q)n

= lim
q→1−

∞∑
n=0

xn

1−q
1−q

1−q2
1−q · · ·

1−qn
1−q

= lim
q→1−

∞∑
n=0

xn

1(1 + q) · · · (1 + q + · · ·+ qn−1)

=
∞∑
n=0

xn

n!

= ex

elde edilir.
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Teorem 3.3. Benzer ³ekilde Eq üstel fonksiyonunda q → 1− iken limit al�narak

üstel fonksiyon elde edilir. Yani

lim
q→1−

(1 + (1− q)x)∞q = ex

dir [3].

�spat

lim
q→1−

Ex
q = lim

q→1−
(1 + (1− q)x)∞q

= lim
q→1−

∞∑
n=0

q(
n
2)xn

(1−q)nq
(1−q)n

= lim
q→1−

∞∑
n=0

q(
n
2)xn

1−q
1−q

1−q2
1−q · · ·

1−qn
1−q

= lim
q→1−

∞∑
n=0

q(
n
2)xn

1(1 + q)(1 + q + q2) · · · (1 + q + · · ·+ qn−1)

=
∞∑
n=0

xn

n!

= ex

elde edilir.

Örnek 3.4. q-üstel fonksiyonlar�n q-türevi

Dqe
x
q =

exq − eqxq
(1− q)x

=
1

(1− q)x

( ∞∑
n=0

xn

[n]!
−
∞∑
n=0

qnxn

[n]!

)
=

1

(1− q)x

( ∞∑
n=0

(1− qn)xn

[n]!

)
=
∞∑
n=1

(1− qn)xn

(1− q)[n]!x

=
∞∑
n=1

[n]

[n− 1]![n]
xn−1

=
∞∑
n=1

xn−1

[n− 1]!

=
∞∑
n=0

xn

[n]!
= exq
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ve

DqE
x
q =

Ex
q − Eqx

q

(1− q)x

=
1

(1− q)x

( ∞∑
n=0

q(
n
2) x

n

[n]!
−
∞∑
n=0

q(
n
2) q

nxn

[n]!

)
=

1

(1− q)x

∞∑
n=1

q(
n
2) (1− qn)xn

[n]!

=
∞∑
n=1

q(
n
2) (1− qn)

(1− q)[n]!
xn−1

=
∞∑
n=1

q(
n
2) xn−1

[n− 1]!

=
∞∑
n=0

q(
n+1
2 ) x

n

[n]!

=
∞∑
n=0

q(
n
2)+n x

n

[n]!

=
∞∑
n=0

q(
n
2) (qx)n

[n]!

= Eqx
q

elde edilir.

3.3. Gama Fonksiyonu

Klasik analizde gama fonksiyonu t > 0 için

Γ(t) =

∫ ∞
0

xt−1e−xdx

³eklinde ve beta fonksiyonu ise s, t > 0 için

B(t, s) =

∫ 1

0

xt−1(1− x)s−1dx

³eklinde tan�mlan�r.
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Gama ve beta fonksiyonlar�n�n baz� özelliklerini hat�rlatacak olursak

Γ(t+ 1) = tΓ(t)

Γ(1) = 1

B(t, s) =
Γ(t)Γ(s)

Γ(t+ s)

dir.

Tan�m 3.5. t > 0 için q-gama fonksiyonu

Γq(t) =

∫ [∞]

0

xt−1Eq
−qxdqx

olarak tan�mlanm�³t�r. s, t > 0 için q-beta fonksiyonu ise

Bq(t, s) =

∫ 1

0

xt−1(1− qx)s−1q dqx

olarak tan�mlanm�³t�r [6].

Γq(t) ve Bq(t, s) gama ve beta fonksiyonlar�n�n uygun bir q-benzeridir.

Çünkü q → 1− iken limit al�narak s�ras� ile Γ(t) ve B(t, s) elde edilir.

Teorem 3.6. Γq fonksiyonu

Γq(α) = (1− q1−α)
∞∏
n=0

1− qn+1

1− qn+α
= (1− q)1−α (q; q)∞

(qα; q)∞

e³itli§i ile verilebilir [7].

Özel olarak Γq(1) = 1 ve her t > 0 için

Γq(t+ 1) = [t]Γq(t)

e³itli§i sa§lan�r [6].

Teorem 3.7. q-gama ve q-beta fonksiyonlar� aras�nda

Γq(t) =
Bq(t,∞)

(1− q)t

ve

Bq(t, s) =
Γq(t)Γq(s)

Γq(t+ s)

ili³kisi vard�r [6].
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4. Q-ANAL�Z�N�N OPERATÖR TEOR�YE UYGULAMALARI

4.1. q-Picard ve q-Gauss-Weierstrass Singüler �ntegral Opertörleri

Reel de§i³kenli, reel de§erli bir fonksiyon f olsun. λ > 0 ve x ∈ R için

Picard ve Gauss-Weierstrass singüler integral operatörleri s�ras�yla

Pλ(f ;x) =
1

2λ

∫ ∞
−∞

f(x+ t)e−
|t|
λ dt

ve

Wλ(f ;x) =
1√
πλ

∫ ∞
−∞

f(x+ t)e−
t2

λ dt

e³itlikleri ile tan�mlan�r.

Bu operatörlerin q-geni³lemelerini tan�mlamak için [10]'da 0 < q < 1 gama

fonksiyonu için Euler integral temsilinin a³a§�daki q-geni³lemesi kullan�lm�³t�r:

cq(x)Γq(x) =
1− q
ln q−1

q
x(x−1)

2

∞∫
0

tx−1

Eq((1− q)t)
dt, Rex > 0 (4.1)

burada

cq(x) =
1− q
ln q−1

q
x(x−1)

2
Γ(x)Γ(1− x)

Γq(x)Γq(1− x)

³eklinde tan�ml�d�r. cq fonksiyonu

1. cq(x+ 1) = cq(x)

2. cq(n) = 1, n = 0, 1, 2, . . .

3. limq→1− cq(x) = 1

³artlar�n� sa§lar [10].

Tan�m 4.1. f : R → R bir fonksiyon olsun. λ > 0 ve 0 < q < 1 olmak üzere

f nin q-genelle³tirilmi³ Picard ve q-genelle³tirilmi³ Gauss-Weierstrass singüler

integralleri s�ras�yla

Pλ(f ; q, x) =
(1− q)

2[λ] ln q−1

∫ ∞
−∞

f(x+ t)

Eq

(
(1−q)|t|

[λ]

)dt
ve

Wλ(f ; q, x) =
1

π
√

[λ](q1/2; q)1/2

∫ ∞
−∞

f(x+ t)

Eq

(
t2

[λ]

)dt
19



tan�mlan�r [9].

q → 1− için bu genelle³tirmelerin Picard ve Gauss-Weierstrass singüler

integral operatörlere indirgendi§ine dikkat ediniz.

Bu integral operatörlerin Lp(R) de yak�nsakl�k oranlar�, a§�rl�kl� uzayda

yak�nsakl�klar�, yakla³�k hatalar� ve global pürüzsüzlük koruma özelli§i [9]'da in-

celenmi³tir.

Tan�m 4.2. Bir f ∈ Lp(R) için f nin süreklilik modülü

ωp(f ; δ) = sup
|h|≤δ
‖f(·+ h)− f(·)‖p

e³itli§i ile tan�mlan�r, burada ‖f‖p =
(∫∞
−∞ |f(x)|pdx

)1/p
dir [9].

Lemma 4.3. Her λ > 0 ve 0 < q < 1 için R üzerinden q-Picard singüler integral

operatörü ile q-Gauss-Weierstrass operatörünün integralleri 1 dir, yani

(a)
∫
R Pλ(f ; q, x)dx = 1,

(b)
∫
RWλ(f ; q, x)dx = 1

olur [9].

�imdiki lemma q-Picard ve q-Gauss-Weierstrass integral operatörlerinin

Lp(R) üzerinde s�n�rl� oldu§unu ifade eder.

Lemma 4.4. f ∈ Lp(R), 1 ≤ p <∞ ve 0 < q < 1 olsun. Bu takdirde

‖Pλ(f ; q, ·)‖p ≤ ‖f‖p

ve

‖Wλ(f ; q, ·)‖p ≤ ‖f‖p

e³itsizlikleri do§rudur [9].

Bu operatörler için yak�nsakl�k oranlar� a³a§�daki teoremde verilmi³tir.

Teorem 4.5. 1 ≤ p <∞ olmak üzere f ∈ Lp(R) ise

‖Pλ(f ; q, ·)− f(·)‖p ≤ ωp (f ; [λ])

(
1 +

1

q

)
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ve

‖Wλ(f ; q, ·)− f(·)‖p ≤ ωp

(
f ;
√

[λ]
)(

1 +
√
q−1/2(1− q1/2)

)
e³itsizlikleri sa§lan�r [9].

�spat Lemma 4.3. gere§i

Pλ(f ; q, x)− f(x) =
1− q

2[λ] ln q−1

∫ ∞
−∞

f(x+ t)− f(x)

Eq

(
(1−q)|t|

[λ]

) dt

yaz�l�r. Buradan

‖Pλ(f ; q, ·)− f(·)‖p ≤
1− q

2[λ] ln q−1

 ∞∫
−∞

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

f(x+ t)− f(x)

Eq

(
(1−q)|t|

[λ]

) dt

∣∣∣∣∣∣
p

dx

1/p

≤ 1− q
2[λ] ln q−1

∞∫
−∞

ωp(f ; |t|)

Eq

(
(1−q)|t|

[λ]

)dt
≤ ωp(f ; [λ])

1− q
2[λ] ln q−1

∞∫
−∞

(
1 +
|t|
[λ]

)
dt

Eq

(
(1−q)|t|

[λ]

)
≤ ωp(f ; [λ])

(
1 +

1

q

)
elde edilir. Burada gama fonksiyonu için Euler integral temsilinin q-geni³lemesi

ve Γq(n+ 1) = [n]! e³itli§i ile C > 0 için

ωp(f ;Cδ) ≤ (1 + C)ωp(f ; δ)

e³itsizli§i kullan�lm�³t�r.

Benzer ³ekilde, Berg'in [11]'de hesaplad�§�∫ ∞
−∞

t2k

Eq(t2)
dt = π

(
q1/2; q

)
1/2
q−

k2

2

(
q1/2; q

)
k
, k = 0, 1, 2, . . .

integral kullan�larak

‖Wλ(f ; q, ·)− f(·)‖p ≤
ωp

(
f ;
√

[λ]
)

π
√

[λ](q1/2; q)1/2

∞∫
−∞

(
1 +

|t|√
[λ]

)
dt

Eq

(
t2

[λ]

)
≤ ω

(
f ;
√

[λ]
)1 +

 1

π[λ](q1/2; q)1/2

∫ ∞
−∞

t2

[λ]

dt

Eq

(
t2

[λ]

)
1/2


≤ ωp

(
f ;
√

[λ]
)(

1 +
√
q−1/2(1− q1/2)

)
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elde edilir.

0 < q < 1 olmak üzere q' nun sabit bir de§eri için

lim
λ→∞

[λ] =
1

1− q
oldu§undan son teorem, Lp-normunda Pλ(f ; ·) − f(·) için bir yak�nsakl�k oran�

vermez. Bununla birlikte, e§er λ ya ba§l� qλ say�s�n� 0 < qλ < 1 ve λ → ∞ iken

qλ → 1 olacak ³ekilde ³eçilirse λ → ∞ için [λ]qλ → ∞ olur. Böylece a³a§�daki

teorem verilebilir.

Teorem 4.6. qλ ∈ (0, 1) say�s� λ → ∞ için qλ → 1 ³art�n� sa§las�n. E§er 1 6

p <∞ olmak üzere f ∈ Lp(R) ise

‖Pλ(f ; qλ, ·)− f(·)‖p 6 ωp
(
f ; [λ]qλ

)(
1 +

1

qλ

)
ve

‖Wλ(f ; qλ, ·)− f(·)‖p 6 ωp

(
f ;
√

[λ]qλ

)(
1 +

√
q
−1/2
λ

(
1− q1/2λ

))
e³itsizlikleri sa§lan�r [9].

Bu k�s�mda a§�rl�kl� Lp uzay�nda yak�nsakl�k incelenecektir. Reel eksen

üzerinde tan�ml� pozitif sürekli ω fonksiyonu∫
R
t2pω(t)dt <∞ (4.2)

³art�n� sa§las�n. R üzerinde ω a§�rl�k fonksiyonuna göre p-mutlak integrallenebilir

fonksiyonlar�n uzay� Lp,ω(R) ile gösterilir. Bu durumda 1 6 p <∞ için

Lp,ω(R) =

{
f : R→ R|‖f‖p,ω =

(∫
R
|f(t)|pω(t)dt

) 1
p

<∞

}
³eklinde tan�mlan�r.

A³a§�daki teorem, a§�rl�kl� Lp uzay�nda Korovkin tipi teoremdir.

Teorem 4.7. Lp,ω(R) üzerinde pozitif lineer operatörlerin düzgün s�n�rl� (Ln)

dizisi i = 0, 1, 2 için

lim
n→∞

‖Ln(ti;x)− xi‖p,ω = 0

³art�n� sa§las�n. Bu takdirde her f ∈ Lp,ω(R) için

lim
n→∞

‖Lnf − f‖p,ω = 0

sa§lan�r [9].
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p > 1 olmak üzere ω(x) =
(

1
1+x6m

)p
seçilirse Lp,ω(R) uzay� Lp,m(R) ile

gösterilir.

Lemma 4.8. E§er 1 6 p < ∞ ve bir m pozitif tamsay�s� için f ∈ Lp,m(R) ise

0 < q < 1 için

‖Pλ(f ; q, ·)‖p,m 6 26m−1
(

1 +
[λ]6m[6m]!

q3m(6m+1)

)
‖f‖p,m

ve

‖Wλ(f ; q, ·)‖p,m 6 26m−1
(

1 + [λ]3mq−
9m2

2

(
q1/2; q

)
3m

)
‖f‖p,m

e³itsizlikleri sa§lan�r [9].

Teorem 4.9. qλ ∈ (0, 1) olsun ve λ → ∞ için qλ → 1− ³art�n� sa§las�n. Bu

takdirde her f ∈ Lp,m(R) için

lim
λ→0
‖Pλ(f ; qλ, ·)− f‖p,m = 0

sa§lan�r [9].

Teorem 4.10. qλ ∈ (0, 1) olsun öyle ki λ → ∞ için qλ → 1− ³art�n� sa§las�n.

Her f ∈ Lp,m(R) için

lim
λ→0
‖Wλ(f ; qλ, ·)− f‖p,m = 0

olur [9].

4.2. q-Bernstein-Kantorovich Operatörleri

n ∈ N olmak üzere n yinci dereceden Bernstein baz polinomlar�

bn,k(x) =

(
n

k

)
xk(1− x)n−k, k = 0, 1, . . . , n

e³itli§iyle tan�mlan�r. Bernstein baz polinomlar�n�n bir

Bn(x) =
n∑
k=0

ckbn,k(x)

lineer kombinasyonuna n yinci dereceden Bernstein polinomu ve ck katsay�lar�na

Bernstein katsay�lar� veya Bézier katsay�lar� denir. [0, 1] aral�§� üzerinde sürekli

bir f fonksiyonu için

Bn(f ;x) =
n∑
k=0

f

(
k

n

)
bn,k(x)
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Bernstein polinomunu gözönüne al�n�z. Bu durumda

Bn(f ;x)→ f(x)

yak�nsamas� [0, 1] aral�§� üzerinde düzgündür.

Bernstein polinomlar� yard�m�yla Kn : L1[0, 1] → C[0, 1] pozitif lineer

operatörleri

Kn(f, x) = (n+ 1)
n∑
k=0

bn,k(x)

∫ (k+1)/(n+1)

k/(n+1)

f(t)dt

e³itli§iyle tan�mlan�r. Bu tip operatorler ilk olarak Kantorovich taraf�ndan tan�m-

lanm�³ ve çal�³�lm�³t�r. Bu sebepten bu operatörlere Kantorovich operatörleri veya

Bernstein-Kantorovich operatörleri denir. Bu konuda bilgi için [14] nolu kaynak

incelenebilir.

q-Bernstein polinomlar� [13]'de

Bn(f ; q, x) =
n∑
k=0

f

(
[k]

[n]

)[
n

k

]
xk

n−k−1∏
s=0

(1− qsx)

³eklinde geni³letilmi³tir. q = 1 durumunda q-Bernstein polinomlar�ndan klasik

Bernstein polinomlar�n�n elde edilece§i kolayca görülebilir. Daha sonra Dal-

mano§lu, q-Bernstein operatörleri,

Kn,q(f, x) = [n+ 1]
n∑
k=0

bn,k(q;x)

∫ [k+1]/[n+1]

[k]/[n+1]

f(t)dqt

e³itli§iyle tan�mlam�³t�r, burada

bn,k(q;x) =

[
n

k

]
xk

n−k−1∏
s=0

(1− qsx)

e³itli§iyle tan�ml�d�r [12]. q = 1 durumunda kolayca görülece§i gibi q-Bernstein-

Kantorovich operatörleri klasik Bernstein-Kantorovich operatörlerine indirgenir.

Dalmano§lu [12]'de q-Bernstein-Kantorovich operatörlerin yakla³�m özellikleri ile

yak�nsakl�k oran�n� incelemi³tir.

Bu operatörlerin yakla³�m özellikleri ilgili teoremi verelim.

Teorem 4.11. E§er (0, 1) içindeki (qn) dizisi limn→∞ qn = 1 ve limn→∞
1

[n]qn
= 0

³artlar�n� sa§larsa 0 < a < 1 olmak üzere her f ∈ C[0, a] için

‖Kn,q(f, x)− f‖ → 0, n→∞

e³itli§i sa§lan�r [12].
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�spat q-Bernstein-Kantarovich operatörünün tan�m� gere§i

Kn,q(1, x) = [n+ 1]
n∑
k=0

q−k

[
n

k

]
xk

n−k−1∏
s=0

(1− qsx)

∫ [k+1]/[n+1]

[k]/[n+1]

dqt

d�r. Burada q-integral tan�m� kullan�larak∫ [k+1]/[n+1]

[k]/[n+1]

dqt =

∫ [k+1]/[n+1]

0

dqt−
∫ [k]/[n+1]

0

dqt

= (1− q) [k + 1]

[n+ 1]

∞∑
j=0

qj − (1− q) [k]

[n+ 1]

∞∑
j=0

qj

=
1− q

[n+ 1]
([k + 1]− [k])

∞∑
j=0

qj =
qk

[n+ 1]

dolay�s�yla da Kn,q(1, x) = 1 elde edilir. Buradan aç�k olarak

‖Kn,qn(1, x)− x0‖ = ‖1− 1‖ = 0→ 0

olur. �imdi

Kn,q(t, x) = [n+ 1]
n∑
k=0

q−k

[
n

k

]
xk

n−k−1∏
s=0

(1− qsx)

∫ [k+1]/[n+1]

[k]/[n+1]

tdqt

e³itli§inde önce q-integral hesaplanarak∫ [k+1]/[n+1]

[k]/[n+1]

tdqt =

∫ [k+1]/[n+1]

0

tdqt−
∫ [k]/[n+1]

0

tdqt

= (1− q) [k + 1]

[n+ 1]

∞∑
j=0

q2j
[k + 1]

[n+ 1]
− (1− q) [k]

[n+ 1]

∞∑
j=0

q2j
[k]

[n+ 1]

=
1− q

[n+ 1]
([k + 1]2 − [k]2)

∞∑
j=0

q2j =
qk

[n+ 1]2
1

1 + q
([k](1 + q) + 1)

elde edilir. Buradan

Kn,q(t, x) = [n+ 1]
n∑
k=0

[
n

k

]
xk

n−k−1∏
s=0

(1− qsx)
1

[n+ 1]2
1

1 + q
([k](1 + q) + 1)

=
[n]

[n+ 1]
x+

1

1 + q

1

[n+ 1]

elde edilir. Buradan Kn,q(t, x) − x = [n]−[n+1]
[n+1]

x + 1
1+q

1
[n+1]

ifadesi x de§i³kenine

göre azalan oldu§undan ‖Kn,q(t, x) − x‖ = 1
1+q

1
[n+1]

bulunur. Böylece q yerine

qn yaz�larak, ‖Kn,qn(t, x) − x‖ = 1
1+qn

1
[n+1]qn

→ 0 elde edilir. Kn,q(t
2, x) de§erini
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hesaplamak için ilk önce a³a§�daki integral de§eri∫ [k+1]/[n+1]

[k]/[n+1]

t2dqt =

∫ [k+1]/[n+1]

0

t2dqt−
∫ [k]/[n+1]

0

t2dqt

=
1

[n+ 1]3
1

1 + q + q2
(qk[k + 1]2 + [k][k + 1] + [k]2)

olarak hesaplan�r ve [k+ 1] = q[k] + 1 e³itli§i ile yukar�dakilere benzer yöntemler

kullan�larak

Kn,q(t
2, x) =

[n][n− 1]

[n+ 1]2
q3 + q2 + q

1 + q + q2
x2 +

[n]

[n+ 1]2
q2 + 3q + 2

1 + q + q2
x+

1

[n+ 1]2
1

1 + q + q2

elde edilir. Buradan

Kn,q(t
2, x)− x2 =

[n][n− 1]q − [n+ 1]2

[n+ 1]2
x2 +

[n]

[n+ 1]2
q2 + 3q + 2

1 + q + q2
x

+
1

[n+ 1]2
1

1 + q + q2

ikinci dereceden bir terimlisi elde edilir. 0 < q < 1 için [n][n−1]q−[n+1]2

[n+1]2
< 0

oldu§undan bu ifade maksimum de§erini x = −1
2

[n]
[n][n−1]q−[n+1]2

2+3q+q2

1+q+q2
noktas�nda

al�r. Böylece q yerine qn yaz�larak

‖Kn,qn(t2, x)− x2‖ =

∥∥∥∥ [n]qn [n− 1]qnqn − [n+ 1]2qn
[n+ 1]2qn

x2 +
[n]qn

[n+ 1]2qn

q2n + 3qn + 2

1 + qn + q2n
x

+
1

[n+ 1]2qn

1

1 + qn + q2n

∥∥∥∥
=

1

4

[n]2qn
[n+ 1]2qn([n]qn [n− 1]qnqn − [n+ 1]2qn)

(
2 + 3q + q2

1 + q + q2

)2

− 1

2

[n]2qn
[n+ 1]2qn([n]qn [n− 1]qnqn − [n+ 1]2qn)

(
2 + 3q + q2

1 + q + q2

)2

+
1

[n+ 1]2qn

1

1 + qn + q2n

→ 0

elde edilir. Böylece i = 0, 1, 2 için ‖Kn,qn(ti, x)− xi‖ → 0 olup Korovkin Teoremi

gere§i ispat biter.
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4.3. q-Bernstein-Durrmeyer Operatörleri

f ∈ C[0, 1], x ∈ [0, 1], n = 1, 2, . . . ve 0 < q < 1 için q-Durrmeyer tip

operatörler Gupta taraf�ndan [15]'de

Dn,q(f, x) = [n+ 1]
n∑
k=0

q−kpn,k(q;x)

∫ 1

0

f(t)pn,k(q; qt)dqt

³eklinde tan�mlanm�³t�r, burada

pn,k(q;x) =

[
n

k

]
xk

n−k−1∏
s=0

(1− qsx)

³eklinde tan�mlanmaktad�r. Kolayca görülece§i üzere q = 1 durumunda yukar�da

tan�ml� operatör iyi bilinen

Dn(f, x) = (n+ 1)
n∑
k=0

pn,k(x)

∫ 1

0

f(t)pn,k(t)dt

Bernstein-Durrmeyer operatörünü verir, burada

pn,k(x) =

(
n

k

)
xk(1− x)n−k

ile tan�mlan�r.

Lemma 4.12. A³a§�daki e³itlikler do§rudur [9].

x(1− x)Dq

(
pn,k(q;x)

)
= [n]pn,k(q;x)

(
[k]

[n]
− x
)

t(1− qt)Dq

(
pn,k(q; qt)

)
= [n]pn,k(q; qt)

(
[k]

[n]
− qt

)

�imdiki lemma Dn,q Bernstein-Durrmeyer operatörünün s�n�rl� oldu§unu

ifade eder.

Lemma 4.13. f ∈ C[0, 1] için ‖Dn,qf‖ 6 ‖f‖ dir [9].

Lemma 4.14. n > 3 olsun ve q0 = q0(n) ∈ (0, 1) say�s� her q ∈ (q0, 1) için

qn+2 − qn+1 − 2qn − 2qn−1 − · · · − 3q3 − q2 + q + 2 < 0 ³art�n� sa§layan en küçük

say� olsun. O halde ϕ2(x) = x(1− x), x ∈ [0, 1] için

Dn,q

(
(t− x)2, x

)
6

2

[n+ 2]

(
ϕ2(x) +

1

[n+ 3]

)
e³itsizli§i sa§lan�r [9].
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Teorem 4.15. n > 3 ve q0 = q0(n) ∈ (0, 1) say�s� lemma 4.14.' deki gibi olsun.

Bu takdirde f ∈ C[0, 1], δ2n(x) = ϕ2(x) + 1
[n+3]

, x ∈ [0, 1] ve q ∈ (q0, 1) olmak

üzere

|Dn,q(f, x)− f(x)| 6 Cω2

(
f, [n+ 2]

−1
2 δn(x)

)
+ ω

(
f,

1− x
[n+ 2]

)
olacak ³ekilde bir C > 0 sabiti vard�r [9].

Teorem 4.16. n > 3 olsun ve q0 = q0(n) ∈ (0, 1) say�s� lemma 4.13.' deki gibi

olsun. Bu takdirde f ∈ C[0, 1], q ∈ (q0, 1), ψ(x) = 1−x ve x ∈ [0, 1] olmak üzere

‖Dn,qf − f‖ 6 Cωϕ2 (f, [n+ 2]
−1
2 ) + ωψ(f, [n+ 2]−1)

olacak ³ekilde bir C > 0 sabiti vard�r [9].

4.4. q-Bernstein Schurer Kantorovich Operatörleri

Bernstein-Schurer operatörleri 1962 y�l�nda [16]'da Schurer taraf�ndan x ∈
[0, 1] olmak üzere

Bp
n(f, x) =

n+p∑
r=0

f
( r
n

)(n+ p

r

)
xr(1− x)n+p−r

e³itli§i ile tan�mlanm�³t�r.

Muraru, q-Bernstein-Schurer operatörleri [16]'da tan�mlad�. Bu operatör-

ler p ∈ N0, x ∈ [0, 1] ve 0 < q < 1 olmak üzere

Bp
n(f ; q;x) =

n+p∑
r=0

f

(
[r]

[n]

)[
n+ p

r

]
xr

n+p−r−1∏
s=0

(1− qsx)

e³itli§i ile tan�mlan�r. Son e³itlikte p = 0 al�n�rsa klasik q-Bernstein operatörleri

elde edilir. Bu operatörler için Muraru taraf�ndan elde edilen Korovkin tip yak-

la³�m ile birinci yak�nsakl�k modülü cinsinden operatörlerin yak�nsakl�k oran�n�

ifade eden teoremler a³a§�da verilmi³tir.

Lemma 4.17. j = 0, 1, 2 için ej(x) = xj olmak üzere a³a§�daki e³itlikler sa§lan�r

[17].

1. Bp
n(e0; q;x) = 1.
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2. Bp
n(e1; q;x) = x

[n+ p]

[n]
.

3. Bp
n(e2; q;x) =

[n+ p]

[n]2
([n+ p]x2 + x(1− x)).

�spat Tümevar�mla
m∑
k=0

[
m

k

]
xk(1− x)m−kq = 1

oldu§u kolayca gösterilebilir. Bu e³itlikte m = n+ p seçilirse

(1− x)n+p−kq =

n+p−k−1∏
s=0

(1− qsx)

oldu§undan
n+p∑
k=0

[
n+ p

k

]
xk

n+p−k−1∏
s=0

(1− qsx) = 1

dolay�s�yla da Bp
n(e0; q;x) = 1 elde edilir. Benzer ³ekilde

Bp
n(e1; q;x) =

n+p∑
k=1

[
n+ p

k

]
xk

n+p−k−1∏
s=0

(1− qsx)
[k]

[n]

= x
[n+ p]

[n]

n+p−1∑
k=0

[n+ p− 1]

[k][n+ p− k − 1]
xk

n+p−k−2∏
s=0

(1− qsx)

= x
[n+ p]

[n]

elde edilir. Son olarak,

Bp
n(e2; q;x) =

n+p∑
k=1

[
n+ p

k

]
xk

n+p−k−1∏
s=0

(1− qsx)
[k]2

[n]2

=

n+p∑
k=1

[k]

[n]

[k]

[n]

[n+ p]

[n+ p− k]![k]!
xk

n+p−k−1∏
s=0

(1− qsx)

olup bu e³itlikte [k] yerine q[k − 1] + 1 yaz�l�rsa

Bp
n(e2; q;x) =

[n+ p]

[n]2

n+p∑
k=2

q[k − 1][n+ p− 1]!

[k − 1]![n+ p− k]!
xk

n+p−k−1∏
s=0

(1− qsx)

+
[n+ p]

[n]2

n+p∑
k=1

[n+ p− 1]!

[k − 1]![n+ p− k]!
xk

n+p−k−1∏
s=0

(1− qsx)
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elde edilir. Burada birinci toplamda k → k + 2 ve ikinci toplamda k → k + 1

yaz�l�rsa

Bp
n(e2; q;x) =

[n+ p− 1][n+ p]

[n]2
q

n+p−2∑
k=0

[n+ p− 2]!

[k]![n+ p− k − 2]

xk+2

n+p−k−3∏
s=0

(1− qsx)

+
[n+ p]

[n]2

n+p−1∑
k=0

[n+ p− 1]!

[k]![n+ p− k − 1]
xk+1

n+p−k−2∏
s=0

(1− qsx)

=
[n+ p− 1][n+ p]

[n]2
qx2 +

[n+ p]

[n]2
x

elde edilir.

Teorem 4.18. (qn) dizisi n ∈ N için 0 < qn < 1 ve limn→∞ qn = 1 ile limn→∞ q
n
n =

a < 1 ³artlar�n� sa§las�n. Bu takdirde herhangi bir f ∈ C([0, p+ 1]) için

lim
n→∞

Bp
n(f ; qn) = f

olup yak�nsama [0, 1] üzerinde düzgündür [17].

�spat �spatta iyi bilinen Korovkin Teoremi kullan�lacakt�r. Dolay�s�yla i = 0, 1, 2

için [0, 1] üzerinde düzgün olarak

lim
n→∞

Bp
n(ei; qn;x) = xi

³artlar�n�n sa§land�§�n� göstermek yeterlidir.

Teoremi ispatlamak için basit hesaplamalarla elde edilen

lim
n→∞

[n+ p]qn
[n]qn

= 1, lim
n→∞

[n+ p]qn
[n]2qn

= 0

limitleri hesaba kat�l�r ve bir önceki lemmadaki e³itliklerin n → ∞ üzerinden

limitleri al�n�rsa istenen görülür.

Teorem 4.19. E§er f ∈ C([0, p+ 1]) ise

δn =
1√
[n]

(
p+

1

2
√

1− qn
)
, q ∈ (0, 1)

olmak üzere

|Bp
n(f ; q;x)− f(x)| 6 2ω(f ; δn)

e³itsizli§i sa§lan�r [17].
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Özarslan ve Vedi [18]'de q-Bernstein-Schurer-Kantorovich operatörlerini

p ∈ N0 sabit 0 < q < 1 ve f ∈ C[0, p+ 1] olmak üzere

Kp
n(f ; q;x) =

n+p∑
r=0

[
n+ p

r

]
xr

n+p−r−1∏
s=0

(1− qsx)∫ 1

0

f

(
[r]

[n+ 1]
+

1 + (q − 1)[r]

[n+ 1]
t

)
dqt

³eklinde tan�mlam�³lard�r.

�lk üç moment ile birinci ve ikinci merkezi momentler için Özarslan ve Vedi

a³a§�daki lemmay� ispatlam�³lard�r.

Lemma 4.20. q-Bernstein-Schurer-Kantorovich operatörleri için a³a§�daki e³it-

likler sa§lan�r [18].

(i)

Kp
n(1; q;x) = 1

(ii)

Kp
n(u; q;x) =

2[n+ p]qx+ 1

[2][n+ 1]

(iii)

Kp
n(u2; q;x) =

1

[n+ 1]2

{(
4q4 + q3 + q2

[2][3]

)
[n+ p− 1][n+ p]x2

+

(
4q3 + 5q2 + 3q

[2][3]

)
[n+ p]x+

1

[3]

}
(iv)

Kp
n

(
(u− x); q;x

)
=

(
2

[n+ p]

[2][n+ 1]
q − 1

)
x+

1

[2][n+ 1]

(v)

Kp
n

(
(u− x)2; q;x

)
=

(
4q4 + q3 + q2

[2][3][n+ 1]2
[n+ p− 1][n+ p]− 4

[n+ p]

[2][n+ 1]
q + 1

)
x2

+

(
4q3 + 5q2 + 3q

[2][3][n+ 1]2
[n+ p]− 2

[2][n+ 1]

)
x+

1

[3][n+ 1]2
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Teorem 4.21. limn→∞ qn = 1 ve limn→∞
1
[n]

= 0 olmak üzere her f ∈ C[0, p+ 1]

için

lim
n→∞

‖Kp
n(f ; qn; ·)− f(·)‖C[0,1] = 0

d�r [18].

q-Bernstein-Schurer-Kantorovich operatörleri için Lipschitz s�n�f�n�n ele-

manlar� ile fonksiyonun birinci ve ikinci süreklilik modülleri cinsinden yak�nsakl�k

oranlar� da yine Özarslan ve Vedi taraf�ndan [18]' de incelemi³tir.

Bir f fonksiyonunun δ > 0 için [0, p + 1] aral�§�nda süreklili§inin birinci

modülü

ω(f, δ) = max
|h|<δ

x,x+h∈[0,p+1]

|∆hf(x)| = max
|h|<δ

x,x+h∈[0,p+1]

|f(x+ h)− f(x)|

veya denk olarak

ω(f, δ) = max
|t−x|<δ

t,x∈[0,p+1]

|f(t)− f(x)|

e³itli§i ile tan�mlan�r. f ∈ C[0, p+ 1] için

lim
δ→0+

ω(f, ·) = 0

ve herhangi bir δ > 0 için

|f(x)− f(y)| 6 ω(f, δ)

(
|x− y|
δ

+ 1

)
oldu§u bilinmektedir.

Teorem 4.22. 0 < q < 1 olsun. E§er f ∈ C[0, p+ 1] ise

|Kp
n(f ; q;x)− f(x)| 6 2ω

(
f,
√
δn,q(x)

)
olur, burada ω(f, ·), f nin süreklilik modülüdür ve δn,q(x) = Kp

n

(
(u − x)2; q;x

)
dir [18].

Bir f : [0, p+1]→ R fonksiyonunun LipM(α), 0 < α 6 1 s�n�f�ndan olmas�

için gerek ve yeter ³art t, x ∈ [0, p+ 1] için

|f(t)− f(x)| 6M |t− x|α

³art�n� sa§lamas�d�r. Böylece bir f fonksiyonu a³ikar olarak süreklidir. A³a§�daki

teorem Kp
n operatörlerinin yak�nsakl�k oran�n� LipM(α) Lipschitz s�n�f� cinsinden

karakterizasyonunu ifade eder. Bu teorem Özarslan ve Vedi taraf�ndan [18]' de

ispatlanm�³t�r.
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Teorem 4.23. f ∈ LipM(α) ise

|Kp
n(f ; q;x)− f(x)| 6M

(
δn,q(x)

)α
2

dir, burada δn,q(x) = Kp
n

(
(u− x)2; q;x

)
d�r [18].
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