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Kemal KURT

i
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Sayfa Adedi : 67

ii



ABSTRACT

q-Analysis and q-Integral Operators

Master Thesis

KEMAL KURT

Ahi Evran University

Institute of Science

December 2017

In this master’s thesis, q -analysis, Hardy-type inequalities q -analogues, q -integral

operators and some applications are analyzed.

This thesis consists of four parts.

It starts with the introduction part.

In the second part, some basic definitions and concepts are given on the q -analysis.

In the third chapter, q -analogs of Hardy typed inequalities are examined.

In the last part, q -integral operators and some applications are given on the sub-

ject of q -Riemann-Liouville operator and the results related to the integral operator.

Keywords : q-Derivative, q-Integral, q-Riemann-Liouville operator,

q-Fractional integral operator

Supervisors : Assoc. Prof. Dr. Ali AKBULUT

Number of Pages : 67

iii
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SİMGELER VE KISALTMALAR

[ n
k

]
q

: q-Binom katsayılarının analogu

exp : q-Üstel fonksiyonun q-analogu

Exq : q-Üstel fonksiyonun q-analogu[
λ
]
q

: q-reel sayı

(Dq,xf)(x, y) : q-differensiyel operator

(Dqf)(x) : q-türev

Γ(n) : Gamma fonksiyonu

B(n, s) : Beta fonsiyonu

Γq : q-Gamma fonksiyonu

Bq(α, β) : q-Beta fonksiyonu

Iγ,βα f(x) : Genelleştirilmiş kesirli integral operatörü

Iαf(x) : Riemann-Liouville kesirli integral operatörü

Iq,αf(x) : Riemann-Liouville tipli kesirli integral operatörünün q-analogu
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1 GİRİŞ

q-analiz 1740’lı yıllarda ilk olarak çalışılmaya başlanmıştır. Daha sonraki

yıllarda Euler, analitik sayı teorisi olarak da bilinen bölüm teorisini başlatmıştır.

Euler tarafından yazılan Latince eserler 1800’lü yılların başında Jakobi başlığı al-

tında yayınlanmış olup 1829 yılında Jacobi ( Gaus-Jacobi ) tarafından verilen teta

ve eliptik fonksiyonlar genel olarak q-analize eşdeğerdir.

Son yıllarda kuantum hesabı (q-calculus) aktif olarak geliştirildi. Birçok

sürekli bilimsel problem, q-calculus adını kullanarak onun fark versiyonlarına sahip-

tir. q-calculus, kombinasyonlarda, özel fonksiyonlarda, fraktallarda, dinamik sistem-

lerde, sayılar teorisinde, hesaplama yöntemlerinde, kuantum mekaniğinde, bilgisayar

teknolojisinde ve birçok bilimsel alanda uygulaması mevcuttur [2, 11, 10, 12, 17].

Şimdiye kadar, klasik analizden elde edilen birçok eşitsizliklerin q-analogları

hesaplanmış olup ancak Hardy-tipli q-eşitsizlikleri son yıllarda incelenmeye başlan-

mıştır [14, 21, 18, 26, 27]. Hardy eşitsizliği ve çeşitli genelleştirmeleri klasik ana-

lizde önemli bir rol oynamaktadır. Bu nedenle, son elli yıl boyunca birçok uzayda

Hardy ve Hardy tipi eşitsizlikleri ile ilgili bilimsel makaler yayınlanmıştır [19, 20].

Şimdiye kadar klasik analizden elde edilen birçok eşitsizliklerin q-analogları hesap-

lanmış olup ancak Hardy tipli q-eşitsizlikleri yeni bir araştırma konusu olmuştur

[14, 21, 18, 26, 27].

1910 yılında F.H. Jackson, q-türevini ve q-integralini tanımladı [16]. Bu, q-

analizinin başlangıcı oldu. Son yıllarda q-analize ilgi oldukça artmaya başlamıştır.

q-analiz, bilgisayar bilimleri, kuantum mekaniği ve kuantum fiziği gibi bazı uygula-

malı alanlarda bilimsel problemler için ve matematiğin çeşitli alanlarında, örneğin

dinamik sistemler, sayı teorisi, kombinasyon, özel fonksiyonlar, fraktallar ve sayısız

birçok uygulama alanına sahiptir [1, 8, 10, 11, 12]. q-analizde integral eşitsizlik-

leri ile ilgili ilk sonuçlar 2004 yılında Gauchman [14] tarafından ispatlanmış olup

daha sonra bazı klasik eşitsizliklerinin q-analogları ispatlanmıştır [18, 21, 26, 27].
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2014 yılında Maligranda [20] tarafından klasik Hardy eşitsizliğinin q-analogunu is-

patlayarak Hardy’nin 1925’teki orijinal eşitsizliğinin daha da geliştirilmesi büyük

oranda sağlanmıştır [19, 20]. Dolayısıyla, Hardy tipli eşitsizliklerinin hangilerinin

q-analoglarına sahip olduklarını araştırmak yeni bir araştırma alanı gibi görünüyor.

Persson ve Shaimardan [24] n ∈ N de Riemann-Liouville kesirli integral opera-

törü için bazı Hardy tipli eşitsizliklerin q-analogunu ve negatif olmayan reel sayılarda

bu eşitsizliklerin gerçeklendiği gerek ve yeter koşulları bulmuşlardır.

Bu yüksek lisans tezinde, q-analiz, Hardy tipli eşitsizliklerin q-analogları,

q-integral operatörleri ve bazı uygulamaları incelenmiştir. Bu tez çalışması dört

bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş kısmıdır. İkinci bölümde, q-analizin

bazı temel tanım ve kavramlarına yer verilmiştir. Üçüncü bölümde, Hardy tipli eşit-

sizliklerin q-analogları incelenmiştir. Son bölümde, q-integral operatörleri ve bazı

uygulamalarında ise q-Riemann-Liouville operatörü ve q-Kesirli integral operatörü

ile ilgili sonuçlara yer verilmiştir.
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2 q-ANALİZ

Bu bölümde q-analizdeki bazı önemli tanım ve natosyonlara ve klasik analiz-

deki bazı tanım ve teoremlerin q-analoglarına kısaca yer verilmiştir.

2.1 q-Analizde Temel Kavramlar

Tanım 2.1.1 q > 0 ve n ∈ N olsun.

[n]q :=

{ 1−qn
1−q , q 6= 1,

n , q = 1
(2.1)

şeklinde tanımlanan [n]q eşitliğine q-tamsayısı denir.

Ayrıca λ ∈ R ise [λ]q ifadesine q-reel sayı denir [5].

Tanım 2.1.2 q > 0 ve n ∈ N olsun. q-faktöriyeli,

[n]q! :=

{
[n]q[n− 1]q · · · [1]q, n = 1, 2, . . . ,
1 , n = 0

(2.2)

şeklinde tanımlanır [5].

Tanım 2.1.3 n, k ∈ N olsun.q-binom katsayıları,[
n
k

]
q

=
[n]q!

[k]q![n− k]q!
, 0 ≤ k ≤ n (2.3)

şeklinde tanımlanır [5].

q-binom katsayısı aşağıdaki eşitlikleri sağlar;

[
n
k

]
q

=

[
n− 1
k − 1

]
q

+ qk
[
n− 1
k

]
q

, (2.4)

ve [
n
k

]
q

= qn−k
[
n− 1
k − 1

]
q

+

[
n− 1
k

]
q

(2.5)
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.

a reel bir sayı, n doğal sayı olmak üzere faktöriyellerin q-analogları aşağıdaki

gibi tanımlanır [5]:

Tanım 2.1.4

[a]q ≡
1− qa

1− q
, q ∈ R+\{1}, (2.6)

[2n− 1]q!! ≡
n∏
k=1

[2k − 1]q, q ∈ R+\{1}, (2.7)

[2n]q!! ≡
n∏
k=1

[2k]q, q ∈ R+\{1} (2.8)

[−a]q = −q−α[a]q (2.9)

[a] 1
q

= q−a+1[a]q. (2.10)

Tezde sık kulanılacak Pochhammer sembolünün (q-shifted faktöriyel) q-analogu

(a; q)0 = 1 (2.11)

(a; q)n =
n−1∏
m=0

(1− aqm) (2.12)

(a; q)∞ =
∞∏
m=0

(1− aqm) (2.13)

(a; q)α =
(a; q)∞

(aqα; q)∞
(2.14)

[11].
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Tanım 2.1.5 Polinomların q-analogları aşağıdaki gibi ifade edilir;

(1 + x)nq :=

{
(1 + x)(1 + qx) · · · (1 + qn−1x), n = 1, 2, . . . ,
1 , n = 0,

(2.15)

(x− a)nq :=

{
1 , n = 0,
(x− a)(x− qa) · · · (x− qn−1a) , n ∈ N, (2.16)

ve

(x− a)n+m
q = (x− a)mq (x− qma)nq , n,m = 0, 1, 2, · · · . (2.17)

Ayrıca, x ≥ t > 0 ise bu durumda k ∈ N ∪ {∞}’ daki (x− t)k polinomunun

ve α ∈ R’ daki (x− t)α genelleştirilmiş polinomun q-analogu sırasıyla

(x− t)kq = xk(
t

x
; q)k (2.18)

ve

(x− t)αq = xα(
t

x
; q)α (2.19)

olarak tanımlanır [11].

Tanım 2.1.6 Gauss binom formülü;

(x+ a)nq =
n∑
j=0

[
n
j

]
q

qj(j−1)\2ajxn−j. (2.20)

Teorem 2.1.7 Ω kompleks düzlemde bir bölge olsun ve Ω’ da holomorfik fonksi-

yonlar H(Ω) ile tanımlansın. fn ∈ H(Ω), n = 1, 2, 3, ..., n0 olmak üzere fn, Ω’ nın

herhangi bir birleşeninde de aynı 0 dır ve

∞∑
n=1

|1− fn(z)| (2.21)

serisi Ω’ nın kompakt alt kümeleri üzerinde düzgün yakınsak olsun. Bu durumda

f(z) =
∞∏
n=1

f(z) (2.22)

sonsuz çarpanı Ω’ nın kompakt alt kümeleri üzerinde düzgün yakınsaktır. Böylece,

f ∈ H [11].
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Tanım 2.1.8 Aşağıdaki fonksiyonların tümü holomorfiktir:

〈a; q〉∞ =
∞∏
m=0

(1− qa+m) , 0 < |q| < 1, (2.23)

(a; q)∞ =
∞∏
m=0

(1− aqm) , 0 < |q| < 1 (2.24)

[11].

Uyarı 2.1.9 a, (2.23) eşitliğinde negatif bir tamsayı ise sonuç sıfır olacaktır ve bun-

dan dolayı sonsuz çarpanlarda bu durum gerçekleştiğinde dikkat edilmelidir. Bazen

pay ve payda da iki durum gerçekleştiği zaman bir limit durumu söz konusudur.

0 < |q| < 1 durumunda 〈a; q〉∞ ya da (a; q)∞ formüllerinden biri gerçeklenir,

Fakat

qa 6= 0, |q| ≥ 1

olması durumunda ise (2.23) eşitliği ıraksaktır [11].

Teorem 2.1.10 0 < |q| < 1 için aşağıdaki formüller doğrudur:

〈a; q〉n =
〈a; q〉∞

{a+ n; q}∞
, (2.25)

(aq−n; q)n ≡
1

(a; q)−n
=

(aq−n; q)∞
(a; q)∞

(2.26)

[11].

İspat. İspat tanımdan açıktır.

Tanım 2.1.11 (a− b)k kuvvetinin q-analogu

(a− b)0
q = 1, k ∈ N,

(a− b)kq =
k−1∏
i=0

(a− qib) , ∀a, b ∈ R,

7



ve

(1− b)αq :=
(1− b)∞q

(1− qαb)∞q
∀ b, α ∈ R (2.27)

şeklinde tanımlanır. Ayrıca

(1− b)αq =
1

(1− qαb)−αq
, ∀ b, α ∈ R (2.28)

şeklinde ifade edilir [11].

Tanım 2.1.12 Klasik analizde, |z| < 1 ve ∀a, b, c ∈ C için hipergeometrik fonksi-

yonu (Gaussian Fonksiyonu)

(a)0 = 1, (a)n = a(a+ 1) · · · (a+ n− 1) , n > 0

şeklinde tanımlanan (a)n Pochhammer sembolü olmak üzere kuvvet serileri tarafın-

dan

2F1(a, b; c; z) =
∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)n

zn

n!

olacak şekilde tanımlanır.

B, Beta fonksiyonu ise bu durumda Re(c) > Re(b) > 0 olmak üzere hiperge-

ometrik fonksiyon

2F1(a− 1, b; c; z) =
1

B(b, c− b)

1∫
0

xb−1(1− x)c−b−1(1− zx)2−adx

dır.

b = c olduğunda ise

2F1(a− 1, b; b; z) = (1− z)a−1

dır [11].
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Tanım 2.1.13 q-hipergeometrik fonksiyon

2φ1

(
a, b
c

∣∣∣q;x) =
∞∑
n=0

(a; q)n(b; q)n
(c; q)n(q; q)n

xn (2.29)

şeklinde tanımlanır [17].

Şimdi, q-hipergeometrik fonksiyonları ile hesaplanması için bazı basit temel

özellikleri verelim.

Teorem 2.1.14 q 6= 0 ve q 6= e2πit, t ∈ Q için aşağıdaki formüller gerçeklenir;

〈−a+ 1− n; q〉n = 〈a; q〉n(−1)nq−(n2 )−na, (2.30)

{a; q}n−k =
{a; q}n

〈−a+ 1− n; q〉k
(−1)

kq(
k
2

)+k(1−a−n)

, (2.31)

〈a+ k; q〉n−k =
〈a; q〉n
{a; q}k

, (2.32)

{a+ n1; q}k1 =
{a; q}k2{a+ k2; q}n2

〈a; q〉n1

, n1 + k1 = n2 + k2, (2.33)

〈a+ 2k; q〉n−k =
〈a; q〉n〈a+ n; q〉k
{a; q}2k

, (2.34)

〈a; q〉m〈a− n; q〉2n = 〈a; q〉n〈a− n; q〉m〈a+m− n; q〉n, (2.35)

〈−n; q〉k =
{1; q}n
{1; q}n−k

(−1)
kq

 k
2

−nk
, (2.36)

{a− n; q}k =
{a; q}k{1− a; q}n
〈−a+ 1− k; q〉nqnk

, (2.37)

〈a; q〉n〈1− a; q〉k
{1− a− n; q}k{a− k; q}n

= qnk, (2.38)

{1− b; q}k+m{a− k; q}k
〈1− b+ k; q〉m〈1− a; q〉k〈b− k; q〉k

= qk(a−b), (2.39)

{a;
1

q
}n = {a; q}n(−1)nq−(n2 )−na (2.40)

[11].
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İspat. (2.30) nin ispatı:

LHS = (1− q−a+1−n)(1− q−a+2−n) · · · (1− q−a),

RHS = (1− qa)(1− qa+1) · · · (1− qa+n−1)(−1)nq−na−(0+1+2+···+(n−1))

= (1− q−a)(q − q−a) · · · (qn−1 − q−a)q−((n))

= (1− q−a)(1− q−a−1) · · · (1− q−a−n+1) = LHS.

(2.31)’ nin ispatı:

n > k için

LHS = (1− qa)(1− qa+1) · · · (1− qa+n−k−1),

RHS =
(1− qa)(1− qa+1) · · · (1− qa+n−1)(−1)kqk(1−a)+0+1+2+···+(k−1)

(1− q)(1− q) · (1− q)qnk

=
(1− qa)(1− qa+1) · · · (.1.− qa+n−1)

(1− qa+n−1)(1− qa+n−2) · (1− qa+n−k)
= LHS.

n < k için

LHS = ((1− qa+n−k)(1− qa+n−k+1) · · · (1− qa−1))−1 = RHS.

(2.33) ve (2.34) ifadelerinin ispatı, (2.12) tanımından ve (2.36) ifadesinden
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aşağıdaki gibi kolayca ispatlanır;

LHS = (1− q−n)(1− q−n+1) · · · (1− q−n+k−1),

RHS =
(1− q)(1− q2) · · · (1− qn)(−1)kq0+1+2+···+(k−1)

(1− q)(1− q2) · · · (1− qn−k)qnk

=
(1− qn−k+1)(1− qn−k+2) · · · (1− qn)(−1)kq0+1+2+···+(k−1)

qnk

= (q−k+1 − q−n)(q−k+2 − q−n) · · · (1− q−n)q0+1+2+···+(k)

= (1− qk−n−1)(1− qk−n−2) · · · (1− q−n) = LHS.

(2.37) ispatı:

LHS = (1− qa−n)(1− qa−n+1) · · · (1− qa−n+k−1),

RHS =
(1− qa)(1− qa+1) · · · (1− qa+k−1)(1− q1−a)(1− q2−a) · · · (1− qn−a)

(1− q−a+1−k)(1− q−a+2−k) · · · (1− qn−a−k)qnk

=
(1− qa)(1− qa+1) · · · (1− qa+k−1)(q1−a − .1)(q2−a − 1) · · · (qn−a − 1)

(q−a+1 − qk)(q−a+2 − qk) · ·(qn−a − qk)

=
(1− qa)(1− qa+1) · · · (1− qa+k−1)(1− qa−1)(q − qa−1) · · · (qn−1 − qa−1)

(1− qa+k−1)(q − qa+k−1) · · · (qn−1 − qa+k−1)

=
(1− qa)(1− qa+1) · · · (1− qa+k−1)(1− qa−1)(1− qa−2) · · · (1− qa−n)

(1− qa+k−1)(1− qa+k−2) · · · (1− qa+k−n)

= LHS.

Tanım 2.1.15 (Hölder-Rogers eşitsizliği) p, q > 1 için 1
p

+ 1
q

= 1 olsun. |g(x)| =

11



c|f(x)|p−1 eşitliği olmak üzere integral için Hölder eşitsizliği

b∫
a

|f(x)g(x)|dx ≤
∣∣∣ b∫
a

|f(x)|pdx
∣∣∣1\p∣∣∣ b∫

a

|g(x)|qdx
∣∣∣1\q (2.41)

şeklinde tanımlanır. p = q = 2 seçilirse bu eşitsizliğe, Schwarz eşitsizliği denir.

Benzer şekilde |bk| = c|ak|p−1 olmak üzere seriler için Hölder eşitsizliği

n∑
k=1

|akbk| ≤
( n∑
k=1

|ak|p
)1\p( n∑

k=1

|bk|q
)1\q

(2.42)

şeklinde ifade edilir. p = q = 2 seçilirse bu eşitsizliğe, Cauchy eşitsizliği denir [15].
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2.2 q-Türevi

Klasik analizde f fonksiyonunun türevi

df(x)

dx
= lim

x−→x0

f(x0)− f(x)

x0 − x
(2.43)

şeklinde tanımlanır. Eğer x0 = qx seçilirse f fonksiyonunun türevi mevcut değildir.

Matematik bilim dünyasında bu türevin tanımlı olması için q -türev tanımına gerek

duyulmuştur. q-türev tanımının farklı versiyonları Euler ve Heine tarafından tanım-

landı. Ancak q-türevi tam olarak Jackson tarafından 1908’de tanımlanmıştır.

q-analizde türev ve integraller klasik anlamdakilere benzer şekilde bir q reel

parametresine bağlı olarak tanımlanmaktadır. Ancak limit olarak q → 1’e yak-

laşımında klasik anlamdaki sonuçlar elde edilmektedir.

Örneğin;

[λ]q :=
1− qλ

1− q
, 0 < q < 1, λ ∈ R

olduğundan

lim
q→1

1− qλ

1− q
= λ

olur.

Tanım 2.2.1 (q- diferensiyel) f sürekli reel bir fonksiyonun q-diferensiyeli

Dqf(x) := f(qx)− f(x)

şeklinde tanımlanır [11].
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Tanım 2.2.2 (q-türev) f sürekli reel bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun q-türevi

(Dqf)(x) ≡



f(x)−f(qx)
(1−q)x , q ∈ R+\{1}, x 6= 0 ise,

df
dx

(x), q=1 ise,

df
dx

(0), x=0 ise

(2.44)

şeklinde tanımlanır.

q-diferensiyel operatörü değişken ile ifade edilmesi istenirse

(Dq,xf)(x, y)

şeklinde yazılır.

f fonksiyonu x değişkenine göre diferensiyellebilirse

lim
q→1

(Dqf)(x) = lim
q→1

f(x)− f(qx)

(1− q)x
(2.45)

=
df

dx

[11].

Örnek 2.2.3 f(x) = αxn, n ∈ Z+ olsun.

Dq(αx
n) =

α(qxn)− αxn

(q − 1)x

= α
qn − 1

q − 1
xn−1

[n]q := qn−1
q−1

şeklinde seçilirse böylece

Dq(αx
n) = α[n]qx

n−1

elde edilir.
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Örnek 2.2.4

Dq(x
α) =

xα − (qx)α

(1− q)x

=
xα(1− qα)

x(1− q)

= [α]q x
α−1, α ∈ R.

Örnek 2.2.5

Dq log x =
log q

q − 1

1

x
, 0 < q < 1, x > 0

q-türevinin bazı özellikleri ispatsız olarak aşağıdaki lemma ile verilmiştir:

Lemma 2.2.6 f ve g sürekli reel fonksiyonlar olsun.

Dq(f(x) + g(x)) = Dqf(x) + Dqg(x) (2.46)

Dq(f(x)g(x)) = Dqf(x)g(x) + f(qx)Dqg(x) (2.47)

Dq(f(x)g(x)) = Dqf(x)g(qx) + f(x)Dqg(x) (2.48)

Dq

(f(x)

g(x)

)
=
g(x)Dqf(x)− f(x)Dqg(x)

g(qx)g(x)
, g(qx)g(x) 6= 0. (2.49)

Klasik analizden bilinen Taylor formülünü (2.44) ifadesinin sağ tarafına uygu-

lanırsa

Dq(f(x)) =
∞∑
k=0

(q − 1)k

(k + 1)!
xkf (k+1)(x) (2.50)

q-differensiyel operatörü elde edilir. Böylece f fonksiyonu analitiktir [11].
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Lemma 2.2.7 (q-türevi için Zincir Kuralı) g fonksiyonu g(x) 6= 0 ve g(qx) 6=

g(x) özelliklerine sahip olsun. Bu durumda

Dq(fog)(x) = (D g(qx)
g(x)

(f))(g(x))×Dq(g)(x) (2.51)

[11].

Lemma 2.2.8 Dq bir lineer operatördür. Yani a ve b sabitleri için

Dq(af(x) + bg(x)) =
af(qx) + bg(qx)− af(x)− bg(x)

(q − 1)x

= aDqf(x) + bDqg(x)

[5].

Tanım 2.2.9 q-türev operatörü için Leibniz kuralı

D(n)
q (fg)(x) :=

n∑
k=0

[
n
j

]
q

D(k)
q f(xqn−k)D(n−k)

q g(x)

[5].

Önerme 2.2.10 n ≥ 0 için

Dq(1 + x)nq = [n]q(1 + qx)n−1
q

Dq

{
1

(1 + x)nq

}
= − [n]q

(1 + x)n+1
q

[5].

İspat. q-türevin tanımına göre,

Dq(1 + x)nq =
(1 + qx)nq − (1 + x)nq

(q − 1)x

= (1 + qx)n−1
q

{(1 + qnx− (1 + x)})
(q − 1)x

= [n]q(1 + qx)n−1
q

16



bulunur. (2.49) ifadesinden

Dq

{
1

(1 + x)nq

}
= −

Dq(1 + x)nq
(1 + qx)nq (1 + x)nq

= − [n]q
(1 + qnx)(1 + x)nq

= − [n]q
(1 + x)n+1

q

elde edilir.

2.3 q-Antitürev

Klasik analizde olduğu gibi, q-türev de bir q-antitüreve sahiptir.

Tanım 2.3.1 (q-antitürevi)DqF (x) = f(x) ise F fonksiyonuna f ’in bir q-antitürevi

denir ve

F (x) :=

∫
f(x)dqx

şeklinde ifade edilir [23].

Klasik analizde olduğu gibi herhangi bir fonksiyonun birden fazla q-antitüreve sahip

olması mümkündür. Dolayısıyla, F fonksiyonu q-antitürevden daha çok bir q-

antitürev gibi tanımlanır.

Her ne kadar bir fonksiyonun q-antiürevi tek olmasa da, q ∈ (0, 1)’ deki bir

fonksiyona bir sabit eklenerek x = 0’ da sürekli bir q-antitürev olduğu ispatlanabilir.

Teorem 2.3.2 Eğer 0 < q < 1 ise , bu durumda, bir sabit eklenerek,herhangi bir f

fonsiyonu x = 0 ’da sürekli en fazla bir q-antitüreve sahiptir [23].

İspat. Kabul edelim ki F1 ve F2 f fonksiyonunun x = 0 da sürekli iki q-antitürevi

ve Φ(x) = F1(x) − F2(x) olsun. Belirtelim ki Φ fonksiyonu x = 0 ’da sürekli ve

Φ(qx) = Φ(x) ’dır. Çünkü dqΦ(x) = 0 ’dır.

Φ fonksiyonu x = 0 da sürekli olduğundan ∀ε > 0,∃δ > 0 öyle ki ∀x ∈ [0, δ],

Φ(x) ∈ [Φ(0)− ε,Φ(0) + ε].
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Bazı N > 0 için qN < δ ve Φ(qx) = Φ(x) → Φ(qNx) = Φ(x) olduğundan

Φ(x), Φ(0) keyfi yakınsak olup Φ(x) = Φ(0).

2.4 Jackson İntegrali ve Özellikleri

f fonksiyonun q-antitürevi bir F fonksiyonu yani DqF (x) = f(x) olduğu bi-

linmektedir. Henüz q-antitürevi ile iligili bu konuda tam olarak bir hesaplama ver-

medik. O halde F fonksiyonunun q- antitürev ve f fonksiyonu arasındaki bağıntıyı

bu kısımda verelim.

M̂q(F (x)) := F (qx) olacak şekilde M̂q operatörü tanımlayalım. Şimdi Dq

’nun tanımında yani DqF = f ifadesinde (1−M̂q) ve
1

(q − 1)x
operatörleri gözönüne

alınırsa

1

(q − 1)x
(M̂q − 1)F (x) = f(x)

elde edilir.

Böylece

F (x) =
1

1− M̂q

((1− q)xf(x))

= (1− q)
∞∑
n=0

M̂n
q (xf(x))

= (1− q)
∞∑
n=0

qnf(qnx) (2.52)

olduğu görülür. Buna f fonksiyonunun Jackson integral’i denir [23].

Şimdi Jackson integral ile iligili bazı temel özellikleri aşağıda verelim.
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2.4.1 Yakınsaklık

Reel değerli bir F fonksiyonu (2.52) integraline göre yakınsak değildir fakat

q-antitürevi mevcuttur. Şimdi aşağıdaki teorem ile bazı f fonksiyonları için bir

q-antitürevinin Jackson integral yakınsaklığını verelim.

Teorem 2.4.1 0 < q < 1 olsun. Bazı 0 ≤ α < 1 için |f(x)xα|, (0, A] üzerinde

sınırlı ise bu durumda bir f fonksiyonun q-antitürevinin (0, A] üzerindeki bir F

fonksiyonuna (2.52) tanımına göre yakınsaklığı Jackson integralidir. Ayrıca x = 0’

da F (0) = 0 olmak üzere F fonksiyonu süreklidir [23].

İspat. Kabul edelim ki (0, A] üzerinde herhangi bir x ∈ (0, A] için |f(x)xα| < M .

∀n ≥ 0,

|f(qnx)| < M(qnx)−cx (2.53)

(2.53) ifadesinin her iki tarafı qn ile çarpılırsa,

|qnf(qnx)| < Mqn(qnx)−α

olup 1− α > 0 ve 0 < q < 1 olmak üzere

|
∞∑
n=0

qnf(qn)x| <
∞∑
n=0

Mx−α(q1−α)n

=
Mx−α

1− q1−α

elde edilir. Böylece bu toplam, yakınsak bir geometrik seri olduğundan Jackson

integralidir. Yani bu toplam bir F fonksiyonuna yakınsar.

F (0) = 0 olduğu açıktır. F fonksiyonunun x = 0 noktasında sürekli olduğunu

ispatlamak için

|(1− q)x
∞∑
n=0

qnf(qnx)| < M(1− q)x1−α

1− q1−α , 0 < x ≤ A
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ifadesinde 1− q > 0 olduğundan

lim
x→0

F (x) = lim
x→0

M(1− q)x1−α

1− q1−α = 0

olur.

2.4.2 Teklik

Daha önce gösterildiği gibi q-antitürevin Jackson intagrali x = 0 noktasında

süreklidir. Yani F fonksiyonu tektir [23].

2.4.3 Varlık

Teorem 2.4.2 (2.52) ifadesi ile tanımlanan Jackson integrali f fonksiyonunun bir

q- antitürevini verir [23].

İspat. (2.52) ifadesi ile tanımlanan Jackson integrali f fonksiyonunun bir q- an-

titürevini doğrulamak için q-diferensiyeli:

DqF (x) =
1

(q − 1)x
((1− q)qx

∞∑
n=0

qnf(qn+1x)− (1− q)x
∞∑
n=0

qnf(qnx))

= −(
∞∑
n=0

qn+1f(qn+1x)−
∞∑
n=0

qnf(qnx))

=
∞∑
n=0

qnf(qnx)−
∞∑
n=1

qnf(qnx)

= f(x)

bulunur.
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Örnek 2.4.3 m ∈ Z+ olmak üzere f(x) = xm olsun.∫
xmdqx = (1− q)x

∞∑
n=0

qnqjnxn

= (1− q)xm+1

∞∑
n=0

qj(n+1)

=
1− q

1− qm+1
xm+1 =

xn+1

[n+ 1]q

olduğu kolayca görülür [23].

Şu ana kadar integral sınırları ile birlikte verilmemişti. Şimdi (2.52) ifadesi

ile tanımlanan Jackson formülünden q-integralin tanımını verelim.

2.5 q-İntegral

Tanım 2.5.1 (q-integral) 0 < x < a < b olsun. q-integral

b∫
0

f(x)dqx := (1− q)b
∞∑
n=0

qnf(qnb) (2.54)

ve

b∫
a

f(x)dqx :=

b∫
0

f(x)dqx−
a∫

0

f(x)dqx (2.55)

şeklinde tanımlanır.

(2.55) ifadesinde a = 0 olması durumunda

0∫
0

f(x)dqx = (1− q) · 0 ·
∞∑
n=0

qnf(qnb) = 0

olur [25].
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Örnek 2.5.2 b = 1, a = 0, f(x) = ln(x) olsun.

1∫
0

ln(x)dqx = (1− q)
∞∑
n=0

qnln(qn)

= (1− q) qln(q)

(1− q)2

=
qln(q)

1− q

Burada, |q| < 1 iken

∞∑
n=0

nqn = q
d

dq

∞∑
n=0

qn

= q
d

dq

1

1− q

=
q

(1− q)2

ifadesi kullanılır.

2.6 Genelleştirilmiş Jackson İntegrali

b → ∞ iken (2.55) ifadesindeki toplam yakınsak değildir yani b → ∞ iken

(2.55) ifadesindeki

∞∫
0

f(x)dqx

kolayca hesaplanamaz.

O halde bunun yerine q < 1 olmak üzere

∞∫
0

f(x)dqx :=
∞∑

n=−∞

qn∫
qn+1

f(x)dqx (2.56)
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integralin bir toplamı alınabilir.

Tanım 2.6.1 (Genelleştirilmiş q-integrali) q 6= 1 olmak üzere [0, +∞) üzerinde

f fonksiyonunun genelleştirilmiş q-integrali
∞∫

0

f(x)dqx := |1− q|
∞∑

n=−∞

qnf(qn) (2.57)

şeklinde tanımlanır.

Genelleştirilmiş integrallerin gösterimi bu tanıma göre niçin aynı olduğunu

gösterelim.

q < 1 için

qn∫
qn+1

f(x)dqx =

qn∫
0

f(x)dqx−
qn+1∫
0

f(x)dqx

= (1− q)
∞∑
k=0

qn+kf(qn+k)− (1− q)
∞∑
k=0

qn+k+1f(qn+k+1)

= (1− q)qnf(qn)

eşitliği kullanılarak

0 < q < 1 ise

∞∫
0

f(x)dqx =
∞∑

n=−∞

qn∫
qn+1

f(x)dqx

veya

1 < q ise
∞∫

0

f(x)dqx =
∞∑

n=−∞

qn+1∫
qn

f(x)dqx

[23].
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2.7 Yakınsaklık

Teorem 2.7.1 α < 1 için x = 0 komşuluğundaki x ler ve α > 1 için yeterince büyük

x ler için xαf(x) sınırlı ise genelleştirilmiş q- integrali tanımından yakınsaktır [23].

İspat.

∞∫
0

f(x)dqx = |1− q|
∞∑

n=−∞

qnf(qn)

elde edilir.

q veya q−1 durumunda toplam

∞∑
n=−∞

qnf(qn) =
∞∑
n=0

qnf(qn) +
∞∑
n=1

q−nf(q−n) (2.58)

şeklindeki parçalanırsa q < 1 durumu içinde genelliği bozmadan göz önüne alına-

bilir. Birinci toplam (2.52) ifadesinden yakınsak olduğu ispatlanır. İkinci toplam;

yeterince büyük x ler için α > 1 ve M > 0 olmak üzere |xαf(x)| < M sağlanırsa bu

durumda yeterince büyük n için

|q−nf(q−n)| = qn(c`−1)|q−nαf(q−n)|

< Mqn(α−1)

dir. Yani ikinci toplam yakınsak bir geometrik seriden daha küçük olup yakınsak

olur. Dolayısıyla (2.58) toplamı yakınsaktır.

Ayrıca 0 < x <∞ için

∞∫
x

f(t)dqt :=

∞∫
0

f(t)dqt−
x∫

0

f(t)dqt (2.59)

gerçeklenir.
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2.8 q-Fonksiyonları

2.8.1 q-Üstel Fonksiyonlar

Klasik analizde, ex (üstel fonksiyonu) in seri açılımı

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
, x ∈ R, ∀n ∈ N

dır. Bu kısımda üstel fonksiyonun q-analogları verilmiştir.

ex (üstel fonksiyonu) in q-analogu;

exq : =
∞∑
n=0

xn

[n]q!
(2.60)

=
∞∑
n=0

(1− q)nxn

(q; q)n

=
∞∑
n=0

((1− q)x)n

(q; q)n

=
1

((1− q)x; q)∞

=
1

(1− (1− q)x)∞q

şeklindedir. Ayrıca üstel fonksiyonunun diğer q-analogu olan Ex
q ise

Ex
q : =

∞∑
n=0

q
n(n−1)

2
xn

[n]q!
(2.61)

= (1 + (1− q)x)∞q
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şeklinde ifade edilir [5].

2.8.2 q- Gamma Fonksiyonu

Klasik analizde gama fonksiyonu

Γ(n) :=

∞∫
0

xn−1e−xdx, n > 0, (2.62)

şeklinde ve beta fonksiyonu ise

B(n, s) :=

1∫
0

xn−1(1− x)s−1dx, s, n > 0, (2.63)

şeklinde ifade edilir.

Gama ve beta fonksiyonlarının bazı özellikleri;

Γ(1) = 1

Γ(n+ 1) = nΓ(n)

Γ(n) = (n− 1)!

B(n, s) :=
Γ(n)Γ(s)

Γ(n+ s)

dir.

Şimdi Γq fonksiyonun tanımını verelim:

Tanım 2.8.1 Γq fonksiyonu z ∈ C için aşağıdaki gibi tanımlanır;

Γq(z) ≡


〈1;q〉∞
〈z;q〉∞ (1− q)1−z, 0 < |q| < 1

〈1;q−1〉∞
〈x;q−1〉∞ (q − 1)1−xq

(
x
2

)

, |q| > 1.

(2.64)

Ayrıca Γq fonksiyonunun q-integral ile olan tanımını aşağıda verelim [11].
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Tanım 2.8.2 Γq fonksiyonu

E−qxq = (1− (1− q)x)∞q

olmak üzere

Γq(α) :=

∞∫
0

xα−1E−qxq dqx, α > 0

şeklinde tanımlanır.

Γq fonksiyonu,

∞
A∫

0

f(x)dqx := (1− q)
∞∑

n=−∞

qn

A
f(
qn

A
), A > 0

fonksiyonu kullanılarak

Γq(t) =

1
1−q∫
0

xt−1E−qxq dqX , t > 0

=

∞
1−q∫
0

xt−1E−qxq dqx

=
(1− q)∞q
(1− qt)∞q

(1− q)1−s

şeklinde ifade edilir [11].

Γq fonksiyonunun q-analoguna göre α > 0 için bazı özellikleri;

Γq(α + n)

Γq(α)
= [α]n,q ,

Γq(1 + n) = [n]q!,

Γq(α + 1) = [α]qΓq(α).

Şimdi Γq fonksiyonuna benzeyen q-analoglarını bazı örnekleri verelim.
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Örnek 2.8.3

(1− a)0
q : = 1 (2.65)

(1− a)nq : =
n−1∏
k=0

(1− aqk)

[11].

Önerme 2.8.4 s > 0, t > 0 olsun ve

Kq(t) :=
(1 + q)∞q (1 + 1)∞q

(1 + qt)∞q (1 + q1−t)∞q
(2.66)

olmak üzere

Γq(s) = Kq(s)

∫ ∞
1−q

0

xs−1e−xq dqx (2.67)

[11].

İspat. Ramanujan’ın (bkz. [11] formülünden, |q| < 1, |a| > |q|, |b| < 1 için

b

a
| < |x| < 1

olmak üzere

1Ψ1(a, q; q;x) : =
∞∑

n=−∞

(1− a)nq
(1− b)nq

xn

=
∞∏
n=0

(1− bqn

a
)(1− qn+1)(1− qn+1

ax
)(1− axqn)

(1− bqn)(1− qn+1

a
)(1− bqn

ax
)(1− xqn)
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elde edilir. Böylece

∞
1−q∫
0

ts−1e−tq dqt = (1− q)
∞∑

n=−∞

qn

1− q
(
qn

1− q
)s−1e−

qn

1−q

= (1− q)1−s
∞∑

n=−∞

qn
qns

qn
e−

qn

1−q

= (1− q)1−s
∞∑

n=−∞

qns

(1 + qn)∞q

=
(1− q)1−s

(1 + 1)∞q

∞∑
n=−∞

qns(1 + 1)nq
(1 + 0)nq

=
(1− q)1−s

(1 + 1)∞q
1Ψ1(−1; 0; q; qs)

=
(1− q)1−s

(1 + 1)∞q

∞∏
n=0

(1− qn+1)(1 + qn+1

qs
)(1 + qsqn)

(1 + qn+1)(1− qsqn)

=
(1− q)1−s

(1 + 1)∞q

(1− q)∞q (1 + q1−s)∞q (1 + qs)∞q
(1 + q)∞q (1− qs)∞q

=
Γq(s)

Kq(s)

olduğu görülür.

Tanım 2.8.5 α, β > 0 için q-Beta fonksiyonu

Bq(α, β) :=

∫ 1

0

tα−1(1− qt)β−1
q dqt, α, β > 0

şeklinde tanımlanır [25].

q-Beta fonksiyonu q-Gamma fonksiyonu ile arasındaki bağıntı;

Bq(α, β) =
Γq(α)Γq(β)

Γq(α + β)
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ve

Γq(α) =
Bq(α,∞)

(1− q)t

[25].

Tanım 2.8.6 Ω ⊂ (0,∞) olmak üzere ve XΩ(t), Ω nın karekteristik fonksiyonu

olsun. ∀z > 0 için

∞∫
0

X(0,z](t)f(t)dqt = (1− q)
∑
qi≤z

qif(qi), (2.68)

∞∫
0

X[z,∞)(t)f(t)dqt = (1− q)
∑
qi≥z

qif(qi) (2.69)

eşitlikleri gerçeklenir [6].
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2.8.3 q- Taylor Serisi ve q-Leibniz Teoremi

Tanım 2.8.7 (q-Taylor serisi) x = c için f(x) in q-Taylor serisi

[j]q! =

{
1, j = 0,
[1]q × [2]q × · · · × [j]q, j ∈ N

olmak üzere

f(x) :=
∞∑
j=0

(Dj
q)(c)

(x− c)jq
[j]q!

şeklinde tanımlanır.

f fonksiyonunun q-integral ya da q-Jackson integraline göre formülü;

x∫
0

f(t)dqt := (1− q)x
∞∑
k=0

qkf(qkx) , x ∈ (0, b) (2.70)

ve

f(x) : [0, ∞)→ R

fonksiyonunun genelleştirilmiş q-integralinin formülü;

∞∫
0

f(t)dqt := (1− q)
∞∑

k=−∞

qkf(qk) (2.71)

olur.

Burada belirtelim ki (2.70) ve (2.71) eşitliklerinin sağ tarafındaki seriler mut-

lak yakınsaktır [25].

Uyarı 2.8.8 ek elemanter simetrik polinom tanımlamak üzere

q

(
k
2

)(
n
k

)
= ek(1, q, . . . , q

n−1) (2.72)

ve hk tam simetrik polinomu tanımlamak üzere
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(
n+ k −1
k

)
= hk(1, q, . . . , q

n−1), (2.73)

simetrik polinomlar mevcuttur.

Şimdi Rothe-von Grüson-GauB formulünün ispatını verelim.

Teorem 2.8.9

m∑
n=0

(−1)n
(
m
n

)
q(n2 )un = (u; q)m (2.74)

[11].

İspat. m = 1 için formül doğru olsun. m − 1 için formülün doğru olduğunu kabul

edelim. Dolaysıyla m içinde formül doğrudur. Çünkü;
∑m

n=0(−1)n
(
m
n

)
q(n2 )un

(=)
m−1∑
n=0

(−1)n
(
m −1
n

)
q(n2 )un

+
m−1∑
n=0

(−1)n
(
m −1
n −1

)
m

(
m
2

)
m

q(n2 )u+ (−1)q

= (−1)mq(m2 )um + (u; q)m−1 +
m−2∑
n=0

(−1)n+1

(
m −1
n

)
q(n2 )+m−1Un+1

= (−1)mq(m2 )um + (u; q)m−1(1− uqm−1) + (−1)
m−1q

m− 1
2

+m−1

um

= (u; q)m.
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Teorem 2.8.10 (q-Leibniz Teoremi) f(x) ve g(x) n mertebeden q- diferansiyel-

lenebilir fonksiyonlar olsun. Bu durumda (fg)(x) n mertebeden q- diferansiyel-

lenebilir ve

Dn
q (fg)(x) =

n∑
k=0

(
n
k

)
Dk
q(f)(xqn−k)Dn−k

q (g)(x) (2.75)

[11].

İspat. n = 1 için (2.75) formülü (2.48) ifadesiden doğrudur. n = m için (2.75)

formülün doğru olduğunu kabul edelim. Dolaysıyla n = m+ 1 içinde (2.75) formülü

doğrudur. Çünkü

Dm+1
q (fg)(x) = Dq(D

m
q (fg)(x))

= Dq

m∑
k=0

(
m
k

)
Dk
q(f)(xqm−k)Dm−k

q (g)(x)

(=)
m∑
k=0

(
m
k

)
(qm−kDk+1

q (f)(xqm−k)Dm−k
q (g)(x)

+ Dk
q(f)(xqm+1−k)Dm+1−k

q (g)(x))

=
m∑
k=0

(
m
k

)
Dk
q(f)(xqm+1−k)Dm+1−k

q (g)(x)

+
m+1∑
k=1

(
m

k −1

)
qm+1−kDk

q(f)(xqm+1−k)Dm+1−k
q (g)(x)

= f(xqm+1)Dm+1
q (g)(x) +

m∑
k=1

((m
k

)
+ qm+1−k

(
m

k −1

))

×Dk
q(f)(xqm+1−k)Dm+1−k

q (g)(x) + Dm+1
q (f)(x)g(x)

(=)
m+1∑
k=0

(
m +1
k

)
Dk
q(f)(xqm+1−k)Dm+1−k

q (g)(x).
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2.8.4 q-Analiz ve Analiz Arasındaki Benzerlikler

Bu kısımda klasik analiz ile q-analizdeki türev ve integrallerdeki bazı benzer-

likler aşağıdaki tablo ile verilmiştir.

q-Analiz Klasik Analiz

qx→ f(qx) x→ f(x)

(Dqf)(x) ≡ ϕ(x)−ϕ(qx)
(1−q)x df(x) ≡ lim

h→0

f(x+h)−f(x)
h

x∫
0

f(t, q)dq(t) ≡ x(1− q)
∞∑
n=0

f(xqn, q)qn
x∫
0

f(t)dt

x∫
0

tkdq(t) = xk+1

{k+1}q

x∫
0

tkdt = xk+1

k+1

Dqx
k = {k}qxk−1 dxk = kxk−1
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f(x⊕q y) =
∞∑
k=0

yk

{k}q !D
k
qf(x) f(x+ y) =

∞∑
k=0

f (k)(y)

k!
xk

f(x) =
∞∑
k=0

Dk
qf(y)

{k}q!
(xHqy)k f(x) =

∞∑
k=0

f (k)(y)

k!
(x− y)k

Dn
q (fg)(x) =

n∑
k=0

(
n
k

)
q

dn(fg) =

Dn
k(fg) = Dk

q(f)(xqn−k)Dn−k
q (g)(x)

n∑
k=0

(
n
k

)
dkfdn−kg(x)

Dq(
f(x)

g(x)
) =

g(x)Dqf(x)− f(x)Dqg(x)

g(qx)g(x)
d(f

g
) = ffg−gff

g2

b∫
a

(Dqf(t, q))g(t, q)dq(t) =
b∫
a

f ′gdx

=
[
f(t, q)g(t, q)

]b
a
−
∫ b

f(qt, q)Dqg(t, q)dq(t) =
[
fg
]b
a
−

b∫
a

fg′dx
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3 q-ANALİZDE BAZI HARDY EŞİTSİZLİKLERİ

Son yıllarda kuantum hesabı (q-calculus) aktif olarak geliştirildi. Birçok

sürekli bilimsel problem, q-calculus adını kullanarak onun fark versiyonlarına sahip-

tir. q-calculus, kombinasyonlarda, özel fonksiyonlarda, fraktallarda, dinamik sistem-

lerde, sayılar teorisinde, hesaplama yöntemlerinde, kuantum mekaniğinde, bilgisayar

teknolojisinde ve birçok bilimsel alanda uygulaması mevcuttur. [2, 11, 10, 12, 17].

Şimdiye kadar, klasik analizden elde edilen birçok eşitsizliklerin q-analogları

hesaplanmış olup ancak Hardy-tipli q-eşitsizlikleri son yıllarda incelenmeye başlan-

mıştır. [14, 21, 18, 26, 27]. Hardy eşitsizliği ve çeşitli genelleştirmeleri klasik ana-

lizde önemli bir rol oynamaktadır. Bu nedenle, son elli yıl boyunca birçok uzayda

Hardy ve Hardy tipi eşitsizlikleri ile ilgili bilimsel makaler yayınlanmıştır. [19, 20].

Şimdiye kadar klasik analizden elde edilen birçok eşitsizliklerin q-analogları hesap-

lanmış olup ancak Hardy tipli q-eşitsizlikleri yeni bir araştırma konusu olmuştur.

[14, 21, 18, 26, 27].

3.1 q-Analizde Bazı Hardy Eşitsizlikleri

Bu kısımda, Hardy tipli q-eşitsizlikleri ile ilgili bazı tanım ve teoremlere yer

verilmiştir.

α < 1− 1/p için

p ≥ 1 (f ≡ 0 dan farklı) veya p < 0 ve f > 0 ise

∞∫
0

(xα−1

x∫
0

t−αf(t)dt)pdx < (
p

p− αp− 1
)p
∞∫

0

fp(t)dt, f ≥ 0 (3.1)

gerçeklenir.

p > 1, α > 0 (f ≡ 0 dan farklı) ve en iyi sabit ile
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∞∫
0

( 1

xαΓ(α)

x∫
0

(x− t)α−1f(t)dt
)p

dx <
[ Γ(1− 1/p)

Γ(α + 1− 1/p)

]p ∞∫
0

fp(t)dt , f ≥ 0 (3.2)

gerçeklenir.

α = 0 için (3.1) eşitsizliğinden klasik Hardy eşitsizliği

∞∫
0

(1

x

x∫
0

f(t)dt
)p
dx <

( p

p− 1

)p ∞∫
0

fp(t)dt, f ≥ 0, f 6≡ 0, (3.3)

şeklinde ifade edilir. Ayrıca 0 < x < b için aşağıdaki Hardy tipli q-eşitsizliği mev-

cuttur;

b∫
0

(
xα−1

x∫
0

t−αf(t)dt
)p

dx ≤ C

b∫
0

fp(t)dqt, f ≥ 0 (3.4)

[20].

Şimdi Hardy tipli q-eşitsizliği ile ilgili teoremi aşağıda verelim.

Teorem 3.1.1 α < (p − 1)/p olsun. 1 ≤ p < ∞ ve f ≥ 0 yada p < 0 ve f > 0

olması durumunda

∞∫
0

xp(α−1)
( x∫

0

t−αf(t)dqt
)p
dqx ≤ C

∞∫
0

fp(t)dqt (3.5)

ve

C =
1

[(p− 1)/p− α]pq
(3.6)

mevcuttur [20].

0 < p < 1 olması durumunda f ≥ 0 için (3.6) sabiti ile (3.5) eşitsizliğinin

tersi elde edilir. Dolayısıyla her üç durumda da (3.6) sabiti ile mümkün olan en iyi

sonuç bulunur.

İspat. Kabul edelim ki 1 < p < ∞ olsun. Tanım 3.5 den, (2.54) ve (2.57)
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ifadelerinden dolayı

L(f) : =

∞∫
0

xp(α−1)
( x∫

0

t−αf(t)dqt
)p

dqx

=

∞∫
0

xp(α−1)
(

(1− q)
∞∑
i=0

x1−αq(1−α)if(xqi)
)p

dqx

= (1− q)p+1

∞∑
j=−∞

qjp(α−1)
( ∞∑
i=0

q(i+j)(1−α)f(qi+j)
)p
qj

= (1− q)p+1

∞∑
j=−∞

qj[p(α−1)+1]
( ∞∑

i=j

qi(1−α)f(qi)
)p

≡ (1− q)p+1Ip

elde edilir.

1/p + 1/p′ = 1 olmak üzere g = {gk}∞k=−∞ ∈ lp′(Z) , g ≥ 0, ‖g‖lp ,= 1 olsun.

Dolayısıyla θ(z) Heaviside’nin basamak fonksiyonu yani z ≥ 0 için θ(z) = 1 ve z < 0

için θ(z) = 0 dır.

Bundan dolayı p > 1 için lp(Z) de çift prensip üzerinde odaklı olmak üzere ve Tanım

2.1.15 (Hölder-Rogers eşitsizliği) den

I = sup
‖g‖lp′=1

∑
i

∑
j

gjq
j(α−1/p′)θ(i− j)qi(1/p′−α)qi/pf(qi)

≤ sup
‖g‖lp′=1

(∑
i

∑
j

gp
′

j q
j(α−1/p′)θ(i− j)qi(1/p′−α)

)1/p′

×
(∑

i

∑
j

fp(qi)qiq(1/p′−α)iθ(i− j)qj(α−1/p′)
)1/p

≤ sup
‖g‖lp′=1

(∑
j

gp
′

j q
j(α−1/p′)

∞∑
i=j

qi(1/p
′−α)
)1/p′

×
(∑

i

fp(qi)qiqi(1/p
′−α)

i∑
j=−∞

qj(α−1/p′)
)1/p

= sup
‖g‖lp′=1

I1(g)I2(f)

38



elde edilir.

Böylece

Ip
′

1 (g) =
∑
j

gp
′

j q
j(α−1/p′)qj(1/p

′−α)

∞∑
i=0

qi(1/p
′−α)

=
1

1− q1/p′−α

∑
j

gp
′

j

=
1

1− q1/p′−α‖g‖
p
lṕ′

=
1

(1− q)[(p− 1)/p− α]q
‖g‖plṕ′

ve

Ip2 (f) =
∑
i

fp(qi)qiqi(1/p
′−α)qi(α−1/p′)

∞∑
j=0

qj(1/p
′−α)

=
1

1− q1/p′−α

∑
i

qifp(qi)

=
1

(1− q)2[(p− 1)/p− α]q

∞∫
0

fp(t)dqt

olup

Ip ≤ 1

(1− q)p+1[(p− 1)/p− α]pq

∞∫
0

fp(t)dqt

ifadesi elde edilir.

Yukarıdaki ifadeler yerine yazılırsa (3.6) sabiti ile (3.5) eşitsizliğinin

∞∫
0

xp(α−1)
( x∫

0

t−αf(t)dqt
)p
dqx = (1− q)p+1Ip

≤ 1

[(p− 1)/p− α]pq

∞∫
0

fp(t)dqt

şeklinde olduğu görülür.

Şimdi (3.6) sabiti ile mümkün olan en iyi sonucu gösterelim.
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Eğer β > −1/p ise t > 0 için fβ(t) = tβχ(0,1](t) elde edilir ve buradan

∞∫
0

fpβ(t)dqt = (1− q)
∞∑

i=−∞

qifpβ(qi)

= (1− q)
∞∑
i=0

qiqpβi

=
1− q

1− q1+pβ

=
1

[1 + pβ]q

ve

L(fβ) =

∞∫
0

xp(α−1)
( x∫

0

t−αfβ(t)dqt
)p

dqx

= (1− q)
∞∑

j=−∞

qj[p(α−1)+1]
(

(1− q)
∞∑
i=0

q(i+j)(1−α)fβ(qi+j)
)p

≥ (1− q)p+1

∞∑
j=0

qj[p(α−1)+1]
( ∞∑

i=j

qi(1−α)qiβ
)p

= (1− q)p+1

∞∑
j=0

qj(1+pβ)
( ∞∑
i=0

qi(1−α+β)
)p

=
( 1− q

1− q1−α+β

)p 1

[1 + pβ]q

eşitlikleri sağlanır. Buradan da

sup
β>−1/p

1

1− q1−α+β
=

1

1− q1−1/p−α

=
1

1− q(p−1)/p−α
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ifadesi elde edilir. Dolayısıyla

C ≥ sup
β>−1/p

L(fβ)
∞∫
0

fpβ(t)dqt

≥ sup
β>−1/p

( 1− q
1− q1−α+β

)p
=

1[
(p− 1)/p− α

]p
q

olacak şekilde bir C vardır. (3.6) ve (3.5)’de özel olarak p = 1 seçilirse

L(f) = (1− q)2

∞∑
j=−∞

qjα
∞∑
i=j

qi(1−α)f(qi)

= (1− q)2

∞∑
i=−∞

qi(1−α)f(qi)
i∑

j=−∞

qjα

= (1− q)2

∞∑
i=−∞

qif(qi)
∞∑
j=0

q−jα

=
1

[−α]q

∞∫
0

f(t)dqt

elde edilir. Buradan p < 0 ve f > 0 durumunda µ = (1/p′ − α)/p′ için

L(f) =

∞∫
0

xp(α−1)
( x∫

0

t−αf(t)dqt
)p

dqx

= (1− q)p+1

∞∑
j=−∞

qj[p(α−1)+1]
( ∞∑

i=j

qi(1−α)f(qi)
)p

= (1− q)p+1

∞∑
j=−∞

qj[p(α−1)+1]
( ∞∑

i=j

qiµqi(1−α−µ)f(qi)
)p

elde edilir.
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p < 0 için Tanım 2.1.15 (Hölder-Rogers eşitsizliği)’ den

L(f) ≤ (1− q)p+1

∞∑
j=−∞

qj[p(α−1)+1]
( ∞∑

i=j

qip
′µ
)p−1

∞∑
i=j

qip(1−α−µ)fp(qi)

= (1− q)p+1
( ∞∑
i=0

qip
′µ
)p−1

∞∑
j=−∞

qj[p(α−1)+1+pµ]

∞∑
i=j

qip(1−α−µ)fp(qi)

=
(1− q)p+1

(1− q(p−1)/p−α)p−1

∞∑
i=−∞

fp(qi)qi(1+1/p′−α)

i∑
j=−∞

qj(α−1/p′)

=
(1− q)p+1

(1− q(p−1)/p−α)p−1

∞∑
j=0

qj(1/p
′−α)

∞∑
i=−∞

qifp(qi)

=
( 1− q

1− q(p−1)/p−α

)p ∞∫
0

fp(t)dqt

=
[p− 1

p
− α

]−p
q

∞∫
0

fp(t)dqt

elde edilir. Bu da (3.5) eşitsizliğindeki (3.6) C sabitini ifade eder.

Şimdi (3.5) eşitsizliğindeki (3.6) eşitliğindeki C sabitini

α− 1 < β1 < −1/p < β2

için gösterelim.

fβ1,β2(t) = tβ1χ(0,1](t) + tβ2χ(1,∞)(t), t > 0

olsun. Bu durumda
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∞∫
0

fpβ1,β2
(t)dqt = (1− q)

( −1∑
i=−∞

qi(1+pβ2) +
∞∑
i=0

qi(1+pβ1)
)

= (1− q)
( q|1+pβ2|

1− q|1+pβ2|
+

1

1− q1+pβ1

)

:= F−(β1, β2)

ve

L(fβ1,β2) =

∞∫
0

xp(α−1)
( x∫

0

t−αfβ1,β2(t)dqt
)p

dqx

= (1− q)p+1

∞∑
i=−∞

qi(1+p(α−1))
( ∞∑

j=i

qj(1−α)fβ1,β2(qj)
)p

= (1− q)p+1
[ −1∑
i=−∞

qi(1+p(α−1))
( −1∑

j=i

qj(1−α+β2) +
∞∑
j=0

qj(1−α+β1)
)p

+
∞∑
i=0

qi(1+p(α−1))
( ∞∑

j=i

qj(1−α+β1)
)p]

> (1− q)p+1

∞∑
i=0

qi(1+p(α−1))
( ∞∑

j=i

qj(1−α+β1)
)p

= (1− q)p+1

∞∑
i=0

qi(1+pβ1)
( ∞∑
j=0

qj(1−α+β1)
)p

=
1− q

1− q1+pβ1
(

1− q
1− q1−α+β1

)p

:= F+(β1, β2).
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C, (3.6) daki bir sabit ise bu durumda

C ≥ sup
α−1<β1<−1

lim
/pβ2→∞

F+(β1, β2)

F−(β1, β2)

= sup
α−1<β1<−1/p

( 1− q
1− q1−α+β1

)p

=
( 1− q

1− q1−α−1/p

)p
=

1

[(p− 1)/p− α]pq
.

Böylece (3.6) sabiti için her durumda kesin olarak ispatlanmış olur.

Son olarak, 0 < p < 1 durumu için bakalım. γ = (p− 1)/p− α olsun. f ≥ 0

için (3.5) ifadesinin sağ tarafı sonlu olduğundan

[γ]−1
q

∞∫
0

fp(t)dqt =
(1− q)2

1− qγ
∞∑

j=−∞

qjfp(qj)

= (1− q)2

∞∑
j=−∞

qjfp(qj)
∞∑
i=0

qiγ

= (1− q)2

∞∑
j=−∞

qjfp(qj)
0∑

i=−∞

q−iγ

= (1− q)2

∞∑
j=−∞

qj(1+γ)fp(qj)

j∑
i=−∞

q−iγ

= (1− q)2

∞∑
i=−∞

q−iγ
∞∑
j=i

qj(1−p)γqjp(1−α)fp(qj)

= J

elde edilir.
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1/p ve 1/(1− p) kuvvetleri ile Tanım 2.1.15 (Hölder-Rogers eşitsizliği) kullanılarak

J ≤ (1− q)2

∞∑
i=−∞

q−iγ
( ∞∑
k=i

qkγ
)1−p( ∞∑

j=i

qj(1−α)f(qj)
)p

= [γ]p−1
q (1− q)p+1

∞∑
i=−∞

q−ipγ
( ∞∑

j=i

qj(1−α)f(qj)
)p

= [γ]p−1
q (1− q)

∞∑
i=−∞

qiqip(α−1)
(

(1− q)qi
∞∑
j=0

qjq−(i+j)αf(qi+j)
)p

= [γ]p−1
q

∞∫
0

xp(α−1)
( x∫

0

t−αf(t)dqt
)p

dqx

bulunur yani f ≥ 0 ve (3.7) ifadesinin sol tarafı için

∞∫
0

fp(t)dqt ≤ [γ]pq

∞∫
0

xp(α−1)
( x∫

0

t−αf(t)dqt
)p

dqx (3.7)

sonludur.

Daha sonra (3.7) ifadesindeki

[γ]pq = [(p− 1)/p− α]pq

sabitini doğru olduğunu gösterelim.

α− 1 < β < −1/p için

fβ(t) = tβχ[1,∞)(t), t > 0
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olsun. Bu durumda

∞∫
0

fpβ(t)dqt = (1− q)
∞∑

i=−∞

qifpβ(qi)

= (1− q)
[ 0∑
i=−∞

qifpβ(qi) +
∞∑
i=1

qifpβ(qi)
]

= (1− q)
0∑

i=−∞

qi(1+pβ)

= (1− q)
∞∑
i=0

qi|1+pβ|

=
1− q

1− q|1+pβ|

ve

L(fβ) =

∞∫
0

xp(α−1)
( x∫

0

t−αfβ(t)dqt
)p
dqx

= (1− q)
∞∑

j=−∞

qj[p(α−1)+1]
(

(1− q)qj
∞∑
i=0

qiq−(i+j)αfβ(qi+j)
)p

= (1− q)p+1
[ 0∑
j=−∞

qj[p(α−1)+1]
( ∞∑

i=j

qi(1−α)fβ(qi)
)p

+
∞∑
j=1

qj[p(α−1)+1]
( ∞∑

i=j

qi(1−α)fβ(qi)
)p]

= (1− q)p+1

0∑
j=−∞

qj[p(α−1)+1]
( 0∑

i=j

qi(1−α+β)
)p

= (1− q)p+1

0∑
j=−∞

qj[p(α−1)+1]qjp(1−α+β)
( −j∑
i=0

qi(1−α+β)
)p

≤ (1− q)p+1

(1− q1−α+β)p

0∑
j=−∞

qj[1+pβ]

=
1− q

1− q|1+pβ| (
1− q

1− q1−α+β
)p.
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C, (3.7) deki bir sabit ise bu durumda

C ≥ sup
β∈(α−1,−1/p)

∞∫
0

fpβ(t)dqt

L(fβ)

≥ sup
β∈(α−1,−1/p)

(1− q1−α+β

1− q

)p

=
(1− q(p−1)/p−α

1− q

)p

=
[p− 1

p
− α

]p
q

= [γ]pq

ve bu da (3.7) ifadesindeki [γ]pq sabitinin doğru olduğunu gösterir. Böylece Teorem

3.1.1 ispatlanır.

Uyarı 3.1.2 (3.1) eşitsizliğinin q-analogundaki sabit (3.1) deki değerinden daha

küçüktür. Gerçekten de, p ≥ 1 veya p < 0 için α < 1 − 1/p ise bu durumda

α > −1/p için

1

[(p− 1)/p− α]q
<

p

p− αp− 1
. (3.8)

α < −1/p için (3.8) eşitsizliğinin tersi gerçeklenir.

h(q) :=
p(1− q(p−1)/p−α)

(p− αp− 1) + q − 1

nun α > −1/p için türevi

h′(q) = −q−1/p−α + 1 < 0

olduğundan herhangi bir 0 < q < 1 için (3.8) eşitsizliğinin

(1− q)
(1− q(p−1)/p−α)

<
p

(p− αp− 1)
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olduğu görülür ve böylece h(q) > h(1) = 0.

Sonlu aralıkta Hardy eşitsizliği sağlanır. Çünkü genelliği bozmaksızın [0, 1 ]

aralığındaki q-integrali, değişkenler

z = xl, 0 < l <∞

şeklinde seçilirse de q-integrali gerçeklenir [17].

Bundan dolayı, [0, 1 ] aralığındaki q-integrali doğal olarak [0, l] aralığındaki q-

integrali olur.

Böylece b = 1 için (3.4) ifadesi göz önüne alınarak aşağıdaki teoremi verelim

[20].

Teorem 3.1.3 α < 1− 1/p olsun. 1 ≤ p <∞ ve f ≥ 0 veya p < 0 ve f > 0 ise bu

durumda

1∫
0

xp(α−1)
( x∫

0

t−αf(t)dqt
)p

dqx <
1

[(p− 1)/p− α]pq

1∫
0

fp(t)dqt (3.9)

eşitsizliği gerçeklenir. (f ≡ 0 değilse) ve [(p− 1)/p− α]−pq sabiti mevcuttur [20].

İspat. Teorem 3.1.3’ün ispatı Teorem 3.1.1 ile benzer şekilde ispatlanır. Dolayısıyla

sadece karşılık gelen ilişkilerin bazı farklılıklarına işaret edeceğiz. p > 1 olması

durumunda sırasıyla

1∫
0

xp(α−1)
( x∫

0

t−αf(t)dqt
)p
dqx = (1− q)p+1

∞∑
j=0

qj[p(α−1)+1]
( ∞∑

i=j

qi(1−α)f(qi)
)p

= (1− q)p+1Ip
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ve

I < sup
‖g‖p,=1g≥0

( ∞∑
j=0

gp
′

i q
i(α−1/p′)

∞∑
i=j

qi(1/p
′−α)
)1/p′

×
( ∞∑
i=0

fp(qi)qiqi(1/p
′−α)

i∑
j=−∞

qi(α−1/p′)
)1/p

= sup
‖g‖p=1g≥0

I1(g)I2(f)

elde edilir.

p = 1 ise bu durumda

1∫
0

xα−1

x∫
0

t−αf(t)dqtdqx = (1− q)2

∞∑
j=0

qjα
∞∑
i=j

qi(1−α)f(qi)

= (1− q)2

∞∑
i=0

qi(1−α)f(qi)
i∑

j=0

qjα

= (1− q)2

∞∑
i=0

qif(qi)
i∑

j=0

q−jα

<
1

[−α]q

1∫
0

f(t)dqt

bulunur.

Son eşitsizlik (3.9) eşitsizliğini verir.

(3.9) eşitsizliğindeki sabiti β > −1/p olmak üzere

fβ(t) = tβ, 0 < t < 1

test fonksiyonları kullanılarak bulunabilir. p < 0 olması durumunda (3.9) eşitsizliği-

nin ispatında F için Teorem 3.1.1 deki gibi benzer metot kullanılarak ispatlanabilir.
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Gerçekten de

L(f) <
(1− q)p+1

(1− q(p−1)/p−α)p−1

∞∑
i=0

fp(qi)qi(1+1/p′−α)

i∑
j=−∞

qj(α−1/p′)

=
1

[(p− 1)/p− α]pq

1∫
0

fp(t)dqt

elde edilir.

Bu da (3.9) eşitsizliğini gerçeklenir.

Aslında α− 1 < β < −1/p için fβ(t) = tβχ(0,1](t) test fonksiyonlarından elde

edilebilir. Dolayısıyla

1∫
0

fpβ(t)dqt =
1− q

1− q1+pβ

:= F−(β)

ve

L(fβ) =

1∫
0

xp(α−1)
(∫ x

0

t−αfβ(t)dqt
)p

dqx

= (1− q)p+1

∞∑
i=0

qi(1+p(α−1))
( ∞∑

j=i

qj(1−α+β)
)p

> (1− q)p+1 1

1− q1+pβ

( 1

1− q1−α+β

)p

=
1− q

1− q1+pβ

( 1− q
1− q1−α+β

)p

:= F+(β)
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Böylece C > 0, (3.9) eşitsizliğindeki sabit ise bu durumda

C ≥ lim
β→−1/p

F+(β)

F−(β)

=
1

[(p− 1)/p− α]pq

bulunur ve Teorem 3.1.3 ispatlanır.

Şimdi 0 < p < 1 durumu için ek şartlar altında ters eşitsizliklerle ilgili teoremi

verelim.

Teorem 3.1.4 0 < p < 1 ve α < (p−1)/p olsun. Bu durumda aşağıdaki eşitsizlikler

gerçeklenir:

1∫
0

fp(t)(1− t(p−1)/p−α)dqt < C

1∫
0

xp(α−1)
( x∫

0

t−αf(t)dqt
)p

dqx, (3.10)

1∫
0

fp(t)dqt < C

1∫
0

(
1 +

χ(q,1](x)

[(p− 1)/p− α]q

)
xp(α−1)

( x∫
0

t−αf(t)dqt
)p

dqx (3.11)

f ≥ 0 için (3.11) eşitsizliğinin sağ tarafı f ≡ 0 değilse sonlu ve

C =
[p− 1

p
− α

]p
q

(3.12)

[20].

İspat. f ≥ 0 ve
1∫

0

fp(t)dqt <∞
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olsun. γ = (p− 1)/p− α ve cq = (1− q)(1− qγ) tanımlarından

1∫
0

fp(t)dqt = (1− q)
∞∑
j=0

qjfp(qj)

= cq

∞∑
j=0

qjfp(qj)
0∑

i=−∞

q−iγ

= cq

∞∑
j=0

qj(1+γ)fp(qj)

j∑
i=−∞

q−iγ

= cq

∞∑
j=0

qj(1+γ)fp(qj)

j∑
i=0

q−iγ + cq

−1∑
i=−∞

q−iγ
∞∑
j=0

qj(1+γ)fp(qj)

= cq

∞∑
j=0

qj(1+γ)fp(qj)

j∑
i=0

q−iγ + (1− q)qγ
∞∑
j=0

qj(1+γ)fp(qj)

< cq

∞∑
i=0

q−iγ
∞∑
j=i

qj(1+γ)fp(qj) + (1− q)
∞∑
j=0

qj(1+γ)fp(qj)

:= I1 + I2

elde edilir.

1/(1− p) ve 1/p kuvvetleri ile Hölder-Rogers eşitsizliğinden I1;

I1 = cq

∞∑
i=0

q−iγ
∞∑
j=i

qj(1−p)γqjp(1−α)fp(qj)

< cq

∞∑
i=0

q−iγ(
∞∑
k=i

qkγ)1−p
( ∞∑

j=i

qj(1−α)f(qj)
)p

= cq(
1

1− qγ
)1−p

∞∑
i=0

qi(1+p(α−1))
( ∞∑

j=i

qj(1−α)f(qj)
)p

=
([p− 1

p
− α

]
q

)p ∫ 1

0

xp(α−1)
(∫ x

0

t−αf(t)dqt
)p

dqx.
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Buradan

I2 = (1− q)
∞∑
j=0

qj(1+γ)fp(qj)

=

1∫
0

t(p−1)/p−αfp(t)dqt

(3.10) ifadesinden yukarıdaki hesaplamalardan

C ≤ [(p− 1)/p− α]pq .

Şimdi (3.11) eşitsizliğini ispatlayalım. Bunun için I2 ifadesinde, 1/(1− p) ve

1/p kuvvetleri ile Hölder-Rogers eşitsizliği kullanılarak

I2 = (1− q)
∞∑
j=0

qj(1−p)γqjp(1−α)fp(qj)

< (1− q)
( ∞∑
k=0

qkγ
)1−p( ∞∑

j=0

qj(1−α)f(qj)
)p

= (1− q)(1− qγ)p−1
( ∞∑
j=0

qj(1−α)f(qj)
)p

=
[p− 1

p
− α

]p−1

q

( 1∫
0

t−αf(t)dqt
)p

elde edilir.

Böylece tekrar yukarıdaki hesaplamalardan

1∫
0

fp(t)dqt <
[p− 1

p
− α

]p
q

[ 1∫
0

xp(α−1)
( x∫

0

t−αf(t)dqt
)p

dqx

+
1

[(p− 1)/p− α]q

( 1∫
0

x−αf(x)dqx
)p]

elde edilir.

Böylece (3.11) eşitsizliği (3.12) sabiti ile elde edilir.
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Şimdi

[γ]pq =
[(p− 1)

p− α

]p
q

sabitini (3.10) ve (3.11) eşitsizliklerinin her ikisinden göstermek mümkündür. Bunu

göstermek için β > −1/p olmak üzere 0 < t ≤ 1 için

fβ(t) = tβ

fonksiyonunu göz önüne alalım. Bu durumda

1∫
0

t(p−1)/p−αfpβ(t)dqt =
1− q

1− q1+pβ+γ
,

1∫
0

fpβ(t)dqt

=
1− q

1− q1+pβ
,

1∫
0

xp(α−1)
( x∫

0

t−αfβ(t)dqt
)p

dqx =
( 1− q

1− q1−α+β

)p 1− q
1− q1+pβ

,

ve

1

[(p− 1)/p− α]q

( 1∫
0

t−αfβ(t)dqt
)p

=
1

[(p− 1)/p− α]q

( 1− q
1− q1−α+β

)p
.

C > 0 ise (3.10) eşitsizliğindeki sabit ise bu durumda

C ≥
(1− q1−α+β

1− q

)p1− q − (1− q1+pβ)(1− q)/(1− q1+pβ+γ)

1− q
,

ve β → −1/p olduğundan C ≥ [(p−1)/p−α]pq bulunur. Dolayısıyla C > 0 ise (3.11)

eşitsizliğindeki sabit ise bu durumda

C ≥
(1− q1−α+β

1− q

)p 1− q
1− q + (1− q1+pβ)/[(p− 1)/p− α]q

.

Tekrar β → −1/p olduğundan C ≥
[
(p − 1)/p − α

]p
q

elde edilir. Böylece ispat

tamamlanır.
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4 BAZI q-İNTEGRAL OPERATÖRLERİ VE UYGULAMALARI

Bu bölümde, Persson ve Shaimardan [24] tarafından n ∈ N de q-Riemann-

Liouville operatörü ve q-kesirli integral operatörü için bazı Hardy tipli eşitsizliklerin

q-analogunu ve negatif olmayan reel sayılarda bu eşitsizliklerin gerçeklendiği gerek

ve yeter koşullar incelenmiştir.

4.1 q-Riemann-Liouville Operatörü

q-analiz de Γq fonksiyonu x ∈ R\{0,−1,−2, ...} için

Γq(x) =
(q; q)∞
(qx; q)∞

(1− q)1−x

formuna sahiptir ve Bq fonksiyonu da

Bq(a, b) =

1∫
0

ta−1 (qt; q)b−1dqt

= (1− q)
∞∑
i=0

qia(qi+1; q)b−1

şeklinde tanımlanır.

Γq ve Bq fonksiyonları için aşağıdaki eşitlikler gerçeklenir;

Γq(x+ 1) = [x]qΓq(x)

ve

Bq(a, b) =
Γq(a)Γq(b)

Γq(a+ b)

[25].

Tanım 4.1.1 (q-Riemann-Liouville operatörü) α > 0 için Riemann-Liouville

operatörünün q-analogu
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Iαq f(x) =
1

Γq(α)

x∫
0

(x− qt)α−1
q f(t)dqt (4.1)

şeklinde tanımlanır [25].

∞∫
0

( 1

xαΓ(α)

x∫
0

(x− t)α−1f(t)dt
)p
dx <

[ Γ(1− 1/p)

Γ(α + 1− 1/p)

]p ∞∫
0

fp(t)dt, f ≥ 0

(4.2)

eşitsizliğinin q-analogu ile ilgili teorem aşağıda verilmiştir.

Teorem 4.1.2 p > 1 ve α > 0 ise bu durumda

∞∫
0

[ 1

xαΓq(α)

x∫
0

(x− qt)α−1
q f(t)dqt

]p
dqx ≤ C

∞∫
0

fp(t)dqt, f ≥ 0 (4.3)

ve

C =
[ Γq(1− 1/p)

Γq(α + 1− 1/p)

]p
(4.4)

dir [25].

İspat. f ≥ 0 olsun. (2.54), (2.18) ve (4.1) ifadelerinden

Iαq f(x) =
1

Γq(α)

x∫
0

(x− qt)α−1
q f(t)dqt (4.5)

=
xα

Γq(α)
(1− q)

∞∑
i=0

(qi+1; q)α−1f(xqi)qi

elde edilir. Dolayısıyla (2.57) ve (4.5) ifadelerinden

∞∫
0

(Iαq f(x)

xα

)p
dqx = (1− q)

( 1− q
Γq(α)

)p ∞∑
j=−∞

( ∞∑
i=0

(qi+1; q)α−1f(qi+j)qi
)p
qj

= (1− q)
( 1− q

Γq(α)

)p ∞∑
j=−∞

qj(1−p)
( ∞∑

i=j

(qi−j+1; q)α−1f(qi)qi
)p

= (1− q)
( 1− q

Γq(α)

)p
(Jα)p
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bulunur.

lp(Z) de çift prensibinden ve Tanım 2.1.15 (Hölder-Rogers eşitsizliği) den

Jα,p′(g)p
′
=
∑
j

∑
i

gp
′

j q
(i−j)/p′θ(i− j)(qi−j+1; q)α−1

ve

Jα,p(f)p =
∑
i

∑
j

fp(qi)qiq(i−j)/p′θ(i− j)(qi−j+1; q)α−1

olmak üzere

Jα = sup
‖g‖lp′=1, g≥0

∞∑
j=−∞

gjq
−j/p′

∞∑
i=j

(qi−j+1; q)α−1f(qi)qi

= sup
‖g‖lp′=1, g≥0

∑
i

gjq
(i−j)/p′θ(i− j)(qi−j+1; q)α−1f(qi)qi/p

≤ sup
‖g‖lp′=1, g≥0

(∑
j

∑
i

gp
′

j q
(i−j)/p′θ(i− j)(qi−j+1; q)α−1

)1/p′

×
(∑

i

∑
j

fp(qi)qiq(i−j)/p′θ(i− j)(qi−j+1; q)α−1

)1/p

= sup
‖g‖lp′=1, g≥0

Jα,p′(g)Jα,p(f)

elde edilir.
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Beta ve gama fonksiyonları için formüllerden

sup
‖g‖lp′=1, g≥0

Jα,p′(g)p
′
= sup
‖g‖lp′=1, g≥0

∑
j

∑
i

gP
′

j q
(i−j)/p′θ(i− j)(qi−j+1; q)α−1

= sup
‖g‖lp′=1, g≥0

∑
j

gp
′

j

∞∑
i=j

q(i−j)/p′(qi−j+1; q)α−1

= sup
‖g‖lp′=1, g≥0

∑
j

gp
′

j

∞∑
i=0

qi/p
′
(qi+1; q)α−1

(4.6)

=
Bq(1/p

′;α)

1− q

=
Γq(1− 1/p)Γq(α)

Γq(α + 1− 1/p)

1

1− q

ve

Jα,p(f)p =
∑
i

∑
j

fp(qi)qiq(i−j)/p′θ(i− j)(qi−j+1; q)α−1

=
∑
i

fp(qi)qi
i∑

j=−∞

q(i−j)/p′(qi−j+1; q)α−1

(4.7)

=
∑
i

fp(qi)qi
∞∑
j=0

qj/p
′
(qj+1; q)α−1

=
1

(1− q)2

Γq(1− 1/p)Γq(α)

Γq(α + 1− 1/p)

∫ ∞
0

fp(t)dqt

olur.
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Böylece f ≥ 0 için (4.6) ve (4.7) eşitsizliklerinden

∞∫
0

(Iαq f(x)

xα

)p
dqx =

∞∫
0

( 1

xαΓq(α)

x∫
0

(x− qt)α−1
q f(t)dqt

)p
dqx

= (1− q)
( 1− q

Γq(α)

)p
(Jα)p

≤ (1− q)
( 1− q

Γq(α)

)p
sup

‖g‖lp′=1, g≥0

Jα,p′(g)pJα,p(f)p

≤ (1− q)
( 1− q

Γq(α)

)p[Γq(1− 1/p)Γq(α)

Γq(α + 1− 1/p)

1

1− q

]p−1

× 1

(1− q)2

Γq(1− 1/p)Γq(α)

Γq(α + 1− 1/p)

∞∫
0

fp(t)dqt

=
[ Γq(1− 1/p)

Γq(α + 1− 1/p)

]p ∞∫
0

fp(t)dqt

elde edilir yani C sabiti için (4.3) eşitsizliğinden

C ≤
[
Γq(1− 1/p)/Γq(α + 1− 1/p)

]p
(4.8)

olduğu görülür.

Şimdi, (4.3) eşitsizliğinde C sabiti için (4.8) eşitsizliğinin tersini gösterelim.

β > −1/p için

fβ(t) = tβχ(0,1](t)

olsun. Buradan

∞∫
0

fpβ(t)dqt = (1− q)/(1− q1+pβ)

(1 < p <∞ durumunda Teorem 3.1.1 in ispatından) ve
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∞∫
0

(Iαq fβ(x)

xα

)p
dqx =

(1− q)p+1

Γpq(α)

∞∑
j=−∞

qj(1−p)
( ∞∑

i=j

(qi−j+1; q)α−1fβ(qi)qi
)p

≥ (1− q)p+1

Γpq(α)

∞∑
j=0

qj(1−p)
( ∞∑

i=j

(qi−j+1; q)α−1fβ(qi)qi
)p

=
(1− q)p+1

Γpq(α)

∞∑
j=0

qj(1−p)
( ∞∑

i=j

(qi−j+1; q)α−1q
i(1+β)

)p

=
(1− q)p+1

Γpq(α)

∞∑
j=0

qj(1+pβ)
( ∞∑
i=0

(qi+1; q)α−1q
i(1+β)

)p

=
1− q

Γpq(α)(1− q1+pβ)
Bp
q (β + 1, α)

dır. O halde C > 0 sabiti ile (4.3) eşitsizliği sağlanırsa bu durumda

C ≥ sup
β>−1/p

(Bq(β + 1, α)

Γq(α)

)p
=
(Bq(1− 1/p, α)

Γq(α)

)p
=
( Γq(1− 1/p)

Γq(α + 1− 1/p)

)p
olur ve bu da (4.4) sabitinin doğru olduğunu gösterir.
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4.2 q-Kesirli İntegral Operatörü

Tanım 4.2.1 α+ β < γ, γ 6= 0,−1,−2, · · · olsun. Genelleştirilmiş kesirli integral

operatörü

Iγ,βα f(x) =
xα−1

Γ(α)

x∫
0

2F1(α− 1, β; γ;
s

x
)ds (4.9)

şeklinde tanımlanır [22].

β = γ ise bu durumda Riemann-Liouville kesirli integral operatörü

Iαf(x) :=
xα−1

Γ(α)

x∫
0

2F1(α− 1, β; β;
s

x
)ds

şeklinde tanımlanır.

γ = 1, β = 2 olduğunda

Îf(x) := lim
α→0

Γ(α)I1,2
α f(x) =

x∫
0

ln
x

x− s
f(s)

s
ds (4.10)

ifadesine en temel kesirli integral operatörü denir [1].

Riemann-Liouville tipli kesirli integral operatörünün q-analogu

Iq,αf(x) =
xα−1

Γq(α)

x∫
0

(1− qs

x
)α−1
q f(s)dqs, α ∈ R+

olmak üzere (2.28) ifadesini kullanarak,

Iq,αf(x) =
xα−1

Γq(α)

x∫
0

f(s)

(1− qα s
x
)1−α
q

dqs, α ∈ R+ (4.11)

şeklinde yazılır [2, 3, 4].

Tanım 4.2.2 0 < s < x < 1 olsun. ln x
x−s fonksiyonunun q-analogu

lnq
x

x− s
:=

∞∑
j=1

( s
x
)j

[j]q

[25].
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Tanım 4.2.3 (q-kesirli integral operatörü) (4.10) ifadesinin q-analogu olan en

temel q-kesirli integral operatörü

Îqf(x) :=

qx∫
0

lnq
x

x− s
f(s)

s
dqs (4.12)

şeklinde tanımlanır.

(4.12) ifadesinden

lim
q→1

Îqf(x) =

x∫
0

ln
x

x− s
f(s)

s
ds (4.13)

elde edilir. Böylece f den bağımsız bir C > 0 için (4.13) eşitliğinden (4.10) ifadesinin

q-analogu

∞∫
0

ur(x)(Îqf(x))rdqx)
1
r ≤ C

( ∞∫
0

fp(t)dqt
) 1
p
, ∀f(.) ≥ 0 (4.14)

şeklinde ifade edilir [25].

Aşağıdaki teoremleri ispatsız olarak verelim.

Teorem 4.2.4 0 < r < p < ∞, 1 < p ve γ > 1
p

olsun. Bu durumda f den

bağımsız bir C > 0 için

( ∞∫
0

ur(x
( x∫

0

sγ−1lnq
x

x− qs
f(s)dqs

)r
dqx
) 1
r ≤ C

( ∞∫
0

fp(s)dqs
) 1
p
. ∀f(.) ≥ 0

(4.15)

olması için gerek ve yeter şart

B2 :=
( ∞∫

0

[
xγ+ 1

p

( ∞∫
0

X[x,∞)(t)
ur(t)

tr
dqt
) 1
r
] p−
p−r
dqx
) p−r

pr

olmak üzere B2 <∞ olmasıdır.

Dolayısıyla (4.15) ifadesindeki C > 0 sabiti olmak üzere B1 ≈ C [25].
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Teorem 4.2.5 1 < p ≤ r < ∞, γ > 1
p

olsun. Bu durumda f den bağımsız bir

C > 0 için

∞∫
0

ur(x)
( x∫

0

sγ−1 lnq
x

x− qs
f(s)dqs

)r
dqx)

1
r (4.16)

≤ C
( ∞∫

0

fp(s)dqs
) 1
p
, ∀f(.) ≥ 0

olması için gerek ve yeter şart

B1 := sup
x>0

xγ+ 1
p

( ∞∫
0

X[x,∞)(t)
ur(t)

tr
dqt
) 1
r

olmak üzere B1 <∞ olmasıdır.

Dolayısıyla (4.15) ifadesindeki C > 0 sabiti olmak üzere B1 ≈ C [25].
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Yüksek Lisans : Ahi Evran Üniversitesi Fen-Bilimler Enstitüsü
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