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TESEKKUR
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Yaren’den hem 6ziir diliyor hem de ona gok tesekkiir ediyorum. Son olarak, ¢aligmalarim

esnasinda bana bilyiik sabir gosterip destek olan tiim arkadaslarimi giikranla antyorum.
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OZET

DIRICHLET PROBLEMININ ELIiPTiK FONKSiYONLAR CINSINDEN
cOZUMU

Bu g¢aligmada, Dirichlet probleminin Green fonksiyonu eliptik fonksiyonlar
cinsinden ifade edilmis ve problemin ¢6ziimii Green fonksiyonuna ve dolayistyla eliptik

fonksiyonlara dayandirilmistir.

Birinci boliimde; diferansiyel denklemlerin tarihgesi, gelisimi, eliptik fonksiyonlarin
tarihi, Dirichlet probleminin tanimi ve daha &nce yapilan galismalara yer verilmistir. Ikinci
béliimde; eliptik fonksiyonlar ve bunlarla ilgili islemler, eliptik integraller, konform
doniisiim, Riemann doniigiim teoremi, Green fonksiyonu gibi temel bagintilardan
bahsedilmistir. Ugiincii boliimde; problemin ¢6ziimii igin yontemler verilmistir. Bu bsliimde
dnce Dirichlet prdbleminin Green fonksiyonuyla ¢dziimii i¢in yontem tanitilmig daha sonra
dikdortgen bolgede Dirichlet probleminin ¢oziimii igin gerekli olan doniisiim ve Green
fonksiyonu bulunup problem dikdortgen bolgede ¢oziilmiistiir. Daha sonra elips bolgede
Dirichlet problemi igin gerekli doniigiim ve Green fonksiyonu bulunup problem elips
bolgede ¢oziilmiigtiir. Dordiincii béliimde Dirichlet probleminin eliptik fonksiyonlar
cinsinden ¢dziimiine uygulama olmasi agisindan dikdortgen bolgede problem igin uygulama
verilmistir. Denklem o6nce eliptik fonksiyonlar cinsinden ¢oziilmiistiir. Daha sonra ayni
denklem bilinen yontem olan Degiskenlere Ayirma Metodu ile ¢oziilmiis ve her iki yontemle
bulunan sonuglar Karsilastinlmigtir. Karsilastirma yapilirken Mathcad bilgisayar paket
programindan yararlanilmigtir. Bulunan bu hassas sonuglarin tutarlilifi grafiklerle
gosterilmigstir. Beginci boliimde; sonug ve tartismalara yer verilerek yontemin sagladigs

kolaylhk ve zorluklara déginilmis, ayrica getirdigi yeniliklerden bahsedilmistir.

Anahtar sozciikler: Dirichlet problemi, eliptik fonksiyonlar, eliptik integral, Green

fonksiyonu.
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ABSTRACT

In this study, the Green function of the Dirichlet problem is defined in terms of elliptic
functions and the solution of the problem is based on the Green function and thus elliptic

functions.

In the first chapter, the history and development of differential equations, the history
of elliptic functions, the definition of Dirichlet problem and previous studies are presented.
In the second chapter, fundamental relations such as elliptic functions and related operations,
elliptic integrals, conform mapping, Riemann transformation theorem and Green theorem are
mentioned. In the third chapter, methods are given for the solution of the problem. In this
chapter, the method of solution for Dirichlet problem by Green function is presented first and
then the Green function and the transformation required for the solution of the Dirichlet
problem in the rectangular region is found and the problem is solved in the rectangular
region. Subsequently, the Green function and the transformation required for the Dirichlet
problem in the ellipse region is found and the problem is solved in the ellipse region. In the
fourth chapter, an application for the problem in the rectangular region is given in order to
present an application of the solution of Dirichlet problem in terms of elliptic functions. At
first, the equation is solved in terms of elliptic functions. Then the same equation is solved
by the known Method of Separation of Variables, and the results of both methods are
compared. We made use Mathcad computer program to make the comparison. The
consistency of these sensitive results are shown by graphics. In the fifth chapter, results and
discussion are given, the facilities and difficulties of the method presented and the

contributions of the method are mentioned.



BOLUM 1
GIRiS

Diferansiyel denklemler konusunda yapilan ilk ¢aligmalar, 17.yiizyilin ikinci
yarisinda, diferansiyel ve integral hesabin kesfinden hemen sonra, ingiliz matematikgi
Newton (1642-1727) ve Alman matematikg¢i Leibnitz (1641-1716) ile baglar. Daha sonralari,
matematik tarihinde biiyiik isim yapmis olan Isvigreli matematikgilerden Bernouilli
kardesler, 18.yiizyilda Euler, Clairaut, Lagrange, D’ Alembert, Charbit, Monge, Laplace ile
19. yiizyilda Chrystal, Cauchy, Jacobi, Ampere, Darboux, Picard, Fusch ve Frobenius,

diferansiyel denklemler teorisini bugiinkii ileri seviyeye getiren matematikgilerdir.

Belli tip diferansiyel denklemlerin, belli sartlar altinda ¢oziimlerinin mevcut olmasinin
ispati, diferansiyel denklemler teorisinde varlik teoremi konusunu tegkil etmekte olup, bu da,
ilk olarak 1820 ile 1830 yillar1 arasinda, Fransiz matematik¢i A. L. Cauchy tarafindan

bulunmus ve daha sonra gelenler tarafindan gelistiriimistir.

‘Diferansiyel denklem’ ifadesi, bagimli degiskenin, bir ya da daha fazla sayida
bagimsiz degiskene gore tiirevlerini igeren bir denklemi ifade eder. Dogadaki olaylart
agiklamak igin en etkin ve sistematik yol, diferansiyel denklem kavramimi kullanmaktir.
Gergekten de fizik, kimya, biyoloji, astronomi, miihendislik, ekonomi ve diger pek gok
uygulamali bilimler diferansiyel denklemlerin 6nemli uygulama alanlaridir. Bunun diginda,
siiphesiz piir matematigin kendi iginde, 6zellikle de geometride, diferansiyel denklemler

Onemli bir rol oynamaktadir.

Diferansiyel denklemlierin bdyle genis bir alanda uygulanabilir olmasinin nedeni ¢ok
agiktir. Bilindigi gibi bize f:R > R y=f(x) gibi bir fonksiyon verildiginde, bunun
dy/dx tiirevi y’nin X’e gdre degisim hizi olarak yorumlanabilir. Dogal olaylarda da,

degiskenler ve bunlarin degisim hizlar1 birbirlerine olay1 yoneten bazi temel yasalarla

baglidirlar. iste bu yasalar matematik sembollerle yazildiginda sonug g¢ogu zaman bir

diferansiyel denklem olarak ortaya ¢ikmaktadir. &‘ﬁ“\
Omegin F =ma diye ahsik oldugumuz Newton’un 2. Yasasi ger ir diferansiyel

denklemdir. Diizlem geometride, bir diizlemsel egrinin y' egimi ile (X,y) koordinatlar



arasindaki iligki bizi yine bir diferansiyel denkleme gétiiriir. Bu iki ©&rnek bile

karsilasilabilecek diferansiyel denklemlerin ne kadar gok oldugunu gostermeye yeterlidir.

Eliptik fonksiyonlarin hikayesi de matematik tarihinin en ilging hikayelerinden biridir;

karigik analitik bir fikirle, jR[t,,/p(t)]dt integralleri (burada R bir rasyonel fonksiyon ve

p(t) ise 3. veya 4. dereceden bir polinom fonksiyondur) ile baglamis ve basit geometrik bir

fikirle —torus yiizeyi ile- doruga ulagsmigtir. Bunu anlamanin en iyi yolu belki de,
Idt/ N1—1t? integrali ile baglayip dairenin kesfi ile son bulan dairesel fonksiyonlarin sanal

hikayesi ile karsilagtirmak olabilir. Eliptik fonksiyonlarin hikayesi ise eliptik fonksiyoniarin

1650’ler ile 1850’ler arasindaki gergek gelisimine paralel olarak gitmistir.

Eliptik fonksiyonlarin geometrik yapisinin ge¢ taninmasi, kompleks sayilarin
varhiginin ve geometrik yapisinin ge¢ taninmasindan dolayidir. Aslinda, eliptik
fonksiyonlarin daha sonraki hikayesi, kompleks sayilarin gelisimi ile birlikte gdzler 6niine
serilmigtir (Stillwell, 1989).

Belirli bir baglantili bolgede harmonik olan ve bu bdlgenin sinirlar {izerinde 6nceden
verilen kosullari saglayan bir fonksiyon bulma problemi kismi diferansiyel denklemlerdeki
sinir deger problemlerinin en eskilerinden ve en Snemlilerinden biridir. Eger fonksiyonun
kendisinin smir boyunca degerleri 6nceden verilirse probleme Dirichlet problemi ya da
“birinci tiirden bir sinir deger problemi” ad1 verilir. Eliptik tip kismi diferansiyel denklemler
i¢in (i¢) Dirichlet problemi kisaca, bir D bolgesinin sinirinda bilinen U, degerlerini alan ve
D bdlgesi iginde denklemi saglayan bir fonksiyonu bulmaktir. Bu tip problemlerin reel
uzayda, basit baglantili simirli bir D bolgesindeki Green fonksiyonu ve ¢oziimii iyi
bilinmektedir (Garabedian, 1964; Hildebrand, 1976). Ayrica kompleks diizlemde bazi
bolgeler igin Green fonksiyonlari konform doniigiimler yardimiyla bulunabilmekte ve
¢oziimler bunlara dayali olarak verilmektedir (Mysk,1979; Sveshnikov, 1982; Vladimirov,
1984).

Bu konuda daha 6nce yapilmis asagidaki ¢aligmalardan bahsedilebilir:

Dig Dirichlet simir deger probleminin Green fonksiyonu, donel elipsoid iizerine

dagilmig Laplace esitligi i¢in kapah bir formda Martinec ve Grafarend (1997:562-570)



tarafindan kurulmustur. Arastirtlan smir deger ¢6ziimiinde sinirin eliptikliginin etkisini
agiklayan elipsoidal Poisson gekirdegi, y=0 tekil noktasinda elipsoidal Poisson gekirdeginin
davranigini analitik bigimde agiklayan elemanter fonksiyonlarin sonlu toplami olarak ifade
edilmigtir. Elipsoidal Poisson gekirdeginin, tek nokta civarindaki tekillik derecesinin orijinal

kiiresel Poisson gekirdeginin tekillik derecesi ile ayni oldugu gosterilmigtir.

Dirichlet problemi ile Cauchy problemi arasindaki iligki, yerel operatSrler igin
homojen olmayan sinir kogullarinda Lumer ve Schnaubelt (2001:291-309) tarafindan

arastirilmigtir.

Wang (1997:305-312) esas olmayan karakter iceren Dirichlet polinomlart igin bir ters
déniigiim formiilii ¢ikarmigtir. Dirichlet’nin L-fonksiyonlart igin, Heath-Brown (iist-siniri
kullamlarak, q elemaninda hata terimi igeren, hatasiz bir iist sinir bulma olanagi elde
etmistir. Uygulama olarak da Dirichlet L-fonksiyonlart i¢in, kritik ¢izginin sag tarafinda

mutlak bir hata terimi ile, yaklasik bir fonksiyonel esitlik bulunmustur.

Diger bir ¢alisma (Brovar, Kopeikina ve Pavlova, 2001:767-772), yaricapa gore
tirevli simir-kosulun, mutlak terimde kiigiik bir degisim yaparak 5x10° diizeyine kadar
gelistirilebildigini gostermistir. Dini yontemiyle kosulun degistirilmesi, yerkiire elipsoidinin
disinda harmonik olan yardimci bir fonksiyon igin, Dirichlet problemi ile iligkilendirme
olanag: saglar. Dirichlet probleminin ¢dziimiindeki bu yeni yontem, kiigiik ¢ekirdekli bir
integral esitligi elde etmemize olanak verir. BOylece bu integral, iterasyon adimlan
kullanarak ya da iterasyon kullanmaksizin kolayca ¢oziilebilir. integral esitliginin ¢oziimii,

dagilim potansiyelini ve elipsoidin ¢ok uzagindaki kangik graviteyi belirler.

Konveks poligonal bolgelerdeki biharmonik Dirichlet probleminin sinirlarinin
daraltilmasi hakkinda etkili bir diskritizasyon semasi Khoromskij ve Schmidt (1998:577-
596) tarafindan Onerilip analiz edilmigtir. Burada, biharmonik Dirichlet probleminin,
harmonik Dirichlet ¢6ziimiine ve Poincare-Steklov operatdriiniin taranan uzaylarin alt
uzaylarinda operatér olarak calistifi bir esitlige indirgenebilecegi gosterilmistir. Bu
durumda, etkili bir 6n-kosullama ve matris sikistirilmasina izin veren karigik bir lineer sonlu
elemanlar diskritizasyonu Onerilmigtir. Sonug olarak, konveks poligonal sinirlarda
biharmonik Dirichlet probleminin sinirlarini azaltmak i¢in asimptotik optimal iteratif bir

arayiiz ¢6ziimleyici elde edilmigtir.



Bagka bir ¢aligmada (Aiyama ve Akutagawa, 2002:399-428), hiperbolik m-uzay’dan,
tam olmayan spesifik metrikli agik n-kiire iinitesine kadar tam harmonik déniigiimler igin
sonsuzdaki Dirichlet problemlerinin tekillik, varlik ve diizenlilik 6zelliklerinin aragtirilmasi
amaglanmustir. m=n=2 oldugunda Dirichlet probleminin ¢dziimleri hiperbolik-3 uzayda tam

sabit ortalama egri yiizeyler vermektedir.

Sezer’in (1992:1-4) c¢aligmasinda, dikdortgen bir bolgede Laplace diferansiyel
denklemi igin Dirichlet probleminin Green fonksiyonu eliptik fonksiyonlar cinsinden ifade
edilmis ve problemin ¢6ziimii Green fonksiyonuna ve dolayisiyla eliptik fonksiyonlara

dayandiriimistir.

Lanzara (1998:63-92), simirlanmig ve oOlgiilebilir katsayilara sahip ikinci dereceden
eliptik lineer esitlikler i¢in Dirichlet problemi ile ilgilenmistir. Ara operatorler ySntemini
kullanarak, Green operatdriinii ve buna kargilik gelen Green fonksiyonunu hesaplamistir. Bu
yontem, katsayilari sinirlanmis ve olgiilebilir ikinci derece eliptik esitlik igin Dirichlet

problemine uygulanmistir. Caligmada sayisal sonuglar da verilmistir.

Bir diger calisma (Babuska ve Chelobun, 2002) Dirichlet sinir deger probleminin
tamimindaki belirsiz siniri ele almaktadir. Lipschitz-olmayan sinirlara sahip bir bolge,
Lipschitz sinirl bolgelerin monoton bigimde genisleyen ya da biiziilen bolgelerinin bir limiti
olarak tanimlanir. Kendine 6zgii tekil bir bigimde ¢oziilebilen Dirichlet sinir deger problemi
bolgelerin her birisinde tanimlanir ve bu ¢oziimlerin limiti arastirilir. Limit fonksiyonu, limit
bolgelerindeki bir Dirichlet sinir deger problemini ¢dzerse de, limit bdlgesi Dirichlet sinir
deger problemine gore kararsiz oldugunda, problem bolgelerin siralamasina bagl olabilir.
Bu makalenin esas noktasi, birisi Lipschitz digeri kararsiz olan iki kapali bélgede Dirichlet

sinir deger problemlerinin birbirinden farkli ¢éziimlerinin bulunabilecegini g6stermektir.

Chen ve arkadaglari (Chen, Williams ve Zhao, 1999:735-769) Dirichlet smir
kosullarina sahip, D" c R (n=>3) gibi yan eliptik esitlikler igin pozitif ¢oziimlerin
varligina dair yeterli kosullart vermiglerdir. Bélgelerde uygun kosullar ile sadece dig koni
kosullarin1 gergekleme geregine sahip bulunan bu smir bdlgelerindeki esitliklerde diisiik
dereceli lineer olmayan katsayilar kullanilir. Tam bir olastlik sunumu olan Schauder’in sabit
nokta teoremi ile buna karsilik gelen lineer eliptik esitlikler i¢in yeni onciil tahminler

verilmistir. Bu onciil tahminleri tiiretme agamasinda, D’nin kompakt alt dizisindeki degisken



1
b terimi modifiye edildiginde D’deki —Z_A + b.V  bigimindeki operatdrler i¢in Green

fonksiyonlarinin kargilastirilabilir oldugu gosterilmigtir.

Basit baglantili bslgeler igin iki boyutlu Dirichlet simir deger problemi ¢6ziimiiniin
problem verilerindeki degisikliklere nasil bagli oldugu arastirilmistir (Marshakov,
Wiegmann ve Zabrodin, 2002:131-153). Bélgelerin deformasyonu durumunda, Dirichlet
Green fonksiyonundaki degismeler i¢in Hadamard formiiliiniin integre edilebilir bir yap1
sergiledigi gosterilmigtir. Dirichlet simir probleminin ¢6ziimii, dagilimsiz Toda dizisinin ©
fonksiyonlart yoluyla ifade edilmistir. Burada, ayrica bogluklu bir diizlemde Dirichlet
probleminin dejenere bir hali de tartisilmigtir. Bu durumda, t fonksiyonu, Hermitian tek-

matris modelinin diizlemsel genis N limitinin pargali fonksiyonuna esittir.

Bu calismada, reel ve kompleks diizlemde, 6nce Schwarz-Christoffel ve bazi konform
déntigiimler (Mysk,1979; Sidorov, Fedoryuk, Shabunin,1985; Moretti, 1968) kullanilarak, z-
diizlemindeki bir dikdortgen bolgeyi w-diizlemindeki birim ¢embere doniistiiren fonksiyon
eliptik fonksiyonlar cinsinden ifade edilmis ve bu déniisiim fonksiyonu ile Green fonksiyonu
arasinda baglant1 kurularak dikdortgen bolge igin Dirichlet probleminin ¢dziimii eliptik
fonksiyonlara dayandirilmistir. Benzer sekilde, elipsin {ist yar1 diizleme doniisiimiinii elde
etmek igin, elipsin i¢inin ¢emberin igine doniigiimii ile birim gemberin i¢inin iist yan
diizleme doniigiimiiniin bileskesi alinmistir. Doniigiim fonksiyonu eliptik fonksiyonlar
cinsinden ifade edilmis ve Green fonksiyonu arasinda baglant1 kurularak elips bolge i¢in
Dirichlet probleminin ¢oziimii eliptik fonksiyonlara dayandirtlmigtir. Bunlar yapilirken;
eliptik fonksiyonlar, eliptik integraller, konform doniisiim, Riemann déniisiim teoremi ve

Green fonksiyonlari ile ilgili temel kavramlardan yararlanilmigtir.

Kullanilan ¢6ziim yontemine agiklik getirmek amaciyla problem igin uygulama
yaptimistir. Uygulama, hem degiskenlerine ayirma metoduyla hem de eliptik fonksiyonlar
cinsinden ¢oziilerek, her iki yontemle bulunan sonuglar karsilastirilmigtir. Sonuglarin son

derece tutarl oldugu, sayisal degerler verilerek tablolarla ve grafiklerle gosterilmistir.

Bilinen diger yontemlerle bulunan sonuglar eliptik fonksiyonlar cinsinden elde
edilemedigi halde, bizim bu g¢alismada kullandigimiz y6ntemle Laplace (ayni zamanda
Poisson) diferansiyel denkleminin (i¢) Dirichlet probleminin ¢oziimii, eliptik fonksiyonlar

Wk
cinsinden ¢ikarilmigtir. Dolayisiyla yapmis oldugumuz g¢aligmanin daha 6nce%wgﬁ§§gﬁ
\k . 5

et "

s



edilmemis 6zgiin sonuglar ortaya koydugunu sdylemek miimkiindiir. Ayrica bu ¢alismada
kullandigimiz yontem, bilinen diger yontemlere bir alternatif saglamasi agisindan da énem
tasimaktadir. Bulunan ¢6ziim ySnteminin, herhangi bir gokgen bolge icin de kullanilabilir

oldugu agikga goériilmektedir.

Sonug olarak, kullandigimiz bu yontemle Laplace (ayn1 zamanda Poisson) diferansiyel
denkleminin (ig) Dirichlet probleminin ¢6ziimiine bir alternatif sunulmus olup iistelik ¢6ziim

Green fonksiyonuyla ifade edilerek sonug eliptik fonksiyonlara dayandirilmistir.



BOLUM 2

TEMEL BAGINTILAR

Bu boliimde problemin ¢oziimiinde gerekli olan eliptik fonksiyonlar, eliptik
integraller, konform doniisiim, Riemann doniigiim teoremi ve Green fonksiyonlari ile ilgili

temel bagintilar verilmistir.

2.1. Eliptik Fonksiyonlar

Periyodik fonksiyonlarin en iyi bilinen 6rnekleri periyodu 27 olan siniis fonksiyonu
ile, periyodu 2mi olan iistel fonksiyonlardir. Ama diger fonksiyonlar iki farkli periyot icin
mevcutturlar. z-diizlemindeki eksenlerin uygun segilmesi ile, periyotlardan biri her zaman
gergel kabul edilebilir. Digeri genellikle karmasik olacaktir. Bu tiir biitiin meromorf

fonksiyonlar eliptik fonksiyonlar olarak adlandirilir (Moretti, 1968).

Bir gergel degiskenin eliptik fonksiyonlari, mekanikteki bir ¢ok problemin ¢oziimiinii
olusturmaktadir. Karmagik bir degiskenin eliptik fonksiyonlari, 6zellikle bir dairenin bir
poligon iizerine doniistiiriilmesi istendiginde, konform doniigiim problemlerinin ¢éziimleri
olarak bulunurlar. Bu fonksiyonlar, keskin-kenarli elektrodlar da dahil olmak iizere

elektrostatikte ya da poligon membranli elastisite problemlerinde goriiliirler.

2.1.1. Jakobiyen Eliptik Fonksiyonlar

Bir Jakobiyen fonksiyonu ortaya koyabilmek i¢in, w = sin z basit fonksiyonunun

@.1)

formiilii ile tamimlanabildigini sSyleyerek bagslayabiliriz. Siniisiin periyodikliginin

integraldeki kare koke bagli oldugu ilerideki kisimlarda yapacaklarimiza benzer bir analizle
goriilebilir. Buna ilaveten, ¢eyrek periyodun (yani, g) 0 ile 1 arasindaki integralin degeri

oldugu bilinmektedir. -



Benzer bigimde siniis genligi ad1 verilen
W=8nz (2.2)
fonksiyonu bundan boyle

}v dt
0./(1-1t2)(1—mt?)

(2.3)

formiilii vasitastyla ifade edilecektir.

Burada m sabitine eliptik fonksiyonun parametresi adi verilir. Bu ayn1 zamanda
dogrudan (2.3) fonksiyonu ile belirlenen ters z(w) fonksiyonunun da bir parametresidir.
Burada m’nin (0,1) aralifinda gergel bir say1 oldugu kabul edilecektir. Bu taktirde (2.2)

yerine
W= sn(z|m) (2.4)

yazilabilir. Denklem (2.2) ile tanimlanan fonksiyon,

1
! dt Vm dt
K = K' =
({\/(l—tz)(l—mtz) { V(& =11 - mt?)

(2.5)

olarak tanimlanan gergel sayilar ile bagintili iki periyoda sahiptir.
2.1.2. Eliptik Fonksiyonlardaki Bazi Temel Kavramlarin Tamimlar:

Milne-Thomson’un (1950) tablolarinda kullandig1 “parametre” terimi ve bu terimlerin

isareti olan m genelde pek kullanilmaz. Eski literatiirde m yerine k? kullamlmis ve modiil

adimni almigtir. Bu kullanima sadik kalmak igin, bu ¢alismada (2.4) yerine

w =sn(z,k) (2.6)



ifadesi kullanilacaktir. Tamamlayici parametre olan m,
m, =1-m 2.7)

seklinde tanimlanmustir. Benzer bigimde tamamlayici modiil (k") de,

=V1-k? =/m, 2.8)

ile tanimlanmaktadir.

Eliptik fonksiyonlar teorisindeki kavramlar ve isimler iizerinde heniiz bir uzlasma

mevcut degildir. Bu nedenle, literatiirde sik¢a goriilen bazi simgeleri bilmek gerekmektedir.

En onemli farklihk, w =sin¢ esitligindeki w’ye iliskin ¢ degiskeninin
kultanimindan kaynaklanir. arcsn(w|m) olarak adlandirilabilen (2.3) iin sag tarafi, F(k,$)

olarak yazilir ve birinci tiirden eliptik integrali ifade eder:

dt ? do
\/(l £2)1-k2t?)  o4/1-k’sin’w

2.9)

Flod)="T

Son integral, t =sin® degisken degisimi yapilarak kolaylikla elde edilebilir.

F’nin ¢ =— ’dekl (yani w = 1°deki) degeri birinci tiirden tam eliptik integral olarak

adlandirilir. Bu yalmz k’min ya da daha ¢ok tercih ettigimiz ifadeyle m’nin bir

fonksiyonudur.
K(m) =Fk,2) =] _f_do 2.10)
\/(Tt Yi—mt?) ©°+1-msin’ o

Benzer bicimde K'(m) de agagidaki integralle belirlenmistir:
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1

, k dt ' dt
K'(m) = [—= — = [ — - @.11)
L2 =D(A-mt?)  0,/d-7)(1-m,?)

Son integral, ml‘l:2 =1-—mt? degisken degisimi ile elde edilmistir.

K’'(m) = K(1-m) (2.12)
Sadece m ’nin bir fonksiyonu olan q biiyiikliigii asagidaki gibi tanimlanir;

_mK’

g=e ¥ (2.13)
Belirli bazi problemlerde K, K’ ve m’nin, q’nun bir fonksiyonu yani — olarak

belirlenebilecegini bilmek Snemlidir. Sekil 2.1°de K ve q, m ’ye gore, K’ ise m, ’e gore

¢izilmigtir.

/ 0
9 AN
8 /
- £
/ a
6 /
/ !
A / ;
i
4 < ;
LK-1.5 f
3 A K15 ]
P Ly
2 e N :;-345
.I. - - g ,»‘/' ‘
- g
I oy f
0 1 2 3 4 s 6 7 8 9 1
—P» K.gignm
K’igin m;

Sekil 2.1. K , K’ ve q degerlerinin m ve m; degiskenlerine gore degisimi
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2.1.3. Diger Jakobiyen Eliptik Fonksiyonlar

Diger ¢ift periyodik fonksiyonlar siniis genligi temelinde tanimlanabilirler. Bunlardan

iki tanesi sunlardir; asagidaki gibi tanimlanan kosiniis-genligi, cnz;

cnz =+1-sn’z (2.14)

ve asagidaki gibi tanimlanan fark-genligi, dn z;

dnz=+1-msn’z (2.15)

Her iki fonksiyona da, z =0 da keyfi 1 degeri verilerek diger degerler elde edilirler.

snz, cnz ve dnz nin siklikla ortaya ¢ikan diger kombinasyonlar asagidaki gibi

yazilabilir;
1
nsz = — ncz=— ndz=——
snz cnz dnz
snz cnz dnz
scz =—— cSz=— dsz=—- (2.16)
cnz snz snz
S d
sdz =2 dez =2 cdz =22
dnz cnz dnz

(2.16) da verilen fonksiyonlarm ozellikleri kolaylikla snz, cnz ve dnz’nin
ozellikleri ile iliskilendirilebilirler. Pratik bir noktadan bakilirsa, kanitlanacak olan teorem ve
0<m<l1 ile 0<z<K arahginda snz, cnz ve dnz’nin degerlerini gdstermek iizere

hazirlanacak olan bir tablo, eliptik fonksiyonlara iliskin herhangi bir problemin niimerik

¢6ziimiinde bize yardime1 olur.
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2.1.4. Jakobiyen Fonksiyonlarm Kareleri Arasindaki Iliskiler
Jakobiyen fonksiyonlar arasinda siniis ve kosiniisiin arasindaki ile ayni iligki vardir:
sn’z+cn’z=1 2.17)
Ayrica (2.15) in karesi alinarak
dn’z+msn’z=1 (2.18)

bulunabilir. Herhangi iki Jakobiyen fonksiyonun kareleri arasinda da benzeri iligkiler

olusturulabilir. Ornegin, (2.16) kullanilarak;

ns’z—cs’z=1 ns’z—ds’z=m

nc’z—sc’z=1 dc’z-mnc’z=m (2.19)
2 2 2 2

nd“z-msd‘z=1 med“z+mnd“z=1

bulunur. Bu formiiller dier Jakobiyen fonksiyonlarin degerlendirilmesini snz, cnz ve

dn z’e indirgerler.

2.1.5. Tiirev ve integral

Yukarida elde edilen sonuglara gore

W _ oW - mw?) (2.20)
dz
esitligi artik asagidaki gibi yazilabilir:

%(snz) =cnzdnz (2.21)
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Diger yandan (2.14) ve (2.15) in tiirevi alinip (2.21) kullanilarak:

d
—cnz = —snzdnz (2.22)
dz

d
—dnz = —msnzcnz (2.23)
dz

esitlikleri elde edilir.

Jakobiyen fonksiyonlarin belirsiz integralleri, logaritma ve ters trigonometrik
fonksiyonlar yoluyla ifade edilebilirler. Asagida snz, cnz ve dnz igin sonuglar

verilmektedir:

[snzdz = %log(dnz —kenz)

fenzdz = %arccos dnz (2.24)

{dnzdz = arcsinsnz

2.1.6. Toplama Formiilit

sn(u+v) vyi, sadece u ve v nin Jakobiyen fonksiyonlar: cinsinden ifade etmek

miimkiindiir, ama sonug trigonometrik fonksiyonlarda oldugu kadar basit degildir.

snucnvdnv+snvcenudnu

sn(u+v) = > 5 (2.25)
I-msn“usn‘v
Kosiniis-genligi ve fark-genligi i¢in benzer formiiller su sekildedir:
cnucnv-snudnusnvdnv
cn(u+v) = (2.26a)

1-msn®u sn’v
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dnudnv-msnucnusnvenyv

dn(u +v) = (2.26b)

1-m sn’u sn’v

Bunlar, her iki tarafin karesini alarak ve (2.17) ile (2.18) i kullanarak kolayca elde

edilebilirler.

(2.25) ve (2.26) da v = u = z koyarak ¢ift argiiman igin asagidaki formiiller elde edilir:

2snzcnzdnz

sn2z = "
l-msn‘z

2 2 2
n“‘z—-sn“zdn“z
cn2z =" 1 - (2.27)
—msh’z

dn’z—-m sn®zcn’z

dn2z = -
l1-msn‘z

Simdi de karmagik sayilar igin toplam ve fark formiillerini verelim;

sn (u +iv,k) = 8 (u,k)dn (v,k") £i cn(u,k)dn (u,k)sn (v,k")en (v, k')
o 1-sn? (v,k")dn” (u, k)

cn(uxiv,k) = en (u,kyen (v,k') +i sn (u,k)dn (u,k)sn (v,k")dn (v,k")
L1y, l_an (V’kr)an (u,k)

[} » +. 2 ,
dn(u+iv,k) = dn(u,k)en(v,k") dn(v,k") +ik’sn (u,k)cn (u,k)sn (v, k')

1-sn? (v,k")dn? (u,k) (2.28) ﬁ
13*‘@
tn(utiv,k) = sn (u,k)en (u,k) en(v,k")dn (v,k") idn (u,k)sn (v,k") ‘@96 4
7 1-sn® (v,k")dn’ (u,k) &

Eliptik fonksiyonlarin kendi aralarindaki bagintilar da asagidaki gibidir:



15

snu+cn’u=1 —1<snu<l
k’sn’u+dn’u=1 —1<cnu<l
, (2.29)
dn’u-k’cn’*u =k’ k'<dnu<1
k’?sn’u+cn’u =dn’u —wstnu <o
Eliptik fonksiyonlarin baz1 6zel degerleri de sunlardir:
sn (—u) = —snu sn0=0 snK =1
cn(—u) =cnu cn0=1 cenK =0
(2.30)
dn(-~u) =dnu dn0=1 dnK =k’
tn(—u) = —tnu tn0=0 tnK = o0
2.1.7. Dejenere Durumlar ve Yaklastirma Formiilleri
' Eger m = 0 olursa, (2.3) su bigimi alir:
sn(z]O) =sinz 231
ve bu durumda (2.14) ve (2.15) den
cn(70)=cosz  dn(0) =1 (2.32)

bulunur. Diger bir deyisle, eger m = 0 olursa Jakobiyen eliptik fonksiyonlar trigonometrik

fonksiyonlara dejenere olurlar.

Ote yandan, eger m =1 ise, (2.3) asagidaki sonucu verir;
sn(z|1) =tanhz (2.33)

ve (2.14) ile (2.15) kullanilarak

1

2.34
coshz ( )

en(z]l) = dn(z]l) =
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elde edilir. Bu durumda, Jakobiyen eliptik fonksiyonlar hiperbolik fonksiyonlara dejenere
olurlar. Eger m sifir degil fakat karesinin ihmal edilebilecegi kadar kiigiik ise, agagidaki

esitlik yazilabilir:
0
sn(z|m) = sn(z|0) + mé—m-(sn(zl 0) (2.35)

snz’in m = 0 da m ’ye gore tiirevini almak igin (2.3) esitligi asagidaki gibi yazilir:

F(z,w,m) =z (2.36)

_"j- dt 0
5 1 —13)(1—mt?)

buradan,
1w t2dt
oF 2 I 3
ow | ém y (1-t*)2(1 - mt?)?
6m m=0— E r 1
aW m=0 2 _ 2
Ve | VA-wHI-mw) |

=—% COSZ (arcsinw—?dl—ﬁdt) (2.37)
0

w=sinz

- —% COSZ (z - jz'cos2 (I).d(D)
0

\

1 .
= 2 COSZ (z —sinz cosz)
bulunur. Boylece kiigiik bir m i¢in snz’ in yaklasik degeri,

snz=sinz-— (—I;—l) cosZ(z—sinz cos z) (2.38)
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olur. Bu denklem ile (2.14) veya (2.15) den yararlanarak cnz ve dnz igin de benzeri

formiiller elde edilebilir;

m . .
CNZ = COSZ— 1 sinz (z—sinz cos z) (2.392)

dnz=1- % sin” z (2.39b)

Eger m bire ¢ok yakinsa benzeri argiimanlarla m, in karesi de ihmal edilerek

asagidaki formiiller elde edilir;

m, sinhzcoshz—z
snz =tanhz+—-

4 cosh? z

l—rjf' tanh z (sinh zcosh z — z)

cnz= (2.40)
coshz

1+ tanhz (sinhzcoshz + z)
dnz=

coshz

2.2. Eliptik Integraller

Eger a,t’ +a,t’ +a,t> +a;t+a, =0 denklemi (a, ve a, her ikisi birden stfir

olmamak kaydiyla) ¢arpanlara ayrilamaz ve R, t’nin ve \/aot4 +a,t’ +a,t’ +at+a,

kare kokiiniin bir rasyonel fonksiyonu ise;

I= [Rtyaot! +a,t’ +a,t” +a,t+a,]dt @A41)

integraline eliptik integral ad verilir.
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2.2.1. Eliptik integrallerin U¢ Kanonik Formu

(2.41) denklemini, elemanter fonksiyonlar (cebirsel, trigonometrik, ters trigonometrik,
logaritmik ve iistel fonksiyonlar) ve asagidaki ii¢ temel integral cinsinden lineer olarak ifade

etmek her zaman miimkiindiir:
Birinci Tip Eliptik integral

dt

do w
= [du=u, =sn”'(y,k) = F(¥,k
St [du=u, =sn” (y,k) = F(¥,k)

JI-Kk?sin?® o

O ey

¥

= |
0
(2.42)

[y=sin¥ ; ¥ =amu]

ikinci Tip Eliptik integral

_ 2.2 W u
Ll SO [V1-k2sin® ®d® = [dn’udu = E(u,) = E(amu,,k) = E(¥,k) (2.43)
0 0

J
oV 1-t2

Ugiincii Tip Eliptik integral

y dt ¥ do
| = |
o (1-at?) - t2)(1-k*t?)  (1-a’sin’ ®)V1-k’sin’ @
: (2.44)
& ,.a?)=Iamy,,0%,K) = TI(¥,0%,K)
ol—a‘sn‘u
{ [0 < a® < o0]

2.2.2. Tam Eliptik integraller

y =1 oldugunda (2.42)-(2.44) integralleri tam eliptik integral adim alirlar. Bu

durumda su denklemler yazilabilir:
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3 K
T

du=F(=,k)=K(k)=K 2.45
5[\/ 2 sin’ @ J- 2 ( )
> K
fV1-K?sin? ®d® = [dnudu = E(g,k) =E(k)=E (2.46)
0 0
g do K du T

=[I(=,a,k) =I1(a?,k

g(l o sin® ®)v1-k’sin’ @ oy G =1Es0 (247)

[(X,2 # 1]
Buna ek olarak,

K'(k)=K((kk")=K’
E'(k)=E(")=F’

dir. Bazi 6zel degerler ise agsagidaki gibidir;

k= g iken K'=K  d,

k=+v2-1iken K =42K dir,

k=3-2v2  iken K'=2K dir

2.2.3. E(p,k) , F(0,k) , E(k) ve K(k) *nin Grafikleri

Sekil 2.2 ve Sekil 2.3 birinci tip tam olmayan eliptik integralleri, genllgm (p) ve
modiler aginin (sin™") fonksiyonlar olarak ifade etmektedir. Sekil 2.4 ve Sekil 2.5 ikinci
tip tam olmayan eliptik integralleri, genligin (¢) ve modiiler aginin (sin™") fonksiyonlari

olarak ifade etmektedir.



2.0
¢ =90° /
/

1.5 - —
/
¢ =60°
T 1.0
3
S
L - ¢ =30°
0.5
0=0°
0 30° 60° a90°

sin'k —=

Sekil 2.2. F(@,k) degerinin sin™' k degiskenine gore degisimi.

k=1 k=032

2.0

/ ﬁ=1/2
/ =

1.5 ) //
/,

0.5

F(g.k) —

0 30° 60° 90°
(p ———

Sekil 2.3. F(@,k) degerinin ¢ degiskenine gore degisimi.
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L9 = 90°
” \\
© =60° .
1.0 \\
S
)
£
1l ¢ =30°
0.5
9=0°
0 30° 60° 90°
sin*k—e—

Sekil 2.4. E(9,k) degerinin sin™' k degiskenine gore degisimi.

=0
15 k=1/2
’ / =(372
o Lz =1
s
L
0.5
0 30° 60° a0°

Sekil 2.5. E(p,k) degerinin ¢ degiskenine gbre degisimi.



Sekil 2.6 ve Sekil 2.7, k* "ye karsilik E(k) ve K(k) tam integrallerini gostermektedir.

1.60
1.50 RN

.
1.40 AN

1.30

1.20 ™~

1.10 R

1.00 : AN

E(K)—=—

0 01 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1.0

k2 —

Sekil 2.6. E(k) degerinin k* degiskenine gore degisimi.

3.5

y /
Vi
= 55 /
x - //

V4

2.0 //

1.8 e

1.6 b=

0 01 0.2 03 0.4 05.06 07 08 09 1.0

K2 — =

Sekil 2.7. K (k) degerinin k* degiskenine gore degisimi.
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2.2.4. Konform Déniisiimler

Eliptik integrallerin bazi konform doniisiim 6zellikleri asagidaki cizimlerde

g6sterilmisgtir.

Imz >0 yan-diizleminin £ -diizlemindeki bir dikd6rtgen lizerine déniisiimii (Sekil

2.8) sudur:
g:f\ dZ" ' =F(zk); z=sn (2.48)
0 J1-z2)1-k’z,?)
g ﬁ K+iK’ | -K ‘ 0 l K , K+iK’ | iK’ i

zH -1/k 1410’1; 1/k Iool

o
(@]

._7;“_.|

D A B C
—1/k -1 1 1/

(2) . (6)

l
L

Sekil 2.8.Imz > 0 yari-diizleminin £ -diizlemindeki dikdortgen iizerine doniigtimii.

z 2 -
€= f L—Lg—dzl = E(z,k) (2.49)

2

0 1

2
1

(2.49) fonksiyonunun doniigiimii $ekil 2.9°da goriilmektedir:



D o
E(k)—’ K’_E’
D A B C |
“1/k -1 1 1/ A -1 1 B
(2) ' (6)

Sekil 2.9. (2.49) fonksiyonunun déniisiimi.

iki yatay ¢izginin, iki disey ¢izgi tizerine donisiimii ($ekil 2.10) ise sudur:

z  (a’ _le)dzl

o Ja-z)1-kz)

1
, l<a<— 2.50
o (2.50)

t= %[E(k) —(t-k*a®) K(&)], b= %[E(k) —~k?a’K(k)]
\
B E
A B C D E F b A]C Dil—'
-1/  -—a -1 1 aq 1/k | I
(2) I ©
[ t |

Sekil 2.10. Iki yatay ¢izginin, iki diigey ¢izgi lizerine dniigiimil.
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burada
k =573
kl :P a‘ -1

olup verilen k i¢in a degeri asagidaki bagintidan elde edilir.

a2= E(k) k'= ll_kz

k*K(k")’
2.3. Konform Doniigiim

w =1(z) ’nin yorumunu yapmak i¢in z(x,y) ve w(u,v) karmagik diizlemleri ele
alinir. Bu sekilde z-diizlemindeki (x,y) noktasi f fonksiyonu vasitasiyla w -diizlemindeki

(u,v) noktasma doniigiir. Bdylece iki diizlemin noktalari, egrileri ve daha genel olarak

bolgeleri arasinda bir doniisiim belirlenmis olur.

Eger f, tek degerli bir kompleks fonksiyon ise, her bir z noktasina f(z) ile bir ve
yalmz bir w=u+1iv noktasi kargilik gelir. Eger fonksiyon, tek degerli degilse, z
noktasina w -diizleminde birden fazla nokta karsilik gelebilir. Genellikle, eger f ¢ok degerli
ise z-diizleminde uygun konum olarak f(z) fonksiyonunun verilen dallari, kesik diizlemde
tek degerli olur. Bu halde u ve v, x ve y ’nin tek degerli fonksiyonlaridirlar. Bunun
karsiti, yani iki ya da daha fazla z = x +1y igin ayn1 bir W = u+1v noktasina doniigmesi,

dogru olmayabilir. Bu olasilig1 aragtirmak igin,

w="f(z)=u+iv=1f(x,y)+if,(x,y) (2.51)
u ve v siirekli ve tiirevlenebilir ise

u={£,(x,y) (2.52a)

v=1£,(X,y) (2.52b)
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X ve y ’yi u ve v "nin fonksiyonu olarak ifade etmek istersek

of, of,| |ou du
_otLf) _|ex oyi_|ax oy,
a(x,y) |0f, of,| |ov ov

ox dy| |ox oy

_[ouov_auav] _|(auY (V)| e, g2
[J]z""[axay ayaxL [(ax) (%) } =[Fcz) @39

O halde, f, z, 1 da i¢inde bulunduran bir bdlgede analitik ise ve f'(z,) = 0 ise w =f(z)

fonksiyonu iki bdlgenin noktalar1 arasinda bire-bir bir ddniigiim belirler. £'(z,) =0 olan

noktalara kritik noktalar denir.

f'(z) # 0 kosulu z = F(w) nin w=w, igin, F(W) tek degerli ise analitik oldugunu
belirler. f, z, noktasinda analitik ise z-diizleminde z, ’dan gegen herhangi bir C egrisine
w -diizleminde w, =f(z,) noktasindan gegen bir C’ egrisi karsihk gelir. C iizerinde

ikinci bir z, noktas: ve bunun C’ iizerindeki w, goriintiisiinii diigiinerek asagidaki esitligi

yazabiliriz:

Aw _w,—w, Af
Az z,-z, Az

(2.54)

Bu oran, modiilii (w,w,) ve (z,z,) olan kirislerin oran1 olur. Argiiman ise bu kirig
dogrultulan arasindaki aginin degeri olup, bir karmagik sayidir. Limitte Az ve Aw — 0
igin aradaki agi C ve C' egrilerinin z, ve W daki tegetleri arasindaki ag1, limit modiil ise,
z, komsulugunda bir lokal biiyiikliik faktorii olacaktir. Fakat analitik fonksiyon igin (2.54)
orani limitte f'(z) tiirevini vereceginden (Zz,z,) kirisinin ySniinden bagimsiz olarak f(z)

z,, *da analitik ise ve f'(z,) # 0 ise z, *dan gegen biitiin gizgiler f fonksiyonu ile w, dan
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gecen egrilere doniisiir ve bu egrilerin hepsi de argf’(z,) agis1 ayni kalmak kosulu ile
donerler. Béylece f nin analitik ve f'(z) #0 oldugu noktada izafi ag1 bdyle bir déniigiimle

degismez, ayni kalir ve bu doniisiime Konform Déniisiim ad verilir.

Ozel olarak f'(z,)=k,e™ ve k,#0 ise epri iizerindeki bir z, noktasmdaki
teget, goriintii egri lizerindeki w, noktasinda tam o, agist kadar donen tegete kars1 gelir.
Sonug olarak f, z,’da analitik ve f'(z,)#0 ise z, noktasinda kesisen iki egrinin w-

diizlemindeki goriintiileri yine w , da kesigen ve aralarindaki agt aym kalan iki egridir.

f'(z) =0 olan noktalarda bilyiikliik faktdrii sifirdir ve donme agis1 tanimsizdir. Bu
noktalara doniigiimiin kritik noktalart denir. z, kritik noktalari, w, noktasina karsihk

geldiginde z=F(w) ters fonksiyonunun analitik olmadigmma dikkat edilmelidir

(Hildebrand, 1952).
Teorem

w =f(z) fonksiyonu analitik ve f'(z)#0 ise D bolgesinin biitiin noktalar1 igin

w = f(z) konform bir doniigiim belirler.

Konform doniisiimde z-diizlemindeki bir sekil w-diizlemine agilari degismeden

t'(z,)

’a

f '(ZO)I2 kadar biiyiiyerek doniigiir. Uzunluklar igin ise,

ancak yaklagik olarak

lineer bityiikliik faktorii denir (Hildebrand,1952).
2.4. Schwarz-Christoffel Doniisiimii

z-diizleminde bir poligon sinin iizerindeki noktalari, w-diizlemindeki v =0 gergel
eksen iizerindeki noktalara doniistiiriip 1-1 bir doniisiim inceleyelim. Once w -diizleminden

z-diizlemine bir doniisiim diisiinmek uygun olacaktir. Bu nedenle z = F(w)’yi diisiinelim

\45
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dz .
—Z =C(w-u)" (w-u,).(w—u, ) (2.55)
dw

yazalim. Burada u,,u,,...,u,; w-diizleminde gergel eksen boyunca u, <u, <...<u,

noktalaridir ve C, gercel veya karmagik bir sabittir. k ’lar gercel sabitlerdir. Her iki tarafin

logaritmasi alinirsa;
dz
logT =logC +k, log(w —u,) +k, log(w~u,)+...+k, log(w—-u,) (2.56)
"%

bulunur. Sag taraftaki logaritmalarin esas degerleri 0 ile 2n arasﬁidaki acilar olarak alinir.

. . . . dz . .
u ekseninin Xy -diizlemine doniisiimiinit diigiinelim; Syle bir noktada d— nin siddeti, w-
W

diizleminden z-diizlemine déniigiimdeki lokal biiyiikliik faktriidiir. ;i_z “nin agist da
"

argj—: = Im(log S—VZV] (2.57)

seklinde ifade edilir. Bu ag1, doniisen egri ile teget arasindaki aginin déniisiindeki donmedir.

(2.56) dan da asagidaki denklem elde edilir.

- argdiz- =argC+k, arg(w—u,) +k, arg(w —u,) +...+k arg(w—-u,) (2.58)
w

LS LN L L L L X
U,

U, U

Sekil 2.11. u,,u,,...,u, noktalarinin gériintiileri olan z,,2,,...,Z, tepeleri.
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w-diizleminin sonsuzdaki noktasi z-diizleminde, z* noktasina doniisiir: z* — Z,
olabilir. Eger w =u noktasinin negatif gercel eksen boyunca sonsuzdan saga dogru
hareketini diigiinerek (6yle ki w=u<u;) w-u,,w-u,,w,.,w—u_ lerin hepsi

gergel ve negatiftirler. Bunlarin agilar1 (2.58) den 7 ye esittir.
dz

argd——zargC+(kl+k2+...+kn)n , (w=u<u) (2.59)
w

Boylece u; noktasmnin sol tarafinda kalan u ekseni, bir dogru pargasina doniisiir.

Gergel X ekseni ile bu dogru pargasi (2.59) ile tanimli ag1y1 yapar.

. dz .
W, u; den u, ye gelirken . agist da k,m kadar azalir ve yonii sabit kalr.
W
Boylece (u,u,) pargasmnin goriintiisii z-diizleminde (z,z,) dogru pargasidir ve (z*z,)
pargasi ile — 7k, agisini yapar. Bu sekilde devam edersek, her bir (u,u,,,) kenari (pargasr)
(z,2,,) parcasina doniigiir. Her bir dogru pargasi bir dnce doniismiis parga ile -k

agisini yapar. Meydana gelen poligonun i¢ agilart o ise 0 <o <2n

n-a,=-k n veya k,=—"- (2.60)
n

olur. integral alinarak

z=C[(w~-u,)"(W—u,)*...(w-u, )dw+K (2.61)

doniigiimii elde edilir. Burada C ve K keyfi karmagik sabitlerdir. Bu déniigiim (v = 0)

ic agilar

gergel eksenini z diizlemindeki poligona doniistiiriir. Oyle ki, 0,0 5,...,0,

olmak iizere z,,2,,...,Z, tepeleri u,,u,,...,u, noktalarmin (Sekil 2.11) goriintiileridirler.

(w=u>u,) son parga igin w—u, sayilarinin hepsi gergel ve pozitiftir ve bundan

dolay1 sifir agisina sahiptirler. Béylece bu kenar (parga)
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dz
arg— =argC =u> .
gdw g (w=u>u,) (2.62)

olur. Kapali bir poligon i¢in i¢ agilarin toplami ise
a, +d, +..+a, =(n-2)n (2.63)

olur ve ayni zamanda

K, +k, 4otk =0ZDT_ o 2.64)
T

dir. Boylece (2.56) ve (2.59) denklemlerine gore, v =0 dogrusunun (ekseninin) iki sonsuz

kenart argC —2n ve argC agilari kadar dondiiriilmiislerdir.

C sabiti C=ce® seklinde yazilirsa, bunun bir ¢ keyfi bityiiklik garpam ve bir
rotasyonundan meydana geldigini goriiriiz ve (2.59) dan dolay1, § agisimin, w =u_ in sag

tarafindaki sonsuz parganin tasvir edildigi zaman (sonlu ya da sonsuz kenara (parcaya))

dondiiriilmiis oldugu kadarki ag1 oldugu goriiliir.

Eger K =u, +iv, yazlirsa, K sabiti, poligonun u, +iv, vektorii kadar keyfi bir

Stelenmesini gosterir (Hildebrand,1976).
2.5. Riemann Déniisiim Teoremi

z-diizleminde basit baglantili ve siur1 I olan bir bolge D, w -diizleminde merkezi
O ve sinirt 8 olan birim daire D’ olsun. D nin her bir noktasim D’ niin bir noktasina ve

I nin herhangi noktasi1 8 nin bir noktasma esleyen, D de holomorf bir tek w = 1{(z)

fonksiyonu vardr.

Bir Riemann yiizeyi, z-diizleminin birden fazla tabakasi olan bir yiizeye, gok-degerli
bir fonksiyonun yiizey iizerindeki noktalarin her birine karsihk yalmz bir degeri olacak

sekilde genellestirilmesidir. Verilen bir fonksiyon igin boyle bir yiizey bir kere
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bulundugunda fonksiyon bu ylizey iizerinde tek-degerli olur ve orada tek degerli
fonksiyonlar kurami uygulanir. Bdylece, fonksiyonun ¢ok degerli olmasindan dolay: ortaya
¢ikan zorluklar geometrisel bir diizenekle azaltilmig olur. Bununla birlikte bdyle yiizeylerin
belirlenmesi ve tabakalar arasinda uygun bagintilarin diizenlenmesi oldukga karisik olabilir.
2.6. Green Fonksiyonu
Bu kisimda, Green fonksiyonunun tanimi yapilarak fiziksel yorumu verilmisgtir.

2.6.1. Green Fonksiyonunun Tanimi

D basit baglantili sinirh bir bolge, z = x+iy ve £ =& +in olmak iizere,

G(z,§)=2l—nln|z—-§|+g(z,§), zeD, (eD (2.65)

fonksiyonu, D bolgesinde Laplace operatorii igin Green fonksiyonu olarak tanimlanir
(Sidorov, Fedoryuk, Shabunin, 1985; Vladimirov, 1984). Burada g(z,£) asagidaki kosullar

saglayan bir fonksiyondur;

1) g, V§ € D de harmoniktir, yani g, +g, =0, z=x+iyeD (2.66)

2)g, V€ e D igin D simirina kadar siirekli ve

g(z,8)

1
1l 2.67
2% nlz Ql zeS ( )

z:S
Buna gore G(z,(;)’= 9 oldugu anlagilir.

Basit baglantili bir bslgede Green fonksiyonunu bulmak, bu bélgeyi birim ¢embere

déniigtiiren fonksiyonu bulmaya denktir. Bu agagidaki teoremle verilir.
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Teorem

D basit baglantilli sl bir bolge olsun ve her CeD iginw=w(z/),
zeD, {eD fonksiyonu, (z=C <> w =0) ve w(z,8) =0 olacak sekilde, D yi Iw[ <1

birim ¢emberine konform olarak doniistiirsiin. O zaman D bdlgesinde Laplace operatdrii igin

Dirichlet probleminin Green fonksiyonu
1
G(z,8) =~ Inw(z,¢) (2.68)

dir (Garabedian, 1964; Hildebrand, 1976; Sidorov ve ark., 1985).

O halde w = w (z) D bolgesinin lwl <1 birim gemberine konform doniigiimii ise,

w(z)~w(5) .69

) W ©)

olmak iizere, D bdlgesi i¢in Green fonksiyonu,

n Y@ -WE) (2.70)
1- w(z)w(&) '

1
G(z,0)=--Re
2n
olarak verilir. Bu fonksiyonun,

a) Simetrik,

b)Dde & ve 1, (=& +1n), ye gore harmonik ,

¢) Vz € D igin D nin sinirina kadar siirekli ve G(z,§) c=ag

oldugu bilinmektedir.
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2.6.2. Green Fonksiyonunun Fiziksel Yorumu

Laplace denklemi halinde Green fonksiyonu elektrostatik bir yoruma sahiptir. D
bolgesi tamamen iletken bir JD yiizeyi ile bir vakum (bosluk) olarak dﬁ;ﬁnﬁlsﬁn. D
icindeki bir £ noktasinda bir pozitif yiik durumu, 0D yiizeyi boyunca bir negatif yiik denge
dagilimi (Sekil 2.12) yapar. (yani & deki (+) yiik, D yiizeyinde dengeli bir (—) yik
dagilimi yapar).

Uygun olarak normalize edildigi zaman bu yiiklerle meydana getirilen elektrostatik

.alan potansiyeli Green fonksiyonuna gére tanimlanmig dzelliklere sahip olur.

Sekil 2.12. D *deki & noktasinda pozitif yiik durumu ve 0D ylizeyi boyunca
negatif yilik dagihms
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BOLUM 3
DIRICHLET PROBLEMININ COZUMU iCiN YONTEMLER

Poisson denklemi i¢in Dirichlet problemi,
V’'U=h(z), zeD, U|p=U,(2) 3.1

olarak tammlanir. Bunun ¢6ziimiinii bulmak ig¢in Green fonksiyonu (2.65) kullanilabilir.

(3.1) probleminin Green fonksiyonuna dayali ¢oziimii,

Ue) = [[o@on@dsan+ [F22u,ol ¢2)

y 0 .
seklinde bulunur. Burada £ =& +in dir ve 2 € ya gore D sinir1 boyuncaki normal tiirevi

gostermektedir.
3.1. Dikdortgen Bolgede Dirichlet Probleminin Coziimii

Bu kisimda, dikdortgen bolgede Dirichlet probleminin ¢oziimiinde gerekli olan

déniisiim ve bu doniisiime gore Green fonksiyonu hesaplanmistir.
3.1.1. Dikdértgen Bélgenin Birim Cembere Doniisiimii

Burada, 6nce z-diizlemindeki A, Az, A3, Askoseli dikdértgen t diizleminin Imt>0 iist
yarisina ve sonra da Imt>0 diizlemi w diizlemindeki |w| <1 birim gemberine déniigtiiriilerek,

dikdortgeni birim ¢embere konform olarak doniistiiren fonksiyon eliptik fonksiyonlar

cinsinden ifade edilecektir.

z-diizlemindeki dikdortgenin késeleri, A, (z=a), A,(z=atib), A;(z= —atib),
A4 (z = —a) olsun. Bir fi(t) fonksiyonu yardimiyla (Ret>0, Imt>0) bolgesinin z-diizlemindeki

dikddrtgenin sag yarisina konform olarak doniistiigii diisiiniiliirse, simetri prensibine gore,
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(Ret<0, Imt>0) bolgesi de dikdortgenin sol yarisina doniisecektir. Boylece eksenler

izerindeki
a(t=1)>A(z=2a), a(t=-1)>A(z=-a) 3.3)

simetri noktalari kurulabilir. Burada (t = 0 — z = 0) oldugu agiktir. O halde {i¢ sinir

noktasinin karsihigs bulunmus olur. (a, = A;), (a3 = Aj) kargiliklarini bulmak igin de
1 . 1 .
az(t=E —>z=atib), a3 (t=—E—)z=—a+1b) (G4

0 <k <1, oldugu kabul edilsin. Bu durumda Schwarz-Christoffel doniisiimii kullanilirsa, iist
yar1 diizlemin dikdortgene konform doniigiimii (Sveshnikov ve Tikhonov, 1982),

(t=0—z=0) ve (2.42) hesaba katilarak,
f Bl

z=f{t)=c j[(l )1~k 2 dt =c¢ F(tk) (.5)
0

olarak bulunur. (3.5) de (3.3) kosullar1 ve (2.45) kullanilirsa

a=cK(k) 3.6)
elde edilir. ay(t = %)(—)Az (z = atib) i¢in (3.5) ve (2.47) den

atib=c[K (k) +iK' (k)] b=c K'(k) 3.7
oldugu anlasilir. a ve b verildiginde (3.6) ve (3.7) den

a K' (k) =bK(k) (3.8)
denklemi ¢oziilebilir ve ¢, k degerleri hesaplanabilir. Boylece dikdortgenin koseleri tam

eliptik integrale bagli olarak bulunmus ve Imt>0 diizlemini z-diizlemindeki dortgene

konform olarak doniistiiren (3.5) fonksiyonu belirlenmis olur. Diger yandan, k
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degismediginden ve ¢ keyfi oldugundan c=1 segilerek (Hildebrand. 1976; Myskis. 1979:

Sidorov ve ark., 1983). (3.5) fonksiyonu (2.42) den t =snz veyaz = sn”'t olarak bulunur.

Simdi, Imt>0 iist yan diizleminin w-diizlemindeki |w|<l birim ¢emberine konform

déniisiimiinii bulmaya ¢aligalim;

i ta v

(1)

Sekil 3.1.Ust yar1 diizleminin, birim ¢emberin igine doniisiimii.

t=io>w=0, t=on—>w=-1 ve t-deki iist yan diizlemini w -diizlemindeki birim

o[ t—t
cemberin icine donistiiren bilineer doéniigiim w=e'e"( _0) bilgilerini kullanirsak;
t—1to

o [1—1 . i

0= e (——To) =1, =1 bulunur. Ayni sekilde, w = e'®% = —1 de kullanilarak;
1—to

t -diizleminin st yansini W -diizlemindeki birim cemberin igine déniistiiren ddniistim

(Sekil3.1); w= (—jl)(—:—-—‘%) = i—_—: olarak bulunur. (Spiegel, 1974; Sidorov ve ark., 1985).

Buradan da, z-diizleminde segilen dikddrtgenin w-diizlemindeki \w]<1 birim ¢emberine
konform déniigiimii;

i—snz
w =

- (3.9)
i +snz

formunda elde edilir. Sonug agagida sematik olarak gbsterilmistir.
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-K+iK’ K+iK’
As Ay we i—t
t=snz i+t
’ a3 a4 a; a ’
A R R B
Ad ! S S
K 0 K Ak -1 0 1 1k

3.1.2. Dikdértgen Bolge icin Green Fonksiyonu

Kisim (2.6) da verilen Green fonksiyonuna gore D bolgesi, dikdértgen olarak alinirsa,

(3.9) ve (2.70) den dikdortgen igin Green fonksiyonu,

i-snz i-sng

GolReln 1+S0Z 14806 1 ooy SOZSEG (3.10)
2% : i—snz(i-snf) 27 snz —sng
1+snz\i+snl

seklinde ifade edilmis olur.
3.1.3. Problemin Coziimii

(3.1) denkleminde, D bblgesi olarak kisim (3.1.1) de tanmlanan A; (K, 0),
Ay K, K'), Az (-K, K'), Ag (-K, 0) koseli dikdortgenin igini ve D smir1 olarak da

D=A,A,UAA,UAA; UA A, gevresini alalim. Dikdortgenin,

A A, kenaniizerinde N=0, dn=0, -K<E<K ;

A, A, kenar iizerinde £=K, d§=0, 0<n<K’;

A,A, kenariiizerinde n=K’, dn=0, -K<g<K’;
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A,A, kenariiizerinde §=-K, d=0, 0<n<K’;

oldugundan, (3.2) ¢6ziimii su sekilde olur;

1

U@ = | [6o)h@dzdn- 620+ GO Ug@)]odt+

I

e 7 o o

(3.11)
[G2(z.0) + G201 Uy ()]« dn

Laplace denklemi igin Dirichlet probleminin (yani (3.1) formunda h(z)=0 olmast hali) sz

konusu dikddrtgen bolgedeki ¢oziimii;

1

U@) = - [[G 0+ GO Uy(@)|Kads+
X (3.12)

6120+ G2 OI Uy (©) £ dn

0

olur. Burada, G(z,{) Green fonksiyonu, eliptik fonksiyonlar cinsinden (3.10) ifadesi ile

verilmistir. K(k) ve K'(k) integral smirlari k modiillii tam eliptik integrallerdir ve
k (0 <k <1) sabitinin verilen herhangi bir degeri igin bellidirler; bunlar (Byrd, 1954) verilen

tablolardan hesaplanabilir.
3.2. Elips Bélgede Dirichlet Probleminin Coziimii

Bu kisimda elips blgede Dirichlet probleminin ¢dziimiinde gerekli olan doniigiim ve

bu doniisiime gére Green fonksiyonu hesaplanmugtir.
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3.2.1. Elips Bélgenin Ust Yar1 Diizleme Déniisiimii

Burada, dnce z-diizlemindeki elips, w-diizlemindeki lw,l <1 birim ¢emberine ve

sonra da w,-diizlemindeki Iw,l <1 birim ¢ember, w-diizlemindeki Imw>0 iist yarisina

doniistiiriilerek elipsi, st yari diizleme konform olarak doniistiren fonksiyon eliptik

fonksivonlar cinsinden ifade edilecektir.

| Y | 2 | Y4
() (3] (w)

Sekil 3.2.Elipsin iginin birim ¢emberin i¢ine déniisiimii.

€y =§ olsun. Sekil 3.2 ’de g¢izilmis iki kesikli elips, £, =arcsinZ; vasitasiyla &,-

diizleminde bir dikddrtgene doniistiiriiliir. 12E-= K ve arcsin h(g} =— olsun, b&ylece
c

4K . (b ‘
K’ =——Iiarcsm h(——) olur. Qz(-z—K—]Qz ve w;=sn§ ile yatay kenarlar bir dairenin
T c T '

yaylari tizerine doniistiiriiliir ve diisey kenarlar da iki kesigin kenarlarima doniistiiriiliir. Bu
sekilde. £)-diizlemindeki her kesik wi-diizlemindeki bir kesige karsihik gelir. Sonug olarak

bu kesikler de dahil edilmis olur. m’i K ve K’ den elde edebilmek igin, sunu yapmaliyiz.

_::(K‘ e—4arcsin% c4 (a — b)z
g=e X = = =

" (b+a)*  (a+b)?

Buradan da elipsin igini birim ¢gemberin igine doniistiiren
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: (2K .z
w, =m*sn| —arcsin— (3.13)
i c :

doniisiimii elde edilir. (Moretti, 1968).

Sonug olarak, w-diizlemindeki lw,| <1 birim ¢emberinin, Imw >0 {ist yar1

diizlemine konform doniisiimii;
W= (3.14)

olarak bilindigine gore (Spiegel, 1974; Sidorov ve ark., 1985). z-diizleminde segilen

elipsin w-diizlemindeki tist yart diizleme konform déniigiimii (sekil 3.3);

W. w

y /—1\

7

-1
(2) (w) (w)
w(w(z))
Sekil 3.3. (3.13) ve (3.14) doniigiimleri.
L /2K . Z
1 —m¢*sn| —arcsin—
Wi T c (3.15)
- (2K . Z :
I+ m*sn| —arcsin —
s c

bulunmug olur. Bulunan bileske déniisiim (3.15) Sekil 3.4’te goriilmektedir.
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_2 b: A X 2222%%%22%%% 5
—(Z;) — (w)

Sekil 3.4. Elipsin iist yar: diizleme déniistimii.

Burada

|OA[ = a
|OB|=b

c=a’-b’ dir.
3.2.2. Elips Bolge I¢in Green Fonksiyonu
Kisim (2.6) da verilen Green fonksiyonuna gére D bdlgesi, elips olarak almnirsa, bu
bslge igin Green fonksiyonunu tespit etme problemini, D bdlgesini w-diizleminin Ust
yarisina tasvir eden bir analitik fonksiyonu tespit etme problemine indirgeyebiliriz
(Hildebrand, 1952).
Ust yari diizlem igin Green fonksiyonu;
F@)-FE©) _ 1 o, h{F(z)—F(&_)J
F(z)-F@E)| 2n F(z) - F(&)
F(z) - F(®) F(z)—ﬁ&")}
F(z)-F(&) F(2)-F(©)

-
2n

(3.16)

=L1n
4n



dir (Hildebrand, 1952). Simdi, (3.16) da (3.15)’i kullanalim. Burada,

1
F(z) = iu~ u= m“sn(g arcsin Ej
1+u T c

1
F() = ili V= m4sn(~2—lsarcsin é—]
I+v | c

olsun. Bu esitlikler (3.16) da yazlirsa;

d-u . 1-v (-u)d+v)-(1-v)1+u)

F(2)-F®) _'1+u 1+v _ A +u)i+v)
F(z) - F(&) il—u+i1_v I-w){dl+v)+(Q-v)1-u)
1+u  1+v A+u)1+v)
_(+v-u-uw)-(+u-uw-v) A+ w1 +v)
A+u)(1+v) 14+v-u—uv+l+u—v—uv

F(z) - F(§) 4 (1+V—u-—uv—1—u+uv+v)(l+;')
F(z)-FE) (+v-u—uv+l+u-v-uv)l+v)

_@v-2u)(1+ v) _2(v-u)i+ v) _ (v—u)(i+ V)
C-2uv)1+v) 2(0-uv)i+v) (-uv)l+v)

elde edilir. Ayni sekilde;

lou v 1-v 1-u
F@)-FE __ 1+u 1+v__1+v 1+u
F@-F® _l-u .1-v _[1_11 1_v]

1+4u  1+4+v

l+u l+v

_ (=) +w)-(1—-u)1+v) (1 +u)(1+v)
1+ v)(1+u) -1+ V) +(1-v)(1+u)

42



O+u-v-uv—-(1+v-u—uv)1+v)
(Q+v-u-—uv+l+u—v—uv)1+v)

_ (1+E—Q—E—1—;+E+E)(l+v)
2=2uv)(1+v)

_ (Qu - 25)(1+v) 2(u-— v)(1+v) _ (u=v)(1+v)

2l-uw)1+v) 2(0-uw)1+v) (I-uv)(1+V)

bulunur. Sonug olarak Green fonksiyonu,

G= Llog{ (V—li)(1+;) . (u —_v)(l +V)}
4 | (1-uv)1+v) A—uv)(1+V)

_ (v—u)(1+v) (u-v)
B 4n log d-uv) (1=-u)(+v)

(v—-u)(u- v)
(1 uv)(l uv)

43
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G=—Io —
2n gl—uv

(2K B 1 (2K .z
{ m?sn 7arcsm; —m¢*sn —n—arcsmg

G =-—1log I — (3.17)
2 ! (21( . z) ! (21( : E,J
1—-m¢*“sn| —arcsin — m*sn| — arcsin =
: P14 c b4 c

olarak elde edilir.
3.2.3. Problemin Coziimii

" (3.1) denkleminde, D bolgesi olarak kisim (3.2.1) de tanimlanan -elips bolgeyi alalim.
Bu kisimda elips bir bdlgede Poisson ve Laplace diferansiyel denklemi igin Dirichlet
probleminin eliptik fonksiyonlar cinsinden ¢8ziimii elde edilmistir.

Buradaki D bolgesi Sekil 3.5°de goriilmektedir.

n

K Dy

,;Kmy K&
D —K~'W

Sekil 3.5. D bolgesi.

0D =0D, +0D, s Sekil 3.5°de goriilmektedir. Bu simirt (3.2) ¢6zlimiinde yerine

- koyarsak
¢ G(z.0) ‘
U@ =] [ Glzth(Ededn+ | ===U,(c)d (3.18)
-K _K' Ki-g?! D

K



45

olur.

Burada C=&+in ,

(2K &) (2K .z
1 m=*sn —;arcsmg —m sn Tarcsm; 5
G =—"1Iog 1 — x| ve —— { yagdre oD
2n (2K oz ; (2K . & on
1-m*sn| — arcsin— |[m*sn| —arcsin >
T c 8 c

sinir1 boyunca normal tiirevi gostermektedir.

Laplace denklemi i¢in Dirichlet probleminin (yani (3.1) formunda h(z) = 0 olmas hali) soz

konusu elips bolgedeki ¢oziimii;

2 2
oD :§—+ UL _ oldugundan,

n= i%\/Kz — £t

& (3.19.2)

d
K [Kz_gz 5

dir. Ayni gekilde,

= i%w/K'z -1’

K -n (3.19.b)

oldugundan (3.19.a) ve (3.19.b) denklemleri, (3.18) denkleminde yazilirsa;

Ue)=- Y6 @GR U, K=

K’T(— /Kz —@2
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" -NG; (#8)+G, L) U (dgi-x %ﬁd’ﬂ

:—II%—;[\/G;(LQ)-!— an(z,Q)Uo(q:;_K, ﬁd@

K ¥ 2 2 K n
—E’__J;;'\/GF’ (Z,C)+G,1 (z,C)Uo(CL_K Wdﬂ (3.19)

olur. Burada, G(z,) Green fonksiyonu eliptik fonksiyonlar cinsinden (3.17) ifadesi ile
verilmistir. K(k) ve K'(k) integral smirlari modiillii tam eliptik integrallerdir ve
k (0<k<1) sabitinin verilen herhangi bir degeri icin bellidirler; bunlar (Bryd ve

Friedman, 1954) de verilen tablolardan hesaplanabilir.
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BOLUM 4
UYGULAMA

Dikdortgen ve elips bolgede Poisson ve Laplace diferansiyel denklemi igin (i¢)
Dirichlet probleminin eliptik fonksiyonlar cinsinden ¢6ziimii 3. bdliimde verildi. Bu
béliimde, yontemin pekismesi agisindan dikdortgen bolgede Laplace diferansiyel denklemi

i¢in uygulama yapilmistir.

Asagidaki kogullart saglayan iki reel degiskenli U fonksiyonunu bulalim.

U, (xy)+U, (x,y)=0 (0<x <K, 0<y<2K)
Ux,0=0 , U(x,2K)=1 (-K<x<K) 4.1
UK, y)=U(K,y)=0 (0 <y <2K)

4.1. (4.1) Probleminin Eliptik Fonksiyonlar Cinsinden Cdziimii

Bu kisimda (4.1) problemi, (3.12) fonksiyonu kullanilarak ¢oziilecektir. Coziim,
U(x,y) ile gosterilecektir.

Ul)=- 620+ G2)] U,(0) [ de + 6260+ G2 @R U [y dn

1

= — [ [63(x.y:8.2K)+ G2 (x,%:£.2K)] 2 U, (6, 2K)- G2, ¥:2,0)+ G2 (x,%:8,0)] »
U60) ke + [[ [62(x.y:Kn)+ G2 (x.v:Km)] 2 Uy (Kom)

I
—[62 (%, yi-K,n)+ G (x, y:-K,m)| 2 U,y (- K, 1) Jan

Burada,
U,&.2K)=1, U,(&.0)=0 , Up(K,n)=0 ve Uy(-K,n)=0

olur. Bu degerleri yukarida yerlerine yazarsak;
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V@)= J[o3(x.y:2.2K)+ 03 . y:6,2K)] o 42

elde edilir.

Simdi, ¢oziimde gerekli olan bilgileri elde etmeye ¢aligalim. Green fonksiyonu

G =Lfn
27

snz —sn&

snz — snE
olarak gikartlmigt1.

snxdny + icnxdnxsnycny

snz=sn(X+iy)=
(x+13) 1-sn’ydn’x

. sné dnm +icn dn snm cn
sn =sn(§ +in) = 5 dmn f’ % e
1-sn"ndn-§

= . sné dnn —icn€ dn€ snn cn
sng =sn(€ —in) = S Tll zé E; et
—sn‘ndn“g

formiilleri de kullamilarak,

snxdny +icnxdnxsnyeny sn dnn +icnEdnE snmenn
G =L£n 1-sn’ydn’x 1—sn’n dn’E
21 |snxdny +icnxdnxsnycny sn&dnn—icnédn€snmenn
1-sn’ydn’x B 1-sn’n dn’¢
( snxdny  snfdnm J“( cnxdnxsnycny cnEdnEsnm cnnJ
Golm 1-sn’ydn’x 1-sn’ndn’¢ 1-sn’ydn’x  1-sn’ndn’¢
2n ( snxdny  snfdnn JH[cnxdnxsnycny+sn‘cj,dn§snncnn]
1-sn’ydn’x 1-sn’ndn’g 1-sn’ydn’x  1-sn’ndn’g

elde edilir. Burada,



snx dny sné dnn

- 1-sn’ydn’x 1-sn’ndn’¢

_ cnxdoxsnycny  cn&dnEsnmenn
1-sn’ydn’x  1-sn’ndn’¢

_ cnxdnxsnycny  cn§dnEsnmenn
l1-sn’ydn’x  1-sn’ndn’¢

olsun.

X+iY
X+iZ

1 [X?+iXY-iZX+ZY]

G=—1/n =—£n‘ 2 |

2%

1 [x*+zy  Xv-zX| 1, [X*+YZ) X}(Y-Z)
N ———5 +i——=7—{n + 5

2n | X*+7Z X2+7 | 2n (X2 +Z2)2 (X2 +Z2)

1, [P eyzf x*(v-zy

4| (x2+22f  (X2+27)

-

1 [x*+ox2YZ+ Y222 + X2 (Y2 -2YZ+ 2)
4n (x? +22f

1 X +2XYZ+ Y2722 + X2 Y2 - 2X2Y Z + X2 22
4n i (X2+Z2)2

4n

1, [X4Y22 42 Y2 +x222 |1, XZ(X2+Y2)+Z2(X2+Y2)}
= n
4n (x2 +22f (x2+22f

4n 4n

1 {(X2+Y2)(X2+Zz)}_Lgn[ﬂ}

=—1/In (X2 +Z2)z B X?+7?

49
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olur; yani,

2 2
G =LG[§ﬂ_}

4n | X2+ 22
bulunur.
0 F
() 2y z)-2 bzl o)
oG 1 & X*+Z7) 1 (x2+22)
0 4n X*+Y'  4n X2 +Y?
X*+7? X24+7?

=i[%(xz)+%(Y2)](X2+Zz)—{i(xz)+i(zz)](xz+Y2)

o ot X2 +72
4n (X2 + ZZ)Z X2 +Y?

x> 20c)ez2 2 () x? O (v2)e 22 2 (v2)-x2 2 (x2)-v2 2 (x?)

24 o ok ot o o
2 6 2 2 a 2
T EE )
4n X*+Z22)X2 +Y?)
2 23 0 (2 2 2\ 0 (2 2 2\ @ (o2
L ) 2 2) L)) 22)
d4n (x2+7?)(x> +Y?)
2X(Z2—Yz)%+2Y(X2+Z2)%¥—2Z(X2+Y2)a—z
Tdn X +22 x> +Y?)

dir. Buradan,
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x(z2-v?)Z iy +22) Y _z(x? +v?) %
G, _1 o 08 o8 43
g MK on (x*+2?)(x* +Y?) )
n=2K
yazihr. Ayni sekilde,
X(ZZ—YZ)Q(—+Y(X2+zz)@f—z(x2+yz)§§
oy 1 on on on )
on " 2n (X2 +22)x>+Y?) ’
n=2K

yazilabilir. (4.3) ve (4.4) igin gerekli kismi tiirevler bulunup yerlerine yazilirsa,

0X _ cn&dn&dm (1 —dn€sn’n—2k’sn’n snzég)
o (1 —sn’n dnzg)2

oX

_6_5 |'q=2K

= —cn& dn§

oY _ sn&dn’Esnmenn (dnzgsnzn - 1)— k?sné cn’Esnmenn (snz'r] dn’E + 1)
o€ (1 —sn’n dn2§)2
oY

E ‘q:ZK

OZ _ sn&dn’gsnmenn (dnzgsnzn —1)— k?sn€ cn’Esnmenm (snzn dn’E + 1)
%, (1-sn’ndn’e)
oz,

a_é |n=2K -

bulunur.
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snxdny
=———————5n
I":z'( 1-sn’ydn’x s
v _ cnxdnx sny cny
|"=2K ~ 1-sn’ydn’x
| _ cnxdnx sny cny
=K 1 _sn’ydn’x

(ZZ_Yz) 11_2K =0

2 2
snx dn cnx dnx sny cn
(X2 +22) |, oy =| s | | S
“ —sn’ydn’x l-sn“ydn“x

2 2
(X +Y2 y snxdny2 _nt | + cnxdn)z(snyczzny
"“ 1-sn’ydn’x 1-sn“ydn“x

olur.

Simdi bu bulunanlar (4.3) de yerlerine yazilirsa,

snx dny
————— —sn [0(-cnEdn
(l—sn2ydn2x é] ( 5 é)
_ , )
L enx dn)z( sny <2:ny sm; dny —— cnxdmz(sny (2:ny 0
I-snydn“x [\1-sn“ydn“x 1-sn“ydn“x
cnx dnx sny cny snx dny * (enx dnx sny cny ’
- 2 2 2 2, SNG | + 2 2 0
G | 1 1-sn“ydn“x I 1-sn“ydn“x 1-sn“ydn“x
o " 2n snx dny _snt 2+ cnx dnx sny cny ’
1-sn’ydn’x 1-sn’ydn’x
snx dny ? cnx dnx sny cny ’
| ———5—sn§| + 5 5
I-sn“ydn“x 1-sn“ydn“x
=0 4.5)

bulunur.
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0X _ _snmenmsng (— k? +k’sn’ndn*E + 2dn’n dn2§)

on (1 —sn’n dnzég)z

oX

5; |11=2K =0

oy _ (cnzn dnmcné dné — sn’ndnmcné dné)(l —sn’n dn2§)+ 2sn’nen’ndnmdn’e
on (1 —sn’n dn2§)2

oY

_6; |n=2K = —cn€dng

az (cnzn dnncné dné — sn’ndnmené dné)(l —sn’n dn2§)+ 2sn’ncn’ndnndn’€
on (1 —sn’n dnz‘c:,)2

oz

ET]— |n=2K = cnédné

Yukaridaki esitlikler (4.4) de yerlerine yazilarak (4.6) elde edilir.

_smxdny e 0.
1-sn“ydn“x

1-sn’ydn’x 1-sn’ydn’x 1-sn’ydn’x

-

_ ) 2
L enx dnx sny cny [ snx dny sn@J N (cnx dnx sny cny) (—cng dnt)
- snéj

_ enxdnx sny cny ( snx dny

2 2
dny N cnx dnx sny cny ont dnt
l1-sn“ydn“x

oG | l-sn’ydn’x 1-sn’ydn’x

on " 2m K snx dny _Sngjz_l_(cnxdnxsnycnyjz}

1-sn’ydn®x 1-sn’ydn’x
snx dny _snt ’ L[ enx dnx sny cny ’
1{1-sn’ydn’x 1-sn’ydn’x

cnx dnx sny cny ent dné
oG | 1 1-sn’ydn’x 4.6)
on " on [ snx dny sn@Jz +(cnxdnxsnycnyJ2

1-sn’ydn’x 1—sn’ydn’x

Simdi (4.5) ve (4.6)’y1 (4.2) de yazalim.



Lo

K1

0T

ot

O =y R
|

n
1-sn’ydn’x

cnx dm: sny (2:ny onE dnt
1 l-sn“ydn“x

T soxdny
1-sn’ydn’x

1-sn’ydn’x

cnx dnx sny cny
1-sn’ydn’x

snx dny [ cnxdnx sny cny ’
sntydnix 0 7 1-sn’ydn’x

1-sn’ydn’x
cnx dnx sny cny

cnédné

cné dn
1 1-sn’ydn’x Sans

2 2
Snéj + (cnx dnx sny cny)

1-sn’ydn’x

Tf snxdny
1-sn’ydn’x

cnx dn>2( sny <2:ny i
1-sn”ydn“x

2 2
SHQJ N (cnx dnx sny cny]

1-sn’ydn’x

snx dny

cnx dnx sny cny

cné dn
1 1-sn’ydn’x Sdng

L snx dny ’ cnx dnx sny cny ?
PR R -sn& | + —3 >
1-sn“ydn“x 1-sn“ydn“x

cnx dnx sny cn
j—zdlzl-cnéﬁé
—sn“ydn“x
snx dny _snf 2+ cnx dnx sny cny ?
1-sn’ydn’x 1-sn’ydn’x

cnx dmZ( sny c2:ny con dné
1-sn“ydn“x

dg

dé +

dg

_1
T

!

dé -

snx dny
(l—snzydnzx
cnx dnx sny cny
1 1-sn’ydn*x

2 2
—SnéJ _I{cnxdn)z(sny(z:ny)
I-sn“ydn“x

cnédné

snx dny

dg

o
1-sn’ydn’x

2 2
st | + cnx dn)2< sny <2:ny
1-sn”ydn“x

2 2
sn‘c:,] N (cnx dnx sny cny]

dg

54
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cnxdm;sny fny cné dné
? l1-sn“ydn°x
K

1
;_ 2
snx dny —sng | + cnx dm: sny <2:ny
1- X 1-sn“ydn*x

7 48

ve

e
U,(z)=— .[

o 2
smg dny2 _snE | + cnxdm;sny Sny
I-snydn’x I-sn“ydn°x

7 48

olmak iizere, (4.7) esitligini,
U(2) =U,(2)-U,(z) seklinde yazalim.

snx dny
1-sn’ydn’x

Bu durumda,

1 cnxdnxsnycny —du
UI(Z):_n— 1-sn’ydn’x J 2
u?+ u
cnx dnx sny cny
1-sn’ydn?x

olur. Ayni sekilde,

-snf =u olsun. Buradan  cn€dné d€ = —du bulunur.

35

(4.8)

(4.9)
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1 cnxdnxsnycn
U (z)=—— Yo

du
n 1-sn’ydn’x /

cnx dnx sny cny ’ u
TR +1
l1-sn“ydn“x cnx dnx sny cny
1-sn’ydn’x
bulunur. Burada,
u =t ise du=% dnx sny cny dt dir.
cnx dnx sny cny

1-sn’ydn’x
1-sn’ydn’x

Bu bilgiler kullanilarak,

1 cnxdnxsnycn 1-sn’ydn’x
U@=-— L

[cnxdnxsnycny) dt
n 1-sa’ydn’x J t? +1

=—lj zdt =—~1—arctant=—-1—arctan -
T t°+1l 0w T cnx dnx sny cny
1-sn’ydn’x
0
snx dn
2 yz —sng
1 I1-sn“ydn“x
= ——arctan
T cnx dnx sny cny
1-sn’ydn’x

-K
elde edilir.

snK =1 ve sn(—K)=-1 degerleri kullanilir, gerekli iglemler yapilir ve aym sekilde
U, (z) de hesaplanirsa,

—l<snx <0

-K<x<0 ve y=0 iken 0<snx+1<1

oldugundan,
—-2<snx—-1<-1
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Cen? 2 ]
— % arctan snx dny _ arctan snxdny —sn“ydn“x +1
1 cnx dnx sny cny cnx dnx sny cny
U(2) = = dn . s (4.10)
+ arctan| 5™ y+sn‘ydn“x -1
i cnx dnx sny cny
elde edilir. Benzer sekilde,
0<snx <1
0<x<K ve y=0 iken I<snx+1<2 oldugundan,
—1<snx-1<0
- e -
2arctan( Znn);dny J_arctan(snxdnyd sn“ydn x+1]
1 cnx dnx sny cn cnx dnx sny cn
U@=— 5 d 2ydn2 1 il @411
+ arctap| SPXdny +sn”ydn"x —
i cnx dnx sny cny ]
bulunur. Diger yandan,
-K<x<K ve O<y<2K iken
~ I -
2arctan( andny ]_arctan(snxdnydns: ydn x+1)
cnx dnx sny cn cnx dnx sny cn
U(z):l yew yew (4.12)
T snx dny +sn’ydn’x —1
—arctan
i cnx dnx sny cny ]

bulunur. Biitiin bu iglemlerin sonucunda fonksiyon agagidaki gibi diizenlenebilir:
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[T ]
_9 arctan( snx dny J 3
cnx dnx sny cny

+], —K<x<0, y=0ise

|-

Cen? 2
arctan(snany sn“ydn x+1)

cnx dnx sny cny

arctan|
( cnx dnx sny cny

( snx dny J
2 arctan —
cnx dnx sny cny
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arctan| S dny +sn’ydn’x —1
L L cnx dnx sny cny

4.2. (4.1) Probleminin Degiskenlere Ayirma Metoduyla Coziimii

Bu kisimda (4.1) problemi, degiskenlerine ayirma metodu kullanilarak ¢oziilecektir.

Coziim V(x,y) ile gosterilecektir:
V(x,y) = X(x)-Y(y) (4.14)

Burada X(x), Y(y) sirasiyla X ve y’nin fonksiyonlart olup bunlar1 hesaplamaya

calisacaBiz. Bu sebeple bu metoda degiskenlere ayirma metodu adi verilmektedir.



2 2 2 2
OV, OV _y ZXY=X"Y (ZyY:XY”
XY +Y"X=0= -2 :‘; _a

= X"+AX=0, Y'-AY=0

X"+2X=0 = m’=-A m=+iJA

X = Acos+/A x +Bsin/A x

X(K) = Acos,[AK +Bsiny/AK =0
X(-K) = Acos,/A K —Bsinv/AK =0
(4.16) ve (4.17) toplanirsa

2A COS\/X K=0 = A=0 bulunur. Buradan da,
X= Bsin«/x X  bulunur.
X(K)=0 olmasim tekrar kullanirsak BsinvVAx =0,

B#0 = sinyAK=0 3(:% - p=2T

X,(x)=B, sin = x
K

elde edilir. Ayni gekilde,

Y'-AY=0 = m’=A m=t+A denklemi igin,

L2....
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(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)
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Y, (y)=C, cosh£73y+Dn sinhﬂy (4.19)
K K
bulunur. Bulunanlar (4.14) de yerine yazilirsa,
V. (x,y)=B, sin?{—nx (C, cosh%y +D, sinhEKEy) elde edilir.
V, (x,0) = 0 sinir sart1 kullanilarak,

B, sin 2 x (C, coshn—Igo +D, sinh%O) ifadesi, buradan da

B sineexC,=0 = B, #0 = C, =0 degerleri bulunur.
V. (x,y)=B, sinn—nan sinhﬂy veya kisaca ,
’ K K
nn nmn
V. (x,y) =E, sin—xsinh— 4.20
NeS) K Y (4.20)
esitligi ya da,
V(x,y) = iEn sinﬂxsinhﬂy (4.21)
n=1 K K

yazilabilir. Daha sonra asagidaki islemler yardimiyla

-K<x<K 2L=2K = L=K

V(x2K) =1 = iE“sin%xsinh%zK=f(x)=1
n=l1
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1

E, =E_—r1m—2_lz ‘[( 1.sin 22X dx
sinh K

11 (—21() o |
E, =—— ) 4 cos—x
K sinh2nmn \ nm K |

1 2K nn
=—————/cos—K-1
K sinh(2nm).nn K
2

=—————— (cosnn—1)
nrsinh(2nw)

4

bulunur. Bger n =2k = E, =0, n=2%k-1 = K = 5 G0k-1)
— 1)TSI -

olur. Sonug olarak E,, degeri (4.21) *de yerine yazilirsa

sinh 2k —nx

4 o < . (k-Dmy
V(X,y)=— 2
oY) = e T smhek—Tm) K (%22

bulunur.

4.3. Bulunan Coziimlerin Karsilagtiriimasi

Bu bosliimde (4.1) problemi igin her iki yontemle bulunan ¢6ziimler kargilagtirimistir.
Burada, Dirichlet probleminin eliptik fonksiyonlar cinsinden ¢dziimiinii U(x.y),

degiskenlerine ayirma metoduyla ¢oziimiinii ise V(X,y) ifade etmektedir.



Tablo 4.1. U(x,y) ve V(x,y)’nin (-K <x <0, y =107")’e gore sonuglari

X y U(x,y) V(x,y)
-1.50 107° 8.940 x 10 -1.359x 107°
-1.49 10 6.923 x 10" -1.728 x 107°
-1.47 10 5.647x 107° -2.095x 107"
-1.45 1010 4.763 x 107"° 2.459x107°
-1.43 10° 4.112x101° 2.819x 107
-1.41 10 3.612x 107 3.174x 107
-1.39 10 3214 x 10 3.524 x 10
-1.37 107° 2.890 x 1071° -3.869 x 107"°
-1.35 101 2.621 x 10°71° 4208 x 107'°
-1.33 101° 2.392x 10 4.540 x 107"
-1.31 107 2.195x 107" -4.864 x 107
-1.29 101 2.024 x 107° -5.182x10™
-1.27 10" 1.873 x 10°71° -5.491 x 107°
-1.25 1010 1.738 x 107 -5.791 x 107°
-1.23 10" 1.618 x 107" -6.082 x 107"
-1.21 107 1.509 x 107° -6.364 x 107°
-1.19 10" 1.410x 10 -6.636 x 107"
-1.17 101 1319 x 107 -6.897 x 107°
-1.15 107 1234 x107° -7.147 x 107
-1.13 107 1.157 x 107 -7.386 x 107"
-1.11 10° 1.084x 10" -7.614x 107
-1.09 10" 1.016 x 107 -7.829 x 107"
-1.07 107 9.513 x 10 -8.032x 10
-1.05 10" 8.905 x 107" -8.222 x 107
-1.03 10 8.327x 10" -8.400 x 107
-1.02 107 8.047 x 10" -8.484 x 107
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0,5
0,25 . —

U(x,y) 0

- == V(xy)

20,25 b

0,5

-1,51 -1,41 -1,31 -1,21 -1,09
X

Sekil 4.1.U(x,y) ve V(X,y) nin (-K <x <0, y=10"")¢ gore degisimi.

Tablo 4.1°de bolgenin negatif alt kenari (-K <x<0, y=10"") iizerindeki
degerler incelenmistir. U(X,y) fonksiyonunda paydanin sifir olmasi hesaplamalarda problem
yaratacag1 igin y degeri igin sifir yerine sifira gok yakin olan 107'° degeri alinmustir.

Tablodaki degerler Sekil 5.1 ’de grafik tizerinde gosterilmigtir. Tablo ve grafik
incelendiginde her iki yontemle bulunan degerlerin birbirleriyle neredeyse gakistiklart agik¢a

goriilmektedir.
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Tablo 4.2. U(x,y) ve V(x,y) *nin (-K <x <0, y = 1)’e gore sonuglar1

X y U(x,y) V(x,y)
-1.4 1 -0.006 -0.006
-1.2 1 -0.014 -0.012
-1.0 1 -0.025 -0.016
-0.8 1 -0.041 -0.017
-0.6 1 -0.064 -0.016
-0.4 | -0.083 -0.012
-0.2 1 -0.068 -0.007

0 I 0 0

0,5
0,25
o ~_—__=—______:“:_:‘-:- R R
V(x,y)
-0,25
-0,5
-1,5 -1 0,5 0
X

Sekil 4.2. U(x,y) ve V(x,y) ’nin (—K <x <0, y = 1)’e gore degisimi.

Tablo 4.2’de bolge igerisinde (—K<x<0, y = 1) iizerindeki degerler
incelenmistir. Tablodaki degerler Sekil 4.2 *de grafik iizerinde g6sterilmistir. Tablo ve grafik
incelendiginde her iki yontemle bulunan degerlerin birbirlerine ¢ok yakin olduklar

anlagilmaktadir.
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Tablo 4.3. U(x,y) ve V(X,y) ’nin (-K <x <0, y = 1.5)’ e gére sonuglar

X y U(x,y) V(x,y)
-14 1.5 -1.201 x10™° —0.017
-12 1.5 -2.452 x107'° —0.032
-1.0 1.5 -3.582 x107"° —0.043
-0.8 1.5 -4.643 x107'° —0.047
-0.6 1.5 -5.992 x107'° —0.043
—04 1.5 -9.310 x10™° -0.033
-02 1.5 -2.904 x107"° —~0.018
0 1.5 0 0
0,5
0,25 - N T—
Uxy) 0 _
-—-Vxy)| | T TTrTTToTToTT
0,25
0,5
1,5 -1 0,5 0
X

Sekil 4.3. U(x,y) ve V(x,y)’nin (- K <x <0,y = 1.5)’ e gore degisimi.

Tablo 4.3te bolge igerisinde (—-K <x<0, y = 1.5) iizerindeki degerler
incelenmistir. Tablodaki degerler Sekil 4.3’te grafik iizerinde gosterilmistir. Tablo ve grafik
incelendiginde her iki yontemle bulunan degerlerin birbirlerine ¢ok yakin oiduklan

anlagiimaktadir.
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Tablo 4.4. U(x,y) ve V(X,y)’nin (-K<x <0, y = 3.166)’ ¢ gore sonuglar

X y U(x,y) V(x,y)
-14 3.166 995 -1.012
-1.2 3.166 998 -1.004
-1 3.166 998 -1.001
0.8 3.166 998 -0.999
0.6 3.166 998 -0.997
0.4 3.166 998 -0.994
0.2 3.166 -996 -0.986
0 3.166 -1.094 x10°" -3.239 x107™
0
0,2
(. AN, .
U(x.y) o]
———V(xy)
0,8
. YA
1,2
1,5 -1 0,5 0
X

Sekil.4.4. U(x,y) ve V(x,y)’nin (-K <x <0,y = 3.166)’ e gore degisimi.

Tablo 4.4’te bolgenin iist kenar1 (K < x < 0, y = 3.166) iizerindeki degerler
incelenmigtir. Tablodaki degerler Sekil 4.4°te grafik iizerinde gosterilmistir. Tablo ve grafik

incelendiginde her iki yontemle bulunan degerlerin neredeyse ¢akistiklan gériilmektedir.



Tablo 4.5. U(x,y) ve V(x,y)’nin (0 <x <K,y =107"")’e gore sonuglar

X y U(x,y) V(x,y)
0.01 1071° -6.302 x10° 1.873 x107
0.10 1070 -5.705 x107'° 1.861 x10™"
0.19 10710 -2.661 x107'° 3.476 x107°
0.28 1071° -1.551 x107° 4980 x107"3
0.37 10710 -9.579 x10™" 6.325 x10™"
0.46 107 -5.744 x107™"! 7.470 x10"
0.55 10710 -2.926 x10! 8.376 x107"
0.64 10710 -6.383 x107™2 9.016 x107"®
0.73 1071 1.383 x10™! 9.369 x10™"?
0.82 10710 3.313 x10™" 9.424 x10°"
0.91 107 5.301 x10™" 9.178 x10™"*
1.00 107'° 7.507 x10™"! 8.641 x10™
1.09 1071 1.016 x10°'° 7.829 x107'?
1.18 10°1° 1.363 x10°'° 6.767 x10°"2
1.27 1010 1.873 x107"° 5.491 x10™
1.36 1071° 2.750 x107"° 4.039 x107"
1.45 1071° 4.763 x107"° 2.459 x107'2
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0,1
0,05
—Ux,y)
——=V(xy)
0,05
0,1
0 0,5 1 1,5
X

Sekil 4.5. U(x,y) ve V(x,y)’nin (0 <x <K,y =107"")’e gore degisimi.

Tablo 4.5°te bélgenin pozitif alt kenart ( 0 < x < K,y =107"") iizerindeki degerler
incelenmistir. U fonksiyonunda paydanin sifir olmast hesaplamalarda problem yaratacag:
icin y degeri igin sifir olmayan ama sifira ¢ok yakin olan 10" degeri alinmustir. Tablodaki
degerler Sekil 4.5°te grafik iizerinde gosterilmigtir. Tablo ve grafik incelendiginde her iki

yontemle bulunan degerlerin neredeyse gakistiklar goriilmektedir.
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Tablo 4.6. U(x,y) ve V(x,y) *nin (0 <x <K,y =1) ’e gére sonuglart

X y U(x,y) V(x,y)
1 0 0

0.1 1 0.039 0.003
0.2 1 0.068 0.007
0.3 1 0.083 0.010
0.4 1 0.083 0.012
0.5 1 0.075 0.014
0.6 1 0.064 0.016
0.7 1 0.052 0.017
0.8 1 0.041 0.017
0.9 1 0.032 0.017
1.0 1 0.025 0.016
1.1 1 0.019 0.014
1.2 1 0.014 0.012
1.3 1 0.010 0.009
1.4 1 0.006 0.006

1

0.5 |-
U(x,y) R B
———V(xy)
-0,5
-1

0,00 0,30 0,60 0,90 1,20

X

Sekil 4.6. U(x,y) ve V(x,y) ’nin (0 <x <K, y = 1) ’e gére degisimi.

Tablo 4.6°da bolge igerisinde ( 0 <x <K, y = 1) iizerindeki degerler incelenmistir.

Tablodaki degerler Sekil 4.6°da grafik iizerinde gosterilmigtir. Tablo ve grafik



70

incelendiginde her iki yontemle bulunan degerlerin birbirlerine ¢ok yakin hatta bazi

noktalarda esit olduk!art goriillmektedir.

Tablo 4.7. U(x,y) ve V(x,y) ’nin (0 <x <K, y = 1.5)’e gore sonuglari

X y U(x,y) V(x,y)
1.5 0 0

0.1 1.5 8.877 x10™ 0.009
0.2 1.5 2.904 x10™ 0.018
0.3 1.5 1.424 x10™ 0.026
0.4 1.5 9.310 x10° 0.033
0.5 1.5 7.155 x10° 0.039
0.6 1.5 5.992 x107 0.043
0.7 1.5 5.234 x10°° 0.046
0.8 1.5 4.643 x107 0.047
0.9 1.5 4.110 x10° 0.045
1.0 1.5 3.582 x10” 0.043
1.1 1.5 3.032 x10° 0.038
12 1.5 2.452 x10° 0.032
1.3 1.5 1.840 x10° 0.025
1.4 1.5 1.201 x10° 0.017
1.5 1.5 5.456 x10” 0.008
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T T ——

1 1,6

Sekil 4.7. U(x,y) ve V(X,y) *nin ( 0 <x <K, y = 1.5)’e gore degisimi.

Tablo 4.7°de bolge igerisinde ( 0 < x <K, y=1.5) lizerindeki degerler incelenmistir.

Tablodaki degerler Sekil 4.7°de grafik iizerinde gOsterilmigtir. Tablo ve grafik

incelendiginde her iki yontemle bulunan degerlerin birbirlerine ¢ok yakin olduklar

goriilmektedir.



Tablo 4.8. U(x,y) ve V(x,y) nin (-K<x<K, y=3.166)’e gére sonuglari

X y U(x,y) V(x,y)
-1.583 3.166 0.002 —9.535.10°"5
-1.4 3.166 -0.995 -1.012
1217 3.166 -0.998 -1.004
-1.034 3.166 -0.998 -0.994
-0.852 3.166 -0.998 -1.006
-0.669 3.166 -0.998 -1
-0.486 3.166 -0.998 -0.995
-0.303 3.166 -0.997 -1.012
-0.121 3.166 -0.993 -0.991
0.062 3.166 -0.987 0.975
0.245 3.166 -0.997 1.015
0.428 3.166 0.998 0.995
0611 3166 | 0.998 0.999
0.793 3.166 0.998 1.006
0.976 3.166 0.998 0.995
1.159 3.166 0.998 1.002
1.342 3.166 0.996 1.011
1.524 3.166 0.985 0.95
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—Ux,y)
-~ = V(x,y)

Sekil 4.8. U(x,y) ve V(x,y) ’nin (-K <x <K, y =3.166)’e gbre degisimi.

Tablo 4.8°de bdlgenin alt kenan (—K < x <K, y = 3.166) incelenmistir. Tablodaki
degerler Sekil 4.8’de grafik iizerinde gosterilmistir. Tablo ve grafik incelendiginde her iki

yontemle bulunan degerlerin birbirlerine ¢ok yakin olduklar1 rahatga anlagiimaktadr.
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BOLUM 5
SONUC VE TARTISMA

Bu galigmada, Laplace (aym1 zamanda Poisson) diferansiyel denkleminin (i¢) Dirichlet
problemi, dikdortgen ve elips bolgeler igin ¢oziilmiis ve dikdortgen bélgede (i¢) Dirichlet

problemine bir uygulama verilerek yontem pekistirilmigtir.

Boliim 2°de, problemin ¢dziimiine iligkin temel kavramlar olan eliptik fonksiyonlar,
eliptik integraller, konform doniisiim, Riemann doniisiim teoremi ve Green fonksiyonu

hakkinda bilgi verilmistir.

Boliim 3’de, reel ve kompleks diizlemde, 6nce Schwarz-Christoffel ve bazi konform
déniigtimler kullamlarak, z-diizlemindeki bir dikdortgen bolgeyi w-diizlemindeki birim
g¢embere doniistiiren fonksiyon eliptik fonksiyonlar cinsinden ifade edilmis ve bu déniisiim
fonksiyonu ile Green fonksiyonu arasinda baglanti kurularak dikddrtgen bolge igin Dirichlet
probleminin ¢6ziimii eliptik fonksiyonlara dayandirilmigtir. Daha sonra elipsin iist yar
diizleme doniisiimiinii elde etmek igin, elipsin i¢inin ¢emberin igine doniigiimii ile birim
¢emberin iginin iist yar diizleme doniigiimiiniin bileskesi alinmigtir. Doniisiim fonksiyonu
eliptik fonksiyonlar cinsinden ifade edilmis ve Green fonksiyonu ile arasinda baglanti
kurularak elips bolge igin Dirichlet probleminin ¢0ziimii eliptik fonksiyonlara
dayandirilmigtir. Doniigiimlerin ¢ikariimas: sekillerle de desteklenmistir. Bunlar yapilirken;
eliptik fonksiyonlar, eliptik integraller, konform déniisiim, Riemann doniisiim teoremi ve

Green fonksiyonlar ile ilgili temel kavramlardan yararlanilmigtir.

Boliim 4°de, Dirichlet probleminin eliptik fonksiyonlar cinsinden ¢6ziimiine iliskin bir
uygulama verilmigtir. Bu uygulama, degiskenlere ayirma metodu kullanilarak da
¢oziilmiigtiir. Boylece ¢ikan sonuglart kargilagtrmak miimkiin olmustur. Karsilastirma
yapilirken, Mathcad bilgisayar paket programindan yararlanilmigtir. Bulunan hassas

sonuglarin ne denli tutarli oldugu tablo ve grafiklerle de gosterilmistir.

Bu ¢aligmada, kullandigimiz yontemin en o©nemli avantaji, sonucun eliptik
fonksiyonlar cinsinden elde edilmesidir ¢iinkii baz1 fizik ve mithendislik problemlerinde
¢oziimiin eliptik fonksiyonlar cinsinden ifade edilmesi uygulamada kolayliklar

saglamaktadir. Bu yontemin dezavantaji ise, istenilen bolgedeki Laplace (ayn1 zamanda
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Poisson) diferansiyel denkleminin (i¢) Dirichlet probleminin ¢6ziimii i¢in gerekli olan Green
fonksiyonu ile eliptik fonksiyonlarin integralleri ve tiirevlerinin bulunmasinin zorlugudur.
Bu her zaman ¢ok kolay olmayabilir. Bu gibi durumlarda (Bryd, 1954; Cayley, 1961)

kaynaklarindan yararlanilabilir.

Bundan sonraki ¢alismalarda, dikdortgenin ve elipsin dis1 ile liggen ve ¢okgen gibi
benzer bolgelerdeki Laplace (ayn1 zamanda Poisson) diferansiyel denkleminin Dirichlet
problemi eliptik fonksiyonlar cinsinden ¢oziilerek fizik ve miihendislikteki bu tip

problemlerin ¢dziimlerine katki saglanabilir.
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