MODULER GRUPLAR ve BAZI ALT
GRUPLARI

SELIM ERTAS
Yiksek Lisans Tezi

Orta Ogretim Fen ve Matematik Alanlari Egitimi Ana Bilim Dali
Prof. Dr. Ugur S. KIRMACI
2011
(Her Hakk: Sakhdir)



T.C.
ATATURK UNIVERSITESI
EGITIM BILIMLERI ENSTITUSU
ORTA OGRETIM FEN VE MATEMATIK ALANLARI
EGITIMI ANA BILIM DALI
MATEMATIK EGITIMI BILIM DALI

MODULER GRUPLAR VE BAZI ALT GRUPLARI
(Modular Groups and Some Subgroups)

Selim ERTAS

YUKSEK LISANS TEZI

Danigman: Prof. Dr. Ugur S. KIRMACI

ERZURUM
Aralik, 2011



KABUL VE ONAY TUTANAGI

Prof. Dr. Ugur S. KIRMACI damgmanhginda Selim ERTAS tarafindan
hazirlanan ”Modiiler Gruplar ve Bazi Alt Gruplar1” baglikli galisma ../../.... ta-
rihinde yapilan savunma sinavi sonucunda basarili bulunarak jlirimiz tarafindan
Orta Ogretim Fen ve Matematik Alanlar1 Egitimi Anabilim Dali 'nda Yiiksek

Lisans Tezi olarak kabul edilmistir.

Jiiri Uyesi: Prof. Dr. AHMET ISIK Imzac...cococeei.,
Jiiri Uyesi: Prof. Dr. M. EMIN OZDEMIR Imza:.....cc........

Jiiri Uyesi: Prof. Dr. UGUR S. KIRMACI Imzac....cco.......

Yukaridaki imzalarin adi gegen ogretim tiyelerine ait oldugunu onaylarim.

o]

Prof. Dr. H. Ahmet KIRKKILIC
Enstiti Mudiiri



TEZ ETIK VE BILDIRIM SAYFASI

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum "MODULER GRUPLAR ve BAZI
ALT GRUPLARI” baglikh ¢aligmanin tarafimdan bilimsel ahlak ve geleneklere
aykiri diisecek bir yardima bagvurmaksizin yazildigini ve yararlandigim eserlerin
kaynakcada gosterilenlerden oldugunu, bunlara atif yapilarak yararlanilmig

oldugunu belirtir ve onurumla dogrularim.

Tezimin kagit ve elektronik kopyalarinin Atatiirk Universitesi Egitim Bilimleri
Enstitiisii argivlerinde agagida belirttigim kogullarda saklanmasina izin verdigimi

onaylarim.

Lisansiistiit  Egitim-Ogretim  yonetmenliginin  ilgili maddeleri uyarinca

gereginin yapilmasini arz ederim.

0] Tezimin tamami her yerden erigime acilabilir.

O Tezim sadece Atatiirk Universitesi yerlegkesinden erisime acilabilir.

0] Tezimin... y1l siireyle erisime agilmasini istemiyorum. Bu siirenin sonunda
uzatma icin bagvuruda bulunmadigim taktirde, tezimin tamami her yerden

erisime agilabilir.

o]

ii



OZET

YUKSEK LISANS TEZI

MODULER GRUPLAR ve BAZI ALT GRUPLARI

Selim ERTAS

2011, 50 sayfa

Bu calismanin amaci, genel olarak modiiler gruplari, modiiler gruplarin bazi alt
gruplar1 ve bazi normal alt gruplar1 karakterize etmekdir.

Birinci boliimde diger boliimler i¢in gerekli olan gruplar, alt gruplar ve ozellikleri
hakkinda bilgi verilmistir. Ikinci boliimde, modiiler gruplar, alt gruplar ve temel
bolgeleri kavramlar: verilmistir. Ayrica bu béliimde baz 6zel alt gruplar: ince-
lenecek, karakterizasyonlar: ve temel bolgeleri tanimlanacaktir. Uciineii bolitmde,
2l mertebeli homojen polinomlarin otomorfik yapilari, modiiler formlarini
ve bunlarla ilgili uygulamalardan bahsedilmistir. Dordiincii béliimde ise, bir
modiiler grubun normal alt gruplar: incelenmis ve bunlarin bir uygulamasi olarak

m = 6 i¢in bir karakterizasyon tanimlanmigtir.

Anahtar Sozciikler: Modiiler gruplar ve modiiler gruplarin alt gruplar:
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ABSTRACT

MASTER’S THESIS

MODULAR GROUPS AND SOME SUBGROUPS

Selim ERTAS

2011, 50 pages

The aim of this study is to characterize modular groups, some subgroups of
modular gropus and some normal subgroups generally.

In the first chapter, general information about groups, subgroups and their prop-
erties which are necessary for the other chapters are given. In the second chapter,
the explanations of modular groups, subgroups and fundamental regions are de-
fined. In addition, some special subgroups are investigated and characterization
and fundamental regions of these subgroups are defined in this chapter. In the
third chapter, automorphic structure, modular forms of the homogeneous poly-
nomials of degree 21 and their applications are mentioned. In the fourth chapter,
normal subgroups of a modular group are investigated, and as an application of

these subgroups, the characterization for m=6 is defined.

Key Words: Modular groups and subgroups of modular groups

v



ON SOz

Lisansiistii egitimim stiresince degerli bilgi ve deneyimlerini esirgemeyen, her
zaman ve her konuda bana yol gosteren cok degerli hocam Prof. Dr. Ugur S.
KIRMACT ya igtenlikle tesekkiir ederim. Ayni zamanda tez juri iiyeleri olan
saygideger hocalarim Prof. Dr. Ahmet ISIK ve Prof. Dr. M. Emin Ozdemir’e teze
olan katkilarindan dolay1 tesekkiir ederim. Ayrica tiim yasamim boyunca oldugu
gibi yiikses lisans ¢aligmamda da yogun caligma temposu igerisinde desteklerini

her zaman hissettigim aileme tegekkiir ederim.

Erzurum-2011 Selim ERTAS



ICINDEKILER

TEZ KABUL VE ONAY TUTANAGI ..ot i
TEZ ETIK VE BILDIRIM SAYFAST ....ooiiiiiiiioooooeeeeeeeeeeeeeee ii
OZET oo iii
ABSTRACT ..o iv
ON SOZ oo v
ICINDEKILER DIZINT .o vi
SIMGELER VE KISALTMALAR ......ooooiooiiieeoeoeeoeeoeeeeeeeeeeeee viii

BIRINCI BOLUM

1. GIRIS 1
Tl GIUPLAT ..o e e 1
1.2 Topolojik Doniigim Gruplari..........oooooiiiiiii )
1.3 MObius DONUSUIMIETT ... 6
IKINCI BOLUM
2. MODULER GRUPLAR VE BAZI ALT GRUPLARI 10
2.1 ModUler GIUPIAT. ... 10
2.2 Modiiler Grubun Temel BOIgesi ... 15
2.3 Modiller At Gruplar...........oovieiiiiiiiiee e 20
2.4 Baz1 Ozel Modiiler Alt Gruplarm Temel BOIgesi.......o.oovvoveveioveioeeeeeeeeeeeee. 23
2.4.1To(q) Alt Grubu ve Temel BOIgesi.......ccoveiriiiiiiiiiiiiiiiiiiceeee 25
2.4.2 I'[2] Esas Kongruans Alt Grubu i¢in Esas Bolge...........ccccooceinnae 30
24371 :=T[2]UTI'[2]T Teta Grubunun Temel Bolgesi.........cccccevvurnnnins 31
2447, :=T2IUTRIUTUT[2)(UT)?* Alt Grubu ve Temel Bolgesi.......33

vi



UCUNCU BOLUM

3. 2 DERECELI HOMOJEN POLINOMLARIN UZAYINDA OTO-

MORFIK VE MODULER FORMLAR 35
3.1 Genel Bilgiler.........uviiiiiiiiiiiii e 35
3.2 I'(1)” in Temsili ve Homojen Polinomlar.............cccoooiiiiiiiiiiniiie 37

DORDUNCU BOLUM

4. T’ NIN NORMAL ALT GRUPLARININ KARAKTERIZASYONU

44
4.1 T7 min Normal Alt Gruplari..........ooooiiiiiiiiieee e 44
4.2 A(6) Normal ALt Grubul......oooiiiiiiiiiiiii e 45
KAYNAKLAR e 48
OZ GECMIS oo, 51

vil



SIMGELER VE KISALTMALAR

N Dogal sayilar kiimesi
Q Rasyonel sayilar kiimesi

Tamsayilar kiimesi

AL G A, G grubunun altgrubu

Hy Ust yan diizlem

Ker(f) f homomorfizmasimin g¢ekirdegi
Im(f) f homomorfizmasimn goriintiisi

fla f homomorfizmasimin A grubuna kisitlanis

viii



BIRINCI BOLUM

1 ciris

Bu bolimde caligmamiz igin gerekli olan bazi temel kavramlar ve bazi temel
teoremleri verecegiz. Ik olarak modiiler gruplar i¢in gerekli olan grup tanimlar:

ve ozellikleri verilecektir.

1.1 Gruplar

Tanmim 1.1.1 (Hungerford, 1976) G bos olmayan bir kime ve . da G iizerinde
tanamly bir ikili islem olsun. Eger asagqidaki sartlar saglanyorsa (G,.) sistemine

bir grup denar.

(i) Her a,b € G igin a.b € G dir.(Kapallik Ozelligi)

(i3) Her a,b,c € G i¢in, (a.b).c = a.(b.c) dir. (Birlesme Ozelligi)

(1ii) Her a € G i¢in, a.e = e.a = a olacak sekilde bir e € G vardwr. (Birim eleman
ozelligi)

(tv) Her a € G ig¢in, a.b = b.a = e olacak sekilde bir b € G vardwr. (Ters eleman

ozelligi)

Tanim 1.1.2 (Hungerford, 1976) G bir grup olsun. Her a,b € G i¢in, a.b = b.a

ise G’ ye degismeli grup denir.

Teorem 1.1.3 (Hungerford, 1976) (G,.) bir grup olsun.

(1) G’ nin birim elemana tektir.
(ii) Her elemanin tersi tektir.

(i17) Her (a™Y)~t = a dr.
(

iv) Her a,b € G igin (a.b)™ =b"t.a™! dir.

Tanim 1.1.4 (Hungerford, 1976) Bir G grubunun elemanlarinin sayisina G’ nin

mertebesi denir ve | G | ile gosterilir.



Tanim 1.1.5 (Hungerford, 1976) G bir grup ve a € G olsun. a" = e olacak
sekilde bir en kicuk pozitif n dogal sayist varsa bu sayya a’ min derecesi denir ve

| a | ile gdsterilir. Boyle bir n sayist yoksa | a |= oo yazilr.

Tanim 1.1.6 (Hungerford, 1976) G bir grup ve a € G olsun. < a >= {a"
n € Z} kiimesine a tarafindan tretilen grup denir. a elemamna < a > grubunun
trete¢ elemans denir. Eger G =< a > olacak sekilde bir a € G elemans varsa G’

ye devirly grup denir.

Tanmim 1.1.7 (Hungerford, 1976) G bir grup ve H de G’ nin bos olmayan bir
altkumesi olsun. Eger H kumesi G de tanimlanan grup islems ile bir grup oluyorsa

H’ ye G nin altgrubu denir ve H < G ile gosterilir.

Teorem 1.1.8 (Hungerford, 1976) G bir grup ve ) # U C G olsun. U’ nun alt

grup olmasy igin gerek ve yeter kosul her a,b € U igin a.b=* € U olmasidar.

Tanim 1.1.9 (Hungerford, 1976) G bir grup, H ve K da G’ nin bos olmayan

1kt altkumesi olsun.

(i) HK = {hk : h € H,k € K} kiimesine H ile K’ mn ¢arpimi denir. H + K =
{h+k:heH ke K} kimesine H ile K’ nin toplama denir.
(it) H'={h™' : h € H} kiimesi H’ mn ters kimesi denir.

Yardimci1 Teorem 1.1.10 (Hungerford, 1976) G bir grup A, B,C,D C G ol-

sun. Bu kiimeler uzerinde tanimlanan ¢carpma islemi asagidaki 6zelliklere sahiptir.

(i) A(BC) = (AB)C

(ii) (AB)™' = B71A™!

(1it) AC Bve C C D ise ACC BD
(iv) AC Bise A~' C B!



Tanim 1.1.11 (Hungerford, 1976) G bir grup ve ) # K C G olsun. G’ nin K’
Y1 i¢ceren butin alt gruplarinan arakesitine K tarafindan tretilen alt grup denir ve

< K > 1le gosterilir. Yani,

<K>=(|{H:H<GKCH}

Eger < K >= G ise, K’ ya G nin trete¢ kimesi veya doguray kiimesi denir.

Yardimci Teorem 1.1.12  (Hungerford, 1976) G bir grup, ) # K C G
olsun. < K > altgrubu K daki elemanlarin kuvvetlerinin carpimlarindan olusan

ktimedir; yant,
< K >={k"k3? .. k" 1 k; € K,m; € Z,n € N}
Tanim 1.1.13 (Hungerford, 1976) G bir grup ve H < G olsun. Bir a € G igin;
Ha={ha:he H} ve aH ={ah:h e H}

kiimelerine swraswyla H’ man G’ deki sag ve sol kosetleri denir. Koset kelimesi

yerine yansinif terimi de kullanilabilir.

Tanim 1.1.14 (Hungerford, 1976) G bir grup ve H < G olsun. Eger a,b € G
icin, ab~! € H ise a elemanis H modiiliine gore b’ ye denktir denir ve a = b(modH )

ile gosterilir.

Teorem 1.1.15 (Hungerford, 1976) G bir grup ve H < G olsun. a € G ig¢in
Ha={x € G:a=x(modH)} dur.

Tanim 1.1.16 (Hungerford, 1976) m ve n iki tamsayr olsun. Ejer m ile n nin
en biiytk ortak béleni 1 ise bu iki sayya aralarnda asaldwr denir ve (a,b) = 1 ile

gosterilir.

Yardimci Teorem 1.1.17 (Hungerford, 1976) (m,n) = 1 olmasu i¢in gerek ve

yeter kosul mq + nr = 1 olacak sekilde q,r tamsayilar: vardar.



Tanim 1.1.18 (Hungerford, 1976) G bir grup ve N < G olsun. Her g € G ve
her n € N ig¢in, gng=' € N ise N’ ye G’ nin normal alt grubu denir ve N < G

ile gosterilir.

Teorem 1.1.19 (Hungerford, 1976) G bir grup ve N < G olsun. Asagqidakiler
denktir.

(i) NG
(i1) Her g € G igin, gNg~' = N
(7i1) Her g € G i¢in, gN = Ng

Tanim 1.1.20 (Hungerford, 1976) G bir grup ve N < G olsun. N nin G deki

farkl sag kosetlerinin kiimesini
G/N ={Ng:g€G}
olmak tzere bu kime tzerinde
Na,Nbe G/N icin (Na).(Nb) = N(ab)

seklinde tanimlanan iglem ile (G/N,.) bir grup teskil eder bu gruba G’ nin N ile

olan faktor grubu ya da bolum grubu denir.

Tanim 1.1.21 (Hungerford, 1976) (G,.) ve (H,*) iki grup olsun. f : G — H bir

fonksiyon olsun. Her a,b € G i¢in;

fla.b) = f(a)* f(b)

ise fye G’ den H’ ye bir grup homomorfizmi denir.

Tanmim 1.1.22 (Hungerford, 1976) G, H iki grup ve f : G — H bir homomorfizm

ve H nin birim elemani eq olsun.

Ker(f) ={z € G: f(z) = e}

kiimesine f’ nin cekirdegi denir.



1.2 Topolojik Déniisiim Gruplar:

Modiiler gruplar bir topolojik grup oldugu icin topolojik dontigiim gruplarini da

ele alacagiz.

Tanmim 1.2.1 (Munkres, 2000) X herhangi bir kime, T ise X kiimesinin
altkimelerinin bir kismindan olusan bir kime olsun. Eger T asagidaki kosullar:

saglworsa T’ ye X 7 in tzerinde bir topoloji denir.

(i) O ve X, T’ nin elemanadar.
(13) T’ nin herhangi sayida elemaninin birlegsimi yine T’ nin elemanadar.

(731) T’ nin sonlu sayrda elemaninan kesisimi yine T’ nin elemany olmalidr.

Bu kosullarin saglanmast durumunda T ile donatilmis X kumesine topolojik

uzay denir.

Tanmim 1.2.2 (Munkres, 2000) Bir topoljik uzayda topolojiyi olusturan kiimeler-

den herbirine a¢ik kime denir.

Tanim 1.2.3 (Munkres, 2000) X bir topolojik uzay olsun. a € X ig¢in, a’ y

wceren bir acik kimeyi kapsayan kumeye komsuluk denir.

Tanmim 1.2.4 (Munkres, 2000) X bir topolojik uzay olsun. Herhangi x1, x5 nok-
talars i¢cin, ki acik komsuluk bulunuyorsa ve bu komsuluklarin arakesiti boskime

1se X7 e Hausdorff uzay denir.

Tanim 1.2.5 (Munkres, 2000) G bir grup ve Hausdorff uzay: olsun. Her g, h € G

¢,

F:GxG— G fG—=G
F:(g,h) — gh ve fig—gt

tizerine dontsumler: strekli ise G’ ye bir topolojik gruptur denir.



Tanim 1.2.6 (Munkres, 2000) G bir topolojik grup ve X herhangi bir topolojik
uzay olsun. Eger g,h € G ve x € X i¢in,

A:GrX - X
A (g,z) = gAx

surekli donustimai

(1) gA(hAx) = ghAzx
(77) e, G’ nin birim elemany olmak tizere, eAx = x

kosullary saglanwyorsa |G, X’ ye topolojik donisim grubu denir.
Ayrik grup tanim ve denk ifadeler agagidaki sekilde verilir.

Tanim 1.2.7 (Munkres, 2000) G topolojik bir grup olsun.

(1) G’ nin elemanlariman hicbirisi G nin yigilma noktase degilse, G’ ye yary ayrik
grup denir.

(i) Her g € G i¢in, g G 'nin ayrik noktas ise, G’ ye ayrik grup denir.

(1it) Her g € G i¢in, {g} kimesi g nin bir komsulugu ise G’ ye ayrik grup denir.
() e, G’ nin birim elemans olmak tizere, G’ nin bir ayrik noktasy ise G’ ye ayrik

grup denir.

Tanim 1.2.8 (Munkres, 2000) |G, X] topolojik bir déniigim grubu olsun. x,y €
X olmak dzere, g(x) = y olacak sekilde bir g € G varsa x ve y noktalarina
denktirler denir. x € X7 e denk olan noktalarin kimesine x noktasinin yoringesi
denir ve Gx ile gosterilir. Tim G-yoringelerinin kimesi X /G ile gosterilir ve

X/G ye yoringe uzay denir.

1.3 Mobius Déniisiimleri

Tanim 1.3.1 (Apostol, 1990, page26) C,, = CU{o0}, a,b,c,d € C vead—bc # 0
olmasy kosulu ile

_az—i—b
ez +4d

T(z)

(1)



seklindekr dontsimlere Mobius donustimlery denir.

(1) esitligi z = —d/c ve z = oo digmndaki C, daki her z igin, f(z)

tanmmlanabilir. Bu tanimmi , 2 # 0 i¢in § = oo alarak C,, daki her say1 i¢in

asagidaki gekilde genigletebiliriz.

—d
C

o
Ik olarak dikkat edilmesi gerekir ki

(ad — be)(w — 2)
(cw + d)(cz + d)

) =00 ve f(oc) ==

flw) = f(z) = (2)

fonksiyonunda eger ad — be = 0 almirsa f sabit olur. Herhangi bir karmasa
olmamasi i¢in ad — bc # 0 almamiz gerekmektedir. Sonug olarak bu yeni rasyonel
fonksiyon bir Mobius doniigim olur. z = —d/c basit kutup noktasi hari¢ C.,

tizerindeki her noktada analitiktir.

(2) esitligi Mobius doniigiimlerinin C., tizerinde 1-1 bir fonksiyon oldugunu

soyler.(1) egitligini ¢6zmek igin z yi f(z) cinsinden yazarsak,

-
—cf(2) +a

elde edilir ki bu da bize f’ nin C,, dan C,’ a orten bir doniigiim oldugunu soyler.
Bu ayni zamanda f’ nin tersi olan fonksiyonu da verir. (2) esitligini w — 2’ ye

bolersek ve w — z ’ye gore limitini alirsak eger

;o ad—bc
Fz) = (cz +d)?

fonksiyonu elde edilir ve boylece analitik olan her noktada f’(z) # 0 olur. Boylece
kutup noktasi z = —d/c hari¢ f her yerde konform olur. Mébius déniigiimleri
daireleri dairele dontistiirtir. Bunu ispatlamak i¢cin A ve C reel sayilar olmak

uzere,

AzZ+ Bz+ Bz+C =0 (3)



esitligini diigtinelim. A’min sifirdan farkli oldugu durumlarda daire tizerindeki
her nokta bu denklemi saglar. A = 0 oldugu durumda da dogru tizerindeki her

nokta bu esitligi saglar.

(3) esitliginde z yi (aw + b)/(cw + d) ile degistirirsek A" ve C’ reel sayilar

olmak tizere
Awd + Bw+ Bw+C' =0
w’ nun sagladigl ayni tipdeki esitligi bulmug oluruz. Boylece her Mobius

dontisiimi daireyi daireye, dogrular1 dogrulara dontistiiriir.

Eger a, b, ¢, d yi ayni sifirdan farkl sabit sayi ile ¢carparsak Mobius doniigiimleri
degismeden aym kalir. Boylece ad — be = 1 kabul edersek genelligi bozmamisg

oluruz.

ad — bc =1 olan her (1) Mobius dontigiimii, 222 tipindeki

a b
c d

A:

matrisleri ile iligkilendirebiliriz. Buradan detA = ad — bc = 1 olur. Eger A ve
B matrisleri sirasiyla, f ve g Mobius doniigiimleri ile ilgili olan matrisler ise,
(fog)(z) = f(g(z)) olmak tizere, AB ¢arpim matrisi de fog bilegkesine karsilik

gelen matris olur. Birim matris

10
I =
0 1
0zdeglik doniigtimii olan
1240




a
ile iligkilidir. Aym zamanda, A = ise

ters matris

o1 d —-b
ad—bc \ _.
f’ nin tersi
dz—b
-1 __
/  —cz+4a

olan donitgiimle iligkilidir.

Boylece ad — bc = 1 olan tiim Mobius dontigiimlerinin kiimesi bilegke iglemi

ile bir grup tegkil eder.



IKINCI BOLUM

2 MODULER GRUPLAR ve BAZI ALT GRUPLARI

Bu boliimde modiiler grup, alt grup tanimlari, bazi1 ozellikleri ve temel bolge

kavramlar: verilecektir.

2.1 Modiiler Gruplar

Tanmim 2.1.1 (Apostol, 1990) a,b,c,d € Z ve ad — bc = 1 olmak tizere

, ar+b

T = (1)

ct +d

seklindeki tum Mobius dontsumlerinin cumlesine modiler grup denir ve I ile

gosterilir.

Bu grup detA =1 ve a,b,c,d € 7Z igin,

a b
A—
c d
a b
matrislerinin climlesi olarak da ifade edilebilir. Eger A = ise
c d
A T +b
cT +d

olarak yazilir.

PSL(2,C) = {T | T(z) = ¥t a,b,c,d € C ve ad — bc = 1} yazlr.

cz+d’
PSL(2,C)’ nin
PSL(2,R) = {T | T(2) = Z—Id[’,a,b,c,de R ve ad—be=1)
ve
az+b

Go={U | U(2) :m,a,b,c,dER ve ad—bc=—1}



11

bi¢imindeki iki altkiimesi ele alinsin. G = PSL(2, R) U Gy kiimesi fonksiyonlarin
bilegkesi iglemi altinda bir grup teskil eder ve PSL(2, R), G’ nin alt grubudur.

Onerme 2.1.2 (Lehner, 1964) T, Hy tzerinde siireksiz hareket eder.

IspaT. Eger T (1) deki déniigiim ve y > 0 olmak iizere z = x + 4y ise

Y

Im(7T'(z)) = T+ d]

>0

oldugundan I' nin H; i kendi tizerine resmettigi goriilmektedir. Simdi I" nin H;
de stireksiz oldugunu gosterelim. Tersini kabul edelim. Yani I' min farkli eleman-
larinda olusan bir {T,,} dizisi vardir 6yle ki T,,(z) — z dir. Burada z,zy € H;
icin zg = xo + iyo ve T,,(2) = x, + 1y, dir. {T},} dizisinden

_% < Re(T,(2)) — Re(z) <

DO | —

esitsizligini saglamayan doniigimler gikarildiginda 7,,(z) — 2 oldugundan

Yy
cn® +dp)? + Y32

yﬂ:( %yO

olur. Burada ise {(c,z + d,)* + y*c2} smurh dolayisiyla {c,} ve {d,} dizilerinin
siirh oldugunu soyler. {¢,} ve {d,} dizileri sonlu sayida farkh degerlerden
olugtuklarindan {7}, } dizisinin de paydalar1 ayni 6zellige sahiptir. (¢, d) bu 6zellige

sahip ve T' € {T,} olsun.
az+ b

T (2) =
(2) cz+d

elemanm da {T,} dizisinin bir elemam ise m = ab’ — a’b olmak tizere
TT'2)=z+m
icin

a+me)z+ (b+ md)
cz+d

elde edilir. Sonug olarak 7"(z) = T'(z) +m olur. T ve T" {T,,} dizisinin elemanlar
oldugundan 6yle bir tamsayist m vardir ki 7", {7,,} dizisinin elemanlar1 iizer-

ine koydugumuz kosulu saglarlar. Boylece {7,,} dizisi paydasindaki elemanlarla
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tektiirlii belirlenir. Bu paydadaki elemanlar sonlu oldugu i¢in {7}, } dizisi sonlu
olur. Bu ise {7},} dizisinin yakimsak olmasi ile gelisir. O halde I', H; {izerinde
siireksizdir. U

Agagidaki teorem I nin

1
Ttr=71+1 ve ST =——
-

dontigiimleri tarafindan tiretildigini gosterecektir.

Teorem 2.1.3 (Apostol, 1990) Modiiler grup T’

T = ve S =
01 1 0

iki matris tarafindan dretilir. Yani I' daki her A, n; ler tamsayr olmak tizere

A=T"ST™S ... ST"

seklinde ifade edilebilir. Bu temsil(yazilvm) tektirli degildir.

ISPAT.

Ik olarak 6zel bir 6rnek iizerinde diigtinelim.

4 9
11 25

olsun.

A’ nin S ve T7 nin kuvvetlerinin ¢arpimi geklinde yazilabildigini gosterecegiz.
S? = I oldugu icin, S’ nin ilk kuvveti olusmus olur. n bir tamsay1 olmak iizere,

asagidaki matris ¢carpimini disgiinelim.

4 9 1 n 4 4n+9
11 25 0 1 11 11n+25
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Dikkat edilirse ilk kolon degismeden ayni kaldi. n’ nin uygun se¢imleri ile

|11n + 25| < 11 olur. Ornegin, n = —2 alimrsa, 11n + 25 = 3 ve

4 1
11 3

AT 2 =

bulunur.

T” nin uygun bir kuvveti ile A yi ¢arparsak, |d| < |c| olan

a b
c d
matrisi elde ederiz. Sonraki adimda, sagdan S ile ¢arparsak,
4 1 0 —1 1 —4
AT 28 = =
1 3 1 0 3 —11
elde edilir.

Bu iglem ile aslinda iki kolonun yerini degigtirmisg ve ikinci kolonu da eksi ile
carpmig oluruz. Tekrar 7" nin uygun kuvveti ile ¢arptigimmizda | d |<| ¢ | olan
bir matris elde etmis oluruz. Bu durumda 7% ya da T kullanabiliriz. T* secersek

eger,

o 1 —4 1 4 10
3 —11 0 1 31
bulmus oluruz.
S ile garparsak eger,
-1
AT2ST*S =
1 -3

elde ederiz.
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Simdi 7 ile carptigimizda

0 -1 1 3 0 —1
AT725T4ST3 = —= — S

elde edilir.
A i¢in ¢oziim su sekilde

A= ST 38T *ST?

bulunur.
Herbir adimda 7" 'nin 1 den fazla kuvveti olabilir ve bu islem tek degildir.

Teoremin genel olarak ispatini yapmak icin, ¢ > 0 olmak tizere

a b
A = € I’ matrislerini goz oOniine almamiz yeterli olacaktir. ¢

c d

iizerinde tiimevarim yontemi kullanilacaktir.

Eger ¢ =0 ise, ad = 1 buradan da a = d =1 ya da —1 dir ve

1 +1 b _ 1 +b .
0 =41 0 1
olur.

Boylece, A, T” nin bir kuvveti olur.

Eger ¢ =1 ise, ad — b = 1 olur buradan da b = ad — 1 ve

a ad—1 1 a 0 -1 1 d
A= = = T°5T¢
1 d 01 1 0 01
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elde edilir. Simdi ¢ > 1 icin sol alt elemani ¢ den kii¢iik olan tiim A matrisleri
i¢in teoremi dogru kabul edelim. ad — be = 1 oldugu igin (¢,d) = 1 dir. d’ yi c ile
bolersek,

0 <r <cigin d=cq+ r elde edilir. Sonra

a b 1 - a —aq+b
AT = L 1
c d 0 1 c r
ve
a —aq+b 0 —1 —aq+b —a
ATS = 1 - 1
c T 1 0 T —c

olur. Ttimevarim kabuliinden son matris S’ nin ve 7" nin kuvvetlerinin ¢arpimi

olarak yazildig1 gibi A da yazilmig olur. Bu da ispat1 tamamlar. ([l

2.2 Modiiler Grubun Temel Bolgesi

Bu boliimde ise modiiler gruplar da 6énemli bir yeri olan temel bolge kavrami ve
ozelliklerinden bahsedecegiz. Aslinda temel bolge diizlemin oyle bir altkiimesidir

ki grubun diizlemde gosterdigi tiim ozellikleri bu kiime tizerinde gosterir.

Tanim 2.2.1 (Apostol, 1990) G, modiler grup T'" nin bir alt grubu ve st yar

diizlem Hy’ in iki noktast T ve 7 olsun. Eger

7= At

olacak sekilde A € G varsa bu ki noktaya G altinda denktirler denir. Bu denklik

G de bir denklik bagintist olusturur.

Tanim 2.2.2 (Apostol, 1990) Bu denklik bagintisi ist yar: dizlem Hy’ i denklik
sinaflariman bir ayrik kolleksiyonuna ayirir oyle ki bu denklik siniflarina yoringe
denir ve G, ile gosterilir. G, yoringesi, A € G olmak tizere, AT formundaki tim

kompleks sayilarin kumesidir.
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Tanim 2.2.3 (Apostol,1990) G, ' nun bir alt grubu olsun. Herbir yoringe den

secilen noktalarn kimesine G’ nin temel kiimesi denir.
Tanim 2.2.4 (Apostol,1990) G, modular grup T'" nin bir alt grubu olsun. Ust

yary dizlem Hy’ in a¢ik altkimesi Rg olsun. Eger

(a) Rg’ nin iki farkl noktasy G altinda denk degildir,
(b) Eger T € Hy ise,G altinda T ~ ya denk olacak sekilde Rg 'nin kapamisinda bir
7' noktasy vardar,

sartlarmni saghyorsa Rg’ ye G’ nin temel bélgesi denir.
Yardimci Teorem 2.2.5 (Apostol, 1990) w)/wy orani reel olmayan wy, wh i¢in,
Q = {mw] + nwy : m, n tam sayi}

olsun. O zaman

|wa 2w [, | +ws 2w [, wy — w [2] ws |
ve
w a b W)
2 = > |,ad—be=1
wy c d wi
olacak sekilde, (wy,w)) tkilisine denk olan (wq,ws) esas ¢ifti vardur.
ISPAT. 0 <| wy |<| wy [ ... ve eder | wy |=| Wyt | ise argw, < argwni

olacak gekilde orjinden artan uzakliklarina gore {2’ nmin elemanlar: bir dizi olarak
diizenleyerek,

Q:{O,wl,wg,...}

yazalim.
w; = w; Ve wy, wy in bir kat1 olmayan bu dizinin ilk elemani olsun. Kosgeleri
0,w; ve wy olan tiggen, kogeler harig €2 nin higbir elemanin igermez. Bu ylizden

(w1, w9) ikilisi €27 y1 tireten esas ¢ifti olur. Boylece
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) a b wh
wy c d Wi
olacak gekilde ad — bc = +1 sartimi saglayan a, b, ¢, d tam sayilar1 vardir. Eger
ad —bc = —11ise, cyi —c, d’ yi —d ve w; ise —w; ile degistirebiliriz ve ayni egitlik

korunur. wy £ wo, 2 da wy’ den sonra olan periodlar oldugundan,

|wo |>|wi | ve |witws|>]|ws]

elde edilir. 0

Teorem 2.2.6 (Apostol, 1990) Eger 7' € H; ise,

7121 Ir4llzlTl, e [T-1[2[7]

olacak sekilde T altinda 7' ye denk olan H, de bir T kompleks sayst vardar.
ISPAT. W) = 1, w) = 7/ olsun.
Q={m+n7 :m,n tamsay}
periodlarinin ciimlesine Yardimeir Teorem 2.2.5’i uygulayalim. O zaman
|wo || w1 | ve |witws|>]|ws]

olacak gekilde (wq,ws) esas ¢ifti vardir. 7 = ws/wy olsun. O zaman ad —be = 1 ve

a b
|7|>1, | 7+£1|>| 7| olmak iizere 7 = 7" olur. O

c d

Ornegin, agsagida verecegimiz teorem I' tam modiler grubunun Rp temel

bolgesi, H;’ in 7 elemanlarin igerir oyle ki,

|7 |>1 , lT+7|<1

esitsizliklerini saglar.

Bu bélge su sekilde ifade edilebilir.
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Sekil 1: Modiiler grubun esas bolgesi
Teorem 2.2.7 (Apostol, 1990)
Rr={re€eH :|7|>1|7+7|<1}

actk ctumlesi I'” man esas bolgesidir. Ayrica, Rr da bazi T lar icin, A € T wve
At = 7 ise, A = I olur. Baska bir ifadeleyle, sadece birim eleman Rr da sabit

bir noktaya sahiptir.

IsPAT. Teorem 2.2.6" dan 7/ € H; ise, I' altinda 7’ ye denk olan Rr nin ka-

paniginda bir 7 noktasi vardir. I" altinda Rr’ nin denk olan iki farkli noktasinin

olamayacagini ispatlamak icin, A = olmak iizere 7/ = A7 olsun. Ik
c d

olarak ¢ # 0 ve 7 € Ry i¢in, Im(7’) < Im(7) oldugunu gosterecegiz.

Im(7)

IHI(T/) = m
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oldugunu biliyoruz. Eger 7 € Rr ve ¢ # 0 ise,
|er +d|*= (et +d)(cF+d) =17 +cd(r +7) +d* > | ed | +d?
dir.
Eger d =0 ise, | ¢t +d [*> ¢ > 1 oldugunu buluruz. Eger d # 0 ise,
C—led|+d®>=(c|—|d|)°+ |cd|>]cd|>1

elde ederiz ve buradan da | ¢r+d |*> 1 bulunur. Béylece ¢ # 0 icin, | er+d |*> 1
ve Im(7") < Im(7) bulunmus olur. Bagka bir deyisle, her A € T" ve ¢ # 0 i¢in,
Rr daki her bir noktanin ordinati azalir.
Simdi 7 ve 7/ ” min R 'nin denk i¢ noktalar1 oldugunu kabul edelim. O zaman,
, ar+b dr’ —b

7= ve T=—
ct +d —cr’' +a

olur. Eger ¢ # 0 ise

Im(7") < Im(7) ve  Im(7) < Im(7")

elde edilir. Boylece ¢ = 0 ve ad = 1 olur. Buradan da a = d = %1 ve

Ao a b _ +1 b e
c d 0 =1

elde edilir. Fakat 7 ve 7/ € Rr oldugu icin, b = 0 olur ve buradan da 7 = 7’ elde
edilir. Bu da Rp’ nin farkh iki noktasinin I' altinda denk olamayacagini soyler.
Sonug olarak, eger 7 € Ry icin, AT = 7 ise, benzer islemlerle c =0, a = d = £1
ve boylece A = I bulunur. Bu ise birim elemanin R da sabit bir noktaya sahip
oldugunu soyler. ([l

Ornegin, asagidaki sekilde, Rr temel bolgesi ve modiiler grubun déniisiimleri
altinda baz1 goriintiileri gosterilmistir. I nin her bir elemani daireleri dairelere
dontigtiiriir. Rp'nin sinir egrileri reel eksene dik ¢gemberler oldugundan bu her f €
[ i¢in, f(Rr) goriintiisii iginde dogrudur. Burada, f € I" igin, f(Rr) goriintiileri
ciimlesi sinir noktalari ile birlikte cakigmayan agik bolgelerin kolleksiyonudur ve

H,’ i timinu Orter.
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Sekil 2: [V nin elemanlar: altinda Rr esas bolgesinin gortintiileri

2.3 Modiiler Alt Gruplar

Tanim 2.3.1 (Apostol,1990) T'(n) altgrubuna I'” nan n seviyeli temel denklik alt-

grubu denir, yani

_aztb =d=1,b=c=0(modn)}

Iin)={rel|7(z) oy kb

dar.
Herbir n > 2 tamsayisi i¢in, Z,,, (modn) tamsayilariin halkasi igin,

a b
SL(2,Z,) ={ ca,b,c,d €7, ve ad—bc=1}
c d

grubu ele alinsin.
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dogal halka homomorfizmasi ile

SL(2,Z) — SL(2,Z,)

grup homomorfizmasi elde edilir. Bunun yardimiyla

¢n: PSL(2,2) =T — PSL(2,Z,)
grup homomorfizmasim verir. ¢, homomorfizmasimin cekirdegi I'(n), yani a =
d = 1(modn) ve b = ¢ = 0(modn) olmak iizere

az+b
%
cz+d

seklindeki dontigiimlerden olusur.
Simdi I'/T'(n) =2 PSL(2,Z,) oldugu gosterilecektir. Bu Teoremi ispatlamadan

once ispatimiz icin gerekli olan bazi bilgiler verilecektir.
Yardimci: Teorem 2.3.2 (Schoeneberg, 1974) a,b,c,d tamsayilar ve
ad — be = 1(modn)

denkliginin bir ¢ézimi olsun. o/ = a, b = b, ¢ = ¢ ve d = d(modn) olacak
sekilde
dd —vd =1

esitligini saglayan o', V', ¢ ve d' tamsayilar: vardor.

IspaT. Ispat iki asamada yapilacaktir. Ilk olarak en bityiik ortak bolen (¢, d) = 1
olarak kabul edelim. Bu ise, ¢ = ¢(modn) ve d’ = d(modn) olacak sekilde ¢’ ve d’
tamsayilarii varhgin ve (¢/,d’) = 1 oldugunu soyler. Hipotezden, (¢,d,n) = 1.
Eger ¢ = 0 ise, ¢ :=n ve d' := d olarak secilebilir. Diger durumlarda, p asal say1

olmak lizere P = Hp|c,pfnp alalm. Burada, ¢ := ¢, d ;= d +In olur. d + In =
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1(modP) olacak sekilde segilebilir. (n, P) = 1 oldugu igin, bu se¢imi yapabiliriz.
Simdi d’ = 1(modP), ¢ = 0(modP) ve boylece (¢,d") = 1 olur. Kabul edilsin ki,

(c,d) = 1 olsun. O zaman, xd — yc = 1 esitliginin tam ¢oziimleri a; ve by olsun.

ar b a b
Bu durumda, A; := € I' alinsin. Eger A := ise, 0 zaman,
c d c d
o a b d —b ad — bc a1b— ab; 1 k
AAT! = = = (modn)
c d —c 0 ard — ¢cby 0 1

ya da A = U¥A;(modn) dir. Bununla birlikte U¥A; € T dir. U¥A; in bilesenleri

istenen sonuclar a’, V', ¢ ve d’ olur. O
['(n), ¢, homomorfizmasimin ¢ekirdegi oldugu igin I' nin bir normal alt-

grubudur.

On:I'— PSL(2,Z,)

doniigimii érten oldugu i¢in I'/T'(n) = PSL(2,7Z,) dir. I'(n) altgrubunun I' daki

indeksi, ayni zamanda PSL(2,Z,) nin mertebesini de verir. n € Z" igin,

6 eger n =2
[[':T(n)] =| PSL(2,Z,) |={

n [L,.(1-3) eger n>2

dir.

Sonug 2.3.3 (Schoeneberg, 1974) T bir modiler grup olmak tzere,

T/T(n) = PSL(2,Z,)

dir.
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2.4 Bazi Ozel Modiiler Alt Gruplarin Temel Bolgesi

Bu boliimde baz1 6zel modiiler alt gruplarin temel bolgelerini inceleyecegiz.

Tanim 2.4.1 (Schoeneberg, 1974) a,b, c,d reel sayr olmak tizere

b a b a b 1 0
aT—|—| er,

(modn)}
cr+d c d ¢ d 0 1

I'(n):={r—

grubuna n seviyeli homojen olmayan temel denklik altgrubu denir. Homojen grup

kiimesine de temel denklik altgrubu denir.

‘”+2 olmak iizere

Aym zamanda I'(n), A: 7 — p—

a b _
p: A= — A
c d

homomorfizmasimin altinda I'[n]” nin goriintiisiidiir ve ¢ekirdegi {£/} dir. n > 2

icin I'[n], T'(n) dzellikle kapsar ve ayn1 zamanda ['[n] = I'(n) dir. Ayrica I'(n), T

nin normal altgrubudur.

Tamim 2.4.2 (Schoeneberg, 1974) T /T(n) carpim grubuna da n seviyeli modiiler

alt grup denir ve T, ile gosterilir.

n’ nin degisik durumlar: i¢cin modiiler alt gruplar da su sekildedir.

Iy = triangle grup >~ S3 | ve |y |=6;
T3 Ztetrahedral grup | = Ay | ve | Ty |= 12;

Ty = octahedral grup | = S, | ve | Ty |=24

I's 2 icosahedral grup | & As | ve | I's |= 60.

Simdi baz1 ozel denklik alt gruplarindan bahsedecegiz.

a b
To(n) :={ ; el | ¢c=0(modn)},
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a b
I(n):={ ; }eT | b= 0(modn)},

a b
Ip(n) == { ; }el'|b=c=0(modn)}.

C

Aciktir ki bu kiimeler birer gruptur. Aym1 zamanda
[To(n) : T] = [[°(n) : T}
dir. Eger ¢ = 0(modn) ise,

1
[T :To(n)] = nH(l +-)
pln b
dir. Eger b = ¢ = 0(modn) ise,

[T :T9(n)] = n? H(l +

pln

)

1
p

dir. Simdi bu baz 6zel alt gruplarin temel bolgelerini inceleyecegiz.
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2.4.1 Ty(q) Alt Grubu ve Temel Bolgesi

Bu boliimde 6zel olarak T'g(q) alt gruplar1 incelenecek ve karakterizasyonu verile-

cektir.

Tanim 2.4.3 (Apostol, 1990) q pozitif bir tamsayr olmak tzere

a b
Lo(q) =1 . €' | ¢ =0(modq)}
olur.

To(q), I'" nin altgrubu oldugunu gostermek kolaydir. Asagida verilecek olan
Teoremde, p asal bir say1 olmak tizere, I'" nin elemanlar1 T'y(p)’ nin elemanlar:

cinsinden yazilacaktur.

Teorem 2.4.4 (Apostol, 1990) p asal bir sayr ve ST = —1/7r ve TT =7+ 1,
modiler grubunun dretegleri olsun. Bu durumda her V € T ve V' & To(p) igin;

P € Ty(p) vardur ve 0 < k < p olmak iizere k tamsayist i¢in,

V = PST*
dar.
. A B
IspAaT. C' # 0(modp) olmak iizere, V = olsun. ¢ = 0(modp) olacak
C D
a b
sekilde P = matrisi ve 0 < k < p, k tamsayisi icin,
c d
A B a b . a b 0 -1 1 k
C D c d c d 1 0 0 1
a b 0 —1
c d 1 k&
a
olur. Buradaki tiim matrisler singiiler degildir ve matrisi i¢in ¢ozebil-

riz.
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-1

a b A B 0 -1 A B ko1
c d ¢ D 1 k C D -1 0
kKA—-—B A
kC—D C

elde edilir. C' # 0(modp) oldugu i¢in, kC' = D(modp) denkliginin ¢oztimii olarak

0 < k < p olmak iizere £’ y1 segebiliriz. Simdi

c=kC—-D, a=kA—-B, b=A d=C

segelim. Buradan, ¢ = 0(modp) olur boylece P € I'y(p) olur. Boylece ispat tamam-
lanmig olur. 0
Simdi Ty(p)’ m temel bolgesini inceleyecegiz. St = —1/7 ve Tt = 7+ 1 ve

)

R, da I nin temel bolgesi olsun. Asagidaki teoremde I'y(p)’ m temel bolgesini

karakterize edecegiz.

Teorem 2.4.5 (Apostol, 1990) p asal bir say olmak ‘zere,

p—1
Rru | ST*(Rr)
k=0

kiimesi, T'o(p) altgrubunun temel bolgesidir.

IspAT. R = Ry UUZ;E ST*(Rr) olsun. R kiimesinin asagidaki iki 6zelligi sagladig:
gosterilecektir.

(1) T € Hy ise, V;, R’ nin kapaniginda olacak sekilde V' € I'y(p) vardur.

(74) R’ nin I'g(p) altinda denk olan iki farkli noktasi yoktur.

(1) yi ispatlamak i¢in, 7 € Hy, 71, Ry’ nin kapamsginda ve AT = 71 olacak
sekilde A € T secelim. Teorem 2.4.4" dan 0 < k < p—1icin W = I ya da

W = ST* ve P € Ty(p) olmak iizere

At =PW
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olarak yazabiliriz. O zaman P = AW ~! ve buradan da P~! = WA olur.
V = P71 olsun. Boylece V € Ty(p) ve

Vri=WAr=Wn

olur. W = I ya da W = ST* oldugu i¢in, (i) ispatlanmig olur. Simdi (i) is-
patlayalm: 7, 7 € R ve V € T[y(p) i¢cin V4 = 7 olsun. 77 = 75 oldugunu
gosterecegiz. Sadece 3 durum vardir.

(a) Eger 11 ve 5 € Rp ise V € I' oldugu i¢in, 77 = 7 olur.

(b) 71 € Rr ve 15 € ST*(Rr) olsun.

(¢) 71 € ST (Rr) ve 1 € ST*(Rr) olsun.

()

b) durumunda, 73 € Rp olmak iizere, 7 = ST*73 olur. V7 = 7 esitliginden,

V= STrr ve =V STk

elde edilir. Fakat 7 € Rr ve 73 € Rp oldugu icin, V1ST* = I ve

0 -1
1 k

V=S8TF=

elde edilir. Buise V' € I'y(p) olmast ile geligir. Son olarak (¢) durumunu diigiinelim.

Bu durumda, 7, 75 € Rr olmak {izere
y 11y 12

= ST" 7| ve Ty = ST™7)
dir. V1, = 7 oldugu igin, V.ST* 1] = ST*7) ve VST = ST*2 elde edilir ve

dolayisiyla,

—1 0
ko — k1 —1
olur. V' € Ty(p) oldugu i¢in, ks = ki(modp) denkligi bulunur. Fakat ki,

V=05Tk Mg =

ks, 10, p — 1] araliginda oldugu i¢in, k; = ks olur. Bu yiizden;
V=S8T'S=5"=1I

ve 11 = Ty olur. Boylece ispat tamamlanir. OJ
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Simdi agagidaki sekilde, Teorem 2.4.5 kullanilarak p = 3 icin elde edilen I'y(3)

altgrubunun temel bolgesidir.

ST?

Sekil 3: T'y(3) i¢in temel bolge

[o(p)’ mn iiretegleri ile ilgili olan agagidaki Rademacher * in Teoremi ispatsiz

olarak verilecektir.

Teorem 2.4.6 (Apostol, 1990) p > 3 olan herhangi bir p asal sayr i¢in, To(p)
altgrubu 2[p/12]4-3 tiretege sahiptir ve Tt = 7+1, ST = —1/7 ve kk' = —1(modp)

olmak “zere

P K 1
Ve =8ST ST "8 =
—(kk' +1) —k
win T', Vi, Vo, ..., Vo1 elemanlardan secilebilir. Ozel olarak, [o(2) altgrubu T

ve Vi direteglerine, T'o(3) altgrubu ise T' ve Vi direteglerine sahiptir.



Simdi tiretecler i¢in kisa bir tablosu verilecektir.

p 213 |5 |7 |11]13]|17 |19
Uretegleri | T | T | T | T |T| T | T | T
Vil Vo[ Vo | Va | Vi| V| Vil Vs

Va | Vs | Ve | Vs | Vo | W

Vs | Vo | Via

‘/10 ‘/13 ‘/13

29
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2.4.2 T'2] Esas Kongruans Alt Grubu icin Esas Bolge

['[2] esas kongruans alt gruplar icin smurlar, U%, TU 2T, (UT)U2(UT) ™", eg =
U%(e1), e3 = TU *T(eq) ve es = UTU*TU '(ey4) olur. Buna gore I'[2] esas

kongruans altgrubunun esas bolgesi Sekil 4 de verilir.

Sekil 4: T'[2] esas kongruans altgrubu i¢in esas bolge

['[2]" nin {iretecleri olan

U2:Tr—>r—i—2 ve ST T
21+ 1

yardimiyla ikinci temel bolgesi Sekil 5 de verilmistir.
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Sekil 5: T'[2] esas kongurans altgrubunun esas bolge

2.4.3 Ty :=T2JUT[2]T Teta Grubunun Temel Bdlgesi

T? = —1I oldugundan, I'[2],T'; de (T'; : ['[2]) = 2 indeksli bir alt gruptur. Boylece
(' : Ty) = 3 olur. U? ve T € T'; olmak iizere, 'y’ in temel bolgesi Sekil 6 da

verilir.
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Sekil 6: I'y = I'[2] UT'[2]T Teta Grubunun Esas Bolgesi

Temel bolgesinden de goriildiigii gibi I';, I nin normal altgrubu degildir.
es) ve e = (UT)UHUT) !(e3) olur. Ty in

—~

Smirlart e5 = U?(ey), e = T
iiretecleri, T veT yardimiyla ikinci bir temel bolgesi elde edilir ki bolge Sekil 7
de verilir.

Teta fonksiyonun

V() = i T

m=—00

dontigim formiilleri ile olan iligkisi sebebiyle I';" e teta grup da denir. I'y = T'y

teta grubuna konjuge gruplar, IT°(2) = U~'T'yU olur. Esas bolgesi,

v (AYFYTF)

simirlari,

U, U 'TU,UTU

olur. Bir bagka konjuge grup ise , ['o(2) = (UT) " 'T'yUT olur.
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Sekil 7: I'[2] UT'[2]T Teta Grubu icin Esas Bolge

2.4.4 T, :=T[RIUTRRIUTUT]2](UT)?> Alt Grubu ve Temel Bélgesi

Teta grup ve bu grubun iki konjuge grubundan bagka I'[2]’ yi iceren, f’l alt gruplari
vardir. [I": F_ll] = 2 oldugu i¢in, IV min normal altgrubudur. U ¢ '} ve T ¢ T}

oldugu i¢in, temel bolgesi olarak, agagidaki bolgelerden biri segilebilir.

V7




ekil 8: I' =
Seki 1 =T2JUTRIUTUT[2](UT)? Altgrubunun Esas Bolgesi

34



UCUNCU BOLUM

3 2/ DERECELI HOMOJEN POLINOMLARIN UZAYINDA OTO-
MORFIK ve MODULER FORMLAR

Bu boliimde 21 dereceli homojen polinomlarin uzayinda otomorfik ve modiiler

formlar iizerinde durulacaktir. Ve bunlarla ilgili uygulamalar ele alinacaktir.

3.1 Genel Bilgiler

1940 lardan bu zamana kadar grup temsilleri teorisinin temelleri tizerine cesitli

caligmalar yapilmistir. (Ozdemir, 1995)

g=g(z) = %mx T 20) — (B — ) (@)

doniigimiiniin X lineer uzayinda baz ilave gsartlar altinda bir G topolojik grubun
temsili oldugu gosterdi. I'(1) homojen modiiler grubun matris elemanlar i¢in
cesitli ifadeler yazacagiz. Ustel fonksiyonlarm genellestirilmesi grup temsilleri ile
oldukca énemlidir. Ornegin, e® iistel fonksiyonu f’(0) = a basglangic sartin
saglayan

flx+y) = f(=)f(y)

fonksiyonel denkleminin bir siirekli ¢oziimii olarak tanimlanabilir.

Bu esitligi herhangi bir G grubuna genellestirirsek,

f(9192) = f(91)f(g2) (1)

sartini saglayan G tizerinde skaler bir fonksiyonu diigtinmek zorunda kaliriz.
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Bununla birlikte degigsmeli olmayan gruplarda boyle bir fonksiyon yoktur.

Clunkii yukaridaki esitlikden

f(9192) = f(91)f(92) = f(g2)f(g1) = f(g201)

elde edilir.

Bu yiizden, (1) esitligini saglayan skaler fonksiyonlar, G grubu iizerindeki

herhangi bir F(g) fonksiyonun agilmasinda yetersiz olmusgtur.

(1) esitliginin ¢dziimiinii elde edebilmek igin skaler fonksiyonlar1 matris veya

lineer doniigiimler cinsinden fonksiyonlara dontigtiirmeye ihtiya¢ duyulur.

(Ozdemir, 1995) de tek degiskenli 2/ dereceli polinomlar uzaymda, Tj(g) op-

eratorunun temsilini

+7
T; = 5)p(Z2 T 2
1(9)e(z) = (Bz +9) ¢(52+5> (2)
a f
bi¢iminde oldugunu gostermistir oyle ki € PSI(2,C) dir. Burada
v 0

PSI(2,C) bir determinanth 222 kompleks matrislerinin grubudur. Ozel fonksiyon-
lara grup teorisi ile yaklagim, fonksiyonlarin harmonik analizi ile oldukca ilgilidir.

Tipik bir 6rnek olarak, (f(¢)) dairesinin grup rotasyonunun temsili

T(9.)f(p) = f(v +a)

daire tizerinde bir fonksiyondur. Gruplar tizerindeki harmonik analiz temsillerin
matris elemanlarina gore homojen uzaylari ve grup iizerine fonksiyonlarin
ayrigimi ile baglantilidir.Clinkii matris elemanlari, 6zel fonksiyonlar cinsinden
ifade edilebildiginden boylece 6zel fonksiyonlarin integralleri ve serilerinin

ayrigimi elde edilebilir.
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M. E. Ozdemir, R. Ocak ve U.S. Kirmaci (2000) homojen polinom uzaylarinda

klasik gruplarimin temsilini P, = H,, oldugu kullanilarak, burada,

Pn:{f(z):a0+&12+a232+...+an2ﬂ}

ve
Hy, = {f(z,y) € Cla,y] : f(Az, Ay) = X" f(,y), A # 0}
a b
dir. Yani, A # 0 ve b ya da d # 0 igin € I'(1) olmak iizere H,
c d
tizerindeki I'(1)” in etkisi
t
a b a b x
[(1)xH, — Hy, ( y) = A"f( )
c d c d Y

oldugu kullanarak, derecesi n’ den kiiciik olan tek degiskenli polinomlarin
uzayina tasinabilir.
Bu yapilarak, iki degigskenli homojen polinom uzaylarindan, tek degiskenli ve

ayni dereceli polinomlar uzayina kisitlanigi elde edilir.

2 boyutlu kompleks uzayda kompleks dogru z; = 1’ i diisiinelim. Bu dogru,
29 = 0 dogrusu hari¢ orjinden gecen her dogru ile bir noktada kesigir. Boylece
her f(z1,2) polinomu, zs = 1 dogrusu iizerindeki degerleri ile tek tiirli ifade
edilebilir. Homojen polinom uzayindaki her f(z1,z2) polinomu ile 2/ dereceli ve

tek degigkenli

(1) = f(z1,1) =S __ja,2i™  flz,20) = Sh_ a2l "2

polinomunu eslestirebiliriz.

3.2 T =T(1) ’in Temsili ve Homojen Polinomlar

Mobius dontigiimleri kullanilarak iki degiskenli fonksiyonlar uzayinda

T(g)f(z,y) = flax + cy,bx + dy) (3)
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esitligini yazabiliriz.

Agiktir ki, T(g192) = T'(g1)T (go) dir ve boylece T(g), T'(1) modiiler grubunun

temsili olur. Ornegin, ['(1) in T ve S gerenlerine gore temsili su sekilde yazilabilir:

T(T)f(x,y) = flz,z+y)
T(S)f(x,y) = fy, —). (4)
Tki gercel degigkenli fonksiyonlar uzay1 T'(g) dontigtimleri i¢in bir invariant
altuzaylar icerdigi i¢in, bu temsiller daha indirgenebilir bir sekilde ifade edilebilir.

Aymi zamanda T'(g) yardimiyla, herhangi iki degigkenli homojen polinomu ayni

dereceli homojen polinoma doniigtiiriiliir.

Bunu yapabilmek igin, I'(1) in temsillerini, [ tamsay1 ya da yar1 tamsayi ve

Po; 21 dereceli tiim homojen polinomlarinin uzay: olmak tizere

P = {f(0.y) € Rle.y) : FOhx, M)} = X f(a,y), A#0

uzerine tasinir.

Simdi, T;(g), T(g)’ nin Py uzayma kisitlamasi olsun. 7;(g)’ nin I'(1)’ in

indirgenemez temsili oldugunu gorecegiz.

B, nin her f(z,y) polinomu 2! dereceli olan tek degigkenli

pa(x) = f(2,1) = B __jana™" ()
polinomu ile baglantis1 vardir.
Agikea y # 0 olmak tizere f(x,y), po(2) ile agagidaki sekilde ifade edilir:

y

f(z,y) = ?JQZSOzz(g) (6)
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Teorem 3.2.1 21 dereceli tek degiskenli polinomlar uzayinda T'(1)” in T)(g) op-

eratorinin temsili

veya

formiili ile verilir.

IspAT. (5) deki polinom (6) de verilen f(x,y) homojen polinomuna kargilik gelir.

Ti(g) operatoru bu polinomu,

folx,y) = flax + cy, br + dy) (7)

polinomuna déniigtiiriir. f(z1, 29) homojen oldugu igin, b ya da d den en az biri

sifirdan farkli olmak kogulu ile

o1 0T + CY
= —1
Fo(e.9) = (b + dy 72D
+ cy
= (ba + dy) P g (= 8
(bx + dy) 902l(b$_|_dy) (8)
elde edilir. Boylece ¢, (2’) = f,(2’,1) polinomu f,(z,y) polinomuna karsihk gelir
a b
ve g = € I'(1) olmak {izere
c d

ax’ +c¢
br' +d

pg(a') = (b’ + d)" pan( ) (9)

ile ifade edilir. Boylece 21 dereceli tek degiskenli polinomlar uzaymda, I'(1) in
Ti(g) operatorunun temsili

ax’ +c¢

Ti(g)p(z') = (b’ + d)2l902l(m

)

ya da

1 e
Ti(g)p(a) = (b + A 7 an(F )" (10)

n=-—1

formulu ile verilir. O
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11 0 -1
Teorem 3.2.2 T = ve S = 1¢in;
01 1 0

TiTio(x) = (sec?0)* %! _ ,a,(sin?0)™"
ve

T,S10(2') = (tg?0)* %! __,a,(—cot?)™
dar.

ISPAT.

(10) daki formiili a = b

I
S
I
—
5

=d=0,b=—-1vec=1

c a
11 0 -1
sirasiyla alinarak 7' = ve S = tekrar yazildiginda,
1

(1) T gerenine gore ;

T = (0 4 1P eal o) = @+ 0 S ey
(77) S gerenine gore;
1 l 1
T(S)p(a') = (2 pu(=—)' " = @) Y an(=—)"" (12)

n=—I

elde edilir.
Ayrica, T)(T') ve T;(S) 2l dereceli polinomlar uzaymimn elemanlar: oldugu ko-

layca anlagihr. Bunun icin 2/ + 1 = sec?d ve 6 € (0, 27] olmak tizere

TiTo(x) = (sec?0)? py(sin®0) = (sec*0)* ¥ __a,(sin*0) ™" (13)

ve
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Ti(S)p(a') = (tg*0) " pm(—cotd) = (tg*0)* ¥, __jan(—cot®0)' " (14)

elde edilir. 0
Simdi ii¢iincii sonucu verelim.

b ve d den en az biri sifirdan farkhi olmak iizere,

11 0 -1 10 0 -1
= y = 5 = 5 P =
0 1 1 0 11 1 1
10
ve I = € I'(1) matrisleri i¢in sirasiyla
01
U(z)=z24+1,V(z)=1 W(z) = =, P(2) = —Z—}rl, ve I(z) = z dontgtimleri

karsilik gelir.

Teorem 3.2.3 I'(1) homojen modiler grubunun temsilleri, Ty ¢arpanle 21

agirlikl otomorfik formdur.

ISPAT. Yukaridaki U, V, W ve P matrisler diigtiniildiigiinde, k € Z olmak ftizere

1k 1 -1 a b .
Uk = P? = W =UVU veT = e I'(1) dir.

Y

01 1 0 c d
Simdi (2), (5) formiilleri tekrar diigiiniildiigiinde,

az+7>
Bz+0

elde edilir ve g =U € T'(1), B = b, 6 =d, @ = a, v = ¢ olarak secildiginde

Ty(g9)p(2) = (Bz 4 6)%p(

az +c
bz+d

To(U)p(2) = (b= + d)* pa( ) (15)

) = [U)o(W(2))

(@) Tu(U)p(z) = (2 + 1)2l902z(z )



= VP () = WEP Y a5y

(b) TQZ(V)%I(Z) = (_2)219021(—2) = [_[(2)]QZ¢2I(V(2))

l
1
— Z2l § :an(__)l—n
z
n=-—I

(£) TalUM)p() = (b + DPoul—7) = (k= + ) ea(U(2))
= (k1) 3 (i)
(9) Ta(P)pa(z) = (=) pu( —o0) = (=2 pu(PX(2))

(h) Tu(UVU)p(z) = Ti(W)pa(z) = pu(z +1) = pu(U(2))

42
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formilleri elde edilir.

ad — bc = ad — cb esitliginden (15) esitligi tekrar yazildiginda & > 3 olan k

tamsayisi igin

a c . az + c
e(1) igin g

. b d (bz + )" Tu(U)p(2)  (16)

esitligi, poincare serisi diigtiniildiigiinde ise

3
Tou(U) = S+ (-5 >1€Z) (17)
1 *
er()
* 1

elde edilir. Toplam a = 1,d = 1 i¢in I'(1) tizerinde alimir. Bu toplam yakinsaktir.
Boylece (17) esitligi bir otomorfik form olur. Bagka bir deyisle, (16) esitligi
f(T7) = (e + d)*(T) f(7) ya benzerdir ve boylece (16) esitligi ile T'(1)” in tem-

silleri Ty; carpanli ve 21 agirlikli olan otomorfik form olur. U



DORDUNCU BOLUM

4 I ° NIN NORMAL ALT GRUPLARININ KARAKTERIZASYONU

Bu boliimde I'” nin normal alt gruplar calisilacak ve normal alt gruplar: icin bir
karakterizasyon verilecektir. I' modiiler grup olsun. J.L. Brenner (1960), [ mn

normal alt gruplart A(m)’ yi

1 m

0 1

" =

matrisini igeren en kiigiik normal altgrubu olarak tammlamigtir. A(m) nin se-
viyesi m den biiyiik olan temel denklik alt gruplarini igerip icermeyecegi sorusunu
sormusgtur. Reiner (1961)’ de bu soruya asal sayinin kuvveti olmayan m ler igin
olumsuz cevap vermigtir. Knopp (1963) m > 6 i¢in A(m), I' da sonsuz indeksli
oldugundan, I'” nin bir temel denklik altgrubunu iceremeyecegini, I' da sonlu in-
deksli olmak gerektigini ispatladi. Daha sonralar1 Newman (1963)" de m = 6 igin
A(m)’ yi inceledi.

4.1 T’ nin Normal Alt gruplar:

A(m), T™ ile iiretilen " nin normal altgrubu olsun. Yani, A(m), 7™ ihtiva eden
[” min en kiigitk normal altgrubudur. Agiktir ki, A(m) C I'(m). Reiner (1960)’ de
Reiner iki soru tizerinde durmustur.

(a) Her m igin, A(m) = I'(m) olur mu?

(b) Herbir m i¢in, I'(mk) C A(m) olacak sekilde bir k pozitif tamsayisi var

madir?

1 m
Yardimci Teorem 4.1.1 (Knopp, 1963) T™ = olmak tizere A(m),
0 1

H={X"'"T"X|XeT}

cumlesi ile uretilir.
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IspaT. H ile iiretilen G grubunun IV min bir normal altgrubu ve G C A(m)

oldugundan elde edilir. O

Teorem 4.1.2 (Knopp, 1963) m > 6 i¢in, A(m), I'(m) de sonsuz indekse sahip-
tir. Temel denklik grubu I' da sonlu indeksli oldugundan m > 6 i¢in, A(m) temel

denklik altgrubu icermez.

IsPAT. Yardimer Teorem 4.1.1 ve 1 < m < 5 igin, (Klein ve Fricke 1960, sayfa
267, 354-356), A(m) = ['(m) bulunur.Ayrica, (Klein ve Fricke 1960, sayfa 267,
356-360), m > 6 igin, A(m), I'(m) de sonsuz indeksli oldugu goriiliir. O

4.2 A(6) Normal Altgrubu

Bu béliimde m = 6 i¢in A(m)’ nin bir uygulamasii ve karakterizasyonunu in-

celeyecegiz.

Tamim 4.2.1 G bir grup ve g,h € G olsun. [g,h] = g 'h~'gh elemanmina g ve h
elemanlarinin ilk komutatoru denir. G’ nin tim komutator elemanlar: tarafindan

uretilen altgruba ilk komutator alt grup denir ve G' = |G, G] ile gosterilir.

Tanim 4.2.2 G bir grup ve n € N olsun.

G* =G

G =[G G

olmak uzere G?, G2, ... seklindeki alt gruplarada siraswla G’ nin ikinci komuta-

tor, tctncu komutator, ... denir.

Yardimci: Teorem 4.2.3 (Newman,1963) G, «a wve [ elemanlar tarafindan
tretilen bir grup olsun. N, [a, ] = afa™ B~ elemaniny iceren G nin bir normal

altgrubu olsun. O zaman N, G’ nin komutator altgrubu olan G'’ yi icerir.
ISPAT. G, mod(N) degismeli oldugu icin sonug aciktir. O

Yardimc: Teorem 4.2.4 (Newman, 1963) I rank: 2 olan ve
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-1 —6 1 6

dar.

ISPAT. I’ nin « ve B tarafindan tiretildigi Frasch, (1933)" den agiktir. I"Jretegler

genellikle

olarak alinir. Boylece [, ] = afa™1 87! esitligi yardimiyla

-1 —6 1 6
I:OQ /8] g g
0 -1 0 1
oldugu kolayca bulunabilir. O

Teorem 4.2.5 (Newman, 1963) A(6) grubu I'” nan ikinci komutator altgrubu

olan T 7 dir.
IspAT. Yardimer Teorem 4.2.3’ de G = I ve N = A(6) alirsa,

A(6) DT
16
elde edilir. Fakat A(6), iceren I'” min en kiiciik normal altgrubu oldugu
01
6 . .
ve I de matrisini igerdigi igin I D A(6) dir. Boylece

I = A(6)

elde edilir. O
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