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OZET

DOKTORA TEZi

ILKOGRETIM MATEMATIK OGRETMENI ADAYLARININ ANALIZ
ALANINDAKI ARGUMANTASYON VE ISPAT SURECLERININ
INCELENMESI

Muhammet DORUK

2016, 381 Sayfa

Bu c¢alismada ilkogretim matematik 0gretmeni adaylarinin analiz alanindaki
argiimantasyon ve ispat siireglerinin ortaya c¢ikarilmasi amaglanmistir. Ayrica, bu
siirecleri ayrintili olarak agiklayabilmek igin Ogretmen adaylarinin ispata yonelik

goriisleri ve analizin temel tanimlarin1 anlama sekilleri incelenmistir.

Calismanin arastirma grubunu 2013-2014 egitim Ogretim yilinin  bahar
yartyilinda, bir devlet iiniversitesinin tiglincii sinifinda 6grenim goren sekiz ilkdgretim
matematik ogretmeni adayr olusturmaktadir. Calismanin pilot uygulamasi ise 2013-
2014 egitim 6gretim yilinin giiz yariyilinda, ayni liniversitenin ilkdgretim matematik
Ogretmenligi bolimiiniin son smifinda 6grenim goéren 10 Ogretmen adayr ile
yirltilmistiir. Arastirma grubu, amaghi 6rnekleme yontemlerinden Ol¢iit 6rnekleme

yontemiyle se¢ilmistir.

Nitel arastirma yaklagiminin benimsendigi c¢alismanin verileri, Matematiksel
Ispata Yénelik Gériisme Formu (MIYGF) ve dort adet etkinlik temelli klinik miilakatlar
yardimiyla toplanmistir. MIYGF yardimiyla 6gretmen adaylarinin ispatin anlamu,
amaci, onemi, faydalari, basarili olunan ispatlar, ispatlar1 6grenme yontemleri, dogru
ispatin 6zellikleri, kendilerini matematiksel dnermelerin dogruluguna ikna olmak ve
baskalarini ikna etmek i¢in kullandiklar1 gerekceler hakkinda goriisleri alinmistir.
Etkinlik temelli miilakatlar ile 6gretmen adaylarinin sirasiyla analizin temel konular
olan “fonksiyonlar”, “diziler”, “limit ve siireklilik” ve “tiirev” konularindaki temel
tanimlar1 anlama sekilleri, arglimantasyon ve ispat siire¢lerine yonelik becerileri
incelenmistir. Her etkinlik temelli miilakatta baskasi tarafindan yapilan ispatlarin
dogrulugunu degerlendirme, matematiksel Oonermelerin dogrulugunu belirleme, ispat
yapma ve problem ¢dzme etkinlikleri yer almaktadir. Ogretmen adaylarmin
argiimantasyon siireclerini ortaya ¢ikarabilmek adina Ggretmen adaylarinin

matematiksel Onermelerin dogruluguna ikna olmak ve matematiksel iddialarim



savunmak i¢in tirettikleri tiim argiimanlar Toulmin modeline gore analiz edilmistir.
Ogretmen adaylarinin ispat siireclerine yonelik ispat degerlendirme ve ispat/ters drnek
iiretme becerileri incelenmistir. Ayrica 6gretmen adaylarinin argiimantasyon siiregleri

ile ispat siiregleri arasindaki iliski yapisal olarak analiz edilmistir.

Calisma sonucunda &gretmen adaylarinin tamaminin ispatin anlami, amact ve
onemine yonelik olumlu goriislere sahip olmalarma karsin, 6gretmen adaylarinin bir
kismi Ogrendikleri ispatlarin kendilerine faydali olmadigi ve ispatlarin 6gretiminin
anlamsiz oldugunu ifade etmislerdir. Ogretmen adaylarinm bir kismi da matematiksel
iddialarinin dogruluguna ikna olmak ve matematiksel iddialarin1 savunmak igin
informel yollara bagvurduklarini belirtmiglerdir. Bazi 6gretmen adaylar1 analizin temel
konularindaki tanimlar1 kavramsal olarak anlamakta giicliikk yasamislardir. Bu
giicliklerin 6gretmen adaylarmin tanimlarda yer alan topolojik kavramlarin ve
sembollerin anlamini1 bilmemelerinden ya da yorumlayamamalarindan kaynaklandigi
belirlenmigtir. ~ Ogretmen adaylarmin  argiimantasyon siireglerinde iirettikleri
argiimanlarin analizi sonucunda, kendilerini ve baskalarin1 bir matematiksel 6nermenin
dogruluguna ikna etmek i¢in kullandiklar1 gerekgelerin bir siniflamasi elde edilmistir.
Elde edilen bu gerekgelerin digsal, referanssiz, deneysel, gorsel ve dediiktif olmak {izere
bes ana kategori altinda toplandig1 tespit edilmistir. Ogretmen adaylarinin baskast
tarafindan yapilan ispatlar1 degerlendirmede, 6nermelerin dogruluk degerini belirlemede
ve ispat veya ters ornek iiretmede giicliik yasadiklari belirlenmistir. Yasanilan giigliikler
ile ispata yonelik goriislerin ve analizin temel konularindaki tanimlari anlayis
sekillerinin iliskili oldugu ortaya cikmustir. Ogretmen adaylarmin analiz alanindaki
arglimantasyon ve ispat siiregleri arasindaki iligkinin yapisal incelenmesi sonucunda, iki
siire¢ arasindaki yapisal bosluk ve spontane siirekliligin gecerli bir ispat yapmanin
oniindeki engellerden biri oldugu tespit edilmistir. Ogretmen adaylarinin iki siireci
arasindaki yapisal siireklilik ise ispatlama siirecini kolaylagtirmistir. Ayrica g¢alisma
sonucunda ogretmen adaylarinin ispata yonelik goriisleri, analizin temel konularina
yonelik kavramsal bilgileri, ilgili derslerden elde ettikleri akademik basarilari,
arglimantasyon ve ispat siirecleri birbiri ile karsilastirilarak elde edilen Oriintiiler
sunulmustur. Calisma sonunda tniversite diizeyinde analiz derslerinin 6gretiminden
sorumlu o6gretim elemanlar1 ve konu ile ilgilenen arastirmacilar igin Onerilere yer

verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Matematiksel argiimantasyon, matematiksel ispat,

arglimantasyon ile ispat arasindaki iligski, Toulmin modeli, matematik egitimi.



ABSTRACT

DOCTORAL DISSERTATION

INVESTIGATION OF PRESERVICE ELEMENTARY MATHEMATICS
TEACHERS’ ARGUMENTATION AND PROOF PROCESSES IN DOMAIN OF
ANALYSIS

Muhammet DORUK
2016, 381 pages

In this study, it was aimed to reveal out the preservice elementary mathematics
teachers’ argumentation and proof processes in the domain of analysis. The views of
preservice teachers about proof and their ways of understanding the basic definitions of
the domain of analysis were also studied in order to be able to explain these processes in
details.

The research group of the study consisted of eight preservice elementary
mathematics teachers who were studying their third year in the spring term of the 2013-
2014 academic year at the state university. The pilot study was performed with 10
preservice elementary mathematics teachers who were studying their final year in the
fall term of the 2013-2014 academic year in the same university. The members of the
research group were selected according to the criterion sampling method that is among
the purposeful sampling methods.

The data of the study which adopted qualitative research approach were obtained
through the Mathematical Proof Interview Form (MPIF) and four task-based clinical
interviews. Through the MPIF, information was obtained regarding the preservice
teacher’ views about the meaning, purpose, significance and benefits of proof,
successful proofs, the ways to learn the proofs, characteristics of a valid proof and the
warrants they used to get themselves and the others convinced about the accuracy of a
mathematical proposition. Task-based interviews were made to study the preservice
teachers’ ways of understanding the basic definitions in the fields of “functions”,
“sequences”, “limit and continuity” and “derivatives” and to learn about their skills in
the argumentation and proof processes. Each task-based interview included the analysis
of the proofs asserted by others, assessment of the accuracy of the mathematical
propositions, proving and problem solving activities. In order to reveal out the



argumentation processes of the preservice teachers, the Toulmin model was used to
analyze the arguments created by the preservice teachers in order to get convinced about
the accuracy of the mathematical propositions and to justify their mathematical claims.
Proof assessment and generating proof/counterexample skills of the preservice teachers
were studied to gain information about their proving processes. Furthermore; the
relationship between the argumentation processes and proof processes of the preservice
teachers was studied in terms of its structure.

Although all the preservice teachers had positive views on the meaning, purpose
and significance of proof at the end of the research, some of them expressed that; the
proofs they had learnt had no use for themselves and that, proof teaching was pointless.
Some preservice teachers stated that; they were referring to informal methods to get
convinced about the accuracy of mathematical propositions and to justify their
mathematical propositions. Some preservice teachers had difficulties in understanding
the conceptual structure of the definitions of the basic subjects of analysis. These
difficulties were found to be arising from the fact that; the preservice teachers either did
not know the meanings of the topological concepts and the symbols included in the
definitions or they were unable to interpret those. The analysis of the arguments created
by preservice teachers during the argumentation processes revealed out a classification
of the warrants they were using to get themselves and the others convinced about the
accuracy of a mathematical proposition. These warrants were observed to be classified
under five basic categories as; external, non-referential, experimental, visual and
deductive. Preservice teachers were found to experience difficulties in assessing the
proofs made by the others, assessing the accuracy of the propositions and in generating
proofs or counterexamples. The difficulties experienced were found to be related to the
views about proof and the ways of understanding the definitions of the basic subjects of
analysis field. The structural analysis of the relationship between the argumentation and
proving processes of the preservice teachers in domain of analysis indicated the
structural gap between the two processes and the spontaneous continuity as the
obstacles preventing the generating of a valid proof. On the other hand; the structural
continuity between the two processes of the preservice teachers facilitated the proof
process. At the end of the research, preservice teachers’ views about proof, their
conceptual knowledge about the basic subjects of analysis, their academic success in
relevant lessons, and their argumentation and proof processes were compared with each
other, and the resultant patterns were presented. Finally; suggestions were given for the

Vi



academicians who were lecturing in analysis lessons in the universities and for the
researchers who were interested in this subject.

Keywords: Mathematical argumentation, mathematical proof, the relationship
between argumentation and proof, Toulmin model, mathematics education.
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BIiRINCi BOLUM

1. GIRIS

“Gegerli argiimanlar ya da ispatlar iiretme ve argiimanlarin kritik edilmesi
matematik yapmanin ayrilmaz par¢alaridir. Eger muhakeme becerileri 6grencilere
kazandrilmazsa o zaman matematik, bir islem dizisini takip etmek ve anlamini

diistinmeden ornekleri taklit etmek olur (Ross, 1998).”

Matematigin konusu; sayilar, sekiller, kiimeler, fonksiyonlar ve uzaylar gibi
soyut kavramlar ve bunlarin arasindaki islemlerdir. Matematik¢i bu varliklarin
yapilarini inceler ve bunlarla ilgili genellemeleri ortaya ¢ikarir (Altun, 2013a).
Genellemelerin iiretilmesinde izlenen yol matematige hastir ve ispatlama olarak
adlandirilir. Bir matematik¢i geneli ilgilendiren diisiinceyi kanitlamaya calisir ve bu
diisiince tiim &rnekler icin gegerli olur (Altun, 2014). Ispat, bir yargi sav ya da sonucun
dogrulugunu (ya da yanlishgini) yeterli kanit gostererek kabul ettirme c¢abasidir
(Yildirim, 2014). Matematiksel ispat, ispati yapan kisinin varsayimlar, aksiyomlar,
tanimlar gibi onceki bilgiler ile sundugu ve arzu edilen sonuca ulasilincaya kadar
teoemlerin uygulanmasi ve onceki elde edilen gerceklerin hatirlanmasi gibi ¢ikarim
kurallarinin uygulanmasinin istendigi matematiksel bir aktivitedir (Weber, 2005).
Matematiksel ispat bir sonucu dogrulamak, iletisim kurmak ve digerlerini bu sonuca
ikna etmek, bir sonu¢ kesfetmek ve sonuglar1 dediiktif bir sistem igine yerlestirmek icin

kullanilir (Almeida, 2003).

Ozel bir problem ¢ozme aktivitesi olan matematiksel ispatlar (Furinghetti ve
Morselli, 2009; Shipley, 1999), matematigi daha anlamli &grenmenin bir yoludur
(Hersh, 1993; Tucker, 1999). Ogrenciler matematiksel oOnermelerin ispatlarini
yaparlarken bir yandan formiilleri son halleri ile bilmenin yeterli olmadigini, ulasilan
sonuclarin nedenleri ile birlikte agiklanmasi gerektigini Ogrenirler (Giiven, Celik ve

Karatag, 2005). Matematiksel ispatlar bir ifadenin sadece dogru oldugunu degil aym



zamanda neden dogru oldugunu agiklar (Tall, 1998). Ayrica matematiksel ispatlar,
Ogrencilerin karsilagtiklart problemlerin ¢6zlimii igin yontem, strateji, ara¢ ve kavramlar
sunar (Mariotti ve Balacheff, 2008; Rav, 1999). Matematiksel ispatlar biinyesinde
barindirdig1 fonksiyonlarla, matematigin sistemli bir bilim olmasina, matematiksel
bilgilerin iletilmesine ve yeni sonuglarin kesfedilmesine katki saglar (Hanna, 2000). Bu
acidan ispat hem matematigin hem de matematik egitiminin 6nemli bir elemanidir

(Giiven vd., 2005).

Bir ispat sadece sonucglarin dogrulugunu gosterdigi i¢in degil ayn1 zamanda
matematikte genis olarak uygulanabilen ve yeni matematiksel yollar acan metotlar,
araglar, stratejiler ve kavramlar sunmasi agisindan degerlidir (Hanna ve Barbeau, 2008).
Ispatlarin matematikteki bu degerine vurgu yapmak isteyen arastirmacilar, ispatlara
degisik anlamlar yiiklemislerdir. Hanna ve Barbeau (2008) ispatlarin matematiksel
iddialarin dogrulugunu ortaya koydugu i¢in matematigin merkezinde yer aldiginin kabul
edildigini ifade etmislerdir. Baz1 aragtirmacilara goére matematiksel ispat, matematigin
(Giiven vd., 2005) ve matematik Ogreniminin (Coe ve Ruthven, 1994) kalbi,

matematigin ruhu (Schoenfeld, 2009) ve matematigin 6ziidiir (Ross, 1998).

Universite seviyesindeki neredeyse tiim matematik derslerinde ispata merkezi
bir yer verilmesine ve matematige 6zel bir bilesen olmasina ragmen birgok calisma
Ogrencilerin ispatlar1 anlamada, deger vermede ve iiretmede zorluk yasadiklarini
gdstermistir (Jones, 2000; Weber, 2001). Ispat okuma ve ispat yazma iiniversite
matematiginin karakteristik temel 6zelliklerinden biridir (Almeida, 2003). Matematik
O0gretmeni adaylar1 ispat agirlikli birgok {ist diizey matematik dersleri almalarina karsin
ispatla ilgili bu tarz etkinliklerde basarisizlik yasamaktadirlar (Doruk ve Kaplan, 2015a,
2015b; Riley, 2003; Selden ve Selden, 2003; Zaslavsky ve Peled, 1996). Hem lise hem
de tiniversite seviyesindeki 6grenciler, sadece ispat yapmada degil ayn1 zamanda bir

ispatin ne oldugunu tanimada bile zorluk ¢ekmektedirler (Chazan, 1993; Moore, 1994).

Universite  seviyesindeki ~ Ogrencilerin  matematiksel ~ ispata  ydnelik
basarisizliklarinin  sebebini arastiran arastirmacilar, c¢alismalarmi farkli noktalara
odaklanarak yiirlitmiiglerdir. Baz1 aragtirmacilar 6grencilerin ispata yonelik goriislerinin
sinirli oldugunu (Doruk ve Giiler, 2014) ve ispata yonelik olumsuz duygularin onlarin

ispat yapma aktivitelerindeki basarilarmi etkiledigini (Furinghetti ve Morselli, 2009)



belirtmistir. Baz1 arastirmacilar da 6grencilerin biligsel anlamdaki eksikliklerinin onlarin
ispatlama stireclerinde karsilastiklar1 bir giicliik oldugunu ifade etmislerdir (Doruk ve
Kaplan, 2015b; Giiler, 2013; Moore, 1994, Selden ve Selden, 2003; Weber, 2001,
2008). Ornegin Moore (1994) iiniversite dgrencilerinin ispata yonelik giicliiklerinin
kavram anlayisi, matematiksel dili ve notasyonlar1 kullanma ve ispata baslama olmak
izere li¢ ana baslik altinda toplandigini tespit etmistir. Bazi arastirmacilar ispatlarin
O0gretim yonteminin ispatin dogasina aykiri oldugunu ifade etmislerdir (Almeida, 2000,
2003; Weber, 2004). Universiteki matematik derslerinin islenisinde kullanilan &gretim
yonteminin 0grencileri pasiflestirdigini (Weber, 2004) ve bdylece 6grencilerin ispatla
ilgili aktiviteleri yapabilmek icin gerekli anlayistan uzak kaldiklart belirtilmistir (Alcock
ve Weber, 2005; Selden ve Selden, 1995). Ogrencilerin de ispatlarin 6gretim
yonteminden kaynakli olarak, ispatlar1 anlamak yerine ezberleme yontemini
benimsedikleri belirlenmistir (Bastiirk, 2010; Conradie ve Frith, 2000; Doruk ve
Kaplan, 2013Db).

Son donemdeki arastirmacilarin bazilar1 da Ogrencilerin ispat yapmaya
baglamadan once girdikleri varsayim olusturma siirecine odaklanmiglardir (Douek,
1999; Garuti, Boero ve Lemut, 1998; Martinez ve Pedemonte, 2014; Nardi, Biza ve
Zachariades, 2012; Pedemonte ve Buchbinder, 2011; Pedemonte ve Reid, 2011). Bu
stirecte Ogrenciler, kendilerinden ispatlanmasi ya da yanliglanmasi istenen Gnermenin
dogruluk degerini bulmak igin zihinsel bir siirece girerler. Bu siirecin sonunda
ogrenciler kendilerini 6nermenin dogru ya da yanlis olduguna ikna ederler. Ogrencilerin
bu varsayim {iretme silirecine argiimantasyon siireci denilmektedir. Argiimantasyon
stirecinden sonra onermenin dogrulugunu ya da yanligh@mi gostermek, baska bir ifade
ile matematiksel bir toplulugu da verdigi karara ikna edebilmek igin iiriin tiretme siireci
baslar. Bu {iriin iiretme siirecine ispat siireci denir. Aslinda ispatlar argilimantasyonun
ozel bir halidir (Pedemonte, 2007). Argiimantasyon bir ya da birkag argiimanin
mantiksal olarak zincirlenmesi ile olusan bir siirectir (Douek, 1998). Argiiman ise bir
kisinin bir seyin dogru ya da gercek oldugunu gostermek icin kullandigi sebep ya da
sebepler olarak tanimlanmistir (Oxford advenced learner dictionary, 2010). Argiimanlar
sozel ifadeler, sayisal veriler, ¢izimler vb. igerebilir (Douek, 1998). Buradan da
anlasildigi gibi argiimantasyondaki gerekgelerin ispatlardaki gibi formel, dediiktif bir

yapida olmasi zorunlu degildir.



Arastirmacilar bir matematiksel onermenin ispatindan 6nceki argiimantasyon
stireci ile sonrasindaki ispatlama siirecini Oncelikle igerik ag¢isindan incelemislerdir
(Douek, 1999; Garuti vd., 1998). Bu hipotezi bilissel biitiinliik hipotezi ile
adlandirmislardir. Biligsel biitiinliik hipotezine gore 6grenciler dnermelerini ispatlarken
daha o6nceden mantiksal olarak iirettikleri argiimanlar1 diizenleyerek kullanirlar (Garuti
vd., 1998). Bu hipotezin iki siire¢ arasindaki iliskiyi agiklamada yetersiz kaldigini1 géren
arastirmacilar, iki siire¢ arasindaki iliskiyi yapisal olarak incelemislerdir (Inglis Mejia-
Ramos ve Simpson, 2007; Knipping, 2008; Martinez ve Pedemonte, 2014; Nardi vd.,
2012; Pedemonte, 2008; Pedemonte ve Buchbinder, 2011; Pedemonte ve Reid, 2011).
Yapilan arastirmalarin sonucunda matematiksel argiimantasyon ile ispatin i¢ i¢e oldugu
ve aralarinda siki bir iliski oldugu tespit edilmistir (Douek, 1999; Garuti vd., 1998;
Pedemonte, 2007).

Ogrencilerin karsilastiklart bu zorluklari anlayabilmek icin matematiksel ispat:
bir iiriin olarak degil bir siire¢ olarak degerlendirerek bu siiregte neler yasandigini
anlamak gerekmektedir. Ispatlama siireci sinifta iiretilen ya da ders kitabinda sunulan
yazili metinlerle kavranamaz. Ciinkii bu sekildeki son {iriin, iSpatlama siirecinden higbir
iz tasimaz (Mariotti ve Balacheff, 2008). Ogrencilerin ispat siireclerini anlayabilmek

i¢in argiimantasyon siire¢lerinin de dikkate alinmasi gerekmektedir (Dinger, 2011).

1.1. Problem Durumu

Matematik, kavramlar1 arasinda anlamli iligkiler bulunan, kendine 06zgii
sembolleri ve terminolojisi bulunan evrensel bir dildir (Milli Egitim Bakanligi [MEB],
2013a). Matematiksel kavramlar arasinda bulunan iliskileri arastirip genellemelere
ulagmak, matematik yapmanin bir parcasidir. Genellemelerin iiretilmesinde izlenen yol
matematige hastir ve ispatlama olarak adlandirilir (Altun, 2013a). Elde edilen bu
genellemeler ile yeni matematiksel bilgilere ulasilir. Matematikgiler bir matematiksel
ifadenin dogru olduguna ispat yardimiyla karar verirler. Matematiksel sonuglar ancak
dikkatli bir sekilde ispatlandiktan sonra gecerli kabul edilir (Ross, 1998). Ciinkii
matematik¢inin goziinde dogrulugun Olgiitii olgusal kanitta degil mantiksal ispatta

aranmalidir (Yildirim, 2014).



Dogru matematiksel bilgilere ulasmak, matematik 0grenimi i¢in de énemli bir
durumdur. Matematik gretimi iizerine etkin iki kuram olan Yapilandirmacit Ogrenme
Kurami1 ve Gergeke¢i Matematik Egitimi bilgiyi, bireyin kendisinin olusturdugu
diisiincesini benimsemistir (Altun ve Yilmaz, 2010). Bilissel Yapisalct Kuram’a gore
bilgi bir adaptasyon siireci sonucunda elde edilir ve bu bilgi edinimi bireyin kendisi
tarafindan gerceklestirilir (Altun, 2014). Buna gore, 6grencilerin yeni matematiksel
bilgilerini 6nceki 6grenmeleri ile yapilandirarak elde ettikleri sdylenebilir. Clinkii birey
yeni O0grendigi bilgiyi zihnindeki semalara uyarlamakta (6ziimseme), uyarlayamiyorsa
semalar1 yenileyip (diizenleme) gelistirmektedir (Altun, 2014). Ogrenciler kendilerine
yoneltilen matematiksel iddialar1 sorgulamadan dogru kabul ederlerse, yanlig
matematiksel bilgileri gegerli bilgiler olarak kabul etmeleri ve zihinlerinde
yapilandirmalar1 muhtemeldir. Yanlis matematiksel bilgilerin iizerine insa edilecek yeni
bilgilerin de saglikli bilgiler olamayacagi aciktir. Bu ylizden Ogrencilerin dogru
matematiksel bilgiye ulagsmak adina matematiksel bilgilerin dogrulugunun nasil
sorgulanacagi konusunda bilgili olmalari gerekmektedir. Ciinkii matematik bilme

thtiyacinin {iriini, bir diisiinme ve dogruyu arama ugrasidir (Altun, 2013b).

Epistemik acidan bir kisi, bir dnermenin dogrulugu hakkinda kendini ya da
baskasini ikna etmek istedigi zaman argiimantasyonlar ve ispatlar ortaya ¢ikar (Chazan
1993; De Villiers 1999; Healy ve Hoyles 2000). Matematiksel arglimantasyonlar ve
ispatlar dogrulama aktiviteleridir (Pedemonte, 2007). Argiimantasyon matematiksel bir
ifadenin dogrulugu iizerindeki siipheyi azaltirken ispat bu siipheyi tamamen ortadan
kaldirmaktadir (Inglis vd., 2007). Yapilan aragtirmalarda matematiksel bir 6nermenin
ispatlanmasindan Once Onermenin dogruluk degerini belirlemek i¢in gegirilen
argiimantasyon siireci ile ispat siirecinin birbiri ile iliskili oldugu tespit edilmistir
(Garuti vd., 1998; Martinez ve Pedemonte, 2014; Nardi vd., 2012; Pedemonte ve
Buchbinder, 2011; Pedemonte ve Reid, 2011).

Matematikg¢iler matematiksel bilgileri olustururken sezgi, deneme, yanilma,
tahmin, varsayim, ispat zincirini takip etmektedirler (Almeida, 2003). Buradan
matematikgilerin ispatlama siirecinde argiimantasyon siirecine girdikleri sdylenebilir.
Matematik¢ilerin izledikleri yontem arglimantasyon siirecini icermesine ragmen
ozellikle tiniversite seviyesindeki matematik derslerinin 6gretimi sirasinda bu zincirinin

sadece son basamagina odaklanildig1 belirtilmistir (Almeida, 2000). Almeida (2003)



matematikgilerin takip etti§i bu zincirin ispat ogretiminde de yer almasi gerektigini
ifade etmis ve boylelikle Ogrencilerin ispatlarin gerekliligini kesfetme firsatinin
olacagini dile getirmistir. Baykul (2014) da, aksiyomlar ve teoremler halinde verilmis
olan matematikteki prensiplerin, dgrenciler tarafindan ilk defa bulunuyormusgasina
goriilmesi ve sezilmesinin, matematik 6gretiminde matematigin yapisi yoniinden goz
Ontline alinacak 6nemli hususlar arasinda yer aldigini belirtmistir. Bu zihinsel siirecler
yasanmaz, ispat 6gretimi ders hocasinin yaptigi ispatlarin kopyalanmasi seklinde olursa
(Alcock ve Weber, 2005; Selden ve Selden, 1995), 6grenciler kendilerine yoneltilen
matematiksel iddialar1 sorgulamadan kabul ederler ve dolayisiyla otoriter bir 6grenme

aliskanliginin kapilar1 agilmis olur.

Gegerli argiimanlar ya da ispatlar iiretme ve arglimanlarin kritik edilmesi,
matematik yapmanin ayrilmaz parcasidir. Muhakeme becerileri Ogrencilere
kazandirilmazsa o zaman matematik bir islem dizisini takip etmek ve anlamini
diisinmeden Ornekleri taklit etmek olur (Ross, 1998). Bu aktivitelerin 6neminin
farkinda olan bazi kuruluslar ortaokuldan iiniversite diizeyine kadar tiim 6grencilerin
dogru matematiksel bilgilere ulasmalari i¢in bu siireglere girmelerini Onermistir
(American Mathematical Society [AMS], 2001; Mathematical Association of America
[MAA], 2004; MEB, 2013a, 2013b; National Council of Teachers of Mathematics
[NCTM], 2000). Ornegin, MEB (2013a) ortaokul 6grencilerinin “mantikli ¢ikarimlarda
ve genellemelerde bulunmalarin” ve “cikarimlarin dogrulugunu ve gecerligini
savunabilmelerini” istemektedir. Buradan ortaokul &grencilerinin matematiksel
iddialarin  dogrulugunu degerlendirebilmeleri ve dogru oldugunu diisiindiikleri
matematiksel iddialarim1  da savunmalarinin  istendigi  sOylenebilir.  Ortaokul
ogrencilerine bu becerilerin kazandirilmasinda hi¢ siiphesiz ilk6gretim matematik
ogretmenlerine biiyiik sorumluluk diismektedir. Ilkdgretim matematik 6gretmenlerinin
oncelikle kendilerinin matematiksel argiimanlarin nasil degerlendirilecegi, matematiksel
onermelerin dogrulugunun nasil belirlenecegi ve dogru oldugunu disiindiikleri
matematiksel onermelerin dogrulugunu nasil gostereceklerine yonelik bilgili olmalari
gerekmektedir. Bu nedenle ilkdgretim matematik 6gretmeni adaylarinin séz konusu
becerilere sahip olup olmadiklar1 ayrintili bir sekilde incelenmelidir. Bu ¢alismada da
ilkogretim matematik dgretmeni adaylarinin analiz alanindaki argiimantasyon ve ispat

stireclerinin incelenmesi amaclanmistir. Bu amag¢ kapsaminda 6gretmen adaylarinin



arglimantasyon ve ispat siiregleri ayr1 ayri ortaya c¢ikartilmis, daha sonra iki siireg
arasindaki iliski yapisal olarak analiz edilmistir. Ayrica ¢alismada, 6gretmen adaylarinin
analizin temel tanimlarini anlayis sekilleri ve ispata yonelik goriisleri incelenerek
Ogrencilerin argiimantasyon ve ispat siirecleri arasindaki Oriintiiler kesfedilmeye

calisilmigtir.

1.1.1. Problem ciimlesi

Bu aragtirmanin amaci, ilkogretim matematik Ogretmeni adaylarmin analiz
alanindaki arglimantasyon ve ispat siireclerini inceleyerek bu siiregler arasindaki
oriintiileri ortaya ¢ikarmaktir. Bu amag dogrultusunda “Ilkdgretim matematik 6gretmeni
adaylarinin analiz alanindaki argiimantasyon ve ispat siire¢leri nasildir?” sorusuna yanit
aranmistir. Bu genel aragtirma sorusunu ayrintili bir sekilde cevaplayabilmek icin

asagida belirtilen alt problemlerin yanitlari ortaya ¢ikarilmaya ¢alisilmistir.
1.1.2. Alt problemler

1. Ilkdgretim matematik 6gretmeni adaylarinin ispata yonelik goriisleri nasildir?

2. 1lkdgretim matematik 6gretmeni adaylarnin analizin temel tanimlarma ydnelik
anlayislar1 nasildir?

3. Ilkdgretim matematik Ogretmeni adaylarmin analiz alanindaki argiimantasyon

siirecleri nasildir?

3.1. llkdgretim matematik Ofretmeni adaylari, analiz alanindaki &nermelerin

dogruluguna ya da yanligligina nasil ikna olmaktadirlar?

3.2. lIkdgretim matematik Ogretmeni adaylari, analiz alaninda dogru oldugunu

bildikleri matematiksel iddialar1 nasil savunmaktadirlar?

4, Tlkdgretim matematik Ogretmeni adaylarinin analiz alanidaki ispat siirecleri

nasildir?

4.1. lIkdgretim matematik dgretmeni adaylari analiz alaninda, baskasi tarafindan

yapilmis ispatlari nasil degerlendirmektedirler?

4.2. Tlkdgretim matematik Ogretmeni adaylarmin analiz alanindaki ispat ve ters

ornek tiretme becerileri nasildir?



5. 1lkdgretim matematik 6gretmeni adaylarinin analiz alanindaki argiimantasyon ile

ispatlama siiregleri arasinda nasil bir iliski vardir?

1.2. Cahsmanin Amaci ve Onemi

Bu arastirmanin amaci, ilkogretim matematik 6gretmeni adaylarinin analiz alani
kapsaminda argiimantasyon ve ispat siireglerini inceleyerek bu iki siire¢ arasindaki
iligkileri ortaya ¢ikarmaktir. Ayrica, 6gretmen adaylarinin ispata yonelik goriisleri ve
analizin temel konular ile ilgili kavramsal bilgileri incelenerek s6z konusu siiregler ile
olan iligkisi biitiinciil bir sekilde degerlendirilmeye calisilmistir. Yapilan literatiir
incelemesi sonucunda, 6gretmen adaylarinin analiz alanindaki argiimantasyon ve ispat
stireglerini biitiinciil bir sekilde inceleyen bir arastirmaya rastlanmamistir. Bu anlamda
calismanin literatiire onemli katkilar1 olacag: diisiiniilmektedir. Calismanin literatiire

yapacagi diisiiniilen katkilardan bir kac1 asagida siralanmustir.

¢ Calismada 6gretmen adaylarinin matematiksel bir iddiaya nasil ikna olduklar1 ve
matematiksel iddialarin1 nasil savunduklar1 ortaya ¢ikarilmaya g¢alisilmistir. Bunun i¢in
Ogretmen adaylar tarafindan ¢alisma boyunca iiretilen tiim arglimanlar analiz edilmistir.
Analizlerin sonucunda o6gretmen adaylarinin frettikleri arglimanlarda kullandiklar
gerekeelerin “gerekee tipleri” adi altinda bir siniflandirmasini elde etmek amaglanmastir.
Inglis ve digerleri (2007), Harel ve Sowder (1998) tarafindan ortaya atilan ispat
semasindan yararlanarak “indiiktif, dediiktif, yapisal-sezgisel” gerekge tiplerini
belirlemislerdir. Knipping (2008) ise lokal argiimanlari kavramsal ve gorsel olmak
tizere iki gruba ayirmistir. Bu caligmada da literatiirdeki ispat siniflandirma c¢aligmalari
(Harel ve Sowder, 1998, 2007; Ko ve Knuth, 2009) dikkate alinarak mevcut gerekge
tiplerini de i¢ine alacak, kullanigli bir siniflandirmanin elde edilmesi amacglanmistir. Bu
anlamda yapilan ¢alismanin yeni bir siniflandirma iiretecek olmasi alana yenilik
getirecektir. Ogrencilere verilen bir argiimanin anlagilmasi ve dgrencilerin anlayiglarin
yansitan argiimanlarin sunumu lizerine az sayida ¢alisma mevcuttur. Bu iki aktivite
ogrencilerin ispatlama becerilerinin degerlendirilmesinde iki anahtar aktivitedir (Mejia-
Ramos ve Inglis, 2009). Tiirkiye’de {iiniversite seviyesindeki Ogrencilerin
arglimantasyon siireglerini inceleyen sadece bir tane g¢alisma mevcuttur (Dinger, 2011).
Dinger (2011) calismasinda analiz dersinde, simif ortaminda lretilen arglimanlarin

analizine odaklanmistir. Bu g¢alismada ise Ogrencilerin bireysel olarak, matematiksel



Oonermelere ikna olmak ve onlar1 savunmak adina girdikleri argiimantasyon siireci
incelenmistir. Bu anlamda calisma, Dinger (2011) tarafindan yapilan g¢alismadan
ayrilmaktadir.

¢ Calismada Ogrencilerin analiz alanindaki ispatlama siiregleri incelenmistir.
[Ikogretim matematik Ogretmeni adaylarmin analiz alanindaki ispat siiregleri
kapsaminda ispata yonelik goriisleri, bagkasi tarafindan yapilan ispatlart nasil
degerlendirdikleri, ispat ve ters Ornek iiretme becerileri incelenmistir. Bu calismada
O0gretmen adaylarinin ispat degerlendirme ve ispat liretme siirecinde ne yasadiklari
ayrintilt olarak betimlenmeye calisilmistir. Bazi arastirmacilar 6grencilerin ispata
yonelik goriislerinin ve kavramsal bilgi eksikliklerinin ispatlama siireglerini etkiledigini
tespit etmislerdir (Doruk ve Kaplan, 2015a; Furinghetti ve Morselli, 2009; Moore,
1994). Bazi1 arastirmacilar da farkli diizeyde akademik basariya sahip Ogrencilerin
ispatlama siireglerini incelemislerdir (Sar1, Altun ve Askar, 2007; Weber, 2001, 2009).
Bu calismada Ogretmen adaylarinin ispatlama siiregleri ile iliskili oldugu belirtilen
ispata yonelik goriis, kavramsal bilgi ve akademik basar1 faktorleri dikkate alinmistir.
Bu sayede Ogretmen adaylarmin ispat silireclerinde neler yasadiklari, karsilastiklar:
giiclikler ve sebepleri hakkinda detayli bilgi edinilmesi amaglanmistir. Bu konuda
Weber (2001) ogrencilerin ispat yaparken yaptiklar1 hatalar1 anlayabilmek igin
Ogrencilerin ispatlama stireglerinin incelenmesinin gerekli oldugunu ifade etmistir.

% Calismada arglimantasyon ve ispat siireci arasindaki iliski yapisal olarak
incelenmistir. Mevcut calismalara gore argiimantasyon ile ispat arasindaki iliski iki
sekilde incelenebilmektedir. Bu incelemelerden ilki biligsel biitiinliik hipotezine
dayanmaktadir (Garuti vd., 1998). Bilissel biitiinliik hipotezinin s6z konusu iligkiyi
aciklamada yetersiz kaldigini diigiinen arastirmacilar iki siire¢ arasindaki iligkiyi yapisal
olarak analiz etmislerdir (Pedemonte, 2007). Bu c¢alismalarin bir kismi geometri
alnindaki (Pedemonte, 2007; Pedemonte ve Reid, 2011), bir kismi cebir alanindaki
(Martinez ve Pedemonte, 2014; Pedemonte, 2008) bir kismi1 da sayilar teorisi alanindaki
(Pedemonte ve Buchbinder, 2011) argiimantasyon ve ispat arasindaki iliskiyi
arastirmiglardir. Analiz alaninda yapilan bir caligmaya rastlanmamistir. Yapilan
aragtirmalarda iki siire¢ arasindaki yapisal iliskinin “abdiiktif, dediiktif ve indiiktif”
olmak iizere ii¢ yap1 ilizerinden analiz edildigi goériilmiistiir. Calismadan elde edilecek

yeni gerekce tipleri ile bu analizlerin daha detayli yapilabilmesi saglanacaktir. Bu
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sayede Ogrencilerin argiimantasyon ile ispat siire¢leri hakkinda daha fazla bilgi elde
edilebilecektir. Yapilan literatiir incelemesi sonucunda Tiirkiye’de bu alanda herhangi
bir ¢alisma bulunmadigindan (Giines, 2013) calismadan elde edilen sonuglar 6nemli
olacaktir. Ayrica bu ¢alismanin gelecekte yapilacak calismalar i¢in referans olmasi
beklenmektedir.

% Calismada o6gretmen adaylarinin iirettikleri tim argiimanlar Toulmin modeline
gore analiz edilmistir. Daha 6nceki ¢alismalarda Toulmin modeli, analiz dersinde ortaya
¢ikan tartismalarin analizinde kullanilmistir (Dinger, 2011). Dinger’in (2011)
calismasinin  6nemli sonuglarindan biri, Toulmin modelinin matematik lisans
derslerindeki ispat siirecinde, tanim kurma siirecinde ve problem ¢dzme siirecinde
olusan argiimantasyonlarin analizinde kullanilabilecegini gostermesidir. Bu doktora tez
calismasinda da 6gretmen adaylarinin analiz alaninda kendini ve baskalarini ikna etmek
adma trettikleri argimanlarin Toulmin modeline goére nasil analiz edilebilecegi
konusunda bilgi sunulmaktadir. Ayrica c¢alismada Toulmin modelinin 6gretmen
adaylarinin kendilerinde bulunan hatalarin ve kavram yanilgilariin tespit edilmesinde
bir arag olarak kullanilacak olmasi 6nemlidir.

% Caligma analiz alanina 6zeldir. Ogretmen adaylarmin analizin temel konularinda
bulunan tanimlara ydnelik anlayis sekilleri incelenmistir. Ogretmen adaylariin analiz
alaninda yasadiklar1 gii¢liikler ortaya c¢ikarilmistir. Bu anlamda caligmanin analiz
dersinden sorumlu olan Ogretim elemanlarina ve Ogrencilere yardimci olacagi
diistiniilmektedir.

% Calisma ispata yonelik farkli goriisleri olan ve akademik basari diizeyleri farkli
olan ogretmen adaylart ile yiritilmistir. Bu c¢alisma, basarili olan 6grencilerin
matematiksel onermelere nasil yaklastigi, ne tiir arglimanlar iirettikleri, ispatlar1 nasil
degerlendirdikleri ve ispatlarda nasil basarili olduklar1 hakkinda bilgiler icermektedir.
Bu sayede caligmanin iiniversite dgrencilerinin kendilerini sorgulamasi adina yararl

olacag diisiiniilmektedir.

1.3. Varsayimlar

Arastirmaya katilan matematik Ogretmeni adaylarmin veri toplama araclarimi
samimi, i¢ten ve digsal higbir faktoriin etkisi altinda kalmadan cevapladiklar1 kabul

edilmektedir.
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1.4. Siirhliklar

1. Arastirma, nitel arastirma yaklasimi benimsenerek Tiirkiye’nin Dogru
Anadolu Bélgesi’nde yer alan bir devlet iiniversitesinin egitim fakiiltesinde
Ogrenimlerine devam eden sekiz ilkdgretim matematik 6gretmeni adayi ile
yiiriitilmiistiir. Ogretmen adaylar1 akademik basar1 diizeylerine gore ¢ok
basarili ve orta diizey basarili olan iki gruptan dorder 6grencidir. Bu sayede
O0gretmen adaylariin argiimantasyon ve ispat siireglerine yonelik daha zengin
ve anlaml bilgiler elde edilebilecegi diisiiniilmiistiir. Ogretmen adaylari ile
Klinik goriismeler yapilmistir. Bu sekilde daha derinlemesine bilgi elde
edilecegi disiiniilmistiir. Bu calismanin sonuglart hem nitel arastirma
yaklagiminin kendisinde bulunan smirliligindan hem de calisma grubunun
ozelliklerinde dolay1 diger liniversitelerde 6grenim goren dgretmen adaylarina
genellenemez.

2. Arastirmada Ogretmen adaylarinin argiimantasyon ve ispat siirecleri
matematige 06zel alanlardan biri olan analiz alaninda incelenmistir.
Calismadan elde edilen sonuglar; cebir, sayilar teorisi, geometri gibi diger
alanlarda yapilan ¢alismalarla farklilik gosterebilir. Bu anlamda arastirmanin
sonuclar1 analiz alani ile sinirhidir.

3. Ogretmen adaylarmin argiimantasyon siireglerinin analizi, klinik miilakatlarda
yer alan kavramlarla ilgili nermeler ve problemler ile sinirhdir.

4, Ogretmen adaylarinin ispatlama siireclerinin analizi, klinik miilakatlarda

sunulan baskasi tarafindan yapilan ispatlar ve 6nermeler ile sinirlidir.

5. Ogretmen adaylarmin argiimantasyon ile ispat siireci arasindaki yapisal
iliskinin analizi, miilakatlarda yer alan kavramlar ile ilgili Onermeler ile

sinirlidir.

1.5. Tanmimlar
Ispat: Bir yargi sav ya da sonucun dogrulugunu (ya da yanlishigmi) yeterli kanit
gostererek kabul ettirme ¢abasidir (Yildirim, 2014).

Matematiksel Ispat: Ispati yapan kisinin varsayimlar, aksiyomlar, tanimlar gibi

onceki bilgiler ile sundugu ve arzu edilen sonuca ulasilincaya kadar teoremlerin



12

uygulanmasi ve Onceki elde edilen gerceklerin hatirlanmasi gibi ¢ikarim kurallarinin

uygulanmasinin istendigi matematiksel bir aktivitedir (Weber, 2005).

Argiiman: Bir kisinin, bir seyin dogru ya da gercek oldugunu gostermek igin

kullandig1 sebep veya sebepler (Oxford advenced learner’s dictionary, 2010).

Argiimantasyon: Bir seyi aciklamak ya da insanlar ikna etmek i¢in kullanilan

arglimanlar dizisi (Cambridge advenced learner’s dictionary, 2013).

Akl yiiriitme (Muhakeme): Eldeki bilgilerden hareketle, matematigin kendine
Ozgili arag (semboller, tamimlar, iliskiler, vb.) ve diisiinme tekniklerini (tiimevarim,

timdengelim, karsilastirma, genelleme, vb.) kullanarak yeni bilgiler elde etme stirecidir
(MEB, 2013a).

Tiimevarim (endiiksiyon): Orneklerden ve o6zel durumlardan hareketle

genelleme, ilke ve kanunlara ulasilmasi (Baykul, 2014).

Tiimdengelim (dediiksiyon): Genelleme, kanun ve ilkelerden yola ¢ikarak 6zel

durumlarin elde edilmesi (Baykul, 2014).

Onerme: Dogru ya da yanls diye bir hiikiim bildiren ama aym1 zamanda hem

dogru hem de yanlis olmayan ifadeler (Karagay, 2009).

Teorem: Kanitlanabilen bilimsel Onermelerdir. Mantiksal usavurma ile

kanitlanan 6nermenin ya da 6zelligin bildirimidir (Karagay, 2009).

Aksiyom: Ispatsiz kabul edilen, baslangicta dogru oldugu varsayilan dnermeler
(Irmak, 2008; Karagay, 2009).

Kavram: Bir nesnenin veya diisiincenin zihindeki soyut ve genel tasarimidir
(Tirk Dil Kurumu [TDK], 2015).

Kavram imaji: Verilen bir kavram ile ilgili kiginin zihninde olusan tiim biligsel

yapilardir (Tall ve Vinner, 1981).

Kavramsal bilgi: Matematiksel kavramlar: sembollestirebilme, onlari farkli bir
bicimde sunabilme, onlar arasinda iliski kurabilme ve gerekli islemleri yapabilme gibi

becerilerin olusturdugu kavramaya dayali bir bilgidir (Birgin ve Giirbiiz, 2009).

Islemsel bilgi: Matematik sembollerini ve gdsterimlerini tanima, kural ve

formiilleri bilme, verilen bir algoritmayr islem basamaklarina uygun bicimde
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yiirlitebilme gibi becerileri gerektiren kavramaya dayanmayan tamamen mekanik bir

bilgidir (Birgin ve Giirbiiz, 2009).



IKiNCi BOLUM

2. KURAMSAL CERCEVE ve ILGILI ARASTIRMALAR

2.1. Kuramsal Cerceve

Calismanin bu boliimiinde arastirmanin lizerine kuruldugu kuramsal gergeve
tanitilmistir. Bu ¢alismada 6gretmen adaylarinin analiz alanindaki argiimantasyon ve
ispat stirecleri incelenerek iki siire¢ arasindaki iliski ortaya ¢ikarilmaya ¢alisilmistir. Bu
baglamda ilerleyen béliimlerde sirasiyla, matematiksel ispat, matematiksel

argiimantasyon ve ispat ile iligskisi ve Toulmin modeli hakkinda bilgiler sunulmustur.

2.1.1. Matematiksel ispat

“Problem ¢6zme matematigin kalbi ise ispat da matematigin ruhudur

(Schoenfeld, 2009).”

Ispat, bir seyin dogru oldugunu gosteren bilgi ve dokiimanlar, bir iddianmn dogru
ya da gergek olup olmadigini test etme siireci (Oxford advenced learner’s dictionary,
2010), bir seyin varhigin1 ve dogrulugunu gosteren bir gercek ya da bir kisim bilgi
(Cambridge advenced learner’s dictionary, 2013) olarak tarif edilmistir. Tiirkce
Stizliik’te ise ispat, tanit ve kanit gostererek bir seyin gergek yoniinii ortaya ¢ikarma
olarak tanimlanmigtir (TDK, 2015). Matematikgiler ve matematik egitimcileri ispatlara
farkli anlamlar yiikleyerek ve ispatin farkli 6zelliklerine vurgu yaparak tanimlamaya

calismiglardir.

Bazi arastirmacilarin yaptiklart ispat tanimlarinda ispatin sozliik anlamindan
farkl1 olarak, matematiksel ispatin matematiksel bir ifadenin ya da Onermenin
dogrulugunu veya yanhishigini gostermek oldugu acik¢a vurgulanmistir. Yildirim’a
(2014) gore ispat, bir yargi sav ya da sonucun dogrulugunu (ya da yanlighgini) yeterli
kanit gostererek kabul ettirme ¢abasidir. Baki’ye (2014) gore matematiksel ispatlarin
amaci, iddia edilenin dogrulugunu ya da yanlishgm kanitlamaktir. Bu her durum ve

kosulda iddianin dogru oldugunun gosterilmesiyle olur. Bagka bir deyisle iddianin,



15

Orlintlinlin biitiin sartlarda genellenebilirliginin gosterilmesiyle ispat tamamlanmig olur.
Weber’e (2005) gore matematiksel ispat, ispat1 yapan kisinin varsayimlar, aksiyomlar,
tanimlar gibi onceki bilgiler ile sundugu ve arzu edilen sonuca ulasilincaya kadar
teoremlerin uygulanmasi ve onceki elde edilen gergeklerin hatirlanmasi gibi ¢ikarim
kurallariin uygulanmasinin istendigi matematiksel bir aktivitedir. Giiven ve digerleri
(2005) matematik¢ilerin goziinde ispatin, onciilleri de kullanarak mantiksal ¢ikarimlar
yoluyla bir ifadenin dogrulugunu ya da yanlishgini kanitlama olarak goriilebilecegini
ifade etmislerdir. Fitzgerald’a (1996) gore ise ispat, bir dogrunun veya gergegin kanitlar
is1ginda kabullenilmesidir (Akt., Giiler, 2013).

Bazi aragtirmacilarin ispat tanimlarinda, ispatin matematiksel bilgilerin
dogruluguna 6nce kendisinin daha sonra baskalarinin ikna olma siireglerini igerdigi
vurgulanmigtir. Matematiksel ispatlar sayesinde, matematiksel iddialarin dogrulugu
tizerindeki siiphelerin tamamen ortadan kalktigini ifade etmislerdir. De Villiers (1999)
ispatlama diisiincesinin ¢ogunlukla hem kendisinin hem de diger kisilerin siiphelerini
ortadan kaldirmak i¢in kullanildigin1 belirtmistir. Harel ve Sowder (2007) matematiksel
ispat1, bir iddianin dogrulugu hakkindaki stipheleri ortadan kaldirmak i¢in insanlar
tarafindan kullanilan bir siire¢ olarak tanimlamislardir. Bell (1976) ispatin i¢sel olarak
uygulanabilmesine ragmen hayali bir potansiyel siipheciye karsi ikna olmayi amaglayan
toplumsal bir aktivite oldugunu ifade etmistir. Ispatlama siirecinin bir iddianin
dogruluguna 6nce kendini daha sonra bagkalarin1 ikna etme gibi iki alt siireci mevcuttur
(Harel ve Sowder, 2007). Stylianou, Chea ve Blanton (2006) da benzer sekilde, ispatin
bir kisinin iddiasin1 dogrulamasini, kendisini ve baskalarin1 ikna etmeyi saglayan
mantiksal argiiman olarak matematikte basrole sahip oldugunun kabul edildigini ifade

etmislerdir.

Arastirmacilarin yaptiklar1 bazi ispat tanimlarinda, ispatlarin genel anlamda
onceden kabul edilen bilgilerin kullanildig1, mantiksal birtakim ¢ikarimlar ile ilerledigi,
dediiktif yapidaki muhakemenin bir ¢esidi oldugu dikkati ¢ekmektedir. Almeida (2003)
matematiksel ispatin bir sonucu dogrulamak, iletisim kurmak ve digerlerini bu sonuca
ikna etmek, bir sonu¢ kesfetmek ve elde edilen bu sonuglar1 dediiktif bir sistem icine
yerlestirmek icin yapildigimi belirtmistir. Hanna, Bruyn, Sidoli ve Lomas (2004)
matematiksel ispati, aksiyomlar, kabul edilen kurallar ya da 6nceden ispatlanan sonuglar

gibi acik olarak verilenlerin ele alinarak gecerli dediiktif bir argiiman liretmek icin
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kullanilmast olarak tanimlamislardir. Dede ve Karakus’a (2014) gdére matematiksel
ispat, bir ifadenin ve dnermenin dogrulugunun 6nceden bilinen bir veya birden fazla
onermeyle iliskilendirilmis mantiksal birtakim ¢ikarimlar yardimiyla gosterilmesidir.
Esty (1992) matematiksel ispatlarin dediiktif yapisi geregi argiimantasyon siirecindeki
gerekgelerin de aksiyomatik yapida olmasi gerektigini ifade etmistir (Akt., Uygan,
Tanmighi ve Kose, 2014). Griffiths’e (2000) gore matematiksel ispat, bir aksiyomlar
kiimesi ile baslayan mantiksal adimlarla bir sonuca dogru ilerleyen muhakemenin
formel ve mantiksal bir dizisidir. Yildirim (2014), ispatin 6nermelerin ya da 6nerme

kaliplarmin iliskisine dayanan mantiksal bir ¢ikarim oldugunu ifade etmistir.

Baki (2014) ispatlarin dogrulama, aciklama ve soyutlama asamalarindan
olustugunu ifade etmistir. Dogrulama asamasinda one siiriilen iddianin dogrulugu
arastirilir. Aciklama asamasinda, iddianin neden dogru oldugunun agiklamasi yapilir.
Soyutlama asamasinda ise matematiksel bir dil kullanilarak ve genelleme kosullar
kontrol edilerek en kisa yoldan soyutlama yapilir (Baki, 2014). Benzer sekilde Lee
(2002), ispat siirecinde ii¢ farkli ve birbiri ile yakindan iliskili siire¢lerin oldugunu ifade
etmistir. Bu siireclerin ispat1 yapilacak seyin arastirilmasi, ispatin organizasyonu ve
ispatin diger kisilere aciklanmasi oldugunu belirtmistir. Ispat yapmak igin bir
matematik¢i mevcut problemi, varsayimi ve daha Onceki ispatlar1 analiz eder.
Varsayimin dogru olup olmadigini ve bilinen teoremlerden ispati nasil elde edecegini
arastirir. Bu silire¢ varsayimin ispatlanmasi ya da ¢iiriitiilmesi ile son bulur. Bir dnceki
asamay1 analizlerin sonuglarinin dediiktif argiimanlar ile diizenlenmesi izler (Lee,
2002). Furinghetti ve Morselli (2009) ispatlama siirecinin problem ¢dzmenin 6zel bir
durumu oldugunu ifade etmis ve ispat yapma siirecinde Polya’nin (1945) problemi
anlama, bir plan gelistirme, plan1 uygulama ve kontrol adimlarinin izlenilebilecegini
belirtmistir. Dediiktif bir sekilde diizenlenmis ispat, konferanslar ya da yayimlama

vasitasiyla diger insanlara agiklanir (Lee, 2002).

Bazi arastirmacilar ispatin sosyal bir eylem oldugunu ve matematiksel
topluluklar tarafindan ispat olarak kabul edildikten sonra ispat degeri kazandigini ifade
etmiglerdir (Dede, 2013; Edwards, 1997; Stylianides ve Stylianides, 2009). Bir
matematiksel bilginin dogrulugunun gosterildigi bir igerik, matematikgiler tarafindan
gecerli olarak tanimlanirsa bu igerik bir matematiksel ispat olarak kabul edilmektedir

(Dede, 2013). Stylianides ve Stylianides (2009) bir énermenin dogrulugunu gosteren bir
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arglimani ispat olarak nitelendirebilmek i¢in argiimanin genel, gegerli ve matematiksel
topluluklar tarafindan anlagilabilir olmas1 gerektigini ifade etmistir. Genel argiiman,
kullanilan iddialarin Onermenin tanim bolgesindeki tiim durumlara hitap etmesi
anlamina gelmektedir. Gegerli terimi ile argiimanin dediiktif ve Onermenin dogru
olduguna yonelik kesin delilleri saglamasi kastedilmektedir. Edwards (1997) da ispati,
sezgileri ve genellemeleri kesin iddialara doniistiiren, agik ve kesin bir dil ile ifade
edilen ve bir matematik toplulugu tarafindan kabul edilen siireglerin bir kiimesi olarak
tanimlamistir. Bell (1976) ispatin toplumsal bir aktivite oldugunu ifade etmistir.
Stylianides (2007) ispatin bir matematiksel argiiman, matematiksel iddianin
dogrulugunu veya yanlisligin1 géstermek igin iiretilen savlarin birebiriyle iligkili olan

dizisi oldugunu ifade etmis ve asagidaki karakteristige sahip oldugunu belirtmistir.

1. Smifca kabul edilen ifadeler kullanilir (kabul edilen ifadeler kiimesi). Bu
ifadeler dogrudur ve daha fazla dogrulamaya gerek kalmadan kullanilir.

2. Ispatlar muhakeme formlarmi kullanir (argiimantasyonun bir cesidi). Bu
muhakemeler gecerlidir, Ogrenciler tarafindan bilinir ya da kavramlarin
i¢inden ulasilir.

3. Ozel bir ifade sekli ile aktarilir (argiiman sunumunun bir sekli). Bu ifade

matematik toplulugu tarafindan uygundur ya da bilinir.

Tall’a (1998) gore, matematiksel ispatlama siirecinin iki amaci vardir. Biri bir
varsayimin mantikli adimlar zinciri ile bir sonuca ulastigini gostermektir. Digeri ise
varsayimlardan sonuca nasil ve neden gidildigini anlamaktir. Bu iki amag birbirinden
bagimsiz olabilir. Yani, mantikli bir ispat anlasilir, anlasilir bir ispat mantikli
olmayabilir. Hanna’ya (2000) gore, en iyi ispatlar ayn1 zamanda ispatlanan teoremin
anlaminin anlagilmasina yardimci olanlardir. Bu ispatlar teoremin sadece dogru
oldugunu degil ayn1 zamanda neden dogru oldugunu gosterir. Bunun sonucunda ispatlar
daha ikna edicidir ve baska kesiflere yol agabilir. Hersh (1993) matematikgilerin bir
varsayimim dogru olup olmadigindan daha ¢ok onun ni¢in dogru oldugu ile

ilgilendiklerini ifade etmistir.

Ko (2010) matematikte ispatlarin ve ters Orneklerin birincil amacinin bir
onermenin dogrulugunu ya da yanhshigim gostermek oldugunu belirtmistir. Ko ve

Knuth’a (2009) gore ispatlama ve ¢iiriitme, Onermelerin dogru ya da yanlis olup



18

olmadigini ve nedeninin gosterilmesine yardimer oldugundan dolay1 ileri matematiksel
diistincede 6nemli becerilerdir. Buradan da anlasilacagi gibi matematikte bir nermenin
dogrulanmasi kadar ciiriitiilmesi de onemli bir etkinliktir. Matematigin gelismesinde
onemli bir yere sahiptir (Lakatos, 1976). Matematiksel Onermelerin yanlighiginin
gosterilmesi genellikle ters 6rnekler yardimiyla olur (Altun, 2014; Lampert, 1990;
Yasuhiro, 1991). Diger bilim dallarindan farkli olarak matematikte ters Ornekler, bir
netlige ve statiiye sahiptir (Whiteley, 2009). Yeni ve bilinmeyen bir varsayimin
gecerligi test edilirken matematikgiler genellikle sadece ispat yapmaya calismazlar, ayni
zamanda gizlenmis celiskileri, hatalar1 ya da belirtilmemis kabulleri ortaya ¢ikarmasi
icin ters Ornek olusturmaya calisirlar. Bu sekilde matematikgiler ters Ornekler
yardimiyla eski ispatlar1 diizenlerler ve yeni ispatlari olustururlar (De Villiers, 1999).
Ters orneklerle yapilan cliriitme ya da yanligslama birgok kaynakta ispatlama yontemleri
arasinda gosterilmektedir (Akkas, Hacisalihoglu, Ozel ve Sabuncuoglu, 1998; Altun,
2014; Irmak, 2008). Peled ve Zaslavsky (1997) ters orneklerin baslica amacinin
Oonermeyi yanliglamak olsa da, onlarmm matematiksel kavramlarin hatirlanmasinda ve
onermelerdeki mantiksal hatalarin goriilmesinde 6grencilere yardimci oldugunu ifade
etmislerdir (Akt., Ko, 2010). Ters 6rnekler varsayimlarin yeniden diizenlenmesini saglar
ve muhakemenin gelismesine yardimci olurlar (Whiteley, 2009). Bir matematiksel ispat
tim durumlar i¢in 6nermenin dogrulugunu gosterirken (Stylianides ve Stylianides,
2009), bir ters ornek mevcut onermenin yanlis oldugunu gosterir (Akkas vd., 1998;
Irmak, 2008). Benzer sekilde Zaslavsky ve Ron (1998), ters orneklerin diger
orneklerden daha giiclii bir konuma sahip oldugunu belirtmis, tek bir ters 6rnegin genel
sonuglart bozmak icin yeterli iken destekleyici ve dogrulayici olarak sunulan bir¢ok
ornegin yeterli olmadigini ifade etmislerdir. Ayrica bazi 6grencilerin ters ornekleri
onermelerin bir istisnasi olarak gordiiklerini belirtmiglerdir. Arastirmacilar 6grencilerin
ortaokul son smif itibariyle bir dnermenin yanlis oldugunu gostermek i¢in bir ters
ornegin yeterli oldugunu, 6nermenin birka¢ durum i¢in dogrulanmasinin 6nermenin tiim
durumlar i¢in dogru oldugu sonucuna ulasilamayacagini fark etmelerini tavsiye
etmektedir (Ross, 1998). Akkas vd. (1998) matematikte yapilan en Onemli islerden
birinin teoremleri ispatlamak oldugunu belirtmiglerdir. Varlik bildiren teoremler
ispatlanirken teoremin dogru oldugunu gostermede bir tek Ornek vermek yeterli

degildir. Ciinkii teorem bu Ornek icin dogrulandigi halde baska bir Ornek igin
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dogrulanmis olmayabilir (Akkas vd., 1998). Tipki ispatlar gibi, ters ornekler de

matematiksel tartisma siirecinin sosyal bir tiriiniidiir (Yasuhiro, 1991).

Bell (1976) ispatin matematiksel igeriginin ii¢ anlam tasidigini, yani matematikte
ispatin ii¢ fonksiyonu oldugunu ifade etmistir. Bu fonksiyonlardan ilki bir 6énermenin
dogrulugu ile ilgili olan dogrulama fonksiyonudur. Ikinci fonksiyon agiklamadir. Iyi bir
ispat, 6nermenin ni¢in dogru olduguna yonelik bir goriis vermelidir. Bu fonksiyon
ispatin gecerligini etkilemez fakat ispatin igindeki varligi, estetik bir sekilde
planlanmustir. Ispatin {i¢iincii fonksiyonu, daha c¢ok matematiksel o6zellik tasiyan
sistematiklestirme  fonksiyonudur. Sistematiklestirme elde edilen sonuglarin,
aksiyomlar, temel kavram ve teoremler ve bunlardan tiiretilen kiigiik sonuglarin dediiktif
bir sistemi igerisinde diizenlenmesidir (Bell, 1976). Bell (1976) tarafindan belirtilen bu
fonksiyonlar zaman i¢inde bazi arastirmacilar tarafindan yeni fonksiyonlar eklenerek
genisletilmistir. Arastirmacilar ispatin matematikte kesif (yeni sonuglar bulma ya da
tiretme), iletisim (matematiksel bilginin aktarilmasi), deneysel bir teorinin
olusturulmasi, bir tanimm anlamint ya da bir varsayimin sonuclarini kesfetme ve iyi
bilinen bir gercegi yeni bir ¢cerceveye dahil etme ve bdylece ona yeni bir gézle bakma,
entelektiiel durum (ispat yapmaktan kaynaklanan kendini gergeklestirme/tamamlama
durumu) fonksiyonlarinin da oldugunu ifade etmislerdir (De Villiers, 1999; Hanna,
2000).

De Villiers (1999) bu fonksiyonlarin birbirinden ayrilabilmesine ragmen bazi
durumlarda siklikla birbiri igine girebildigini ifade etmistir. Ayrica belirttii ispat
fonksiyonlarina yeni fonksiyonlarin da eklenebilecegini ifade etmistir. Sinif i¢inde
yapilan ispatlarda bu fonksiyonlarin bir sekilde yansitilmasi beklenir fakat
fonksiyonlarin hepsi matematik 6grenimiyle ayni derecede ilgili degildir. Bu yiizden
ogretim sirasinda bu fonksiyonlara ayni oranda agirlik verilmemelidir (De Villiers,
1999; Hanna, 2000; Hersh, 1993). Hanna (2000) 6gretimsel agidan bakildiginda, sinif
icerisinde en ¢ok sorulan soru olan “Ni¢in” sorusuna cevap veren agiklama
fonksiyonunun 6n planda tutuldugunu ifade etmistir. Baz1 ispatlarin digerlerinden daha
aciklayict oldugunu belirterek 6gretmenlerin siniflarinda bu tarz ispatlar1 kullanmalarim
onermistir. Ayrica De Villiers (1999) ogrencilere ispatin fonksiyonlar: tamitilirken
aciklama—kesif—dogrulama—entelektiiel durum—sistematiklestirme zincirinin takip

edilmesini Onermistir.
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Matematik egitimcileri matematiksel ispatin 6grenciler {izerinde bir¢cok olumlu
katkis1 oldugunu ifade etmislerdir. Matematiksel ispatlar1 matematiksel kavramlarin
anlasilmasinda, matematiksel bilgilerin gelisip olgunlasmasinda énemli bir ara¢ ve ana
eleman olarak gormislerdir (Knuth, 1999; Ross, 1998; Schoenfeld, 1994, 2009;
Stylianides, 2007; Tucker, 1999). Matematiksel ispatlar, matematigi daha anlaml
O6grenmenin bir yoludur (Hersh, 1993; Tucker, 1999). Matematiksel ispatlar 6grencilere
karsilastiklar1 problemlerin ¢oziimii i¢in stratejiler, yontemler, araglar ve kavramlar gibi
onemli matematiksel bilesenler sunar (Mariotti ve Balacheff, 2008; Rav, 1999).
Problem c¢oziimiinde ispatlarin sagladigt bu yeni matematiksel anlayis, kavramsal
iliskiler ve yontemler, ispatlara matematiksel onermelerin dogrulugunu goéstermekten
daha cok deger kazandirir (Hanna ve Barbeau, 2008). Ayrica, matematiksel ispatlar
matematikgilerin yaptiklarinin 6grenciler tarafindan anlasilmasini saglayan bir aractir
(Imamoglu, 2010; Tucker, 1999). Dede ve Karakus (2014) ispat yapma siirecinde
Ogrencilerin denemeler yaparak kesfetme siirecine girdiklerini, matematigin estetik
yoniiniin fark ettiklerini ve analitik diisiinme becerilerini gelistirebileceklerini ifade
etmislerdir. Giiven ve digerleri (2005) de ispatlama etkinlikleri yoluyla, 6grencilerin bir
yandan matematigin aksiyomatik yapisini tanima firsati yakalarken bir yandan da

muhakeme becerilerini gelistirebileceklerini dile getirmislerdir.

Tiirkiye’de yeni diizenlenen Ortaokul Matematik Dersi Ogretim Programi’nda
dogrudan ispatlama siirecine yonelik bir beceri bulunmamaktadir. Programda ispatlama
stireci ile ilgili becerilere, dogrudan olmasa da matematiksel siire¢ becerileri baslig
altindaki akil yiiritme becerisi igerisinde yer verilmistir. Akil yiiriitme (muhakeme),
eldeki bilgilerden hareketle, matematigin kendine 0zgii ara¢ (semboller, tanimlar,
iliskiler, vb.) ve diisiinme tekniklerini (tiimevarim, timdengelim, karsilastirma,
genelleme, vb.) kullanarak yeni bilgiler elde etme siireci olarak tanimlanmigtir (MEB,
2013a). Ogretim programinda &grencilere akil yiiriitme becerisi kazandirilmasi igin
dikkate alinmas1 gereken gostergeler arasinda “gikarimlarin dogrulugunu ve gegerligini
savunma”, “mantikli genellemelerde ve ¢ikarimlarda bulunma” ve “bir matematiksel
durumu analiz ederken matematiksel oOriintii ve iligkileri agiklama ve kullanma” gibi
beceriler yer almaktadir (MEB, 2013a). Bu beceriler ispatin “dogrulama” ve “agiklama”

fonksiyonlar1 ile iligkili olup ispatlama siirecinin matematiksel bir ifadenin dogru

olduguna once kendini daha sonra bagkalarini ikna etme gibi iki alt siireci oldugu
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goriisiiyle (Harel ve Sowder, 2007) uyumlu oldugu diisiiniilebilir. Bu nedenle ispat ile
akil yiiriitme becerisi arasinda dolayli da olsa bir iliski kurmak miimkiindiir (Aylar,

2014).

Matematiksel ispatlarin G6grencilere bilissel ve duyussal anlamda sagladigi
faydalar1 dikkate alan bazi ulusal ve uluslararasi kuruluslar, lise ve {iniversite matematik
Ogrencilerinin ispat ile ilgili aktiviteler yapmalarini dogrudan 6nermektedirler (AMS,
2001, MAA, 2004; MEB, 2013b; NCTM, 2000). NCTM (2000) o&grencilerin
varsayimlari degerlendirebilmelerini ve matematiksel ispati lise sonu itibari ile
anlamasint ve {iretmesini Onermigtir. NCTM (2000) ayrica, lise Ogrencilerinin
matematiksel Onermelerin dogrulugu ya da yanlisligi i¢in ugrasacaklart firsatlarin
sunulmasini, ispat ve ters Ornek deneyimlerini kazanmalarini desteklemektedir.
Tiirkiye’de de yeni diizenlenen Ortadgretim Matematik Dersi Ogretim Programi’nda
ispat yapma becerilerine dogrudan yer verilmistir. Matematiksel akil yiiriitme ve ispat
yapma becerisi, matematiksel siire¢ becerisi olarak programin 6grencilere kazandirmayi
hedefledigi temel beceriler arasinda yer almigtir. Ogrencilerin ispat yapabilme becerileri
kapsaminda “matematiksel dogrulama siirecinde tlimevarimi ve tiimdengelimi etkin
olarak kullanabilme” ve “matematiksel bir nermeyi ispatlama siirecinde en uygun ispat
yontemini se¢cme” becerilerini kazanmalar1 hedeflenmistir (MEB, 2013b). Lisans
Ogrencilerinin 6gretim programlarinin diizenlenmesinde matematik boliimlerine rehber
olmak i¢in Oneriler sunan bir topluluk olan Undergraduate Programs and Courses in the
Mathematical Sciences: CUPM Curriculum Guide (MAA, 2004), matematik lisans
ogrencilerinin varsayimlarinin dogrulugunu ya da yanlighigini belirleyebilmek icin
cesitli yollar1 6grenmeleri gerektigini belirtmistir. Ayrica 6grencilerin 6zel durumlari
aragtirmayi, ters Ornekler aramay1 ve ispata nasil baslandigin1 ve onun nasil bittigini
nasil anlayacaklarini bilmeleri gerektigini belirtmistir (MAA, 2004). Benzer sekilde the
Conference Board of the Mathematical Sciences (AMS, 2001), her seviyedeki
matematik Ogretmeni adaylarmin informel fakat gegerli argiimanlarla dogrulama
deneyimi yasamalarini, lise matematik Ogretmeni adaylarinin da formel bir ispat

yazmanin ne anlama geldigi diisiincesinin gelismesi gerektigini belirtmistir.

Arastirmacilar tarafindan ispatin matematik ve matematik egitimi i¢in 6nemi
vurgulanmasina ragmen iiniversite Ogrencileri ve matematik 6gretmenlerinin ispat

yapmada (Cusi ve Malara, 2007; Doruk ve Kaplan, 2015b; Ko ve Knuth, 2009; Weber,
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2001), ters ornek tiretmede (Riley, 2003; Zaslavsky ve Peled, 1996) ve baskalari
tarafindan yapilan ispatlarin dogrulugunu degerlendirmede (Alcock ve Weber, 2005;
Doruk ve Kaplan, 2013b; Knuth, 2002; Martin ve Harel, 1989; Morris, 2002; Segal,
2000; Selden ve Selden, 2003; Uygan, Tanisli ve Kose, 2014) basarisiz olduklari tespit
edilmistir. Ogrencilerin bu basarisizliklarin1 tespit eden arastirmacilar, dgrencilerin
ispatlama siirecine odaklanmislardir. Ogrencilerin ispatlama siirecine etki eden
faktorleri bulmaya c¢alismiglardir. Bu baglamda Weber (2001) Ogrencilerin ispat
yaparken yaptiklar1 hatalar1 anlayabilmek i¢in Ogrencilerin ispatlama siireclerinin

incelenmesinin gerekli oldugunu ifade etmistir.

Ispatlar, iiniversite matematik derslerinin merkezinde yer almasma ragmen
Ogrencilerin bazilarinin ispatin ne olduguna yonelik goriislerinin yetersiz oldugu ve
ispatin ne olduguna yonelik bir goriis birligi saglayamadiklari tespit edilmistir (Jones,
2000; Moore; 1994; Raman, 2003). Birgok arastirmaci, matematik Ogretmeni
adaylarinin ispat yapmaya yonelik goriislerinin olusmadig1 ya da goriislerinin yetersiz
oldugunu tespit etmislerdir (Jones, 2000; Doruk ve Giiler, 2014; Kayagil, 2012; Morali,
Ugurel, Tirniikli ve Yesildere, 2006). Morali ve digerleri (2006) bu durumun,
Ogretmen adaylarmin ispat yapmanin matematik ve matematik egitimi agisindan
onemini bilmediklerini gosterdigini ifade etmislerdir. Ayrica ilkogretim matematik
Ogretmeni adaylarinin ¢ogunun ispatlar1 anlamaya ve yapmaya yonelik 6zgiivenlerinin
diisiik oldugu tespit edilmistir (Doruk ve Kaplan, 2013a; Doruk ve Giiler, 2014). Ek
olarak, matematik dgretmeni adaylarinin ispatin gerekliligine ve matematiksel anlamda
kendilerine sagladigi faydalara yonelik olumsuz goriislerinin oldugu belirtilmistir
(Doruk ve Kaplan, 2013a, 2015a, 2015b; Morali vd., 2006 ). Yapilan arastirmalarda
matematik 6gretmeni adaylarinin ispata yonelik goriisleri ile ispat yapma becerilerinin
iliskili oldugu goriilmiistiir (Bayazit, 2009; Doruk ve Kaplan, 2015a; Giiler, Ozdemir ve
Dikici, 2012; Imamoglu, 2010). Moore (1994) ispat ve matematige yonelik algilarin
Ogrencilerin ispat yapma becerileri iizerinde etkili oldugunu belirtmis, iiniversite
seviyesindeki 6grencilerin ispat yaparken karsilastiklari giigliiklerin arasinda oldugunu
ifade etmistir. Furinghetti ve Morselli (2009) inanglarin sadece duygularla iligkili
oldugu icin degil, ayn1 zamanda ispatlama stratejilerinin se¢imi, secilen stratejiden
beklentiler ve karsilasilan zorluklara karsi tepkiler gibi ispatlama yollarin1 dogrudan

etkiledigi i¢cin 6nemli oldugunu ifade etmistir. Bell (1976) 6grencilerin ¢ozlimleri i¢in
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matematiksel olarak yeterli dogrulama saglamada giiclik yasadiklarin1i ve bu

giicliiklerin ispatin amacina yonelik eksikliklerinden kaynaklandigini ifade etmistir.

Lisans 0grencilerinin ispat ve ters 0rneklerde gii¢liik yasamasinin sebeplerinden
biri ispat ve ters drnekler hakkindaki yanlis algilar1 ve eksik bilgileridir. Weber’e (2001)
gore 6grencilerin ileri matematik konularindaki ispatlarda yasadiklari giigliikklerden biri,
ogrencilerin matematiksel ispatin nelerden olustugu ve ozellikleri hakkinda dogru bir
fikre sahip olmamalaridir. Baz1 6grencilerin genel bir teoremin ispatini, bir ya da birkag
0zel 6rnek ile dogrulaninca (Barkai, Tsamir, Tirosh ve Dreyfus, 2002; Galbraith, 1981;
Knuth, 2002; Martin ve Harel, 1989; Morris, 2002; Weber, 2001) ve geleneksel, ritiiel
bir formatta (Harel ve Sowder, 1998) olunca kabul ettikleri tespit edilmistir. Bazi
ogrencilerinin ise kendilerine sunulan bir 6nermenin dogru olup olmadigini belirlemede
bile giigliik yasadiklar1 ortaya ¢ikarilmistir (Gibson, 1998; Goetting, 1995; Ko ve
Knuth, 2009; Riley, 2003). Ogrencilerin bir kisminin, bir énerme i¢in iiretilen dogru ters
Ornegi, Onermenin istisnasi olarak gordiikleri ve Onermenin hala dogru oldugunu
diistindiikleri belirlenmistir (Williams, 1979). Benzer sekilde Galbraith (1981),
ogrencilerin tek bir ters ornegin, yanlis olan dnermeyi ¢iiriitmek i¢in yeterli oldugunu
bilmediklerini ifade etmistir. Ogrencilerin ispat degerlendirme siireclerine yodnelik
yapilan arastirmalarda da ilging sonuglara ulasilmistir. Bu calismalardaki 6grencilerin
bir kismi, bir 6nerme icin iiretilen hem indiiktif (tiimevarimsal) hem de dediiktif
argliman1 gegerli ispatlar olarak degerlendirmistir (Martin ve Harel, 1989). Baz1
ogrenciler de bir dnerme i¢in iiretilen hem dogru ters 6rnegin hem de yanlis ispatin
gecerli oldugunu belirtmislerdir (Goetting, 1995). Ogrencilerin ¢cogu dediiktif bir tarzda
iiretilen yanlis ispatlarin gecerli oldugunu kabul etmislerdir (Segal, 2000). Ogrencilerin
basgkas: tarafindan yapilan ispatlar1 degerlendirirken ylizeysel bir inceleme yaptiklari,
genel mantiksal bosluklara dikkat etmek yerine gereksiz ayrintilara odaklandiklar ve
sonu¢ odakli bir yaklasim sergiledikleri tespit edilmistir (Doruk ve Kaplan, 2013b;
Selden ve Selden, 2003).

Ogrencilerin ispatlardaki basarisizliklarinin kaynaklarindan biri de biligsel
anlamdaki eksikliklerdir. Weber’e (2001) gore Ogrencilerin ispat yaparken sahip
olduklar1 giigliiklerden biri, Ogrencilerin teoremler ya da kavramlar hakkindaki
bilgilerinin eksik olmasi1 ve onlar1 uygun bir sekilde kullanamamalaridir. Kisinin gerekli

gercegi ya da teoremi bilmesinin uygun bir ispat yapacagi anlamina gelmedigini



24

belirtmistir. Ogrencilerin sahip olduklar1 giicliiklere yonelik yapilan arastirmalarda
Ogrencilerin, matematiksel tanimlari ifade etmede, kavramlari anlamada, teoremin
ifadesini anlamada, matematiksel dili ve notasyonlar1 kullanmada, uygun ispatlama
yontemi se¢gmede, tanimlardan hareketle ispat yapist olusturmada, diistindiiklerini ifade
etmede, kiimeden eleman se¢gmede, ispata baslamada giigliik yasadiklar1 belirlenmistir
(Doruk ve Kaplan, 2015b; Giiler, 2013; Moore, 1994, Selden ve Selden, 2003; Weber,
2001, 2008).

Ogrencilerin ispatlama siireglerinde basarisizliklarina yol agan bir diger etken de
ispatlart 6grenme sekilleridir. Ogrencilerin bir kisminin ispatlarin altinda yatan
anlamlan diisiinmeden ya da anlamaya calismadan ezberleme yolunu tercih ettikleri
ortaya ¢ikmustir (Bastiirk, 2010; Concradie ve Frith, 2000; Doruk ve Kaplan, 2013b).
Ogrencilerin ispatlara yonelik bu 6grenim ydntemini benimsemesinin sebepleri arasinda
ispat agirhikli derslerde benimsenen Ogretim yontemleri yer almaktadir. Lisans
matematik derslerinde bircok Ogrenci, kendileri ispat ve ters Ornek iiretmek yerine
gbzlem yaparak pasif bir sekilde not almaktadir (Weber, 2004). Boylece 6grenciler son
iiriinii kopyaladiklari i¢in ispat ve ters ornekleri degerlendirmek ve iiretmek i¢in gerekli
anlayistan uzak olmaktadirlar (Alcock ve Weber, 2005; Selden ve Selden, 1995). ispat
agirlikli matematik lisans derslerinde yanlis Onermelerin ciiriitiilmesine yonelik bir
tartisma yapilmadigi, 6grencilere cogunlukla dogru 6nermelerin ispatlari sunuldugu i¢in
(Buchbinder ve Zaslavsky, 2007) ogrencilerin ¢ogunun, onermeleri ve bagkasi
tarafindan yapilan ispatlart dogru oldugunu degerlendirme egiliminde olduklar
belirlenmistir (Smith, 2006). Raman (2003) ispatlarin icerisinde anahtar diisiincelerin
oldugunu, matematik¢ilerin kendi ¢alismalarinda bu anahtar diisiincelere 6nem verirken
Ogretim sirasinda anahtar fikirlere gerekli vurguyu yapmadiklarini ve degerlendirmede
de kullanmadiklarm ifade etmistir. Ogrenciler de formel ispatlar1 ders hocasinin
beklentilerini karsilamak ve sinavlari gegmek i¢in pratik bir zorunluluk olarak goriirler
(Almeida, 2000). Matematikgilerin ispatlarla ugrasirken genellikle “sezgi-deneme-
yanilma-tahmin-varsayim-ispat” zincirini takip etmekte olduklar1 (Almeida, 2003) fakat
ders 6gretimi sirasinda bu dizinin sadece son basamagina odaklanildigi i¢in bu durumun
ogrencilerin anlamli 6grenmeleri tizerinde bir engel olusturdugu ifade edilmistir
(Almeida, 2000). Ayrica ispat agirlikli derslerde yapilan matematik dgretiminde “tanim-
teorem-ispat” zincirinin takip edildigi (Almeda, 2000; Weber, 2004) ve bu durumun
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matematikgilerin ispatlama siirecine aykirt oldugu ifade edilmistir. Almeida (2003) da
tiniversite seviyesindeki matematik derslerinin islenisinin “teorem-ispat-ornekler”
seklinde oldugunu ifade etmistir. Bu siranin takip edilmesi yerine teoremin dogrulugunu
goOsteren iyi secilmis Ornekler ile “Grnekler-teorem-ispat” ya da “ornekler-ispat-teorem”
akisinin takip edilmesini Onermistir (Almeida, 2003). Ogretimden kaynakli bu
zorluklarin iistesinden gelebilmek icin birgok arastirmaci, ispatlarin 6gretiminin sadece
sunum odakli oldugunu belirterek (Pedemonte, 2007), ispatlar1 dogrudan kendileri
yapmak yerine Ogrencilere dilislinme ve tartisma firsati verilmesini egitimcilere

onermektedir (Balacheff, 1999; Pedemonte, 2008).

2.1.2. Matematiksel argiimantasyon ve ispat ile iliskisi

“Ogrenciler ile ispat arasindaki iliski formel bir model ile degil, argiimantasyon

ile alakalidir (Pedemonte, 2007).”

Matematik egitimi literatiiriinde kullanildig1 alanla uyumlu olan fakat sézciik
anlami ile uyusmak zorunda olmayan terimler vardir (Rumsey, 2012). Bu terimlerden
biri olarak argiimantasyon kavrami karsimiza ¢ikmaktadir. Argiimantasyon kavrami ile
ilgili yapilan arastirmalar incelendiginde, smnif ortaminda en c¢ok tekrarlanan
aktivitelerden biri olmasina ragmen argiimantasyonun anlamina yonelik bir mutabakatin
olmadigi ortaya ¢ikmistir (Pedemonte, 2007). Arastirmacilar argiimanlar igin matematik
egitiminde hangi niyette kullanildigina ve ispat ile iligskisine yonelik farkli goriisler
bildirmislerdir. Calismanin bu bdliimiinde literatiirde mevcut olan argiiman ve
arglimantasyona yonelik goriisler sunulmustur. Boliimiin sonunda c¢aliymada dikkate

alinan argliman ve argiimantasyon kavramlarina yonelik bakis agisina yer verilmistir.

Argiimantasyon kavraminin matematik egitimi literatiirinde bir karsilig1
olmadig i¢in dilsel teorilerden yardim alinarak bu kavram aciklanmaya caligilmistir
(Pedemonte, 2007). Tiirk¢e Sozliik’te argiiman kavrami kanit, iddia, tez, sav olarak
tanimlanmaktadir (TDK, 2011). Cambridge sozliigiinde argliman, bir Oneri ya da
diisiinceyi desteklemek veya karsi ¢ikmak i¢in iiretilen sebep ya da sebepler ya da bu
sebepleri agiklama siireci olarak tanimlanmigtir (Cambridge advenced learner’s
dictionary, 2013). Oxford sozliigiinde de argiiman; bir kisinin, bir seyin dogru ya da

gercek oldugunu gostermek icin kullandig1 sebep ya da sebepler olarak ifade edilmistir
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(Oxford advenced learner’s dictionary, 2010). Arglimantasyon kavraminin ise Tiirkce
Sozliik’te bir karsiligt bulunmamaktadir. Dinger (2011) argiimantasyon kavramini
tartisma kavramui ile es olarak kullanmistir. Tartisma kavramui ise “bir konu tizerinde,
birbirine ters olan goriis ve inanglar1 karsilikli savunmak™ olarak tanimlanmistir (TDK,
2011). Uluslararasi kaynaklarda argiimantasyon kavrami “bir teoriyi, eylemi, diigiinceyi
desteklemek i¢in kullanilan mantiksal argiimanlar (Oxford advenced learner’s
dictionary, 2010)” ve “bir seyi agiklamak ya da insanlar1 ikna etmek i¢in kullanilan
argiimanlar dizisi (Cambridge advenced learner’s dictionary, 2013) olarak tarif
edilmistir. Douek (1998) argiimantasyonu, argiiman kavrami ile agiklamistir. Douek’e
gore argiimantasyon, bir ya da daha fazla argiimanin mantikl bir sekilde birlesmesiyle
olusan bir siiregtir. Rumsey (2012) argiimantasyonun, bir kisiyi dogru olduguna inanilan
bir iddia ya da bir 6zellige gecmis bilgileri ve dogrulamalar1 kullanarak ikna etmeyi
baslica amag edinen sosyal bir tartisma siireci oldugunu ifade etmistir. Bu tanimdaki
geemis bilgilerin iddiayr agikliga kavusturmak icin gerekli olan gercekler oldugunu,
dogrulamanin ise baskasini bir Onermenin dogruluguna ikna etmek ic¢in yapilan
aciklama oldugunu belirtmistir. Rumsey argiimani ise, arglimantasyon siirecinin
yapilandirilmis bir kaydi olarak disiinmiistiir. Giines’e (2013) gore argiimantasyon,
ogrencilerin verilen bir ifadenin ya da teoremin kanitin1i yapmaya baslamadan once,
bireysel olarak ya da bir grup icinde arkadaslari ile birlikte yapilacak kanit ile ilgili

olarak hipotez olusturduklari, fikir yiiriittiikleri, sezgilerini paylastiklari bir siiregtir.

Arglimantasyon iizerine yapilan calismalar, 6grencilerin siif icerisinde ya da
bireysel olarak iirettikleri argiimanlarin siniflandirilmas: iizerine yogunlasmistir (Inglis
vd., 2007; Knipping, 2008; Pedemonte, 2007, Pedemonte ve Reid, 2011). S6z konusu

siiflandirmalarda ispat konusunda yapilan ¢aligmalardan yararlanilmistir.

Arglimantasyon kelimesi hem oOne siiriilen bir konu hakkindaki mantiksal
baglantili bir sdylemi hem de bu siirecin irettigi metni ifade eder (Douek, 1998).
Pedemonte (2007), Douek’in (1998) goriisleriyle benzer olarak, argiimantasyonda iki
sathanin oldugunu ifade etmistir. Bu safhalar, olusturmaci argiimantasyon (Constructive
argumentation) ve yapilandirilmis argiimantasyon (Structurant argumentation)
safhalaridir. Bir varsayimin olugsmasma katki saglayan satha olusturmaci
argiimantasyon safhasidir. Olusturmaci arglimantasyon, bir onerme ortaya c¢ikmadan

once yapilir. Yani olusturmaci argiimantasyonun sonucunda bir énermeye ulasilir. Diger
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taraftan, yapilandirilmig argiimantasyon bir varsayimi dogrular. Bir gergege ulagilmadan
once inga edilir ve gergek, yapilandirilmis argiimantasyon sonrasinda elde edilir.
Balacheff (1999) benzer sekilde argiimantasyon igerisinde hem ikna etme hem de

dogrulama aktiviteleri oldugunu belirtmistir.

Inglis vd. (2007) matematiksel argiimanlarin 6zellikle problem ¢oziimlerinde
hayati bir 6neme sahip oldugunu ifade etmisler ve gerekce tipi kavramini ortaya
atmiglardir. Gerekge, 0zel bir argiimanin pargasi olmasina ragmen bir gerekce tipi
benzer ozellikteki gerekgelerin bir kiimesidir. Gerekge tipleri biiyiik oranda Harel ve
Sowder’n (1998) ispatlama semalarindan uyarlanmistir. Harel ve Sowder’in ispat
semalarinin bir kiginin 6nermenin dogrulugu iizerindeki siiphesini tamamen ortadan
kaldirmasina olanak tanidigini, bir gerekge tipinin ise soz konusu belirsizligi sadece
azalttigin1 ifade etmislerdir. Inglis ve digerleri yaptiklar1 aragtirma sonucunda
timevarimsal (indiiktif), yapisal-sezgisel ve dediiktif gerekge tiplerini tespit etmislerdir.
Tiimevarimsal gerek¢e tipi Ogrencilerin  kendilerini ve bagkalarin1  varsayimin
dogrulugunun bir veya birkag¢ 6zel durum ile niceliksel olarak degerlendirilmesi olarak
tanimlanmistir. Yapisal-sezgisel gerekce tipi terimi bir sonuca ikna olmak icin gorsel
veya bagka tiirden olan bazi zihinsel yap1 iizerine deney ya da gozlem yapan biri i¢in
kullanilmaktadir. Dediiktif gerekge, One siiriilen arglimanin sonucu igin formel
matematiksel dogrulamalarin gerek¢e olarak kullanilmasidir. Bu dogrulamalar;
aksiyomlardan elde edilen c¢ikarimlar, cebirsel manipiilasyonlar ya da ters Ornek
kullanim1 dediiktif gerekg¢e olarak siiflandirilmistir. Inglis vd. (2007) bu siniflamanin

disinda da siniflamalarin olabilecegini ifade etmislerdir.

Knipping (2008) de ogrencilerin simif ortamindaki ispatlama siirecinde
kullandiklar1 argiimanlart smiflandirmaya caligmistir. Argiimanlart lokal ve global
olmak {izere iki ana gruba ayirmustir. Lokal arglimanlar, gorsel ve deneysel
argiimanlardan olugsmaktadir. Gorsel arglimanlar, kendi igerisinde deneysel-gorsel ve
kavramsal-gorsel arglimanlara ayrilmaktadir. Deneysel gorsel arglimanlar 6zel bir sekil
ve bu sekil lizerindeki iliskilere odaklanir. Matematiksel ozellikler ve iliskiler bu sekle
baghdir ve sezgisel bilgi olarak diisiiniiliir. Kavramsal-gorsel arglimanlarda sekil, bir
diisiincenin gosterimidir. Kavramsal argiimantasyonlarda gerekce ve destek bileseni

dediiktif kavramsal arglimanlara dayanir. Global argiimantasyonlarda ise
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arglimantasyonun biitliniine odaklanilir, kaynak yap1 ve depo yap1 olmak {izere iki gruba

ayrilmaktadir (Knipping, 2008).

Pedemonte (2007) argiimantasyon ile ispat arasindaki iliskiyi analiz edebilmek
icin argilimanlar1 yapisal olarak ii¢ kategoriye ayirmustir. Bu kategoriler dediiktif,
timevarimsal (indiiktif) ve abdiiktif yapilardir. Dediiktif yap1 bir kural ya da veriden
baslayarak bir iddianin olusturulmasina olanak saglayan ¢ikarimdir. Toulmin modelinde
veri ve gerekge bizi sonuca gotiiriiyorsa bu bir dediiktif yapidir. Abdiiktif yapi, gézlenen
bir gergekle baslayan bir iddianin olusmasina izin veren bir ¢ikarimdir. Abdiiktif yapida
iddiay1 dogrulayan kuralin sonuca uygulanabilmesi i¢in uygun verilerin aranmasi séz
konusudur. Indiiktif yap1 ise 6zel durumlardan genel bir iddianin olusmasina olanak
saglayan bir cikarimdir (Pedemonte, 2007). Sonraki c¢alismalarda ii¢ tip abdiiktif
arglimantasyon yapist tespit edilmistir. Bunlar; alt kodlu (undercoded), iist kodlu
(overcoded) ve yaratici (creative) abdiiksiyondur (Pedemonte ve Reid, 2011). Indiiktif
arglimantasyon yapist da sonug-0rnek genellemesi ve siireg-6rnek genellemesi basliklar
altinda arastirilmistir (Martinez ve Pedemonte, 2014; Pedemonte ve Buchbinder, 2011).
Sonu¢ Ornek genellemesi yapilirken ortaya c¢ikan sonuglarin diizenliligi {izerine
yogunlasirken, siire¢ Ornek genellemesinde ise siirecin diizenliligi {izerine

yogunlasilmaktadir (Pedemonte, 2007).

Arglimantasyon kavramini agiklamaya calisan arastirmacilar cogunlukla ispat
kavramindan yardim almuslardir. Ispatla ilgili olan argiimantasyon aktivitelerinin neler
oldugunu (Boero, 1999; Mejia-Ramos ve Inglis, 2009), ispat ile argiimantasyonun
farkliliklarin1 (Duval, 1991) ve ortak o6zelliklerini (Pedemonte, 2007) aciklamaya

calismiglardir.

Mejia-Ramos ve Inglis (2009) ispatin 6zel bir arglimantasyon aktivitesi
oldugunu belirterek ispatla ilgili olan argiimantasyon aktivitelerini belirtmislerdir. Her
matematiksel aktivitenin tiretme (making it), anlama (taking it) ve sunma (presenting it)
olmak tizere i¢ alt aktivite icermesinden (Giaquinto, 2005) yola ¢ikarak ispat ve
arglimantasyonda da 0zglin bir argiiman {iiretme, verilen bir arglimant okuma
(degerlendirme) ve gecerli bir argiimani sunma olmak iizere ii¢ ana aktivitenin mevcut
oldugunu ifade etmislerdir. Argiiman tiiretme aktivitesi kendi iginde bir problemi

kesfetme, bir varsayimin dogrulugunu tahmin etme ve dogru oldugu diisiiniilen
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Oonermeyi dogrulama gibi aktivitelerden olugsmaktadir. Arglimani okuma aktivitesi
altinda verilen bir argiimani anlama ve birtakim kriterlere gore degerlendirme
aktiviteleri yer almaktadir. Gegerli bir argiiman sunma aktivitesi de kendi i¢inde dort alt
aktiviteye ayrilmaktadir. Bu alt aktiviteler; muhatabini argiimanin iddiasina ikna etme,
iddianin neden dogru oldugunu muhatabina agiklamak, muhatabina argiimanin gecerli
oldugunu goéstermek ve bir uzmanin argiiman anlayisini yansitmaktir (Mejia-Ramos ve

Inglis, 2009).

Boero (1999) ispatlarla ilgili olan matematiksel argiimantasyon aktivitelerinin
Oonemini vurgulayarak bu aktivitelerin birbirinden ayrilamaz ve dogrusal bir siraya

koyulamaz alt1 asamasinin oldugunu ifade etmistir. Bu asamalar asagida agiklanmistir.

e Bir varsayim iiretme (problem durumunu kesfetme, lretilen varsayimin
uygunlugu i¢in argiimanlari tanimlama),

e Yazisal geleneklere gore Onermelerin diizenlenmesi,

e Varsayimin igeriginin ve gegerlik sinirlarinin kesfedilmesi: Tez ve hipotez ile
ilgili heuristik, semantik (bazen formel) ayrintilar;, referans teorisi ile
baglantili dogrulama i¢in uygun argiimanlarin tanimlanmasi, bu argiimanlar
arasindaki muhtemel baglantilar1 canlandirma,

e Uygun arglimanlar1 se¢me ve dediiktif bir sirada birbirine baglama,

e Birbirine baglanan arglimanlarin mevcut matematiksel standartlara gore kabul
edilebilir bir ispat yapisi igerisinde diizenlenmesi,

e Formel ispata yaklasma (Boero, 1999).

Boero yukaridaki agsamalarin 6grencilere ispat ile ilgili problemleri ¢ézerken
yardimci olabilecegini belirtmis fakat iki biiyiikk problem ile karsilasilabilecegini dile
getirmistir. Ik problem, 6grencilerin dogrulama yapmak icin giivendikleri argiimanlarin
ozelliklerinde gizlidir. Ogrenciler deneysel argiimanlari, dlgiimleri ve gorsel delilleri
dogrulama yapmak i¢in yeterli gorebilirler. Diger problem ise, dgrencilerin dogrulama
yaparken kullandiklar1 muhakeme sekilleri ile alakalidir. Ogrenciler dogrulama yapmak
icin siklikla analoji yaparlar, 6rnekleri kullanirlar ve bunlarin dogrulama yapmak icin

yeterli oldugunu diisiiniirler.

Duval (1991) arglimantasyon ile dediiktif muhakeme arasinda biligsel farkliliklar

oldugunu ifade etmistir. Her ne kadar iki muhakeme sekli, benzer dilsel formlar ve
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onermeye dayali baglaclar kullansalar bile dediiktif muhakemenin arglimantasyon gibi
islemedigini belirtmistir. Bu durumun O6grencilerin ispatlarin  gereksinimlerini
anlamamalarinin ana sebeplerinden biri oldugunu dile getirmistir. Duval (1995) ispati,
dediiktif adimlarin mantiksal bir siralamasi olarak tarif etmis ve argiimantasyon ile ispat
arasinda biligsel ve dilsel olarak yapisal bir bosluk oldugunu belirtmistir (AKkt.,
Pedemonte, 2007).

Barrier, Mathé ve Durand-Guerrier (2009) iki aktivitedeki oyunun kurallarinin
birbirinden farklt oldugu i¢in her argiimantasyon aktivitesinin ispat ile
sonuglanamayacagini belirtmislerdir. Ozellikle geometride, iki etkinlik arasindaki farkli
gosterim sekillerinden kaynaklanan bosluk, arglimantasyonun ispata
yiikseltilememesinin sebeplerinden biridir. Arglimantasyon ile ispat arasindaki bu
bosluk dgrencilerin  dogrulama denemelerinde ortaya ¢ikmaktadir. Ozellikle
dogrulamanin hemen yapilamadigi durumlarda igerik ile ¢alismak 6nem arz etmektedir

(Barrier vd., 2009).

Duval (1991) argiimantasyonal muhakemede Onermelerin anlamsal icerikleri
onemli iken dediiktif muhakemede onermelerin dogrudan igerikleri ile degil islemsel
durumlart ile siirece miidahil olduklarimi belirtmistir (Akt., Barrier vd., 2009). Duval iki
stire¢c arasindaki bir diger farkin muhakemenin ilerleyis sekillerinde yattigin1 ifade
etmistir. Duval’e gore dediiktif muhakemenin ilerlemesi basit dediiktif adimlarin birbiri
ardina mantiksal olarak siralanmasi ile olurken argiimantasyonda farkli bakis
acilarindan gelen arglimanlarin toplanmasi ya da yeniden yorumlanmasi esasina

dayanmaktadir (Akt., Balacheff, 2008).

Argiimantasyonun yapisindan farkli olarak bir ispat veri, iddia ve referans
kurallar1 (tanim, teorem ve aksiyom) olarak ii¢lii bir diyagram ile tarif edilebilir. ispatin
icerisindeki adimlar birbirilerine dongiisel bir siire¢ ile baglidir. Bu durum ¢ikarimlar
ierik ile baglantili olan argiimantasyon icin gegerli degildir (Pedemonte, 2007). ispatta
kullanilan gerekgeler tanim, teorem ve aksiyomlardir. Destek bilesenleri ise gerekceyi
dogrulayan teorik sistemlerdir. Bir varsayimi destekleyen arglimantasyonda ise bu
bilesenler teorik bir sisteme ait olmak zorunda degildir (Boero, Douek, Morselli ve
Pedemonte, 2010)
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Son olarak Duval (1991) dediiktif muhakemenin 6nermelerin islemsel degerine
bagli iken epistemik degerlerine (kesinlik ya da verilen bir dnermeye ikna olma
derecesi) bagli olmadigimi ifade etmistir (Akt., Balacheff, 2008). Bilindigi gibi
matematiksel onermeler sadece bir epistemik degere sahiptir. Arglimantasyona dayali
muhakemede ise dogru 6nermeler ayni epistemik degere sahip olmayabilir. Matematik
egitiminde kullanilan argiimanlar ispatlarin aksine dediiktif yapida olmak zorunda
degildir. Arglimantasyonlar sozel argiimanlar, sayisal veriler, cizimler, gorsel ya da
hareketli arglimanlar igerebilir (Douek, 1998). Bu yiizden dediiktif muhakeme
sonucunda elde edilen sonug kesinlik belirtirken, argiimantasyon sonucunda elde edilen
sonu¢ ayni kesinlikte olmayabilir. Inglis ve digerleri (2007) arglimantasyon ile ispat
arasindaki bu farki vurgulamak i¢in ispatlarin amacinin “belirsizligi ortadan kaldirmak”,
arglimanlarin amacinin ise  “belirsizligi azaltmak™ olugunu belirtmisler ve

calismalarinda iki siire¢ arasinda bu sekilde bir ayirim yapmaislardir.

Duval (1995) argiimantasyondaki c¢ikarimlarin igerik temelli iken ispatlarin
dediiktif bir temay1 takip ettigini (veri, iddia ve ¢ikarim kurallar1) gostermistir (Akt.,
Pedemonte, 2008). Thurston (1994) matematiksel ispat i¢in dediiktif modeli kabul
etmekle birlikte ispatlama siireci ile ispatin kontrolii asamasinda takip edilen kriterlerin
formel kriterlerden daha ¢ok igerikle ilgili oldugunu ifade etmistir. Matematiksel
giivenirligin  esasinda formel arglimanlart formel bir gsekilde degerlendiren
matematik¢ilerden elde edilmedigini, matematiksel diisiince hakkinda dikkatli ve
elestirel bir gekilde diisiinen matematikgilerden elde edildigini dile getirmistir. Rav
(1999) ispatin iddialarin bir dizisi oldugunu ve bir iddiadan digerine gecisin genellikle
formel olmadigini ifade etmistir. Egitimsel agidan matematiksel ispatin bir {iriin olarak
verilen bir model ile uyumlu olmas1 gerektigi dogrudur fakat ispat lretirken icerik
elemanlarinin 6grenciler tarafindan diisiiniildiigiinii dikkate almak 6nemlidir. Ogrenciler
ile ispat arasindaki iliski formel bir model ile degil argiimantasyon ile alakalidir
(Pedemonte, 2007).

Duval’den farkli olarak Pedemonte (2007) matematiksel argiimantasyon
kavramint agiklamak i¢in ispat ile olan iligskisinden yararlanmistir. Matematiksel
arglimantasyon ile ispatin fonksiyonel ve yapisal ortak 6zellikleri oldugunu belirtmistir.
Fonksiyonel ortak oOzellikler; matematiksel argiimantasyon ve ispatin mantikl

dogrulamalar oldugu, matematiksel arglimantasyon ile ispatin amacinin ikna etmek
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oldugu, matematikte arglimantasyon ve ispatin muhatabiin bir evrensel kitle oldugu
(matematiksel topluluklar, smif, Ogretmen, muhatabin kendisi) ve matematiksel
argiimantasyon ve ispatin bir alana 6zgii oldugudur. Arglimantasyonun fonksiyonel
Ozellikleri argiimantasyonun sonucunun kesinligi ve sdylem ig¢indeki rolii ile alakalidir.
Arglimantasyon ile ispatin yapisal ortak 6zellikleri, 6zellikle argiimantasyona yapisal
bir model saglar. Bu 06zellik ispatin matematikte 6zel bir argiimantasyon olarak
diistiniilmesini ve aralarinda karsilastirma yapmayir miimkiin kilmaktadir (Pedemonte,
2007).

Argiimantasyon kavramina yonelik yapilan arastirmalar incelendiginde argiiman
ve arglimantasyon kavramina yonelik farklt gorlislerin oldugu anlasilmaktadir.
Arastirmacilar kendi calismalarinin  amagclarina gbre arglimantasyon kavramini
degerlendirmislerdir (Rumsey, 2012). Bu calismada da argiimantasyon siirecinin énemli
bir pargasi olan argiiman kavrami, bir kisinin kendini ya da baskasini bir 6nermenin
dogrulugu ya da yanlishigi hakkinda ikna etmek i¢in 6ne siirdiigii sebep ya da sebepler
olarak dikkate alinmistir. Bu anlayis ¢ercevesinde, Ogrencilerin kullandig1 gerekeeli
ifadelerin tlimii argiiman olarak degerlendirilmistir. Gerekgeli ifadeler, bir kimsenin
kendini ve baskasini ikna etmek adina yaptigi dogrulamanin neden dogru olduguna dair
ciimleleridir. Ogrencilerin gerekgeli ifadelerinde genellikle “ciinkii”, “-den dolay1”,
“yiiziinden” gibi kelimeler yer alir. Bu anlamda calismada, 6gretmen adaylarinin
ifadelerinde elindeki verilerden sonuca bir gerekge ile ulasma s6z konusu ise bu ifade
argliman olarak degerlendirilmistir. Argilimantasyon kavrami ise bir ya da birkag
argiimanin mantiklt bir sekilde birlesmesi ile olusan siire¢ olarak dikkate alinmustir.
Kullanilan argiiman kavraminda dikkate alinmasi gereken bir husus da bu tarz
dogrulama aktivitelerinin hem kendini hem de baskasini ikna etmek i¢in yapildigidir.
Bu calismada kisinin kendini bir énermenin dogruluna ikna etmesi ve dogru oldugunu
diisiindiigli bir 6nermenin dogrulugunu gostermesi ayr1 olarak incelenmistir. Bu amacla
kisinin kendini ikna etmek adina ne tiir arglimanlar olusturdugunu ortaya c¢ikarmak i¢in
ogrencilere analizin temel konularinda 6nermeler sunulmus ve dgretmen adaylarindan
bu Onermeleri dogru ya da yanlis seklinde degerlendirmesi istenmistir. Bu asamada
kisinin ikna etmesi gereken muhatab1 kendisidir. Kisinin baskasini ikna etmek adina ne
tiir arglimanlar {irettigini ortaya c¢ikarmak icin 6gretmen adaylarina dogrulama

gerektiren problemler sorulmustur. Bu problemlerde dogru onermeler sunulmus ve
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Ogretmen adaylarindan Onermelerin dogru olduklarini gdstermeleri istenmistir. Bu
asamada kisinin ikna etmesi gereken bagkalaridir yani matematiksel topluluklardir.
Calismada dikkate alinan argiiman anlayisi Pedemonte’nin (2007) olusturmaci ve
yapilandirilmis argiiman ayrimina hem de matematik egitimi aragtirmacilarinin gogunun
kullandiklar1 argiimantasyon tanimi olan “bir iddianin ortaya atilmasi ve bu iddianin
savunulmasi” anlamima uygundur (Douek, 1998; Garuti vd., 1998; Martinez ve
Pedemonte, 2014; Nardi vd., 2012; Pedemonte ve Buchbinder, 2011; Pedemonte ve
Reid, 2011).

Matematik egitimi literatiiriinde  argiimantasyon kavrami  hakkindaki
uyusmazlikla paralel olarak argiimantasyonun ispat ile iligkisine yonelik de bir uzlasma
yoktur. Baz1 arastirmacilar arglimantasyonun ispat ile uyusmadigini ve ispat yapmada
yarar1 olmadigimi (Balacheff, 1999; Boero, 1999; Duval, 1991), bazi arastirmacilar iki
stirecin iligkili oldugunu (Hersh, 1993), ispatlarin 6grenilmesinde yararli oldugunu
(Garuti vd., 1998; Pedemonte, 2007) belirtmislerdir. Bu boliimde de literatiirde bulunan
farkli goriislere yer verilmistir. Boliim sonunda calismada dikkate alinan bakis agisi

sunulmustur.

Balacheff (1999) sosyo-matematiksel ve epistemolojik ag¢idan ispatlari
degerlendirmis ve argiimantasyon ile ispatin arasinda farkliligin oldugunu belirtmistir.
Bu farkliligi vurgulamak i¢in arglimantasyonun matematiksel ispatlarin 6greniminin
oniindeki epistemolojik bir engel oldugunu ifade etmistir. Duval (1991) 6zellikle ispati
dediiktif adimlarin mantiksal zincirlemesi olarak dikkate almistir. Arglimantasyon ile
ispat arasinda yapisal bir bosluk oldugunu ifade etmistir. Duval (1991) argiimantasyon
ile dediiktif adimlarin mantiksal siralanmasi olarak tanimladigi ispat arasinda mantiksal
ve biligsel biiyiik farkliliklar oldugunu ifade etmistir (Akt. Boero vd., 2010). Boero
(1999) argiimantasyonun matematiksel ispata yaklasmada epistemolojik engellerden biri

olabilecegini belirtmistir.

Thurston (1994) matematiksel ispatlar icin dediiktif modeli desteklemekle
birlikte ispatlama siireci ile ispatlarin kontrol asamasinda formel kriterlerden daha ¢ok
icerik ile ilgili kriterlerin takip edildigini belirtmistir. Pedemonte (2007) bu diisiinceyi
desteklemis ve Ogrenciler ile ispat arasindaki iliskinin formel bir model ile degil

argiimantasyon ile iligskili oldugunu ifade etmistir. Hersh (1993) matematik
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uygulamalarinda, giinlik yasamdaki matematikte ispatin nitelikli yargilamalarla karar
verilen argiimana ikna olmak oldugunu ifade ederek arglimantasyon ile ispatin iligkili
oldugunu belirtmistir. Baz1 arastirmacilar varsayim nesnelerini belirtme, saglam bir
hipotez One siirme ya da yeni zayif bir varsayim olusturma ile 6nermeyi ispatlamak i¢in
denemeler yapma arasindaki iliskiye yonelik birgok  siireklilik  durumu
gozlemlemislerdir (Lakatos, 1976; Thurston, 1994). Harel ve Sowder (1998) da ispat
semalarii olustururken ispat kelimesini sadece dediiktif ispatlarla sinirlandirmamaslar,
deneysel ispatlar1 da semalarina dahil etmislerdir. Bu durum Harel ve Sowder’in (1998)

arglimantasyon ile ispat1 birbirinden ayr1 gérmedigini ortaya ¢ikarmistir.

Ogrencilerin ispata yonelik karsilastiklar giicliikleri ortaya ¢ikarmaya ¢alisan
arastirmacilar argliimantasyon ile ispat arasinda bir siireklilik oldugunu diistinmiiglerdir.
Ogrencilerin ispat yapmada yasadiklar1 giicliigii incelemek igin onlarin ispat yapmadan
once girdikleri diisiince siireclerine odaklanmiglardir. Bir onerme iiretme siireci olan
arglimantasyon ile bu Onermenin dogrulugunu gosterme silireci olan ispat arasinda
stirekliligin oldugunu diisiinmiislerdir. Bu siireklilik ayni zamanda bir varsayim
olusturma (conjecturing) ile bu varsayimin ispat edilmesi arasindaki iliskiyi de tarif
etmektedir (Balacheff, 1999; Douek, 1998; Lakatos, 1976; Thurston, 1994).
Argiimantasyon ile ispat arasindaki iliski analiz edilmeye ve karsilastirilmaya
calistimistir. Bu karsilastirmanin temelinde ispatin arglimantasyonun 6zel bir hali

oldugu diisiincesi yatmaktadir (Pedemonte, 2008).

Aragtirmacilar ilk olarak varsayim olusturma siireci ile onun ispati arasindaki
iliskiyi icerik agisindan incelemislerdir (Garuti vd., 1998). Icerik ile kastedilen
argiimantasyon ve ispatta kullanilan dil, matematiksel teoriler, sezgiler ve ¢izimlerdir.
Daha acik ifade etmek gerekirse igerik ile kastedilen argiimantasyon ve ispat siirecinde
ogrencinin aklindan gecirdigi fikirler, kullandig1 teoremler ya da fikirlerini ifade
ederken yaptiklar ¢izimlerdir (Dinger, 2011). Baz1 arastirmacilar 6grencilerin varsayim
iiretme siireci ile onun ispati arasinda bir siireklilik oldugunu belirtmislerdir. Bu

stirekliligi “biligsel biitlinliik” olarak adlandirmislardir.

Biligsel biitiinliik hipotezi, baz1 durumlarda varsayim olusturma siirecindeki
argiimantasyonun ¢grenciler tarafindan daha onceden iiretilen argiimanlarin mantikli bir

sekilde organize edilerek ispat yaparken kullanilmasidir. Yani argiimantasyonda
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kullanilan bazi kelimeler, ¢izimler ya da teoremler ispatta da kullaniliyorsa
arglimantasyon ile ispat arasinda igerik anlaminda siireklilik vardir denir (Boero vd.,
2010; Pedemonte, 2007). Eger argiimantasyon ile ispat siiregleri arasinda bilissel
sireklilik var ise 6grenciler i¢in ispata ulagsmak kolaylasmaktadir. Buna karsin biligsel
biitiinlik olmadigi durumda, biligsel biitiinliik diisiincesi 6grencilerin baz1 gligliiklerin
analiz edilmesi, tahmin edilmesi ve yorumlanmasinda kullanilabilmektedir (Garuti vd.,

1998; Pedemonte, 2007).

Garuti vd. (1998) bilissel biitlinliik hipotezinin teoremlere biitiinciil bir sekilde
bakmanin Onemini vurgulamak ve Ogrencilerin geleneksel ispat yaklagiminda
karsilastiklar1 giigliikkleri yorumlamak i¢in ortaya atildigini ifade etmislerdir. Ayrica
onermelerin dogru olup olmadigini belirlemek igin gerekli olan kesfetme siireci ile
ispatlama siireci arasindaki bosluk arttikca ispatlama siirecinin 6grencilere daha zor
geldigini soylemislerdir. Ayrica, ispat yapmada basarili olan tiim 6grencilerin dnermeyi
ispatlamak icin kullandiklar1 varsayimlarin akla mantiga uygun olup olmadig:
konusunda devamli argiimanlar iirettiklerini tespit etmislerdir. Bu nedenle dinamik kesif
aktiviteleri ile akla mantiga uygunluk i¢in argiimanlar iiretmenin ispat yapmada gerekli

olan adimlar oldugunu belirtmislerdir.

Boero vd. (2010) 6grencilerin arglimantasyonlari ile ispatlar1 arasindaki biligsel
blitlinliigii aciklamaya calismislardir. Eger ogrenciler matematiksel
arglimantasyonlarinda gerek¢e olarak matematiksel bir kural kullaniliyorsa bu kural
ispatta bir teorem ile yer degiseceginden argiimantasyon ile ispat arasinda biligsel
anlamda bir siireklilik olusacagini ifade etmislerdir. Argiimantasyonda kullanilan
gerekge bir kural degil ise ii¢ durum ile karsilagilir. Birinci durumda 6grenciler ispati
yapamaz. ikinci durumda argiimantasyonda kullanilan, dogru olmayan kurala dayanan
yanlig bir ispat yapilir (bilissel biitiinliik). Son durumda ise yanlis arglimantasyon
terkedilir, baska bir arglimantasyon insa edilir ve dogru ispata doniisiir (Bilissel

biitiinliik bozulur fakat basarili bir ispat insa edilir.) (Boero vd., 2010).

Pedemonte (2007) yaptig1 calismada bazi 6grencilerin ispat yapmak i¢in gerekli
olan teoremleri bilmelerine ragmen ispat yapamadiklarini tespit etmistir. Bu durum
biligsel biitiinliik hipotezi ile uyusmamistir. Ogrencilerin argiimantasyon ile ispatlari

arasinda biligsel biitiinliiglin oldugu durumda ispat iiretmeleri beklenmektedir.



36

Arglimantasyon ile ispat arasinda biligsel biitiinliik varsa 6grenciler biiyiik olasilikla
varsayimi ispatlayabilmektedir (Pedemonte, 2007). Bilissel biitiinliik hipotezinin
Ogrencilerin ispat yapamadigi durumlar1 agiklamada yetersiz kaldigini ifade etmistir. Bu
sebeple, ogrencilerin arglimantasyon siiregleri ile ispat siiregleri arasindaki iliskinin
daha detayli incelenmesinin gerekli oldugunu vurgulamistir. Pedemonte, daha once
dikkate almmamis yapisal biitiinliik hipotezini ortaya atmistir. Yapi ile kastedilen
ifadeler arasindaki mantiksal bilissel baglantidir (Boero vd., 2010). Pedemonte’ye
(2007) gore arglimantasyon ve ispatin yapilar1 indiiktif, abdiiktif ya da dediiktif olabilir.
Dediiktif yap1 bir kural ya da veriden baglayarak bir iddianin olusturulmasina olanak
saglayan c¢ikarimdir. Toulmin modelinde veri ve gerek¢e sonuca gotiiriiyorsa bu bir
dediiktif yapidir. Abdiiktif yapi, gozlenen bir gergekle baslayan bir iddianin olusmasina
izin veren bir c¢ikarimdir. Abdiiktif yapida iddiayr dogrulayan kuralin sonuca
uygulanabilmesi i¢in uygun verilerin aranmasi sdéz konusudur. Indiiktif yap: ise &zel
durumlardan genel bir iddianin olugsmasina olanak saglayan bir ¢ikarimdir (Pedemonte,
2007). Argiimantasyon ve ispattaki ¢ikarim kurallar1 ayni yapida ise argiimantasyon ile
ispat arasinda yapisal siireklilik vardir, ayn1 yapida degilse iki siire¢ arasinda yapisal
bosluk oldugu sdylenebilir (Pedemonte, 2008). Yapisal stireklilik, ispat yapmadaki
zorluklardan biridir. Bazen 6grenciler kendi argiimantasyon yapilarini dediiktif yapiya
transfer edemedikleri igin ispat yapmada basarili olamamaktadirlar (Pedemonte, 2007).
Pedemonte (2008), ogrencilerin arglimantasyon ve ispatlar1 arasindaki yapisal
mesafeden dolay1 ispat yapamadiklarini belirtmistir. Pedemonte (2007), argiimantasyon
ve ispat arasindaki iliskiyi yapisal olarak Toulmin modeline gore analiz ederek
karsilastirmistir. Ortaya atilan bu yeni bakis acist bu konudaki arastirmalara onciiliik
etmistir (Inglis vd., 2007; Knipping, 2008; Martinez ve Pedemonte, 2014; Nardi vd.,
2012; Pedemonte, 2008; Pedemonte ve Buchbinder, 2011; Pedemonte ve Reid, 2011).

Pedemonte (2007) arglimantasyon ile ispat arasindaki iliskinin analizinde
Ogrenciler i¢in arglimantasyon agsamasinin bitip ispat asamasinin nerede basladigini ayirt
etmenin Onemli oldugunu ifade etmistir. Bu ayirimi yapabilmek i¢in varsayim ile
teorem arasindaki farkin bilinmesinin gerekli oldugunu belirtmistir. Bir teoremin
Onerme, ispat ve matematiksel teori bilesenlerinden olustugunu belirten Pedemonte,
varsayimin onerme, arglimantasyon ve diisiinceler sistemi olmak iizere ii¢ bilesenden

olustugunu ifade etmistir. Bu tanima goére varsayim, bir onermeye ikna olmay1 saglayan
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diisiince sistemi oldugu igin mevcut oldugu sdylenebilir. Ispatta ve argiimantasyonda
kullanilan mantiksal baglantilar birbirinden farklidir. ispatin her adini dediiktif adim
olarak tarif edilirken arglimantasyonun yapis1 dediiktif yapidan farkli olabilir

(Pedemonte, 2007).

Boero vd. (2010) argiimantasyon ile ispat arasindaki referans sistemindeki
stireklilik ispat yapmay1 desteklerse bunun yapisal siireklilik i¢in bir sart olmadigini
ifade etmistir. Yani bilissel biitlinliik hipotezinin var olmasi yapisal siirekliligin olmasini
gerektirmemektedir. Ciinkii argiimantasyonun yapist genel olarak dediiktif degildir
(Boero vd., 2010).

Arglimantasyonun yapisinin ispattan farkli oldugu durumlarda dediiktif bir ispat
yapabilmek icin abdiiktif ve indiiktif adimlardan dediiktif adimlara yapisal bir
degisiklige ihtiya¢ vardir. Bu degisim Ogrenciler icin kolay olmamakla birlikte
gereklidir. Aksi taktirde ispatin yapisi dediiktif olmayacaktir. Fakat stireklilik
durumunda ispatin yapisi nadiren dediiktif olur ¢lnkii bir varsayimi olusturma ve

dogrulamada dediiktif yapida argiimanlar iiretmek ¢ok zordur (Pedemonte, 2007).

Argiimantasyon ile ispat siirecleri arasinda inkar edilemeyen farkliliklar
olmasina ragmen iki silire¢ arasindaki iliskiyi dikkate almak dnemsenmelidir (Garuti vd.,
1998). Ispatlar Duval’in (1991) belirttigi gibi formel bir model ile tarif edilebilir fakat
ispatlarin igerisindeki adimlar arasi1 gegisler cogu zaman icerik ile alakalidir. Ispatlarin
dogrulugunun kontrol asamasi1 ve ispatlarin Oncesinde gerceklestirilen teoremin
onermesinin kesif agamasinda yogun argiimantasyonal aktiviteler ger¢eklesmektedir. Bu
bakimdan ispatlari sadece son {iirliin olarak degerlendirmekten ziyade Ogrencilerin
ispatlarin ve argiimanlarinin nasil olusturulduguna odaklanmak gerekmektedir (Rice,
2014). Ispatlarm o6gretimi sirasinda Ogrencilere argiimanlar iiretmeleri igin firsat
verilmelidir (Balacheff, 1999). Ozellikle 6grencilerin argiimanlarin1 sekillendiren
mantifi  ve baglamsal kisitlamalar1 anlamak, ispat Ogretimindeki c¢abalarin

gelistirilmesine yardimci olacaktir (Knipping, 2008).

Yapilan birgok aragtirmada dgrencilerin ispat yapmadan once gegirdigi varsayim
tiretme siirecinin dikkate alinmasi gerektigi ve iki slire¢ arasindaki biitiinligiin ispat
yapma basarist ile iligkili oldugu tespit edilmistir (Garuti vd., 1998; Pedemonte, 2007).

Ispatlarin sadece dgrencilere sunuldugu ve dgrencilerin kendilerinin ispat1 olusturmak
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zorunda olmadigi, tekrarlayarak Ogrenmeye dayali ispat Ogretiminin c¢ogunlukla
basarisiz oldugu goriilmiistiir (Pedemonte, 2007). Ogrenciler ders notlarinda bulunan
ispatlar1 anlamak/ezberlemek igin ¢ok fazla zaman harcarlar. Ogrencilerin amaci
sinavlarda bu argiimanlar1 ya da bir pargasini dersin hocasina sunmaktir (Mejia-Ramos
ve Inglis, 2009). Ozellikle “ispatlaymniz” seklindeki etkinliklerde varsayim iiretme
stirecine gerek kalmadig i¢in iki siire¢ arasindaki biitiinliik bozulur. Bu biitiinliik belki
de sadece Onermeleri yeniden kesfetme siirecinin olusmasiyla saglanabilir (Garuti vd.,
1998). Varsayim olusturmanmn gerekli oldugu problemler ispat Ogrenimi igin
kullanilabilir (Pedemonte, 2007). Kesfetme, bir varsayim olusturma, kesfe geri donme
ve onu bir ispat icerisinde diizenlemeyi igeren tiim dongii insa edilmelidir (Garuti vd.,
1998). Ogrencilerin ve matematikgilerin ispat ve argiimantasyon anlayislarmi
derinlemesine anlamak i¢in OGgrencilerin matematik derslerindeki ispatlama
aktivitelerinin tiplerini ve 6grencilerin bu tarz aktivitelerde kullandiklart muhakemeler

lizerine daha fazla ¢alismanin yapilmasi 6nerilmektedir (Mejia-Ramos ve Inglis, 2009).

Bu calismada, ispatin 6zel bir arglimantasyon aktivitesi oldugu (Pedemonte,
2007) diisiincesine paralel olarak 6grencilerin argiimantasyonlari ile ispatlar1 arasindaki
iliski yapisal olarak incelenmistir. Ogrencilerin bir énermenin dogruluguna ikna olma
siireci olan arglimantasyon ile bu 0nermeninin ispati arasindaki iliski analiz edilerek
karsilastirilmistir. Ogrencilerin argiimantasyonlari ile ispatlar1 arasindaki iliskiyi analiz
edebilmek icin analizin temel konularinda &nermeler sunulmustur. Ogrencilerin bu
onermelerin dogrulugunu degerlendirerek bir karara varmalari istenmistir. Ogrencilerin
bu siireci argiimantasyon olarak degerlendirilmistir. Ogrencilerin 6nermenin dogru
olduguna karar vermelerinin ardindan Onermeyi dogrulamaya Yyani ispatlamaya
calismislardir. Ogrencilerin iiriin olusturma siireci, ispatlama siireci olarak dikkate
alimmistir. Calismada kullanilan bu yOntem literatiirdeki benzeri calismalar ile
uyumludur (Martinez ve Pedemonte, 2014; Pedemonte, 2007, 2008; Pedemonte ve
Buchbinder, 2011; Pedemonte ve Reid, 2011).

Argliman kavramimi ilk ortaya atan informel mantigin kurucularindan olan
Toulmin’dir. Toulmin bir argiimanin sahip oldugu yapi i¢in tanimladig alt1 bilesenli bir
Oriinti zaman i¢inde Toulmin modeli adim1 almistir. Bu calismada, 6grencilerin
argiimantasyon ve ispat siireclerinin analiz edilmesi ve karsilagtirilmasinda Toulmin

modeli kullanilmistir. Toulmin modeli 6grencilerin argiiman ve ispatlarinin yapilarini
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tespit etmek, analiz etmek ve karsilastirmak i¢in verimli bir aractir (Boero vd., 2010;

Pedemonte, 2007, 2008; Rumsey, 2012).

2.1.3. Toulmin modeli

“Toulmin modeli, argiimantasyon ile ispat arasindaki referans sistemini ve yapiy1

analiz etmek ve karsilagtirmak i¢in kullanilan bir yontemdir (Boero vd., 2010).”

Toulmin, argiimanlar1 analiz etmek igin var olan formel mantiktan farkli bir
yaklagim sergilemistir. Toulmin, bir arglimanin mantiksal gegerliginden daha c¢ok
arglimanlarin mantiksal igerigine ve argiimani olusturan yapilara odaklanmistir. Boylece
1958 yilinda Toulmin’in mantik-karsitt olan “Argiimanin Kullanimlar1 (The Uses of
Argument)” kitabt ortaya ¢ikmustir. Formel mantik ile farkini vurguladigi igin
Toulmin’in argiimanlari analiz yontemi informel mantik olarak bilinir (Inglis vd., 2007).
Toulmin’in 6ne siirdiigii model biiyiik ilgi gormiis ve farkli disiplinlerde arglimanlar
belirlemek, olusturmak ve analiz etmek i¢in kullanilmistir (Jolliff, 1998; Pedemonte,

2007; Simon, 2008).

Toulmin’e (2003) gore her iyi insa edilmis mantikli bir argiimanda birbiri ile

iliskili ti¢ ana eleman bulunur. Bu elemanlar veri, gerek¢e ve sonug/iddia bilesenleridir.

Sonug¢/iddia (S) kisinin muhatabim1  ikna etmek istedigi Onermesidir.
Dogrulanmasi istenen sonuctur. Toulmin modelinin bu bileseni i¢in bazi aragtirmacilar
sonu¢ (Inglis vd., 2007; Nardi vd., 2012) kelimesini bazi arastirmacilar da iddia
kelimesini (Pedemonte, 2007, 2008) kullanmistir. Knipping (2008) iddia ile sonug
arasinda bir ayirim yapmustir. Eger argiimanda ii¢ temel bilesen de mevcut ise bu
bileseni sonug, bilesenlerden en az biri yok ise iddia olarak isimlendirmistir. Bu
calismada da bu siniflandirma takip edilmeye calisilmistir. Veri (V) ise, S sonucunu
dogrulayan veridir. S sonucunun delilidir. Gerekge (G), sonu¢ ¢ikarma kuralidir. Bu
kural veriden sonuca ulagmayi saglar. Sonucun ya da iddianin gecerli oldugunu gosteren

ve veri ile sonug arasinda koprii vazifesi goren bilesendir.

Herhangi bir argiimanda ilk adim olarak bir bakis agis1 ifade edilmektedir (iddia,

goriis). Toulmin terminolojisinde bu bakis acis1 iddia ile isimlendirilir. ikinci adim
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iddiay1  dogrulayacak veri iiretmektir. Gerek¢e ise, veri-iddia iligkisinin
destekleyicisidir. Gerekge, veriyi kullanarak bir dogrulama saglar. Gerekge bir kural,
tanim uygulama ya da benzetme olabilir. Konusma dili ile veri “ilerlemek i¢in elinde ne
var? (What have you got to go on)” sorusunun cevabidir. Gerekge ise “Oraya nasil
gidiyorsun? (How do you get there?)” sorusunun cevabidir. Bu g¢aligmada gerekge
bileseni genel olarak “Veriden sonuca nasil ulastin?” sorusuna karsilik elde edilen,
“ctinkii, -den dolay1, yiiziinden vb.” kelimeleri ile baslayan cevaplar olarak ortaya

¢cikmustir.

Toulmin’in veri, sonu¢ ve gerek¢eden olusan ii¢ bilesenli basit modeli bir
arglimani analiz etmek i¢in egitim literatliriinde yeterli goriilmiistiir. Toulmin’in {glii
basit modeli smif ortamindaki matematiksel argiimanlar1 (Krummbheuer, 2007), temel
say1 becerilerini (Evens ve Houssart, 2004), mantiksal c¢ikarimlari (Hoyles ve
Kiichemann 2002; Weber ve Alcock, 2004), ve genel ispatlar1 (Yackel, 2001) inceleyen
calismalarda kullanilmistir. Argiimanlar1 incelemek i¢in kullanilabilecek ti¢ bilesenli

model asagidaki sekilde gosterilmistir.
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Sekil 2.1. Toulmin’in {i¢ bilesenli basit argliman modeli

Toulmin’in {i¢ bilesenli basit modelini daha iyi anlamak i¢in bir 6grencinin
elinde bulunan birebir ve orten f fonksiyonun ters fonksiyonunun mevcut oldugu
iddiasin1 savunmak istedigini diisiinelim. Ogrencinin elinde bulunan birebir ve 6rten f
fonksiyonu i¢in, “birebir ve orten her fonksiyonun ters fonksiyonu mevcuttur” teoremini
gerekge olarak kullanarak, f fonksiyonunun ters fonksiyonunun mevcut oldugu
sonucuna ulagsin. Ogrencinin {irettigi argiimanda birebir ve orten f fonksiyonu
argiimanin verisi, f fonksiyonunun tersinin mevcut olmasi argiimanin sonucudur. Birebir
ve Orten her fonksiyonun ters fonksiyonunun mevcut olmasi teoremi ise veriyi sonuca
baglayan gerek¢e bilesenidir. Bu argiimanin Toulmin modeline gore analizi asagida

sunulmustur.
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f fonksiyonunun ters

Birebir ve rien f fonksiyonu

L J

fonksivonu mevcuttur

|

Teorem: Birebir ve drten her fonksivonun

ters fonksivonu mevcuttur

Sekil 2.2. Ug bilesenli argiimanin Toulmin modeline gore analizinin drnegi

Argiimanlara ii¢ yardimci bilesen daha eklenebilir. Bu bilesenler gerekli
olmamakla birlikte iddiayr kuvvetlendirir. Niteleyen (N) bileseni iddiaya zarflar
(kesinlikle, muhtemelen, biiyiik olasilikla vb.) seklinde eklenir ve sonucun giivenirlik
derecesini belirtir. Destek (D) bileseni gerekgeyi destekler. Destek bileseni gerekcenin
giiclinlin ve gegerliginin agik bir sekilde goriilemedigi durumda gereklidir. Matematikte
gerekcenin destegi genellikle tanimlar, kurallar, teoremler ya da gerekcenin gecerli
oldugu alan olabilir (Pedemonte, 2007, 2008; Rumsey, 2012). Ciiriiten (C) bileseninin
sonucun saglanmadig1 ya da gegerli olmadigi durumu ortaya koyarak sonucu ¢iirlitme
potansiyeli vardir. Matematikte bir 6nermenin yanlis oldugunu gostermek igin ters
ornekler kullanilir. Ters ornekler argiimanin gegerli olmadigi durumlart belirtmek icin
cliriiten roliinii oynayarak argiimani zayiflatir (Pedemonte ve Buchbinder, 2011). Eger
s6z konusu iddia bir 6nerme seklinde ise, bu 6nermeye ait ters 6rnek bulunmasi halinde,

sonug olarak 6nermenin yanlis olduguna karar verilir.

Matematik formel mantigin giiglii oldugu alanlardan biri oldugu igin bu alandaki
iddialar genellikle onermeler halinde ortaya cikar. Ornegin reel degiskenli ve reel
degerli fonksiyonlar i¢in, “bir noktada siirekli olan her fonksiyon ayni noktada
tiirevlidir” Onermesinin  dogru olup olmadiginin tartisildigini  distinelim.  Sifir
noktasindaki f(x) = |x| fonksiyonu bu 6nerme igin ters bir 6rnektir. S6z konusu
fonksiyon sifir noktasinda siirekli fakat tiirevli olmayan bir fonksiyondur. Bu ters érnek
dikkate alinarak 6nermenin yanlis oldugu sonucuna ulasilmali ya da iddia, 6nermenin
degili ile revize edilmelidir. Bu 6rnek i¢in elde edilen sonucun s6z konusu 6nermenin
yanlighgt oldugunu disiinelim. Argiimanlarin bilesenlerini analiz ettigimizde, bir
noktada siirekli olan reel degerli ve reel degiskenli tiim fonksiyonlar argiimanin veri (V)

bilesenidir. Sifir noktasindaki f(x) = |x| fonksiyonu ise Onermenin giiriiten (C)
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bilesenidir. Ciinkii bu fonksiyon, sifir noktasinda siirekli fakat tiirevli olmayan reel
degerli ve reel degiskenli bir fonksiyondur. Ciiriiten bileseni dikkate alinarak elde edilen
sonug (S), “bir noktada siirekli olan reel degerli ve reel degiskenli her fonksiyon ayni
noktada tiirevlidir’ 6nermesinin yanlis oldugudur. Elde edilen bu argiimanin Toulmin

modeline gore analizi asagida sunulmustur.

f(x) = |x| fonksivonu 0 noktasinda siirekli fakat tiirevli

olmavan reel degerh ve reel degiskenli bir fonksivondur

Bir noktada siirekl olan reel degerli

Onerme vanhstir.

ve reel degiskenli tiim fonksivonlar >

Sekil 2.3. Ciiriiten bilesenli argiimanin Toulmin modeline gore analizinin drnegi

Toulmin modelinde ana bilesenlere yardimci bilesenlerin de eklenmesiyle alt1 bilesenli

yaptya kavusulmustur.

Curuten (C)

|

Niteleven (N) | ——» | Sonug (S)

Veri (V)

Gerekce (G)

Destek(DD)

Sekil 2.4. Toulmin modelinin alt1 bilesenli yapis1 (Inglis ve digerlerinden (2007)
uyarlanmistir)

Egitim literatliriinde Toulmin modeli hem sinif i¢inde nasil bir tartisma

ortaminin olusturuldugunu (Wood, 1999) hem de 6grenmenin nasil ilerledigini ortaya
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cikarmak ve analiz etmek i¢in kullanilmaktadir (Yackel, 2001). Bu model 6grencilerin
arglimantasyon stireclerini analiz etmek ve biligsel, igerik ve yapt bakimindan
arglimantasyon ile ispati1 karsilastirmak i¢in kullanilmaktadir (Dinger, 2011; Pedemonte,
2007, 2008). Matematikte ispatlar argiimantasyonun ozel bir seklidir (Pedemonte,
2007). Cikarimlar olarak ifade edilen mantiksal dogrulamalarin bir kiimesidir (Toulmin,
2003). Bu cikarimlar Toulmin modeli kullanilarak analiz edilir ve karsilagtirilir.
Toulmin modeli argiimantasyon ve ispatlar1 analiz etmek i¢in kullanilsa da son
donemde yapilan ¢alismalar, bu modelin problem ¢6ziimiinde ve tanimlarin 6gretiminde

de kullanilabilecegini gostermistir (Dinger, 2011).

Toulmin (2003) kendi argiiman yapisin1 kurmadan dnce kuracagi yapiin daha
iyi anlasilmasi i¢in bazi teknik terimler tanimlamistir. Bunlardan biri tartismanin
“alan1”dir. Alan kavramina dikkat edilmesini 6neren Toulmin, argiimantasyonun ¢oklu-
formdaki karakterlerini vurgulamistir. Toulmin, iki arglimanin ayn1 alana sahip olmasini
her iki argiimanda kullanilan veri ve sonuglarin ayni mantiksal tipe sahip olmasi
seklinde tanimlamistir. Her iki arglimanda kullanilan destek ve sonucun ayni1 mantiksal
tipe sahip olmamasini da argiimanlarin farkli alanlardan gelmesi olarak tanimlamaistir.
Toulmin alan goriistine dikkat edilmesini 6nermistir. Bu 6neriyi dikkate alan matematik
egitimcileri Toulmin modelini kendi c¢alisma alanlarina uygun olarak tekrar
yapilandirmis ve kullanmiglardir (Knipping, 2008, Pedemonte, 2007). Toulmin’in de
belirttigi gibi matematiksel arglimantasyon ve ispat bir alana Ozgldiir.
Arglimantasyonlarin  anlammin karsilasilan ya da kullanilan durumlara gore
degisebilecegi belirtilmektedir. Ispat icin bahsedilen alanlar cebir, analiz ve geometri
gibi teorik alanlardir. Matematikte bir argiimantasyonun alani, kullanilan kriterin
gecerligini smirlandirir. Ornegin  geometrideki bir argiimantasyonun gegerligi igin
kullanilan aksiyomlar, cebirsel arglimantasyonda kullanilandan farkli olabilmektedir

(Pedemonte, 2007).

Asagida Pedemonte’nin (2008) calismasindan alinan bir soru lizerinden Toulmin
modelinin matematikteki argiimantasyonlari analiz etmek ic¢in nasil kullanildig1

gosterilmistir.
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Bir sinif ortaminda bir 6gretmenin (A) o6grencisine (B) “a sifirdan farkli herhangi bir
tamsay1 olsun. Bu durumda —a? hakkinda ne sdylenebilir? Pozitif mi yoksa negatif

midir?” seklinde bir soru yonelttigini ve asagidaki tartismanin yapildigini diistinelim.

A: a sifirdan farkli herhangi bir tamsayr olsun. Bu durumda —a? hakkinda ne

sOylenebilir? Pozitif mi yoksa negatif midir?
B: Muhtemelen negatiftir.
A: Neden? Bu sonuca nasil ulastin?

B: Ciinkii her saymin karesi bir pozitif sayidir fakat 6niline eksi isareti gelince artik o,

bir negatif sayiya doniisiir.

A: Peki iis olarak yazilan “2” tiim say1ya ait ise ne olur?

B: Eger iis olan “2‘ sayis1 tiim say1ya ait ise —a? pozitif bir say1 olur.

A: Boyle bir durum miimkiin miidiir?

B: Bdyle bir durum miimkiin degildir ¢iinkii —a? ile (- a)? farkl seylerdir.
Bu argiimantasyonun Toulmin modelinin bilesenlerine ayrilmis hali asagidaki gibidir:
V:—a?,a€Z,a+0

S:—a’<0

G:Vvn€Ziginn?>>0;n>0ise—n<0

C: —a? = (-a)? > 0 oldugundan —a? > 0’dur.

D: Cebirsel kurallar ve 6zellikle —a? # (- a)?

N: Muhtemelen.

Bu argiimantasyonun Toulmin diyagramina gore gosterilisi asagidaki gibidir.



—al=(—a) =0
oldugundan —a® >0

VERI(V) NICELEYICI (N)
—a~,acZ,a=0 7'y Muhtemelen

v
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L

GEREKCE (G)
vneEZiginn®>0Gn=0ise—n<0

DESTEK (D)
Cebirsel kurallar  ve
ozellikle —a® = (—a)?

SONUC (S)
—a <0

Sekil 2.5. Alt1 bilesenli argiimanin Toulmin modeline gore analizinin 6rnegi
(Pedemonte’nin (2008) calismasindan uyarlanmaistir)

Bu calismada Toulmin modelinin niteleyen bileseni oOgrenciler tarafindan

genellikle kullanilmadigr i¢in analiz edilmemistir. Calismada Toulmin modelinin bes

bilesenli yapis1 6grencilerin arglimantasyonlarini analiz etmek i¢in kullanilmasinin daha

uygun olacag: diisiiniilmiistlir. Yapilan arastirmada ciiriiten bileseni, dnermeyi ¢iiriiten

ters Ornekler olarak ortaya ¢iktigi icin yardimci bir bilesenden daha ¢ok Toulmin

modelinin ana bilesenlerinden biri olarak dikkate alinmistir. Asagida caligmada

kullanilan Toulmin modelinin sekli sunulmustur.
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CURUTEN(()

VERI (V) v | SONUC(S)

-
o

GEREKCE (G)

DESTEK (D)

Sekil 2.6. Calismada kullanilan Toulmin modelinin sekli

2.2. Tlgili Arastirmalar

2.2.1. Ogrencilerin matematiksel ispata yonelik goriisleri iizerine yapilan

calismalar

Bu boliimde cogunlukla matematik 6gretmeni adaylari olmak {izere, iiniversite
ogrencilerinin ispata yoOnelik goriis, algi ve inancglar1 iizerine yapilan arastirmalar
derlenmistir. Yapilan arastirmalarin ¢cogunlugunda kullanilan 6l¢gme aracinin Slgekler
oldugu goriilmiistiir. Bazi arastirmacilar Ogrencilerin ispatin anlamina ve Onemine
yonelik goriislerinin olumlu oldugu yoniinde sonuglar elde ederken (Bastiirk, 2011;
Giiler ve Dikici, 2012; Iskenderoglu ve Baki, 2011) bazilar1 da goriislerin smirlt
oldugunu (Doruk ve Giiler, 2014; Kayagil, 2012; Morali vd., 2006) belirtmislerdir. Bir
kisim arastirmacilar ise 6grencilerin ispatlar1 anlama ve yapmada 6zgiivenlerinin diisiik
oldugunu (Doruk ve Kaplan, 2013a) ve ispatlar1 6grenme bigimlerinin ezber odakl
oldugunu belirtmislerdir (Bastiirk, 2010). Calismalarin bir kism1 da 6grencilerin ispat
algilarim1 ortaya ¢ikarmaya ve smiflandirmaya yoneliktir (Almeida, 2000; Kaplan,

Doruk ve Ozdemir, 2015; Kogce, 2013). Baz1 arastirmalar ise ispata yonelik goriislerin



47

ogrencilerin cinsiyetlerine, sinif diizeylerine ve &grenim gordiikleri boliimlere gore
farklilagip farklilagsmadigi lizerine odaklanmistir (Anapa ve Samkar, 2010; Doruk ve
Giiler, 2014; Kayagil, 2012; Turgut vd., 2013). Smirli sayida da olsa, ispata yonelik
gortisler ile iligkili olabilecek degiskenleri arastiran ¢alismalar da mevcuttur (Doruk,
Ozdemir ve Kaplan, 2015; Giiler vd., 2012; imamoglu, 2010).

Morali, Ugurel, Tiirnikli ve Yesildere (2006) ilkogretim ve ortadgretim
matematik O6gretmeni adaylarmin ispata yonelik goriislerinin ne oldugunu ortaya
¢ikarmaya yonelik ¢alisma yapmislardir. Calismanin verileri Almeida (2003) tarafindan
gelistirilen ve tiirkceye uyarlanan dlgek yardimiyla toplanmistir. Calisma sonucunda
ogretmen adaylarmin biiyiik kisminin ispat yapmaya yonelik ya goriislerinin olmadigi
ya da gorislerinin yetersiz oldugu tespit edilmistir. Bu durum 6gretmen adaylarinin
ispat yapmanin, matematik ve matematik egitimi acisindan onemini bilmedikleri ve
tizerinde diistinmediklerini gostermistir. Ayrica ispata yonelik goriislerin, ispat yapma
becerilerine iligkin varsa sorunlarin ortaya c¢ikarilma ve giderilmesi anlaminda

Oonemsenmesi gerektigi vurgulanmustir.

Kayagil (2012) ilkogretim matematik 6gretmeni adaylarinin matematiksel ispata
yonelik gorislerini belirlemek ve ispata yonelik goriislerin cinsiyet, mezun olunan lise
tirii, sinif ve matematikle ilgili bilimsel bir etkinlige katilma durumu degiskenlerine
gore farklilik gosterip gostermedigini tespit etmek amaciyla calisma yiirtitmiistiir.
Caligmanin aragtirma grubunu ilkogretim matematik Ogretmenligi boliimiiniin farkl
sinif diizeylerinde 6grenim goren toplam 357 Ogretmen adayr olusturmustur. Veri
toplama araci olarak Morali vd. (2006) tarafindan dilimize uyarlanan 6l¢ek
kullanilmistir. Calismada 6gretmen adaylarinin ispat yapmaya yonelik ne olumlu ne de
olumsuz gériislerinin oldugu belirlenmistir. Ogretmen adaylarmin ispata ydnelik

goriislerinin incelenen degiskenlere gore farklilik géstermedigi sonucuna ulasilmigtir.

Bastiirk (2011) ilkogretim matematik 6gretmeni adaylarinin ispatin matematik
ve matematik egitimindeki yeri hakkinda goriislerini ortaya ¢ikarmak amaciyla ¢calisma
yapmustir. Caligmanin verileri 40 6gretmen adayina, gelistirilen bir anketin uygulanmasi
ve 0gretmen adaylar1 arasindan secilen sekiz 6gretmen adayi ile gériisme yapilarak elde
edilmistir. Calisma sonucunda O6gretmen adaylarit matematiksel ispatlarin bilgilerin

kaliciligi i¢cin Onemli bir role sahip oldugunu diisiindiikleri belirtilmistir. Ayrica
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Ogretmen adaylari, ispatlarin 6grenmeleri gereken kurallarin ve formiillerin altinda
yatan sezgiyi anlamak igin firsatlar sundugunu ifade etmislerdir. Ogretmen adaylart
ispatla yapilan 6gretimin kendi iiniversitelerinde oldugu gibi ezbersiz bir egitimi garanti
etmeyecegini ifade etmislerdir. Ogretmen adaylar1 kendi derslerinde ispatlara Kolay,
anlasilabilir ve 6grencilerin istekli ve bilgi seviyesi yeterli oldugu durumlarda yer

vereceklerini ifade etmislerdir.

Iskenderoglu ve Baki (2011) ilkdgretim matematik 6gretmeni adaylarinin ispata
yonelik goriislerini belirlemek i¢in farkli sinif seviyesinden 187 Ggretmen adayi ile
calisma ylritmiislerdir. Lee (1999) tarafindan gelistirilen ve arastirmacilar tarafindan
tiirkceye uyarlanan “Matematiksel Kanit Yapmaya Yénelik Goriis Olcegi” veri toplama
aract olarak kullanilmistir. Calisma sonucunda 6gretmen adaylarinin ispata yonelik
goriislerinin genel olarak olumlu oldugu sonuca ulasilmistir. Calismanin bu sonucu
Morali vd. (2006) calismasinin sonuglari ile uyusmamistir. Ayrica Olgegin alt
Olceklerinden yararlanilarak, 6grencilerin ispata zihinsel olarak olumlu yaklastiklari,
ispata yonelik giivenlerinin ortalama bir diizeyde oldugu, ispatlar1 yaparken sik sik
kendilerini gozden gecirip degerlendirme yaptiklar1 ve ispata yonelik olumlu tutum-

inanca sahip olduklar1 sonucuna ulasilmistir.

Giiler ve Dikici (2012) ortadgretim matematik Ogretmeni adaylarinin
matematiksel ispata yonelik goriiglerini ortaya ¢ikarmak amaciyla nitel arastirma
yaklagimi ile ¢alisma yliirtitmiislerdir. Calisma 12 ortadgretim matematik Ogretmeni
adayi ile yar1 yapilandirilmig gériismelerle elde edilmistir. Ogretmen adaylarinin ispata
yonelik goriisleri ispata yiikledikleri anlam, ispatin amaci, ispatin 6nemi ve ispatlarda
basarili ya da basarisiz olmalarmi etkileyen faktorler boyutlarinda incelenmistir.
Caligmada Ogrencilerin matematiksel ispata yonelik goriislerinin olumlu oldugu
sonucuna ulagilmistir. Ayrica Ogretmen adaylar1 ispatlarda basarilarini etkileyen en
onemli faktor olarak ispatin yapildigi ders ya da konu oldugunu, basarili ve basarisiz
olduklar1 ispatlar arasindaki farkin ilgili kavramin iyi 6grenilip 6grenilmemesi ile
alakali oldugunu ifade etmiglerdir. Doruk ve Kaplan (2013a) da yaptiklar1 benzer bir
caligmada, ilkdgretim matematik 6gretmeni adaylarinin ispata yonelik goriislerini ortaya
cikarmaya calismiglardir. Alti 68retmen adayr ile yar1 yapilandirilmis goriismeler
yapilarak veriler toplanmistir. Calisma sonucunda 6gretmen adaylariin ispata yonelik

olumlu anlamlar yiiklemelerine ragmen matematiksel ispat1 kendilerine faydasiz olarak
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gordiikleri belirlenmistir. Ayrica, 6gretmen adaylarinin problem ¢6zme ile ispat
arasindaki iliskiye yonelik yanilgi iginde olduklari, kendilerine gore bir ispatlama

yontemlerinin olmadigi ve ispata kars1 6z giiven eksikliklerinin oldugu tespit edilmistir.

Doruk ve Giiler (2014) matematiksel ispata yonelik goriisleri farkli boyutlardan
Olcebilecek bir dlgek gelistirme ¢alismasi yapmislardir. Caligmanin ana uygulamasi tiim
smif diizeylerinden 480 ilkdgretim matematik 6gretmeni adayr ile ylriitilmiistiir.
Calisma sonucunda 31 madde ve bes alt Olgekten olusan besli likert tarzda bir
matematiksel ispata yonelik goriis dlcegi gelistirilmistir. Olgegin boyutlari; gereklilik,
fayda, oOzgiiven, anlam ve problem ¢6zme ile ispat arasindaki iliski seklindedir.
Calismada ilkdgretim matematik Ogretmeni adaylarinin ispata yonelik genel
goriislerinde kararsiz olduklar1 tespit edilmistir. Alt Olgekler incelendiginde ise,
ogretmen adaylarinin ispata yiikledikleri anlamin olumlu olmasina ragmen ispatlar
anlamaya ve yapmaya yonelik 6zgiivenlerinin diisiik oldugu sonucuna ulagilmistir.
Calismadan elde edilen bu sonuglar arastirmacilarin daha oOnce yaptiklart nitel
caligmalar1 desteklemistir (Giiler ve Dikici, 2012; Doruk ve Kaplan, 2013a). Ayrica
liclincli sinifta 6grenim goren Ogretmen adaylarinin birinci ve ikinci smifta 6grenim
goren Ogretmen adaylarina gore ispata yonelik goriislerinin daha olumsuz oldugu

belirtilmistir.

Bastiirk (2010) calismasinda, birinci smifta O6grenim goren ortadgretim
matematik 6gretmeni adaylarmin matematik ve matematik egitiminde ispat hakkindaki
goriiglerini  ortaya ¢ikarmaya ¢alismistir. Calismanin verilerini 33  ortadgretim
matematik O0gretmeni adayina gelistirdigi anketi uygulayarak ve ogretmen adaylari
arasindan secilen 10 dgretmen adayi ile goriisiilerek elde edilmistir. Ogrencilerin sinava
caligsma yoOntemlerinin taklide dayali bir muhakeme seklinde oldugu tespit edilmistir.
Ogretmen adaylarinin ders kitabinda veya notlarinda bulunan ispatlar1 kopyalamakta ya
da ispat algoritmasmi hatirlamaya calismakta oldugu belirtilmistir. Ogretmen
adaylarinin ispat ve ispat yapmada karsilastiklar giicliiklerin baslica sebebi olarak lise

ve liniversite matematik dgretimi arasindaki fark oldugu ifade edilmistir.

Almeida (2000) yaptig1 calismada lisans matematik ogrencilerinin ispat
algilarin1 ortaya ¢ikarmak igin ¢aligma yiiriitmistiir. Calismanin verileri 473 6grenciye

uygulanan ispat anketi ve 25 Ogrenci ile yapilan goriismelerden elde edilmistir.
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Caligmada 6grencilerin ispata yonelik algilarina gore dort farkli kategoriye ayrildiklar
tespit edilmistir. Ogrenciler tip A, tip B, tip C ve tip D olmak iizere dért gruba

ayrilmistir. Asagida bu dgrencilerin 6zellikleri hakkinda bilgiler sunulmustur.

Tip A: Ogrenci formel ispat ile ¢alismanin gerekliligini kabul eder informel
ispatlari ret eder. Buna ragmen 6grenci kendi ispat uygulamalarinda kesinlik isteklerine
ulagmay1 basaramamustir.

Tip B: Ogrenci formel ispatin gerekli oldugunu kabul eder fakat formel
ispatlarda usta olana kadar informel ispatlar1 gegici olarak kullanir.

Tip C: Ogrenci sezgisel ve deneysel argiimanlar1 ispat olarak kabul eder. Formel
ispatlar1 sinavlardan gegmek icin dikkate alir.

Tip D: Ogrenci formel ispatlarin gerekliligini kabul eder fakat genel olarak
formel ispatlar1 sadece sembolik manipiilasyonlar olarak goriir. Ogrencideki anlays

eksikligi ispata kars1 antipati olugsmasina yol acar.

Calisma sonucunda 6grencilerin formel ispat goriisiinden uzak olduklar1 ortaya
cikmustir. Ogrencilerin ispatlama igin informel/gérsel metotlarr kabul etme egiliminde
ya da en azindan bu yontemleri reddetmedikleri goriilmiistiir. Bu durumun sebebinin
ogrencilerin  okullardaki geg¢mis deneyimlerinde ispatlarin sonuglarin indiktif
dogrulamasi1 olarak verilmis oldugu sdylenebilir. Ayrica bu durumun matematik
ogretiminde tercih edilen yontem ile matematik¢ilerin matematigi olusturmalarindaki
yontem arasindaki farkin bir sonucu oldugu ifade edilmistir. Matematikgilerin ispat
stirecinin sezgi (intuition), deneme-yanilma (trial and error), tahmin (speculation),
varsayim (conjecture) ve ispat seklinde oldugu fakat 6gretim sirasinda bu siirecin son
adimi tizerinde yogunlastiklar: ifade edilmistir. Jenerik ve gorsel argiimanlarin ispatlarin
yapilmasindan 6nce verilmesinin kavramlar ve tanimlar gibi matematigin farkli bakis
acilarindaki araglar1 kullanmada, ogrencileri cesaretlendirmede yararli olacagi
diistiniilmektedir. Kavram imajlarimi giiglendirmenin 6grencilerin ispatta karsilastiklar

giicliiklerin iistesinden gelmede etkili olacag: ifade edilmistir.

Kogce (2013), birinci sinifta 6grenim goren 99 ilkdgretim matematik §gretmeni
adaymnin ispat yapmanin matematik 6gretimine katkist ile ilgili goriislerini ve ispat
diizeylerini belirlemeye caligmistir. Calismanin verileri, icerisinde ii¢ adet acik uglu soru

bulunan anket formu kullanilarak elde edilmistir. Birinci soru 6gretmen adaylarinin



51

ispatin matematik 6gretimine katkismi ortaya ¢ikarmak icin sorulmustur. Ikinci soru
Ogretmen adaylarinin ispat diizeylerini ortaya ¢ikarabilecek senaryo tipinde hazirlanmig
bir agik uglu sorudur. Ugiincii soru ise ikinci soruda ispat olmadigimi belirten 6gretmen
adaylarinin goriiglerini almak i¢in sorulmustur. Calismada 6gretmen adaylarinin ispat
diizeylerini belirlemek i¢in Miyazaki (2000) tarafindan olusturulan siniflandirma
kullanmilmistir. Miyazaki ispati; ispat A, ispat B, ispat C ve ispat D olarak dort gruba
ayrrmustir. Ispat A dediiktif muhakeme gerektiren ve ispat yapilirken fonksiyonel dilin
kullanildig: ispat tiiriidiir. Ispat B dediiktif muhakeme gerektiren fakat ispatta diger dil,
cizimler veya hareket edebilen objelerin kullanildig: ispatlardir. ispat C ispatta
timevarimsal muhakeme gerektiren ve ispatlar yapilirken diger dil, ¢izimler veya
hareket edebilen objeler kullamilir. Ispat D ise tiimevarimsal muhakeme gerektiren ve
ispatlarda fonksiyonel dilin kullanildig1 ispat tipidir. Ispat A en avantajli, ispat C ise en
dezavantajli ispat tipidir. Ispat B ve ispat D, ispat A ve ispat C arasindan ortalama bir
diizeydedir. Calisma sonucunda 6gretmen adaylarinin en ¢ok ispat A tiiriindeki ispatlari
tercih ettikleri belirlenmistir. Ogretmen adaylarinin ¢ogunun ispatlarin matematik

egitimine katki saglayacaklarina inandiklar1 ortaya ¢ikmistir.

Kaplan, Doruk ve Ozdemir (2015) ilkdgretim matematik dgretmeni adaylarmin
ispat ile problem ¢6zme arasindaki iliskiye yonelik goriislerine odaklanmislardir.
Yaptiklart ¢calismada tiim sinif diizeyinden toplam 158 ilkdgretim matematik 6gretmeni
aday1 ile nitel bir arastirma yiiriitmislerdir. Calismanin verileri, ispat ve problem ¢dzme
ile ilgili alt1 agik uglu soruya verilen yazili yanmtlardan elde edilmistir. Calisma
sonucunda Ogretmen adaylarinin problemi ¢6ziim bekleyen ifade, problem ¢6zmeyi
zorluklarin iistesinden gelme olarak degerlendirdikleri tespit edilmistir. Ispati
dogrulama/yanlislama veya agiklama, ispat yapmayr da benzer olarak
dogrulama/yanlislama yapma veya agiklama yapma olarak ifade ettikleri ortaya
cikmistir. Ogretmen adaylar1 problem ¢ézme ile ispat arasindaki en temel farkin ispatin
bir dogrulma, problem ¢6zmenin sonuca ulasma aktivitesi oldugunu ifade etmislerdir.
Ispat ile problem ¢dzme arasindaki iliskiye yonelik goriislerinin ise belirgin bir sekilde
olugmadig1 sonucuna ulagilmistir.

Turgut, Yenilmez ve Uygan (2013) ilkogretim ve ortaggretim matematik

ogretmeni adaylarinin ispata yonelik goriislerini karsilastirmali olarak ortaya ¢ikarmaya

calismislardir. Aragtirmanin calisma grubunu fen edebiyat fakiiltesinin pedagojik
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formasyon programma devam eden 79 ortaggretim ve ilkogretim matematik
ogretmenligi bolimiiniin son sinifinda 6grenim gérmekte olan 98 ilkdgretim matematik
Ogretmeni adayr olusturmaktadir. Calismanin veri toplama aract Morali vd. (2006)
tarafindan uyarlanan ispata yonelik goriis Ol¢egidir. Calisma sonucunda Ogretmen
adaylarmin  6grenim gordiikleri boliimlere ve cinsiyetlerine gore ispata yonelik
goriislerinin farklilasmadig1 tespit edilmistir. Olgegin baz1 alt odlgeklerinde ise

farklilasmalarin oldugu belirtilmistir.

Anapa ve Samkar (2010) yaptiklar1 ¢alismada ilkdgretim matematik 6gretmeni
adaylan ile fen edebiyat fakiiltesi matematik ve bilgisayar boliimiinde 6grenim gdren
ogrencilerin ispata yonelik goriislerini incelemislerdir. Calismada Morali vd. (2006)
tarafindan uyarlanan ispata yonelik goriis dlgegi uygulanmistir. Ispata yonelik goriis
Olcegi 173 ilkdgretim matematik dgretmenligi boliimii 6grencilerine ve 271 matematik
ve bilgisayar boliimi 6grencilerine uygulanmistir. Calisma sonucunda 6grencilerin
ispata yonelik goriislerinin 6grenim gordiikleri boliimlere gore farklilik gostermedigi

tespit edilmistir.

Imamoglu (2010) doktora tez calismasinda matematik ve matematik
ogretmenligi bolimi  Ogrencilerinin  ispata yonelik goriisleri ile ispatlama
aktivitelerindeki performanslarini arastirmistir. Arastirma grubu birinci ve son siniflarda
O0grenim goren ilkogretim, ortadgretim matematik Ogretmeni adaylar1 ve matematik
boliimii 6grencileridir. Calismanin veri toplama aract olarak arastirmaci tarafindan
gelistirilen Tutum ve Inang Olgegi (TIO), Ispat Sinavi (IS) ve Ispat Degerlendirme
Siavi (IDS) kullanilmistir. TIO niin alt yapi, tutum, 6zyeterlik ve inang seklinde dort
boyutu vardir. iS’ye verilen yanitlar, kullanilan ispat tiplerine ve muhakeme sekillerine
gdre puanlanmustir. IDS’de verilen argiimanlar igin 6gretmen adaylarindan “énermenin
tim durumlar i¢cin dogru oldugunu gosterir”, “Onermenin bazi durumlar i¢in dogru
oldugunu gosterir” veya “yanlistir (6nermeyi ispatlamaz)” segeneklerini se¢meleri ve
nedenini belirtmeleri istenmistir. Yapilan degerlendirmeler yanitlarin tutarliligina gore
puanlandirilmistir.  Birinci  smiftaki  dgrencilerin  altyapit  puanlarinin = dordiincii
smiftakilerden daha yiiksek oldugu, diger boyutlarda ise dordiincii siniftaki 6grencilerin
puanlarinin anlamli bir sekilde daha yiiksek oldugu tespit edilmistir. Son simf
ogrencilerinin 1S’den elde ettikleri puanlarin daha yiiksek oldugu belirlenmistir. Farkli

programlarda grenim goéren birinci smif dgrencilerinin TIO ve 1S’den elde ettikleri
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puanlarin farklilasmadigr ortaya ¢ikmistir. Son siniflarda ise IS, IDS ve TiO’niin bazi
boyutlarinin anlamli bir sekilde farklilastigi tespit edilmistir. Matematik bolimi
ogrencilerinin IS ve IDS’den aldiklar1 puanlarin diger 6grencilere gore daha yiiksek
oldugu bulunmustur. Birinci siniflarin daha ¢ok tiimevarimsal akil yiiriitme kullanma
egiliminde olduklari, son smif Ogrencilerinin ise ¢ogunlukla genelleme ihtiyact
hissederek dediiktif yontemler kullanmaya ¢alistiklar: belirlenmistir. Buna ragmen son
siif O0grencilerinin ispat yapma ve degerlendirmede hala giigliik yasadiklar1 ifade
edilmistir. Ayrica, dgrencilerin TIO ile IS ve IS ile IDS puanlari arasinda pozitif

iliskinin oldugu ortaya ¢ikmustir.

Giiler, Ozdemir ve Dikici (2012) yaptiklar1 calismada, ilkdgretim matematik
ogretmeni adaylarinin tlimevarimsal ispat yontemiyle ispat yapabilme becerileri ve
ispata yonelik goriislerini arastirmislardir. Aragtirmanin verileri ilkogretim matematik
ogretmenligi bolimiiniin liglincli ve dordiincii siiflarinda 6grenim goren 151 §gretmen
adayma Ispat Goriis Anketi, Matematiksel Tiimevarim Bilgi Testi’nin (MTBT)
uygulanmasi ve yar1 yapilandirilmis miilakatlar ile elde edilmistir. Calisma sonucunda
Ogretmen adaylarinin timevarim yontemiyle ispat yapabilme becerilerinin diistik oldugu
ve ispata yonelik goriislerinin olusmadig: tespit edilmistir. Ogretmen adaylarmin
tiimevarim yoOntemi ile ispat yapabilme becerileri ile ispata yonelik goriigleri arasinda

pozitif yonlii ve anlamli bir iliskinin oldugu belirlenmistir.

Doruk, Ozdemir ve Kaplan (2015) matematiksel ispata yonelik goriisler ile
iligkili olabilecegini diisiindiikleri duyussal degisken olarak matematige kars1 dzyeterlik
algisin1 incelemislerdir. Calisma ilk6gretim matematik Ogretmenligi  boliimiinde
O0grenim goren 76 son smif 6grencisi ile yiiriitilmistiir. Calismada matematige karsi
ozyeterlik algisinin matematiksel ispata yonelik goriisleri yordayip yordamadigi
smanmistir. Caligma sonucunda, matematige karsi 6z-yeterlik algisinin ispat yapmaya
yonelik goriislerin anlamli bir yordayicisi oldugu ve ispat yapmaya yonelik goriislere
iliskin toplam varyansin %39’unun matematige kars1 6zyeterlik algisi ile agiklanabildigi

belirlenmistir.
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2.2.2. Analizin temel kavramlarina yonelik yapilan ¢calismalar

Lisans matematik miifredatinin en 6nemli derslerinden biri analiz dersidir
(Hartter, 1995). Bu boliimde, ¢alismada analizin temel kavramlari olarak nitelendirilen
sirasiyla fonksiyonlar, diziler, limit, siireklilik ve tiirev kavramlarina yonelik yapilan

calismalarin bir derlemesine yer verilmistir.

Sofronas, Defranco, Vinsonhaler, Gorgievski, Schroeder ve Hamelin (2011)
analiz alaninda 24 otoritenin ilk yil Ogretimi yapilan analiz dersinin amaglar1 ve
ogrencilerin sahip olmasi gereken becerilere yonelik goriislerini almislardir. Otoritelerin
goriislerinin dort kategori altinda toplandigi belirlenmistir. Bu kategoriler; analizin
temel konular1 ve becerileri, beceriler ve kavramlarin i¢indeki ve aralarindaki iliskili
yapilari, kullanilan beceriler ve analiz dersinin amaglaridir. Uzmanlarin analizin en
temel kavramlarmin sirasiyla tiirev, integral, limit, diziler, seriler ve yaklagsma
kavramlart oldugunu ifade etmislerdir. Kavramlar ve beceriler arasindaki ve igindeki
yapilar olarak, analiz dersinde analizin temel teoreminin, limitin, kavram ve beceriler
arasindaki iligkilerin 6nemli bir yer tuttugunu dile getirmislerdir. Analiz dersinde

kullanilan becerilerin problem ¢6zme ve modelleme becerileri oldugu ifade edilmistir.

Literatiir incelendiginde, fonksiyon kavramina yonelik g¢esitli g¢alismalarin
yapildigr goriilmiistiir. Bu c¢alismalarda Ogrencilerin fonksiyon kavramina yonelik

kavram yanilgilari, kavramsal bilgileri ve kavram imajlar1 arastirilmistir.

Abdullah (2010) lise 6grencilerinin fonksiyon kavramina yonelik giigliiklerini
ortaya ¢ikarmak amaciyla calisma yapmistir. Calismasinda klinik miilakatlarda
ogrencilere fonksiyon kavramu ile ilgili problemler sorulmus ve alinan cevaplar analiz
edilmistir. Calisma sonucunda 6grencilerin f(x) semboliiniin kullanimi ile ilgili, f(x)
gorlintiistiniin kartezyen koordinatlarda gosterimiyle ilgili ve fonksiyonun formel tanimi

ile ilgili giicliik yasadiklari tespit edilmistir.

Hatisaru ve Erbas (2010) ¢alismalarinda 11 meslek lisesi 6grencisinin fonksiyon
kavramina yonelik algilarmi arastirmiglardir. Calismada farkli sekillerde temsil edilen
orneklerin fonksiyon olup olmadiklar1 6grencilere sorulmustur. Calisma sonucunda
ogrencilerin ¢ogunun fonksiyonlar1 belirlemekte zorlandiklar1 tespit edilmistir.
Ogrencilerin fonksiyonlarin sema ile gdsterimini (Venn Semas: ile gdsterim), siral

ikililerin kiimesi seklindeki gosterimini (liste yontemi ile gosterim), denklem ile verilen
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fonksiyonlar1 ve grafik ile gosterilen fonksiyonlar1 algilamakta ve bu tarz gosterimlerin
fonksiyon olup olmadigini belirlemede sikint1 gektikleri belirlenmistir. Ogrencilerin
verdikleri kararlarinin  gerekgeleri incelendiginde, fonksiyon tanimina yonelik
kavramsal bilgilerinin yetersiz oldugu ve fonksiyon kavramina yonelik kavram

imajlarinin fonksiyon kavrami ile uyusmadig1 anlagilmistir.

Akko¢ (2003) doktora tez ¢alismasinda lise Ogrencilerinin fonksiyonlar
konusunda zorlanmalarinin sebeplerini arastirmistir. Calismada 114 lise 6grencisine
anket uygulanmis, arastirma grubu arasindan segilen dokuz 6grenci ile goriismeler
yapilmistir. Ogrencilere ankette ve miilakat formunda sema yontemi, liste yontemi,
grafik ve denklem ile verilen Orneklerin fonksiyon olup olmadigr sorulmustur.
Calismada dgrencilerin sema ve liste yonteminde, grafik ve denklemle gosterime gore
daha basarili olduklan tespit edilmistir. Cok az 6grenci kendi tanimini kullanmaistir.
Ayrica ogrencilerin ¢ogunlugu sema ve liste yontemiyle ilgili sorularda kendi
tanimlarin1 kullanmiglardir. Yapilan goriismelerde 6grencilerin ¢ogunun sema ve liste
yontemiyle ilgili sorularda tanimsal Ozellikleri kullandiklar1 ortaya ¢ikmistir. Diger
yandan, grafik ve denklemle gosterimin tanimsal 6zellikler bakimindan bir¢ok giigliige
sebep oldugu tespit edilmistir. Bu Ogrenciler kavram ile tutarli olmayan kavram
imajlarim1 kullanmiglardir. Basarili 6grencilerin fonksiyonlarin tiim gosterimlerinde
kendi tanimlart ile tanimsal 6zelliklere odaklandiklari tespit edilmistir. Daha az basari
gosteren dgrencilerin sadece sema ve liste yonteminde kendi tanimlarini kullandiklari,
fonksiyonlarin diger gosterim sekillerinde ise anlasilmasi zor cevaplar verdikleri
belirlenmistir. Basarisiz 6grencilerin fonksiyonlarin hi¢bir gosterim seklinde tanimsal

ozellikleri kullanamadiklar1 goriilmiistiir.

Bayazit (2008) ogrencilerin fonksiyon kavramia yonelik zorluklar1 ve kavram
yanilgilar1 iizerine literatiirde yapilan ¢aligmalari derlemistir. Ogrencilerin karsilastiklart
zorluklar1 fonksiyonu birebir esleme yapan bir baginti olarak gérme, liste biciminde
yazimlara iligkin zorluklar, fonksiyon grafiklerine iliskin zorluklar, cebirsel ifadelere
iliskin zorluklar, kullanilan sembol ve simgelere iligskin zorluklar, fonksiyonlarin alt
kavramlarina iliskin zorluklar, fonksiyonlarin temsilleri arasindaki anlamsal iliskilere

yonelik zorluklar olarak gruplandirmistir.
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Tall ve Bakar (1992) matematik lisans Ogrencileri tarafindan gelistirilen
fonksiyon kavramini  arastirmistir.  Ogrencilerin  fonksiyonlar1 matematikteki
uygulamalarda kullanabiliyor iken fonksiyonun teorik anlami konusundaki
kavrayislarinin  ¢ok zayif ve tutarsiz olabilecegini ifade etmislerdir. Ogrencilerin
fonksiyon kavramini anlayislarinda, fonksiyon tanimimnin &zelliklerinden ziyade prototip
ornekler ailesinin Ozelliklerine giivendiklerini belirtmislerdir. Caligmada ayrica ¢ok
anlaml1 bir kavram yanmilgis1 ortaya c¢ikmistir. Ornegin, iiniversite matematik dersi
almaya baslayan 6grencilerin %751 hem cebirsel hem de grafiksel olarak belirtilen sabit
fonksiyonu bir fonksiyon olarak kabul etmediklerini bildirmislerdir. Benzer olarak
ogrencilerin %75’inin ¢gemberi bir fonksiyon olarak kabul ettikleri ortaya ¢ikmistir. Bu
durum o6gretildigi diisiiniilen kavram ile O6grencilerin gercekten 6grendigi kavram

arasinda biiyiik bir ugurum oldugunu gdsterdigi seklinde yorumlanmistir.

Polat ve Sahiner (2007) sinif 6gretmenligi boliimii 6grencilerinin fonksiyonlar
konusunda sahip olduklar1 yaygin hatalarin belirlenmesi ve giderilmesi {izerine iki
asamali bir calisma yiirlitmiislerdir. Calismanin ilk asamasinda 190 birinci sinif
Ogrencisi lizerine ¢alisma yapilarak ogrencilerin sahip olduklar1 kavram yanilgilarini
belirlemislerdir. Ogrencilerin fonksiyon konusunda sahip olduklar1 kavram yanilgilart
bagmtinin 6zellikleri, bagint1 ile fonksiyon arasindaki iligki, fonksiyon tanimi, birebir
fonksiyon, orten fonksiyon ve sabit fonksiyon ana bagliklar1 altinda toplandigi ortaya
cikmustir. Ogrencilerin fonksiyon tammina yonelik kavram yanilgilarmin “bagmnti
fonksiyon olmasi i¢in birebir ve Orten olmalidir”, “birebir eslenen bagmtilardir”,
“goriintii ve tanim kiimesinden olusan sirali ikililerdir”, “karsiligi olan bagmtilara
fonksiyon denir” ve “yansima, simetri ve ters simetri ve gegisme Ozelligine sahip
bagintidir” seklinde oldugu belirtilmistir. Ayrica Ogrencilerin birebir ve Orten
fonksiyonu birbiri ile karistirdig: tespit edilmistir. Calismanin ikinci kisminda 97 birinci
sinif 6grencisine kavram yamlgilarii gidermeye yonelik dgretim yapilmistir. Ogretim
sonucunda Ogrencilerdeki kavram yanilgilarinin biiyiik oranda distiigii fakat bazi

kavram yanilgilarinin ise devam ettigi tespit edilmistir.

Vinner (1983) calismasinda 10. ve 11. smiflarda 6grenim goren lise
ogrencilerinin fonksiyon kavramma yonelik algilarini arastirmustir.  Ogrencilerin
fonksiyon kavramina yonelik algilarini incelemek i¢in kavram resmi, kavram tanimi ve

kavram imaj1 tanimlarin1 ortaya atmistir. Kavram tanimi ve kavram imajina dayali bir
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model ile 6grencilerin fonksiyon kavramina yonelik siireglerini analiz etmistir. Kavram
resmini bir kiginin o kavram ile ilgili sahip oldugu tiim goriintiilerin kiimesi olarak
tanimlamistir. Kavram tanimi ile geriye donmeden (yardim almadan) kavrami dogru bir
sekilde agiklayan sozlii tanimi kastetmektedir. Kavram imajini ise kavram resmi ile
beraber kavrama ait 6zelliklerin kiimesi olarak tanimlamistir. Caligmasinin veri toplama
aracinda Ogrencilere dort adet baginti tamimlanmis ve Ogrencilerden bu Orneklerin
fonksiyon olup olmadigini belirlemeleri istenmistir. Besinci ve son soru olarak
Ogrencilere size gore bir fonksiyon nedir? sorusu yoneltilmistir. Son soru 6grencilerin
kavram tanimini ortaya ¢ikarmak icin sorulmustur. Ik dért soru ise kavram imajlarimi
belirlemeye yoneliktir. Ogrencilerin kavram tanimlarmin dort ana kategoriye ayrildig
goriilmistiir. Bu kategoriler; kavram imaj1 karigmis ders kitabindaki tanimlar, fonksiyon
benzerlik kuralidir, fonksiyon cebirsel terim, formiil, denklem, aritmetik
manipiilasyondur ve tanim olarak alinmis bazi zihinsel goriintiilerdir. Ogrencilerin
kavram imajlarinin; fonksiyon tek bir kural ile verilir, fonksiyonlar resmi olarak sadece
matematikgiler tarafindan kabul edilirler, fonksiyonun grafigi akla yatkin olmali
(diizgiin, stirekli, devamli artan ya da azalan vb.), fonksiyon 6rten olmali ve fonksiyon
birebir olmali seklindedir. Calisma sonucunda oOgrencilerin %57 sinin  kavram
tanimlarinin  ders kitabindaki tanimla uyumlu oldugu, kitaptaki tanimi veren
ogrencilerin %20’sinin tanimin geregini yaptig1, kitaptaki tanimi vermeyen 6grencilerin
%34’linlin tanimin geregini yaptigit ve Ogrencilerin ortalama olarak %352’sinin

fonksiyonlar1 belirlemede dogru cevaplar verdigi tespit edilmistir.

Vinner ve Dreyfus (1989) calismalarinda farkli boliimlerde 6grenim goren 271
tiniversite 6grencisi ve 36 lise matematik o6gretmeninin fonksiyon kavramia yonelik
kavram tanimlarin1 ve kavram imajlarin1 incelemislerdir. Calisma sonucunda fonksiyon
kavramini esleme (Dirichlet-Bourbaki tanimi), bagiml iliski, kural, islem, formiil ve
gosterim olarak alt1 kategori altinda tanimladiklar1 belirlenmistir. Fonksiyon kavramina
yonelik kavram imajlarinin ise tek degerlilik, siireksizlik, ayrik tanim kiimesi ve istisnai
nokta kategorileri altinda toplandig: ortaya ¢ikmistir. Tek degerlilik kategorisinde eger
tamim kiimesindeki her elaman sadece bir deger ile esleniyorsa fonksiyondur, degilse
fonksiyon degildir. Siireksizlik kategorisinde grafik bir bosluga sahiptir. Esleme, tanim
kiimesindeki bir noktada siireksizdir. Ayrik tanim kiimesi kategorisinde eslemenin

tanim kiimesi alt tanim kiimelerine ayrilir. Her alt tanim kiimesi i¢in esleme kurali
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degisir. Yani eslemenin grafiginin karakteri bir alt kiimeden digerine degisebilir. Istisnai
nokta kategorisinde verilen bir eslemede istisnai noktalar vardir. Bir nokta eslemenin
genel kuralina uymaz. Calismada ayni kavram imajlarina sahip Ogrencilerin bazen

birbirine zit kararlar verdikleri belirtilmistir.

Literatiir incelendiginde lisans 0grencilerinin yakinsak dizi kavramina yonelik
yapilan calismalarin olduk¢a smirli oldugu tespit edilmistir. Yapilan c¢alismalar
Ogrencilerin yakinsak dizi kavramini anlamalar iizerine ve sahip olduklar1 imajlara
yoneliktir. Calismalarin sonuglar1 6grencilerin yakinsak dizi tanimin1 anlamada ve
dogru bir kavram imaj1 gelistirmede giicliik yasadiklar1 yoniindedir (Doruk ve Kaplan,

2015a; Mamona-Downs, 2001; Roh, 2008).

Roh (2008) calismasinda 6grencilerin sahip olduklari imajlarin, limit kavramini
Ogrenmeleri iizerine etkisine yonelik bir¢ok calisma yapildigini ifade etmistir.
Calismada analiz 6grencilerinin yakinsak dizi imajlarinin, onlarin yakinsak dizi tanimini
anlamalarina nasil etki ettigi aragtirllmigtir. Calismanin verileri bir dizi etkinlik temelli
miilakatlarla toplanmistir. Miilakatlarda ogrencilerden yakinsak diziyi tarif eden
ifadeleri degerlendirmeleri istenmistir. Ogrencilerin asimptot, y1§ilma noktas: ve gergek
limit noktas1 imajlarinin yakinsak dizi tanimini anlamalari lizerinde nasil etki ettigini
ortaya cikarmustir. Ogrenciler, dizinin terimlerinin limit noktasin asla gegemeyecegini
(asimptot), dizinin yi1gilma notalarinin limitleri oldugunu (y18ilma noktasi) ve dizinin
terimlerinin limit noktasina yaklastigini ya da limit degerini alabilecegini ve limit
degerinin tek olmasi gerektigini (gergek limit noktasi) belirtmislerdir. Caligmada bazi
ogrencilerin yakinsak dizi tanimmi anlamada ve dogru yakinsak dizi tanimim

belirlemede giicliik yasadiklar belirlenmistir.

Mamona-Downs (2001) yaptig1 ¢aligmada, ogretici bir yaklagim ile yakinsak
dizinin formel tanimimin anlasilmasi tizerine teorik bir ¢alisma yapmistir. Calismada
yakinsak dizi taniminin igerisindeki ifadeler ayrintili bir sekilde agiklanmaya
calistlmisgtir. Bu c¢alismada Ogrencilerin  yakinsak dizi ile ilgili ilk anlamalarini,
sezgilerini olusturan tipik kaynaklar olarak kabul edilebilecek baz1 etkinlikler
sunulmustur. Calismanin diger boliimiinde 6grencilerin yakinsak dizi tanimu ile siki bir
sekilde uyumlu kavram imaji olusmasini saglayan, tanimin igerisindeki her simgenin

islevi belirtilerek yakinsak dizi tanimi analiz edilmistir. Calismanin son asamasinda bu
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kavram imajlariin bazi1 sezgisel inanglarin yeniden analiz edilmesinde nasil
kullanilabilecegi tarif edilmistir. Ogrencilerin ¢ok azinin yakinsak dizinin formel
tanimini tam anlamiyla kavrayabildigini ifade etmistir. Ogrencilerin ¢ogunun tanimi
anlamakta zorlandiklar1 dile getirilmistir. Ogrencilerin tanimda yer alan ve bazi pozitif
tamsayilar1 temsil eden ny kesme noktasinin islevini anlamakta gii¢liik yasadiklarini
ifade etmistir. Arastirmaciya gore bu terim 6grenciler i¢in kafa karigtiricidir ve tanimin
anlasilmasini gergekte oldugundan daha zor hale getirmektedir. Ogrencilerin bu terimi
anlamada huzursuz olmasmin iki sebebi vardir. Birincisi bu terimin yakinsak dizi
taniminda yer alan esitsizlik gibi ilk anda odaklanilan ana 6zellik olmadigidir. Ogretim
sirasinda ikinci  derecede ilgilenilen Ozellik olarak, kesme noktasinin rolii
aciklanmaktadir. ikinci sebep ise bu terimin anlamindan daha ¢ok nasil bulunacagmin
arastirilmasi iizerinde yogunlasilmasidir. Ogrencilerin matematik ge¢misleri algoritmik

temellere dayandigi i¢in bu terimin tanimdaki roliinii belirlemede basarisiz olmuslardir.

Doruk ve Kaplan (2015a) ilk6gretim matematik ogretmeni adaylarinin ispata
yonelik goriisleri, yakinsak dizi kavramina yonelik kavramsal bilgileri ve ispat yapma
becerileri arasindaki iliskiyi aragtirmislardir. Calismadan elde edilen sonuglardan biri,
ogrencilerin yakinsak dizi tanimima yonelik kavramsal bilgilerinin olduk¢a diisiik
seviyede oldugudur. Ozellikle 6grencilerin ¢ogunun, tanimda yer alan n, teriminin

islevini bilmedikleri ortaya ¢ikmistir.

Analiz denilince akla dort temel kavram gelmektedir. Bunlar; limit, siireklilik,
tirev ve integraldir. Ancak bu kavramlar arasindan en temel nitelikte olan kavram
limittir. Clinkli diger li¢ kavram limit yardimiyla tanimlanmaktadir (Arslan ve Celik,
2013). Buradan hareketle, analizin bu temel kavramlarini anlayabilmek i¢in oncelikle
limit kavramina yonelik dogru anlayislarin gelistirilmesinin gerektigini sdylemek
miimkiindiir. Yapilan literatiir incelemesi sonucunda, Ogrencilerin analizin Onemli
kavramlarindan olan limit ve limit kavrami ile dogrudan iligkili olan siireklilik
kavramini anlamada giicliik cektikleri belirlenmistir. Ogrencilerin bu konulara yonelik
bircok kavram yanilgisina sahip olduklar1 tespit edilmistir. Yapilan aragtirmalar
Ogrenciler arasinda limit kavraminin tam olarak anlasilmasinin ¢ok nadir bir durum

oldugunu ortaya ¢ikarmistir (Tall ve Vinner, 1981; Williams, 1991).
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Williams (1991) calismasinda 341 {niversite Ogrencisine limit kavramina
yonelik sahip olduklart modelleri belirlemek i¢in anket uygulamistir. Ankette
Ogrencilerin limit tanimina yonelik alt1 farkli modelde olduklar1 ortaya ¢ikmistir. Bu
modeller; x bir noktaya gittikce fonksiyonun nasil hareket edecegi (dinamik-teorik),
limit bir say1 ya da noktadir, fonksiyon onu gecemez (sinir), x degerlerinin
siirlandirilmasiyla fonksiyonun y degerlerinin rastgele limit degerine yaklasmasi
(formel), limit bir nokta ya da degerdir, fonksiyon ona yaklasir fakat asla ulasamaz
(ulagilmaz), limit istenildigi kadar kesin yapilabilecek bir yaklasmadir (yaklasma) ve
limit verilen bir sayiya yakin degerler verilerek belirlenir (dinamik-pratik) modelleridir.
Anket sonuglarinin analizinin ardindan, segilen 10 {diniversite Ogrencisinin limit
kavramini anlamalar1 ve bu anlayisin degismesine etki eden faktorleri aragtirilmistir. 10
ogrenciden genel informel modeller elde edilmistir. Daha sonra, bu 06grencilere
alternatif limit modelleri ve alisik olunmayan problemler sunulmustur. Bu problemler
ogrencilerin kendi modellerini daha formel algilara doniismesini saglayacak sekilde
olusturulmustur. Ogrencilerin sahip olduklar1 kavram yanilgilarina aykiri drnekler
hazirlanmis ve Ogrencilerin kavram yanilgilar ile yiizlesmeleri saglanmistir. Bireysel
modeller, 6nceki modelleri benzer olan 6grenciler arasinda bile bircok degisiklige yol
agmistir. Dinamik modellere sahip olan 6grenciler degisime oldukga direnmislerdir. Bu
direng, grafiklerle ilgili onceki inanislarindan, basit fonksiyonlarin grafikleri iizerindeki
deneyimlerinden, kavramsal olarak basit ve pratik olarak kullanigli modellere deger
vermelerinden ve aykirt problemleri bir istisna olarak kabul etme egiliminde olma
durumlarindan etkilenmektedir. Williams’a gore oOgrencilerin  limit kavraminin
kavramsal yapisindan ¢ok limitin kolay, pratik uygulama modellerini tercih etmelerinin
sebebi, bu modellerin derslerde ve testlerde yoneltilen sorular1 kavramsal bilgiye ihtiyag

duymadan ¢o6zmede yeterli olmasidir.

Tall ve Vinner (1981) iniversite matematik Ogrencilerin limit ve siireklilik
konularindaki kavram imajlarii aragtirmiglardir. Calismalarinda kavram imajin,
verilen bir kavram ile ilgili kisinin zihninde olusan tiim biligsel yapilar olarak
tanimlamigtir. Kavram imajinin genel olarak uygun olmayan ve formel tanimdan
oldukca farkli ozelliklere sahip olabilecegini ifade etmislerdir. Kavram tanimini ise
kisisel ve formel olarak iki Kkategoriye ayirmiglardir. Formel tanim matematiksel

topluluklar tarafindan kabul edilendir. Kisisel kavram taniminda ise, birey kendi 6zel
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tanimin1 olusturur. Ogrencilerin limitin formel tanimii yazmada giigliik yasadiklari
tespit edilmistir. Ogrencilerin bir kismi yakimsak dizi tammindaki notasyonlarla
fonksiyonlarin limiti tanimindaki notasyonlar1 birbirine karistirmistir. Bir kismi da
tanimi dinamik bir yaklasim ile ‘“yaklasma” kelimesini kullanarak tarif etmeye
calismislardir. Bazilar1 da baska limit siirecleri ile karistirmistir. Ogrencilerin limit igin
yaklasma kelimesine benzer kelimeler kullanmasinin, fonksiyonun limit degerine asla
ulasamayacagim kabul etmesine yol acabilecegini belirtmistir. Ogrencilerin siireklilik
icin genellikle fonksiyonun grafiginde kopukluk olmamasini algiladiklarin1 ve bu
durumun celiskiye diisme potansiyeli oldugunu ifade etmislerdir. Ogrencilerin ¢ogunun
stirekli fonksiyonun tek bir formiil ile ifade edilebilecegini ve grafiginin tek pargadan

olusmasi gerektigini belirtmislerdir.

Bezuidenhout (2001) birinci simif iniversite Ogrencilerinin analizin temel
kavramlarindan olan limit, stireklilik ve tiirev kavramlarin1 anlamalar lizerine arastirma
yapmistir. Calismasinda 6grencilerin limit, stireklilik ve tiirev kavramlarina yonelik
birgok kavram yanilgisina sahip oldugunu ortaya ¢ikarmigtir. Ornegin, dgrencilerin bir
kismi fonksiyonun bir noktada limiti var ise siireklidir, bir fonksiyonun limiti o
noktadaki degeridir, fonksiyon limitinin mevcut oldugu noktada tiirevlidir, fonksiyon
bir noktada siirekli ise tiirevlidir ve fonksiyon bir noktada siirekli ve limiti var ise
tiirevlidir gibi kavram yanilgilarinin mevcut oldugu sonucuna ulasmistir. Ogrencilerin
limit, siireklilik ve tiirev kavramlarina yonelik prosediirel anlamalara sahip olduklari, bu
kavramlarin arasindaki iliskiye yonelik kavramsal bilgilerinin ise yetersiz oldugu ortaya
c¢ikmistir. Bu durumun analiz derslerinin 6grenimi ve Ogretiminden kaynakladigim
diistinmtistiir. Analiz derslerinin prosediirel bir sekilde islendigini, analizin kavramsal
temellerinin ihmal edildigini ifade etmistir. Analiz derslerinde analiz kavramlarinin
arasindaki iligkileri anlamayr saglayan yaklasim yerine, klasik alistirmalarin
sunuldugunu ifade etmistir. Ogrencilerin limit, siireklilik ve tiirev kavramlarim
kavramsal olarak anlayabilmeleri icin manipiilatif becerilerin gelismesinin gerekli
oldugunu dile getirmistir. Analiz Ogretiminin bu gelismeyi saglamasi gerektigini
bildirmistir. Ayrica, analiz dersinin 6grencilerin matematiksel iceriklere ydnelik
kavramsal anlamalar1 saglamasinin manipiilatif beceriler kadar 6nemli oldugunu ifade
etmistir. Kullanilan 6gretim yaklasimlari ve etkinliklerin matematiksel sembollerin

anlamlar tagidigini, bu sembolleri yorumlamanin ve kavramlari belirtmede kullanmanin
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onemli oldugunu, cebirsel iglemleri manipiile ederek limit, tiirev, integral bulma
becerisinin sembollerin anlamlarini1 bilme anlamina gelmedigini fark etmeleri ve
deneyim yasayacaklar1 sekilde olmasini Onermektedir. Analiz dersinin 6gretiminden
sorumlu olan 6gretim elemanlarinin 6grenci anlayislarinin kaynagi ve muhtemel kavram

yanilgilarinin farkinda olmalarini 6nermistir.

Ogrencilerin, limit ve fonksiyon kavramlarini i¢inde barindiran tiirev kavramini
nasil anladiklar1 arastirmacilarin ilgisini ¢eken analiz konularindan biri olmustur.
Yapilan arastirmalarda g¢ogunlukla, analiz dersine devam eden Ogrencilerin tiirev
kavramina yonelik imajlart merak konusu olmustur. Asagida bu aragtirmalardan birkaci

sunulmustur.

Bingdlbali ve Monoghan (2008) makine miihendisligi ve matematik boliimii
birinci smiflarinda 6grenim goéren Ogrencilerin tiirev kavramina yonelik kavram
imajlarinin analiz dersi ile nasil degistigini aragtirmigtir. Veri toplama araci, analiz
dersinden Once On test, analiz dersinden sonra son test ve kalicilik testi olarak
uygulanmistir. Analiz derslerinden 6nce 6grencilerin kavram imajlarinin degisim orani,
tanjant (egri lizerindeki bir noktada cizilen tegetin egimi) ve hem degisim orani hem de
tanjant seklinde oldugu tespit edilmistir. Baslangicta matematik Ogrencilerinin daha
fazla degisim orani imajinda, makine miihendisligi 6grencilerinin ise tanjant imajinda
oldugu goriilmiistiir. Analiz dersi sonunda da matematik boliimii 6grencilerinin tanjant
gelistigini belirtilmistir.

Habre ve Abboud (2006) Analiz-1 dersine katilan 6grencilerin fonksiyon ve
tirev kavramlarint anlama diizeylerini belirlemeye yonelik bir arastirma yapmaislardir.
Arastirmacilar tarafindan Analiz dersi iki donemde gorsel temsillerin siklikla
kullanildig farkli bir yaklasim ile islenmistir. Yapilan arastirma sonucunda 6grencilerin
cogunlugunun analiz dersinde benimsenen &gretim yontemini sevmedikleri, bir
kismmin da 6gretimin faydali oldugunu diisiindiigii ortaya c¢ikmustir. Ogrencilerle
yapilan goriismeler ve bir¢ok farkli smav sorularimi ¢dzmeleri iizerine yapilan
caligmalarin sonucunda, ¢ogu Ogrencide bir fonksiyonun cebirsel gosteriminin hala
baskin diisiince bi¢imleri olmasina ragmen neredeyse tam bir tiirev anlayisina sahip

olduklar1 belirlenmistir. Ogrencilerin dzellikle anlik degisim orami ve bir noktadaki
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egrinin egimi diisiincesinde olduklar1 gériilmiistiir. Ogrencilerin cogunun tiirevin formel
tanimimi ifade etmede ve kullanmada basarisiz olduklarint belirtmiglerdir. Bu
ogrencilerin bir kisminin da tiirevi bulmak i¢in mekanik metotlar1 kullandiklar

belirlenmistir.

Hartter (1995) doktora tez calismasinda Ogrencilerin tiireve yonelik kavram
imaj1 ile kavram taniminin ne 6l¢iide uyustugunu arastirmistir. Birgok ders kitabinda
tirevin formel taniminin fonksiyon ve limit kavramlarina dayandigindan 6grencilerin
fonksiyon ve limit ile ilgili onceki 6grenmelerini arastirmistir. Fonksiyon ve limit
konusundaki onceki anlayislarin tiirev kavrami ile ilgili kavram imaji ve kavram
tanimina ne Olglide uyumlu oldugu ortaya ¢ikarilmaya calisilmigtir. Ayrica bu
calismada, 6grencilerin tiirev ile ilgili kullandiklar1 ¢oklu temsiller ile kavram imajlari
arasindaki iliski tespit edilmeye calisilmistir. Bu ¢alismada tiirev anlayis1 gelismis, giris
niteligindeki Analiz dersine devam eden sekiz Ogrenci iizerine yogunlagilmistir.
Calismanin verileri gozlem, test ve miilakatlar yardimiyla toplanmistir. ilk anket ve
miilakatlar, 6grencilerin fonksiyon ve limit konularindaki 6nceki bilgilerini kategorize
etmek icin yapilmistir. Ogretimden sonra dgrencilerin tiirev ile ilgili kavramsal ve
islemsel bilgileri analiz edilmistir. Veriler, tlirevi fonksiyonun degisim orani olarak
algilayan 6grencilerin bir kisminin tiirev ile ilgili kavramsal anlamalarini gelistirdigini
gostermistir. Genel olarak fonksiyonlara yonelik kararli bir anlayisi olan &grencilerin
kavram tanimlar ile kavram imajlarinin giiclii bir sekilde eslestigi ortaya ¢ikmistir.
Ayrica bulgular, fonksiyonlara yonelik giiclii grafiksel anlamanin bu gelisimin en Kritik
elemanlarindan biri olabilecegini gostermistir. Ek olarak, Ogrenciler oranti, grafik
yorumlama ve niimerik tablolar iceren alistirmalar yaptikca, ¢oklu gdsterimlerin daha

eksiksiz kavram imaj1 gelistirmelerine yol a¢tigin1 belirtmistir.

2.2.3. Ispat ve ters ornek degerlendirme ¢ahsmalari

Bu boliimde lisans 6grencilerinin matematiksel ispatlarin ve ters orneklerin
dogrulugunu degerlendirmeleri, bu degerlendirmelerinde kullandiklar1 stratejiler ve bu
siirecin ispata yoOnelik goriisler ile iliskisi icin yapilan arastirmalardan bir kismi

sunulmustur.
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Goetting (1995) doktora tez calismasinda lisans 6grencilerinin ispat anlayislar
ve ikna edici, gegerli ispat olarak kabul ettikleri argiimanlari incelemistir. Bu iki durum
arasindaki iliskiyi ortaya ¢ikarmaya ¢alismistir. Siif 6gretmenligi boliimii, ortadgretim
matematik 6gretmenligi boliimii ve ileri seviyede matematik dersleri alan 40 lisans
ogrencisi ile calismistir. Calismanin verileri 6grencilerle goriisiilerek elde edilmistir.
Goriismelerde 6grencilere arglimanlar ve dnermeler sunulmustur. Onlara dnermelerinin
dogruluk dereceleri ve argiimanlarin gegerli bir matematiksel ispat olma derecesi
sorulmustur. Ogrencilere genellemeyi desteklemek icin indiiktif ve dediiktif argiimanlar,
genellemeye ulagmak i¢in ters ornekler, mevcut oldugunu desteklemek i¢in ornekler,
olmayana ergi ve celiski bulma ydntemiyle yapilan ispatlar sunulmustur. Calisma
sonucunda 6grencilerde ii¢ tip ispat anlayisinin oldugu ortaya ¢ikmistir. Birinci grup
ogrenciler (Oncelikle simif Ogretmenligi bolimii Ogrencileri) ispatt kesin olmasi
gerekmeyen destekleyici argiiman olarak anlamislardir. Bu 6grenciler bir genellemenin
gecerli ispati olarak deneysel arglimanlari kabul etmiglerdir. Bir 6nermenin dogru
olduguna ikna olma dereceleri matematiksel ispat olarak kabul ettikleri argiimanlarla
yakindan alakalidir. Ikinci grup &grenciler ispati bir varsayimi kesin olarak dogrulayan
bir ara¢ olarak goriirler. Bu 0grenciler bir genellemenin gecerli ispati icin deneysel
delilleri reddederler fakat birseyin var olduguna ikna olmak igin ters Ornekleri ve
ornekleri kabul ederler. Ugiincii gruptaki ogrenciler (gogunlukla ortadgretim
ogrencileri) ispati agiklama ya da kesin bir dogrulamanin gerekli oldugu fakat bazen
yeterli olmadigi simf aktiviteleri olarak anlamiglardir. Bu ogrenciler argiimanlari
genellestirmedigi i¢in birseyin varligim gostermede 6rnekleri ve ters 6rnekleri gegerli
bir ispat olarak kabul etmezler. Bu 6grenciler igin bir argiiman Onermeyi gegerli bir
ispat olmaksizin ispatlayabilir. Ayrica 6grencilerin %15’inin ayni 6nerme i¢in hem

dogru ters 6rnegi hem de yanlis ispat1 kabul ettigi tespit edilmistir.

Knuth (2002) 16 ortadgretim matematik Ogretmeninin ispat algilarini ortaya
cikarmak amaciyla g¢alisma yapmustir. Calismanin verileri yari yapilandirilmis
miilakatlarla elde edilmistir. Calismada 6gretmenlerin ispatin matematik ve matematik
egitimindeki rolii, ispatin nelerden olustugu ve ne tir arglimanlar1 ikna edici
bulduklarina yonelik goriislerine odaklanilmistir. Calisma sonucunda Ogretmenlerin
ispatin matematikteki roliine yonelik bir¢ok goriis belirtmelerine ragmen (dogrulama,

aciklama, iletisim, kesfetme, sistemizasyon) ispatin matematik O6gretimindeki roliine
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yonelik goriis bildirmemislerdir. Ogretmenlerin gegerli ispat olan argiimanlar1 belirleme
becerileri yiiksek bulunmustur (%93). Ogretmenler ispat olmayan sekiz argiimandan en
azindan bir tanesinin dogru ispat oldugunu belirtmislerdir. 11 6gretmen ise birden fazla
ispat olmayan argiimani gegerli ispat olarak se¢mistir. Ogretmelerin ¢ogunlugu ifadenin
karsitinin  ispatlanmasmi  dogru ispat olarak degerlendirmistir. Ogretmenlerin
cogunlukla gorsel ve 6zel orneklerin kullanildig1 ve daha onceden yapmis olduklar
ispatlara benzeyen arglimanlar1 ikna edici bulduklar tespit edilmistir. Ayrica sayica az
da olsa ogretmenler genellemenin oldugu, yeterli detaylarin sunuldugu, nedeninin
gosterildigi ve gecerli yontemin kullanildigi argiimanlart dogru ispat olarak
gormiislerdir. Ogretmenler ispatlar1 degerlendirirken gecerli metodun kullanilmast,
matematiksel gortinmesi, bilgiyle iliskili olmasi ve yeterli detayin olmasi kriterlerine
gbre ispatlar1 degerlendirmislerdir. Ogretmenlerin matematiksel ispatin dogasina
yonelik siirl goriislere sahip olduklar: ve ispatta nelerin bulunmasi gerektigine yonelik

siirl anlayisa sahip olduklari ortaya ¢ikmustir.

Martin ve Harel (1989) ikinci sinifta 6grenim goren 101 sinif &gretmenligi
boliimii 6grencilerinin indiiktif ve dediiktif arglimanlarin dogrulugu hakkinda verdikleri
kararlar1 incelemislerdir. Ogrencilerin yarisindan ¢ogunun indiiktif argiimanlar1 gegerli
bir matematiksel ispat olarak kabul ettikleri belirlenmistir. Ogrencilerin %60’tan fazlas
dogru dediiktif argiimam gecerli bir ispat olarak degerlendirmislerdir. Ogretmen
adaylarinin sirastyla %38 ve %52’si kendilerine tanidik ve tanidik gelmeyen 6nermeler
icin Uretilen yanhs dediiktif argimanlarin matematiksel olarak dogru olduklarini ifade
etmislerdir. Ogrencilerin %33’{i bir matematiksel dnermenin hem indiiktif hem de dogru

dediiktif arglimanlarin matematiksel olarak gegerli oldugunu belirtmislerdir.

Morris  (2002) calismasinda lisans Ogrencilerinin  indiiktif ve dediiktif
arglimanlar1 ayirt edebilme becerilerini arastirmistir. Calismanin 6rneklemi 320 lisans
ogrencisinden olusmustur. Calismanin verileri yar1 yapilandirilmis miilakatlardan elde
edilmistir. Miilakatlarda Ogrencilere iki probleme ait bircok indiiktif ve dediiktif
argiimanlar sunulmus ve degerlendirme yapmalar1 istenmistir. Calisma sonucunda
ogrencilerin sadece %30’unun argiimanlarin dediiktif ve indiiktif formlarini ayirt
edebildigini ve dediiktif olarak elde edilen sonuglarin gerekli oldugunu, indiiktif
sonuglarin belirsiz oldugunu bildikleri tespit edilmistir. Ogrencilerin %401 indiiktif ve

dediiktif formlar1 ayirt etmede basarisiz olmuslardir. Bu 6grenciler hem dediiktif hem de



66

indiiktif yollarla iiretilen sonuglarm gerekli oldugunu diisiinmiislerdir. Ogrencilerin
kalan %30’u ise indiiktif ve dediiktif formlar1 ayirt etmis fakat her iki yolla elde edilen
sonuglarin siipheli olacagini ifade etmislerdir. Ayrica ¢alismada, 6grencilerin ispatlari

degerlendirirken yiizeysel bir inceleme yaptiklar1 vurgulanmistir.

Segal (2000) lisans matematik Ogrencileri ile yaptig1 ¢aligmada, Ogrencilerin
ispat algilarini incelemis ve bu algilarin bir sene boyunca nasil degistigini arastirmistir.
Calismada “diagonal matrislerin ¢arpimi1 diagonaldir” Onermesine ait deneysel ve
dediiktif argiimanlar sunulmustur. Ogrencilerden dnerme icin iiretilen argiimanlarin ikna
edici ve gecerli bir ispat olup olmadigini belirtmeleri istenmistir. Bu veri toplama araci,
Ogrenciler birinci sinifa baglarken, birinci sinifin ortasinda ve son olarak ikinci sinifin
basinda olmak iizere ii¢ kez uygulanmistir. Ogrencilerin deneysel argiiman ve dediiktif
argiimana yonelik degerlendirmeleri iizerine yogunlasilmistir. Calisma sonucunda
ogrencilerin ¢ogunun dediiktif argiimani yanlis olsa bile gecerli ispat olarak kabul
ettikleri ifade edilmistir. Ogrenciler dediiktif argiimanlari dogru olup olmamasina
bakmaksizin gegerli kabul etme egiliminde olmuslardir. Ogrencilerin yarisini dogru ve
yanlig dediiktif 6nermeleri ayirt edebildikleri tespit edilmistir. Bu durumun gecen zaman
periyoduna gére anlaml bir sekilde degismedigi tespit edilmistir. Ogrencilerin deneysel
arglimanlara  yonelik kabul edilebilir cevaplarinin  zaman gegtikge arttig
gozlemlenmistir. Deneysel argiimanlar1 gegersiz ispat olarak degerlendiren 6gretmen
adaylarinin sayisinda bir artma goriinmesine ragmen bu artis istatistiksel olarak anlaml

bulunmamastir.

Selden ve Selden (2003) calismalarinda dort matematik ve dort ortadgretim
matematik Ogretmenligi bolimii lisans 6grencisinin ispat degerlendirme becerilerini
aragtirmiglardir. Lisans 6grencilerine, dgrenciler tarafindan yapilan bir teoremin dort
farkl1 ispati sunulmustur. Ogretmen adaylarindan teorem igin iiretilen bu argiimanlarin
dogrulugu hakkinda bir degerlendirme yapmalar1 istenmistir. Calismanin verileri
Ogretmen adaylariyla yapilan, dort asamadan olusan goriismeler yardimiyla
toplanmistir. Calismada 6grencilerin yaklasik yarisinin ilk goriigmelerde ispatlar1 dogru
bir sekilde belirleyebildikleri tespit edilmistir. Calismanin sonuglar1 6grencilerin verilen
bir ispatt degerlendirme hakkinda smirli anlayisa sahip olduklarini gostermistir.

Ogrencilerin ispatlar1 degerlendirirken 6nermenin karsitinin ispatlanmasi ve argiiman
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icindeki temel bosluklar gibi genel hatalara dikkat etmek yerine, cebirsel ifadeler ve

sembolik manipiilasyonlar gibi yiizeysel hatalara odaklandiklari ortaya ¢ikmaistir.

Alcock ve Weber (2005) yaptiklar1 calismada benzer sonuglara ulasmislardir.
Calismada 13 lisans 6grencisinin reel analiz alaninda verilen bir ispatin gegerli olup
olmadigini degerlendirme becerileri arastirilmistir. Calismada sonug satir1 dogru fakat
diger satirlar1 uygun bir sekilde ilerlemeyen gegersiz bir ispat sunulmustur. Alti
Ogretmen adayr verilen argiimanin gegersiz oldugunu belirtirken bu Ggretmen
adaylarindan sadece iki tanesi uygun bir matematiksel sebep sunmustur. Arastirmacilar
ispatlar degerlendirilirken her satirin dogru olup olmadigint kontrol etmenin yaninda,
bir satirin bir Onceki ve sonraki satirla olan baglantisini kontrol etmenin gerekli
oldugunu ifade etmislerdir. Yani ispatin satirlar1 arasindaki baglantiy1 saglayan
arglimanlarin gerekgelerinin Sorgulanmasini tavsiye etmislerdir. Ayrica 10 6gretmen
adayinin arastirmacilarin yonlendirmesi ile argiimanin gecersiz bir ispat oldugunu

kesfedebildikleri tespit edilmistir.

Weber (2008) ¢alismasinda sekiz matematik profesoriiniin kendilerine sunulan
ispatlar1 nasil degerlendirdiklerini ve ispata yonelik goriislerini ortaya ¢ikarmaya
calismigtir. Calisma sonucunda matematikgilerin ispatlart degerlendirirken bir¢ok
muhakeme seklinin ortaya ¢iktigi tespit edilmigtir. Matematikgiler ispatlart
degerlendirirken formel muhakeme, ispatlar yapma, informel dediiktif muhakeme ve
ornek temelli muhakeme yaptiklari ortaya ¢ikmistir. Calismada kavramsal bilginin ispat
degerlendirme siirecinde onemli bir role sahip oldugu belirtilmistir. Ogrencilerin veya
matematikgilerin iSpat degerlendirme aktivitelerindeki performanslarmin ilgili ispati
yapip yapamamalart ve ispatin hangi matematiksel alanda olduguyla iliskili oldugu

vurgulanmiglardir.

Ko (2010) da doktora tez calismasinda 16 lisans matematik Ogrencisinin
matematigin farkli alanlarinda, kendilerine sunulan argiimanlarin dogru ispat ya da ters
ornek olarak dogrulamalari, matematiksel onermelerin dogrulugunu degerlendirmeleri
ve Onermeler hakkinda verdikleri karara gore ispat ya da ters ornek iiretme becerileri
tizerine odaklanmistir. Calisma sonucunda Ogrencilerin ispat ve ters Ornekleri
degerlendirmede ve iiretmede sikinti c¢ektikleri ortaya ¢ikmistir. Ayrica 6grencilerin

ispat degerlendirme ve {iiretmek i¢in yeterli bilgiye sahip olmadiklar1 belirlenmistir.
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Benzer olarak, 6grencilerin ispatin ve ters 6rnegin ne oldugu konusunda bilgilerinin
yeterli olmadig ifade edilmistir. Ogrencilerin ispatlar1 ve ters drnekleri degerlendirirken
kullandiklar1 stratejilerin; ispat/ters 6rnek yontemine dikkat etme, satir satir inceleme ve
ormek temelli olarak satir satir inceleme oldugu ortaya cikmistir. Ogrencilerin
onermelerin dogrulugunu degerlendirirken kullandiklar1 stratejilerin; 6rnek temelli
muhakeme, karigik muhakeme, ilkel (Naive) muhakeme ve sofistike muhakeme oldugu
tespit edilmistir. Ogrencilerin ispat ve ters drnek iiretmek icin kullandiklar stratejilerin;
deneysel delillere glivenme, kopyalamak igin benzer problemleri hatirlama ve
kavramsal bilgileri arama oldugu belirlenmistir. Ogrencilerin ispat ve ters ornek
degerlendirme ve iiretme becerileri ile ispat ve ters Orneklere yonelik anlayislarinin

gelistirilmesi tavsiye edilmistir.

Doruk ve Kaplan (2013b) yaptiklar1 ¢alismada, ilkogretim matematik
ogretmenligi bolimii 6grencilerinin yakinsak dizi konusundaki ispat degerlendirme
becerilerini incelemislerdir. Calismada 6grencilerin yakinsak dizi konusunda yanlis bir
dediiktif ispat1 degerlendirmeleri istenmistir. Arastirmanin sonucunda Ogretmen
adaylarinin ispat degerlendirmede basarisiz olduklari tespit edilmistir. Bunun sebebinin
ogrencilerin ispatlardaki anahtar diisiincelere dikkat etmemeleri ve ispatlar1 6grenmek
icin diisiince siirecine girmek yerine sadece ispatlar1 ezberleme yoluna gitmeleri oldugu
anlasilmigtir. Ayrica 6grencilerin ispatlart degerlendirirken sonu¢ odakli bir stratejiye

sahip olduklar1 belirlenmistir.

Uygan, Tanisli ve Kose (2014) calismalarinda ilkdgretim matematik
ogretmenligi boliimiiniin son siifinda 6grenim goren ve genel agirlikli not ortalamalari
2.50-3.00 arasinda degisen ii¢ 6gretmen aday1 ile calismislardir. Ogretmen adaylarinin
ispata yonelik inanglari, ispat yapma ve ispat degerlendirme becerileri incelenmistir.
Ogretmen adaylarimin ispat yapma becerilerini ortaya cikarmak igin &gretmen
adaylarindan Oklid Teoremi’ni ispatlamalar1 istenmistir. Ispat degerlendirme
becerilerini ortaya ¢ikarabilmek i¢in iicgenin i¢ acilart toplamimm 180° olduguna
yonelik biri deneysel, digeri yanlis ve dediiktif olan iki argiiman kullanilmigtir. Calisma
sonucunda oOgretmen adaylarinin ispatin tiimdengelimli, sonucu genellenebilir ve
anlasilabilir olmas1 gerektigini vurguladiklar1 anlagilmistir. Ayrica 6gretmen adaylarinin

ispat yapmada basarili iken ispat degerlendirmede basarisiz olduklar1 tespit edilmistir.
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Ogretmen adaylarinin ¢ogu deneysel argiimanlar1 ve yanlis dediiktif argiimanlar1 ispat

olarak degerlendirmislerdir.

2.2.4. ispat ve ters drnek iiretme calismalari

Bu béliimde {iniversite Ogrencilerinin ispat ve ters ornek {iretme becerileri
lizerine yapilan c¢alismalar derlenmistir. Caligmalara genel olarak bakildiginda,
ogrencilerin ispatlarmin siiflandirilmasina ve ispat yaparken yasadiklari giicliiklere

odaklanildigi goriilmiistiir.

Harel ve Sowder (1998) yaptiklar1 calismada ispatin, kisinin kendini ve
baskalarini ikna etme siireglerini icerdigini belirtmis ve ispat semast kavramini ortaya
atmiglardir. Bir kisinin ispat semasi, kendini ve baskalarini nasil ikna ettigi ile ilgilidir.
Ogrencilerin yaptiklari ispatlar digsal, deneysel ve dediiktif (analitik) olmak iizere iic
semaya ayrilmistir (Harel ve Sowder, 2007). Digsal ispat semasi otoriter, ritiiel ve
referanssiz-sembolik ispat semalarindan olusmaktadir. Otoriter ispatta kisi, bir kitap ya
da 6gretmen gibi bir otoriteye dayali olarak ikna olur. Ritiiel ispatta kisi, argiimanin
iceriginden ¢ok goriintiisiine dayali olarak ikna olur. Referanssiz-sembolik ispat
semasina sahip kisi, referansi olmayan sembolik manipiilasyonlara bagli olarak ikna
olur. Deneysel ispat semasi indiiktif (tiimevarimsal) ve algisal ispat semalarindan
olusur. Indiiktif ispat semasina sahip dgrenciler, bir iddianin dogru olduguna kendini ve
digerlerini ikna etmek i¢in bir ya da birkag 6zel durumda iddianin dogrulugunu
niceliksel olarak degerlendirirler. Indiiktif ispat semasindaki bir 6grenci iddianin dogru
oldugunu bir ya da birka¢ drnegin sonuclarini degerlendirerek karar verir ya da cebirsel
bir ifadenin dogrulugunu birkag 6zel sayiy1 ifadede yerine yazarak elde edilen sonuglara
gore ikna olur. Algisal ispat semasina sahip 6grenci, ikna olmak i¢in gelismemis
zihinsel imajlarin1 kullanir. Gelismemis zihinsel imajin en 6nemli 6zelligi, nesneler
tizerindeki doniistimlerin ihmal edilmesi ya da doniisiimlerin sonuglarinin tam olarak ve
dogru bir sekilde tahmin etmede basarisiz olunmasidir. Dediiktif ispat semasi kisaca bir
varsayimin mantiksal c¢ikarimlar vasitasiyla gecerliginin gosterilmesidir (Harel ve
Sowder, 1998). Dediiktif ispat semas1 donilisiimsel ve aksiyomatik ispat semalarindan
olusmaktadir. Doniisimsel ispat semasina sahip kisiler argimanin tim durumlar i¢in
gegerli olmasi gerektigine, islemsel diisiincenin mevcut olmasina ve mantiksal

cikarimlara dayali olmasina dikkat ederler. Aksiyomatik ispat semasi, doniisiimsel ispat
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semasinin Ozelliklerine sahiptir. Bu semanin 6zelliklerine sahip kisiler, matematiksel
dogrulamanin temelde tanimsiz terimler ve aksiyomlardan bagladigini fark ederler

(Harel ve Sowder, 1998, 2007; Sar1 vd., 2007).

Weber (2005) c¢alismasinda, 6grencilerin {iniversite matematik derslerinde ispat
yapmak i¢in kullandiklar1 farkli muhakeme tiplerini ve problem ¢dzme siire¢lerini
incelemeyi amaclamigtir. Ogrencilerin ispatlar1 ii¢ farkli sekilde yapabildiklerini
belirtmis ve bu ispat tiplerini tanitmistir. Ogrencilerin ispatlarinin prosediirel, sentaktik
ve semantik ispatlar oldugunu belirtmistir. Prosediirel ispatlarda Ogrencilerin, bir
Onermenin ispatin1 yaparken benzer formdaki ya da mevcut olan ispatlari sablon olarak
kullandiklarini ifade etmistir. Bu ispatlara prosediirel demesinin sebebi, yeni bir ispat
yapmak i¢in gerekli olan prosediirii digsal bir kaynaktan elde etmesidir. Sentaktik
ispatlarda ise ogrenciler, ispatlardaki matematiksel kavramlarin sezgisel anlamlarini ise
kosmadan matematiksel ifadeleri mantikli bir sekilde manipiile ederler. Prosediirel
ispatlar ile sentaktik ispatlar arasindaki en temel farkin, prosediirel ispatlara bir alistirma
olarak bakilirken, sentaktik ispatlara bir problem goziiyle bakilmasi oldugunu ifade
etmistir. Semantik ispatlarda 6grenciler, ispatlarini yaparken ispatlanan ifadenin neden
dogru oldugunu gormek i¢in ilgili kavramlarin informel ve sezgisel gosterimlerini
dikkate alirlar. Bu Ogrenciler, yapacaklar1 formel c¢aligmalara yonlendirmesi igin

informel gésterimleri kullanirlar.

Raman (2003) yaptigi calismada iniversite seviyesindeki Ogrencilerin ve
Ogretmenlerin ispata yonelik goriislerini ortaya ¢ikarmayr amaglamistir. Bu amacini
gerceklestirebilmek igin daha Onceki g¢alismasimin verilerini kullanmistir (Raman,
2001). Calismasmin verileri, lniversite 6grencilerinin ve ogretmenlerinin “cift bir
fonksiyonun tiirevi tek fonksiyondur” onermesinin ispatina yonelik goriiglerinden elde
edilmistir. Caligmada ispatin “6zel” ve “genel” yOnii vurgulanmistir. Raman (2003)
ispatin hem 6zel hem de genel argiimanlar icerdigini ifade etmistir. Ozel argiiman ile
anlamaya yol agan argiimanlar kastedilmektedir. Genel argiimanlar ile de 6zel bir
matematiksel topluluk igin yeterli kesinlikteki argiimalardan s6z edilmektedir. One
siiriilen bu 06zel ve genel argiiman aymrimi, Harel ve Sowder’mn (2007) ispatlama
siirecinin, 6nce kendini daha sonra baskalarini ikna etme gibi iki alt siireci oldugu
goriigleri ile paralellik gostermektedir. Cogu Ogrencinin ispatlar1 yaparken Orneklere

bakarak ispat yapmaya calistiklarini, tlirevin formel tanimini yazdiklarini ve ispatlarda
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sikigip kaldiklarini ifade etmistir. Universite dgrencileri ve dgretmenlerinin ispatlarmi
yaparlarken heuristik, prosediirel ve anahtar olmak iizere ii¢ diisiince tipine sahip
olduklarimi belirtmistir. Heuristik diisiince deneysel verilere giivenme ve ¢izim ile
gosterme gibi informel anlamalara dayanir. Bu diisiince fikir verici olabilir fakat formel
bir ispata gotiirmez. Anlama hissi verir fakat ikna hissi vermez. Birseyin dogru olmasi
gerektigi hissini verir. Prosediirel diisiince informel anlamalar ile baglanti kurmadan
formel bir ispata gotiiren mantiksal ve formel manipiilasyonlara dayanir. Ikna hissi verir
ama anlama hissi vermez, birseyin dogru oldugu gosterilir. Anahtar diisiince ise kesinlik
hissi ile formel bir ispata gétiiren heuristik diisiincedir. Ozel ve genel boyutlar: birbirine
baglar ve boylece anlama ve ikna hissi verir. Anahtar diislince 6zel bir iddianin neden
dogru oldugunu gosterir. Heuristik diisiince esasen 0Ozel, prosediirel diislince ise

geneldir. Anahtar diisilince iki diisiince arasindaki baglantiy1 saglar (Raman, 2003).

Sari, Altun ve Askar (2007) calismalarinda lisans matematik Ogrencilerinin
ispata yoOnelik goriisleri ve ispatlama siireclerini incelemislerdir. Calismanin
katilimcilarint Analize Giris Il dersinden diisiik, orta ve yiiksek basari gosteren
matematik Ogretmenligi bolimiinlin birinci smifinda 6grenim goéren iic Ogrenci
olusturmaktadir. Calismada 6grencilere “f: [a,b]— R tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun
f’nin monoton artan olmasi igin gerekli ve yeterli kosul x € [a.b] i¢in f'(x) =0
olmasidir” teoremi yoneltilmis ve ispatlamalar1 istenmistir. Ogrencilerin teoremi
ispatlarken sahip olduklar1 ispat semalart Weber (2005) ve Harel ve Sowder’in (1998)
ispat semalar1 kullanilarak tespit edilmistir. Caligma sonucunda, basarili olan 6grencinin
tanimlar1 agma ve sembolleri ilerletmeye dayali olan sentaktik sema ile tanim ve
teoremleri kullanarak ispat yapma olan doniislimsel semaya sahip oldugu ve gecerli bir
ispat yapabildigi tespit edilmistir. Orta seviyede basarili olan 6grencinin zihnindeki
daha onceden olugmus yontemi takip etme yaklagimi olan prosediirel yaklasima, 6zel
ornekleri kullanarak ispat yapma olan tiimevarimsal semaya ve tanim ve teoremlerden
hareketle ispat yapma olan doniisiimsel semaya sahip oldugu belirlenmistir. Bu 6grenci
kendi basina gegerli bir ispat olusturamamis fakat arastirmacilarin yonlendirmesiyle
gecerli bir ispat elde etmistir. Diisiik basariya sahip olan Ogrenci ise prosediirel
yaklasima, 6gretmenin gosterdigi ya da kitapta bulunan ispatlar1 hatirlamaya calisarak
ispat yapma olan otoriter semaya ve yetersiz zihinsel gosterimler kullanilarak ispat

yapma olan algisal semaya sahip oldugu ortaya ¢cikmistir. Bu katilimc1 gegerli bir ispat
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yapisina ulagamamugtir. Arastirmacilar 0grencinin gecerli bir ispat yapabilmesi i¢in

yonlendirme yapmus fakat yine de gegerli bir ispata ulagilamamuistir.

Moore (1994) calismasinda tniversite oOgrencilerinin formel matematiksel
ispatlar1 6grenme deneyimleri sirasinda karsilastiklarn biligsel giicliikleri arastirmistir.
Bu calisma icin ana uygulama ile beraber iki 6n arastirma Georgia Universitesi’nin
lisans matematik dersinde gergeklesmistir. Calismanin verileri katilime1 olmayan sinif
gozlemleri, 0grencilerle yapilan egitim toplantilar1 ve Ogrenci ve dersin hocasi ile
yapilan goriismelerden elde edilmistir. Yapilan aragtirma sonucunda &grencilerin
yasadiklart giigliiklerin {i¢ ana kaynagmin oldugu ortaya c¢ikmistir. Bunlar; kavram
anlayisi, matematiksel dil ve notasyon, ispata baslamadir. Ayrica Ogrencilerin
matematik ve ispata yonelik algilarinin ispat yapmalarini etkiledigi ifade edilmistir.
Calismada 6grencilerin sahip olduklar1 giigliikler yedi kategori altinda ayrintili olarak

belirtilmistir. Bu giicliikler asagida siralanmustir.

1. Ogrenciler, tanimlar1 bilmemekte, yani tanimlari ifade edememektedirler.

2. Ogrenciler, kavramlara yonelik ok az sezgisel anlamaya sahiptirler.

3. Ogrencilerin kavram imajlar1 ispat yapmak igin yeterli degildir.

4. Ogrenciler kendi Orneklerini iiretme ve kullanmada basarisiz ya da
isteksizdirler.

5. Ogrenciler ispat yapisi elde etmek i¢in tanmmlarin nasil kullanilacagini
bilmemektedirler.

6. Ogrenciler matematiksel dili ve notasyonlar1 anlama ve kullanmada

basarisizdirlar.

7. Ogrenciler ispatlara nasil baslayacaklarin1 bilmemektedirler.

Moore (1994) c¢alismasinda kavram anlayisi tlizerine yogunlagmistir.
Ogrencilerin kavram anlayisinin kavram tanimi, kavram imaji ve kavram kullanimi
bilesenlerinden olustugunu belirtmistir. Kavram tanimu ilgili kavrami kesin bir sekilde
belirten, matematiksel topluluklar tarafindan kabul edilen ve genellikle matematik
kitaplarinda yer alan kelime ve semboller biitiinii olarak dikkate alinabilir (Moore, 1994;
Tall ve Viner, 1981). Kavram imaj1 bir kavram ile ilgili 6zellikleri ve olusumlari ihtiva
eden, tiim zihinsel goriintiileri igeren biligsel yapilarin biitiiniidiir (Tall ve Viner, 1981).

Kavram kullanim1 ise ispat yaparken, Ornek iiretirken ve Ornekleri kullanirken
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kavramlart kullanmadir (Moore, 1994). Ayrica ¢aligmada Ogrencilerin matematiksel
bilgileri ile kavram imajlarinin yeterli olmadigi durumlarda ispata nasil baglayacaklarini
belirlemede giicliik yasadiklar1 tespit edilmistir. Ogrencilerin “kavram imaji—kavram
tanimi—kavram kullanimi1” zincirini takip etmesinin yararli olacagimi ifade etmistir.
“kavram imaji—kavram kullanim1” zincirinin takip edilmesi durumunda ise,
ogrencilerin iyi bir kavram imajina sahip olsalar bile formel ispat yapmada giiclik

yasayabileceklerini belirtmistir.

Weber (2001) ¢alismasinda dort lisans ve dort doktora seviyesinde olmak tizere
sekiz 6grencinin ispat yapma performanslarini incelemistir. Lisans 6grencilerinin ispat
yapmak i¢in gerekli olan dogru bilgileri bilmelerine ve dnermeyi ispatlayabilmek igin
uygulayabilmelerine ragmen ispat yapmada basarisiz olduklarini belirlemistir.
Ispatlardaki bu basarisizligin sebebinin, égrencilerin sahip olduklar1 sentaktik bilgileri
ispat yaparken kullanamamalar1 oldugunu ifade etmistir. Sentaktik bilgi, ispat yapmak
i¢in tanimlar1 agarak ve sembolleri ise kosarak mantiksal manipiilasyonlar yapma olarak
tanimlanabilir (Weber, 2001). Sentaktik bilginin 6nemli olmasina ragmen tek basina
gecerli bir ispat yapabilmek icin yeterli olmadig1 ifade edilmistir. Ogrencilerin ayrica
stratejik bilgiye sahip olmalar1 gerektigi ifade edilmistir. Stratejik bilgi, ispatta
uygulanacak olan hangi ger¢cek ya da teoremin nasil segilecegine yonelik bilgidir.
Stratejik bilgiye sahip bireyler kendilerine yararli olma ihtimali yiiksek olan eylemleri
kullanabilir ya da bir¢ok alternatif arasindan uygun eylemi segerler (Weber, 2001).
Doktora 0Ogrencileri ile lisans ogrencilerini birbiri ile karsilastirdiginda, doktora
ogrencilerinin yapabildigi fakat lisans 6grencilerinin yapmakta zorlandig1 dort stratejik
bilginin oldugunu tespit etmistir. Bu bilgiler; soyut cebirde kullanilan giiclii ispatlama
yontemlerinin neler oldugu, en 6nemli teoremin hangisi oldugu, 6zel teorem ya da
gerceklerin ne zaman kullanilacagi ve bir kisinin ne zaman teoremi ispatlamak icin
sembolik manipiilasyonlari deneyecegi yani sentaktik bilginin ne zaman kullanilip

kullanilmayacag bilgisidir.

Ko ve Knuth (2009) yaptiklart ¢alismada, uygun 6rnekleme yontemi ile secilen
36 lisans O0grencisinin siirekli fonksiyonlar konusu ile ilgili ispat ve ters 6rnek {iretme
becerilerini incelemislerdir. Ogrencilere ii¢ii dogru ve ikisi yanlis olmak iizere bes
onerme sunularak Onermelerin dogrulugu hakkinda bir degerlendirme yapmalari

istenmistir. Ogrenciler verdikleri karara gore ispat ya da ters ornek iiretmislerdir.
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Ogrencilerin iirettikleri iiriinler yazili olarak alinmistir. Calisma sonucunda &grencilerin
higbirinin dogru énermeler icin gegerli bir ispat {iretemedigi belirlenmistir. Ogrencilerin
dogru onerme i¢in irettikleri iirlinlerin yanit yok, yeniden ifade etme, ters ornek,
deneysel, referanssiz sembolik ve yapisal kategorileri altinda toplandig tespit edilmistir.
Ogrencilere yoneltilen iki yanlis nerme igin dogru ters drnek iireten 6grencilerin sayisi
sadece dokuz ve yedi olmustur. Ogrencilerin yanlis 6nermeler icin iirettikleri iiriinler
cevap yok, ispat, dogrulama, yetersiz, tamamlanmamis ve yeterli kategorileri altinda
degerlendirilmistir. Calisma sonucunda Ogrencilerin siireklilik, siireksizlik ve orten
fonksiyon kavramlarma yonelik kismi anlamalarimin oldugu ve istenen seviyede
olmadig1 tespit edilmistir. Bu durumun o&grencilerin Onermeyi yanlis bir sekilde

dogrulamalarina yol agtigini belirtmislerdir.

Cusi ve Malara (2007) farkli boliimlerde 6grenim goren 54 lisans dgrencisinin
sayilar teorisi alaninda Onermenin ispatin1 yapmayir gerektiren bir problemin
¢oziimiindeki davraniglarini siniflamay1 amaglamistir. Aragtirmada 6grencilerin tiriinleri
Harel ve Sowder (1998) tarafindan belirtilen ispat semalarina gore siniflandirilmistir.
Ayrica dgrencilerin karsilastiklar giicliikler incelenmistir. Ogrencilerin karsilastiklari
giicliikleri; ispatlardaki sozel ve cebirsel ifadeler arasindaki koordinasyonla alakali
problemler, bilesik 6nermeleri formelize edememe, sentaktik doniisiimlerden elde edilen
sonuclart yorumlayamama ve zihinsel engellerin varligi kategorileri altinda
degerlendirmislerdir. Calisma sonucunda matematik ve fizik 6grencilerinin en ¢ok
sembolik-doniisiimsel ve sembolik ispat semasinda olduklar1 ve diger 6grencilere gore
daha basarili olduklar tespit edilmistir. Diger 6grencilerin tiimevarimsal ve sembolik
ispat semasinda olduklar1 goriilmiistiir. Matematik ve fizik lisans 0grencileri sayilarin
ozelliklerine yonelik bilgi eksikliklerinden dolayr sozel ifadelerini cebirsel dile
doniistirememigler ve formel ifadelere ulasmada ve onlart yorumlamada giiclik
yasamiglardir. Diger boliimdeki ogrenciler problem ciimlesindeki ifadeleri
yorumlamada ve hipotezle ilgili 6zelliklere yonelik c¢ikarimda bulunmada giicliik
yasamuslardir. Ayrica bu Ogrencilerin ispatlamanin  gergcekten ne oldugunu

bilmediklerini ve formel muhakeme becerilerinin zayif oldugu ortaya ¢ikmuistir.

Zaslavsky ve Peled (1996) calismalarinda, 36 matematik 6gretmeni ve 67
matematik dgretmeni adaymin ters 6rnek iiretme siirecini arastirmislardir. Ogretmen

adaylarina “Degisme 6zelligi olan her islemin ayn1 zamanda birlesme 6zelligi de vardir”
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yanlig Onermesinin dogru olup olmadigi sorulmus, daha sonra verdikleri kararlar
dogrulamalart istenmistir. Caligmanin verileri bu Onerme i¢in Tlretilen {iriinlerin
degerlendirilmesi sonucu elde edilmistir. Ogretmen adaylarinin iirettikleri ters drnekler
dogruluk, tretkenlik, matematiksel alan ve karsilasilan giigliikler boyutunda analiz
edilmistir. Calismada iki grup arasindaki farkliliklar ve benzerlikler vurgulanmistir. Her
iki gruptaki 6gretmen adaylarinin ¢ogunun (%60) dogru bir ters 6rnek tiretemedikleri
ortaya ¢ikmistir. Ters Ornek iliretme silirecinde matematik Ogretmenlerinin matematik
ogretmeni adaylarindan daha basarili oldugu tespit edilmistir. Ogretmen adaylarinin
birlesme 6zelligi ile ilgili giicliiklerinin formel tanimi1 yanlis ifade etme, asir1 genelleme
ve gereksiz sartlar ekleme oldugu belirtilmistir. Ogretmen adaylarmin degisme
ozelligine yonelik olarak, islemin isareti ile sayilarin isaretini birbiri ile karigtirdiklar
belirlenmistir. Ayrica 6gretmen adaylarinin ikili islem kavramu ile ilgili gligliige sahip
olduklar1 ifade edilmistir. Ogretmen adaylarmin giicliiklerinden bir tanesi de bir

ozelligin saglayip saglamadigini 6zel rneklerle deneyerek gostermeleridir.

Weber ve Alcock (2004) galismalarinda grup teorisi ve reel analiz alaninda
yapilan birbirinden bagimsiz iki agiklayici calismay: birlestirmislerdir. Ogrencilerin
ispatlar1 yapabilecekleri iki yontem olan sentaktik ve Ssemantik ispatlari birbirinden
belirgin sekilde ayirmay1 amaglamiglardir. Sentaktik ispatlarda ispatlayici, mantigin izin
verdigi sekilde sembolik formiilleri manipiile ederek ¢ikarimlarda bulunur. Semantik
ispatlarda ise ispatlayici, yaptigi formel ¢ikarimlarina rehberlik etmesi i¢in matematiksel
kavramlarin Orneklerinden yararlanir. Sentaktik ispat yapabilmek i¢in kavramla ilgili
Oonemli teorem ya da gergeklerin hatirlanmas: kadar kavramin taniminin ezbere
bilinmesi gerekmektedir. Sentaktik ispat yapan kisinin kavramlarin tanimindan ya da
ilgili gergeklerden gecerli ¢ikarimlari da yapabilmelidir. Semantik ispat ise biraz daha
karmasiktir. Semantik ispat yapabilmek i¢in birtakim beceriler gereklidir. Bunlar; ilgili
kavrami Orneklendirebilmeli, orneklendirmeler birinin ¢ikarim yapabilecegi kadar
zengin olmali, 6rneklendirmeler sunulan kavram ve nesneyi dogru bir sekilde yansitmali
ve sebepleri ile birlikte kavramin formel tanimi 6rneklendirme ile baglantili olmalidir.
Sentaktik ispatin birtakim dezavantajlarinin oldugu dile getirilmistir. Arastirmacilara
gore 6zel bir alanda sadece sentaktik ispat yapilirsa nermenin kapsami oldukga daralir

ya da sentaktik ispat yapan kisi ispat1 anlamayabilir.
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Doruk ve Kaplan (2015a) ilkogretim matematik gretmeni adaylari ile yaptiklar
calismada, matematik Ogretmeni adaylarinin ispata yonelik goriisleri, ispat yapma
becerileri ve ispatin yapildig1 konu iizerindeki kavramsal bilgileri arasinda nasil bir
iliski oldugunu arastirmislardir. Calismanin verileri yar1 yapilandirilmis goriismeler
yardimiyla elde edilmistir. Gorlismelerde oncelikle yakinsak dizi tanimi verilmis ve
O0gretmen adaylarmin yakinsak dizi tanmimina yonelik kavramsal bilgileri ortaya
cikarilmistir.  Ogretmen adaylarindan yakinsak dizi konusundaki bir teoremi
ispatlamalar1 istenmistir. Ayrica goriismeler boyunca Ogretmen adaylarinin ispata
yonelik gorisleri alinmistir. Calisma sonucunda 6gretmen adaylarinin yakinsak dizi
konusundaki ispat yapma becerileri, kavramsal bilgileri ve ispata yonelik goriisleri
arasinda bir iliskinin oldugu tespit edilmistir. Ispata yonelik goriisleri olumsuz olan ve
yakinsak dizi tanimina yonelik kavramsal bilgileri yeterli diizeyde olmayan 6gretmen
adaylarinmn ispat yapmada basarisiz olduklar1 ortaya ¢ikmustir. Ispat yapmada basarili
olan katilimcinin ise ispata yonelik olumlu goriisler besledigi ve yakinsak dizi tanimina
yonelik kavramsal bilgilerinin yeterli diizeyde oldugu belirlenmistir. Ayrica ispat
yapmada basarili olan katilimcinin ispatini yaparken problem ¢6zme adimlarina benzer

adimlar1 takip ederek kendine has bir yontemi oldugu géze ¢arpmuistir.

Doruk ve Kaplan (2015b) calismalarinda ilkogretim matematik Ggretmeni
adaylarinin ispat yapma becerilerini, ispat yaparken yasadiklar giicliikleri ve 6gretmen
adaylarina gore bu giicliikklerin sebeplerini arastirmiglardir. Caligmanin verileri {i¢
asamada toplanmistir. Calismanin ilk asamasinda 121 6gretmen adayina bir teorem
yoneltilerek dgretmen adaylarinmn ispatlar1 dogruluk bakimindan incelenmistir. Ikinci
asamada gecersiz olarak degerlendirilen ispatlar incelenerek 6grencilerin sahip olduklari
giicliikler belirlenmistir. Son asamada ise 6gretmen adaylar1 arasindan tespit edilen her
bir giicliigii temsil eden yedi 6gretmen aday1 ile gorlismeler yapilmistir. Gorligmelerde
O0gretmen adaylarinin sahip olduklar1 gii¢liiglin sebepleri hakkinda goriisleri alinmastir.
Calisma sonucunda Ogretmen adaylarinin ispat yapma becerilerinin oldukca diisiik
oldugu tespit edilmistir. Ogretmen adaylarinin ispat yaparken sahip oldugu giicliiklerin
basinda tanimlar1 ifade etmenin geldigi tespit edilmistir. Bu gligliigii sirastyla teoremin
ifadesini anlama, matematiksel dil ve notasyonlar1 anlama, uygun ispatlama stratejisi ve
yontemi se¢me, kavramlar1 karistirma, tamimlardan ispat yapist olusturma ve

diisiindiiklerini ifade etme giigliiklerinin izledigi belirtilmistir. Ogretmen adaylarinin
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kendilerinde bulunan giicliiklerin farkinda olduklar1 ortaya ¢ikmustir. Ogretmen adaylari
kendilerinde bulunun bu giigliiklerin sebebi olarak ispata karsi beslenen olumsuz
duygulari, ispatlarin Ogreniminde ve oOgretimindeki eksiklikleri gordiikleri tespit

edilmistir.

Bayazit (2009) doktora tez calismasinda ilkogretim matematik Ogretmeni
adaylarinin matematik, ispat ve matematiksel tanimlar hakkindaki algilarini
incelemistir. Calismasinda O6gretmen adaylarinin ispat yapma yaklagimlarini, ispat
degerlendirme siireglerini ve matematiksel tanimlart kullanma durumlarini da
aragtirmistir. Calismanin verileri, dort adet yar1 yapilandirilmis goriisme formunun {ig
ilkdgretim matematik 6gretmeni adayina uygulanmasi ile elde edilmistir. ilk gériisme
ogretmen adaylarinin ispat, matematik ve matematiksel tanimlar hakkindaki algilarini
ortaya ¢cikarmak amaciyla yapilmistir. Sonraki {i¢ etkinlik temelli miilakat 6gretmenlerin
geometri, kiimeler kurami ve lineer cebir alanlarindaki basit problemlerde tanim
kullanimini, ispat yapma ve degerlendirme becerisini incelemek igin yapilmistir.
Ogretmen adaylarmin matematige yonelik Enstriimentalist ve Platonist olmak iizere iki
goriise sahip olduklari ortaya g¢ikmugtir. Ogretmen adaylarinin matematige bakis
acilarmin onlarin ispat yapma yaklasimi hakkinda bilgi verdigi iddia edilmistir.
Enstriimentalist bakis agisina sahip 6gretmen adaylarinin ispatlarinda sezgisel yaklasim
sergiledikleri, Platonist bakis acisina sahip 6gretmen adaylarmin ise prosediirel bir
yaklasim sergiledikleri tespit edilmistir. Ogrencilerin ispat algismin ¢ogunlukla
dogrulama, bazen agiklama oldugu belirlenmistir. Ogretmen adaylarinin ispatlara
yonelik sahip olduklart bu sirli algilarin onlarin ispat degerlendirme Kkriterlerini
olusturdugunu dile getirmistir. Ogrencilerin sahip olduklari kavram imajlar ile

sonuclara ulastik¢a kavram tanimini goz ardi ettikleri belirlenmistir.

Weber (2009) cok basarili bir lisans matematik Ogrencisi ile c¢alisma
yirlitmiistiir. Sentaktik muhakeme sekline sahip bu Ogrencinin matematiksel bir
kavrami nasil 6grendigini, verilen matematiksel 6nermenin dogru ya da yanlis olduguna
nasil karar verdigini ve ornekleri nasil kullandigini arastirmistir. Bu 6grencinin yeni
matematiksel kavrami o6grendigi ve tim alistirmalar1 basar1 ile tamamladig
gozlemlenmistir. Ogrenci matematiksel bir onermenin dogru olup olmadigina ikna
olmak igin oncelikle ispat yapmaya calismustir. Ispatinin herhangi bir yerinde tikanip

tikanmayacagint dikkate almistir. Yanlis oldugunu diislindiigii 6nerme igin ters ornek
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bulmaya c¢alismistir. Onermelerin dogrulugunu degerlendirirken ispat ve ters drnek
iiretme disinda higbir strateji uygulamamustir. Ornegin, calisma siirecindeki etkinliklerin
higbirinde 6rnekleri kullanmamistir. Onermenin yanlis oldugunu gostermek igin sadece

ters ornekleri kullanmistir.

Riley (2003), 23 ortadgretim matematik 6gretmeni adayi ile yaptigi ¢alismasinda
Ogretmen adaylarinin ispat algilarin1 ve ispat yapma becerilerini arastirmistir.
Ogrencilerin ispat yapma becerileri kapsaminda dogrudan ve dolayli ispatlara ve ters
ornekle yapilan yanlislamalara odaklanmistir. Ogretmen adaylarinin sadece %30’unun
ispatin mantiksal dayanaklarina yonelik 12 maddeden dokuzuna dogru bir sekilde cevap
verebildiklerini belirtmistir. Calismanin sonuglart 6grencilerin kosullu 6nermeler ve
onunla ilgili matematiksel ifadeler hakkinda zayif anlayislara sahip olduklarini
gdstermistir. Ogretmen adaylarmin %57°sinin dogrudan ispatlama ydntemi barmdiran
gecerli bir ispat yapabildikleri belirlenmistir. Dolayli ispatlama yontemi ile yapilan
ispatlar1 yapma oraniin ise sadece %39 oldugu tespit edilmistir. Ogretmen adaylarmin
%44°1 yanlis matematiksel Onermeleri secebilirken %39’u bu Onermelere yonelik

gecerli ters ornekler iiretebilmislerdir.

2.2.5. Matematiksel 6nermelerin dogrulugunu degerlendirme ¢calismalari

Literatiir incelendiginde bu konudaki yapilan ¢alismalarin sinirli sayida oldugu
goriilmiistiir. Calismalarda 6grencilerin dogru ve yanlis 6nermeleri belirlemede giigliik
yasadiklar1 ortaya ¢ikmugtir. Ogrencilerin dzellikle yanls onermeleri belirlemede daha

basarisiz olduklar1 géze carpmustir.

Ko (2010) doktora tez ¢alismasinda lisans matematik 6grencilerine ikisi yanlis,
dordii dogru olan alti o6nermenin dogrulugunu degerlendirmelerini istemistir.
Ogrencilerin yanls onermeleri belirleme oram yaklasik %15 iken dogru &nermeleri
belirleyebilme oraninin yaklagik %93 oldugu ortaya c¢ikmustir. Goetting 40 lisans
Ogrencisinin yarisina yakiinin sayilar teorisi alaninda sorulan yanlis dnermeyi dogru
olarak kabul ettigini ifade etmistir. Ogrencilerin yanls 6nermeyi degerlendirirken en
cok Orneklerle deneme ya da gecmis bilgilerine giivenme egiliminde olduklari
belirlenmistir. Ogrencilerin dogru énermeleri belirleme becerisinin ise yiiksek oldugu

tespit edilmistir. Benzer sekilde Riley (2003) 23 matematik Ogretmeni adayinin
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%356’sinin geometrideki yanlis 6nermenin dogru olduguna inandiklarini belirtmistir. Ko
ve Knuth (2009) da benzer sonuglara ulagsmiglardir. Lisans matematik 6grencilerine
siirekli fonksiyon konusunda iki yanlis dnerme sunulmustur. Ilk 6nerme igin 36
Ogrenciden 14’iiniin, ikinci onerme igin ise alt1 6grencinin énermenin dogru oldugunu
diisiindiikleri belirlenmistir. Ogrencilerin dnermenin yanlis oldugunu gdstermek icin
tirettikleri ters Orneklerin sadece dokuzu ve yedisi yeterli ters Ornek olarak
degerlendirilmistir. Buna gore 6grencilerin yaklasik %27’sinin bu dnermelerin dogru

oldugunu belirttikleri anlasilmistir.

Simirli  olsa da Ogretmenlerin matematiksel Onermelerin - dogrulugunu
degerlendirmede basarili olduklar1 ¢aligmalar da mevcuttur. Tsamir, Tirosh, Dreyfus,
Barkai ve Tabach (2009) basit sayilar teorisi alaninda bir matematik Ggretmenine
yoneltilen altt matematiksel Onermenin dogrulugunu basarili  bir sekilde

belirleyebildigini ifade etmislerdir.

Ogrencilerin 6nermenin dogrulugunu degerlendirirken kullandiklar1 stratejiler
incelendiginde, 6grencilerin ¢cogunlukla 6rnek temelli muhakeme yontemini kullanma

egiliminde olduklar ortaya ¢ikmistir.

Gibson (1998) lisans Ogrencilerinin bazilarmin onermelerin  dogrulugunu
degerlendirirken sekiller ¢izdiklerini belirtmistir. Goetting (1995) 6grencilerin bir
kisminin  kendilerine  yoneltilen tanidik olmayan Onermelerin  dogrulugunu
degerlendirirken sayilarla deneme egiliminde olduklarini ifade etmistir. Galbraith
(1981) calismasinda bazi Ogrencilerin matematiksel bir 6nermenin dogrulugunu
belirlerken en kiigiik ve en biiyiik sayilar1 deneyerek karar verdiklerini belirtmistir.
Ayrica lise dgrencilerinin bir kisminin bir 6nermeyi yanliglamak i¢in birden fazla ters
ornege ihtiya¢ oldugunu diisiindiiklerini belirtmistir. Weber (2009) basarili bir lisans
matematik 6grencisinin onermeyi degerlendirirken ilk Once ispatlamaya calistiginda,
ispatta sikistiginda ters Ornek aramaya basladigini ifade etmistir. Goetting (1995)
ogrencilerin  sayilar teorisi alaninda kendilerine tamidik gelen Onermeleri
degerlendirirken gecmis bilgilerine giivendiklerini ve geometri alaninda onermelerin
dogruluguna karar vermek icin ispat yapmaya calistiklarin1 belirtmistir. Ko (2010)
ogrencilerin onermelerin dogrulugunu degerlendirirken kullandiklar stratejileri; dornek

temelli muhakeme, karisik muhakeme, ilkel (Naive) muhakeme ve sofistike muhakeme
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kategorilerinde incelemistir. Ornek temelli muhakemede o6grencilerin onermeleri
dogrulamak icin sayilar ya da sekillere giivendiklerini ortaya koymustur. Karisik
muhakemede Ogrenciler hem ilgili yapiyr veya Oriintliyii belirlemek i¢in 6rnekleri
kullanir hem de dogru tanim, teorem ve 6zellikleri manipiile ederek 6nermeyi ispatlayan
ya da yanhislayan ornekleri tespit etmeye calisirlar. Ilkel muhakemede 6grenciler
onermeyi dogrulamak i¢in sezgisel anlamalarindan ya da ge¢mis deneyimlerinden gelen
kismen dogru tanimlari, 6zellikleri ve teoremleri kullanirlar. Sofistike muhakemede ise
Ogrenciler dnermeyi ispatlamak ya da yanliglamak i¢in dogru tanimlar, 6zellikleri,
teoremleri manipiile etmeye cahgirlar. Ogrencilerin genel olarak en ¢ok karisik
muhakemeyi, daha sonra da sofistike muhakemeyi benimsedikleri tespit edilmistir. Ozel
olarak analiz alanindaki dogru 6nermeyi belirlemek i¢in karisitk muhakemenin, yanlig

onermeyi belirlemek i¢in ise sofistike muhakemenin kullanildigi belirlenmistir.

2.2.6. Matematiksel argiimantasyon ve ispat ile arasindaki iliskiye yonelik

yapilan arastirmalar

Matematik egitimi alaninda 6grencilerin ve 6gretmenlerin iirettikleri argiimanlar
Toulmin modeline gore siklikla analiz edilmistir. Bazi arastirmacilar sinif ortaminda
tiretilen argimanlarin Toulmin modeline gore nasil analiz edilecegine (Dinger, 2011;
Fukowa-conelly, 2014), 6grencilerin ve o6gretmenlerin trettikleri ya da sinif ortaminda
olusan argiimanlari siniflandirmaya (Inglis vd., 2007; Kinipping, 2008; Nardi vd., 2012)
ve argiimantasyon siireci ile ispat siireci arasindaki iliskiye odaklanmiglardir (Douek,
1999; Martinez ve Pedemonte, 2014; Pedemonte, 2007, 2008; Pedemonte ve
Buchbinder, 2011; Pedemonte ve Reid, 2011). Bu bdliimde ilgili alanda yapilan

caligmalarin bir derlemesi sunulmustur.

Inglis vd. (2007) basarili lisansiistii 6grencileri ile sayilar teorisi konusundaki
arglimantasyon siire¢lerini incelemislerdir. Calismada 6zel sayilarin tanimlart verilmis
ve yedi Onerme icin Onermelerin dogrulugu hakkinda degerlendirme yapmalari
istenmistir. Calismanin  verileri etkinlik temelli klinik miilakatlar yardimiyla
toplanmistir. Ispat semalarindan yararlanarak gerekge tipleri kavrammi ortaya
atmiglardir. Timevarimsal (inductive), dediiktif (deductive) ve yapisal-sezgisel
(structural-intiutive) olmak {izere ii¢ ¢esit gerekce tipi Onermislerdir. Tiimevarimsal

gerekge tipini, bir argiimanin sonucu iizerindeki belirsizligi azaltmak i¢in Harel ve
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Sowder’m  (1998) tiimevarimsal ispat semasmi kullanarak agiklamiglardir.
Tlimevarimsal ispat semasi Ogrencilerin kendilerini ve bagkalarin1  varsayimin
dogrulugunu bir veya birka¢ 6zel durum ile niceliksel olarak degerlendirilmesi olarak
tanimlanmistir. Yapisal-sezgisel gerekge tipi terimi bir sonuca ikna olmak igin gorsel
veya bagka tiirden olan bazi zihinsel yapi iizerine deney ya da gdézlem yapan biri i¢in
kullanilmaktadir. Siklikla fakat her zaman olmamakla birlikte, bu gerekce tipinde
yapilan muhakeme sezgisel tip olarak goriiliir. Dediiktif gerekce tipini Harel’in (2001)
en etkili ispat semasi olarak belirledigi dediiktif-modern-aksiyomatik ispat semasina
gore tamimlamiglardir. Dediiktif gerekge, One siiriilen argiimanin sonucu i¢in formel
matematiksel dogrulamalarin gerek¢e olarak kullanilmasidir. Bu dogrulamalar;
aksiyomlardan elde edilen c¢ikarimlar, cebirsel manipiilasyonlar ya da ters Ornek
kullanim1 dediiktif gerekge olarak siiflandirilmistir. Inglis vd. (2007) bu siniflamanin
disinda da siniflamalarin  olabilecegini ifade etmislerdir. Calisma sonucunda,
matematiksel argiimantasyonlarda Toulmin modelindeki niteleyen bileseninin 6nemli
bir role sahip oldugu ortaya ¢ikmustir. Ogrencilerin sahip olduklar1 gerekge tipleri ile
kullandiklar1 niteleyen bilesenini eslestirme becerilerinin gelismesi  gerektigini

savunmuglardir.

Knipping (2008) simif ortamindaki ispatlama siirecinde ortaya ¢ikan
argiimanlarin yapisini incelemistir. Calismanin katilimeilarini  dokuzuncu = sinifta
ogrenim goren Fransiz ve Alman 6grenciler olusturmustur. Pisagor teoreminin dgretimi
sirasinda olusan argiimantasyon siireci Toulmin modeline goére analiz edilmistir.
Calisma sonucunda argiimantasyonlar1 lokal ve global olmak iizere iki sinifa ayirmistir.
Bir arglimanin basindan sonuna kadar, bir biitiin olarak ele aliman yapisina global
argliman ya da ispatlama siirecinin argiimantasyon yapisi denir. Lokal arglimanlar ise
kavramsal ve gorsel olarak iki gruba aymrmis ve agiklamistir. Kavramsal
arglimantasyonlarda gerek¢e ve destek bileseni dediiktif kavramsal argiimanlara
dayanir. Bu gerekce ve destek bilesenlerinde matematiksel kavramlar, kavramlar
arasindaki matematiksel iligkiler, teoremler, tanimlar, aksiyomlar ve mantik kurallari
kullanilir. Gorsel argiimantasyonlarda sekilleri referans almak 6n plandadir. Deneysel-
gorsel (empirical-visual) ve kavramsal-gorsel (conceptual-visual) olmak iizere iki
diizeydedir. Deneysel-gorsel diizeydeki argiimanlar 6zel bir sekil ve bu sekildeki

belirgin iliskiler ile ilgili olan argiimanlardir. Matematiksel 6zellikler ve iliskiler sekil
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ile baglantili olmak zorundadir ve sezgiler ile ulagilabilen bilgi olarak tartigilir.
Kavramsal-gorsel diizeyde ise sekiller bir diisiincenin gosterimi olarak ele alinir. Global
argiimantasyonda kaynak-yapi (source-structure) ve depo-yapi (reservoir-structure)
olmak {izere iki gruba ayrilmistir. Kaynak-yapi1 ispatlama siirecinde olusan argiimanlar
ve diisiinceler, birgok kaynaktan fiskiran su gibi bircok kokten meydana gelir. Depo-
yapidaki argiimantasyon ara sonucglara dogru ilerler. Arglimantasyonu olusturan ve
birbirinden ayr1 olan pargalar suyu bir sonraki asamaya ge¢mesinden Once tutan ve

temizleyen depolar gibidir.

Nardi vd. (2012) lise matematik Ogretmenlerinin analiz ve cebir alanindaki
klasik sinif senaryolarinda 6grenci cevaplarini degerlendirmeleri {izerine bir ¢alisma
yapmistir. Calismada Ogretmenlerin {irettikleri argiimanlarda kullandiklar1 gerekce
tiplerinin ortaya ¢ikarilmasi hedeflenmistir. Calismanin verileri yazili doniitler ve
miilakatlar yardimiyla toplanmistir. Calisma sonucunda Freeman (2005) tarafindan
yapilan gerekge tipleri smiflamasi revize edilmistir. Caligmada 6gretmenlerin
kullandiklar1 gerekgelerin  6ncelikli  (Priori), geleneksel (Institutional), deneysel
(Empirical) ve degerlendiren (Evaluative) olmak tiizere dort kategoriye ayrildigi
belirlenmistir. Oncelikli gerekgede matematiksel teoremlere veya tanimlara (Sncelikli-
epistemolojik) ya da pedagojik prensiplere bagvurulur (6ncelikli-pedagojik). Geleneksel
gerekee, ders kitabinda mevcut olan ya da tavsiye edilenlerden kaynaklanan seg¢imlerin
bir dogrulamast (Geleneksel-miifredat) veya matematiksel topluluklarin standart
uygulamalarinin bir yansimasidir (Geleneksel-epistemolojik). Deneysel gerekcede,
O0gretmenin Ogretim deneyimine baglh olarak sinifta siklikla tekrarlanan olaylara atif
yapilir (Deneysel-profesyonel) ya da matematik alanindaki bireysel O6grenme
deneyimine bagvurulur (Deneysel-kisisel). Degerlendiren gerek¢ede ise kisisel goriis,

inang ve degerlerden kaynaklanan pedagojik tercihlerin dogrulamasi yer alir.

Bazi arastirmacilar {niversite seviyesindeki matematik derslerinde smif
ortaminda olusan arglimantasyon siirecini incelemeye yoOnelmislerdir. Literatiir
incelendiginde, bu anlamda Tiirkiye’de matematiksel argiimantasyon iizerine yapilan
uygulamaya doniikk ilk ve tek ¢alismanin Dinger (2011) tarafindan yapildigi
gorilmektedir. Bu calismada matematik lisans derslerinde gelistirilen tartigmalarda
ogrencilerin attiklar1 adimlarin yapisim 6zellikle, yaptiklart muhakemeleri, birbirleriyle

ve Ogretmenleriyle olan etkilesimleri incelenmis ve Toulmin tarafindan alandan
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bagimsiz olarak 6nerilen modelin s6z konusu tartismalarin yapisini incelemek igin nasil
kullanilacag1 arastirllmistir. Arastirmada veri toplama araci olarak katilimci1 olmayan
gozlem kullanilmistir. Calisma sonucunda Toulmin modeline eklenebilecek yeni
bilesenler bulunmustur. Bu bilesenler rehber destegi ve rehber yonlendirmesidir. Rehber
destegi, onay rehber destegi ve sonlandirict rehber destegi olmak iizere ikiye
ayrilmaktadir. Ayrica kullanilan gerekgelerin dediiktif ve referans olmak iizere iki sinifa
ayrildig1 tespit edilmistir. Toulmin modelinin matematik lisans derslerindeki ispat
siirecinde, tanim kurma silirecinde ve problem ¢Ozme siirecinde olusan
arglimantasyonlarin analizinde kullanilabilecegini gostermesi ¢alismanin  Snemli
sonuglarindan biridir. Fukowa-conelly (2013) yaptigi c¢alismada Dinger’i (2011)
desteklemistir. Fukowa-conelly (2013) calismasinda, bir 6gretim elemanmin soyut
matematik dersini izlemistir. Soyut matematik dersinde yapilan ispatlar Toulmin
modeline gore analiz edilmistir. Calisma sonucunda Toulmin modelinin smif iginde

yapilan ispatlarin analizinde kullanilabilecegini ifade etmistir.

Literatiir incelendiginde arastirmacilarin arglimantasyon ile ispat arasindaki
iliskiye yogunlagsmaya basladiklar1 dikkati ¢ekmistir. Bu kapsamda yapilan ¢aligmalarin
sinirli sayida oldugu tespit edilmistir. Yapilan ¢aligmalarda bir 6nermenin dogrulugu
hakkinda ikna olma siireci olan argiimantasyon siireci ile s6z konusu énermenin dogru
oldugunu gosterme adina iiriin iiretme siireci olan ispat siireci arasindaki iliskiyi ortaya
¢ikarmak amaglanmigtir. Bu ¢alismalarin geometri (Pedemonte, 2007; Pedemonte ve
Reid, 2011), cebir (Martinez ve Pedemonte, 2014; Pedemonte, 2008) sayilar teorisi
alanindaki (Pedemonte ve Buchbinder, 2011) argiimantasyon ve ispat siiregleri

arasindaki iligskiye odaklandiklar: tespit edilmistir.

Douek (1999) bilissel biitiinliik hipotezini dikkate alarak 43 iiniversite son sinif
Ogrencisinin argiimantasyon ve ispat siiregleri arasindaki iliskiyi incelemistir.
Calismanin verileri “Iki ardisik tek sayinin toplami dért ile béliinebilir” énermesi igin
verilen yanitlardan yararlanarak toplanmistir. Toplam 43 yazili performanstan 14’1
analiz edilmistir. Bu ¢alisma, argiimantasyon ile formel ispat arasinda inkar edilemez
epistemolojik ve biligsel uzaklik olmasma ragmen arglimantasyon ile olagan
matematiksel ispat arasinda hem siire¢ler hem de {irlinler baglaminda birgok ortak
ozeligin oldugu diisiincesini desteklemek icin yapilmustir. Ogrencilerin cevaplar

2 (1323

“Ogrencilerin tiim varsayim ve ispatlar1”, “Ogrencilerin argiimantasyonlarinda destek
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aldig gizli ve acik referans bilgisi (igerik referans bilgisi ve meta-matematiksel bilgi)”,
“cebirsel-sentaktik ve semantik temelli muhakeme adimlar1” ve ispat siireci ve liriinii”
acilarindan incelenmistir. Calisma sonucunda, asikar referans bilgisinin standardi
olmayan, uygun gosteriminin 6grenci performanslarinda 6nemli bir roliiniin oldugu
goriilmiistiir. Ogrencilerin iiriin {iriitme siirecinde sentaktik argiimanlar1 yeterli buldugu
ve boylece semantik temelli argliimanlarin kritik oldugu goriilmiistiir. Son iiriin olarak
ispatin formel gereksinimlerini ispatlama siirecinden daha onemli gérmenin negatif
sonuglara yonelik bazi deliller elde edilmistir. Formel ispatin varsayim olusturma ve
ispatlamanin verimli aktivitelerinden olduk¢a uzak oldugu belirtilmistir. Bu durumun
iniversite matematik ogrencileri igin bile gecerli oldugu vurgulanmistir. Ayrica, bu
aktivitelerin verimliliginin ispatlamadan ¢ok, argiimantasyon aktiviteleri boyunca bile

tamamen gelisen zihinsel niteliklere bagli oldugunu belirtmistir.

Pedemonte (2007) yaptigi calisma ile argiimantasyon ile ispat arasindaki
iligkinin yapisal olarak nasil analiz edilebilecegi konusunda oncii bir ¢aligma yaparak
alana yeni bir bakis agisi sunmustur. Calismada 12 ve 13. siniflarda 6grenim goren
toplam 102 6grencinin geometri alanindaki iddia olusturma siiregleri ile bu siirecin
sonunda ortaya ¢ikan iiriin olan ispat incelenmistir. Calismada varsayim olusturma
stireci olan argiimantasyon ile bu varsayimin dogrulugunu gosterme siireci olan ispat
stireci arasindaki iliski yapisal olarak incelenmistir. Pedemonte, ¢alismasinda daha
onceki bakis acist olan biligsel biitiinliik hipotezinin bu siireci tam anlamiyla
betimlemede yetersiz kaldigini diisiinmiistiir. Argiimantasyon ile ispat1 yapisal olarak
karsilastirabilmek i¢in 6grencilerin kullandiklar1 argiimantasyonlar ii¢ yapiya ayirmis
ve analizlerinde kullanmistir. Bu argliman yapilart dediiktif, abdiiktif ve indiiktif
(timevarimsal) yapilardir. Pedemonte (2007), Harel’in (2001) belirttigi iki tip
genelleme olan sonug ornek genellemesi (result pattern generalisation) ve siire¢ drnek
genellemesine (process pattern generalisation) analizlerinde yer vermistir. Sonug 6rnek
genellemesinin ortaya ¢ikan sonuglarin diizenliligi iizerine, slire¢ 6rnek genellemesinin
ise slirecin diizenliligi tlizerine yogunlastigin1 ifade etmistir. Calisma sonucunda
arglimantasyon ile ispat siireci arasinda yapisal siirekliligin (structural continuity),
yapisal mesafenin (structural distance) ve spontane stirekliligin (spontaneous continuity)
ortaya c¢iktigim1  belirtmistir.  Argiimantasyon aktivitelerinin  ispat  yapmay1

kolaylagtirdigim1 ve biligsel biitlinliik hipotezinin, 6zel olarak icerige dayali bir
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incelemenin iki siire¢ arasindaki biligsel iligkiyi analiz etmede yeterli olmadigini ifade
etmistir. Yapisal analizin Toulmin modeli ile yapilabilecegini belirtmistir. Spontane
siirekliligin 6grencilerin dogru ispat yapmalarini engelledigi i¢in bir giicliik oldugunu,
abdiiktif argiimantasyondan dediiktif ispata ge¢isin zor oldugunu dile getirmistir. Dogru
ispat yapabilmek i¢in yapisal mesafenin kapatilmasinin gerekli oldugunu vurgulamistir.
Ogrencilerin tiimevarimsal ispat yapabilmeleri igin siireg Ornek genellemesini
yapmalarinin sart oldugunu ve sonug¢ Ornek genellemesinin tlimevarimsal ispat
yapmanin Oniindeki gii¢liiklerden oldugunu ifade etmistir. Arglimantasyon siirecine
girmeyi  gerektiren acik uclu  problemlerin  kullaniminin  ispat  yapmay1

kolaylastirabilecegini belirtmistir.

Pedemonte (2008) bir sonraki calismasinda geometri alanindaki ispatlardan
farkli olarak arglimantasyon ile cebirsel ispat arasindaki iliskiyi ortaya cikarmayi
hedeflemistir. Calismanin amaci1 geometriden farkli olarak, abdiiktif argiimantasyon ile
dediiktif ispat arasindaki yapisal mesafenin varsayim iiretme ve daha sonra bu varsayimi
dogrulamayr gerektiren acgik uclu problemlerin ¢oziimiinde karsilasilabilecek
zorluklardan biri olmadigin1 ortaya ¢ikarmaktir. Calismanin verileri sayilarin
ozelliklerini iceren iki ac¢ik uglu problemin 14 sinif 6gretmeni adayma yoneltilerek elde
edilmistir. Bu c¢alismada argiimantasyon siireci olusturmaci (Constructive) ve
yapilandirilmis (Structurant) argiimantasyon olmak iizere iki safhaya ayrilmustir.
Olusturmaci argiimantasyon bir varsayimin olusturulmasina katki saglar ve dnermeden
hemen Once gelir. Yapilandirilmig arglimantasyon bir varsayimi dogrular, bir gercegin
elde edilmesinin Oncesinde insa edilir. Boylece gercek  yapilandirilmis
argiimantasyondan sonra ortaya ¢ikar. Argiimantasyon ve ispat siireci CkC modeli ile
birlestirilmis Toulmin modeli ile analiz edilmistir. Argiimantasyon ve ispat hem yapisal
hem de referans sistemi bakimindan incelenmistir. Referans sistemi gosterim sistemi
(dil, ¢izim, sezgi) ve bilgi sisteminden (kavramlar, teoremler) olusur. Calisma
sonucunda cebirsel ispatlar giiglii  dediiktif yapiya sahip olduklarindan,
arglimantasyondaki abdiiktif adimlarin argiimantasyonun aritmetik alanindaki sayilar ile
cebirsel ispatta kullanilan harfler arasinda baglanti kurdugundan dolay1 yararli oldugu
tespit  edilmistir.  Ispat  yapmada  basarili  dgrencilerin  yapilandirilmis
argiimantasyonlarinda abdiiktif adimlara yer verdigi ve bu adimlarin argiimantasyondaki

aritmetik alan ile ispattaki cebirsel alan arasindaki yapisal mesafeyi kisalttigini ifade
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etmistir.  Ispat yapmada basarisiz  olan  dgrencilerin  ise  yapilandirilmis

arglimantasyonlarinda abdiiktif adimlara rastlanilmadigini belirtmistir.

Pedemonte cebirsel alanda yapilan ispatlarda abdiiktif argiimantasyonlarin
Onemini ortaya ¢ikarmistir (Pedemonte, 2008). Bu ¢alismanin ardindan abdiiktif adimlar
lizerine yogunlagmistir. Bu amagla Pedemonte ve Reid (2011) geometri alanindaki
ispatlarda abdiiktif argiimantasyonun roliinii ortaya c¢ikarmayi amaglamislardir. Bu
amagla 12 ve 13. smiflarda 6grenim géren Fransiz ve Italyan d6grencilerin geometri
alanindaki argiimantasyon ve ispat siiregleri incelenmistir. Ayrica calismada abdiiktif
arglimantasyonun bir smiflandirilmast  yapilmistir. Calismada {i¢ tip abdiktif
arglimantasyon goz Oniline alinmistir. Bunlar; alt kodlu (undercoded), iist kodlu
(overcoded) ve vyaratici (creative) abdiiksiyondur. Ust kodlu abdiiksiyonda bir
arglimanin sonug, gerekce ve destek bileseni belli iken veri bileseni aranmaktadir. Alt
kodlu abdiiksiyon iki ¢esittir. Birinci gesit alt kodlu abdiiksiyonda argiimanin gerekgesi
olarak bir¢ok kuraldan birinin segilmesi s6z konusudur ve zor bir durumdur. Ikinci
cesitte ise arglimanin hem gerekce hem de destek bileseni bir¢ok kural arasindan segilir.
Birinci ¢eside gore daha zordur. Yaratict abdiiksiyonda ise argiimanin gerekcesi mevcut
kurallar arasindan secilmez, kurallarm olusturulmas: gerekmektedir. Ogrencilerin
yapmast en zor olanidir. Calisma sonucunda, argiimantasyonlarinda st kodlu ya da en
azindan birinci ¢esit alt kodlu abdiiksiyon kullanan &grencilerin ispati yapmasi, ikinci
cesit alt kodlu ve yaratict abdiiksiyon kullanan dgrencilere gore daha olas1 goriinmesine
ragmen genel olarak disiiniildiiglinde abdiiktif argiimantasyon ile dediiktif ispat

arasinda asikar bir iliskiye rastlanmamustir.

Pedemonte ve Buchbinder (2011) yaptiklar1 caligmada ispatlama siirecinde
orneklerin roliinii incelemislerdir. 12 lise son smif 6grencisi ile calismislar, farkl
durumlar temsil eden doért 6grencinin bulgularini sunmuslardir. Caligmada Harel (2001)
tarafindan tanimlanan genelleme tipleri olan siire¢ 6rnek genellemesi ve sonug¢ 6rnek
genellemesi dikkate alinmistir. Calisma sonucunda 6rneklerin, argiimantasyon ve ispat
arasindaki biligsel biitiinligi ve yapisal siirekliligi destekledigi durumlarda ispat
yapmada etkili oldugu ortaya ¢ikmistir. Yapisal stirekliligin ancak siire¢ Ornek
genellemesinin mevcut oldugu indiiktif argiimantasyon ile gergeklestigi belirlenmistir.
Ayrica siire¢ 6rnek genellemesinin, argiimantasyon ile ispat arasindaki bilissel biitlinliik

ve yapisal stirekliligin gelismesine yol acan jenerik (generic) drneklerin liretilmesine
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katki sagladigi ifade edilmistir. Caligmada sonu¢ ornek genellemesinin, ornekler
arasindaki baglantiya dikkat etmeden ya da Orneklerin yapilarina dikkat etmeden bir
varsayim olusturmak igin yeterli olabilecegi fakat ispat yapmak i¢in yeterli olmayacagi
sonucuna ulasmislardir. Arglimantasyon ile ispat arasinda yapisal siireklilik olan
ogrencilerin ispat yapmada basarili olduklarmi belirtmislerdir. icerisinde sonug &rnek
genellemesi bulunduran indiiktif yapidaki yapilandirilmig argiimantasyonlarin ispat
yapmada basar1 getirmedigi ifade edilmistir. Bu durumun aksine, igerisinde jenerik
ornek barindiran dediiktif yapidaki yapilandirilmis argiimantasyonlar dogru dediiktif
ispat yapmay1 saglamistir. Bu durumda jenerik orneklerin argiimantasyon ile ispat

arasinda bir koprii vazifesi yaptig1 belirtilmistir.

Bu ¢alismalara ek olarak Martinez ve Pedemonte (2014) aritmetik indiiktif
arglimantasyon ile cebirsel dediiktif ispat arasindaki iliskiyi incelemislerdir. Calismanin
verileri Takvim Cebiri dersi dgretimi sirasinda toplanmistir. Tlgili derste dgrencilere 17
adet problem sunulmustur. Takvim Cebiri dersinin ilk dort dersinden elde edilen veriler
analiz edilmistir. Ogretmen adaylarina bu derste sorulan ii¢ problem iizerinde
durulmustur. Ayrica, ti¢ dokuzuncu ve onuncu sinif 6grencisi ile goriismeler yapilmstir.
Ogrencilerin iki tiirlii giigliik yasadiklar1 sonucuna ulasilmistir. Bunlardan birincisi
aritmetik alandan cebirsel alana gegis, digeri ise indiiktif arglimantasyondan dediiktif
ispat yapisina gecistir. Calisma sonucunda Ogrencilerin hepsinin aritmetik alanda ve
indiiktif olarak dogru varsayimlar trettikleri belirlenmistir. Tiim 6grenciler biligsel
mesafenin listesinden gelmeyi 6grenmislerdir. Bu giligliiklerin iistesinden gelebilmek
i¢in 6gretmen miidahaleleri ve verilerin yeniden diizenlenmesi 6nemli adimlar olmustur.
Calismada indiiktif arglimantasyonlarinda siire¢ o6rnek genellemesi yapan 6grencilerin

dediiktif ispatlara ulasabildikleri ortaya ¢ikmustir.

Glines (2013), yiiksek lisans tez calismasinda argiimantasyon ve matematiksel
ispat siireglerini karsilagtiran ve bu iki silire¢ arasindaki iligski ya da iligkileri Toulmin
modeline gore analiz eden galismalar1 derlemistir. Calismas1 kapsaminda inceledigi
arglimantasyon ile matematiksel ispat ¢alismalarimin sonuglarmi  Sekil 2.7°de
Ozetlemistir. Calismanin sonucunda Tiirkiye’de matematik egitiminde dogrudan bu
konu ile ilgili yapilmis, argiimantasyon ile matematiksel ispat arasindaki iliskiyi ya da
iliskileri analiz eden ve bu iliskileri karsilagtiran bir calismaya rastlanmadigini ifade

etmistir. Ogrencilerin argiimantasyon ile ispat arasindaki mesafayi kapatmak, bu bilissel
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kopriiyli kuvvetlendirmeleri ve daha kolay yoldan matematiksel ispata ulasabilmeleri
adina arglimantasyon ile matematiksel ispat arasindaki iliskilerin analiz edildigi
caligmalarin artirilmasinin gerekli oldugunu dile getirmistir. Yapilacak bu tiir ¢alismalar
ile 6grencilerin matematiksel ispat yaparken yasadiklar1 baska olasi olumsuzluklarin

saptanmasinin miimkiin olacagini vurgulamistir.
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Sekil 2.7. Arglimantasyon ile matematiksel ispat siiregleri arasindaki iligkiler (Giines,
2013)



UCUNCU BOLUM

3. YONTEM

“Nitel arastirma ile yapilan inceleme sirasinda, arastirma yapilan kisilerin
olusturduklar: ve kullandiklar: dil, anlamlar ve kavramlar iizerinde durup onlart
anlamak ve bunlarin arastirilan kisiler i¢in ne anlam ifade ettigini ortaya ¢tkarmaya

calismak, onemli bir ¢calisma stratejisidir (Ekiz, 2009).”

3.1. Arastirmanmin Modeli

(Calismada nitel arastirma yaklasimi esas alinmistir. Ciinkii nitel arastirmalarin
en temel Gzelligi, lizerinde arastirma yapilan kisilerin bakis agilariyla arastirilan olay,
olgu, norm ve degerleri incelemeye calismasidir (Ekiz, 2009). Nitel arastirmalar
insanlarin bireysel ya da toplu olarak sosyal eylemlerini, diisiincelerini, inanglarint ve
algilarin1 analiz eder ve betimler. Nitel arastirmacilar da olgulari insanlarin onlara
yiikledikleri anlamlar vasitasiyla yorumlarlar (Mcmillan ve Schumacher, 2001). Nitel
arastirmada temel vurgu siireg, anlayis ve anlam iizerinedir; siire¢ tiimevarimsaldir; iiriin
etrafli ve zengin betimlemedir (Merriam, 2013). Her ne kadar nitel arastirmanin bir
tanimin1 yapmak gii¢ olsa da nitel arastirma: gozlem, gériisme, dokiiman analizi gibi
nitel veri toplama aracglarinin kullanildigi, algilarin ve olaylarin dogal ortamda gergekei
ve biitiinciil bir bigimde ortaya konmasina yonelik nitel bir siirecin izlendigi arastirma

olarak tanimlanabilir (Yildirim ve Simsek, 2011).

Veri toplama araci olarak arastirmaciya bagli olmasi, ¢oklu veri toplama
yontemlerinin  kullanilmasi, hem tiimevarimsal hem de tiimdengelimli olmasi,
katilimcilarin anlamalarina dayali olmasi ve arastirmacinin derinlemesine diisiinmesi ve
biitlinciil bakisa sahip olmasi nitel aragtirmalarin 6nemli 6zellikleridir (Creswell, 2014).
Bu o6zellikler g¢ergevesinde kullanilacak en uygun nitel arastirma deseninin durum
calismasi oldugu sonucuna varilmistir. Durum ¢aligmalarinda arastirilan olay ya da
durum kendi dogal kapsaminda yer ve zamanla siirli olarak arastirilir (Kaleli Yilmaz,
2015). Diger bir deyisle, smrli bir sistemin derinlemesine betimlenmesi ve

incelenmesidir (Merriam, 2013). Creswell’e (2013) gore, arastirmacinin gergek yasam,
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giincel sinirli bir sistem (bir durum) ya da belli bir zaman igerisindeki ¢oklu
sinirlandirilmig  sistemler (durumlar) hakkinda c¢oklu bilgi kaynaklar1 (6rnegin
gozlemler, miilakatlar, gorsel-isitsel materyaller, dokiimanlar ve raporlar) aracilig1 ile
detayli ve derinlemesine bilgi topladigi, bir durum betimlemesi ya da durum temalari

ortaya koydugu nitel bir yaklasimdir.

Bu ¢alisma, durum ¢alismasi desenlerinden biitiinciil coklu durum deseninin bir
ornegidir. Ciinkii bu desende, birden fazla kendi basina biitiinciil olarak algilanabilecek
durum s6z konusudur. Her bir durum kendi i¢inde biitiinciil olarak ele alinir ve daha
sonra birbiriyle karsilagtirilir (Yildirim ve Simsek, 2011). Coklu ya da karsilastirmali
durum c¢aligmalart bir¢cok durumdan veri toplamayr ve analiz etmeyi gerektirir
(Merriam, 2013). Kollektif durum ¢alismalar1 karsilagtirmali durum ¢alismalar1 olarak
da bilinir. Bir sorunu anlamak ic¢in ¢oklu durumlan karsilastirir. Amaci, durumlarin
ortak Ozelliklerini incelemenin yani sira bireysel ozellikleri de incelemektir (Kaleli
Yilmaz, 2015). Bu c¢alismada da matematik Ogretmeni adaylarinin ispata yonelik
goriigleri, analizin temel tanimlarina yonelik kavramsal bilgileri, analiz alanindaki
argiimantasyon Ve ispat siireleri incelenmis ve bu boliimler biitiinciil bir sekilde ele

alinarak birbiriyle karsilastirilmaya ¢aligilmistir.

3.2. Arastirma Grubu

Bu c¢alismanin katilmcilarint  2013-2014  egitim  6gretim  yilimin  bahar
yartyilinda, Dogu Anadolu Boélgesi’nde yer alan bir devlet iiniversitesinin ilkdgretim
matematik O6gretmenligi bolimi {iglinci simifinda O6grenim gdren toplam sekiz
matematik 6gretmeni adayr olusturmaktadir. Ayrica ¢alismanin pilot uygulamasi 2013-
2014 egitim Ogretim yilin giliz yartyilinda, yine ayni tiniversitenin ilkogretim
matematik 6gretmenligi boliimiiniin son siifinda 6grenim goéren toplam 10 6gretmen

aday ile ytiriitilmustiir.

Arastirma grubunun sec¢iminde amagh Ornekleme yontemlerinden Olgiit
ornekleme yontemi kullanilmustir. Olgiit drnekleme ydnteminde temel anlayis nceden
belirlenmig bir dizi 6l¢iitii karsilayan durumlarin c¢alisilmasidir. Burada so6zii edilen
Olciit veya oOlgiitler arastirmaci tarafindan olusturulabilir ya da daha 6nceden hazirlanmig

bir dlgiit listesi kullanilabilir (Y1ildirim ve Simsek, 2011). Olgiit 6rneklemenin mantig
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da, daha 6nceden belirlenmis bazi 6nem olgiitlerini karsilayan tiim durumlari ¢aligma ve
gozden gecirmedir (Patton, 2014). Bu c¢aligmanin katilimcilart da 6gretmen
adaylarindan belirli Olgiitleri tasiyanlar arasindan tamamen goniilliiliik esasina gore
secilmistir. Arastirmada 68retmen adaylarinin analiz alanindaki argiimantasyon ve ispat
stireglerini ortaya c¢ikarmak hedeflenmistir. Bu bakimdan arastirma grubu sec¢iminde,
Ogretmen adaylarinin matematiksel ispatin ne oldugu, nasil yapildigi, bir argiimanin
nasil savunulmasi gerektigi ya da matematikte “cliriiten” yani ters 6rneklerin varlii ve
kullanim1 hakkinda bilgi sahibi olduklar1 Soyut Matematik dersi ile analiz konularinin
ogretiminin yapildigi Genel Matematik, Analiz-1, Analiz-11 ve Analiz-111 derslerini
almis ve basar1 ile gegmis olmalar dikkate alinmistir. Arastirma grubunun segilmesinde
daha ayrintil1 bilgi elde edebilmek i¢in dgrencilerin hazirlanan etkinliklerin ilgili oldugu
derslerdeki basarilar1 (Analiz-1, Analiz-1ll, Soyut Matematik) ve agirlikli genel not
ortalamalari (AGNO) incelenmistir. Arastirma grubunun se¢iminde Ogrencilerin

danisman hocalarindan yardim alinmistir.

Yapilan degerlendirmeler sonucunda 6grenciler ilgili derslerdeki basarilart ve
AGNO’larma gore iki gruba ayrilmistir. ilk grup ortalama basari diizeyindeki
ogrencilerdir. Ortalama basar1 diizeyindeki 6grencilerin arasindan goniilliiliik esasina ve
kolay ulasilabilme olanagi olan dort 6grenci secilmistir. Bu 6grencilerin AGNQO’lar1
2.5/4 ile 3.0/4 arasindadir. Ortalama basari diizeyindeki 6grencilerin bir kismi arastirma
etkinliklerinin ilgili oldugu dersleri (Soyut Matematik, Analiz-1, Analiz-Il) ilk
seferinde, bir kism1 da bu dersleri tekrara diiserek ortalama bir basari ile gegmislerdir.
Calismanin yiiriitiildigli diger grup basar1 diizeyi yiiksek 6grencilerden olusmustur. Bu
gruptaki ogrencilerin AGNO’lar1 3.0/4 ile 4.0/4 arasinda ve ilgili dersleri ilk seferinde
yiiksek bir basar1 ile ge¢mislerdir. Bu grup arasindan da goniillii olmalar1 ve kolay
ulagilabilmeleri goz oniinde tutularak dort 6grenci aragtirma grubuna dahil edilmistir.
Bu gruptaki 6grenciler 6grenim gordiikleri boliimlerin en basarili 6grencileridir.
Ornegin, bu gruptaki d6grenciler arasinda ilgili derslerin hepsini alabilecegi en yiiksek
harf notu (AA) ile gecen ve dgrenim gordiigii dort yillik boliimii ii¢ senede basaril bir

sekilde bitiren 6grenciler bulunmaktadir.

Calismada basar1 diizeyi farkli iki grubun incelenmesinin sebebi, basarili
Ogrencilerin digerlerine gore arglimantasyon ve ispata nasil yaklastiklarin1 belirlemektir.

Ayrica g¢alismada olabildigince farkli basar1 diizeyinden katilimer segilerek farkl
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goriislerin elde edilmesini saglamaktir. Bu sayede &gretmen adaylarindan arastirilan
konuya yonelik ¢esitli ve derinlemesine bilgi alinabilecegi diisiiniilmiistiir. Amach
orneklem se¢iminde de mantik, arastirmanin daha derinlemesine yapilabilmesi i¢in bilgi
acisindan zengin durumlart segmektir. Bilgi agisindan zengin durumlar, arastirmacinin
aragtirmanin amaci agisindan miimkiin oldugunca fazla bilgi elde edebilecegi
durumlardir. Bilgi acisindan zengin durumlari ¢caligma, ampirik genellemelerden ziyade
derinlemesine anlama imkani saglar (Patton, 2014). Ayrica amagh ornekleme
yontemiyle katilimci se¢mek, ayritili betimlemeyle beraber nitel calismalarin
aktarilabilirligini (dis gegerlik) 6nemli 6l¢iide artirmaktadir (Yildirm ve Simsek, 2011).
Belirli olgiitlere gore farkli basari diizeylerinden 6grenci gruplari ile calisma, ilgili
literatiirde siklikla karsilasilan bir durumdur (Sar1 vd., 2007; Weber, 2001, 2008, 2009).
Arastirmacilar 6zel Ogrencilerin derinlemesine ve zengin bilgi verebilecegini ifade
etmiglerdir. Dryfus ve Tsamir (2004) bu ¢alismada oldugu gibi ¢ok basarili 6zel bir
Ogrenci ile calismistir. Bu Ogrencinin ¢alisma boyunca kendini rahat hissettigi,
konuskan ve bahsedilen durumlarla ilgili agiklama yapmaya goniilli oldugunu
belirtmistir. Bu 6grencinin kendi diisiincesini agik bir sekilde ifade edebildigi ve
sonugclara nasil ulastigini agikladig1 vurgulanmistir. Ayrica 6grenci, siipheye diistiiglinde
bunu aragtirmaci ile paylastigi ve bir karara nasil vardigini agiklayabilmektedir. Buna
gore arastirmalarda bu tarz ¢ok basarili 6zel ogrencilerin durumlarmin analiz
edilmesinin, aragtirmacinin anlamaya ve gostermeye calistigi 6grenme ve muhakeme
stirecini agik bir sekilde gosterdikleri i¢in yararl olabilecegi diistintilmiistiir. Caligmada
basar1 diizeyi diisiik 6grencilerin arastirmaya dahil edilmemesinin sebeplerinden biri de
pilot uygulamada bu tarz Ogrencilerin veri toplama araglarindaki etkinlikleri bos

birakma ya da analizi kolay olmayan ifadeler kullanma egiliminde olmalaridir.

Aragtirma grubu olarak doérdiincii sinifta 6grenim goren dgretmen adaylarinin
secilmemesinin sebebi ise Ogretmen adaylarindan kaynaklanan digsal faktorlerin
(gelecek kaygisi, KPSS vb.) arastirma siirecini olumsuz yonde etkileme olasiliginin
ticiincli siniftaki 6gretmen adaylarma gore daha fazla olmasidir. Bu durum dordiincii
siif 6grencileri ile yapilan pilot ¢aligmada acik bir sekilde goriilmiistiir. Ogrencilerin
tiniversitedeki dersleri, KPSS kurslar1 ve deneme siavlari nedeniyle pilot calismaya
zaman ayirmakta zorlanmiglardir. Bu nedenle &grencilerin ¢alismaya odaklanma

konusunda giigliik yasadiklar1 gézlemlenmistir. Ayrica dordiincii sinifin ikinci donemi



93

itibaryla analiz derslerinin 6gretiminin {lizerinden bir yil gibi uzun bir siirenin gececek
olmasi ilgili kavramlarin unutulmus olma olasiligin1 doguracaktir. Arastirmada,
Ozellikle argiimantasyon silirecinde, Ogrencilerin analiz konular1 kapsaminda
matematiksel iddialarini savunurken mantikli gerekgeler sunabilmesi i¢in belli bir
diizeyde analiz bilgilerinin olmasi gereklidir. Ugiincii simiftaki dgretmen adaylarinin
analiz bilgilerini hatirlama diizeylerinin dordiincii siniftakilerden daha fazla olabilecegi

diislincesiyle arastirma, ti¢lincii siniftaki 6gretmen adaylari ile yiiriitiilmiistiir.

Calismaya katilan 6gretmen adaylarinin gergek isimlerinin yerine takma isimler
kullanilmistir. ilk grup olan ortalama diizeyde akademik basariya sahip 6gretmen
adaylarinin takma isimleri basari sirasina gore Baris, Belma, Bilge ve Buse’dir. Basari
diizeyi yiiksek 6gretmen adaylarinin takma isimleri basari sirasina gore Adem, Ahu,

Aysun ve Aziz’dir

3.3. Veri Toplama Araclari

Bu caligmanin baslica veri toplama araglar1 yar1 yapilandirilmis etkinlik temelli
Klinik miilakatlardir. Bu miilakatlarin amaci 6gretmen adaylarinin analiz alanindaki
arglimantasyon ve ispat slireclerinin ortaya ¢ikarilmasidir. Ayrica, 6gretmen adaylarinin
ispatlama siireglerinin 6nemli bileseni olan ispata yonelik goriisleri arastirilarak ayrintili
bir calisma yapmak istenmistir. Bu amacla 6grencilerin ispata yonelik goriislerini ortaya
cikarabilmek icin arastirmaci tarafindan gelistirilen “Matematiksel Ispata Yonelik
Goriisme Formu” (MIYGF) kullamlmigtir. Ogretmen adaylarmin analizin temel
konularindaki kavramsal bilgilerini, argiimantasyon ve ispat siireclerini ortaya
¢ikarabilmek icin dort adet etkinlik temelli klinik miilakat hazirlanmistir. Bu veri
toplama araglar1 kullanilarak ogrenciler ile yar1 yapilandirilmis goriismeler
gerceklestirilmistir. Gorlisme en az iki kisi arasinda sozlii olarak stirdiiriilen, aragtirmada
cevabr aranan soru ya da konu hakkinda derinlemesine bilgi saglayan bir iletigim

stirecidir (Biiyiikoztiirk, Kilig Cakmak, Akgiin, Karadeniz ve Demirel, 2012).

Ogretmen adaylar1 ile yapilan klinik miilakatlar sayesinde onlarla uzun siireli
etkilesime girilmistir. Bu etkilesim vasitasiyla 6gretmen adaylar1 arastirmaciya alismis
ve siireg icinde sadece calismaya odaklanabilmislerdir. Arastirmaci da Ogretmen

adaylar1 ile uzun siire goriiserek slire¢ sonunda 6gretmen adaylarinin ¢alisilan konu ile
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ilgili davranislarinin doygunluga ulasip ulasmadigini smama firsati elde etmistir.

Asagida ¢alismada kullanilan veri toplama araglar1 hakkinda bilgiler sunulmustur.

3.3.1. Matematiksel ispata yonelik goriisme formu

Ogretmen adaylarinin ispata yonelik goriislerini ortaya c¢ikarabilmek igin
“Matematiksel Ispata Yonelik Goriisme Formu” gelistirilmistir (Ek 1). MIYGF’de
bulunan 10 agik uglu soru ve detayli bilgi elde edebilmek igin hazirlanan sondalar
yardimiyla 6gretmen adaylarinin matematiksel ispata yonelik goriisleri bircok boyutta
ortaya c¢ikarilmak istenmistir. Bu boyutlar kisaca ‘“alg1”, ‘“matematikte ispat”,

“ogretimde ispat” ve “ikna” olarak isimlendirilebilir.

Alg1 boyutunda Ogretmen adaylarinin ispata yiikledikleri anlami ve dogru
yapilmis bir ispatta bulunmasi gereken oOzelliklere yonelik goriislerini belirlemeye
yonelik iki agik uglu soru yer almistir. Ogretmen adaylarindan elde edilecek yamitlarla,
ispata yiikledikleri anlamin yaninda baskasi tarafindan yapilan ispatlarin dogru olup
olmadigina nasil karar verdikleri hakkinda bilgi edinilmesi amaglanmistir. Matematikte
ispat boyutunda, 6gretmen adaylarinin ispatlarin matematikteki onemi ve amacina
yonelik goriislerini ortaya cikarabilmek icin iki acik uglu soru yer almistir. Ogretimde
ispat boyutunda, 6gretmen adaylariin ispatlarin neden 6gretildigi, kendilerine yarari
olup olmadigi, basarili olduklar1 ispatlar ve ispatlarda basarili olabilmek i¢in yapilmasi
gerekenlere yonelik goriislerini almak i¢in dort agik uglu soruya yer verilmistir. Ayrica,
ogretmen adaylarinin bu boyutta bulunan sorulara verdikleri yanitlar ile matematiksel
ispata yonelik olumsuz goriislere sahip olup olmadiklar1 sinanmstir. Ikna boyutunda
bulunan iki agik uclu soru ile 6gretmen adaylarinin matematiksel énermelerin dogru
olup olmadigma kendilerini ve baskalarin1 nasil ikna ettiklerine yonelik goriislerinin
ortaya cikarilmasi amaclanmistir. MIYGEF’de bulunan ikna boyutu disindaki sorularin
hazirlanmasinda daha 6nce yapilan aragtirmalardan yararlanilmistir (Doruk ve Kaplan,
2013a; Giiler, 2013; Giiler ve Dikici, 2012; Imamoglu, 2010; Iskenderoglu ve Baki,
2011; Morali vd., 2006). lkna boyutunda yer alan iki agik uglu sorunun miilakat
formunda yer almasinda Harel ve Sowder’in (2007) goriislerinden esinlenilmistir. Harel
ve Sowder (2007), ispatlama siirecinde bir iddianin dogruluguna 6nce kendini daha

sonra bagkalarini ikna etme gibi iki alt siirecin mevcut oldugunu ifade etmislerdir. Bu
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calismada da 6gretmen adaylariin bu alt siireclerdeki davranislarina yonelik goriislerin

ne oldugu merak edilmistir.
3.3.2. Etkinlik temelli klinik miilakatlar

Ogretmen adaylarinin  argiimantasyon ve ispat siiregleri, analizin temel
konularinda hazirlanan etkinlik temelli klinik milakatlar yardimiyla incelenmistir.
Ogretmen adaylarinin analizin temel konularindan olan “fonksiyonlar”, “diziler”, “limit
ve siireklilik” ve “tirev” konularindaki argiimantasyon ve ispat siireclerini ortaya
¢ikarabilmek i¢in “Fonksiyon Kavramina Yonelik Klinik Miilakat Formu” (EK 2),
“Dizi Kavramina Yonelik Klinik Miilakat Formu” (EK 3), “Limit ve Siireklilik
Kavramlarina Yonelik Klinik Miilakat Formu” (EK 4) ve “Tiirev Kavramima Yo6nelik

Klinik Miilakat Formu” (EK 5) gelistirilmistir.

Miilakat formlar1 dort boliimden olusmaktadir. Birinci bolimde, etkinliklerde
kullanilan kavramlarin formel tanimlar1 yer almistir. Bu tanimlarin sunulmasinin amaci,
O0gretmen adaylarinin bu tanimlara yonelik anlayislarini ortaya g¢ikarmaktir. Ayrica
O0gretmen adaylarina, ihtiya¢ duymalar1 halinde bu tanimlari kullanabilecekleri
belirtilmistir. Bu sayede, 6gretmen adaylarinin tanimlari hatirlama gligligiiniin 6niine
gecilmesi saglanmistir. Ogretmen adaylarinin tamimlart anlama ve kullanabilme
becerileri iizerine odaklanilmistir. Ikinci boliim baskasi tarafindan cesitli tiplerde
olusturulan argiimanlardan olusmaktadir. Bu boliimde dogrudan, celiski bulma,
olmayana ergi ve ters Ornek gosterme ispatlama yontemleriyle yapilmis gecerli
ispatlarin  yaninda, dogrudan ispatlama yOntemiyle yapilmis gegersiz ispat,
tiimevarimsal argiiman ve yanlig bir 6nerme i¢in tiretilen dediiktif argiiman olmak {izere
toplam yedi adet ispat degerlendirme aktivitesi yer almaktadir. Bu etkinliklerle
O0gretmen adaylariin ispat siireci kapsaminda, baskasi tarafindan yapilan ispatlarin
dogrulugunu ya da yanlishgini nasil degerlendirdikleri ortaya ¢ikarilmaya calisilmistir.
Ugiincii  boliimde 6gretmen adaylarinin  dogrulugunu  degerlendirmeleri igin
matematiksel onermeler yer almistir. Her etkinlik temelli miilakatta biri yanlis, digeri
dogru olan iki 6nerme mevcuttur. Bu etkinlikler yardimiyla, 6gretmen adaylarinin ispat
yapmadan Once gegirdikleri ikna olma siireci olan arglimantasyon ve ispat siiregleri
incelenmistir. Bu etkinliklerle ayrica, argiimantasyon ve ispat siireci arasindaki iliski

yapisal olarak ortaya ¢ikarilmaya calisilmistir. Son boliimde ise her miilakatta birer tane
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olmak {izere toplam dort problem bulunmaktadir. Problemlerde matematiksel bir
iddianin dogru oldugu belirtilip 6gretmen adaylarindan bu iddianin dogrulugunu
gostermeleri istenmistir. Bu problemler vasitasiyla, argiimantasyon siireci kapsaminda,
O0gretmen adaylarinin dogru oldugunu diisiindiikleri matematiksel iddialarin1 nasil

savunduklar1 tespit edilmeye ¢aligilmistir.

3.3.3. Etkinlik temelli klinik miilakatlarin hazirlanma siireci

Etkinlik temelli miilakatlarin hazirlanma siirecinden Once tizerinde tartisilan ilk
konu, 6gretmen adaylarinin analiz alanindaki ispat ve argiimantasyon siire¢lerini ortaya
cikarabilecek analiz konularinin belirlenmesi olmustur. Ispat ve argiimantasyon
stireclerinin incelenecegi konularin 6grencilerin yorum yapip akil yiiriitebilecegi
analizin temel konularindan segilmesine gayret edilmistir. Yukarida bahsedilen
durumlarin tartisilmasindan sonra iizerinde calisma yapilacak analiz konularinin
“fonksiyonlar”, “diziler”, “limit ve stireklilik” ve “tiirev”’ konular1 olmasinin uygun
olacagi kararma varilmistir. Bu konularin analizin temel konulart olmasi miinasebetiyle
O0gretmen adaylarinin diger konulara gore fikirlerini daha rahat savunabilecekleri
diistiniilmiistiir. Calismada bu konulara yonelik etkinlik temelli klinik miilakat formlarin
hazirlanmasina karar verilmistir. Ogretmen adaylarinin analizin temel konularindaki
tanimlar1 anlayis bigimlerini ortaya ¢ikarabilmek igin etkinliklerde kullanilan tanimlar
miilakatlara eklenmistir. Bu islemlerin ardindan miilakat formlarinda kullanilacak olan
arglimantasyon ve ispat aktivitelerinin belirlenmesi agamasma gecilmistir. Etkinlik

temelli miilakatlarin hazirlanmasinda asagidaki hususlar dikkate alinmistir;

1. Literatiirde yer alan ¢aligmalar ve kaynak kitaplar incelenmistir (Akkas vd.,
1998; Balci, 1999; Kadioglu ve Kamali, 2003; Ko, 2010; Ko ve Knuth, 2009;
Musayev, Alp ve Mustafayev, 2007; Raman, 2003; Sar1 vd., 2007; Selden ve
Selden, 2003; Yal¢inkaya, 2012).

2. Etkinliklerin 6gretmen adaylarinin seviyelerine ve Ogrenim programlarina
uygun olmasina dikkat edilmistir.

3. Etkinliklerin acik, anlasilir ve 6grencilerin sesli diistinerek fikir yiirtitebilecek
diizeyde olmalar1 amaglanmustir.

4. Argiimantasyon aktivitelerinin birden fazla gerekce kullanilarak dogrulugunu

gosterilebilme imkaninin olmasina 6zen gosterilmistir.
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Yukaridaki Olgiitler dikkate alinarak dort adet etkinlik temelli klinik miilakat
formu taslak olarak gelistirilmistir. Bu veri toplama araglart “Fonksiyon Kavramina
Yonelik Klinik Miilakat Formu”, “Dizi Kavramina Yonelik Klinik Miilakat Formu”,
“Limit ve Siireklilik Kavramlarina Yonelik Klinik Miilakat Formu” ve “Tirev

Kavramina Yonelik Klinik Miilakat Formu” olarak isimlendirilmistir.

3.3.4. Uzmanlarin veri toplama araclar1 hakkindaki goriisleri

Veri toplama araglarinin taslak olarak hazirlanmasinin ardindan veri toplama
araclarinin gegerlik c¢alismalar1 kapsaminda alti uzman akademisyenin goriisiine
bagvurulmustur. Bu uzmanlar bir devlet {iniversitesinin ilkogretim matematik ve
ortadgretim fen ve matematik alanlar1 egitimi alaninda dogent ve yardimci dogent olarak
gorev yapmaktadirlar. Uzmanlar hem analiz ve fonksiyonlar teorisi anabilim dalinda
hem de nitel arastirma konusunda uzman akademisyenlerdir. Uzmanlardan alinan
goriisler dogrultusunda formlarda bulunan yazim hatalar1 ve matematiksel hatalar
diizeltilmistir. Uzmanlarin bir kismu taslak etkinlik temelli miilakatlarda bulunan
aktivitelerin sayisinin fazla oldugunu belirtmislerdir. Bazi uzmanlar da limit ve
stireklilik ile tiirev kavramlarina yonelik ispatlama aktivitelerinin bazilarinin zorluk
diizeyinin yiiksek oldugunu belirtmislerdir. Uzmanlarin tavsiyeleri dikkate alinarak Dizi
Kavramina Yonelik Klinik Miilakat Formu’nda bulunan bir argiimantasyon aktivitesi
formdan ¢ikarilmistir. Limit ve Siireklilik Kavramlarmma Yonelik Klinik Miilakat
Formu’nda bulunan bir argiimantasyon aktivitesi ¢aligmadan cikartilmis ve ispatlama
aktivitelerinde degisiklige gidilmistir. Tirev Kavramina Yonelik Klinik Miilakat
Formu’nda da birer ispat ve argiimantasyon aktivitesi 0lgme aracindan ¢ikarilmistir.
Veri toplama araglari uzman goriisleri c¢ercevesinde diizenlendikten sonra pilot

uygulama icin 6gretmen adaylarinin se¢cimine gegilmistir.

3.3.5. Pilot uygulama icin katihmci se¢imi ve pilot uygulamanin yapilmasi

Pilot calisma gergek arastirma oOlgeginde uygulanabilecek siireglerin sinanmasi
ve uygulanmasi amaciyla yapilan 6n deneme uygulamasidir. Ideal olarak pilot
calismanin katilimcilari, arastirmanin hedef katilimcilari arasindan segilir (Glesne,
2013). Calismanin pilot uygulamasi, arastirmaya goniilli olarak katilmak isteyen

ilkdgretim matematik Ogretmenligi dordiincii sinifinda 6grenim goéren toplam 10
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matematik 6gretmeni adayi ile yiiriitiilmistiir. Pilot uygulamanin yapilmasinin amaci,
ana uygulama oOncesinde veri toplama araglarinin ¢alismanin amacina hizmet edip
edemeyecegini sinamaktadir. Ayrica, pilot uygulama sayesinde c¢alisma siirecinde
karsilagilabilecek aksakliklarin ve olasi sonuglarin onceden goriilmesi agisindan ana
calismaya 151k tutacagi diisiiniilmektedir. Pilot uygulamanin arastirmaci tarafindan beg
hafta siirmesi planlanmistir fakat 6gretmen adaylarmin KPSS kurslar1 ve yaklasan final
sinavlari nedeniyle gorlismeler lic hafta i¢inde gerceklesmistir. Bu siire igerisinde
O0gretmen adaylari ile toplam 50 goriisme yapilmistir. Goriismeler ortalama 45 dakika
siirmiistiir. Ogretmen adaylariyla yapilan gériismelerin kamera yardimiyla kayit altina
alinacag belirtilmis ve dgretmen adaylarinin bu konudaki izinleri almmustir. Ogretmen
adaylar ile yapilan ilk goériismelerde kamera karsisinda tedirgin olduklar1 gézlenmis ve
diger goriismelerin kayit islemi ses kayit cihazi yardimiyla yapilmistir. Pilot
uygulamaya katilan 6gretmen adaylarina miilakat saatlerini ve giinlerini gosteren bir
program hazirlanarak dagitilmistir. Bu sayede ¢aligmanin pilot uygulamasinin planli ve
diizenli bir sekilde yapilmasi saglanmistir. Tablo 3.1’de 6gretmen adaylarinin ¢alisma

programi sunulmustur.

Tablo 3.1.
Pilot Calismaya Katilan Ogretmen Adaylarimn Calisma Programi

Ogretmen Miilakat 1 Miilakat 2 Miilakat 3 Miilakat 4 Miilakat S
aday1
0Al 13.01.2014 15.01.2014 20.01.2014 22.01.2014 27.01.2014
13-14 11-12 13-14 11-12 13-14
OA2 13.01.2014 17.01.2014 20.01.2014 21.01.2014 27.01.2014
15-16 15-16 15-16 15-16 15-16
0A3 13.01.2014 15.01.2014 20.01.2014 22.01.2014 27.01.2014
16-17 16-17 16-17 16-17 16-17
OA4 13.01.2014 17.01.2014 20.01.2014 22.01.2014 27.01.2014
18-19 14-15 18-19 14-15 18-19
0As 15.01.2014 17.01.2014 22.01.2014 24.01.2014 29.01.2014
13-14 11-12 13-14 11-12 13-14
0A6 15.01.2014 17.01.2014 22.01.2014 24.01.2014 29.01.2014
18-19 18-19 18-19 18-19 18-19
0A7 14.01.2014 16.01.2014 21.01.2014 23.01.2014 28.01.2014
8-9 8-9 8-9 8-9 8-9
OAS8 14.01.2014 16.01.2014 21.01.2014 23.01.2014 28.01.2014
9-10 9-10 9-10 9-10 9-10
0A9 14.01.2014 16.01.2014 21.01.2014 23.01.2014 28.01.2014
10-11 14-15 10-11 14-15 10-11
0A10 14.01.2014 16.01.2014 21.01.2014 23.01.2014 28.01.2014
11-12 15-16 11-12 15-16 11-12

OA=Ogretmen aday1
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Pilot uygulamadan elde edilen bilgiler dogrultusunda veri toplama araglarinda
bulunan goriisme sorular1 ve etkinlikler tekrar gozden gegirilmistir. Limit ve Siireklilik
Kavramlarina Yonelik Klinik Miilakat Formu’nda bulunan bir ispat degerlendirme
aktivitesi yeterince secici olmadig1 diisiincesiyle veri toplama aracindan ¢ikarilmustir.
Pilot uygulamaya katilan bazi 6gretmen adaylarinin veri toplama aracinda bulunan
etkinlikleri bos birakma egiliminde olduklari, analizi miimkiin olmayan ifadeler
kullandiklar1 ve diisiincelerini ifade etmeye istekli olmadiklar1 gézlemlenmistir. Bu
O0gretmen adaylarinin akademik ge¢misleri danisman hocasindan yardim alinarak
arastirilmistir. Yapilan arastirma sonucunda bu Ogrencilerin ¢alismanin ilgili oldugu
derslere yonelik basarilarinin diisiik oldugu tespit edilmistir. Bu durum, ¢alismanin belli
bir diizeyde analiz ve ispat bilgisine sahip 6gretmen adaylar ile yapilmasinin yararh
olacag1 diisiincesini desteklemistir. Ayrica pilot uygulama sayesinde, arastirmaci
deneyim kazanmis ve arastirmaci olarak {stlenecegi rolii degerlendirme imkani

bulmustur.

3.3.6. Arastirma grubunun secilmesi ve ana uygulamanin yapilmasi

Calismanin pilot uygulamanin yapilmasinin ardindan veri toplama araglarina son
sekli verilmistir. Veri toplama araglarmin kararli hallerini almalarmin ardindan
aragtirma grubunun se¢imine ge¢ilmistir. Arastirma grubunu ilkégretim matematik
ogretmenligi Uclincii smifinda Ogrenim goren toplam sekiz Ogretmen adayi
olusturmustur. Miilakatlara baslamadan Once arastirma grubuna calisma programi
dagitilmistir. Calismanin verileri, ¢alisma programina bagli kalinarak toplanmistir.

Tablo 3.2°de arastirma grubunun ¢aligsma programi ve miilakat stireleri sunulmustur.
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Osretmen Adaylarimin Calisma Programi
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Ogretmen Miilakat 1 Miilakat 2 Miilakat 3 Miilakat 4 Miilakat §
aday1
Ahu 18.03.2014 25.03.2014 01.04.2014 08.04.2014 15.04.2014
17-18 17-18 17-18 17-18 17-18
[34dk 33sn] [1s 02dk 1sn] [1s 10dk 9sn] [46dk 36sn] [39dk 56sn]
Adem 21.03.2014 28.03.2014 04.04.2014 11.04.2014 18.04.2014
15-16 15-16 15-16 15-16 15-16
[24dk 35sn] [1s 20dk] [1s 11sn] [31dk 2sn] [46dk 22sn]
Aziz 21.03.2014 28.03.2014 04.04.2014 11.04.2014 18.04.2014
17-18 17-18 17-18 17-18 17-18
[20dk 8sn] [1s 28dk 56sn]  [1s 28dk 33sn] [45dk 22sn] [35dk 53sn]
Aysun 21.03.2014 28.03.2014 04.04.2014 11.04.2014 18.04.2014
13-14 13-14 13-14 13-14 13-14
[35dk 12sn] [1s 15dk 8sn]  [1s28dk 57sn]  [1s 25dk 58sn]  [1s 3dk 43sn]
Baris 17.03.2014 24.03.2014 31.03.2014 07.04.2014 14.04.2014
15-16 15-16 15-16 15-16 15-16
[21dk 41sn] [1s 19dk 49sn] [1s 6dk 4sn] [42dk 40sn] [38dk 51sn]
Bilge 17.03.2014 24.03.2014 31.03.2014 07.04.2014 14.04.2014
09-10 09-10 09-10 09-10 09-10
[32dk15sn] [1s 28dk 33sn]  [1s 4dk 57sn] [46dk 42sn] [44dk 55sn]
Buse 17.03.2014 24.03.2014 31.03.2014 07.04.2014 14.03.2014
11-12 11-12 11-12 11-12 11-12
[24dk 38sn] [1s 5dk 19sn] [58dk 30sn] [34dk 33sn] [39dk 36sn]
Belma 18.03.2014 25.03.2014 01.04.2014 08.04.2014 15.04.2014
11-12 11-12 11-12 11-12 11-12
[16dK] [40dk 43sn] [47dk 53sn] [30dk 15sn] [36dk 52sn]

3.4. Verilerin Toplanmasi

Calismanin verileri klinik miilakatlar yardimiyla toplanmustir. Ogretmen
adaylarina goriismelere baslamadan once ¢alisma hakkinda gerekli bilgiler verilmistir.
Calismanin goniilliilik esasma gore yiiriitiilecegi ve istedikleri zaman c¢alismadan
ayrilabilecekleri ifade edilmistir. Ogretmen adaylarmnin isimlerinin gizli tutulacagi ve
takma isimlerin kullanilacagi belirtilmistir. Calismanin video kaydi altina alinmasi
planlanmig fakat pilot uygulamadan elde edilen bilgiler dogrultusunda, Ggretmen
adaylarinin bu durumdan tedirgin olacaklar1 ve dikkatlerini ¢alismaya veremeyecekleri
diistincesiyle ¢alisma ses kaydi altina alinmigtir. Katilimcilardan bu konuda gerekli

izinler alinmistir.

Calismanin ilk haftasinda 6gretmen adaylarinin ispata yonelik goriislerini ortaya
¢ikarmak ig¢in MIYGF uygulanmustir. Ikinci haftada 6gretmen adaylarina “Fonksiyon

Kavramina Yonelik Klinik Miilakat Formu” uygulanmistir. Ugiincii haftada 6gretmen
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adaylarinin diziler konusundaki argiimantasyon ve ispat siireglerini incelemek igin “Dizi
Kavramma Yonelik Klinik Miilakat Formu” uygulanmigtir. Ogretmen adaylarina bu
formda yer alan etkinliklerin reel say1 dizileri ig¢in gegerli oldugu ifade edilmistir.
Calismanin dordiincii ve son haftasinda 6gretmen adaylarina “Limit ve Siireklilik
Kavramlarina Yonelik Klinik Miilakat Formu” ve “Tiirev Kavramima Yonelik Klinik
Miilakat Formu” uygulanmistir. Bu formlarda bulunan etkinliklerin de reel degiskenli

ve reel degerli fonksiyonlar i¢in gegerli oldugu vurgulanmastir.

Gorligmeler arastirmact ile Ogretmen adaylarinin  digsal faktdrlerden
etkilenmeyecegine inanilan bir ortamda gergeklesmistir. Ogretmen adaylarindan
gdriismeler sirasinda sesli diisiinmeleri rica edilmistir. Ogretmen adaylari da genellikle
diisiincelerini sesli olarak ifade etmislerdir. Gorligmeler sirasinda arastirmaci, 6gretmen
adaylarin1 yonlendirici davranislardan kagimmaya calismistir. Ogretmen adaylarmin
diisiincelerini anlamak igin siklikla sorular sorulmustur. Goriismelere baglamadan 6nce
arastirmaci tarafindan sorulacak olan sorularin onlarin ne diisiindiiklerini anlamak icin
oldugu, kesinlikle ydnlendirici bir nitelik tastmadig belirtilmistir. Ogretmen adaylarina

da arastirmacidan bir onay beklememeleri ve buna yonelik soru sormamalar1 istenmistir.

3.5. Verilerin Analizi

Veri analizi, somut veri parcalar1 ve soyut kavramlar, tiimevarim ve
tiimdengelim arasinda ileri geri adim atmay1 igeren karmasik bir siiregtir (Merriam,
2013). Nitel aragtirmada veri analizi, analiz igin verilerin hazirlanmas1 ve
organizasyonunu, sonra verileri kodlamay1 ve kodlarin bir araya getirilmesiyle temalara
indirgemeyi ve son olarak veriyi sekiller, tablolar veya bir tartisma halinde sunmay1

icermektedir (Creswell, 2013).

Ogretmen adaylar1 ile vyapilan goriismelerden elde edilen verilerin
coziimlenmesinde icerik analizi kullanilmistir. Nitel verilerin analizinde genellikle
icerik analizi yapilmakta ve toplanan verilerin diizenlenmesi, Ozetlenmesi ve
yorumlanmasi analizin temel siirecleri arasinda yer almaktadir (Biiytlikoztiirk vd., 2012).
Icerik analizi toplanan verilerin derinlemesine analiz edilmesini gerektirir ve dnceden
belirgin olmayan temalarin ve boyutlarin ortaya ¢ikarilmasina olanak tanir (Yildirim ve

Simsek, 2011).
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Ogretmen adaylarinin argiimantasyon siireclerini ortaya ¢ikarmak igin iirettikleri
tim argiimanlar Toulmin modeline gore analiz edilmistir. Toulmin modeli biligsel
acidan, argiimantasyon ve ispatt hem igcerik hem de yapisal olarak analiz etmeye ve

karsilastirmaya olanak saglayan bir modeldir (Pedemonte, 2007).

Calismada ilk olarak ses kayitlar1 yaziya dokiilmiistiir. Veriler yaziya
dokiiliirken anlagilamayan ve ifadelerden ¢ikartilan yorumlar ig¢in 6gretmen adaylariyla
goriisiilerek anlasilmayan ifadeler aydinlatilmis ve ifadelerden gikartilan yorumlardan
onay alimmuigtir. Miilakat verilerinin yaziya dokiilmesi isleminin ardindan arastirmaci
tarafindan ham verilerden kod ve kategoriler olusturulmustur. Kod ve kategoriler
belirlenirken Ogretmen adaylarinin  yazili ve sozlii beyanlari ortak olarak
degerlendirilmistir. Ogretmen adaylarmin yazili ifadeleri ile arastirmaci ile aralarinda
gecen diyaloglar siklikla tizerinde degisiklik yapilmadan, betimsel olarak sunulmaya
calisilmigtir. Bu sayede arastirma verilerinin giivenilirliginin artirilmast hedeflenmistir.

Calismada elde edilen kategoriler iki uzman akademisyenin kontroliinden ge¢mistir.

Calismadan elde edilen verilerin degerlendirilmesinde hem durum i¢i analizler
hem de capraz durum analizleri yapilmistir. Creswell (2013), coklu durumlar
secildiginde once her durumun ve durumlar icindeki temalarin betimlenmesi olan
durum ig¢i analizin daha sonra da durumun anlaminin yorumlanmasi ya da ¢ikarimlarin
yani sira ¢apraz durum analizi olarak adlandirilan, durumlar arasinda karsilastirmali

tematik analizin yapildigini ifade etmistir.

3.6. Calismada Kullamilan Kategoriler

Bu boliimde etkinlik temelli miilakatlardan elde edilen verilerin igerik analizi
yontemiyle ¢Ozlimlenmesinin ardindan elde edilen kategoriler hakkinda aciklayici

bilgiler sunulmustur.

3.6.1. Ogretmen adaylarinin analizin temel tamimlarimi anlayis sekilleri

Ogretmen adaylarinin analizin temel konularindaki tanimlari nasil anladiklarini
ortaya ¢ikarmak icin ¢alisma yiiriitiilmiistiir. Ogretmen adaylarina fonksiyonlar, diziler,
limit, siireklilik ve tlirev konularindaki formel tanimlar yazili olarak verilmistir.

Kendilerine verilen tanimlardan ne anladiklarini, kendi ciimleleri ile ifade etmeleri
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istenmistir. Bu sayede Ogretmen adaylarinin s6z konusu temel tanimlara yonelik
anlayislarinin ortaya ¢ikarilmasi hedeflenmistir. Yapilan analizler sonucunda 6gretmen
adaylarinin  tanimlara yonelik anlayiglarimin  dort  kategori altinda toplandigi
belirlenmistir. Bu kategoriler sembolik anlama, hatali anlama, kavram karmasasi ve

kavramsal anlama kategorileridir. Bu kategorilere ait bilgiler Tablo 3.5’te sunulmustur.

Tablo 3.3.

Ogretmen Adaylarinin Analizin Temel Tanimlarin Anlayis Sekilleri

Anlayislar Gostergeler

Sembolik Ogretmen adaylar: kendilerine formel bir sekilde verilen tanimi kendi

anlama ctimleleri ile ifade edemezler. Tamimda bulunan ifadeleri tekrarlarlar. Bu
ogretmen adaylarinda séz konusu tamma yoénelik bir kavramsal anlama
belirtisi bulunmamaktadir.

Hatali anlama  Bu anlayisa sahip ogretmen adaylar: kendilerine formel bir sekilde verilen
tammu, kendi ciimleleri ifade etmelerine ragmen agiklamalarinda eksiklikler ve
hatalar mevcuttur. Bu kategorideki o6gretmen adaylari, tammlarin altinda
yatan sezgisel anlamalart dogru bir sekilde ifade edememektedirler.

Kavram Ogretmen  adaylart  tammlart  kendi  ciimleleri ile ifade etmeye
karmasasi calismaktadirlar. Ogretmen adaylarinin agiklamalarina bakildiginda, hatali
anlayisa sahip ogretmen adaylart gibi tammlart dogru bir sekilde
aciklayamadigr ~ goriilmiistiiv. Hatali  anlayisa  sahip olan  ogretmen
adaylarmmdan farkly olarak, bu ogretmen adaylarvun agiklamalarinda séz
konusu tamma ait degil de, farkl tamimlara ait ifadeler goze ¢arpmaktadir.
Ogretmen adaylarimn ifadelerinden farkh bir kavramin tarif edildigi hissi
uyanmaktadir. Ogretmen adaylarinin soz konusu tamimi baska tammlar ile
karigtrdigt ya da yapilan acgiklamalarin farklh  kavramlar: ¢agristirdigi

soylenebilir.
Kavramsal Ogretmen adaylart tammlar: kendi ciimleleri ile ve matematiksel olarak dogru
anlama bir sekilde ifade edebilmektedirler. Ogretmen adaylarmmin ifadelerinden,

tammlarin altinda yatan sezgisel anlamalarin farkinda olduklart goéze
carpmaktadir. Bu kategorideki 6gretmen adaylarinin soz konusu tamimlara
yonelik kavramsal anlamaya sahip olduklarini séylemek miimkiindiir.
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3.6.2. Ogretmen adaylariniin matematiksel 6nermelerin dogruluguna ikna

olmak icin kullandiklarn stratejiler

Ogretmen adaylarinin analiz alanindaki matematiksel 6nermelerin dogru ya da
yanlis olduguna nasil karar verdiklerini ortaya ¢ikarmak hedeflenmistir. Bu amacla
Ogretmen adaylarinin dogrulugunu degerlendirmesi igin, her etkinlik temelli miilakatta
biri dogru, digeri yanlis olan iki dnerme sunulmustur. Ogretmen adaylarmin kendilerini
ikna etmek adina {irettikleri tiim arglimanlar Toulmin modeline gore analiz edilerek
ortaya ¢ikarilmistir. Ogretmen adaylarinin yazili ve sozlii ifadeleri ortak olarak
degerlendirilmistir. Tespit edilen arglimanlara icerik analizi uygulanarak Ogretmen
adaylarinin matematiksel Onermelerin dogrulugunu degerlendirirken kullandiklari
stratejiler baglaminda kategoriler elde edilmistir. Tablo 3.6’da bu kategoriler hakkindaki

bilgilere yer verilmistir.

Tablo 3.4.

Osretmen Adaylarinin  Matematiksel Onermelerin Dogruluguna Ikna Olmak Icin
Kullandiklar: Stratejiler

Stratejiler Gostergeler

Sezgisel ~ Ogretmen adaylari matematiksel onermeye ikna olmak icin dénermenin

disiinme  igeriginden ¢ok goriiniisii ile ilgilenirler. Mantiktan ¢ok sezgiler on plandadur.
Onlara gore onermenin dogru olmasi kulaga mantikli veya dogru gelmesi ile
ilgilidir.

Geemis  Ogretmen adaylart matematiksel bir nermenin dogruluguna ikna olurken
bilgi gecmiste elde ettikleri bilgilerine giivenirler. Bilgiler sorgulanmaz. Ogretmen
adaymin ikna olmast icin oénermeyi ders kitabinda veya defterinde gérmesi,

hocast ya da arkadasgi tarafindan séylenmesi yeterlidir.

Ornek Ogretmen adaylart genel bir énermenin dogru olduguna bir ya da birkag ézel
kullanma  drnek iizerinden deneme yaparak ikna olurlar. Onermelerin dogrulugunu
bozabilecek ters orneklerin mevcut olma ihtimalini goz ardi ederler.

Tammlar  Ogretmen adaylart matematiksel énermenin dogru olduguna kendilerine verilen

tizerinden  formel tammlardaki sembolik ifadeleri manipiile ederek ikna olmaya ¢alisirlar.

muhakeme Tamimlarin altinda yatan kavramsal ozellikleri genellikle goz ardi ederler.
Cogunlukla, anlamini bilmeden matematiksel ifadeleri birbirine benzetmeye
calisarak kendilerini 6nermenin dogru olduguna ikna ederler.

Kavramlar ~ Ogretmen adaylart énermenin dogru olduguna ikna olabilmek icin énermelerde

tizerinden  bulunan tammlara yénelik kavramsal bilgilerini ise kosarlar. Cogunlukla,

muhakeme  tamimlarla uyumliu olan kavram imajlarim kullanarak énermelerin hipotezleri ile
hiikmii arasinda baglanti kurmaya ¢alisirlar.
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Tablo 3.4. (Devami)

Ters 6rnek  Ogretmen adaylar: matematiksel Snermenin yanls olduguna ikna olmak icin
arama genellemeyi bozan bir ters ornek bulmaya calisirlar. Ters ornek bulmalar
halinde siiphe duymadan énermenin yanlis olduguna ikna olurlar.

Ispatim Osretmen adaylart onermenin dogru olduguna ikna olmak icin zihinlerinden

disiinme  onermenin ispatini diigiiniirler. Bu dgretmen adaylari ya benzer bir ispati
hatirlamaya ya da kendileri kurgulamaya ¢alisirlar. Ogretmen adaylar:
cogunlukla ispatin tamanuni diigiinmek yerine bazi parcalarim diistinerek ispatin
yapilabilirligini test ederler. Ispatin yapilabilir oldugunu diisiiniirlerse nermenin
dogru olduguna ikna olurlar.

Ispat Ogretmen adaylart matematiksel bir onermenin dogru olduguna sadece

yapma onermenin ispatint yapmalar: halinde ikna olurlar. Ispatint yapmadan karar
vermezler. Ispati diigiinerek karar veren Ogretmen adaylarindan bu sekilde
ayrilirlar. Ispati diisiinerek ikna olan 6gretmen adaylari icin ispata yénelik birsey
hatirlamalart ya da ispatin yapilabilir olduguna kanaat getirmeleri onermenin
dogru olduguna karar verebilmeleri icin yeterlidir. Ikna olmak icin ispati
yapmalarima gerek yoktur. Bu kategorideki ogretmen adaylar: ise, ispat
urettiklerinde matematiksel 6nermenin dogru olduguna karar verirler.

3.6.3. Ogretmen adaylarinin dogru oldugunu diisiindiikleri matematiksel

iddialarimi savunurken kullandiklar gerekgeler

Ogretmen adaylarimin  argiimantasyon siirecleri kapsaminda matematiksel
onermelerin dogruluguna nasil ikna olduklarinin incelenmesinin ardindan dogru
oldugunu diisiindiikleri matematiksel iddialarin1 nasil savunduklari ortaya ¢ikarilmak
istenmistir. Bu amag¢ dogrultusunda her etkinlik temelli miilakatta birer tane dogrulama
gerektiren problem sorulmustur. Ogretmen adaylarmin ¢dziimlerinde iirettikleri
argiimanlarin tiimii Toulmin modeline gore analiz edilmistir. Uretilen argiimanlarda
kullanilan gerekcgelere icerik analizi uygulanarak kod ve kategoriler elde edilmistir.
Ogretmen adaylarinin kullandiklar1 gerekgelerin toplam alt1 kategori altinda toplandig
tespit edilmistir. Baz1 6gretmen adaylarinin sadece bir kategoride ¢ozlimler yaparken
bazilarinin ise birden ¢ok kategoride ¢oziimler sunduklar1 belirlenmistir. Tablo 3.7°de
O0gretmen adaylarinin iirettikleri arglimanlarda kullandiklar1 gerekgelere yonelik bilgiler

verilmistir.
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Osretmen Adaylarimin  Dogru Oldugunu  Diisiindiikleri Matematiksel Iddialarin:

Savunurken Kullandiklar: Gerekceler

Gerekgeler

Gostergeler

Otoriter
gerekce

Referanssiz
gerekee

Tlimevarimsal
gerekce

Algisal
gerekce

Gorsel
gerekee

Doniisiimsel
gerekee

Osretmen adaylart iddialarim savunmak icin iirettikleri argiimanlarda daha
once hocasi, arkadaslari ve ders kitabr gibi otoritelerden elde ettikleri,
cogunlukla dogru olmayan bilgileri gerekce olarak kullamirlar. Bu gerekgeler
ogretmen adaylart tarafindan sorgulanmadan kabul edilmigtir.

Osretmen adaylar iddialarint savunmak icin iirettikleri argiimanlarda kendi
zihinlerinde yapilandwrdiklari, hicbir matematiksel ve mantiksal temele
dayanmayan bilgilerini gerekce olarak kullanirlar. Bu bilgiler yanlis ogrenilen
bir tamim, teorem ve aksiyom olabilecegi gibi hesaplamalar sonucunda elde
edilen dogru olmayan sonuglar da olabilmektedir.

Ogretmen adaylar: iddialarini savunurken iirettikleri argiimanlarda bir ya da
birkag¢ ozel durumun dikkate alinmast ile elde edilen sonuglar: gerekge olarak
kullamirlar. Iddialarimn birka¢ ozel durum icin saglanmasi genelleme yapmak
icin yeterlidir.

Ogretmen adaylar iddialarim  savunmak icin fiirettikleri argiimanlarda
yetersiz zihinsel gosterimleri gerekce olarak kullanirlar. Bu 6gretmen adaylari
cogunlukla sekiller ve grafikler iizerinden gdsterim yapmaya ¢alisirlar fakat
bu géosterim ikna etmek icin yeterli degildir. Bazen de kullanilan gerekge dogru
olsa bile ikna edici bir gésterim yapilamamaktadir.

Ogretmen adaylar iddialarim savunmak icin iirettikleri argiimanlarinda
gorsel objeleri gerekge olarak kullamirlar. Bu bir sekil, grafik vb. olabilir. Bu
objeler yardimiyla yapilan dogrulama ikna olmak icin yeterlidir. Algisal
gerekgeden farki, yapilan zihinsel gosterimin ikna olmak icin yeterli olmasidir.

Ogretmen adaylar: iddialarini savunmak icin iirettikleri argiimanlara gerekge
olarak tamm, teorem ve aksiyomlart kullamirlar. Tammlart acarak ilerlerler.
Teoremler ve aksiyomlart kullanarak diisiinceler arasinda baglanti kurarlar.
Yaptiklart islemlerin sonuglart iizerinden ve kavramlar arasindaki baglantilar
muhakeme ederek sonuca ulasirlar. Ust diizey basariya sahip Ogrencilerin
kullandiklar: gerekge tipidir. Bu tip ogretmen adaylar: argiimanlarinda
informel gosterimlerden kaginirlar.

3.6.4.

Ogretmen adaylarinin  bagkas1 tarafindan yapilan ispatlar

degerlendirirken kullandiklar: stratejiler

Ogretmen adaylarmin bagkasi tarafindan yapilan ispatlarin  dogru olup

olmadigina nasil ikna olduklarini ortaya ¢ikarmak amaciyla calisma yiiriitilmistiir.

Ogretmen adaylarna analizin farkli konularinda ve farkli tiplerde ispatlar sunulmustur.

Klinik miilakatlarda ogretmen adaylarinin degerlendirmeleri igin yedi adet ispat



107

kullanilmigtir. Bu ispatlar; dogrudan, c¢eliski bulma ve olmayana ergi ispatlama
yontemleri ile yapilan gegerli ispatlar, ters ornek ile yapilan ispat, gegersiz dediiktif
ispat, gecersiz dediiktif argiiman ve tiimevarimsal argliimandir. Bu ispatlardan i
dogrudan, ¢eliski bulma ve olmayana ergi ispatlama yontemleri ile yapilan gecerli
ispatlardir. Bu ispatlar yardimiyla 6gretmen adaylarin dogru ispatlari nasil inceledikleri
ve ispatlama yontemleri hakkindaki bilgileri agiga ¢ikarilmak istenmistir. Ayrica farkl
ispatlama yontemleri ile yapilan ispatlar kullanilarak olabildigince ¢esitlilik saglamak
amaclanmistir. Tiimevarimsal ispat yontemi ile yapilmis ispatlara yer verilmemesinin
sebebi, tiimevarimsal ispat yonteminin kendine has adimlari sebebiyle fark edilmesinin
kolay olmasidir. Bu yilizden tiimevarimsal ispat yontemiyle yapilan ispatlarda detayli
inceleme yapmadan, sadece ispatin gorlintiisiine bakarak kullanilan ispatlama
yonteminin belirlenme ihtimali yiiksektir. Miilakatlarda kullanilan etkinliklerin bir
tanesi, ters ornek yardimiyla yapilan bir ispattir. Genel bir 6nermenin yanlighigi ters
ornek tretilerek gosterilmistir. Bu etkinligin amact da 6grencilerin ters ornekler ile
yapilan ispatlart nasil degerlendirdiklerini ortaya ¢ikarmaktir. Ayrica bu etkinlik
yardimiyla Ogretmen adaylarmin ters oOrneklere yonelik bilgileri sorgulanmustir.
Miilakatlarda yer alan ispatlardan bir tanesinde, ispatta yer alan Kkilit ifade ispatin
gecerligini bozacak bir sekilde degistirilmistir. Yanlis yapilan bu ispat ile 0gretmen
adaylarmin ispatlardaki kilit ifadelere dikkat edip etmedikleri sinanmak istenmistir.
Miilakatlarda yanlis bir Onerme igin iiretilen dediiktif tarzda bir argliman
olusturulmustur. Bu etkinligin amaci da Ogretmen adaylarinin dediiktif arglimanlara
bakis acilarmi ortaya c¢ikarmaktir. Son olarak miilakatlarda Ogretmen adaylarina
onermenin dogrulugu icin tiimevarimsal bir argiiman sunulmustur. Onermenin dogru
olduguna yonelik bir 6rnek kullanilmistir. Buradaki amag, Ogretmen adaylarmin

tiimevarimsal arglimanlara nasil yaklastiklarini ortaya ¢ikarmaktir.

Ogretmen adaylarindan baskasi tarafindan yapilan ispatlar1 degerlendirmeleri
istenmistir. Ogretmen adaylarindan degerlendirme yaparken sesli diisiinmeleri rica
edilmistir. Arastirmaci gerekli yerlerde Ogretmen adaylarma sorular sorarak
diisiincelerini  aciga c¢ikarmaya c¢alismistir.  Ogretmen adaylarinin  ispatlar
degerlendirmelerinin ardindan dogru, kismen dogru ve yanlis seceneklerinden biri ile
belirtmeleri ve verdikleri Kararlarin gerekgelerini yazmalari istenmistir. Ogretmen

adaylarinin ispatlar1 degerlendirirken sesli diisiinceleri, arasgtirmacinin sorularina
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verdikleri yanitlar ve yazdiklar1 gerekgeler dikkate alinarak o6gretmen adaylarinin
bagkas: tarafindan yapilan ispatlari degerlendirirken kullandiklar1 stratejiler
belirlenmistir. Ogretmen adaylarinin ispatlar1 degerlendiritken cogunlukla birden ¢ok
strateji kullandiklar1 tespit edilmistir. Kullanilan stratejilerin genel olarak argiiman
incelemesi, yapisal inceleme ve otoriter inceleme olmak iizere {li¢ kategori altinda
toplandig1 belirlenmistir. Ayrica bu kategorilerin altinda bir¢ok alt kategori tespit
edilmistir. Tablo 3.6’da Ogretmen adaylarinin baskasi tarafindan yapilan ispatlari

degerlendirirken kullandiklar stratejiler sunulmustur.

Tablo 3.6.
Osretmen Adaylarimin  Baskas: Tarafindan Yapilan Ispatlari Degerlendirirken
Kullandiklar: Stratejiler

Stratejiler Gostergeler
Argiiman Ogretmen adaylart ispatlar: satir satir incelerler. Ispatlarin icerisindeki lokal
incelemesi argiimanlara odaklanwrlar. Ispatlarin satirlart icerisinde iglemsel bir hatanin

mevcut olup olmadigimi, bir ifadeden digerine gegilirken kullanilan
gerekgelerin dogrulugunu kontrol ederler. Ispatlarda énemli bir yere sahip
olan ve teoremin hipotezlerinden elde edilen verileri bir sonraki asamaya
tasimayr saglayan kilit ifadelere dikkat ederler. Kilit ifadeler sayesinde
teoremin hipotezinden elde edilen bilgiler, kavramsal anlayislar ise kosularak
teoremin hiikmiine ulasmada kullamlabilmesi igin hazir hale getirilir.

Yapisal Ogretmen  adaylart  ispatlari,  ispatin  icerigine girmeden, ispatin
inceleme basamaklarimin ~ dogrulugunu ya da basamaklar arasindaki iliskiyi
sorgulamadan incelerler. Ispatin dogruluguna disaridan bakarak yapisal
ozelliklerine gére karar verirler. Yapisal inceleme stratejisini yiizeysel
inceleme ve ispatlama yontemi olarak iki gruba ayirmak miimkiindiir. Yiizeysel
inceleme yapan dgretmen adaylart tamimlarin ve teoremin hipotezlerinin
kullanilip kullamlmamasina dikkat ederler. Ayrica ispata nasu baslandigi ve
teoremin hiikmiine ulasilip ulasilamamasina odaklanarak baslangic ve sonug
odakl bir yaklasim sergilerler. Bazi durumlarda, ogretmen adaylari ispatlari
incelerken kullanilan ispatlama yonteminin uygunluguna ya da argiimanlarin
yapilarina dikkat ederler. Ornegin bazi gretmen adaylart tiimevarimsal
argiimanlary ispat olarak kabul ederken bazilari da o6grendigi ispatlama
yonteminden farkli bir ispatlama yontemi ile yapilmig ispatlart kabul etmezler.

Otoriter Ogretmen adaylart ispatlart incelerken ispatlardaki argiimanlart sorgulamaz

inceleme va da ispatlart yapisal olarak incelemeye ¢alismazlar. Sorulan ispat daha once
ezberledikleri ya da kendilerine tanidik gelen bir ispat ise ispati hatirlamaya
calisirlar. Ogrendigi ispata benzer semboller ya da ifadeler ararlar. Bazi
ogretmen adaylart da ispatlart degerlendirirken bildikleri farkl ispatlar
diisiinerek incelemekte oldugu ispata uyarlamaya c¢alisirlar. Ogretmen
adaylarmmin ispatin dogrulugu icin verdikleri kararlar, daha once hocalarinin
yaptigi ya da kendilerinin ezberledikleri ispatlart hatirlama durumlart ile
yakindan alakalidur.
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3.6.5. Ogretmen adaylarinin ispat yapma durumlari

Ogretmen adaylarmin dogru oldugunu diisiindiikleri onermeler igin ne tiir
ispatlar iirettiklerini ortaya ¢ikarmak amaciyla calisma yapilmistir. Ogretmen adaylarina
her miilakatta bir adet dogru 6nerme sunulmus ve verdikleri kararlar1 savunmalari
istenmistir. Ogretmen adaylarmin dogru énermeler icin iirettikleri ispatlar incelenmistir.
Ogretmen adaylari iiriinlerini yazili olarak vermislerdir. Gerekli goriildiigii durumlarda
O0gretmen adaylarma soru sorularak ispatlarini nasil yaptiklar1 hakkinda bilgiler
almmistir. Ogretmen adaylarinin iirettikleri ispatlar &zelliklerine gére igerik analizi
uygulanarak gruplara ayrilmistir. Yapilan inceleme sonucunda &gretmen adaylarinin
ispatlariin 6zelliklerine gore dokuz kategori altinda toplandig: tespit edilmistir. Tablo
3.7’de ogretmen adaylarinin {rettikleri ispatlarin  6zellikleri hakkinda bilgiler

sunulmustur.

Tablo 3.7.

Osretmen Adaylarimin Ispat Yapma Durumlar:

Ispatlar Gostergeler

Dogru ispat Dogru ispatlarda tammlar ifade edilip acilarak teoremin hipotezinden
hiikmiine ulagilir. Ispatta bir biitiinliik vardir. Matematiksel olarak dogru
ifadeler kullamlir. Ispatlar matematiksel ve mantiksal olarak olarak genel,
dogru ve ikna edicidir.

Kismen dogru  Kismen dogru ispatlar, dogru ispatlar gibi bir Dbiitiinliik icerisinde
ispat matematiksel olarak ifade edilmistir. Ispatin genelligini ya da matematiksel
olarak dogrulugunu temsil eden ifadeler acikca belirtilmemistir. Ispatta
bulunan bu kilit ifadeler bulunmadigr icin ispatin gegerli olup olmadig
hakkinda bir sonuca varilamamaktadir. Bu tir ispatlarda eksikliklerin

oldugu soylenebilir.

Gegersizispat  Gegersiz ispatlar dogru ispatlar gibi biitiinliik icerisinde matematiksel
olarak yazilan ispatlardir. Bu ispatlarin icerisinde bulunan bazi yanlg
ifadeler ispatin genelligini bozmaktadir. Uygun bir ters ornek yardimiyla bu
ifadelerin dogrulugu ciiriitiilebilir. Yazim yanhshgimin disindaki, bilingli
olarak yapilan, énemli matematiksel notasyonel hatalart bulunan ispatlar
bu gruba girer.

Agiklama Bu ispatlar da bir biitiinliik icerisinde tamamlanmis ispatlardir. Kullanilan
dil geneldir. Matematiksel kavramlarin altinda yatan sezgisel diisiinceler
kullanilarak agiklama yapilir. Ispatin neden dogru olmasi gerektigi ifade
edilir. Kullamlan ifadeler matematiksel ya da dediiktif tarzda degil giinliik
konusma dilindedir.
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Tablo 3.7. (Devami)

Ornekle
dogrulama

Bu ispatlarda onermenin dogru oldugu, bir drnek iizerinden gosterilir.
Onermeyi dogrulayan bir ya da birka¢ durum goz éniinde bulundurularak
dogrulama yapimaya c¢alisihr. Kullamlan argiimanlar, timevarimsal
argiimanlardir. Bu sekilde yapilan ispatlar biitiinliik icinde, matematiksel
olarak dogru ifadeler kullanilsa bile genel argiiman olmaktan uzaktir.

Tanimlar:
manipiile etme

Tamimlari
kopyalama

Tamamlanmamis
ispat

Hipotezi yazma

Bu ispatlar da bir biitiinliik icerinde tamamlanmis ispatlardir. Ispatlar
incelendiginde ogretmen adaylar: kendilerine verilen formel tanmimlarin
anlamlarmmi  bilmeden kullanildigi goriilmektedir. Tammlarda bulunan
sembolik ifadeleri ¢ogu zaman matematiksel temeli olmayan bir sekilde
degistirerek arzu edilen sonuca ulasimaya ¢alisilir.

Bu ispatlarda 6gretmen adaylari, kendilerine verilen formel tammlart
ispatlarina kopyalayarak ispat yapmaya ¢alisirlar. Tanimlart manipiile eden
ogretmen adaylarindan  farkli  olarak tammlart acarak ilerletmeye
calismazlar. Ifadeler arasinda derin mantiksal bosluklar vardr.

Bu ispatlarda tammlar kullanilarak ilerlemeye c¢alisilmis fakat ispatta
ileriye gidilemeyerek yarim birakilmigtir.

Bu ispatlarda sadece ispatlanmak istenen teoremin hipotezi tekrar yazilmig
ve oylece birakilmistir.

3.6.6. Ogretmen adaylarinin ters 6rnek iiretme durumlari

Ogretmen adaylarinin yanls dnermeler icin ne tiir iiriinler iirettiklerini incelemek

amaciyla miilakatlarda dort adet yanlis dénerme sunulmustur. Ogretmen adaylarinin

yanlis 6nermeler igin iirettikleri iiriinler incelenmistir. Ogretmen adaylarmin iirettikleri

triinleri yazili olarak alinmis, gerekli goriildiigli yerlerde sorular sorularak bilgi

almmistir. Ogretmen adaylarinin yanls énerme igin iirettikleri ters drneklerin 6zellikleri

bakimindan toplam sekiz kategoriye ayrildigi belirlenmistir. Tablo 3.8’de bu kategoriler

hakkinda bilgiler sunulmustur.
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Osretmen Adaylarimin Ters Ornek Uretme Durumlar:

Ters ornekler

Gostergeler

Dogru ters
ornek

Gegersiz ters
Ornek
Ters 6rnek

yok

Ispatla
yanliglama

Ispat kullanma

Aciklama
yapma

Ispat

Ornekle
dogrulama

Ogretmen adaylar: énermeyi yanhslayan gecerli bir ters ornek iiretmislerdir.
Ters ornegin neden onermeyi yanlisladigim dogru bir sekilde aciklamislardir.

Ogretmen adaylar: onermeyi yanhgslayan ters ornek bulmaya calismuslar fakat
basarili olamamislardir. Ters ornek olarak one siirdiikleri ornekler onermeyi
yanlislamak icin gerekli ozellikleri tasimamaktadir.

Ogretmen adaylart so6z konusu onermelerin yanls oldugunu diisiinerek ters
ornek bulmaya ¢alisnmislar fakat basarili olamamiglardir.

Osretmen adaylart énermeyi dogrulamak icin ispat yapmaya ¢alismislardir.
Ispatlarinda mantiksal olarak bir eksiklik gérmiislerdir. Onermeyi yanhslamak
icin ispatin neden yapilamayacagini izah etmeye ¢alismislardir. Ispatlarindaki
celiskili durumun 6nermenin yanlis oldugunu gostermek icin yeterli oldugunu
ifade etmislerdir.

Ogretmen adaylar: 6nermeyi yanhslamak icin énermenin ilgili oldugu farkl
bir teoremin ispatini yapmuislardir. Bu teoremin ispatina dayanarak séz konusu
onermenin yanlis oldugunu ifade etmiglerdir.

Ogretmen adaylart énermeyi yanlislamak icin ters érnek bulmaya calismak
yerine onermenin neden yanlis oldugunu agiklamaya ¢alismiglardir.

Ogretmen adaylar yanls olan énermenin dogru oldugunu diisiinerek ispat
yapmaya calismislardwr. Ispatlarimi kendilerine gdore ramamlayarak ya da
ispatlarint yarim birakarak onermenin dogru oldugu sonucuna ulagmiglardir.

Ogretmen adaylart yanhs olan énermenin dogru oldugunu diisiinerek
dogrulamaya ¢alismislardir. Onermeyi dogrulamak igin bir ya da birkag¢ érnek
ile onermenin dogru oldugunu gostermislerdir.

3.6.7. Ogretmen adaylarinin argiimantasyon siirecleri ile ispat siirecleri

arasindaki yapisal iliskinin analizi

Ogretmen adaylarinin argiimantasyon siireci ile ispat siireci arasindaki iliskinin

analiz edilmesinde Pedemonte’nin (2007) ortaya attig1 yapisal biitiinliikk hipotezi dikkate

alinmistir. Pedemonte (2007) arglimantasyon ile ispatt yapisal olarak karsilagtirabilmek

icin 6grencilerin kullandiklar1 arglimantasyonlar1 ii¢ yapiya ayirmis ve analizlerinde

kullanmistir. Bu argliman yapilar1 dediiktif, abdiiktif ve indiiktif (tlimevarimsal)

yapilardir. Analizlerinde &grencilerin ispat yapmadan Once, dnermenin dogruluguna

ikna olmak i¢cin ya da varsayim olusturmak icin gecirdigi diisiince siirecini
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arglimantasyon ile ifade etmistir. Bu siire¢ sonunda bir karara varilarak, verilen kararin

dogrulugunu goéstermek igin {iriin ortaya koyma stireci de ispat olarak isimlendirilmistir.

Ogrencilerin argiimantasyon ile ispat siireclerinin yapilar1 ayr1 ayr1 incelenmis ve
iki stire¢ arasindaki yapisal iligkiler analiz edilmistir. Bu ¢alismada, Pedemonte (2007)
tarafindan {ine siiriilen ii¢ yap1 olan indiiktif, abdiiktif ve dediiktif yap1 cogunlukla Harel
ve Sowder (1998) tarafindan One siiriilen ispatlama semalarindan yararlanilarak
genigletilmistir. Bu sayede Ogretmen adaylarinin argiimantasyon siiregleri ile ispat
stiregleri arasindaki yapisal iligski ayrintili olarak betimlenmek istenmistir. Bu amag
dogrultusunda 6gretmen adaylarina miilakatlarda dort adet dogru dnerme sunulmustur.
Ogretmen adaylarmdan énce bu onermelerin dogru olup olmadigma karar vermeleri
istenmistir. Burada amac¢ 6gretmen adaylarinin 6nermenin dogruluguna ikna olmak i¢in
iirettikleri argiiman yapilarmi ortaya ¢ikarmaktir. Ogretmen adaylarindan dnermelerin
dogrulugu hakkinda bir karara varmalarmin ardindan kararlarinin dogrulugunu
gdstermeleri Ve verdikleri karara iliskin yazili bir iiriin iiretmeleri istenmistir. Ogretmen
adaylarinin argiimantasyon siirecleri ¢alismada elde edilen gerekge tipleri kullanilarak
analiz edilmistir. Ispat siirecleri ise gerekge tipleri ile paralel olan Harel ve Sowder’in
(1998) ispatlama semalarina gore degerlendirilmistir. Bu iKi siiregteki yapisal 6zellikler,
birbiri ile karsilastirilmis ve siirecler arasindaki Orilintiiler ortaya ¢ikarilmaya
calisilmistir. Her iki siiregte 6grencilerin hem yazili hem de sozlii beyanlari ortak olarak
degerlendirilmistir. Tablo 3.9°da 6gretmen adaylarinin argiimantasyon ve ispat

yapilarmin analizinde kullanilan kategorilere yonelik bilgiler sunulmustur.



Tablo 3.9.

Osretmen Adaylarimn Argiimantasyon ve Ispat

Kullanilan Kategoriler
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Stireclerinin  Yapisal Analizinde

Yapilar Argiimantasyon Ispat

Otoriter Ogretmen adaylart onermenin dogru Ogretmen  adaylar  ispatlarini
olduguna diisiince siirecine girmeden Yaparken daha once ezberledikleri,
ikna olurlar. Séz konusu onermenin zihinlerinde olan bir algoritmay:
dogrulugunu  bildikleri, baska bir takip etmeye calisirlar. Yazdiklar
verde gordiikleri, arkadaslari ya da ifadelerin  anlamim  diistinmezler.
hocalar tarafindan soylendigi i¢in Daha oOnce yaptiklar: ispatlari
kabul ederler. hatirlamaya ¢alisirlar ve onlara

benzetmeye calisirlar.

Sezgisel- Ogretmen adaylar ifadenin  Ogretmen  adaylar:  ispatlarinda

Sembolik iceriginden  ¢ok  goriintisii  ile anlammi  bilmeden matematiksel
ilgilenirler. Onermenin dogruluguna tammlarnt  ya  da  sembolleri
ikna olurken daha c¢ok sezgilerine kullanwrlar. Anlamlarini  bilmeden
giivenirler. Bu ogretmen adaylarimin  matematiksel  ifadeleri  manipiile
bir  ifadenin  dogruluguna  ikna ederek sonuca ulasmaya calisirlar.
olmalart ig¢in matematiksel goriinmesi Burada amag¢ ispatin matematiksel
va da kulaga mantikli gelmesi gériinmesini saglamaktir.
yeterlidir.

Algisal Ogretmen adaylart  6nermeye ikna Ogretmen  adaylart  ispatlarinda
olmak icin yetersiz zihinsel gelismemis  zihinsel  imajlarini
gosterimleri  kullamirlar.  Cizdikleri  kullamirlar.  Ispatlarinda  zihinsel
sekil ve grafiklerden yararlamirlar. imajlarinin géstergesi olan sekil ve
Bazi ogretmen adaylari kismen dogru  grafiklerden yararlanmiriar.
bilgileri ya da gelismemis kavram Kavramlaria  ilgili  gelismemis
imajlarint kullanarak ikna olmak icin zihinsel  imajlarindan  kaynakl
yeterli olmayan agiklamalar yaparlar.  olarak  gecerli ~ bir  gosterim

yapamazlar.

Tiimevarimsal  Ogretmen adaylar: onermenin dogru  Ogretmen adaylar: ispatlarin bir ya
olduguna bir ya da birka¢ durumu goz da birka¢ durum iizerinden yaparlar.
oniinde bulundurarak karar verirler. Onermelerin ispatlarini ¢ogunlukla
Onerme cebirsel formda ise bir ya da  ozel bir 6rnek kullanarak yaparlar.
birka¢ ozel degeri yerine yazarak
¢tkan sonuca gore karar verirler.

Dediiktif Ogretmen adaylar onermenin  Ogretmen adaylart ispatlarini formel

dogruluguna ikna olmak igin gegerli
tamim, teorem ve aksiyomlar: gerekce
olarak kullamirlar. Tamimlarla uyumlu
kavramsal bilgilerini ige kosarlar. Bazi

ogretmen adaylari da onermenin
dogru olduguna ikna olmak icin
tammlart  agip  ilerleterek  ispat

yapmaya ¢aligirlar.

¢tkarimda  bulunarak  yaparlar.
Tamim, teorem ve aksiyomlar
kullanmwrlar.  Genellikle  tanmimlar
acarak ilerlerler. Gelismis
kavramsal  bilgilerini, ispatlarin

icerisinde tirettikleri argiimanlara
gerekce olarak tamim, teorem ve
aksiyomlar gibi doniisiimsel
gerekgeleri kullamirlar.




4. BULGULAR ve YORUM

DORDUNCU BOLUM

4.1. Ogretmen Adaylarinin Matematiksel ispata Yonelik Goriisleri

Arastirmanin birinci sorusuna yanit bulabilmek i¢in 6gretmen adaylariyla yari

yapilandirilmis  goriismeler

yaptlmistir. Gorlismelerde ilk olarak &grencilerin

matematiksel ispata ne anlam yiiklediklerini 6grenmek amaciyla “Matematiksel ispat

sizin i¢in ne anlam ifade ediyor?” sorusu yoneltilmistir. Alinan cevaplarin yedi kategori

altinda toplandigi belirlenmistir. Bu kategoriler hakkinda bilgiler Tablo 4.1°de

sunulmustur.

Tablo 4.1.

Osretmen Adaylarinin Matematiksel Ispata Yiikledikleri Anlam

Ornek ifadeler

Kategoriler Ogretmen
adaylar1
Sembolik Ahu
aciklama
Mantikh Adem
aciklama
Neyin nereden Baris
geldigini Belma
o0grenmek
Dogruluk Aziz, Aysun
Ispatlama Bilge
yontemleri
Tekrarlamak Bilge
Aciga cikarmak Buse

Ahu: Matematiksel ispat deyince daha ¢ok epsilon, delta gibi
matematiksel semboller ile agiklanan birsey oldugunu
anliyorum.

Adem: Matematiksel ispat deyince iste matematikle ilgili
verilerin, problemlerin akla ve mantiga uygun bir sekilde
aciklanmasu.

Belma: Kanit, teoremleri daha iyi anlamak ve ogrenmek
amaciyla yani neyin, nereden ve nasil geldigini ortaya
¢tkarmak icin yapilan birsey. Hani teoremi ezberlemek
yerine ispatini Ogrenerek neyin, nereden, nasil c¢iktigin
ogrenmek.

Aziz: Birseyin dogrulugunun gosterilmesi.

Bilge: Dolayl: ispat, ispat metotlar: geliyor aklima.

Bilge: Daha onceden ispatlanmis birseyi bize oOgretilen
sekliyle, matematiksel kurallara uygun bir sekilde yapilmig
akla uygun bir sekilde gosterilmesi.

Buse: Herhangi bir matematiksel konu iizerinde birseyin
agiga ¢ikarilmast yani herkes tarafindan kabul edilmesi gibi
birsey.

Tablo 4.1 incelendiginde 6gretmen adaylarinin yarisinin (Ahu, Adem, Baris,

Belma) ispata sembolik agiklama, mantikli agiklama ve neyin nereden geldigini
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o0grenme anlamlarini yiikledikleri tespit edilmistir. Buna gore 6gretmen adaylarinin
yarisinin ispatin agiklama fonksiyonunu goz oniinde bulundurdugu sdylenebilir. Ahu,
bu 6gretmen adaylarindan biraz farkli olarak, ispata sembolik agiklama anlamini
yiiklemistir. Aziz ve Aysun matematiksel ispatin bir seyin dogrulugunun gosterilmesi
oldugunu belirtmiglerdir. Sadece Buse, ispat denince aklina birseyin agiga
cikarilmasinin geldigini belirtmistir. Bilge ise ispat deyince aklina ilk gelen seyin
ispatlama metotlar1 oldugunu, daha sonra da matematikcilerin daha onceden yaptiklari

seylerin tekrar gosterilmesi oldugunu ifade etmistir.

Ogretmen adaylarindan ispata ne anlam yiikledikleri hakkinda goriisleri
alindiktan sonra, matematiksel ispatin amacina yonelik goriisleri alinmigtir. Goriislerin
alt1 kategori altinda toplandig1 belirlenmistir. Tablo 4.2°de bu kategoriler ve bu

kategorilerin olusmasini saglayan 6rnek ifadelere yer verilmistir.

Tablo 4.2.

Osretmen Adaylarimin Ispatin Amacina Yonelik Goriisleri

Kategoriler Ogretmen Ornek ifadeler
adaylar
Bir ifadenin Ahu Ahu: Matematiksel ispatin amaci, matematiksel ifade
dogrulugunun Bilge gercek mi degil mi onu ifade etmektir.
gosterilmesi Aysun Aziz: Hocam iste bir yol bulunur, bu yolun gecerligini

Aziz dogrular.

Kesfetmek Ahu Buse: Ispatta amag baska kurallari, formiilleri kullanip
Buse bilinen  seyleri  kullanarak  bilinmeyeni  bulmak,

kesfetmektir.
Siipheyi ortadan Adem Adem: Benim diisiincem, drnegin bir ozellik verildigi
kaldirmak zaman ispatlanmazsa stiphe oluyor. Yani dogru mu, biitiin

durumlar icin gegerli mi diye. Ispat oldugu zaman daha
giiven duyuyorsunuz. Ispat oldugu zaman o siipheyi
ortadan kaldwriyor.

Neyin nereden Baris Baris: Ispatla birlikte neyin nereden geldigi bilinir.
geldigini bilmek
Konular1 daha iyi Belma Belma: Ashinda ispat matematik¢ilerin  hani, teorem,
kavratmak ashinda  ispatlardan  yola  ¢ikarak  teoremlerin

bulunduguna inaniyorum ben. Matematikgilerin ugrastigi
daha sonra 6grencilerin konulari daha iyi kavramasi igin
verilmesi gerek diye diisiiniiyorum.
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Tablo 4.2 incelendiginde, 6gretmen adaylarmin yarisinin (Ahu, Bilge, Aysun,
Aziz) ispatin amacimin dogrulama yapmak oldugunu belirttikleri goériilmistiir. Bu
Ogrenciler ispatin matematiksel bir ifadenin ya da bulunan bir matematiksel yontemin
gecerli olup olmadigini kontrol ettigini belirtmislerdir. Ahu ve Buse ispatin amacinin
kesfetmek oldugunu ifade etmislerdir. Onlara gore ispatin amaci bilinenlerden hareket
edilerek bilinmeyen yeni seyler bulmaktir. Adem ise ispata sosyal acidan bakarak
matematiksel ispatlarin amacinin bir ifade iizerindeki slipheyi ortadan kaldirmak
oldugunu belirtmistir. Adem ortaya atilan bir 6zellik ya da kuralin dogrulugu
hakkindaki siiphelerin ispat sayesinde ortadan kalktigini ve herkesin bdylelikle o
ozellige ikna olabilecegini belirtmistir. Baris, ispatin amacinin birseyin nereden ve nasil
geldigini belirtmek oldugunu ifade etmistir. Belma ise ispatlarin matematikgilerin bir
ugrast oldugunu ifade ederek 6grencilere konulart daha iyi kavratmak gibi bir amacinin

oldugunu belirtmistir.

Ogretmen adaylarmin ispatin amacina yonelik goriisleri alindiktan sonra ispatin
onemi hakkinda goriis bildirmeleri istenmistir. Goriismelerde biitlin 6gretmen adaylari
ispatin matematikte 6nemli bir yere sahip oldugunu belirtmiglerdir. Bunun iizerine
O0gretmen adaylarinin matematiksel ispatlarin neden 6nemli olduguna yonelik goriigleri
almmugtir. Goriislerin alt1 kategori altinda toplandigi belirlenmistir. Tablo 4.3’te bu

kategoriler ve kategorilerin olugmasini saglayan 6rnek ifadeler sunulmustur.
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Osretmen Adaylarimin Ispatin Neden Onemli Olduguna Yonelik Goriisleri

Kategoriler ~ Ogretmen Ornek ifadeler
adaylar
Siipheyi Ahu Ahu: Onemi soyle: ispatin oneminden bahsediyorsak onun
ortadan Adem olmadigini diigiinmemiz lazim. Ispat olmasaydi, 0 zaman
kaldirir Aysun ortalik c¢ok karisirdr gibime geliyor. Yani simdi bilim
Bilge adamlart bir teorem ortaya atti diyelim. Onun aksini de
savunabilen olur. Simdi bunlarin hangisinin dogru olduguna
nasil karar verecegiz? Onlart ispatlamalar: lazim ki hangi
bilginin dogru olduguna karar verelim.
Kavramsal Aysun Aysun: Onemlidir, ¢iinkii matematik somut degil soyut. Eger
bilgiyi Barisg biz bunu kafamizda oturtamazsak inanamayiz. O yiizden
kuvvetlendirir Belma matematiksel  ispat  onemlidir.  Ciinkii  kavramlar
kavrayabilmemiz i¢cin boyle seyler gereklidir.
Zor isleri Aziz Aziz: Dedigim gibi zor isleri daha da kolaylastirma igin
kolaylastirir onemlidir.
Bilgilerin Baris Baris: Ispat yapma, ogrencilerin kavramsal bilgilerini daha
kahcihigim da kuvvetlendirir. Unutmaz. Ezberlese bile onun nereden
saglar geldigini de bilse o zaman uzun yillar boyunca unutmaz. Kisa
stirede unutmaz, ispat onun icin onemlidir yani.
Bilginin Buse Buse: Ispatlar matematikte onemlidir. Ciinkii herhangi
devamhihgini birseyi ispatlayamazsak bundan sonra gelecek konulari da
saglar bulamayiz. Mesela, geometride olsun, analizde olsun ondan
sonra gelecek konuyu da agiga ¢ikaramayiz. O yiizden bir
seyleri ispatlayalim ki 6nii agilsin.

Neyin Bilge Bilge: Matematikte dnemlidir. Matematiksel ispat olmasaydi
nereden yaptigimiz soyut islemlerde neyin nereden geldigini ya da
geldigini dogru mu bilemezdik. Matematik soyut bir bilim. Dogru mu,
aciklar yanlis mi oldugunu bize akla uygun bir sekilde ogrettigi,

uygulattigr ve buldurdugu icin gereklidir.

Tablo 4.3 incelendiginde, dgretmen adaylarinin yarisinin (Ahu, Aysun, Adem,
Bilge) matematiksel ispatlarin, matematiksel ifadelerin dogrulugu iizerindeki siipheyi
ortadan kaldirdig1 igin ©6nemli oldugunu diisiindiikleri goriilmiistiir. Ogretmen
adaylarindan ticii (Aysun, Baris, Belma) ispatlarin kavramsal bilgiyi kuvvetlendirdigini,
konularin daha iyi anlasildigin1 ifade ederek ispatlarin bu ylizden 6nemli oldugunu
belirtmislerdir. Ogretmen adaylarindan Aziz, ispatin zor isleri kolaylastirdigi icin

onemli oldugunu belirtmistir. Aziz’in zor isleri kolaylastirmaktan kast1 gériismede daha
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once ifade ettigi, ispatlar sayesinde elde edilen teoremlerin, problemlerin ya da
islemlerin ¢oziimiinii kolaylastirdigi seklindeki goriisiidiir. Barig ispatlarmn, bilgilerin
kaliciligini sagladigi i¢in 6nemli oldugunu belirtmistir. Buse ise ispatlar sayesinde elde
edilen bilgilerin yeni bilgilere ulasmaya kapi araladigini belirtmistir. Ispatin bu sayede
bilginin devamliligini sagladigin1 ifade etmistir. Bilge de matematiksel ispatlar
sayesinde yapilan islemlerin nereden geldiginin aciklanmasindan dolay1 ispatlarin

onemli oldugunu belirtmistir.

Ogretmen adaylarinin ispatin dnemine ydnelik goriislerinin alinmasiin ardindan
matematiksel ispatin onlara neden 6gretildigine yonelik goriisleri alinmistir. Gortislerin
dokuz kategoride toplandigi tespit edilmistir. Tablo 4.4’te s6z konusu kategoriler

hakkinda bilgiler verilmistir.

Tablo 4.4.
Osretmen Adaylarimin Ispatlarin Neden Ogretildigine Yonelik Goriisleri

Kategoriler Ogretmen Ornek ifadeler
adaylar
Akademik Aziz Aziz: Ileride matematik égretmeni olacagiz ama daha da
kariyer Baris bilgili olmak igin d&gretiliyor. Sadece ogretmen degil
yapacaklar icin Belma mesela yiiksek lisans yapacak ogrenciler var. Onlara
Buse yonelik de egitim verilmesi gerekiyor.
Kurallarin Ahu Buse: Neden dgretiliyor bize? Biz matematik ogretmeni
nereden geldigini Bilge olacagiz ingallah. Bir matematik¢i olarak da bizim
bilmek icin Aysun bunlart bilmemiz gerekiyor. Ispatlar: bilmemiz gerekiyor.
Buse Hani, bir lise 6grencisi de formiilleri bilebilir ama bizim

bunlarin nereden geldigini bilmemiz gerekir. Yani bunun
egitimini almamiz gerekir, o yiizden.

Daha bilgili ::d:l:?] Adem: Ispatlari bilmemiz gerekiyor, alanda daha iyi

olmak icin YS! olabilmemiz icin.
Aziz
Farkh bakis acis1 Adem Barig: Tabi ki matematiksel ispatlar 6gretilmelidir. Ciinkii
gelistirmek icin Baris ogrendigimiz zaman sorulara bakis agimiz gelisiyor.
Farkl acilardan bakmak her zaman iyidir.

Bilgilerin Aysun Aysun: Ispatlar égretilmelidir ¢iinkii birseyin ispatinin

kalicihgim Barig nasil oldugunu bilmezsek, 0 bizde yiizeysel olarak kalir.

saglamak icin Ama birseyin nereden geldigini bilirsek daha kalict

ogrenme saglanir.
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Tablo 4.4. (Devamz)

Merakh Ahu  Ahu: Hocam, bazen ¢ok meraklt ogrenciler olabiliyor. Yani
ogrencilere yamt ozel egitim derslerinde de olabilir, ispat sadece analiz ve cebir
verebilmek icin anlasiimamali.  Merakli  ogrenciler oluyor onlara yanit

vermemizde yardimci olur. Bir de insan anladigi seyi
anlatirken daha rahat oluyor. Daha Kolay anlatiyor. Mesela
sen birseyin nereden geldigini bilirsen, ¢ocuga onu ifade
etmesen bile sen nereden geldigini bildigin icin kars: tarafa
daha kolay gegirebilirsin.

Baskalarnm ikna  Adem Adem: Konulara daha Adkim oluruz o zaman. Mesela bir soru

etmek icin soruldugunda onu ¢ok soru c¢ézerek cevaplayabiliriz ama
ispatimi  bildigimiz zaman karsidakini daha iyi ikna
edebilirsiniz.
Matematiksel Adem  Adem: Ogretilmelidir yani ufkumuz agilir, daha iyi diisiiniiriiz,
diisiinmeyi diisiince seklimiz degisir. Bir konu hakkinda daha fazla, daha
gelistirmek icin farkli yonlerden bakabiliriz.

Ezberlenmesi icin Belma Belma: Suan ezberleyelim gegelim diye bir mantig yok. Ciinkii
biz ilkégretim matematik o6gretmeni olacagiz. Bu ispatlarin
bizim i¢in yani yiiksek lisans falan diisiinmeyenler igin bir
yarart yok. O yiizden biz dersten ge¢mek icin ezberleyip
gegiyoruz.

Tablo 4.4 incelendiginde 6gretmen adaylari ¢gogunlukla (Belma harig) ispatlarin
akademik kariyer yapacak ogrenciler i¢in ya da matematiksel kurallarin nereden
geldiginin bilinmesi i¢in lisans seviyesindeki derslerde 6gretildigini ifade etmislerdir.
Ug 6gretmen adayr (Adem, Aysun, Aziz) matematik alaninda daha fazla bilgiye sahip
olup uzman olmak i¢in matematiksel ispatlarin 6gretildigini vurgulamislardir. Adem ve
Baris matematiksel ispatlarin 6gretilmesinin amacinin matematige yonelik farkli bakis
acis1 gelistirmek oldugunu belirtmislerdir. Iki dgrenci de (Aysun, Barig) matematiksel
ispatlar sayesinde bilgilerin daha kalici olmasindan dolayr matematiksel ispatlarin
Ogretiminin yapildigini ifade etmislerdir. Birer 6grenci de merakli 6grencilere yanit
verebilmek igin (Ahu), baskalarin1 ikna edebilmek i¢in (Adem) ve matematiksel
diigiinmeyi gelistirdigi icin (Adem) ispat 6gretiminin yapildigini belirtmistir. Belma ise
ispat 6gretimine olumsuz bakarak ispatlarin sadece ezberlenmesi igin 6gretildigini ifade

etmistir.

Ogretmen adaylarmin ispat dgretimine yonelik goriislerinin alinmasinin ardindan
simdiye kadar 6grendikleri ispatlarin matematiksel anlamda kendilerine yarar saglayip
saglamadig1 hakkinda goriisleri alinmistir. Ogrencilerin goriislerinin 10 kategori altinda

toplandig1 belirlenmistir. Tablo 4.5°te bu kategoriler hakkinda bilgiler sunulmustur.
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Osretmen Adaylarimin Matematiksel Ispatlarin Kendilerine Matematiksel Anlamda

Yarar Saglayp Saglamadigina Yonelik Goriigleri

Kategoriler Ogretmen Ornek ifadeler
adaylar1
Diisiinme Ahu Aysun:  Diisiinme zekam  gelisti, daha ayrintili
kapasitemiz Aziz diistinebiliyorum. Mesela bakiyoruz bu buradan geldigi
gelisti A icin, su suradan geldigi icin onceki isledigimiz seylere
ysun i . Lo
dayanarak bazi seyleri ispat ediyoruz. Bunlari diistinerek
Adem ispat yapabildigimi gordiim.
Yarari yok Baris Belma: Her sey yararli oldu diyemem ama bazi ispatlar
Belma yararli oldu. lleride égretmenlik hayatimda pek yarar
Buse olacagimi diisiinmedigim icin. Belki olacaktir ama ben
bunu  heniiz  kavrayamamisimdir.  Kendi  adima
matematiksel anlamda fayda gérmiiyorum. Onemli
oldugunu diisiiniiyorum ama benim icin degil.
Matematige Adem Adem: Ufkum agildi, daha iyi diisiinebiliyorum. Bu, ders
bakis acimiz Aziz cahsirken  oluyor.  Ispatlarda  bu  yonden  de
degisti diistiniilebiliyormug. Mesela sizin bilmediginiz bir formiil
verildigi zaman bu nereden geldi diye sorabilirsiniz yani.
Soru ¢oziimiine Bilge Bilge: Gergek hayatta yararli  olmuyor tabi ki
yardimei oluyor Aziz Matematiksel anlamda her yerde kullaniyoruz ama. Bir
yontem dgrenip, her alandaki sorulara uygulayabiliyoruz.
Yararh oldugunu diigiiniiyorum.
Kalic1 bilgi Adem: Bilginin kalict olmasim sagladi. Iyi anlyoruz yani
sagladi stkilmryoruz ispatlarda.
iliskilendirme Adem: [liskilendirmeyi de sagliyor. Mesela iki konu
becerimiz artti Adem hakkinda ayrintili bir sekilde iliskilendirmeyi de sagliyor.
Misal, tirev ile ilgili bir ispatta limit de kullaniliyor.
Ispatim yaptiginiz zaman limit hakkindaki bilgilerinizi de
hatirlyyorsunuz.
Derslerdeki Adem: Konular daha iyi anlasiiyor o sekilde. Sorular
basar artti rahat cevaplayabiliyoruz. Derslerdeki bagari oramimiz
artiyor.

Kavramlarin iyi Aysun Aysun: Mesela soyut cebirde ¢ok fazla teorem goriip
bilinmesi ispatladik. Onlarin ¢ok yarart oldu. Nasil yapildigin
gerektigi ogrendim. Verilen teoremi ispatlamak igin teoremdeki
ogrenildi kavramlarin iyi bilinmesi gerektigini ogrendim. Ciinkii

genelde ispatlari tamimlardan yola ¢ikarak yapiyoruz.
Matematigi Aziz: Matematige bakis agist degisiyor insanin. Soru
sevdirdi ¢ozme yetenegi de gelisiyor. Baska hocam, matematigi
islem Aziz sevdiriyor ispat. Ben ¢ok seviyorum yani. Akilda tutmasi
kabiliyetini zor ama hosuma gidiyor. Farkli acilardan bakmay
gelistirdi ogretiyor. lIslem kabiliyetini gelistiriyor. Diigiinmeyi,

matematiksel diisiinmeyi, soyut diisiinmeyi gelistiriyor.
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Tablo 4.5’e¢ gore, Ogretmen adaylarinin yarisi (Ahu, Adem, Aysun, Aziz)
matematiksel ispatlar sayesinde matematiksel diisiincelerinin gelistigini ifade
etmislerdir. Buna karsin Baris, Belma ve Buse matematiksel ispatlarin kendilerine
matematiksel anlamda bir katkis1 olmadigini séylemislerdir. Buna gore, bu 6gretmen
adaylarmin matematiksel ispata kars1 olumsuz gériislere sahip olduklar1 sdylenebilir. Iki
Ogretmen adayr matematiksel ispatlar sayesinde matematige olan bakis acilarinin
degistigini belirtmistir (Adem, Aziz). Bilge ve Aziz 6grendikleri matematiksel ispatlarin
soru ¢Oziimlerinde yardimci oldugunu ifade etmislerdir. Adem matematiksel ispatlar
sayesinde bilgilerinin daha kalict oldugunu, matematiksel kavramlar arasinda
iligkilendirme becerisinin ve diger derslerdeki basarisinin arttigini1 vurgulamistir. Aysun
matematiksel ispatlarla birlikte matematikteki konularin daha iyi 6grenilmesi
gerektigini Ogrendigini ifade etmistir. Aziz de matematiksel ispatlar sayesinde

matematigi sevdigini ve islem kabiliyetinin gelistigini dile getirmistir.

Ogretmen adaylarinin hangi tiir ispatlarda basarili oldugunu ortaya ¢ikarmak
amactyla konuyla ilgili goriisleri alinmistir. Ogretmen adaylarinin basarili olduklar
ispatlara yonelik goriislerinin bes kategori altinda toplandigi belirlenmistir. S6z konusu

kategorilere yonelik bilgiler Tablo 4.6’da sunulmustur.

Tablo 4.6.
Osretmen Adaylarimin Basarili Olduklar: Ispatlara Yonelik Goriisleri

Kategoriler Ogretmen Ornek ifadeler
adaylan
Sayisal ispatlar Ahu Ahu: Sayisal olanlar, iki ii¢ diisiinceyi birlestirince hemen
Aziz ¢tkanlar. Yani c¢ok fazla timdengelim kullanmadan
Belma olanlarda bagarili oluyorum.

Tiimevarim Bilge Bilge: Tiimevarim ispat metoduyla yapilan ispatlar
yontemli Buse diyecegim simdi. Ciinkii tiimevarimi belli bash yerlerde
ispatlar kullaniyoruz. Yani sayilarin diizgiin bir sekilde siralandig

durumlarda kullaniyoruz.

Olmayana ergi Baris Baris: Olmayana ergi metoduyla yapilan ispatlar. Ciinkii o
yontemli Buse biraz daha mantikl geliyor. Mesela tek bir ¢oziimii vardir
ispatlar diyor. Ben iki ¢oziimiin oldugunu kabul ediyorum ve bunu

ctiriitiiyorum diger asamalarda. Biraz daha akla uygun.
Coziim Ahu Aysun: Hocam basarili oldugum ispatlarin genelinde bariz
yontemi acik Aysun belli oluyor. Su suradan diye. Yine Soyut cebirden érnek
olanlar verecegim. Mesela, su sunun alt uzayr oldugunu gosterin

dediginde bunu kullanirsam buradan ¢ikar diyorum. Bu
sekilde geliyor ama bazilarinda hichir sekilde mantik
yiirtitemiyorum.
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Tablo 4.6. (Devami)

Kisa ispatlar Adem Adem: Kisa ispatlarda. Yani, yine tiirevden drnek
verecegim. Bir noktada tiirevinin olabilmesi icin siirekli
olmast lazim. O kisa ispat yani onu yapabilivim. Tiirevli
olmasi igin siirekli olmasi gerekiyor ama siirekli olmasi
tiirevli olmasim gerektirmiyor. Kisa bir ispat yani onlarda
daha kalici oluyor.

Tablo 4.6’ya gore Ogretmen adaylarmin t¢ii (Ahu, Aziz, Belma) sayisal
ispatlarda basarili olduklarini ifade etmislerdir. Sayisal ispat ile 6gretmen adaylari, cok
fazla sozel ifadeler icermeyen, ispat icerisindeki argiimanlarda iglemsel gerekgelerin
yogunlukta oldugu, genellikle formiillerin ispatlanmasi seklindeki ispatlart
kastettiklerini ifade etmislerdir. Yine 6gretmen adaylarindan tigii (Bilge, Buse, Baris)
basarili olduklar1 ispatlari, ispatlama yontemi agisindan degerlendirmislerdir. Iki
ogretmen adayi (Bilge, Buse) tiimevarim ispatlama yontemi ile yapilmis ispatlarda daha
basarili olduklarini belirtirken, iki Ogretmen adayr (Buse, Baris) da olmayana ergi
yonetimi ile yapilan ispatlarda daha basarili olduklarini vurgulamiglardir. Ahu ve Aysun
¢oziimi agik olan ispatlarda daha basarili olduklarini ifade etmiglerdir. Adem ise kisa

ispatlar1 yaparken daha basarili oldugunu belirtmistir.

Bagarili olduklar1 ispatlar1 ispatlama yontemleri agisindan degerlendiren
Ogretmen adaylarmin ispatlama yontemleri hakkindaki bilgilerini ortaya ¢ikarmak
amaciyla bilgileri sorgulanmigtir. Ogrencilerin konu ile ilgili ifadelerinden ispatlama
yontemleri ile ilgili yeterli bilgiye sahip olmadiklari tespit edilmistir. Ozellikle bu
ogretmen adaylarinin c¢eliski bulma ve olmayana ergi yontemini agiklayamadiklari,
celigki bulma yontemi ile olmayana ergi yontemi arasindaki farki belirtemedikleri ve
birbiri yerine kullandiklart belirlenmistir. Asagida bu 6gretmen adaylarindan Barig’in
olmayana ergi yontemi ile geliski bulma yontemi arasindaki farka yonelik ifadeleri

sunulmustur.

Baris: Olmayana ergide ilk basta kabul ediyoruz birseyi. Mesela, bunun tek bir
coziimii var diyor. Ben iki ¢oziimii oldugunu kabul ediyorum, daha sonra islemleri
yaptigim zaman bir tane ¢ikiyor. Bu da kabuliimle celistigi icin olmayana ergi oyle.
Celiski bulma soyle olur; diyelim ki x egsittir bir denklem var. Mesela, denklemin
¢oziimiine 3 diyor. Ben denklemi ¢ozdiim, x=2 ve x=-2 buldum. O zaman denklemin

¢oziimii olmuyor. x hem 2 ’ye hem de -2 'ye esit, bu bir ¢eligkidir.
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Ogretmen adaylarinin  basarili  olduklar1 ispatlara iliskin  goriislerinin

alinmasindan sonra onlara ispatlarda basarili olmak i¢in ne yapilmas: gerektigi
sorulmustur. Alman yanitlarin yedi kategori altinda toplandigi belirlenmistir. Tablo

4.7°de bu kategoriler hakkinda bilgiler sunulmustur.

Tablo 4.7.

Osretmen Adaylarina Gore Ispatlarda Basarili Olabilmek Icin Yapilmas: Gerekenler

Kategoriler ~ Ogretmen Ornek ifadeler
adaylan
Konuyu iyi  Adem Aziz Aziz: Bir kere tammlar: kavramsal boyutta bilmesi lazim.
bilme Baris Bilge  Mesela limit deyince, limiti tam olarak anlayabilmesi lazim.
Buse Yani limitin ne oldugunu anlamasi lazim. Yani bu sekilde
kavramsal olarak bilmesi lazim.
Ezber Ahu Aysun: Ezber yapanlar basarili olamiyor. Ciinkii neyin nereden
yapmama Adem geldigini bilmesi lazim. Hocam mesela arada olma teoremi
Aysun sinavda sorulmustu. Mil{et direk ezberledigi Vig:in basarili
St olamadi ama_kendi mantigt ile ispat olusturuldugunda basarili
olunuyor yani.
Ispatlarin Ahu Ahu: Aslinda herkes yapabilir. Cok zor birsey degil. Ugrasmasi
iizerinde Buse lazim biraz. Uzerinde diisiinmesi lazim, ugrasmast lazim.
yogunlasma
Tyi Belma Belma: Suan ezberleyip basarili oluyoruz. lyi ezberlemeli.
ezberleme Bilge
Gerekgeleri Adem Adem: Oncelikle konuyu iyi bilmesi lazim. Ondan sonra giinliik
anlama ders calismast lazim. Ispatlarda derste iyi anlayacak daha
sonra not almasi lazim. Ispatin adimlarindaki gegisleri iyi
anlamast lazim. Ezberlemesi degil ama neyin nereden geldigini
bilmesi lazim
Ispatlama Bilge Bilge: Oncelikle ispatlama yontemlerinin anlamini, olmayana
yontemlerini ergi ile ¢eliski bulma arasindaki farki, karistirilabilecek seyleri
ayirt etme iyi bilmesi gerekiyor. Sonra o konu hakkindaki donaniminin ve
eski bilgilerinin yeterli olmasi gerekiyor. Yani biz 6grenciyiz, ne
kadar baksak da zorlamiriz ispatlarda. Simdiye kadar
gordiigiimiiz, defterlerdeki ispatlart tekrar ispatlamakti. Bizim
karsimiza zaten kendimizin ispatlayabilecegi bir tarzda bir
ispat sorulmadi.
Ogrencilere Bilge Bilge: Isledigimiz egitim derslerinde bulus yolu ile 6gretimin

firsat verme

daha iyi olacagimi oOgrenmistik. O yiizden bulus yolu ile
ogrenciye buldurarak yani ipucu vererek ispatin 6grenciye
tamamlatilmasin  bizim icin ogretici bulurum. Direk hoca
kendisi yapinca biz hemen tahtadan defterimize geciriyoruz.
Pek yarari: olmuyor, ezberci oluyor.
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Ogretmen adaylarinin ¢ogunlugu ispatlarda basarili olabilmek icin ispatin
yapildigi konuyu iyi bilmenin gerekli oldugunu vurgulamiglardir. Bu kategorideki
Ogretmen adaylar1 Ozellikle tanimlarin kavramsal boyutta bilinmesinin gerekliligi
iizerinde durmuslardir. Ogretmen adaylarinm yaris1 da ispatlarin  kesinlikle
ezberlenmemesi gerektigini, ezberlemek yerine ispatin mantiginin anlasilmaya
calistlmasini  Onermiglerdir. Ahu ve Buse ispatlarin iizerinde ciddi bir sekilde
yogunlagsmanin gerekli oldugunu belirtmislerdir. Belma ve Bilge ise ispatlarda basarili
olmanin yolunun ispatlari iyi ezberlemekten gegtigini ifade etmislerdir. Adem ispatlarda
basarili olabilmek i¢in ispatlarin igerisindeki argiimanlart anlamanin énemli oldugunu
vurgulamistir. Bilge ispatlama yontemleri hakkinda yeterli bilgiye sahip olmanin
ispatlarda basarinin saglanabilmesi igin gerekli oldugunu belirtmistir. Ayrica Bilge,
ispatlarin 6gretimine yonelik bir elestiride bulunmustur. Ispatlarin 6gretimi sirasinda
ogrencilerin pasif olduklarim1 belirterek Ogrencilere ispat yapmalart icin firsat

verilmesinin, ispatlarin daha iyi 6grenilmesi adina yararl olacagini ifade etmistir.

Ogrencilerin dogru ispat anlayislarin1 ve kriterlerini ortaya ¢ikarmak amaciyla
Ogretmen adaylarinin dogru yapilmis bir ispatta bulunmasi gereken 6zelliklere yonelik
goriisleri alinmistir. Goriislerin dort kategori ve 12 alt kategori altinda toplandig1 tespit

edilmistir.

Tablo 4.8.

Ogretmen Adaylarina Gére Dogru Yapumuis Bir Ispatta Bulunmasi Gereken Ozellikler

Kategoriler  Alt Kategoriler Ogretmen Ornek ifadeler
adaylar1
Argiiman Arglimanlarda Ahu Ahu: Bir kere neye dayandirmis? Bilinen bir
incelemesi  bilinen gergekler Belma kavram mi? Gerekgesi ne, yani bildigimiz bir
kullanilmal Bilge teorem mi? Kabul edilmis bir sey mi? Bir kere
Buse ona bakarim. Yapug islemlere bakarim.

Islemsel bir hata var m1?

Matematiksel Ahu Barig: Ispatin nasil yapildigina baktigimiz
kurallara uygun Adem zaman oncelikle kullanilan verilerin birbiri ile
olmali, [fadelerde Baris celismemesi  lazim. Ondan sonra oOnceki
celiski olmamali bildigim bilgilerle tezat bir gey olusturmamasi

lazim.  Yani  dogru  bildigim  ifadeler
gelismeyecek.
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Islemsel hata
olmamal1

Ahu Aziz

Aziz: Dogru yapumis bir ispatta iglemsel bir
hata olmayacak

Kilit ifadelerde
hata yapilmamali

Teoremin
hipotezleri
kullanilmali

Yapisal
inceleme

Teoremin hiitkmii
bulunmali

Teoremin hikkmi
kullanilmamali

Ispatlama yontemi
uygun olmali

Dilsel-
Mantiksal
inceleme

Acik, anlasilir
olmall

Ikna edici olmali

Yapacagi iglemlere
zemin hazirlamali

Otoriter
inceleme

Kitaptaki gibi
olmali

Aziz

Aysun
Belma

Aysun
Belma

Buse

Ahu
Aysun
Buse

Aysun
Bilge

Aysun
Bilge

Aziz

Aysun

Aziz: Cok ug¢ noktalar olur ispatta. Mesela
deltayr limitte minimum almas1 gerekiyordu.
Onu almali, o ¢ok onemli bir nokta. Eger orayi
almamissa yanhs olur ispat. Ciinkii ispatta
oraya kadar gelmis ama orada bir gart var.
Eger o sart saglanmazsa ispat olmaz zaten.
Ciinkii saglanmayan bir durum ortaya ¢ikar.
Aksine bir ornek bulunabilir.

Belma: Teoremde verilen verilerin disinda bir
sey kullandiysa bu ispat gecersizdir. Oncelikle
ona dikkat ederim. Baska, ispat tam olduysa
sonucuna ulagmissa. Bagka bakacagim seyler
de vardwr da, suan aklima gelmiyor.

Aysun: Verilenleri kullanmis mi ve hiikmii
yerine getirmis mi diye bakarim. Ispatta hiikiim
onemlidir.  Ciinkii  hiikmiinii  ispatlamaya
calistyoruz.

Buse: En son istenen gsey bizim neyi
ispatlayacak oldugumuzdur. En son bunlara
dayanarak varacak oldugumuz seydir. Eger
sonug kismwni ispatta kullandi ise bu yanhgtir.
Kesinlikle sonug kismi ispatta
kullaniimamalidir. Bunu yaptiysa yanlis.

Buse: Bir de hangi ispatlama yontemini
kullandi? Bu kullandig1 ispatlama ydntemini
ispatinda barmdiriyor mu? Mesela olmayana
ergi ile c¢eliski bulmayr kullandi. Bunlar
kullandigi  zaman  gercekten en sonuna
vardiginda kabul ettigi ile zithk olusturuyor
mu?  Bunlarit  yapmast  gerekir  diye
diisiiniiyorum.

Bilge: Akla yatkin olmali en bagsta. Ben o ispati
okuyunca evet bunu buradan yapmis dogru
kullanmus diyebilmeliyim. Yani, ben de o islemi
diisiindiigiimde oradakiyle ayni sonuca, aymi
diisiinceye varabilmeliyim. Herkes tarafindan
objektif olmasi diyebilirim.

Aysun: Herkesi ikna edici bir sekilde olmasin
lazim. Kolay olmasi lazim, kolay olmali derken
benim de aklima yatacak yani. Herkesin
anlayabilecegi sekilde olacak.

Aziz: Bas kismina bakarim hocam. Yapacagi
islemlere zemin hazirlamis mi? Onlart ifade
etmis mi? Yani ondan sonra soylediklerini
matematiksel olarak yapabilmis mi?

Aysun: Dogru bir ispatta neler olmali derken
kitaptaki gibi olmali geliyor aklima.
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Tablo 4.8 incelendiginde, 6gretmen adaylarmin dogru bir ispatta bulunmasi
gereken Ozelliklere yonelik goriislerini belirtirken ispatlarin dogrulugunu dort ana baslik
altinda inceledikleri belirlenmistir. Ogretmen adaylarmin tamamina yakini1 (Aysun
haricg) ispatlarin dogrulugunu incelerken argiiman incelemesi yapmistir. Yani 6gretmen
adaylar1 ispatlarda bulunan argiimanlar1 kullanilan gerekge, islemsel dogruluk,
matematiksel kurallara uygunluk ve ispattaki kilit diigiincelerde hata yapilmamasi
noktalarinda incelemislerdir. Dort 6gretmen adayi, ispatlarda kullanilan gerekgelerin
herkes tarafindan bilinen gercekler olmasi gerektigini ifade etmislerdir. Ogretmen
adaylarindan ii¢ tanesi de ispatin matematiksel kurallara uygun olmasi gerektigini ve
ifadelerin birbiri ile celismemesi gerektigini ifade etmislerdir. Iki 6gretmen aday: da
ispatlarda islemsel bir hatanin olmamasi gerektigini belirtmislerdir. Aziz ise ispatlarda
onemli kilit noktalar oldugunu belirterek bu noktalarin kesinlikle ispatta yer almasi
gerektigini vurgulamistir. Aziz disiincesini desteklemek i¢in fonksiyonlarn limiti ile
ilgili yapilan ispatlarda delta sayisinin minimum segilmesi gerektigini, aksi halde ispatin
dogrulugunun tehlikeye diisecegini belirtmistir. Ogretmen adaylarmin yaris1 ispatlart
yapisal olarak incelemislerdir. Yani ispatlarin icerisinde mevcut olan arglimanlarin
dogrulugunu ya da ispatta bulunan mantiksal bosluklari incelemek yerine ispatlarda
kullanilan ispatlama yontemine, teoremin hipotezine ve hiikmiine dikkat ederek
inceleme yaptiklarini ifade etmislerdir. Aysun ve Belma dogru yapilmis bir ispatta
teoremin hipotezinin kullanilmasi gerektigini ve sonug¢ olarak teoremin hiikmiine
ulagilmasinin  6neminden bahsetmislerdir. Buse ise teoremin hiikmiiniin ispatta
kullanilmamasi gerektigini belirtmistir. Ahu, Aysun ve Buse ispatta kullanilan ispatlama
yonteminin uygunluguna dikkat ettiklerini ifade etmislerdir. U¢ dgretmen aday1 da
ispatlarin dogruluguna dilsel ve mantiksal a¢idan yaklasmislardir. Bu 6gretmen adaylar
dogru bir ispattaki matematiksel dilin agik, anlagilir olmasi gerektigini ifade etmislerdir.
Ayrica dogru yapilmis bir ispatin akla ve mantiga uygun olarak ikna edici olmasi
gerektigini belirtmislerdir (Aysun, Bilge). Aziz ise dogru yapilmis bir ispatta yapilmasi
planlanan islemlere zemin hazirlayan ifadelerin yer almasi gerektigini vurgulamigtir.
Son olarak Aysun, dogru yapilmis bir ispatta bulunmasi gereken oOzellikleri ifade
ederken otoriter bir goriis belirtmistir. Aysun, dogru yapilmis bir ispatin kitaptaki gibi

olmasi gerektigini savunmustur.
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Ogretmen adaylarina matematiksel bir énermenin dogrulugu hakkinda siipheye

diistiiklerinde kendilerini nasil ikna ettikleri sorulmustur. Alinan cevaplarin yedi

kategori altinda toplandig: tespit edilmistir. Tablo 4.9°da bu kategoriler ve 6gretmen

adaylarinin 6rnek ifadelerinden béliimlere yer verilmistir.

Tablo 4.9.

Osretmen Adaylarimin Matematiksel Bir Onermenin Dogrulugu Hakkinda Siipheye
Diistiiklerinde Kendilerini Nasil Ikna Ettiklerine Yonelik Goriisleri

Kategoriler Ogretmen Ornek ifadeler
adaylari
Tanimlar Ahu Ahu: Tanim ve teoremleri dayanak olarak kullaniyorum.
iizerinden Aysun Benim kendimi ikna etmem zordur. O konuda bilgili
muhakeme Belma olursam zaten bilgimden yola ¢ikarak yapabilirim.
Bilge Bilgiliysem onu dayandirmam lazim. Mesela dedim ki
dogru veya yanls, burada teoremi daha ¢ok kullaniyoruz.
Teorem, formiil, kural olabilir.
Teoremler Ahu Aysun: Daha onceki teoremlerden bu boyledir derim ya
iizerinden Aysun da tammlari gerekge olarak kullanirim
muhakeme Bilge
Ispat yapma Adem Aziz: Ispatlamaya ¢alisirim. Denilen ifade dogrultusunda
Aysun bir ispat yapabilirsem zaten dogruluguna ikna olurum.
Aziz
Orneklerle Baris Belma Bilge: Ben direkt rnekieri diisiiniiriim. O matematiksel
deneme Bilge Buse ifadeye yakin benzer bir érnekle denerim
Sekil ¢cizme Baris Baris: Bu ifadeler soyut ifadeler oldugu icin genelde
Belma tammlardan pek anlasiimaz. Tammlar pek cazip degil.
Buse Sekil ve ornek tizerinden daha ¢ok.
Yanhshk icin Buse disindaki ~ Adem: Bu ifade iizerinde yanlhs ornek bulmaya ¢aligirim.
ters ornek Ogretmen Ciinkii dogru ornek oldugu zaman her zaman dogru
arama adaylan olacak diye bir sey yok.
Yanhshk icin Buse Buse: Bir ifadenin yanhs oldugunu géstermek icin ya
aciklama denerim ya da sekil ¢izerek anlatmaya ¢alisirim.
yapma

Tablo 4.9’daki verilere gore, 6gretmen adaylarmin yarisi (Ahu, Aysun, Belma,

Bilge) matematiksel bir 6nermenin dogrulugu hakkinda siipheye diistiigiinde tanimlar
tizerinden muhakeme ederek karar verdiklerini ifade etmislerdir. Bu 6gretmen adaylari

matematiksel kavramlar iizerine diisiinerek s6z konusu siipheden kurtulduklarin
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belirtmislerdir. Ogretmen adaylarindan dordii (Barig, Belma, Bilge, Buse) matematiksel
bir onermenin dogruluguna birka¢ Ornekle deneme yaparak ikna olduklarini dile
getirmislerdir. Ug ogretmen adayr (Ahu, Aysun, Bilge) matematiksel 6nermenin
bildikleri teoremler ile uyumlu olmasi durumunda dogrulugu hakkinda siiphelerinin
ortadan kalktigin1 ifade etmislerdir. Adem, Aysun ve Aziz ise matematiksel bir ifadeye
dogru diyebilmeleri igin o énermeyi ispat etmeleri gerektigini vurgulamislardir. ifadeyi
ispatlayabilirlerse dogru olduguna ikna olacaklarini, aksi durumda ise Onermenin
dogrulugu hakkinda bir karar veremeyeceklerini ifade etmislerdir. Barig, Belma ve Buse
bir matematiksel 6nermenin dogru olduguna sekil ¢izerek karar verebileceklerini

belirtmislerdir.

Buse disindaki tiim dgretmen adaylar1 matematiksel 6nermenin yanlis olduguna
bir ters 6rnek bulmalari durumunda karar vereceklerini belirtmislerdir. Buse ise bir
matematiksel dnermenin yanlis olduguna ikna olmak i¢in sekil ¢izerek ya da deneme
yaparak aciklama yapacagini belirtmistir. Buna gére Buse’nin ters ornekler hakkindaki
bilgisinin yeterli diizeyde olmadigi soylenebilir. Tablo 4.9 dikkatle incelendiginde
ogretmen adaylarinin bazilar1 sadece bir kategoride iken bazilarinin ise birden g¢ok
kategori icinde olduklari tespit edilmistir. Ornegin Aziz ve Adem bir énermenin dogru
olduguna sadece ispat yapmalart durumunda ikna olacaklarini belirtmislerdir. Baris,
Belma ve Buse sekilleri ve ornekleri kullanarak bir 6nermenin dogru oldugu kanaatine
varacaklarini ifade etmislerdir. Ahu ikna olmak i¢in tanimlar1 ve teoremleri kullanirken
Bilge tanim ve teoremlerin yani sira ornekleri de kullanacagini belirtmistir. Aysun ise
tanim ve teoremlerle birlikte dogruluga ikna olmak i¢in ispata da basvurabilecegini dile

getirmistir.

Ogretmen adaylarmin matematiksel 6nermelerin dogruluguna nasil ikna
olduklarina yonelik goriislerinin ortaya c¢ikarilmasinin ardindan, dogru oldugunu
diisiindiikler1 matematiksel iddialarini nasil savunduklarina yonelik gortisleri alinmistir.
Ogretmen adaylarinin ifadeleri olusturduklari argiimanlarin gerekgeleri kapsaminda
incelenmistir. Ogretmen adaylarmin dogru oldugunu diisiindiikleri matematiksel
iddialarm1 savunurken kullandiklar1 gerekgelere yonelik goriislerinin dort kategoriye

ayrildig: belirlenmistir. Tablo 4.10°da bu kategoriler hakkindaki bilgiler sunulmustur.
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Tablo 4.10.
Osretmen adaylarimn Dogru Oldugunu Diisiindiikleri Matematiksel ~Iddialarim

Savunurken Kullandiklar: Gerekcelere Yonelik Goriisleri

Kategoriler Alt Ogretmen Ornek ifadeler
Kategoriler adaylari
Dediiktif Tanimlar Ahu Adem: Simdi nasil savunayim ki onu?
gerekce Adem Tamimlar: kullamirim yani. Ondan sonra ona
Aziz yonelik bir 6rnek sunarim. Ornegi dogrulama
Bilge yapmak igin degil ag¢iklama yapmak igin
Aysun kullanirim.
Teoremler Ahu Aysun: Ornegin tammlart kullandigim zaman
Aziz kimse bir sey diyemez. Bu tamimdan dolayt
Aysun boyledir derim ya da bir onceki teoremden

dolayr derim. Yani onlarla ikna olabilirler.

Gorsel Sekiller Belma Buse: Mesela  siirekliligi  anlatirken
gerekce Bilge hocalarimiz sekil ¢iziyor onlari kullanirim.
Buse Noktalar ¢iziyor burada herhangi bir kesiklik

varsa veya iki par¢aysa stirekli degildir diyor.
Buna bakarim tiirevli olabilmesi icin bu
gereklidir derim. Sekilleri kullamrim oradan

daha acik olur.
Tiimevarimsal ~ Ornekler Baris Baris: Daha fazla ornek vererek genelleme
gerekge Bilge yaparak.

Tablo 4.10 incelendiginde dgretmen adaylarinin yarisindan fazlast (Ahu, Adem,
Aziz, Bilge, Aysun) iddialarin1 savunurken tirettikleri arglimanlarinda tanimlar1 gerekce
olarak kullandiklarin ifade etmislerdir. Ogretmen adaylarindan iigii (Ahu, Aziz, Aysun)
arglimanlarinda teoremleri gerek¢e olarak kullandiklarini belirtmislerdir. Buna gore
ogretmen adaylarinin ¢ogunun iddialarin1 savunmak icin irettikleri argiimanlarda
dediiktif gerekgeler kullandiklar1 yoniinde goriis bildirdikleri ortaya ¢ikmustir. Yine
Ogretmen adaylarindan tigti (Belma, Bilge, Buse) matematiksel iddialarin1 savunurken
arglimanlarinda gerekce olarak sekilleri kullandiklarini dile getirmislerdir. Bu 6gretmen
adaylarimin drettikleri argiimanlarda gorsel gerekgeler kullandiklar1 sdylenebilir.
Ogretmen adaylarindan ikisi (Baris, Bilge) argiimanlarinda drneklere, gerekce olarak
yer verdiklerini belirtmistir. Bu Ogretmen adaylar1 irettikleri argiimanlarda
timevarimsal gerekgeleri kullandiklarmi dile getirmislerdir. Bazi 6gretmen adaylar

sadece tek gerekceyi kullandiklarint ifade ederken bazi O6gretmen adaylar
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argiimanlarinda birden ¢ok tipte argiimana yer verdiklerini belirtmislerdir. Adem
argiimanlarinda sadece tanimlar1 gerekg¢e olarak kullandigini belirtirken, Barig sadece
ornekleri, Belma ve Buse de sadece sekilleri kullandigini ifade etmislerdir. Ahu, Aziz
ve Aysun argiimanlarinda tanim ve teoremleri kullandiklarin1 belirtmislerdir. Bilge ise
tanimlarin yaninda sekil ve ornekleri de matematiksel iddialarin1 savunurken gerekce

olarak kullandigini ifade etmistir.

4.2. Ogretmen Adaylarimin Fonksiyonlar Konusundaki Argiimantasyon ve Ispat

Siirecleri

Bu boliimde 6gretmen adaylariin fonksiyonlar konusundaki argiimantasyon ve
ispat siireclerine yonelik bulgular sunulmustur. Ogretmen adaylariyla yapilan
miilakatlarda etkinliklere gecilmeden Once, fonksiyon, birebir fonksiyon ve Orten
fonksiyon tamimlar1 &gretmen adaylarina sunulmustur. Ogretmen adaylarindan bu
tanimlar sesli bir sekilde okumalari rica edilmistir. Tanimlarin okunmasinin ardindan
tanimlardan ne anladiklarin1 kendi ciimleleri ile ifade etmeleri istenmistir. Bu sayede
Ogretmen adaylarinin arglimantasyon ve ispat etkinliklerinde kullanacaklar1 kavramlari
ne Olgiide igsellestirdikleri ve bu tanimlar1 anlayis sekilleri ortaya cikarilmaya

calisilmigtir.

Ogretmen adaylarmin fonksiyon tanimina ydnelik anlayislarinin bes kod ve dort
kategori altinda toplandigi ortaya c¢ikmustir. Tablo 4.11°de bu kod ve kategoriler

hakkinda bilgiler sunulmustur.
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Osretmen Adaylarimin Fonksiyon Tanimina Yonelik Ifadeleri

Kategori Kod Ogretmen Ornek ifadeler
adaylar
Kavramsal Tanmim kiimesinde Aziz Alhu: Yani d {amn]ac" kumcelsmzz ;le,r
anlama  her elemanin bir Ahu eremaninin deger fumesinae Karsingt
9 olacak. Tamm kiimesinde bosta eleman
karsiliginin - olmast Aysun . . .
X . kalmayacak. Bir de tamm kiimesindeki
ve bir ve yalniz bir Adem bir tok el Srintiisii tek olacak
elemana gitmesi ir tek elemanin goriintiisii tek olaca
yani bir eleman iki yere gidemez.
Tanlmku I : Bilge: Tamm kiimesinden alinan her
her bir elemanin Bilge . . :
8 . . eleman, deger kiimesinden sadece bir
deger  kiimesinde . L
. elemana gidecek. Birincisi, her elemana
sadece bir elemana : .
‘ ; kars1 gelecek bir eleman vardwr diyor. A
gitmesi .
tamim kiimesinden alinan her eleman B
Tanim kiimesindeki de bir elemana gider. B de karsiti olan
herhangi bir bir eleman olmalidwr diyor tanim.
elemanin deger . . ..
Kiimesindeki bir ve Barisg Baris: ‘M6se'la f(_)nkszyon _olmasz igin
: tamim kiimesindeki herhangi bir eleman
yalmz bir eleman 5 . S .
’ . deger kiimesindeki bir ve yalmz bir
ile eslesmesi . . .
eleman ile eslesiyorsa fonksiyon oluyor.
Hatah Tanim kiimesinden Buse Buse: Mesela x ve y gibi iki tane
anlama  alman bir elemanin elemamimiz  olsun.  Bu  aldigimiz
deger  kiimesinde elemanlar, tamim kiimesinden aldigimiz
bir degerinin bir eleman deger kiimesinden bir
olmasi elemana karsilik geliyorsa fonksiyon
olusturur.
Kavram  Bagmtinin birebir Belma Belma: Elimizde iki kiime var. A dan
karmasas1  ve Orten olmasi se¢tigimiz elemam B de tamimlyoruz...
Fonksiyonu  tamimlayabilmemiz  igin
bagintyr  bilmemiz gerek. Bagintiy

bildigimizi kabul ederek, AxB kiimesinde
tamml olan baginti birebir ve drten ise
baginti, fonksiyondur.

Tablo 4.11 incelendiginde, 6gretmen adaylarinin ¢cogunun (Belma ve Buse haric)
yaptiklar1 tanimlarda bir bagintinin fonksiyon olma sartlarindan ilki olan, tanim
kiimesindeki her elemanin deger kiimesinde karsiliginin bulunmas: ve ikincisi olan,
tanim kiimesindeki her elemanin goriintlisiiniin tek olmasi ozelliklerini barmdirdigi
tespit edilmistir. Bu Ogretmen adaylarinin fonksiyon tanimina yonelik kavramsal
bilgilerinin yeterli diizeyde oldugu sdylenebilir. Buse ise bir bagmtinin fonksiyon

olabilmesi ic¢in tanim kiimesinden alinan bir elemanin goriinti kiimesinde bir
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karsiliginin bulunmasinin yeterli oldugunu ifade etmistir. Buse’nin taniminda soz
konusu durumun tanim kiimesinde bulunan tiim elemanlar i¢in gerekli oldugu ve
gorlntiilerinin tek olmasi ifade edilmemistir. Bu bakimdan Buse’nin yapmis oldugu
tanimda hatalarin oldugu sdylenebilir. Buna goére Buse’nin s6z konusu tanima yonelik
kavramsal bilgilerinde eksikliklerin oldugunu ve hatali anlamalarinin mevcut oldugunu
soylemek miimkiindiir. Son olarak Belma, bir bagmtinin fonksiyon olabilmesi i¢in,
bagintinin birebir ve Orten olmasi gerektigini ifade etmistir. Belma bu diisiincesini
savunmustur. Belma, fonksiyon taniminda yer alan “Va € 4 i¢in dyle bir b € B vardir
ki (a,b) € f’dir” sartinin birebirlige isaret ettigini, “(a,b,) € f ve (a,b,) € f ise
b; = b,’dir” sartinin da Ortenlige isaret ettigini iddia etmistir. Buna gére Belma’nin
fonksiyon tanimina yonelik Dbilgilerinin kavramsal bilgi diizeyinde olmadig
sOylenebilir. Ayrica Belma’nin baginti kavramina yonelik bilgilerinde de eksikliklerin
oldugu belirlenmistir. Ciinkii birebirlik ve ortenlik bagintilara degil fonksiyonlara has
bir ozelliktir. Bu nedenle Belma’nin bagmnti, fonksiyon, birebir fonksiyon ve Orten

fonksiyon kavramlarini birbiri ile karistirdigi sdylenebilir.

Ogretmen adaylarinin fonksiyon tanimma ydnelik kavramsal bilgilerinin
sorgulanmasinin ardindan birebir ve Orten fonksiyon tanimlarina yonelik kavramsal
bilgileri ortaya cikarilmaya calisilmistir. Ogretmen adaylarindan kendilerine formel bir
sekilde verilen tanmimlar1 anladiklar1 sekilde, kendi ciimleleri ile ifade etmeleri
istenmistir. Ogretmen adaylarinin birebir fonksiyon tanimina yonelik ifadelerinin dort
kod ve li¢ kategori altinda toplandigi, 6rten fonksiyon tanimina yonelik ifadelerinin ise
tek kod ve kategori altinda toplandigi belirlenmistir. Tablo 4.12’de kod ve kategoriler

hakkinda bilgiler sunulmustur.
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Osretmen Adaylarimin Birebir ve Orten Fonksiyon Tamimlarina Yonelik Ifadeleri

Kategori Kod Ogretmen Ornek ifadeler
adaylari
Kavramsal Goriintilleri  esit  iken Ahu Aysun: Bir fonksiyonun gériintiileri
anlama  elemanlar esit ya da Aysun birbirine esit ise degerleri de esittir.
elemanlar  farkli  iken Adem Aymi  sekilde degerleri farkl ise
gorilintileri farkll Aziz gortintiileri de farklidr.
Hatah Elemanlar esit iken Barig Baris: Birebir fonksiyonda aldigimiz
anlama  goriintiiler de esit ya da Belma herhangi iki eleman esit oluyorsa ve
elemanlar  farkli  iken bunlart goriintii kiimesine
goriintiiler de farkli yazdigimizda sonug da esit oluyorsa
birebiridir. Ve iki tane farkli eleman
aldigimizda  goriintii  kiimesine
yazdigimiz  zaman  sonuglarda
birbirinden farkli oluyorsa birebir
olur.
Kavram  Tanim kiimesindeki her Buse Buse: Tamm  kiimesindeki  her
karmasasi eleman deger kiimesinde bir eleman deger kiimesindeki bir ve
ve yalniz bir eleman ile valmiz bir eleman ile eslesiyorsa
eslesir. birebirdir.
Tanmim  kiimesindeki  bir Bilge Bilge: Bir fonksiyonun birebir
eleman deger kiimesindeki olmasi, kendi ciimlelerim ile ifade
sadece bir eleman ile edeyim. Tamm kiimesindeki  bir
eslesir. eleman deger kiimesindeki  bir
eleman ile eslenecegi ve ikinci bir
elemana gitmeyecegini anlyyorum.
X1 = X iken f(x1) = f(x;) yani.
Kavramsal | Fonksiyonun deger Tiim Adem: B deger kiimesinden her
anlama  kiimesinde acgikta eleman  Ogretmen  elemamni segtigimiz zaman, B nin her
(Orten kalmayacak adaylart b elemant icin, gériintiisii b ye esit
fonksiyon) olan bir eleman vardir. Yani deger

kiimesinde
kalmayacak.

acikta eleman

Tablo 4.12 incelendiginde Ahu, Aysun ve Adem’in birebir fonksiyon

tanimlarinin  “Bir fonksiyonun goriintiileri birbirine esit iken tanim kiimesindeki

elemanlar da esittir ya da fonksiyonun tanim kiimesindeki elemanlar farkli iken

goriintiileri de farklidir.” seklinde oldugu tespit edilmistir. Ogretmen adaylarinin

yaptiklart bu tanimlamanin birebir fonksiyon kavramimin mantig1 ile Ortlistigi

belirlenmistir.

Buna gore bu Ogretmen adaylarmin birebir fonksiyon tanimini

icsellestirdikleri sdylenebilir. Bu bakimdan, 6gretmen adaylarmin birebir fonksiyon



134

tanimina yonelik kavramsal bilgilerinin yeterli diizeyde oldugu ve kavramsal anlamaya

sahip olduklar1 ortaya ¢ikmistir.

Baris ve Belma’nin birebir fonksiyon tanimina yonelik ifadeleri incelendiginde,
tanimda bulunan bilesik 6nermeleri anlama konusunda sikinti yagadiklar1 goriilmistiir.
Bu 6gretmen adaylar1 tanimda bulunan 6nermenin hipotezi ve hikkmiinii birbiri yerine
kullanmislardir. Barig ve Belma, fonksiyonun tanim kiimesindeki elemanlar esit iken
goriintiileri de esit ise fonksiyonun birebir olacagm ifade etmislerdir. Ogretmen
adaylarinin ifadeleri birebir fonksiyon taniminda yer alan “f(x;) = f(x;) ise x; = x,”
ya da bu Onermenin karsit tersi olup, dengi olan “x; # x, ise f(xy) # f(xy)”
Oonermelerinin ifade ettigi matematiksel gerceklerle uyusmamaktadir. Bu 6gretmen
adaylari, onermelerdeki bu siranin 6nemli olmadigini ifade ederek diisiincelerini
savunmuslardir. Bu baglamda Baris ve Belma’nin birebir fonksiyon tanimina yonelik
kavram yanilgilarinin oldugu sdylenebilir. Barig ve Belma’nin birebir fonksiyon

tanimina yonelik hatali anlamaya sahip olduklar tespit edilmistir.

Buse bir fonksiyonun birebir olmasi i¢in tanim kiimesindeki her elemanin deger
kiimesindeki bir ve yalniz bir eleman ile eslesmesi gerektigini vurgulamistir. Buse’nin
ifadelerinden, birebir fonksiyon tanimi ile fonksiyon tanimini birbiri ile karigtirdigi
soylenebilir. Bilge de Buse ile benzer olarak bir fonksiyona birebir fonksiyon
diyebilmek i¢in tanim kiimesindeki bir elemanin deger kiimesindeki sadece bir eleman
ile eslesebilecegini ifade etmistir. Buna gore Bilge ve Buse’nin kavramlari birbiri ile
kanistirdigi ortaya ¢ikmustir. Ogretmen adaylarinin 6rten fonksiyon tanimindan ne
anladiklarina yonelik ifadeleri incelendiginde, 6gretmen adaylarinin tiimiiniin bir
fonksiyonun orten olabilmesi i¢in deger kiimesinde agikta eleman kalmayacagini yani
deger kiimesindeki her elamanin tanim kiimesindeki en az bir eleman ile eslesecegini
ifade ettikleri belirlenmistir. Buna gore 6gretmen adaylarinin 6rten fonksiyon tanimina

yonelik kavramsal bilgilerinde bir eksikligin olmadig1 sdylenebilir.

Ogretmen adaylarinin fonksiyon, birebir ve drten fonksiyon tanimlarina yonelik
kavramsal bilgilerinin sorgulanmasinin ardindan argiimantasyon ve ispat siireglerine
yonelik etkinliklere gecilmistir. Ayrica 6gretmen adaylarina miilakatta kullanilan diger
tammlar formel bir sekilde, yazili olarak sunulmustur. Ogretmen adaylarina gerek

duyduklart takdirde tanimlar1 kullanilabilecekleri belirtilmistir. Ayrica, etkinliklerde
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tanim ve deger kiimesi belirtilmeyen fonksiyonlar i¢in fonksiyon taniminda belirtilen
tanim ve deger kiimelerini dikkate almalar1 gerektigi ifade edilmistir. Miilakat formunda

yer alan etkinlikler hakkinda bilgi verilmesinin ardindan etkinliklere geg¢ilmistir.

4.2.1. Ogretmen adaylarmin fonksiyonlar konusundaki argiimantasyon

siirecleri

Bu boliimde 6gretmen adaylarinin arglimantasyon siireclerini ortaya ¢ikarmak
amaciyla kendilerine yoneltilen bir 6nermenin dogruluguna ya da yanlisligina nasil ikna
olduklar1 ve dogru oldugunu bildikleri bir matematiksel iddiay1r nasil savunduklari

arastirilmistir.

Ogretmen adaylariin matematiksel bir nermenin dogrulugu hakkinda siipheye
diistiiklerinde kendilerini nasil ikna ettiklerini ortaya ¢ikarmak i¢in biri dogru, digeri
yanls iki dnerme sunulmustur. Ogretmen adaylarindan bu 6nermeleri dogru ya da
yanlis olarak belirtmeleri istenmistir. Ogretmen adaylarina ilk olarak “Bir fonksiyonun
tersi de bir fonksiyon ise, o zaman fonksiyon birebir ve orten bir fonksiyondur.”
onermesinin dogru olup olmadigini belirtmeleri istenmistir. Onermenin dogru olup
olmamasina yonelik farkli argiimanlar iiretilmistir. Ogretmen adaylarinin énermeye ikna
olmak igin kullandiklar1 stratejiler incelenmistir. Ogretmen adaylarmin kullandiklar
stratejilerin dort kategori altinda toplandigi belirlenmistir. Tablo 4.13’te 6gretmen

adaylarmin dogru Onermeye ikna olmak igin kullandiklari stratejiler ve verdikleri

kararlar sunulmustur.

Tablo 4.13.
Osretmen Adaylarinin Dogru Onermeye Ikna Olmak I¢in Kullandiklar: Stratejiler

Kategoriler Ahu Adem  Aziz Aysun Barigs Bilge Buse Belma

Kavramlar 4 4 4
tizerinden
muhakeme
Gegmis bilgi v v 4
Ornek kullanma v
Ispat yapma 4
Verilen karar Dogru Dogru Dogru Dogru Dogru Dogru Dogru Dogru
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Tablo 4.13’e gore, O6gretmen adaylarinin tiimiiniin dogru olan matematiksel
onermeyi belirleyebildikleri tespit edilmistir. Ogretmen adaylar1 kararlarin1 verirken
¢ogunlukla kavramlar iizerinden muhakeme ederek (Ahu, Aziz, Bilge) dogru 6nermeyi
se¢mis ya da ge¢mis bilgilerinden hareket ederek (Aysun, Baris, Belma) 6nermenin
dogru oldugu sonucuna ulagmislardir. Bir 6gretmen adayi (Buse) o6zel bir 6rnek
iizerinden muhakeme ederek dogru karar vermistir. Ogretmen adaylarindan biri de
(Adem) 6nermenin dogru olduguna ikna olmak igin ispat yapmasinin gerekli oldugunu

ifade etmistir.

Ahu, Aziz ve Bilge ifadenin dogruluguna karar verirken fonksiyon, birebir
fonksiyon, orten fonksiyon ve ters fonksiyon kavramlarini diisliniip kavramlari birbiri
ile iligkilendirerek dogru sonucu ulasmislardir. Bu 6gretmen adaylar1 6nermeye ikna
olmak i¢in {irettikleri argiimanlarda dogru tanim ve kavramlari kullanmiglardir. Bu
bakimdan 6gretmen adaylarinin doniisiimsel argiimanlar (iiretilen argiimanlarda dogru
tanim, teorem ve aksiyomlarin kullanilmasi, kavramlarin birbiri ile iligkilendirilmesi)
tirettikleri sOylenebilir. Asagida bu 6gretmen adaylarindan Ahu’nun ifadelerine yer

verilmistir.

Ahu: Mesela tersi varsa ne yapryoruz biz? Fonksiyonun gériintii kiimesini tanim
kiimesine gotiiriiyoruz. Fonksiyon tamimi neydi? Fonksiyon tamimi bize diyordu ki,
tamm kiimesinde bosta eleman kalmasin ve tamim kiimesindeki her eleman deger
kiimesinde sadece bir elemana gitsin. O zaman iste bu tanima bakarsak, madem bu
fonksiyonun tersi var. Simdi ters fonksiyon icin deger kiimesi ile tanim kiimesinin
verlerini degistirdik. Deger kiimesinde bosta eleman kalmayacak, c¢iinkii fonksiyon
tammi bize boyle diyor. Fonksiyon orten oldugu icin deger kiimesinde bosta eleman
kalmayacak ciinkii fonksiyon tanmimi bize boyle diyor. Ayni zamanda yine fonksiyon
tammindan deger kiimesindeki her eleman tamim kiimesindeki sadece bir eleman ile

eslesecek. Bu da bizi birebirlige gotiiriiyor.

Ahu 6nce fonksiyon tanimini ve ters fonksiyon tanimini goz oniine almistir. Bir
bagmtinin fonksiyon olabilmesi i¢in ilk sart olarak, tanim kiimesinde bosta eleman
kalmamasini yani tanim kiimesindeki her elemanin deger kiimesinde bir eleman ile
eslesmesi gerektigini ifade etmistir. Ikinci sart olarak da tamim kiimesindeki her

elemanin deger kiimesinden sadece bir eleman ile eslesmesi gerektigini dile getirmistir.
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Bir fonksiyonun tersinde, tersi alinan fonksiyonun tanim kiimesi ile deger kiimelerinin
yer degistirecegini belirtmistir. Fonksiyon tanimindan, ters fonksiyonun tanim
kiimesinde deger kiimesi ile eslenmeyecek bir eleman bulunmadigini ifade etmistir.
Dolayisiyla fonksiyonun deger kiimesinde eslenmeyen eleman kalmayacagini
belirtmistir. Bu durumun fonksiyonun 6rten oldugunu ifade ettigini belirtmistir. Ters
fonksiyonu g6z Oniline alarak, fonksiyon olmanin ikinci sartindan, ters fonksiyonun
tanim kiimesindeki her elemanin deger kiimesinde sadece bir eleman ile eslesecegini
ifade etmistir. Bu durumun da fonksiyonun birebir oldugunu gosterdigini dile
getirmistir. Asagida Ahu’nun drettigi argiimanlarin Toulmin modeline gore analizleri

sunulmustur.

[Ters fonksiyon meveuttur f drtend:

L J

[Fonksivon taniminm ilk sartindan|

[Ters fonksiyon meveuttur] 4

[Fonksiyon olmanm ikinci sartindar]

Sekil 4.1. Ahu’nun tirettigi argiimanlarin Toulmin modeline gore analizi

Aysun, Barig ve Belma oOnermenin dogruluguna ikna olmak igin diigiince
stirecine girmemislerdir. Bu 6dnermenin dogru oldugunu daha 6nce bildiklerinden dolay1
dogru olduguna karar verdiklerini belirtmislerdir. Buna gore, 6gretmen adaylarinin
onermenin dogru olduguna ikna olurken otoriter bir yaklasim iginde olduklari

sOylenebilir. Asagida bu 6gretmen adaylarindan Baris’in goriislerine yer verilmistir.

Baris: Tamdik geldi. Bir de ters fonksiyonun taniminda ters fonksiyonun olmasi

icin birebir ve orten fonksiyon olmasi gerekir denmigti. Onu biliyordum.

Buse ise, dnermenin dogruluguna ikna olmak i¢in 6zel bir 6rnek kullanmistir.

Buse onermenin dogrulugu icin bir 6rnegi disiinerek genelleme yapmistir. Buse’nin
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timevarimsal gerek¢e kullandigi soylenebilir. Asagida Buse’nin ifadelerine yer

verilmigtir.

Buse: Mesela bir fonksiyon aldik. Mesela bir kiimeden bir x elemanint aldik.
Mesela diyelim ki f(x)=2x+1 fonksiyonunu alalim [f fonksiyonunu venn semast ile
¢izdi]. Bu fonksiyonun burada goriintiisii olustu. Gériintiistiniin olustuktan sonra ayni
elemana donmesi gerekir ki tersi olsun yani. Bu fonksiyonun tersinin olabilmesi i¢in
kesinlikle birebir olmali ki baska bir elemana gitmesin. Bir de bu fonksiyon orten olmall

Ki burada aldigimiz elemanlar agikta kalmasin.

Buse onermenin dogruluguna ikna olmak icin iirettigi argiimanda reel sayilar
tizerinde f(x) = 2x + 1 kurali ile taniml1 f fonksiyonunu birebir ve drten bir fonksiyon
olarak dikkate almistir. f fonksiyonunu venn semasi ile gostermistir. Buse fonksiyonun
tanim ve goriintii kiimelerini diislinerek, fonksiyonun tersi varsa kesinlikle birebir 6rten
olmasi gerektigini vurgulamis, f fonksiyonu {izerinden genellemeye gitmistir. Asagida

Buse’nin tirettigi argiimanin Toulmin modeline gére analizi sunulmustur.

If 72, ters fonksiyon mevcuttuf] — 4 f fonksivonu birebir ve drten bir fonksiyondui

Reel sayilar izerinde tamimlanan f{x)=2x+1 fonksivonun tersinin olabilmesi icin

birebir ve drien olmasi1 gerektiginden

Sekil 4.2. Buse’nin iirettigi arglimanin Toulmin modeline gore analizi

Adem bir ifadenin dogru olduguna ikna olabilmek igin onun ispatlanmasi
gerektigini savunmustur. Bu ifadenin dogru olup olmadigina karar verebilmek igin
ispatlamaya c¢alisacagini, ispatlayabilirse dogruluguna ikna olacagni belirtmigtir.
Ispatin1 tamamlayan dgretmen adayi, dnermenin dogru oldugunu belirtmistir. Asagida

Adem’in konu ile ilgili ifadelerine yer verilmistir.

Adem: Dogrulugunu gdstermeye ¢alisacagim tam olarak bilemiyorum.

Ogretmen adaylarmin dogrulugunu degerlendirmeleri igin ikinci énerme olarak
“Herhangi c¢arpilabilir olan birebir iki fonksiyonun ¢arpimi olan yeni fonksiyon da

birebirdir.” yanls 6nermesi sunulmustur. Onermenin dogrulugu hakkinda bir karara
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varmalari istenmistir. Ogretmen adaylarinin &nermeye ikna olurken kullandiklary
stratejiler incelenmistir. Onermeye ikna olmak icin kullanilan stratejilerin dort kategori
altinda toplandig1 belirlenmistir. Tablo 4.14’te 6gretmen adaylarinin kullandiklar

stratejiler hakkinda bilgiler sunulmustur.

Tablo 4.14.
Osretmen Adaylarimin Yanlis Onermeye Ikna Olmak Icin Kullandiklar: Stratejiler

Kategoriler Ahu  Adem Aziz Aysun Baris Bilge Buse Belma
Ters 6rnek arama v v v v
Ornek kullanma v v
Ispat yapma v
Ispat1 diisiinme v

Verilen karar Yanlis Dogru Yanlis Dogru Yanlis Yanlis Dogru Dogru

Tablo 4.14 incelendiginde 6gretmen adaylarinin yarisinin (Adem, Aysun, Buse,
Belma) onermenin yanlis oldugunu tespit edemedikleri belirlenmistir. Buna gore
O0gretmen adaylarinin fonksiyonlar konusunda yanlis Onermeyi belirleyebilme
becerilerinin, dogru Onermeyi belirleyebilme becerilerinden oldukga diisiik oldugu
ortaya cikmistir. Ogretmen adaylarimin yaris1 (Ahu, Aziz, Baris, Bilge) dnermenin
dogrulugu hakkinda bir karara varabilmek i¢in 6nermeyi yanlislayan ters 6rnek bulmaya
calismuglardir. iki dgretmen adayr (Adem, Belma) 6nermenin ispatini yaparak ya da
yapabileceklerini diisiinerek karar vermislerdir. Iki dgretmen aday: ise (Aysun, Buse)

onermenin dogruluguna ikna olmak i¢in 6nermeyi dogrulayan 6rnekler kullanmislardir.

Ogretmen adaylarindan Ahu, Aziz, Baris ve Bilge yanlis olan matematiksel
Oonermeyi tespit etmede basarili olmuglardir. Bu o6gretmen adaylarmmin 6nermenin
dogrulugunu tayin edebilmek icin kullandiklari stratejiler incelendiginde, 6gretmen
adaylarinin ters 6rnek bulmaya calistiklari tespit edilmistir. Bu 6gretmen adaylari bir
onermenin yanlishg icin tek bir ters drnegin yeterli oldugunu ifade ederek onermeyi
ciiriiten bir 6rnek bulmusglardir. Asagida bu 6gretmen adaylarindan Aziz ile arastirmact

arasinda gecen konusmaya yer verilmistir.
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Arastirmact: Ne diistintiyorsun?

Aziz: [Onermeyi tekrar okuyor] Diiz mantikla baktigim zaman birebir gibi
goziikiiyor ama... Simdi fve g’yi ¢carptigim zaman birebirligi bozar mi? Bozabilir sanki.
Hocam bunu nasil ispatlayacagim simdi© hadi yanhs dedim, yanlshgin nasil

gosterecegim?
Arastirmact.: Bilmiyorum, nasil géstermek istiyorsan gosterebilirsin.

Aziz: Aksine bir ornek gosterebilirim de... Zor bir sey gercekten. O zaman bir

ornek diigiineyim kafamdan.

Aziz: 2x+3 ile 2x+1 olsun. Simdi bunlarin tamim kiimelerini verelim. R den R ye

olsun. Simdi sikint1 yok. Birebir. Simdi ikisini ¢arpsam birebir midir?
Arastirmact: Iki fonksiyonu ¢arptiginda sonug ne ¢ikti?

Aziz: 4x? ... ¢ikti. Parabol ¢ikti. Parabol birebir degildir.
Arastirmaci: Parabol birebir degil midir?

Aziz: y = x? bir paraboldiir ve baktigimiz zaman birebir degildir. Burada x*

degil ama...

Aziz: Burada segtigim fonksiyon birebir oldu. Tabii ki bu dogru oldugu igin
yeterli degil de. Aksine bir ornek bulmaya ¢alistim... 2x+3, 2x+5 bunlarin hepsi
birebir fonksiyonlar. x+1, x+2 desek fark eden bir sey olmaz ya. x* + 3x + 2
olur. Iste bu ortadaki deSerin olmamasi gerek. 2x-2 ile 2x+2 yi ¢arpsam
ortadaki deger gidiyor. 4x? — 4 olur. 2x-2 ve 2x+2 birebir iki fonksiyon ve

4x? — 4 birebir bir fonksiyon degil.
Aragtirmaci: Neden birebir degil?

Aziz: -1 ile +1 verdigimizde aynmi deger geliyor. Kesinlikle artik yanlis, eminim

suan eminim!

Aziz 6nermeyi yanlislamak icin ters bir drnek aramustir. Ilk 6nce reel sayilar
tizerinde birebir iki fonksiyon olan 2x +3 ve 2x + 1 fonksiyonlarmi gbz Oniine
almistir. Bu fonksiyonlarin c¢arpim fonksiyonu olan 4x% + 8x + 3 fonksiyonunun

parabol tipinde bir fonksiyon oldugu igin birebir olmadigini belirtmistir. Aziz bu
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argiimaninda gerekge olarak parabollerin birebir olmadigi bilgisini kullanmistir. Aziz
iirettigi argiimanda yanlis bilgiye dayanan bir gerek¢e kullanmistir. Reel sayilar
tizerinde tanimlanan parabollerin birebir olmadigi dogrudur fakat Aziz’in buldugu
carpim fonksiyonu parabol degil polinom tipli bir fonksiyondur. Aziz daha sonra
hatasint anlamig, bu fonksiyonun parabol olmadigini ifade etmistir. Ters bir ornek
bulmasina ragmen elde ettigi carpim fonksiyonunun birebir oldugundan emin degildir.
Bu ifadeyi ¢iirlitmek i¢in birebir olmadigindan emin oldugu parabol tipli bir ¢arpim
fonksiyonu elde etmeye calismistir. En sonunda, 2x + 1 ve 2x — 1 fonksiyonlarini1 géz
oniine alarak 4x2 — 4 paraboliinii elde etmistir. Bu paraboliin -1 ve +1 noktasinda
birebirligi bozdugu i¢in birebir olmadigini belirtmistir. Burada Aziz argiimaninda -1 ve
+1 degerlerini birebirligi bozan bir ¢iiriiten bileseni olarak sunmustur. Sonug olarak
Aziz Onermeyi ¢iiriiten bir ters 6rnek bulmus ve Onermenin yanlis oldugunu ifade

etmistir. Asagida Aziz’in dretti§i arglimanlarin Toulmin modeline gore analizi

sunulmustur.
E. de birebir 1ki fonksiyon - Carpim fonksiyonu olan
2x+3 ve 2x+1 i 4x® +8x + 3
fonksivonlannin  garpim I fonksiyonu birebir
fonksivonu degildir.
Parabol birebir desildir]

1 ve +1 verdigimizde aym deger geliyvor

R de birebir olan 2x-1 ve Carpim fonksiyonu 4x° — 4 birebir

2x+1 fonksivonlarinin N degildir

carpim fonksiyonu

Reel sayilar iizerinde tammlanan 2x+1 ve 2x-1 fonksivonlannin carpimi olan

4x? — 4 fonksiyonu birebir degildir

[Carpilabilir iki birebir fonksivon| Y 5

Sekil 4.3. Aziz’in Urettigi argimanlarin Toulmin modeline gore analizi
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Aysun ve Buse onermenin dogruluguna ikna olmak i¢in ifadenin dogrulugunu
tek bir 6rnek iizerinden denemislerdir. Bulduklar1 6rnek Onermeyi dogruladigi igin
onermenin dogru olduguna ikna olmuslardir Asagida Aysun ile arastirmaci arasinda

gecen konusmaya yer verilmistir.
Aysun: Birebir fonksiyon diisiineyim iki tane...
Arastirmaci: Hangi fonksiyonlar diistindiin?

Aysun: Sanmirim x? birebir degildi. Ciinkii farkli deger veriyorduk aym ¢ikiyordu.

|x| olabilir mi? Goriintiileri ayni oldugundan degerleri de ayni olacak.
Arastirmact: Hangi fonksiyonlari se¢tin?
Aysun: Sectim bir tane |x|. Birebir degil mi?
Arastirmact: Bilmiyorum.

Aysun: Birebir. Evet deger veriyoruz iki tane x; Ve x,. Bunlar pozitif ¢ikar

X1 = X,. Degil mi?
Arastirmact.: Bilmiyorum.
Aysun: Neyse, bir tane daha seceyim ben...
Arastirmact: Simdi sen ne yapmaya ¢alisiyorsun? A¢iklar misin?
Aysun: Iki érnek alip ¢arpacagim. Bakacagim sonug ne ¢ikacak.
Aysun: v/x olur mu?
Aragtirmact: Bilmiyorum.

Aysun: Sanki esit ¢ikiyor ya karelerini alinca x, = x,. Tamam, bir tane x, bir
tane vx. Bunlar tamml oldugu aralikta birebir diye tahmin ettim (pozitif reel

sayilarda). Neyse captik x\x oldu degil mi hocam? Sonra bunlari ayni sekilde
birebirligi uyguladim... Evet, birebir ¢ikti sanki...

Arastirmaci: Ne karar verdin?

Aysun: Dogru.
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Aysun 6nermenin dogruluguna ikna olmak icin 6rnek bularak denemeyi tercih
etmistir. x? ve |x| fonksiyonlarin1 géz dniine almis fakat bu 6rnekleri kullanmamustir.
Daha sonra Aysun onermeyi dogrulamak icin x ve +/x fonksiyonlarmin birebir
oldugunu belirterek ¢arpim fonksiyonu olan x+/x fonksiyonunun birebirligini
incelemistir. Miilakat sonunda Aysun’a bu fonksiyonlarin tanim kiimesinin ne oldugu
soruldugunda, birebir oldugu araliklar olan pozitif reel sayilar oldugunu ifade etmistir.
xv/x fonksiyonunun birebir oldugundan yola ¢ikarak énermenin dogru oldugunu ifade
etmistir. Aysun’un iirettigi argiimanda bu 0rnegi gerekce olarak kullanmistir. Ayrica,
Aysun miilakatlar sirasinda arastirmacidan ¢ikarimlar1 konusunda onay beklemistir.
Arastirmacinin sorularina cevap vermemesine ragmen tutumunu siirdiirmiistiir. Buna
gore Aysun’un referans destegine ihtiya¢ duydugu sdylenebilir. Asagida Aysun’un
onermenin dogru olduguna ikna olmak igin irettigi argiimaninin Toulmin modeline

gore analizi sunulmustur.

ICarpilabilir, iki birebir fonksivon| ICarpim fonksiyonu birebirdir |

Pozitif reel sayilar iizerinde birebir olan x ve \x in carpim fonksivonu olan x/x

fonksivonu birebir oldugundan

Sekil 4.4. Aysun’un {iirettigi arglimanin Toulmin modeline gore analizi

Buse’nin durumu Aysun’dan farklidir. Buse ifadenin dogrulugunu gostermesi
acisindan One siirdiigli ornek aslinda bir ters Ornek olmasina ragmen Onermeyi
dogrulayan bir 6rnek olarak goz Oniine almistir. Buse reel sayilar kiimesi iizerinde
tanimlanan 2x ve 2x + 1 birebir fonksiyonlarin1 ¢arparak buldugu ¢arpim fonksiyonu
olan 4x2 + 2x fonksiyonunun birebir oldugunu ifade etmistir. Buse’nin belirttigi
carpim fonksiyonu reel sayilar kiimesinde birebir bir fonksiyon degildir. Asagida

Buse’nin ilgili ifadelerine yer verilmistir.

Buse: Neyi diisiindiim. Iki tane fonksiyon aldim. Bu fonksiyonlar ayri ayri
birebirdir. f fonksiyonu 2x olsun. g fonksiyonu 2x + 1 olsun dedim. Bu iki fonksiyonun

carpimi f(x).g(x) olur. Bunlarin her ikisini ayri ayri ¢arptigimizda 2x.(2x + 1) =
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4x2 + 2x ayr1 bir fonksiyon c¢ikiyor. Bu fonksiyon birebir olur. Yani f ve g birebir
oldugu icin yeni bir fonksiyon olusur. O fonksiyon da birebir olur.

Buse 6nermenin dogruluguna ikna olmak i¢in olusturdugu argiimanda bir 6rnek
tizerinden Onermenin dogru olduguna ikna olmus ve bu 6rnek iizerinden genelleme
yapmistir. Onermenin dogru olduguna ikna olmada kullandig1 6rnegi gerekge olarak
sunmustur. Buse’nin buldugu 6rnek, énermenin dogru olmadigina dair ters bir 6rnektir.
Buse birebir fonksiyon kavramindaki eksiklikleri nedeniyle elde ettigi carpim
fonksiyonunun birebir olmadigin1 fark edememistir. Buse miilakat sonunda birebir
kabul ettigi fonksiyonlarin reel sayilar tizerinde tanimli oldugunu belirtmistir. Asagida

Buse’nin tirettigi argiimanin Toulmin modeline gére analizine yer verilmistir.

ICarpalabilir, iki birebir fonksivon| »Carpim fonksivonu birebirdir |

Reel sayilar dizerinde birebir olan 2x ve 2x + 1 in carpim fonksiyonu olan 4x? +

2x fonksiyvonu birebir oldugundan

Sekil 4.5. Buse’nin tirettigi arglimanin Toulmin modeline gore analizi

Adem bir onceki onermenin dogrulugunu belirlemede kullandig1 stratejiyi bu
onermede de degistirmemistir. Adem bir ifadenin dogru olduguna ancak ispat
yapildiginda ikna oldugunu ifade ederek ispat yapmaya baslamistir. Matematiksel
olarak gecersiz bir ispat yapmustir. Yaptigr ispatin dogru oldugunu diistinerek

onermenin dogru oldugunu belirtmistir. Asagida Adem’in ifadelerine yer verilmistir.

Arastirmact: Neyi diisiintiyorsun?
Adem: Bunu da gostermeye ¢alisacagim.
Arastirmact: Bunu da ispatlamaya mi ¢calisacaksin?

Adem: Evet.

Arastirmact: Suan bir karar verdin mi yoksa ispat yaptiktan sonra mi karar

vereceksin?

Adem: Evet, yaptiktan sonra karar verecegim.
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Son olarak Belma, onermenin ispatini diisiinerek karar vermistir. Ispati
yapabilecegine karar vermis ve dnermenin dogru oldugunu belirtmistir. Uygun bir ispat
yapamamasina ragmen Kararinda bir degisiklik olmamistir. Asagida Belma’nin goriisleri

sunulmustur.
Belma: Dogrudur. Hemen altina yapayim.
Arastirmaci: Nasil diistindiin?

Belma: Iki ayri birebir fonksiyon alirim. Daha sonra da carpimlarinin birebir

oldugunu gosteririm diye diistindiim.

Ogretmen adaylarinin argiimantasyon siirecini ortaya ¢ikarmak amaciyla yapilan
son etkinlik olarak, 6gretmen adaylarindan dogru oldugu bilinen bir matematiksel
iddiayr savunmalar1 istenmistir. Ogretmen adaylarindan f:R~ — R*, f(x) = x?
seklinde tanimlanan fonksiyonun ters fonksiyonunun mevcut oldugunu gostermeleri
istenmistir. Ogretmen adaylarinin ¢dziimlerinde iirettikleri argiimanlarin gerekgeleri
incelenmistir. Kullanilan gerekgelerin alti kategori altinda toplandigi belirlenmistir.
Tablo 4.15’te kategoriler hakkinda bilgiler ve 6gretmen adaylarinin argiimanlarinin ikna

edicilik durumlar1 sunulmustur.

Tablo 4.15.
Ogretmen Adaylarinin Urettikleri Argiimanlarda Kullandiklar: Gerekgeler

Kategoriler Ahu Adem Aziz Aysun Baris  Bilge Buse Belma

Déniistimsel v v
gerekce
Déniisiimsel-algisal v v
gerekge
Referanssiz gerekce v
Doniistimsel- 4
tiimevarimsal
gerekce
Tiimevarimsal v
gerekce
Déniisiimsel- 4
referanssiz gerekce
Ikna edicilik Kismen Evet Evet Hayir Hayrr Kismen Hayir Hayir




146

Ogretmen adaylarinin ¢oziimleri incelendiginde iki tanesinin ikna edici, iki
tanesinin ise kismen ikna edici oldugu tespit edilmistir. Diger 6gretmen adaylarinin
¢oziimleri, ikna edici bulunmamistir. Buna gore Ogretmen adaylarinin fonksiyonlar
konusunda dogru oldugunu bildikleri matematiksel iddialar1 ikna edici bir sekilde

savunma becerilerinin diisiik oldugu sdylenebilir.

Ogretmen adaylarmin hepsi, fonksiyonun ters fonksiyonunun mevcut oldugunu
gostermek i¢in fonksiyonun birebir ve orten oldugunu gostermeye calismislardir. Bu
durumun oOnceki etkinlikte yer alan matematiksel Onermenin etkisi altinda kalarak
gerceklestigi diisiiniilmiistiir. Ogretmen adaylarmin biiyiik bir cogunlugu (Baris ve Buse
hari¢) fonksiyonun birebir ve orten oldugunu gostermek i¢in birebir ve orten fonksiyon
tamimlarmi uygulamaya galismislardir. Ogretmen adaylarmin yaris1 (Adem, Aziz, Buse,
Belma) tirettikleri argiimanlarini sadece tek tip gerekce kullanirken diger yarist da
karma gerekceler kullanmislardir. Ogretmen adaylarmnin en ¢ok kullandiklari gerekee,
doniisiimsel gerekce olmustur. Ogretmen adaylarinin yarisindan fazlasi bu gerekge tipini
kullanmustir. Ikiser 6gretmen aday: argiimanlarinda tiimevarimsal, refaranssiz ve algisal

gerekgeler kullanmislardir.

Aziz ve Adem f fonksiyonunun birebir ve orten oldugunu tanimlari basarili bir
sekilde uygulayarak gostermislerdir. Aziz ve Adem argiimalarinda doniisiimsel
gerekgeler kullanmislardir. Asagida bu 6gretmen adaylarindan Aziz’in ¢oziimiine ve

¢ozlimiinii yaparken arastirmaci ile arasinda gecen konusmaya yer verilmistir.
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Sekil 4.6. Aziz’in ¢ozimi

Aziz: O zaman birebir ve érten oldugunu géstermeliyiz. Oyle mi?

Arastirmact: Bilmem. Nasil géstermek istiyorsan oyle gosterebilirsin.
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Aziz: Tamam tersinin olmasi icin birebir ve orten olmasi lazim.
Arastirmact: Tersi derken ne demek istiyorsun?

Aziz: Tersinden kastettigim tersinin de bir fonksiyon olmasi. Onun i¢in de
birebir ve drten olmast lazim. Onu gosterirsem gostermis olacagim zaten. [Birebirlik
icin ¢oziimiinii yapiyor.] Bu da yine R~ de tamimlandigi icin x; = x, olur. Buradan

fonksiyonun birebir oldugu goriiliir.
Arastirmact: Ortenlik igin ne yapacaksin?

Aziz: Simdi ortenlik icin de... Hocam biraz kafam karigti. Bildigim seyleri de

unuttum. Tammlara bakabilir miyim?
Arastirmact.: Tabi ki bakabilirsin.

Aziz: [Orten fonksiyon tammina bakiyor] simdi neyi gosterecegiz? Orten
oldugunu gésterecegiz. Simdi orten oldugunu... Simdi fonksiyonlarin orten oldugunu
gosterirken hep sikinti yasiyyorum. Simdi bunu nasil gosterecegim? Deger kiimesinden
bir eleman alacagim, bu elemani saglayacak tamm kiimesinde en az bir eleman
oldugunu soyleyecegim. Deger kiimesinin her elemant igin... Her y icin bir x var midir?

... Gerg¢i bir dakika... Iyi de buluruz ki sonucta.

Arastirmaci: Nasil bulursun?

Aziz: Mesela x? 10 desek, —v10 un da karesi 10 olur. O zaman x2? = y ise
x =—,/yveyax = +,/y olur. —ﬁ de R™ nin eleman: oldugundan értendir. [Ortenlik
icin ¢oziimiinii yaziyor.] Bu da her y € R* icin en az bir x € R~ oldugunu gésterir, 0

zaman f ortendir.

Aziz bir fonksiyonun tersinin mevcut oldugunu géstermek i¢in oncelikle birebir
ve oOrten oldugunu gostermesi gerektigini ifade etmistir. Bu bakimdan Aziz’in bir
fonksiyonun ters fonksiyonunun mevcut olmasi igin birebir ve 6rten olmalidir teoremini
ana argiimanina gerekc¢e olarak kullandigi belirlenmistir. Aziz f fonksiyonun birebir
oldugunu gostermek icin birebir fonksiyon tanimini uygulamistir. Birebir fonksiyon
tanim1 yardimiyla fonksiyonun birebir oldugunu gostermistir. Aziz fonksiyonunun
birebir oldugunu gosterirken alt argiiman olusturmustur. Bu argiimanda Aziz,

fonksiyonun tanim kiimesinin negatif reel sayilar oldugu igin x;% = x,2 ifadesinden
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X, = x, ifadesine ulastigin1 belirtmistir. f fonksiyonun orten oldugunu géstermek igin
orten fonksiyon tanimini kullanmistir. f fonksiyonunun orten fonksiyon tanimini

sagladigi icin Orten oldugunu ifade etmistir. Aziz Orten fonksiyon tanimini ifade
ederken alt argiimanlar olusturmustur. Bu argiimanlarmn ilki x? = y’den x’in +./y veya
—,/y olmasi gerektigini denklemi ¢ozerek ulagmistir. Bu sonuca ulagsmak i¢in tirettigi

olusturmaci argiimaninda x% = 10 Ornegini goz oniine alsa da yapilandirilmis

arglimaninda bu Ornegi gerekce olarak kullanmadigi gorilmistir. Buradan da f
fonksiyonun tanim kiimesinin negatif reel sayilar oldugunu diisiinerek x’in sadece —\/;
olmasi gerektigi sonucuna ulasmigtir. Aziz irettigi argiimanlarda tanim, teorem ve
matematiksel islemlerden ¢ikan sonuglart gerekge olarak kullandigi igin doniigiimsel
gerekee tipinde oldugu soylenebilir. Asagida Aziz’in problemin ¢6ziimii i¢in irettigi

arglimanlarin Toulmin modeline gore analizi yer almistir.

f:R” >R, flx)=x% —_ ,Fbirebirdi kP =

Birebir fonksiyon tanimindan| [vx,,x, € R™ oldugundan|

FE SR, = —_ Fomed] =3 —» F=55]—f=—1

|

Orten fonksiyon tantmindan| Denklem cézimiinden| [f nin tamm kiimesi R

[ f:R~ = R, f(x)=x7 If fonksivonunun ters fonksivonu meveuttur]

Birebir ve drten bir fonksiyonun ters fonksivonu meveut oldugundan|

Sekil 4.7. Aziz’in iirettigi argiimanlarin Toulmin modeline gore analizi

Ahu ve Bilge ise f fonksiyonunun birebir oldugunu, birebir fonksiyon
tanimindan basarili bir sekilde géstermelerine karsin f fonksiyonun 6rten oldugunu, bu

fonksiyon 6zelinde, tanimi1 kullanarak ikna edici bir sekilde gosterememislerdir. Bu
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gosterimlerin tanimin tekrar yazilmasi seklinde oldugu goriilmiistir. Bu 6gretmen
adaylarinin fonksiyonun oOrten oldugunu savunmak igin Ttrettikleri argiimanlarin
mantiksal olarak yetersiz bir gdsterim oldugu sonucuna ulasilmistir. Ogretmen
adaylarinin fonksiyonun birebir oldugunu gosterirken birebir fonksiyon tanimini basarili
bir sekilde uyguladiklari i¢in doniisimsel gerek¢e kullandiklari, fonksiyonun orten
oldugunu yeterli zihinsel gosterimler kullanarak gosteremedikleri igin algisal gerekge
kullandiklar1 belirlenmistir. Bu yiizden ¢éziimler kismen ikna edici bulunmustur. Ahu
ve Bilge’nin hem doniistimsel hem de algisal gerekge tipinde olduklari tespit edilmistir.

Asagida bu 6gretmen adaylarindan Bilge’nin ¢6ziimii sunulmustur.
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Sekil 4.8. Bilge’nin ¢oziimii

Belma ise birebir fonksiyon tanimini hatali bir sekilde kullanmis ve uygun bir
gosterim yapamamistir. Fonksiyonun orten oldugunun gosterimi de tanimin tekrar
edilmesi seklinde olmustur. Bu durumun kaynaginin Belma’nin birebir fonksiyon
tanimina yonelik kavram yanilgisindan kaynaklandigi belirlenmistir. Belma birebir
fonksiyon tanimint “x; = x, iken f(x;) = f(x,)” olarak uygulamistir. Belma’nin
fonksiyonun orten oldugunu savunmak i¢in tirettigi arglimanda da bircok matematiksel
celigkiler mevcuttur. Belma’nin 6zellikle, matematiksel notasyonlar1 dogru bir sekilde
kullanmada gii¢liikk yasadigi ortaya c¢ikmistir. Belma irettigi her iki argiimanda da
matematiksel olarak dogru olmayan bilgi ve ifadeler kullandig: i¢in referanssiz gerekce
tipinde oldugu tespit edilmistir. Asagida Belma’nin ¢6ziimii ve fonksiyonun birebir
oldugunu gostermek icin irettigi argiimanin Toulmin modeline goére analizine yer

verilmistir.
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Sekil 4.9. Belma’nin ¢oziimii

F:R” > RY, flx)=x% __ ,[fbirebirdir,

x; = x5 tken f(x;) = f(x,) oldugundan

Birebir fonksivon tanimi|

Sekil 4.10. Belma’nin iirettigi arglimanin Toulmin modeline gore analizi

Barig, ¢6ziimiinde f fonksiyonunun birebir oldugunu gostermek igin birebir
fonksiyon taniminit dogru bir sekilde kullanmistir. f fonksiyonunun orten oldugunu
gostermek icin tanim kiimesindeki elemanlarin bir boliimiinii denemistir. Asagida

Baris’1in ¢oziimiine yer verilmistir.
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Sekil 4.11. Barig’n ¢oziimi



151

Baris, iddiasin1 savunurken farkli tipte argiimanlar olusturmustur. Fonksiyonun
birebir oldugunu, birebir fonksiyon tanimindan gostermistir. Barig, fonksiyonun birebir
oldugunu gostermek i¢in iirettigi argiimanda birebir fonksiyon tanimini gerekce olarak
kullanmistir. Fonksiyonun orten oldugunu gostermek i¢in tanim kiimesinden n tane
negatif tamsayiyr denemistir. Denemelerinin sonucu olarak fonksiyonun goriintii
kiimesindeki her eleman i¢in tanim kiimesinde en az bir eleman ile eslesecegini ifade
etmistir. Buna gore Baris’in hem dontisiimsel hem de tiimevarimsal gerekge tipine ait
Ozellikleri tasidig1 soOylenebilir. Asagida Barig’in irettigi argliimanlarin  Toulmin

modeline gore analizine yer verilmistir.

. R~ - RY. f(x) = x7 f birebirds

Birebir fonksivon tammindan|

ER™ = RT. f() =x

f(-1)=1, f(-2)=4. f{(-3)=9,.._f(—n) = n?® oldugundar|

Sekil 4.12. Barig’1n iirettigi arglimanlarin Toulmin modeline gore analizi

Buse, f fonksiyonunun birebir ve orten oldugunu tanim kiimesinden aldig1 ¢
sayly1 goriintii kiimesinden {i¢ eleman ile eslestirerek dogru oldugunu gdsterdigini
belirtmistir. Buna gore Buse’nin fonksiyonlar konusunda iddialarin1 savunurken
tamamen tiimevarimsal gerek¢e tipinde bir yapr sergiledigi belirlenmistir. Asagida
Buse’nin ¢6ziimiine, ifadelerine ve iirettigi argiimanin Toulmin modeline gore analizine

yer verilmistir.
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Sekil 4.13. Buse’nin ¢6ziimi

Buse: Simdi A ve B gibi iki tane kiimemiz var. [A ve B kiimesini ¢iziyor] Bunun
tamim kiimesi negatif reel sayilardan olusmasi gerekiyor. Deger kiimesi de pozitif reel
sayulardan olusmast gerekiyor. Mesela tamim kiimesinde -1 aldim, f{-1)=1 olur. Yani
pozitif reel sayilar: saglar. Her bir eleman icin ayri ayri gider. -2 igin 4 e gider, -3 icin
9’a gider. Yani tamim kiimesindeki her eleman goriintii kiimesindeki bir eleman ile

eslesiyor ve acikta eleman da kalmaz. Ve birebir ve érten oluyor.

R~ = R*, f(x) = x| If birebir ve drtendir)

[fCD)=1, A-2)=4. f{-3)=9 oldugundan]

Sekil 4.14. Buse’nin tirettigi argiimanin Toulmin modeline gore analizi

Aysun ise f fonksiyonunun orten olmadigi igin tersinin olamayacagini ifade
etmistir. Aysun f fonksiyonunun birebir ve 6rten oldugunu gostermek igin birebir ve
orten fonksiyon taniminmi1 kullanmistir. Fonksiyonun birebir oldugunu birebir fonksiyon
tanimindan basarili bir sekilde gostermistir. Fonksiyonun orten oldugunu gdstermek igin
orten fonksiyon tanimini uygulamaya g¢alismistir. Aysun, denklem ¢6ziimiinde hata
yaptigi i¢in fonksiyonun oOrten olmadigini iddia etmistir. Buna gére Aysun’un hem
dontisiimsel hem de referanssiz gerekge tipinde oldugu sdylenebilir. Aysun’un ¢éziimii

asagida sunulmustur.



153

(e Loty = §8) =5« za
) = ) 3 X % Wy~
=\ W= #Aq)
=\ A= ¥e
AMv=y 25 el old-  Wlen olbndG

i
B=7

ler&is
ve £ goe-

\r/oe zt e

Sekil 4.15. Aysun’un ¢ozlimii
4.2.2. Ogretmen adaylarinin fonksiyonlar konusundaki ispat siirecleri

Bu boliimde 6gretmen adaylarinin fonksiyonlar konusundaki ispat siireclerine
yonelik bulgular sunulmustur. Ogretmen adaylarinin ispat siiregleri kapsaminda,
dogrudan ispat yontemiyle yapilmis gecerli bir ispat1 ve yanlis bir dnerme i¢in tiretilen
dediktif argiimanin dogrulugunu nasil degerlendirdikleri incelenmistir. Ayrica
O0gretmen adaylarin ispat ve ters Ornek iiretme becerileri ortaya ¢ikarilmaya

calisiimastir.

Ogretmen adaylarina ilk olarak “f: A — B ve g: B — C birer fonksiyon olsunlar.
Eger f ve g fonksiyonlar: birebir ise gof fonksiyonu da birebirdir.” teoreminin
dogrudan ispat yontemiyle yapilmis gegerli ispat1 sunulmustur. Ogretmen adaylarindan
ispatt incelemeleri ve ispatin dogrulugu hakkinda bir degerlendirmede bulunarak
gerekgelerini yazmalari istenmistir. Ogretmen adaylarmin ispatlar1 degerlendirirken
yazili ve sozlii ifadeleri ortak olarak degerlendirilmistir. Ogretmen adaylarinmn ispati
degerlendirirken kullandiklar1 stratejilerin lic kategori ve alti alt kategori altinda
toplandigi tespit edilmistir. Tablo 4.16’da 6gretmen adaylarinin ispati degerlendirirken

kullandiklar stratejiler ve verdikleri kararlar sunulmustur.
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Tablo 4.16.
Osretmen  Adaylarimin  Fonksiyonlar — Konusundaki — Ispati  Degerlendirirken

Kullandiklar: Stratejiler

Kategoriler Alt Ahu Adem  Aziz Aysun Barig  Bilge Buse Belma
Kategoriler

Argiiman  Islemsel hata v v v v v 4 4
incelemesi
Yapisal Birebir v v v v
inceleme fonksiyon
tanimi
Teoremin v v v
hipotezi
kullanilip
hiikmiiniin
bulunmasi
[spatin v 4
baslangici
Teoremin v v
hipotezlerinin
kullanilmast
Otoriter Ogrenilen v
inceleme ispatla uyum
Verilen Karar Dogru  Dogru Dogru Dogru Dogru Dogru  Dogru Dogru

Ogretmen adaylarmin tiimii teoremin dogru bir sekilde ispatlandigini
belirtmiglerdir. Ogretmen adaylarinin ¢ogunun (Belma harig) ispatin iceriginde islemsel
bir hatanin olup olmadigini sorguladiklari tespit edilmistir. Bu 6gretmen adaylari ispatin
basamaklar1 arasindaki gegislerin gerekgelerine ve basamaklarda islemsel bir hatanin
olmamasina dikkat etmislerdir. Ogretmen adaylarmin yaris1 (Ahu, Bilge, Buse, Belma)
ispatta birebir fonksiyon tantminm kullamilip kullanilmadigini incelemistir. Ogretmen
adaylarimin ti¢ti (Aysun, Baris, Buse) teoremin hipotezinin ispatta kullanilarak hiikmiin
bulunmasmi goz Oniine almiglardir. 1ki 6gretmen adayr (Adem, Belma) ozellikle
teoremin hipotezinin ispatta kullanilmasina dikkat etmislerdir. 1ki 6gretmen aday: da
(Adem, Bilge) ispata nasil baslandigina odaklanmiglardir. Belma ise ispati
degerlendirirken ispatin Onceden Ogrendigi ispatlarla uyumlu olup olmadigimi

distinmiistiir.

Ogretmen adaylarinin tamamina yakini ispati incelerken ispatin basamaklarinda
islemsel bir hata olup olmamasma odaklanmiglardir. Ispat basamaklari arasindaki
gegisleri anlamaya ¢alismiglardir. Asagida bu 6gretmen adaylarindan Adem’in yaptigi
argliman incelemesine ve bu incelemenin Toulmin modeline goére analizine yer

verilmistir.
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Adem: Hocam birebirligin tanimint uyguluyoruz burada. Tamm kiimesinden iki
tane eleman aldik. Tanimi uygulamaya ¢alismis. Her x1,%x, € A i¢in diye basladik.
gof (x1) = gof(xy) ise buradaki bileske fonksiyon tanimini uygulamis. g(f(x1)) =
g(f(xy)) oluyor. Burada g de bir esitlik var. Bunu, f(x1) = f(x;) oldugunu nereden
soyleyecegiz?... f ve g fonksiyonunu birebir demisti zaten. Onu unutmusum. f ve g
fonksiyonlarin birebir dedigimiz igin. g fonksiyonu birebir oldugu icin f(x1) = f(x;)
diyoruz. Asagida da aymi gitmis.

Way,x2 €4 fogley) = fog(x)] — » [alf(x)) = a(f(xa]) [Flx) = Fxa] by = x5

Bileske fonksiyon tammindan| lo birebir oldugundan] [ birebir oldugundan|

Sekil 4.16. Adem’in yaptigi incelemenin Toulmin modeline gore analizi

Ogretmen adaylarinin yarisinin ispatta birebir fonksiyon taniminin kullanilip
kullanilmamasima dikkat ettikleri belirlenmistir. Aysun, Baris ve Buse ispatlar
incelerken teoremdeki hipotezlerin kullanilip hilkmiiniin bulanmasin1 6nemsemislerdir.
Adem ve Bilge’nin ispatin baslangicina dikkat ettikleri goriilmistiir. Adem ve Belma
ispatta, teoremin hipotezlerin kullanilmasin1 dikkate almiglardir. Buna gére 6gretmen
adaylarimin tamamina yakininin ispatlar1 incelerken ispatt yapisal olarak inceledikleri
sOylenebilir. Asagida bu Ogretmen adaylarindan Baris’in sundugu gerekgeye yer

verilmistir.
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Sekil 4.17. Baris’1n gerekcesi

Son olarak Belma’nin ispati degerlendirirken ispatin, daha onceden bildigi
ispatlarla uyumlu olup olmamasina dikkat ettigi tespit edilmistir. Buna gore Belma’nin
ispat1 degerlendirirken otoriter bir yaklasim sergiledigi s6ylenebilir. Asagida Belma’nin

goriislerine yer verilmistir.
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Belma: Daha dnce béyle bir ispat yapmadik ama diger birebirlik ispatlarina
bakarak gof(x;) = gof(x;) bu sekilde daha dnce yaptigumiz i¢in aym sekilde

kullanilmis, Ayni adimlar izlenmis ve dogru adimlar seklinde izlenmis.

Ogretmen adaylarina fonksiyonlar konusunda yanlis bir énermeye ait dediiktif
argiiman sunulmustur. Ogretmen adaylarindan argiimani incelemeleri ve dogrulugu
hakkinda karar vermeleri istenmistir. Ogretmen adaylarinca “f: A — B bir fonksiyon ve
DcA olsun. O halde f~1(f(D)) c Ddir.”> yanlis &nermesinin dogrulamasi
yapilmistir. Bu argiimantasyonda yer alan “f(x) € f(D) = x € D” argliman1 her
durumda dogru olmayan bir argiimandir. Ogretmen adaylarinin argiimani incelerken
kullandiklar1 stratejiler incelenmistir. Kullanilan stratejilerin iki kategori ve ii¢ alt
kategori altinda toplandigi belirlenmistir. Tablo 4.17°de 0Ogretmen adaylarinin

kendilerine sunulan argiimani degerlendirirken kullandiklar stratejiler sunulmustur.

Tablo 4.17.
Osretmen  Adaylariin ~ Yanlis  Onerme Icin  Uretilen — Dediiktif  Argiimam
Degerlendirirken Kullandiklar: Stratejiler

Kategoriler Alt Ahu Adem Aziz Aysun  Barig  Bilge Buse Belma
Kategoriler
Argiiman Gerekge v v v v v
incelemesi kontrolii
Yapisal Hipotezden v v v v v v v
inceleme hitkme
ulasma
Tanimlarin v v v v
kullanilmasi
Verilen karar Dogru  Kismen Dogru Kismen Dogru Dogru Dogru Dogru
dogru dogru

Tablo 4.17 incelendiginde, argiimanin dogru olmadigmi Aysun ve Adem’in fark
ettigi ortaya c¢ikmistir. Argiimanin kismen dogru oldugunu belirtmislerdir. Diger
Ogretmen adaylar1 ise s6z konusu argiimanin dogru ve ikna edici oldugunu ifade

etmislerdir.

Argliman1 degerlendirirken kullanilan stratejiler incelendiginde, 0Ogretmen
adaylarinin c¢ogunun verdikleri kararlarda arglimanin baslangicinin ve elde edilen
sonucun etkili oldugu tespit edilmistir. Ogretmen adaylarmin ¢ogu ispata nereden

baslandig1, elemanlarin hangi kiimeden secildigi ve sonucun ne oldugu ile
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ilgilenmislerdir. Ogretmen adaylarmin yarisi da yapilan islemlerin alt kiime ve ters
fonksiyon tanimlari ile uyumlu olup olmamasina dikkat ettikleri belirlenmistir.
Ogretmen adaylarinin  ¢ogunlugu da argiimantasyonda bulunan argiimanlarin
dogrulugunu kontrol etmislerdir. Arglimanlarda bulunan verilerden sonuca nasil
gidildigini, yani argiimanlarin gerekcelerini bulmaya calismiglardir. Bu Ogretmen
adaylar 6zellikle yanlis ifade olan “f(x) € f(D) = x € D” arglimaninin gerekgesini,
anlamaya calismislardir. Bu 6gretmen adaylarindan Adem, argiimanin dogru bir ispat
olmadigmi belirterek agiklama yapmistir. Kendisine yoneltilen argiimanin da kismen
dogru oldugunu belirtmistir. Adem kullanilan yontemin gegerli bir yéntem oldugunu
diisiindiigli icin arglimanin dogruluk yoniinin oldugunu ifade etmistir. Asagida

Adem’in gerekgesi sunulmustur.

ODogru @Klsmen dogru' ‘ OYanhs o
' ST T R L
Clnkd... I%’a“awju olé@m . Jtlp dm i A"&{ﬂ

fuyef ) o ed fhdast b et l«ﬁ\ doe 3 Gk

o‘oA-‘ s
X é b 0) A\.’,./:..I..I.! Ruawmalarin Ankwihidn halibmda hiv barara vararal vardidiniz kararin dnSmindunn ofieteriniz

Sekil 4.18. Adem’in gerekgesi

Ogretmen adaylarindan Aysun ise yanlis olan argiimanin dogruluguna yonelik
bir gerekge bulamadigi i¢in bu argiimanin kismen dogru oldugunu ifade etmistir. Aysun
bu argiimani agiklayamadig: i¢in dogruluguna ikna olmadigint vurgulamistir. Asagida

Aysun’un gerekgesi sunulmustur.
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Sekil 4.19. Aysun’un gerekgesi

Ahu, Aziz ve Baris yaptiklar1 incelemede s6z konusu argiimanin gerekgesinin
“ters fonksiyonun tanimi” oldugunu ifade ederek ikna olmuslar ve bu argiimanin dogru
bir ispat olduguna karar vermislerdir. Asagida bu 6gretmen adaylarindan Ahu’nun

gerekcesine yer verilmistir.
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Sekil 4.20. Ahu’nun gerekgesi

Ogretmen adaylarmmn ispat yapma siireclerini ortaya c¢ikarmak igin “Bir
fonksiyonun tersi de bir fonksiyon ise, o zaman fonksiyon birebir ve OJrten bir
fonksiyondur.” &nermesi i¢in olusturduklar iiriinler incelenmistir. Onermenin dogru
oldugunu ispatlamak i¢in olusturulan {rlinlerin bes kategori altinda toplandigi

belirlenmistir. Tablo 4.18’de d6gretmen adaylarinin ispat yapma durumlart sunulmustur.

Tablo 4.18.

Osretmen Adaylarinin Ispat Yapma Durumlar

Kategoriler Ahu Adem Aziz  Aysun Barig Bilge Buse Belma
Dogru ispat v

Ornekle v 4
dogrulama

Tanimlar1 v
kopyalama

Tanimlar1 v v

manipiile etme

Agiklama v v

Tablo 4.18 incelendiginde 6gretmen adaylarinin fonksiyonlar konusunda dogru
ispat yapma becerilerinin olduk¢a diisiik oldugu tespit edilmistir. Sadece bir 6gretmen
adayinin gecerli bir ispat yapabildigi belirlenmistir. Iki 6gretmen aday1 ispatinda 6zel
ornekler kullanmistir. Iki 6gretmen aday1 tanimlarda bulunan matematiksel notasyonlari
manipiile ederek sonuca ulasmaya galismislardir. Ogretmen adaylarindan ikisi ispatta

bulunan mantig1 agiklamaya caligmistir. Bir 6gretmen adayir tanimlari kopyalayarak

kullanma yolunu se¢mistir.

Baris ve Belma 6zel 6rnekler kullanarak gegerli bir ispat yapmaya calismislardir.
Bu 6gretmen adaylar1 fonksiyonun birebir ve orten oldugunu 6rnek ve sekil kullanarak

gostermeye c¢alismislardir. Bu bakimdan Barig ve Belma’nin tiimevarimsal ispat
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semasinda oldugunu séylemek miimkiindiir. Asagida bu 6gretmen adaylarindan Baris’in

ispatina yer verilmistir.

' (—‘:&AA ’;) _r‘_ AR O'U,.
8 1 a . = o &
) x
l’
3
¥* Aal((} g L"W;ﬂ& & a \ : ’
b dlakgeles sl e Ak Tl o

Sekil 4.21. Barig’1n ispati

Buse ise ispatinda miilakatin basinda verilen tanimlar1 aynen ispatinda kullanmis
ve bu sekilde ispat yapmaya calismistir. Buse gegerli bir ispat yapamamuistir. Buse’nin
ispati mantiksal olarak yetersiz bir gosterim olarak degerlendirilmistir. Buse kendilerine
verilen tamimlar igerisindeki ifadelerin anlamini bilmeden kullanmaya calismistir.
Tanimlarin igerisindeki sembolleri manipiile etmeye c¢alisarak ispatinin matematiksel
goriinmesine odaklanmigtir. Buna gore Buse’nin sembolik ispat semasinda oldugu
sOylenebilir. Ayrica Buse’nin ispatinda birebir fonksiyon kavramina yonelik bir yanilgi
olan “x; = x, ise f(x;) = f(x,)” kosullu 6nermesinin birebir fonksiyona karsilik

geldigini diisiinmiis ve kullanmistir. Asagida Buse’nin ispati sunulmustur.
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Sekil 4.22. Buse’nin ispati

Aysun ve Bilge ise ispatin1 yaparken Buse gibi tanimlar1 yazmis ve tanimda

bulunan notasyonlar1 manipiile etmeye calisarak ispat yapmaya caligmistir. Aysun ve
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Bilge basariya ulasamamistir. Bu 6gretmen adaylarinin tanimlar1 agip ilerleyerek sonuca
ulagsmaya calistiklar1 i¢in doniistimsel ispat semasinda olduklar1 belirlenmistir. Asagida

Aysun’un ispatt sunulmustur.
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Sekil 4.23. Aysun’un ispati

Ahu ve Aziz ise yaptiklari ispatlarda, teoremin ispatinda yer alan matematiksel
mantig1 yansitmislardir. Bu 6gretmen adaylar1 fonksiyon, ters fonksiyon, birebir ve
orten fonksiyon kavramlar iizerinden agiklamalar yaparak ispat yapmaya ¢alismislardir.
Ahu ve Aziz’in ispatlarindaki eksiklik, matematiksel diigiinceleri notasyona
doniistiirememeleridir. Bu ispatlar ikna edicidir fakat matematiksel gosterimden uzaktir.
Bu bakimdan bu ispatlar1 kismen dogru ispat olarak degerlendirmek miimkiindiir.
Ogretmen adaylarmin matematiksel kavramlarla iliski kurarak ispat yaptiklari
sOylenebilir. Buna gore bu Ogretmen adaylarinin dediiktif ispat semalarindan
doniistimsel ispat semasinda oldugu ortaya ¢ikmistir. Asagida bu 6gretmen adaylarindan
Aziz’in ispatina yer verilmistir.

.’ ﬁ' ,( K L-A=8  LGie fonksiyn O‘Sun,“_‘f-::iﬂ': R=1

I~ x bir  (onksiga olsun. f1.82A" 3 bi~

f(on\rsiaof\ o\;l“5.4nd-nt\ +enim  Ldmesi +o\;-°:»
B  Vimesinde bosta elevmn 301:1:-;0.' o
30ﬁ;aﬂ. bakdisimin  tmman eleyer kumest © 4
B V:JM.'I"\G[G h"’q e,\erv\o.r\ kq‘mgl. &sq J- -{' (’o;\;:‘

S 3 re. Mine A e Janbsigon a\o‘uimd'a ‘

Yonunun OP“C'\ O\.'ll-tb.u\a Agss*tn : 3 bqh" .
Br  eleman  Aldkabs lwae bir elemante eslegin 4 -{ea\ss'i,go:\m..’ Ao.;.
Faman 'ou. A Jabi bic eleman Rdeli  bie elemanla erlesmis  olur. lag s

{4 olur. ) U,

Sekil 4.24. Aziz’in ispati



161

Son olarak Adem, yaptig1 ispatta, Ahu ve Aziz’de oldugu gibi ispatin mantigini
yansitmistir.  Adem matematiksel diislincelerini notasyonlara yansitmada basarili
olmustur. Ispatin1 yaparken matematiksel tamimlardan yola cikmustir. Kavramlar
arasinda iliskiler kurarak gecerli bir ispat yapmistir. Asagida Adem’in ispatina yer
verilmistir.
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Sekil 4.25. Adem’in ispati

Ogretmen adaylarmin ters drnek iiretme siireglerini ortaya ¢ikarmak amaciyla
yanlig bir 6nerme olan “Herhangi ¢arpilabilir olan birebir iki fonksiyonun ¢carpimi olan
yeni fonksiyon da birebirdir.” 6nermesi igin olusturduklari iriinler incelenmistir.
Ogretmen adaylarmin ters drnek iiretme durumlar ii¢ kategori altinda toplanmistir. Bu

kategoriler hakkinda bilgiler Tablo 4.19’da sunulmustur.

Tablo 4.19

Osretmen Adaylarimin Ters Ornek Uretme Durumlar:

Kategoriler Ahu Adem Aziz  Aysun Baris Bilge Buse Belma

Dogru ters v v v v
ornek
Ornekle v
dogrulama
Ispat v v v

Tablo 4.19’a gore 6gretmen adaylarmin yarisi verdikleri karara uygun olarak
gecerli ters Ornekler iretmiglerdir. Diger Ogretmen adaylar1 ise Onermenin dogru
oldugunu gdstermeye calismislardir. Bu Ogretmen adaylarindan iigii ispat yapmaya

calisirken, bir 6gretmen aday1 6zel bir 6rnek kullanarak dogrulama yapmastir.
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Ahu, Aziz, Baris ve Bilge verdikleri kararlara uygun olarak dogru ters 6rnekler
tiretmislerdir. Asagida bu 6gretmen adaylarina 6rnek olarak Aziz’in ispati sunulmustur.
Aziz, ispatinda reel sayilar iizerinde tanimladigi f(x) =x+1 ve g(x) =x—1

fonksiyonlarini 6nermeyi ¢iiriiten ters 6rnek olarak kullanmastir.
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Sekil 4.26. Aziz’in ispati

Diger Ogretmen adaylar1 ise bu Onermenin dogru oldugunu belirterek
dogrulamaya calismiglardir. Bu ogretmen adaylarindan Buse reel sayilar kiimesi
tizerinde tanimladig iki fonksiyonu ¢arparak buldugu sonuca gore dogrulama yapmustir.
Reel sayilar iizerinde tamimladigi f(x) = 2x ve g(x) = 2x + 1 fonksiyonlarin1 géz
online almistir. Carpim fonksiyonunun birebir bir fonksiyon oldugunu belirtmistir.
Buse’nin buldugu carpim fonksiyonu gercekte birebir olmayan bir fonksiyondur. Buse
Oonermeyi ¢iriiten bir 6rnek bulmus fakat yeterli inceleme yapmadigi i¢in fark
edememigstir. Buse’nin buldugu 6rnegi hatali degerlendirmesinde birebir fonksiyon
kavramima yonelik gelistirdigi “x; = x, ise f(x;) = f(x;)” imaji etkili olmustur.

Asagida Buse’nin yaptig1 ispata yer verilmistir.
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Sekil 4.27. Buse’nin ispati

Adem, Aysun ve Belma dogru olarak degerlendirdikleri 6nerme igin ispat
yapmaya c¢alismiglar ve basarisiz olmuslardir. Asagida bu Ogretmen adaylarindan

Belma’nin ispatina yer verilmistir.
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Sekil 4.28. Belma’nin ispati

4.2.3. Ogretmen adaylarimin fonksiyonlar konusundaki argiimantasyon ve

ispat siirecleri arasindaki iliski

Bu boliimde 6gretmen adaylarinin bir 6nermenin dogruluguna karar verirken
girdikleri argiimantasyon siiregleri ile bu kararin sonucu olarak iriin tiretmek i¢in
girdikleri ispat siiregleri arasindaki iliskiye yonelik bulgular sunulmustur. Ogretmen
adaylarinin kendilerine yoneltilen “Bir fonksiyonun tersi de bir fonksiyon ise, o zaman
fonksiyon birebir ve orten bir fonksiyondur.” dnermesinin dogruluguna ikna olmak i¢in
girdikleri argiimantasyon siireci ile dnermenin dogrulugunu goéstermek icin girdikleri
ispat siireci yapisal olarak incelenmistir. Yapilan inceleme sonucunda dort farkli durum

ile karsilagilmistir. Bu durumlar asagida sunulmustur.
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1. Dediiktif Argiimantasyondan Dediiktif Ispat

Bu durumdaki 6gretmen adaylari argiimantasyon siire¢lerinde dnermenin dogru
olduguna tamimlari, kavramlari, ilgili teoremleri diisiinerek ve bunlar iizerinden
muhakeme ederek ulasmislardir. Ogretmen adaylarindan Ahu, Aziz ve Bilge 6nermenin
dogru olduguna ikna olmak i¢in fonksiyon, ters fonksiyon, birebir ve orten fonksiyon
tanimlarint argiimanlarinda gerekce olarak kullanmiglardir. Bu 6gretmen adaylarinin
dediiktif gerekce tiplerinden doniisiimsel tipte argiimanlar irettikleri tespit edilmistir.
Adem ise 6nermeye ispat yaptiktan sonra karar verme egiliminde olsa da karar verirken
ispatta kullandig1 tanim, teorem ve 6zelliklerden yararlandigini sdylemek miimkiindiir.
Bu bakimdan Adem’in de dediiktif gerckge tiplerinden ispat gerekge tipinde oldugu
sdylenebilir. Onermeye ikna olabilmek igin dediiktif argiimanlar {ireten &gretmen
adaylarindan Adem, tanimlardan hareket ederek gegerli bir ispat olusturmustur. Ahu ve
Aziz ise Adem’in ispatina benzer ispatlar yapmislar fakat diisiincelerini matematiksel
olarak ifade etmede sikint1 yasamislardir. Ahu ve Aziz’in kismen dogru ispat yaptiklari
sOylenebilir. Bilge ise ispatinda tanimlardan hareketle ispat olusturmustur. Bilge’nin
ispatinda mantiksal hatalar olmas1 sebebiyle gecerli ispat olarak degerlendirilmemistir.
Buna gore 6gretmen adaylarin ispatlarinda da dediiktif ispat semasina sahip olduklari
ortaya ¢ikmistir. Ogretmen adaylarnin argiimantasyon siireci ile ispat siireci arasindaki
yapisal stirekliligin, arkadaglarina oranla daha basarili ispatlar yapmalarimi sagladigi

sOylenebilir.

2. Otoriter Argiimantasyondan Dediiktif Ispat

Bu durumdaki 6gretmen aday1 olan Aysun, 6énermenin dogruluguna ikna olmak
i¢in argiimantasyon siirecine girmemistir. Onermeyi daha 6nceden bildigini ifade ederek
onermenin dogru oldugunu belirtmistir. Bu yiizden Aysun’un otoriter tarzda bir
argliman trettigi sOylenebilir. Aysun ispatina argiiman yapisini transfer etmemistir.
Ispatinda tanimlardan yola c¢ikarak sonuca ulasmaya c¢alismistir. Tamimlardaki
notasyonlart manipiile ederek gecerli bir ispata ulagsmay1r hedeflemis ama basarili
olamamistir. Aysun’un ispatindaki yapisinin dediiktif oldugu ortaya ¢ikmistir. Aysun’un
arglimantasyon siireci ile ispat siireci arasindaki yapisal boslugun basarili bir ispat

yapamamasinda etkili oldugu diistiniilmiistiir.
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3. Otoriter Argiimantasyondan Tiimevarimsal Ispat

Bu duruma 6rnek olan 6gretmen adaylart Baris ve Belma’dir. Baris ve Belma
onermenin dogru olduguna ikna olmak igin diisiince silirecine girmemislerdir. Bu
onermenin dogru oldugunu 6nceden bildikleri veya sinif ortaminda duyduklarmi ifade
etmislerdir. Bu Ogretmen adaylarinin 6nermenin dogru olduguna ikna olmak igin
otoriter argiimanlar tirettikleri belirlenmistir. Barig ve Belma énermenin dogru oldugunu
gostermek icin yaptiklar1 ispatlarda ©6zel Ornekleri kullanmiglardir. Bu o6rnekler
yardimiyla Onermenin ispatlandigini iddia etmislerdir. Ogretmen adaylarinin ispat
semalarinin tiimevarimsal ispat semasi oldugu ortaya ¢ikmistir. Barig ve Belma’nin
arglimantasyon siireci ile ispat siireci arasindaki bu yapisal bosluk gecerli bir ispat

yapmalarini engellemistir.
4. Tiimevarimsal Argiimantasyondan Sembolik Ispat

Bu duruma drnek olan dgretmen adayr Buse’dir. Onermenin dogruluguna ikna
olmak i¢in reel sayilar kiimesi iizerinde tanimladig1 6zel bir 6rnek iizerinden muhakeme
ederek elde ettigi sonucu degerlendirmistir. Buse bir 6nermenin dogru olduguna ikna
olmak i¢in tek bir Ornegin yeterli olacagini diisiinmiistiir. Buna goére Buse’nin
tiimevarimsal bir argliman olusturarak onermenin dogru olduguna karar verdigi tespit
edilmistir. Buse ise tanimlar1 kullanarak ispat yapmaya calismustir. Ispatinda tanimlar:
aynen kopyalamis ve sonuca ulastigini belirtmistir. Buse’nin ispatinda mantiksal bir
biitlinliik tespit edilememis ve yazdigi ifadelerin anlamlarin1 diisiinmeden hareket ettigi
belirlenmistir. Buse’nin sembolik manipiilasyonlarla ispatin matematiksel goriinmesine
odaklandig1 tespit edilmistir. Bu nedenle Buse’nin ispati sembolik ispat semasi altinda
degerlendirilmistir. Arglimantasyon siirecindeki tiimevarimsal yapisin1 ispatina
aktarmadigi belirlenmistir. Buna gére Buse’nin arglimantasyon ve ispatinda yapisal bir
boslugun oldugu sdylenebilir. Buse’nin sahip oldugu bu yapisal bosluk ispat yapmada

basar1 getirmemistir.

4.3. Ogretmen Adaylarinin Diziler Konusundaki Argiimantasyon ve Ispat

Siirecleri

Bu béliimde 6gretmen adaylarinin diziler konusundaki arglimantasyon ve ispat

siireclerine yonelik bulgular sunulmustur. Ogretmen adaylariyla yapilan miilakatlardaki
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etkinliklere gecmeden once, reel say1 dizileri i¢in yakinsak dizi ve Cauchy dizisi

tamimlar1 6gretmen adaylarina sunulmustur. Ogretmen adaylarindan tanimlar sesli bir

sekilde okumalar1 rica edilmistir. Tanimlar1 okuyan 6gretmen adaylarina, tanimlardan

ne anladiklarin1 kendi climleleri ile ifade etmeleri istenmistir. Bu sayede Ogretmen

adaylarimin s6z konusu kavramlara yonelik bilgileri sorgulanarak olast yanlis

anlamalarin1 ortaya cikarmak hedeflenmistir. Ogretmen adaylarinin yakimsak dizi

tanimma yonelik anlayislarinin  dért kod ve dort kategori

atinda toplandigi

belirlenmistir. Tablo 4.20°de bu kod ve kategoriler hakkinda bilgiler sunulmustur.

Tablo 4.20.

Osretmen Adaylarimin Yakinsak Dizi Tanimina Yonelik I[fadeleri

Kategoriler Kod Ogretmen Ornek ifadeler
adaylari
Kavramsal Bir dizinin belli bir Adem Adem: Bir dizinin terimleri belli bir reel
anlama  teriminden  sonraki Aysun sayidan  farki ¢ok kiigiik oluyorsa,
terimlerinin, bir Ahu epsilona  baghh  bir ny sayisi
sayinin epsilon Aziz bulunabiliyorsa, dizinin tim terimleri
komsulugunda degil de dizinin belli teriminden sonraki
kalmas1 terimleri eger bir sayimin epsilon
komsulugunda bulunuyorsa bu dizi o
saywya yakinstyor demektir.
Sembolik  |sn—s| <& olacak Baris Baris: Yani hocam zaten her £>0 icin
anlama  sekilde € a bagl bir Belma n > ny oldugunu hipotez olarak kabul
Ny sayisinin ediyoruz. Daha sonra s, dedigimiz
bulunmas. genel terimi s limitinden c¢ikaryyoruz.
Mutlak deger farkimin € dan kiigiik
olacak sekilde € a bagl bir ny sayisi
bulabildigimiz zaman biz buna yakinsak
dizi diyoruz.
Hatah Reel sayr dizisinin Buse Buse: Once epsilon ve s, reel sayi dizisi
anlama epsilona bagli olmasi var. Bu reel sayt dizisi de epsilona bagh
olursa yakinsak olur. Eger epsilon
sayisina bagh degilse de waksak dizi
olur.
Kavram  Grafiksel olarak Bilge Bilge:  Grafiksel olarak limitinin
karmasas1  kopukluk  olmamasi kopmamas: ya da limitinin olmasi
ve dizinin iki tane diyebilirim. Mesela bir tane dizi alayim.
terimi arasindaki Dizinin iki tane terimi arasindaki farkin
farkin sifira sifira yakinsamasi

yakinsamasi
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Tablo 4.20 incelendiginde, Ogretmen adaylarindan Ahu, Aysun, Aziz ve
Adem’in yakinsak dizi tanimina, bir dizinin belli bir teriminden sonraki terimlerinin, bir
saymin epsilon komsulugunda kalmasi anlamini yiikledikleri belirlenmistir. Bu
O0gretmen adaylarina tanimda yer alan n, teriminin, yakinsak dizi tanimindaki islevinin
ne oldugu sorulmustur. Alinan cevaplar incelendiginde 6gretmen adaylarinin tanimda
yer alan n, terimi hakkinda yeterli bilgiye sahip olduklar1 tespit edilmistir. Asagida bu
ogretmen adaylarindan Aysun ve Adem’in yakinsak dizi taniminda yer alan n, terimi

hakkindaki ifadeleri sunulmustur.

Aysun: Sonlu tane, yani n, tane terim komsulugun disinda kalacak, sonsuz

terim komsulugun i¢inde kalacak.

Adem: Bu terimden sonraki terimler sayinin epsilon komsulugunda kalmalidir.
Diyelim ki ng = 5, 5 ten sonraki terimler epsilon komsulugu i¢inde kalacak 1., 2., 3., 4.,

5. terimler epsilon komsulugu disinda kalacak.

Buna gére Aysun, Ahu, Adem ve Aziz’in yakinsak dizi konusunda kavramsal

anlamaya sahip olduklar1 sdylenebilir.

Barig ve Belma ise yakinsak dizi tanimindan |s, —s| < € olacak sekilde € a
bagli bir ny sayisinin bulunmasini anladiklarini ifade etmislerdir. Belma ve Baris’in
ifadelerinde yakinsak dizi taniminda ny’mn islevine dair herhangi bir bilgi yer
almamistir. Bu 6gretmen adaylarinin tanimda yer alan n, terimi hakkindaki bilgilerini
sorgulamak i¢in “ny’in tanimdaki islevi nedir?” sorusu yoneltilmistir. Alinan cevaplara
gore Barig ve Belma’nin yakinsak dizi taniminda 6nemli bir yer tutan n, terimi
hakkinda yeterli bilgiye sahip olmadiklar1 tespit edilmistir. Asagida Barig ve Belma’nin

ifadelerine yer verilmistir.
Belma: Vardi ama... O neydi? En kiiciik bir deger ama... Tam hatirlayamadim.

Barws: Su an aklima gelmiyor ama bir sey vardi yani. Limiti ya da tanimi

bozmamasi igindi. Bir onemi vardi ama suan aklima gelmedi.

Buna gore Barig ve Belma’nin yakinsak dizi tanimini kendi cimleleri ile dogru
bir sekilde ifade edemedikleri belirlenmistir. Bu 6gretmen adaylar1 tanimda bulunan
ifadeleri tekrarlamislardir. Baris ve Belma’nin yakinsak dizi tanimina yo6nelik

bilgilerinin kavramsal diizeyde olusmadig1 ve sembolik oldugu sonucuna ulasilmistir.
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Buse ise yakinsak dizi tanimindan anladigi seyin, “reel say1 dizisinin epsilona
bagli olmas1” oldugunu ifade etmistir. Buse’nin ifadelerindeki anlasilmazliga agiklik
getirebilmek i¢in Buse’ye de yakinsak dizi taniminda yer alan n, teriminin islevinin ne
oldugu sorulmustur. Alinan cevaba gore, Buse’nin n, teriminin islevi hakkinda

bilgisinin olmadig1 agiga ¢ikmistir. Asagida Buse’nin goriislerine yer verilmistir.

Buse: n,, mesela sorularda bize veriyor ya hocam. n,, n ye bagh ¢ikiyor. Yani
en sondaki buldugumuz deger n, cinsinden oluyor. n den daha kiiciik ny, sayist

seciyoruz ki, s ye yakinsadigini gosterelim.

Buse’nin ifadelerine bakildiginda n, hakkindaki bilgilerinin yakinsak dizi
konusundaki problemlerin ¢oziimiindeki islemlerle sinirli oldugu belirlenmistir. Buna
gore Buse’nin bu tanimi kendi ciimleleri ile ifade etmeye calismasina ragmen
matematiksel olarak hatali ve eksik ifadeler kullandigi anlasilmistir. Dolayisiyla

Buse’nin yakinsak dizi tanimin1 hatali bir sekilde anladigi sdylenebilir.

Bilge ise yakinsak dizi tamimindan anladiginin, dizinin grafiginde kopukluk
olmamast ve dizinin iki terimi arasindaki farkin sifira yakinsamasi oldugunu ifade
etmistir. Bilge’nin ifadelerinden yakinsak dizi kavramini, stirekli fonksiyon ve Cauchy
dizisi kavramlari ile karistirdigi soylenebilir. Bilge yakinsak dizi taniminda yer alan
Ny’ iglevinin ne oldugu sorusuna da uygun bir cevap verememistir. Asagida Bilge’nin

Ny ’1n iglevine yonelik ifadeleri yer almistir.

Bilge: Oraya bir reel sayi gelecek mesela, dizideki bir terim bir yerde
genellemek icin kullaniliyor. Yani dizide ona bagh bir sey bulunabiliyorsa demis.
Epsilona bagl bir ny sayisi bulunabiliyorsa. Onlart birbirine benzetmek igin. Dizi

2x+1 desem yaptigimiz islemlerle ona benzetmeliyiz yine.

Ogretmen adaylarinin Cauchy dizisi tanimina yiikledikleri anlam incelendiginde,
ifadelerin yakinsak dizi tanimindaki ifadeler ile paralel oldugu belirlenmistir. Tekrara
diismemek adina Cauchy dizisi tanimina yonelik ifadeler sunulmamistir. Buna gore,
ogretmen adaylarindan Adem, Ahu, Aysun ve Aziz’in yakinsak dizi ve Cauchy dizisi
tanimlarina yonelik kavramsal bilgilerinin olustugu sOylenebilir. Diger 6gretmen
adaylarinin ise s6z konusu bilgilerinin kavramsal bilgi diizeyinde olusmadiginmi ifade

etmek mumkiindr.
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Ogretmen adaylarinin yakinsak dizi ve Cauchy dizisi tanimma yo6nelik
kavramsal bilgilerinin sorgulanmasinin ardindan, argiimantasyon ve ispat siireglerini
ortaya cikarmak amaciyla etkinliklere gecilmistir. Etkinliklere ge¢gmeden oOnce s6z
konusu etkinliklerin reel say1 dizileri i¢in gegerli oldugu vurgulanmistir. Etkinliklerde
ozellikleri belirtilmeyen diziler i¢in tanimlar bolimiinde yer alan reel sayr dizilerinin

dikkate alinmasinin gerekli oldugu ifade edilmistir.

4.3.1. Ogretmen adaylarin diziler konusundaki argiimantasyon siirecleri

Diziler konusundaki arglimantasyon siirecleri kapsaminda 6gretmen adaylarinin
bir dnermenin dogruluguna ya da yanlishigina nasil ikna olduklar1 ve dogru oldugunu

bildikleri matematiksel bir iddiay1 nasil savunduklar1 incelenmistir.

Ogretmen adaylarina ilk etkinlik olarak dogru bir énerme olan “Her yakinsak
dizi Cauchy dizisidir.” énermesi sunulmus ve onlardan bu énermenin dogrulugu ya da
yanlishigi icin bir karar vermeleri istenmistir. Ogretmen adaylarmin dogru olan bu
onermeyi degerlendirirken kullandiklar1 stratejiler incelenmistir. Yapilan inceleme
sonucunda 6gretmen adaylarinin kullandiklart stratejilerin {i¢ kategori altinda toplandigi

belirlenmistir. Tablo 4.21°de bu kategoriler hakkinda bilgiler sunulmustur.

Tablo 4.21.
Osretmen Adaylarimin Dogru Onermeye Ikna Olmak I¢in Kullandiklar: Stratejiler

Kategoriler Ahu Adem Aziz Aysun Baris Bilge Buse Belma

Gegmis bilgi v v v v v v
Ispatini diisiinme v

Kavramlar v

lizerinden

muhakeme

Verilen karar Yanlis  Yanlis Dogru Dogru Dogru Dogru Dogru Dogru

Tablo 4.21°e gore 6gretmen adaylarinin ¢ogunlukla 6nermenin dogru oldugunu
belirttikleri goriilmiistiir. Ogretmen adaylarmin biiyiik bir kism1 énermenin dogru ya da
yanlis oldugunu 6nceden bildiklerini ifade etmislerdir. Ancak 6nermenin dogrulugunu
degerlendirirken herhangi bir argiiman {iretmemislerdir. Ogretmen adaylarindan biri

(Aziz) 6nermenin dogru olduguna yakinsak dizi ve Cauchy dizisi kavramlar tizerinden
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muhakeme ederek ulagmistir. Bir 6gretmen adayr (Aysun) da ispati nasil yapacagini

diisiinerek dnermenin dogru olduguna ikna olmustur.

Baris, Bilge, Buse ve Belma onermenin dogru oldugunu daha once sinifta
duyduklarini1 ya da daha 6nceden bildiklerini ifade ederek ikna olmuslardir. Buna gore
bu 6gretmen adaylariin 6nermenin dogrulugunu degerlendirirken otoriter bir yaklasim
icinde olduklar1 sdylenebilir. Bu 6gretmen adaylarindan Buse’nin ifadeleri asagida yer

almstir.

Buse: Bu dogru hocam, smmifta gormiistiik. Her yakinsak dizi Cauchy
diyebiliyorduk. Bunun ispati da vardi. Ayni bu seyi kullaniyordu, m ve n gibi iki eleman
se¢iyordu.

Benzer sekilde, Ahu ve Adem o6nermenin yanlis oldugunu daha onceden
bildiklerini ifade ederek karar vermislerdir. Bu 6gretmen adaylarina gore, yakinsak her
dizi Cauchy dizisi degil ancak her Cauchy dizisi yakinsak dizidir. Ahu ve Adem bu
bilgiye dayanarak karar vermis ve herhangi bir argiman iliretmemislerdir. Asagida bu

ogretmen adaylarindan Adem’in diisiincelerine yer verilmistir.

Adem: Yanlisti herhalde bu ya. Cauchy dizisi yakinsaktir da, her yakinsak dizi

Cauchy dizisi olacak diye bir sey yok. Bunu énceki bilgilerime dayanarak séyliiyorum.

Aysun ise Onermenin bir teorem oldugunu belirtmistir. Teoremin ispatini
diistinerek karar vermistir. Aysun ispati nasil yapacagimi diisiinmiistiir. Asagida

Aysun’un ifadelerine yer verilmistir.

Aysun: Ispatini diisiindiim. Yakinsak dizininin tammum  diisiindiim. Cauchy

dizisinden yola ¢iktim. Dogru geldi bana. Géstereyim.

Aziz 6nermenin dogruluguna ikna olmak i¢in yakinsak dizi ve Cauchy dizisi
kavramlarini diisiiniip birbiri ile iliskilendirerek arglimantasyon siirecine girmistir.

Asagida Aziz’in ifadeleri sunulmustur.

Aziz: Yakinsak dizi ng dan sonraki terimleri, iste o dizinin yakinsadigt noktanin
& komsulugunda olacak. Cauchy dizisinde de ny dan sonra iki farkli terimi var. Ve bu
iki terimin farki da komsulukta kalacak. Zaten terimler komsulukta ise terimlerin fark

da komsulukta kalir.

Aziz’in ifadelerinden 6nermenin dogruluguna ikna olmak i¢in argliiman iirettigi

tespit edilmistir. ilk once, elindeki veri olan yakinsak dizi kavrammm ele almis ve
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yorumlamistir. Ulasacagi sonug¢ olan Cauchy dizisi kavramin1 da kendi climleleri ile
yorumlayan Aziz, kavramlar arasinda baglanti kurmustur. Aziz’in kurdugu baglanti,
irettigi argiimana gerekce olmustur. Bu gerekce, n,’dan sonraki terimler komsulukta
ise terimlerin farkinin da ayn1 komsulukta kalmasi gerektigi bilgisidir. Aziz’in gerekgesi
yakinsak dizi ve Cauchy dizisi tanimlariyla desteklenmistir. Asagida Aziz’in irettigi

arglimanin, Toulmin modeline goére analizi sunulmustur.

[Yakimsak dizi ve Cauchy dizisi| » Her vakinsak dizi Cauchy dizisidir

|n, dan sonraki terimler komsulukta ise terimlerin farks da komsulukta kal]

[Yakinsak dizi ve Cauchy dizisinin tammlan geregi

Sekil 4.29. Aziz’in irettigi argiimanin Toulmin modeline gore analizi

Ogretmen adaylarina ikinci 6nerme olarak yanlis bir 6nerme sunulmustur. Bu
onerme “(s,) yakinsak ve (t,) waksak reel sayi dizisi olmak iizere (sy.t,) carpim
dizisi wraksaktir.” &nermesidir. Ogretmen adaylarindan yanlis olan bu 6nermenin
dogrulugunu  degerlendirmeleri istenmistir. Ogretmen adaylarmin  Snermenin
dogrulugunu degerlendirirken kullandiklari stratejiler incelenmistir. Bu stratejilerin
toplam dort kategori altinda toplandigi belirlenmistir. Tablo 4.22°de s6z konusu

kategoriler hakkinda bilgiler sunulmustur.

Tablo 4.22.
Ogretmen Adaylarimn Yanls Onermeye Ikna Olmak Igin Kullandiklar: Stratejiler

Kategoriler Ahu Adem Aziz Aysun Barigs Bilge Buse Belma

Ornek kullanma v v v

Ters 6rnek arama v v v
Kavramlar v
izerinden
muhakeme
Sezgisel diigiinme v
Verilen karar Yanlis Yanliy Yanlis Dogru Dogru Dogru Yanlis Dogru
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Tablo 4.22’ye gore, 6gretmen adaylarinin yarisinin (Aysun, Baris, Bilge, Belma)
yanlig olan Onermeyi belirlemede basarili olamadiklari belirlenmistir. Buna gore
O0gretmen adaylariin diziler konusunda yanlis olan 6nermeyi belirleme becerilerinin
dogru olan dnermeleri belirlemeye oranla daha diisiik oldugu sdylenebilir. Ogretmen
adaylarmin tigli (Ahu, Adem, Aziz), 6nermenin dogrulugu hakkinda ikna olmak igin ters
ornek bulmaya ¢aligmislardir. Yine ii¢ 6gretmen aday1 (Baris, Bilge, Belma) 6nermeyi
dogrulayan bir 6rnek bularak ikna olmuslardir. Bir 6gretmen aday1 (Aysun) kavramlar
tizerinden akil yiiriiterek 6nermenin dogru olduguna karar verirken bir 6gretmen aday1
(Buse) ise higbir diisiince siirecine girmeden sezgilerine giivenerek onermenin yanlis

oldugunu belirtmistir.

Ogretmen adaylarindan Ahu, Adem ve Aziz énermeyi yanlislayan ters drnek
bulmaya c¢aligmiglardir. Bu 6gretmen adaylar1 ters ornek bularak Onermenin yanlis
oldugunu belirtmislerdir. Asagida Ahu’nun girdigi diisiince siirecine yonelik ifadeleri

sunulmustur.

Ahu: s, yakinsakmis, mesela % olsun. t,, waksakmis o da n olsun. Buradan 1

olur, limitini sonsuza gotiiriirsek. Yanlis bu sanki raksak olsaydi bir sonug¢ ¢ikmazdi. %

sifira yakinsarken digeri sonsuza gidiyor. Carpinca 1 geliyor, bir de yakinsak zaten.

Ahu yakinsak bir dizi ile ((s,) = %) iraksak bir diziyi ((t,) = n) garparak sabit
bir dizi bulmustur. Sabit dizi yakinsak oldugundan dolay1 buldugu 6rnegin bir ters 6rnek
oldugunu belirtmistir. Ahu ¢arpim dizisinin 1raksak olmasi durumunda bir karar
verilemeyecegini ifade etmistir. Buldugu ters Ornege dayanarak Onermenin yanlis
oldugunu dile getirmistir. Asagida Ahu’nun drettigi argiimanin Toulmin modeline gore

analizine yer verilmistir.
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i vakinsak ve n iraksak dizilerinin carpim
dizis1 olan 1 vakinsak bir dizidir

Yakinsak (s,) ve waksak (ty,) Onerme vanhistir

-

dizilerinin ¢carpim dizisi

Sekil 4.30. Ahu’nun tirettigi arglimanin Toulmin modeline gore analizi

Barig, Bilge ve Belma onermenin dogru olduguna, dénermeyi dogrulayan bir
ornek bularak ikna olmuglardir. Onlara gére bir 6nermenin dogru olmasi i¢in Onermeyi
dogrulayan bir 6rnek bulmak yeterlidir. Asagida bu 6gretmen adaylarindan Baris’in

ifadelerine yer verilmistir.

2n+1
n

Baris: Limitini aldim. Mesela diyelim ki s, yakinsak dizi ne olsun? s, =

olsun. Bunun limiti 2 dir. t,, dizisi de polinom seklinde olsun. t,=2n olsun. Bunun
limiti de sonsuz. Buradan 2 X oo = oco. Dolayisiyla lim(s,t,) = lims, X limt,

sekline geldi.

Baris, irettigi argimanda oOnermenin dogru olduguna, biri yakinsak digeri
wraksak iki dizi alip carpim dizisinin 1raksak ¢ikmasina dayanarak ikna olmustur.
Baris’1n bir 6nermenin dogru olduguna ikna olmak icin tek bir 6rnegin yeterli olacagina
inandig tespit edilmistir. Asagida Baris'in iirettigi arglimanin Toulmin modeline gore

analizine yer verilmistir.

[Yakinsak (s,,) ve waksak (t,,) dizis] " |(s5,..t,) carpim dizisi wraksakt]

in+l

Sn =

yvakinsak ve t,=2n wraksak dizisi i¢in (s,t,, ) dizisi wraksak oldugundan|

1T

Sekil 4.31. Barig’1n iirettigi argiimanin Toulmin modeline gore analizi
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Aysun, onermenin dogruluguna ikna olmak i¢in tanimlar {izerinden diisiinmeyi
tercih etmistir. Yakinsak dizi ile iraksak dizi kavramlarin1 ve limitin &zelliklerini

diisiinerek karar vermistir. Asagida Aysun’un ifadelerine yer verilmistir.

Aysun: Simdi yakinsak olabilmesi i¢in limitinin olmasi gerekiyordu. Genel
teriminin limiti yoksa o zaman raksak diyorduk. Simdi hani limitte degerlerinin ¢arpimi
kendilerinin ¢arpimlarina esit oluyordu ya oradan diisiindiim ki, limiti yok o zaman
sonsuz olsun. Digerinin limiti de olsun. Sonsuzla bir sayimin ¢arpimi da sonsuz olur. O

yiizden de limit wraksak yani yok.

Aysun tirettigi argiimanda ilk once yakinsak ve iraksak dizi bilgilerini ortaya
koymustur. Daha sonra biri yakinsak digeri limiti sonsuz olan 1raksak iki dizi géz oniine
almistir. Bu iki dizinin ¢arpiminin 1raksak oldugunu gostermek i¢in ¢arpim dizisinin
limitinin, ayr1 ayr dizilerin limitlerinin ¢arpimi olduguna, limitin 6zelligini belirterek
ulagsmigtir. Daha sonra bir say1 ile sonsuzun carpiminin sonsuz olacagini belirterek
carpim dizisinin 1raksak oldugu sonucuna ulagmistir. Burada Aysun, argiimani ile ilgili
tiim durumlar diisiinmemistir. Ornegin, Aysun’un iirettigi argiimanda limit durumunda
“Oxo0” belirsizligi ile de karsilasilabilir. Bu belirsizligin Ahu’nun durumunda oldugu
gibi sonlu bir limit degerine doniisebilecegi bilinmektedir. Asagida Aysun’un {irettigi

argiimanlarin Toulmin modeline gore analizi sunulmustur.

Bin vakinsak digeri limiti Dizilerin Carpim  dizisi
sonsuz olan iraksak olan ikt limitlerinin wraksaktic
D
dizi icin, dizilerin carpiminin 4 carpimidir 4
limiti
Limit  alma  igleminin Say1 1le sonsuzun garpimi
ozelliginden sonsuz oldugundan

Sekil 4.32. Aysun’un iirettigi argiimanin Toulmin modeline gore analizi

Son olarak Buse, Onermenin dogrulugunu degerlendirirken herhangi bir

arglimantasyon siirecine girmeyerek dnermenin yanlis oldugunu hissettigini belirtmistir.
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Buse hicbir gerekge one stirmemistir. Buse’nin bir dnermenin dogruluguna ikna olmak
icin onun dogrulugundan ziyade 6nermenin sekli ile ilgilendigi sdylenebilir. Asagida

Buse’nin s6z konusu ifadeleri yer almistir.

Buse: Biri yakinsak digeri wraksak iken ¢arpimlart iwraksak demis. Yanlhs gibi
hocam. Nasil karar verdi ki biri yakinsak digeri waksak iken iraksak olduguna?
Bunlarin ¢arpimlarimin wraksak oldugunu soyleyemez bence. Ikisi de yakinsak olsaydi
carpimlarimin yakinsak oldugunu soyleyebilirdi. Ama biri yakinsak digeri iraksak iken
carpimlart wraksak diyemeyiz. Bence diyemeyiz.

Ogretmen adaylarindan diziler konusunda dogru oldugunu bildikleri matematiksel

iddialar1 nasil savunduklarini ortaya ¢ikarmak amaciyla (s,) = (%) dizisinin
yakinsak oldugunu gostermeleri istenmistir. Ogretmen adaylarmin dogrulama gerektiren
bu problemi ¢6zerken ne tiir gerekgeleri kullandiklar1 incelenmistir. Problemi ¢ozmeye
yonelik kullanilan gerekgeler ve argiimanlarin matematiksel olarak ikna edicilik durumu

Tablo 4.23’te sunulmustur.

Tablo 4.23.
Osretmen Adaylarinin Urettikleri Argiimanlarda Kullandiklar: Gerekceler

Kategoriler Ahu Adem Aziz Aysun Barig  Bilge Buse Belma

Doniisiimsel 4 4
gerekee
Referanssiz v v v v
gerekce
Bos v v
Ikna edicilik Hayir Evet Evet Hayr Hayr Hayr Hayrr Hayrr

Tablo 4.23 incelendiginde, Ogretmen adaylarindan ikisinin (Adem, Aziz)
tirettikleri arglimanlarda tanimlari ve teoremleri gerekce olarak kullanip ikna edici bir
¢Ozlim Ttrettikleri goriilmektedir. Buna goére bu 6gretmen adaylarinin doniisiimsel
gerekce tipinde olduklar: tespit edilmistir. Ogretmen adaylarmin yaris1 (Baris, Bilge,
Buse, Belma) ise problemin ¢oziimii igin irettikleri argiimalarinda matematiksel olarak
hatali igslemler yapmis ya da dogru olmayan teoremler kullanmislardir. Buna gore

O0gretmen adaylarinin yarisinin problem ¢oziimiinde matematiksel olarak yanlis bilgiler
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kullandiklar1 anlagilmigtir. Bu 6gretmen adaylarinin referanssiz gerekgeler kullandiklari

sOylenebilir. Aysun ve Ahu problemin ¢6ziimiinii bos birakmustir.

Adem ve Aziz kendilerine sunulan dizinin yakinsak bir dizi oldugu iddiasin1 ikna
edici bir sekilde savunmuslardir. Adem ve Aziz dizinin yakinsak oldugunu gostermek
icin “Monoton azalan ve alttan smirl her dizi yakinsaktir.” teoremini kullanmiglardir.
Teoremin hipotezi olan dizinin monoton azalan oldugunu gostermek i¢in monoton
azalan dizi tamiminin farkli formlarimi uygulamislardir. Dizinin alttan siirli oldugunu
Adem cebirsel bir gosterim ile, Aziz ise tliimevarim metodu ile gostermistir. Asagida
Adem’in ¢ozilimiine yer verilmistir.
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Sekil 4.33. Adem’in ¢oziimii

Adem savunmasiin ana gerekgesi olarak monoton azalan ve alttan sinirli bir
dizinin yakimsak oldugu teoremini kullanmistir. Dizinin monoton azalan oldugunu
gostermek icin monoton azalan dizi taniminin farkli bir formu olan s,,; — s, <0
gerekcesini kullanmigtir. Alttan sinirlt dizi tanimini diislinerek dizinin her teriminin belli
bir sayidan daha biiyiikk olmasi gerektigini vurgulamistir. (s,) dizisinin terimlerinin
pozitif reel sayr olmasindan 0 < (s,,) sonucuna ulagmistir. Asagida Adem’in iirettigi

arglimanlarin Toulmin modeline gore analizi sunulmustur.
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|'[5n} = (e h )| |{sn} monoton azalandu]

35T . 2nt

E,., —5, <0 oldugundan|

IMonoton azalan dizi tanimi geregil

K 2 = (ﬁ}i o I5p) alttan sinirlidig
(5.) = (= ,[rn € Nicin 0 < (s,) oldugundan]

Dizinin terimleri pozitif old.  [Alttan sinurh dizi tanimi geregi

() = () 5 > [(s,) vakmsaktr]

357 ntd

Monoton azalan ve alttan sinirl dizi vakinsak oldufundan|

Sekil 4.34. Adem’in {irettigi argiimanlarin Toulmin modeline gore analizi

Baris ise soz konusu dizinin yakinsak oldugunu gostermek i¢in dizinin iki alt
dizisini géz Oniine almigtir. Bu alt dizilerin limitinin bir oldugunu iddia etmistir. Bir
dizinin farkli iki alt dizisinin ayni noktaya yakinsamasi durumunda dizinin yakinsak
olacagini belirterek bu dizinin de yakinsak oldugunu ifade etmistir. Barig’in ¢oziimiinde
iki 6nemli hata mevcuttur. Bunlardan ilki, kendisine sunulan diziyi analiz etmemesidir.
Bu diziyi polinom tipli iki fonksiyonun orani olarak algiladigi i¢in alt dizilerin limitinin
bir oldugu sonucuna vardig1 diisiiniilmiistiir. Ikincisi ise bir dizinin yakinsaklig: ile alt
dizilerinin yakinsaklig1 arasindaki iliskiyi ifade eden teoremi yanlis yorumlamasidir.

Baris’in ifade ettigi “Bir dizi yakinsak ise alt dizileri de ayni noktaya yakinsar.”



178

teoreminin denk oldugu karsit tersinden “Bir dizinin herhangi iki alt dizisi farkl
noktalara yakinsiyorsa dizi raksaktir.” sonucu ¢ikarilabilir. Baris dizinin iraksakligi i¢in
gecerli olan bu bilgiyi bilmektedir. Ayrica Baris, bir dizinin iki farkli alt dizisinin ayni
noktaya yakinsamasi durumunda dizinin de yakinsak olacagini iddia etmistir. Baris’in
iddias1 bahsedilen teorem ile uyusmamaktadir. Barig’in iddiasinin gegerli oldugu tek
istisnai durum, s6z konusu alt dizilerin terimlerinin birlesiminin dizinin tiim terimlerine
esit olmasidir. Barig’in ele aldig1 tek ve ¢ift alt dizilerin birlesimi diziyi olusturmaktadir
fakat Barig, bu istisnai durumu diisiinerek hareket etmemistir. Bu durum Baris ile
arastirmact arasinda gegen konusmada agik bir sekilde goriilmiistiir. Asagida Barig’in

problem ¢6ziimii ve bu siiregte arastirmaci ile arasinda gecen konusmadan bdliimler

sunulmustur.
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Sekil 4.35. Barig’1n ¢oziimi

Baris: a4 ile ay, e bakalim.
Arastirmaci: Neden?

Barig: Alt dizisi. Alt dizilerinin limiti ayni ise bu dizi yakinsaktir. Alt dizilerinin
limitleri farkli ise wraksaktr. Cilinkii her yakinsak dizinin alt dizileri de yakinsaktir.

Mesela a,, 41 tige yakinsadi, a,, bire yakinsadi. O zaman raksak dizidir.

Arastirmact: Mesela a3, tice yakinsadi, as, de tice yakinsadigin diistinelim.

Sonuc¢ ne olur?

Baris: O zaman dizi de ii¢e yakinsar
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Baris, ¢oziimiinde dizinin ¢ift ve tek alt dizilerini dikkate almig ve bu alt dizilerin
limitinin bire esit oldugunu iddia etmistir. Alt dizilerin limitinin neden bir oldugu
konusunda bir agiklama yapmamustir. Baris’in diziyi polinom tipli iki ifadenin boliimii
seklinde algiladigr i¢in bu karar1 verdigi distintilmektedir. Baris tirettigi argiimanda
konu ile ilgili teoremi yanlis yorumlamis ve argiimanina gerekce olarak kullanmistir.
Baris bir dizinin iki farkli alt dizisinin limitinin ayni oldugundan dizinin yakinsak
oldugunu belirtmistir. Barig’in matematiksel ve mantiksal referans1 olmayan gerekgeler
kullandig1 sOylenebilir. Asagida Barig’in iirettigi argiimanin Toulmin modeline gore

analizine yer verilmistir.

|(an} = {MH o [ay) dizisi vakinsaktur |

2857 . .2n41

lim(a,;) = lim(a.,.,) = 1 oldugundan|

Dizinin iki farkh alt dizisinin limitleri aym ise dizi vakmsaktir |

Sekil 4.36. Baris’1n {irettigi arglimanin Toulmin modeline gére analizi

Bilge ve Belma dizinin yakinsak oldugunu gostermek i¢in dizinin limitini almaya
caligmiglardir. Belma matematiksel olarak anlamsiz islemler yaparak dizinin limitinin
sifir oldugunu iddia etmistir. Asagida Belma’nin ¢6ziimiine ve arastirmaci ile arasinda

gecen konusmaya yer verilmistir.
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Sekil 4.37. Belma’nin ¢6ziimii

Belma: [fadeyi daha kiiciik bir ifade ile sey yaptim. Daha sonra limit aldim.
Limiti sifir ¢iktigy icin yakinsaktir.
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Arastirmact: Limit nasil sifir ¢ikt1?

Belma: Aldigim daha kiiciik deger, aldigim kiiciik fonksiyon sifir oldugundan

Sy fonksiyonu da sifir dedim.

Bilge dizinin limitini alarak, dizinin limitinin bir oldugunu iddia etmistir.
Bilge’nin limiti bir olarak iddia etmesinin sebebi Baris’in durumunda oldugu gibi diziyi
polinom tipli iki ifadenin orani olarak diisiinmesidir. Bilge’nin ¢dziimiinde, diziler
konusunda 6nemli bir yanilgisinin oldugu da ortaya ¢ikmistir. Bilge dizilerin limitinin
sifir noktasinda arandigini belirtmistir. Asagida Bilge’nin ¢oziimiine ve arastirmaci ile

arasinda gegen konugmaya yer verilmistir.
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Sekil 4.38. Bilge’nin ¢6ziimii

Bilge: Yakinsak ise limiti var diyecegim. Limitinin oldugunu gdsterecegim.
Evet, burada limit bir. Ama burada limiti sifira gére mi yoksa sonsuza goére mi
aliyorduk? Sifira giderken bakiyorduk degil mi? Oyle hatirliyorum ben. Sifira giderken

bakildigini hatirliyorum. Yani direk onu gésterdim.

Arastirmaci: Limitinin bir oldugunu nasil séyledin?

Bilge: Sifirdayken limit aldim. En yiiksek dereceli terimden bir geldi. % den,
zaten katsayilart egit.

Bilge’nin irettigi argiimanin Toulmin modeline gére analizi asagida sunulmustur.

24.6..2n

T3 ?n+l)| - . I(s,,) dizisi yakinsaktir]

(s0) = (

lim(s,) = 1 oldugundan]|

[En viiksek dereceli terimlerin katsayilari esittir)

Sekil 4.39. Bilge’nin iirettigi arglimanin Toulmin modeline gore analizi
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Buse ¢oziimiinii yarim birakmistir. Dizinin yakinsak oldugunu gostermek icin
dizininin monotonlugunu ve sinirliligini arastirmaya ¢alismistir. Dizinin monotonluguna
yonelik aragtirma yapmis ve ¢Oziimiinii sonlandirmistir. Buse’nin  ¢dziimii
incelendiginde, dizinin monotonlugunu incelerken birbiri ile ¢elisen ifadeler kullandigi
ortaya c¢ikmistir. Dizinin monoton azalan oldugunu belirtmis fakat herhangi bir
aciklama ya da acik bir gdsterim yapmamistir. Buse’nin de referanssiz gerekceler

kullandig1 belirlenmistir. Asagida Buse’nin ¢6ziimiine yer verilmistir.
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Sekil 4.40. Buse’nin ¢6zimi
4.3.2. Ogretmen adaylarimin diziler konusundaki ispat siirecleri

Bu boliimde 6gretmen adaylarinin diziler konusunda ispat siireclerine yonelik
bulgular sunulmustur. Ogretmen adaylarmin ispat siiregleri kapsaminda kendilerine
yoneltilen ¢eligski bulma ispat yontemi ve ters ornek kullanilarak yapilmis ispatlari nasil
degerlendirdikleri, dogru olduklarini diisiindiikleri 6nermeleri nasil dogruladiklar1 ve

yanlis oldugunu diistindiikleri dnermelerin yanlisligini nasil gosterdikleri incelenmistir.

Ogretmen adaylarina ilk olarak “Dizilerin limiti varsa tektir.” teoreminin dogru
bir sekilde yapilmis ispati sunulmustur. Ogretmen adaylarindan ispat1 degerlendirmeleri
ve verdikleri kararlarin gerekgelerini yazmalari istenmistir. Ogretmen adaylarinin ispati
degerlendirirken kullandiklar1 stratejiler, ifadelerinden ve yazdiklar1 gerekgelerden
ortaya c¢ikarilmaya ¢aligilmistir. Kullanilan stratejiler ve verilen kararlar Tablo 4.24°te

sunulmustur.
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Tablo 4.24.

Osretmen Adaylarimn Ispati Degerlendirirken Kullandiklar: Stratejiler ve Verdikleri

Kararlar

Kategoriler Alt Ahu Adem  Aziz Aysun Barig  Bilge Buse Belma
Kategoriler

Argiiman Ispat v v v v v v

incelemesi  basamaklar1
ve islemsel

hata
N, 1n se¢imi 4 4
Yapisal Ispatlama v v v v v v v v
inceleme yontemi
Yakinsak dizi 4 v v v v v v v
tanimi
Otoriter Ogrenilen v v v
inceleme  ispatla uyum
Verilen karar Dogru  Dogru Dogru Dogru Dogru Dogru Dogru Dogru

Tablo 4.24°¢ gore, 6gretmen adaylarinin kendilerine sunulan ispatin dogru bir
ispat oldugunu belirleyebildikleri goriilmiistiir. Buna gore 6gretmen adaylarinin dogru
ispat1 segme becerilerinin yiiksek oldugu sdylenebilir. Ogretmen adaylarmin ispati
degerlendirirken nelere dikkat ettikleri incelendiginde, hepsinin oncelikle ispatlama
yontemine ve yakinsak dizi taniminin kullanilmasia dikkat ettikleri ortaya ¢ikmustir.
Ogretmen adaylarinin yarisindan fazlasi ispat basamaklarindaki gegislere ve bu
gecislerde islemsel hata olup olmamasma odaklanmislardir. Ug dgretmen aday1 ispati
degerlendirirken, otoriter bir bakis acisi ile daha 6nce 6grendikleri ispatla uyumlu
olmasima dikkat etmislerdir. iki 6gretmen aday: ise ispatta bulunan n, teriminin nasil

secildigini g6z oniinde bulundurmuslardir.

Ogretmen  adaylarinin ~ verdikleri  kararlarda  ispatlama  ydntemini
degerlendirmeleri énemli bir yer tutmustur. Ogretmen adaylari ispatlama ydntemini
dogru bir sekilde belirlemede sikint1 cekmislerdir. Ogretmen adaylarindan Ahu, Adem
ve Aysun ispatin ¢eliski bulma yontemiyle yapildigini belirtip agiklayabilirken, digerleri
ise ispatin olmayana ergi ispatlama yontemiyle yapildigim1 ifade etmislerdir. Bu
Ogretmen adaylarina, ispatin neden olmayana ergi yontemi ile yapildigimi diisiindiikleri
soruldugunda uygun bir agiklama yapamamislardir. Bu durumun sebebi incelendiginde
ise, 6gretmen adaylarinin ¢eliski bulma yontemi ile olmayana ergi ispatlama yontemini

birbirinden ayirt edemedikleri tespit edilmistir. Asagida ispatlama yontemini dogru bir
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sekilde tespit eden Ogretmen adaylarindan Ahu ile arastirmaci arasinda gegen

konusmaya yer verilmistir.

Ahu: Hocam tersini kabul etmis. Sonra ashinda aldigimiz iki tane limitin bir tane

oldugunu gostermis. Yani tersini kabul edip 6yle olmadigint géstermis.

Arastirmact: Hangi ispatlama yontemi ile yapilmis?

Ahu: Olmayana ergi q' = p’ idi. Burada q' yani. Olmayana ergi mi, ¢eliski
bulma mi? Celiski bulma sanki.

Arastirmaci: Neden celiski bulma?

Ahu: Tersini varsayalim diye baslyoruz?

Arastirmaci: Olmayana ergi yontemi ile ¢eliski bulma yontemi arasindaki fark

nedir?

Ahu: Celiski bulmada tersini varsayiyorduk, daha sonra onun dogru olmadigini
gosteriyorduk. Olmayana ergide de yine onermenin tersini aliyorsun yine tersini

buluyorsun. Sembolik olarak p = q onermesi icin q' = p' idi.

Ahu, Adem ve Aysun’un disindaki 6gretmen adaylari ispatin olmayana ergi
ispatlama yontemi ile yapildigini belirtmislerdir. Asagida bu 6gretmen adaylarindan

Baris'in gerekcesine ve arastirmact ile arasinda gegen konusmaya yer verilmistir.
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Sekil 4.41. Banig'in gerekgesi

Arasgtirmaci: Neden olmayana ergi yontemi?

Baris: Bu gibi seylerde onu kullaniyoruz. Diyelim ki A noktasindan B noktasina
iki farklr yoldan gidiliyor. Sen bunu ispatlamaya gegtigin zaman A ve B noktalarina bir
yoldan gidilsin diyor. Kabul ediyor bunu. Bu sekilde yapilan ispatlara olmayana ergi

metodu diyoruz.
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Arastirmact: Peki, ¢eliski bulma yontemiyle arasindaki fark nedir?

Baris: Celiski bulmayr biraz andwriyor ama tam karsiligint vermez. Celiski var
ama olmayana ergi de, kabul ettigi bir seye celiski var. Hani iki tane limiti olsun diyor
sonra ayni oldugunu buluyor bu bir ¢eliskidir. Ciinkii bir tane limiti olmug diyor. Yani

kabul ettigi seyle ¢elismis oluyor. Aradaki fark bu.

Ogretmen adaylarinin hepsi ispati degerlendirirken yakisak dizi taniminin
kullanilip kullanilmamasina dikkat etmislerdir. Ispatta limit tanimi1 olarak belirttikleri
yakinsak dizi taniminin uygulanmasinin gerekli oldugunu diisiinmiislerdir. Asagida bu

ogretmen adaylarindan Aysun’un ifadelerine yer verilmistir.

® Dogru OKlsmen dogru () Yanhs
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Sekil 4.42. Aysun’un gerekcesi

Ogretmen adaylarinin ¢ogu ispat1 degerlendirirken ispatin adimlarin1 da
incelemislerdir. Ispatlarin adimlari arasindaki baglantilara ve bu adimlarda islemsel bir
hata bulunmamasima dikkat etmislerdir. Asagida bu 6gretmen adaylarindan Ahu’nun

ifadelerine yer verilmistir.

® Dogru ' OKlsmen dogru OYanhs
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Sekil 4.43. Ahu’nun gerekgesi

Baris, Bilge ve Belma ispati degerlendirirken daha onceden bildikleri ispatla
uyumlu olup olmamasina dikkat etmiglerdir. Asagida bu Ogretmen adaylarindan
Bilge’nin ifadelerine yer verilmistir.

Bilge: Dogru baslamis, ben de oyle baslardim. Mesela g diye hatirliyorum

bunu. Farkly limitinin oldugunu hatirladigim teoremden. Oyle yaptigimizi hatirlryorum.

Ben bizim yaptigimiz ispatta € yerine 2 oluyordu diye biliyordum. Sonra onlar
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topladigimizda s, leri toplayip c¢ikardigimizda € buluyorduk. Ona dikkat ettim.

Osrendigim sekle uygun olup olmamasina baktim.

Adem ve Aziz ispatta 6nemli bir yer tutan n, teriminin dogru bir sekilde
secilmesine dikkat etmislerdir. Ogretmen adaylar1 ispatta m, teriminin 6neminden
bahsederek bu ispatta da dogru bir sekilde secildigini ifade etmislerdir. Ispatta n,
teriminin n; ve n, teriminden en biylginiin secilmesi sayesinde, ispatin ilk
basamaginda yer alan esitsizlik ile ikinci basamakta yer alan esitsizligin ortak olarak
kullanilabilecegini belirtmislerdir. Asagida Aziz ile arastirmaci arasinda gegen

konusmaya yer verilmistir.

Aziz: Ispata baktigimiz zaman tammlar dogru kullanilmis. Burada o ayrinti
mesela ny = maks{ny n,} almis. Orada minimum olsaydr saglamayan yerler
olabilirdi. Mesela say1 dogrusunda gosterirsek surasi nq, surast da n, olsun [ sayi
dogrusunda n, Ve n, noktalarini, ny < n, olacak sekilde igaretliyor]. Su aradaki yerler
n, icin saglamaz [ n, ile n, noktalar: arasinda kalan bélgeyi isaretliyor |. Ama burada

maksimum alindigt i¢in o durumu da ortadan kaldirmas.
Arastirmact: Neden maksimum secilmis? Ac¢iklar misin?

Aziz: Onu sekilde ¢izdim. Birincinin terimleri n, den itibaren olsun, ikincinin

terimleri de n, den itibaren olsun.
Arastirmaci.: Terimleri buradan itibaren dedigin sey nedir?

Aziz: Suradaki n > ny derken bundan sonraki terimler a min & Komsulugu

i¢inde kalir. Burada da n, den sonraki terimler b nin & komsulugnda kalir.
Arastirmaci: Minimum olsaydi ne olurdu?

Aziz: Simdi minimum olsaydi yanlis olurdu. Minimum olsaydi iste bunu alirdi
[¢izdigi sekilde n, den sonraki terimleri gosteriyor], bunun icin saglanmazdi [n,den
sonraki terimleri gosteriyor]. Simdi ny € 1, n, ye de 5 diyelim. 1 den sonraki terimler
icin a mn € komsulugundaki s, ler olan ilk esitsizlik gegerli, diger esitsizlik i¢in de 5 ten
Sonraki terimler icin gegerli. Minimum aldigimiz zaman 1 den sonraki terimler i¢in

soyleriz. Ama biz burada 5 ten sonraki terimler igin soylemeliyiz.

Arastirmact: Minimum olsaydi nerede sikintt olurdu?
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Aziz: Yani dordiincii, tictincii, ikinci ve birinci terim icin sikinti olurdu.

Aziz’in ifadelerinden, n, = maks{n; n,} segilmesinin sebebini agiklarken
yakinsak dizi tanimindaki kavramsal bilgilerini kullandigi tespit edilmistir. Ispatin
ikinci satirinda yer alan “n > n; oldugunda |s, —a| < €” ifadesinden [s, —a| <e€
esitsizliginin s,,’nin n,’den sonraki terimleri igin gegerli oldugunu belirtmistir. Benzer
sekilde ispatin li¢iincii satirinda yer alan “n > n, oldugunda |s, — b| < €” ifadesinden
|s, —b| < € esitsizliginin s,’nin  n,’den sonraki terimleri i¢in gegerli oldugunu
vurgulamistir. Her iki esitsizligin ortak olarak kullanilabilmesi i¢in ng = maks{n; n,}
secilmesi gerektigini ifade etmistir. Asagida Aziz’in ispati degerlendirirken trettigi bu

argiimanin Toulmin modeline gore analizine yer verilmistir.

n>n, oldugundal|s, —a|<¢

n > n, oldugunda|s, — bl < ¢ 4 i, = maks{n, n.}

Her iki esitsizligin ortak olarak kullanilabilmesi icin]

Sekil 4.44. Aziz’in irettigi argiimanin Toulmin modeline gore analizi

Adem ve Aziz disindaki 6gretmen adaylari ng = maks{n; n,} segilmesinin
sebebini agiklayamamistir. Ayrica 6gretmen adaylarindan higbiri ispatin sonunda yer
alan |a —b| < 2¢ ifadesinden a = b sonucuna nasil ulasildigini ifade edememistir.
Ogretmen adaylar1 ya bu argiimanin gerekcesini hi¢ diisiinmediklerini ya da sezgisel
olarak bu argiimanin dogru oldugunu belirtmislerdir. Asagida Adem’in konu ile ilgili

ifadelerine yer verilmistir.

Adem: Evet oraya ikna olmada bir sikinti var. 2e ama orada rahatlikla mutlak
degerin sifira esit diyebilirim de tam olarak agiklayamadim orayi. Bildigim bir sey bu,

ben ikna oldum.

Ogretmen adaylarina degerlendirmeleri igin bir dizinin yi1g1lma noktast ile limiti
arasindaki iliski ile ilgili olan “(s,) herhangi bir reel sayt dizisi olsun. (s,) dizisinin
herhangi bir yigilma noktast var ise yakinsaktir.” yanlig 6nermesinin, ters bir 6rnek

yardimiyla yanlishigi gosterilmistir. Ogretmen adaylarindan ters 6rnek ile yapilan ispatt
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degerlendirmeleri ve bu ispatin dogrulugu hakkinda karar vermeleri istenmistir. Bu

Oonermenin yanliglanmasinda kullanilan global argiimanin Toulmin modeline gore

analizi asagida sunulmustur.

1)™n
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In+l

(sp) =

olmasina rafmen raksaktr

dizis1, vigilma noktalan

Herhangi bir vifilma noktas:

olan (5,) reel say1 dizisi

Onerme vanligtir

L 4

Sekil 4.45. Onermenin yanlislanmasinda kullanilan argiimanin Toulmin modeline gore

analizi

Ogretmen adaylarinin ters ornekle yapilan ispati degerlendirirken ne tiir

stratejiler uyguladiklar1 incelenmistir. Incelemeler yapilirken 6gretmen adaylarinin

yazili ve sozli ifadeleri ortak olarak degerlendirilmistir. Tablo 4.25’te 6gretmen

adaylarinin kullandiklari stratejiler ve verdikleri kararlar sunulmustur.

Tablo 4.25.

Osretmen Adaylariin Ters Ornek Kullamilarak Yapilan Ispati Degerlendirirken

Kullandiklar: Stratejiler ve Verdikleri Kararlar

Kategoriler Alt Ahu Adem  Aziz Aysun Baris  Bilge Buse Belma
Kategoriler
Argiiman  Gerekgeleri v v v v v
incelemesi inceleme
Yapisal Ispatlama v v v v v v v v
inceleme yontemi
Otoriter Gegmis v
inceleme bilgiler
Otoriter v
bilgiler
Verilen karar Dogru  Dogru Dogru Dogru Dogru Dogru Yanlhs Kismen
dogru

Tablo 4.25 incelendiginde 6gretmen adaylarindan sadece iki 6gretmen adayinin

ters drnek ile yapilan ispatin dogru olmadigini ifade ettikleri goriilmiistiir. Ogretmen
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adaylarinin tiimii ispati degerlendirirken ispatin yapilis yontemini dikkate almislardir.
Ogretmen adaylarindan yarisindan fazlas1 ispatta kullanilan gerekgeleri incelemistir. Bir
Ogretmen adayi ispati gegmis bilgilerinden yardim alarak degerlendirirken bir 6gretmen

adayi ise otoriteden gelen bilgilerini kullanmustir.

Ogretmen adaylarmin hepsi ispata yonelik degerlendirme yaparken ispatin
yontemine dikkat etmislerdir. Verdikleri kararlarda biiyiik oranda ispatin nasil yapildig:
etkili olmustur. Ogretmen adaylarmnin ¢ogu, ters drnek iiretilerek yapilan ispatin dogru
bir ispat oldugunu ifade etmislerdir. S6z konusu ters 6rnegin 6nermeyi ¢iirlitmek i¢in
yeterli oldugunu vurgulamiglardir. Asagida bu Ogretmen adaylarindan Aysun’un

sundugu gerekceye yer verilmistir.
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Sekil 4.46. Aysun’un gerekgesi

Buse ise ispatta yer alan ters 0rnegin uygun bir ters ornek olmadigim ifade
etmistir. Buse ifadelerinde s6z konusu ters drnegin y1gilma noktalarinin mutlak degerce
birbirine esit oldugunu ifade ederek bu 6rnegin uygun olmadigini belirtmistir. Buse’nin
ifadelerinden ne demek istedigi tam olarak anlagilamamaktadir. Buse bu diisiincesine
dayanak olarak ilgili dersin hocasini goéstermistir. Ders hocasinin onun ifade ettigi
sekilde sodyledigini iddia etmistir. Asagida Buse’nin gerekcesine ve konu ile ilgili
ifadelerine yer verilmistir.

O Dogfu\ /Oszmen dogru | @Yanhs
Clinki... j@l"“q noktas By dnarmitnin dm{lé' 0“”"1“’0 (15(‘;,\4_,5'{,\/) ;qm.m,u-/(l}L
dgore birbide & -

Sekil 4.47. Buse’nin gerekgesi
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Arastirmact: Bu yapilan sana neden ikna edici gelmedi?

Buse: Burada sectigi yigilma noktalar: iki tane olsa bile -7 ve 7 mutlak

degerce birbirine esit. O yiizden bana yanls geldi sanki.
Arastirmaci: Neden mutlak degerini aliyorsun?

Buse: Bu sekilde oldugu zaman mutlak degeri olamiyor muydu? Ben o6yle
hatirlyyorum. Bilmiyorum ama hocanmin séylediklerini oyle goziimde canlandirmis

olabilirim. Hocanmin séylediklerinden ben oyle anladim.

Belma ters bir 6rnegin bu 6nermeyi yanlislamak i¢in yeterli olmadigini, daha
genel bir sekilde ispatlanmasinin gerekli oldugunu belirtmistir. Bu yiizden yapilan
ispatin da kismen dogru olacagini ifade etmistir. Buna gére Belma’nin ters 6rneklerle
yapilan ispatlara yonelik bilgisinde eksikliklerin oldugu sdylenebilir. Asagida

Belma’nin gerekgesine yer verilmistir.

O Dogru %szmen dogru OYanhs
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Sekil 4.48. Belma’nin gerekgesi

Ogretmen adaylarmin yarisindan fazlasi ispatta bulunan argiimanlarin
gerekgelerini incelemislerdir. Ogretmen adaylar1 bu argiimanlarda ya islem hatas1 olup
olmamasini ya da elde edilen sonuglarin mantiksal olarak dogru olup olmamasina dikkat
etmislerdir. Bu 6gretmen adaylarimin ¢ogu, ispatta yer alan ifadelerin sebeplerini dogru
bir sekilde sorgularken bazilar1 ise matematiksel olarak yanlis gerekceler sunmuslardir.
Ahu, Adem ve Aziz ispatta yer alan ters 6rnek olarak verilen dizinin y1gilma noktalarini
sorgularken matematiksel olarak dogru gerekgeler kullanmislardir. Aziz, dizinin yigilma
noktalarmin alt dizilerinin limitinden geldigini ifade etmistir. Asagida Aziz’in ifadeleri

yer almaktadir.

Arastirmact: %> ve -% nereden geliyor?
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Aziz: Sonsuza giderken dizinin limitine baktigimiz zaman bir pozitif, bir negatif

oluyor. Ciftler icin pozitif oluyor Y, tekler i¢in - oluyor.
Arastirmact. Cift ve tek dedigin sey nedir?

Aziz: Tekler ve ciftler bu dizinin iki alt dizisi. Alt dizilerin limitleri farkll oldugu

icin wraksaktir.

Ogretmen adaylarindan Bilge ise y1gilma noktalar1 olan % ve -% nin nereden
geldigini ifade ederken dizilerdeki limit kavramini fonksiyonlarin bir noktadaki limiti
kavramu ile karigtirmistir. Bu durumun sebebinin Bilge’nin yakinsak dizi tanimina
yonelik kavramsal bilgi eksikligi oldugu ortaya ¢ikmistir. Dizi kavramina yonelik
etkinliklere baglamadan 6nce yakinsak dizi tanimini agiklarken de siireklilik kavrami ile
ilgili ifadeler kullanmistir. Burada da yakinsak dizi kavrami ile fonksiyonlarin bir
noktadaki limiti kavrami arasindaki ayirimi yapamadigir ortaya ¢ikmistir. Yigilma
noktalarinin sag limit ve sol limitten geldigini ifade etmistir. Asagida Bilge’nin ifadeleri

yer almistir.

Bilge: Buradaki (—1)™ de n yerine 2n olsaydi, sag limiti 1 olacakti. O zaman da
limiti var diyecektik ve yakinsak olacakti. Burada -1 isin i¢ine girdigi icin, limiti

olmadigi icin ikna oldum.

Ayrica Bilge ispati degerlendirirken daha Onceki bilgilerinin etkisi ile karar
vermistir. Bilge bir dizinin iki tane yigilma noktasi varsa dizinin iraksak olacagi
bilgisini kullanarak karar vermistir. Asagida Bilge’nin kararinin gerekgesine yer

verilmistir.
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Sekil 4.49. Bilge’nin gerekgesi

Baris ise ters drnekte verilen dizinin neden 1raksak oldugunu sorgularken siklikla

dizileri reel say1 serileri ile karistirmistir. Serilerin yakinsaklik karakterini belirlemede
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gecerli olan ozellikleri dizinin karakterini belirlemek i¢in kullanmistir. Asagida Barig’in

ifadelerinden boliimlere yer verilmistir.

Baris: Genel teriminin limiti sifirdan farkl ise iraksak diyorduk... Alterne seri,
dizileri de serilerin aynit seyinden yapryoruz. Yani terimleri ¢ift icin arti, tek igin eksi...
Tamam hocam birkag deger verelim. Artan, azalan dizi oldugunu gériiriiz. Hocam

mesela a,,, ile a, i oranlariz, farkini aliriz.

Ispat degerlendirme aktivitelerinin ardindan 6gretmen adaylarinn ispat yapma
siireclerini ortaya c¢ikarmak i¢in “Her yakinsak dizi Cauchy dizisidir.” Onermesi i¢in
iirettikleri iiriinler incelenmistir. Ogretmen adaylarmin ispatlarmin dért kategori altinda

toplandigi tespit edilmistir. Tablo 4.26’da kategoriler hakkinda bilgiler sunulmustur.

Tablo 4.26.

Osretmen Adaylarimin Ispat Yapma Durumlar:

Kategoriler Ahu  Adem Aziz Aysun Baris  Bilge Buse Belma

Dogru ispat v v
Kismen dogru v
ispat
Tamamlanma- v
mis ispat
Tanmimlar 4 4

kopyalama
Bos v v

Tablo 4.26 incelendiginde sadece iki 6gretmen adayimnin dogru bir ispat lirettigi
belirlenmistir. Diger 6gretmen adaylarindan ikisi dnermenin yanlis oldugunu ifade
etmis fakat ters bir 6rnek bulamayarak ispat1 bos birakmuglardir. Iki 6gretmen aday: ise
ispatlarinda sadece tanimlara yer vermislerdir. Bir oOgretmen adayr ispatini
tamamlayamamis ve yarim birakmistir. Bir 6gretmen adayir da kismen dogru bir ispat
yapmistir. Buna gore 6gretmen adaylarinin diziler konusundaki bu teoremin ispatini

yapma becerilerinin diisiik oldugu sdylenebilir.

Aziz ve Aysun yakinsak dizi tanimindan yola ¢ikarak Cauchy dizisi tanimina
ulagmiglardir. Bu 6gretmen adaylar ispatlarini1 yaparken yakinsak dizi ve Cauchy dizisi
kavramlarimi diistinerek birbiri arasinda iliski kurmuglardir. Buna gore 6gretmen

adaylarinin déniisiimsel ispat semasinda olduklar1 sdylenebilir. Ornek olarak Aziz,
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ispatina teoremin hipotezi olan yakinsak dizi tanimimni yazarak baslamistir. Yakinsak
dizi tanimindan hareketle Cauchy dizisi tanimina nasil ulasacagi konusunda diislince
siirecine girmistir. Cauchy dizisi ile yakinsak dizi arasindaki kavramsal iliskileri
kullanarak ispatin1 sonuglandirmistir. Asagida Aziz’in ispatina ve ifadelerine yer

verilmistir.
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Sekil 4.50. Aziz’in ispati

Aziz: Simdi elimde yakinsak bir dizi var [yakinsak dizinin tanmminit yaziyor].
yine m ve n de dizinin ny dan sonraki iki farkli terim olsun. |s,, — s,| nin € dan kiigiik
oldugunu bulmaya ¢alisiyorum... Simdi ben |s,, — s,| ifadesine a ekleyip ¢ikarsam,
buradan da ti¢gen esitsizliginden |s,, — a| ile |s,, — a| olur. Zaten m ve n de n, dan
sonraki terimler oldugu icin bunlar komsulugun icinde kalir. Buradan biiyiik olan &
yazdigim zaman esitlik kalkar. < 2¢ olur. Bu da |s,, — s,| nin komsulukta kaldigini

gosterir. O zaman Cauchy dizisidir.

Belma’nin ispati incelendiginde, yapi olarak dogru bir ispat gibi goriinse de
ispatta bazi eksiklikler oldugu goriilmiistiir. Bu eksikliklerden biri Cauchy dizisi
tanimima yonelik kavramsal bilgi eksikliginden kaynaklanan bir eksikliktir. Belma,
Cauchy dizisinde bulunan |s,, — s, | ifadesinde yer alan ve dizinin n,’dan sonraki iki
farkli terimini temsil eden s,, ve s, terimlerini dizinin iki alt dizisi olarak gérmiistiir.
Belma’nin ispatindaki ikinci eksiklik ise, Cauchy dizisinin kesme noktasinin agikga
belirtilmemesidir. Kesme noktasinin belirtilmesi Cauchy dizisi i¢in kullanilan
esitsizliklerin gegerliliginin de bir garantisidir. Belma’nin ispatindaki bu eksiklikler
diisiiniilerek bu ispat, kismen dogru olarak degerlendirilmistir. Bu durumun sebebi

olarak, Belma’nin ispati daha Once yaptigin1 hatirladigi i¢in zihnindeki belli bir
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algoritmay takip ettigi diisliniilmektedir. Belma prosediirel bir yaklasim sergilemistir.
Asagida Belma’nin ispatina ve ifadelerine yer verilmistir.
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Sekil 4.51. Belma’nin ispati

Belma: Bu dogru ¢iinkii ispatint yapmistik... s, yakinsak dizi dedim. Daha
sonra yakinsaklik tanimini yazdim. Daha sonra Cauchy dizisi olmasi i¢in iki alt dizisi
se¢tim ve bunlarin yakinsak olduklarini gostermeye ¢calistim. Bir dizinin her alt dizisi
yvakinsaktir diyerek oradaki islemleri yaptim. a ekleyip ¢ikarttim. Daha sonra alt dizileri

aywt ettim. € a bagh bir ny sayist buldum. O halde dedim yakinsaktir. Cauchy dizisidir.

Buse ispatin1 tamamlayamamistir. Buse tipki Belma gibi, Cauchy dizisi
tanimindaki farkli terimleri, farkli alt diziler olarak dikkate almistir. Bu bakimdan
Buse’nin de Cauchy dizisi tanimina yonelik kavramsal bilgilerinde eksikliklerin oldugu
sOylenebilir. Ayrica Buse’nin ispatinda notasyonlar1 kullanma konusunda giigliik

yasadig1 da goriilmistiir. Asagida Buse’nin ispat1 sunulmustur.
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Sekil 4.52. Buse’nin ispati
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Baris ve Bilge ispatlarinda sadece yakinsak dizi ve Cauchy dizisi tanimini ifade
etmigler ve ispatlarini tamamlayamamislardir. Asagida bu Ogretmen adaylarindan

Baris’1n ispatina yer verilmistir.
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Sekil 4.53. Baris’1n ispati

Ogretmen adaylarinin yanlis olan matematiksel bir dnerme icin ne tiir {iriinler
ortaya cikaracaklarmi belirleyebilmek icin “(s,) yakinsak ve (t,) waksak reel say
dizisi olmak iizere (Sy.ty) carpim dizisi wraksaktir” dnermesi i¢in olusturduklari tirlinler
incelenmistir. Yapilan inceleme sonucunda Ogretmen adaylarinin {riinlerinin  dort
kategori altinda toplandigi belirlenmistir. Bu kategoriler hakkindaki bilgilere Tablo
4.27°de yer verilmistir.

Tablo 4.27.

Osretmen Adaylarimin Ters Ornek Uretme Durumlar:

Kategoriler Ahu Adem Aziz Aysun Barig Bilge Buse Belma
Dogru ters ornek v v v
_Aciklama yapma v
Ornekle dogrulama v v
Ispat v v

Tablo 4.27 incelendiginde 6nermenin yanlis oldugunu belirten dort 6gretmen
adayindan t¢iinlin dogru ters 6rnek iirettikleri belirlenmistir. Diger 6gretmen adayi ters
Oornek iiretme yerine agiklama yaparak Onermenin yanlhis oldugunu gdstermeye
calismustir.  Ogretmen adaylarinin  yaris1 dnermenin dogru oldugunu diisiinerek
dogrulugunu gostermeye calismislardir. Bu Ogretmen adaylarindan ikisi Onermeyi
ispatlamaya calisirken diger ikisi 6zel ornekler kullanarak 6nermenin dogrulugunu

gostermek istemistir
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Ahu, Aziz ve Adem onermenin yanlishigini dogru bir ters ornek ireterek

gostermislerdir. Asagida bu 6gretmen adaylarindan Ahu’nun ispatina yer verilmistir.
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Sekil 4.54. Ahu’nun ispati

Buse onermenin yanlis oldugunu belirtmistir. Onermenin yanlis oldugunu
gostermek icin ters Ornek ile ispat yapmak yerine Onermenin yanlis oldugunu
aciklamaya calismistir. Buse’nin dnermenin yanlishgini ters 6rnek bularak ispatlamak
yerine agiklamaya ¢alismasi sasirtict bir durum olmamistir. Ciinkii Buse c¢alismanin ilk
miilakatinda ispata yonelik goriislerini dile getirirken bir ifadenin yanlis oldugunu
gostermek icin agiklama yaptigini belirtmisti. Bu durum Buse’nin 6nermelerin ya da
matematiksel ifadelerin nasil yanlislanacagi konusunda bilgi eksikliginin oldugu

yoniindeki sonuglar teyit etmistir. Asagida Buse’nin ispatina yer verilmistir.
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Sekil 4.55. Buse’nin ispati

Bilge ve Baris Onermenin dogru oldugunu diisiinerek ispat yapmaya
calismuslardir. Ispatlarinda énermeyi dogrulayan drnekler kullanmislardir. Bu gretmen
adaylarinin ispatlarinda tlimevarimsal bir yaklasim sergiledikleri sdylenebilir. Asagida

bu dgretmen adaylarindan Baris’in ispati sunulmustur.
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Sekil 4.56. Barig’1n ispat1

Aysun ve Belma ise dogru oldugunu diistindiikleri 6nermenin dogrulugunu
gbstermek igin ispat yapmaya calismuslardir. Ispatlarinda ortak olarak limit isleminin
carpma islemi iizerine dagilma ozelligini kullanmislardir. Asagida bu O6gretmen

adaylarindan Belma’nin ispati 6rnek olarak sunulmustur.
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Sekil 4.57. Belma’nin ispati

4.3.3. Ogretmen adaylarimin diziler konusundaki argiimantasyon siirecleri

ile ispat siirecleri arasindaki iliski

Bu béliimde 6gretmen adaylarinin kendilerine yoneltilen “Her yakinsak dizi
Cauchy dizisidir.” dogru dnermesine ikna olmak i¢in girdikleri argiimantasyon ve ispat
stireci arasindaki iligki yapisal olarak incelenmistir. Yapilan inceleme sonucunda iki

durum ile karsilagilmistir. Bu durumlar asagida sunulmustur.
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1. Dediiktif Argiimantasyondan Dediiktif ispat

Bu durumdaki ogretmen adaylar1 diziler konusundaki Onermenin dogru
olduguna ikna olmak icin yakinsak dizi ve Cauchy dizisi tanimlarina ait kavramsal
bilgilerini kullanarak tanimlar arasinda iliski kurmuslar ya da yakinsak dizi tanimindan
yola c¢ikarak Cauchy dizisine nasil ulasilabilecegi konusunda diisiince siirecine
girmislerdir. Bu 6gretmen adaylarindan Aziz, 6nermenin dogru olduguna ikna olmak
icin yakinsak dizi kavrami ile Cauchy dizisi kavramini diisiinerek yakinsak dizinin ayni
zamanda Cauchy dizisi olacagina ikna olmustur. Ispatinda da aymi yapiy1 koruyan Aziz,
tanimlar1 yorumlayarak ve sorgulayarak dogru bir ispat liretmistir. Bu bakimdan Aziz
dediiktif argiimantasyon stireci sonucunda dediiktif tarzda bir ispat yaparak basarili
olmustur. Bu durumdaki diger 6gretmen adayi olan Aysun ise Onermenin dogru
olduguna ikna olmak i¢in 6nermenin ispatint diislinmiistiir. Yakinsak dizi tanimindan
yola ¢ikarak Cauchy dizisine nasil ulasilabilecegi konusunda akil yiiriitmistiir. Girdigi
arglimantasyon siireci sonunda ispati yapabilecegine inandigi icin ikna olmustur.
Aysun’un argiimantasyon siirecinde tanimlar tizerinden akil yiriittiigi i¢in dediktif
gerekce tiplerinden doniisiimsel gerekce tipinde oldugu sdylenebilir. Arglimantasyon
stirecinin ardindan ispatina baglayan Aysun, yakinsak dizi ve Cauchy dizi tanimlarin
yorumlayip iligkilendirerek dogru bir ispat yapmigtir. Aysun’un ispatlama semasinin da

Aziz’inki ile ayn1 oldugu belirlenmistir.

2. Otoriter Argiimantasyondan Otoriter Ispat

Belma bu duruma 6rnek olusturan 6gretmen adayidir. Belma 6nermenin dogru
olduguna ikna olmak ic¢in herhangi bir argiimantasyon siirecine girmemistir. Bu
onermenin dogru oldugunu daha once ders hocasindan ya da sinif ortaminda duydugu
icin dogru oldugunu ifade etmistir. Belma’nin otoriter argiimanlar iirettigi belirlenmistir.
Belma ispatlama siirecine girdiginde, ispatinda zihnindeki algoritmay1 sorgulama
yapmadan uyguladig: tespit edilmistir. Kismen dogru sayilabilecek bir ispat yapmasina
karsin ispatta yazdigi ifadelerin ne anlama geldiginin farkinda degildir. Belma’nin
ispatinda da prosediirel bir yaklasim sergiledigi sOylenebilir. Belma’nin
arglimanatasyon ile ispat slirecleri arasindaki bu yapisal siireklilik gecerli bir ispat

yapmasini saglamamastir.
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4.4. Ogretmen Adaylarimin Limit ve Siireklilik Konularindaki Argiimantasyon ve

Ispat Siirecleri

Bu bolimde oOgretmen adaylarmin limit ve siireklilik konularindaki
argiimantasyon ve ispat siireglerine ydnelik bulgular sunulmustur. Ogretmen adaylarinin
arglimantasyon ve ispat siire¢lerini ortaya ¢ikarmayi amaglayan etkinliklere gecilmeden
once reel degiskenli ve reel degerli fonksiyonlar i¢in limit ve siireklilik tanimlar1 formel
olarak 6gretmen adaylarina  sunulmustur. Ogretmen adaylarinin  tanimlar
incelemelerinin ardindan s6z konusu tanimlardan ne anladiklarini kendi climleleri ile
ifade etmeleri istenmistir. Bu sayede Ogretmen adaylarmin limit ve siireklilik
tanimlarina yonelik kavramsal bilgilerinin sorgulanmasiin yaninda, bu tanimlarin
O0gretmen adaylar1 tarafindan ne Olgiide igsellestirildigi belirlenmeye ¢alisiimistir.
Ayrica 6gretmen adaylarimin siirekli fonksiyon kavramina yonelik algilarini ortaya
cikarmak amaciyla “Siirekli fonksiyon denilince akliniza ne geliyor?” sorusu

yoneltilmistir.

Oncelikle 6gretmen adaylarinin limit tanmimindan ne anladiklarina yonelik
goriisleri almmustir. Ogretmen adaylarinin ifadelerinin alti kod ve ii¢ kategori altinda
toplandig belirlenmistir. Tablo 4.28de s6z konusu kod ve kategoriler hakkinda bilgiler

sunulmustur.
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Osretmen Adaylarimin Limit Tammina Yonelik Ifadeleri

Kategori Kod Ogretmen  Ornek ifadeler
adaylar
Kavramsal a’nin § komsulugunda Aysun Aysun. Simdi A C R oldugunda A dan
anlama kalan x’ler icin, Aziz B ye bir f fonksiyonu tanimlaniyor ve a
gorilintiilerinin de L’ nin da A kiimesinin bir yigilma noktasi
€ komsulugunda olsun diyor. Sonra her € >0 icin a
kalacak sekilde 6 >0 mn 6 komsulugunda kalan x ler igin
sayisinin bulunmasi goriintiilerinin -~ de L nin £
komsulugunda kalacak sekilde & > 0
sayist bulunabiliyorsa x a noktasina
vaklastiginda limiti L dir denir.
% ann 8 Ahu Ahu:  Hocam,  x, a’mn é
komsulugunda kalirken N .
e r komsulugunda kalryorken f(x) de L nin
f(xX)’in de L’nin ¢ & usunda kal .
komsulugunda kalmasi € NKomsuugunaq - Kaiyorsd, - yam
kalacak sekilde € a bagli bir § sayist
varsa o zaman biz x, a ya yaklasirken
fonksiyonun limiti L dir diyoruz.
x ler a’ya yaklasirken Adem Adem: x a ya yaklagtiginda f
goriintiilerinin  de L fonksiyonunun gériintiisii L dir demek,
gibi bir saylya X a ya yaklastiginda goriintiilerinin de
yaklagmast bir sayya yaklasmasi demektir.
Kavram x'ldediiirl X2 %eiilrne Bilge Bilge: Fonksiyonda bir x; degerinden
karmasasi gieerken, uniarn X, degerine giderken aym sekilde x,
goriintiileri  olan  y; Ll I
o .. .. degerine karsilik gelen y, degerinin de
degerinin y, degerine . 9 .
aklasmast v, ve gidecek sekilde arasindaki farkin
y ’ € kadar kiigiik bir sayt olacagin
anliyorum.
Sembolik  Fonksiyonun limiti, a Buse Buse:  Simdi  bir  tane  f(x)
anlama noktasina yaklagtiginda Belma fonksiyonumuz var. Bu f(x)
L dir. fonksiyonunun  limiti a noktasina
yvaklagtiginda fonksiyonun limitinin L
oldugunu soyliiyor.
X,,ﬂ? a nm farkl & dan Baris Baris: Hocam bu tamim diyor ki; a
kiiciik oldugunda , .
. ; noktasi a’min bir yigilma noktasi olsun.
f(x) ile L nin farkinin & x ile a’min mutlak degerinin farki &
dan  kiiciik  olacak g

sekilde & > 0 sayismnin
bulunmasi

dan kiiciik oldugunda fonksiyon, yani
f(x)’in de L den farki yine & dan kiigiik
olacak  sekilde 6>0 sayisi
bulunabiliyorsa x a  noktasina
vaklastiginda | fonksiyonunun limiti L
dir.
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Tablo 4.28 incelendiginde 6gretmen adaylarinin limit tanimint alt1 farkli bigimde
ifade ettikleri belirlenmistir. Aysun ve Aziz limitin formel tanimindan “a nin &
komsulugunda kalan x ler i¢in goriintiilerinin de L nin € komsulugunda kalacak sekilde
0 sayisinin bulunmasini” anladiklarini ifade etmislerdir. Ahu, x a’nin & komsulugunda
kaldiginda f(x) gorlntisiiniin L’nin € komsulugunda kalmasinin limit tanimini ifade
ettigini belirtmistir. Adem ise limit tanimindan “x’ler a’ya yaklagirken goriintiilerinin de
L gibi bir say1ya yaklasmasin1” anladigini ifade etmistir. Bu ifadelere gore Aysun, Aziz,
Ahu ve Adem’in limitin formel taniminin altinda yatan sezgisel diistinceyi kesfettikleri
sOylenebilir. Bu 6gretmen adaylarinin yaptiklar1 limit tanimlarindan, limit tanimina
yonelik kavramsal bilgilerinin olustugu diisiiniilmiistiir. Bu diisiinceden emin olabilmek
ve 6gretmen adaylarinin tanimdaki topolojik ifadeleri ne kadar igsellestirdiklerini ortaya
¢ikarmak igin limit taniminda ©nemli bir yer tutan “0 < |x —a| < & oldugunda
|f(x) — L| < €” ifadesinin ne anlama geldigi sorulmustur. Alinan yanitlar, 6gretmen
adaylarinin tanimdaki ifadelerin anlamlarinin farkinda olduklarini ortaya ¢ikarmistir.
Ogretmen adaylar1 kendilerine yoneltilen soruyu komsuluk ve yaklasma terimleri ile
aciklamislardir. Limit taniminin arkasindaki sezgisel diisiinceyi vurgulamislardir.
Asagida Ogretmen adaylarindan Ahu ve Adem’in bu soruya verdikleri yanitlar

sunulmustur.

Ahu: x, a min 8§ komsulugunda kaldiginda aymi sekilde goriintiisiiniin de L nin €

komsulugunda kaliyormus.

Adem: x a ya yaklasirken f(x) in de L ye yaklasmasi demektir. |x —a| < &
demek x, a min & yaricapli komsulugunda demek. x ler a ya o kadar ¢ok yaklasmus
demek. |f(x) — L| < € de aym sekilde.

Aysun, Ahu, Aziz ve Adem siireklilik tanimini, limit tanimi ile benzer bir
sekilde yapmislardir. Bu 6gretmen adaylarinin limit ve stireklilik tanimlarini kendi
climleleri ile dogru bir sekilde aciklayabildikleri i¢in kavramsal anlamaya sahip

O0gretmen adaylar1 olduklar1 belirlenmistir.

Bilge limit tanimindan anladiginin  x;, X,’ye giderken onun goriintiileri olan
y.’in de y,’ye gitmesi oldugunu ifade etmistir. Bilge’nin limitin tanimina ydnelik
ifadelerinin, limitin taniminda yer alan matematiksel gergeklerle uyusmadigi

sOylenebilir. Bilge, limit tanimin1 kendi ciimleleri ile ifade etmis fakat dogru bir
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aciklama yapamamistir. Yaptigi aciklama limitin tanimindan ¢ok, diizgiin siireklilik
tanimini ¢agristirmaktadir. Buna gore, Bilge’nin limit tanimimna yonelik kavram
karmasas1 yasadigi sOylenebilir. Buse ve Belma da limitin tanimindan fonksiyonun
limiti a noktasina yaklastiginda limitinin L olmasini anladiklarini ifade etmislerdir. Buse
ve Belma’nin bu ifadesi verilen limit taniminda mevcut olan bir ifadedir. Bu bakimdan
Buse ve Belma’nin limitin taniminda yer alan ifadeyi tekrar ettikleri belirlenmistir.
Baris da yaptigi limit taniminda Buse ve Belma gibi, tanimda bulunan ifadeleri tekrar
etmistir. Buna gore Buse, Belma ve Baris’in limitin tanimini kendi ctimleleri uygun bir
sekilde agiklayamadiklari tespit edilmistir. Buna gore bu 0gretmen adaylarinin limit
tanimina yonelik anlamalarinin sembolik oldugu sonucuna ulasilmistir. Bu durumun,
O0gretmen adaylarimin  limitin tamiminda yer alan matematiksel ifadeleri
anlamlandiramamalarindan kaynaklandigi belirlenmistir. Ciinkii bu 6gretmen adaylarina
da limit taniminda yer alan “0 < |x —a| < § oldugunda |f(x) —L| < €” ifadesinin
matematiksel olarak ne anlama geldigi soruldugunda uygun bir cevap verememislerdir.

Asagida bu 6gretmen adaylarindan Buse ve Baris’in verdikleri cevaplara yer verilmistir.

Buse: Simdi buradaki x, tamim kiimesindeki x. Fonksiyonumuz da f(x). a daki

limitin degeri L oluyor. Sonu¢ L oluyor. Iste bunu matematiksel olarak ifade ediyor.

Baris: x a notasina yaklastiginda... Simdi a noktasi yigilma noktasi degil mi?
Yigilma noktasi. Tamam, o zaman yigilma noktasi oldugu igin... x in a ya yigildigi en az

bir tane delta sayisi vardir demek

Bu 0gretmen adaylari, stireklilik tanimini limit tanimina benzer ciimlelerle ifade
etmeye caligmislardir. Buna gore s6z konusu 6gretmen adaylarinin limit ve siireklilik

tanimlarina yonelik bilgilerinin kavramsal diizeyde olmadig1 sdylenebilir.

Son olarak O6gretmen adaylarinin siirekli fonksiyona yonelik algilarini ortaya
cikarmak amaciyla 6gretmen adaylarina “Siirekli bir fonksiyon denince akliniza ne
geliyor?” sorusu yoneltilmistir. Alinan cevaplarin dort kategori altinda toplandig: tespit

edilmistir. Tablo 4.29°da kategoriler hakkinda bilgiler sunulmustur.
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Tablo 4.29.
Osretmen Adaylarimin Siirekli Fonksiyon Algist

Kategoriler Ogretmen Ornek ifadeler
adaylan
Kopukluk Adem Buse Aziz: Siireklilik deyince bir fonksiyonun grafigine
olmamasi Ahu Bilge bakildigr  zaman parmagimi  kaldirmadan  devam
Aziz ettirebilmeyi  anlyyorum.  Grafigi  stireklidir ~ yani,
kopmayacak.
Islemsel Barig Aysun Barig: Siirekli fonksiyon denince o noktada limiti oldugu
ozellikler Belma Ahu anlasilir, verilen o degerde tammli oldugu anlasilir ve
limitinin o noktadaki goriintiisiine esit oldugu anlagilir.
Diklik olmamasi Aysun Aysun: Siirekli fonksiyon oldugunda herhalde diklik
olmayacakti.
Sicrama Bilge Bilge: Fonksiyonun siirekli olmasindan  grafiginin
olmamasi kopmamaswmi  anlyyorum.  Limitte  belirttigim  gibi

herhangi  bir  sigramamin  olmamasi  gerektigini
anlyyorum. Yani, her limit degeri icin aym degere
ulagsmami ya da ulagtigim degerlerin farkli olmamasini
anlyyorum. Yani, limitin farkli olmayacagint anlyyorum.

Tablo 4.29 incelendiginde dgretmen adaylarinin ¢ogunun siirekli fonksiyondan,
fonksiyonun grafiginde kopukluk olmamasini algiladiklari belirlenmistir. Benzer
sekilde, 6gretmen adaylarmin yarist da siirekli fonksiyon kavramina islemsel bir goz ile
bakarak siirekli fonksiyonun o noktada tanimli olmasi, limitinin var olmasi ve limitinin
goriintiistine esit olmasini anladiklarimi ifade etmislerdir. Buna gore, Ogretmen
adaylarindan cogunun siirekli fonksiyon kavramina yonelik kavram imajlarinin,
kopukluk olmamasi ve islemsel ozellikler oldugu sdylenebilir. Aysun ise stirekli
fonksiyonda diklik olmamasi gerektigini belirtmistir. Aysun’un siirekli fonksiyon
imajlarindan birinin “diklik olmamas1” oldugu ortaya ¢ikmistir. Fonksiyonun grafiinde
diklik olmamasi tiirevlenebilen fonksiyonlara has bir ozelliktir. Aysun’un bu
ifadesinden, bir fonksiyonun siirekli olmasi ile tiirevli olmasi arasindaki iliskiye yonelik
bilgi eksikliginin oldugu sdylenebilir. Bilge ise bir fonksiyonun siirekli olmasi igin

fonksiyonun grafiginde sigrama olmamasi gerektigini ifade etmistir.

Ogretmen adaylarmm limit ve siireklilik tammlarma yénelik kavramsal
bilgilerinin sorgulanmasinin ardindan, bu konular {izerinde argiimantasyon ve ispat
aktivitelerine gecilmistir. Aktivitelere gegmeden dnce dgretmen adaylarina kendilerine
sunulan tanimlar1 istedikleri zaman kullanabilecekleri belirtilmistir. Ayrica 6gretmen

adaylarina aktivitelerin reel degiskenli ve reel degerli fonksiyonlar icin gecerli oldugu
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ifade edilmistir. Bu yiizden etkinliklerde yer alan tanim ve deger kiimesi belirtilmemis
genel fonksiyonlar i¢in tanimlarda yer alan reel degiskenli ve reel degerli fonksiyonlari
g6z onilinde bulundurmalari istenmistir. Miilakat formunda yer alan aktiviteler hakkinda
bilgi verilmesinin ardindan o6gretmen adaylarmin limit ve siireklilik konularinda

arglimantasyon ve ispat slireglerini ortaya ¢ikarmay1 hedefleyen etkinliklere gegilmistir.

44.1. Ogretmen adaylarimn limit ve siireklilik konularindaki

argiimantasyon siirecleri

Bu bolimde oOgretmen adaylarmin limit ve siireklilik konularindaki
argiimantasyon siireglerine yonelik bulgular sunulmustur. Ogretmen adaylarmin
arglimantasyon sliregleri kapsaminda kendilerine sunulan bir 6nermenin dogruluguna ya
da yanlighgina nasil ikna olduklari ve dogru oldugunu bildikleri matematiksel

iddialarini nasil savunduklari incelenmistir.

Ogretmen adaylarmna ilk olarak, “Ac R, f:A—>R ve g:A—> R seklinde
tamimlanan fonksiyonlar A kiimesi iizerinde stirekli olsun. Bu durumda f+g fonksiyonu
da A kiimesi iizerinde siireklidir.” dogru 6nermesi sunulmustur. Ogretmen adaylarindan
kendilerini ikna etmek adina kullandiklar: stratejileri analiz etmek amaciyla 6nermenin
dogru veya yanlis oldugunu belirtmeleri istenmistir. Kullanilan stratejilerin bes kategori
altinda toplandigi belirlenmistir. Bu kategorilere yonelik bilgiler ve 0gretmen

adaylarinin verdikleri kararlar Tablo 4.30’da sunulmustur.

Tablo 4.30.
Osretmen Adaylarimin Dogru Onermeye Ikna Olmak Icin Kullandiklar: Stratejiler

Kategoriler Ahu  Adem Aziz Aysun Barig Bilge Buse Belma

Sezgisel diisiinme v v v

Ispatini diisiinme v v
Gecgmis bilgi v
Ispat yapma v

Kavram iizerinden v
muhakeme etme

Verilen karar Dogru Dogru Dogru Dogru Dogru Dogru Dogru Dogru
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Tablo 4.30 incelendiginde, 6gretmen adaylarmin tiimiiniin 6nermenin dogru
oldugunu bagarili bir sekilde belirledikleri tespit edilmistir. Buna gore Ogretmen
adaylarinin siireklilik konusunda dogru olan matematiksel Onermeyi belirleme
becerilerinin yiiksek oldugu sdylenebilir. Ogretmen adaylarmimn yaris1 (Aziz, Aysun,
Baris, Belma) 6nermenin dogru olduguna ikna olmak icin argiiman iiretmemislerdir. Ug
ogretmen aday1 (Aziz, Aysun, Baris) sezgilerini kullanarak, bir 6gretmen aday1 (Belma)
da gecmis bilgilerine giivenerek karar vermislerdir. Iki 6gretmen aday1 (Bilge, Buse)
onermenin ispatini diisiinerek karar vermislerdir. Adem ise 6nermenin ispatini yaparak

karar vermistir. Ahu da stireklilik kavramin1 kullanarak ikna olmustur.

Ogretmen adaylarmin kendilerini ikna etmek admna kullandiklari stratejiler
incelendiginde 6gretmen adaylarinin yarisinin ikna olmak i¢in argiiman iiretmedikleri
belirlenmistir. Bu 6gretmen adaylarindan Aziz, Aysun ve Baris bir gerekge belirtmeden
onermenin dogru olmast gerektigini ifade etmislerdir. Bu ogretmen adaylarinin
onermenin dogruluguna ikna olmak i¢in sezgisel gerekgeler kullandiklari belirlenmistir.
Ogretmen adaylar1 siirekli iki fonksiyonun toplammin da siirekli olmasi gerektigini
ifade etmislerdir. Asagida bu Ogretmen adaylarindan Aysun’un ifadelerine yer

verilmigtir.

Aysun: f+q yi diistiniiyorum. Siirekli iki fonksiyonun toplaminin da siirekli olup
olmadigimi diisiintiyorum. Tammlari da diistintiyorum. Stirekli gibi geliyor bana
dogrudur. Yani siirekli iki fonksiyonun toplami da siireklidir. Ikisi de aymi aralikta

tamimlanmus stireklidir.

Belma onermenin dogrulugu icin bir argiiman {iretmemistir. Onermenin dogru
oldugunu onceden bildigi i¢in Onermenin dogru oldugunu belirtmistir. Belma’nin
onermenin dogru olduguna ikna olmak i¢in otoriter gerek¢e kullandig: tespit edilmistir.

Asagida Belma’nin ifadeleri yer almistir.
Belma: Dogru. Ciinkii onceden biliyordum.

Ogretmen adaylarindan Bilge ve Buse 6nermenin ispatin1 diisiinerek karar
vermiglerdir. Stirekli iki fonksiyonun tanimindan toplam fonksiyonunun siirekliligine
nasil ulasilacagini diistinmiislerdir. Bu diisiince siireci sonunda ispatin yapilabilecegine
ikna olarak karar vermislerdir. Asagida 6rnek olarak Buse ile arastirmaci arasinda gegen

konusmaya yer verilmistir.
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Buse: Simdi f ve g fonksiyonlari siirekli f+g de siirekli demis. Siirekli olmasi i¢in
ne gerekiyordu? Buradaki kuralimizi saglamasi gerekiyordu [siireklilik tanimina

bakiyor]. Yani stireklidir.
Arastirmact: Neden?

Buse: Burada f ve g fonksiyonlar: icin limit siireklilik tamimint ayri ayri
uygularsak sonug¢ olarak toplam fonksiyonu igin de yazarsak siirekli ¢ikar. Yani

ispatinda bu tanimi kullanirim diye diistindiim.

Ahu 6nermenin dogru olduguna ikna olmak i¢in siireklilik kavramina yonelik
sahip oldugu bilgileri ve siireklilik algisini kullanmistir. Ahu siirekli fonksiyonlarda
tanimsiz bir noktanin olmamasi gerektigini ifade etmistir. Asagida Ahu’nun ifadelerine

yer verilmistir.

Ahu: Hocam mesela f siirekli ise bu ne demektir? f nin A dan B ye tammsiz
oldugu bir noktamin olmamasi demektir. Aym sekilde g fonksiyonu igin de aymi sey
gecerlidir. Bu iki fonksiyonu topladigimizda da yine tamimsiz oldugu bir nokta
olmayacaktir. Siireksizlik olmadig i¢in de iki fonksiyonun toplam fonksiyonu da siirekli

olacaknir.

Ahu drettigi argiimanda siirekli fonksiyonun tanimsiz nokta igermemesi
gerektigini belirtmistir. Ahu’nun bu diislincesi {irettigi argiimana gerek¢e olmustur. Ahu
elindeki veriler olan, f ve g stirekli fonksiyonlarini1 bu sekilde yorumlamistir. Bu iki
fonksiyonun toplam fonksiyonunda tanimsiz bir nokta igermeyecegi i¢in siirekli olacag1
sonucuna ulagmistir. Asagida Ahu’nun irettigi argiimanin Toulmin modeline goére

analizi sunulmustur.

|A kiimesi tizerinde siirekli f ve g fonksivonlar] If+g fonksivonu siireklidir]

f ve g fonksivonlarinda tamimsiz nokta olmadigs igin f+g fonksivonunda da tanimsiz nokta

bulunmadigindan

Siirekli fonksiyonlarn 6zelligi geregi]

Sekil 4.58. Ahu’nun irettigi argiimanin Toulmin modeline gore analizi
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Adem ise onermenin dogru olduguna karar verebilmek igin ispat yapmasi
gerektigini belirtmistir. Ispatim1 yaptiginda 6nermenin dogru olduguna ikna olacagin

ifade etmistir. Asagida Adem’in ifadelerine yer verilmistir.

Adem: Siireklidir diyor. Stirekliligi icin soyle bir sart vardr. Mesela f A kiimesi

tizerinde siirekli ise... Ispat yaptiktan sonra karar verecegim.

Ogretmen adaylarina ikinci olarak “Bir kiime iizerinde monoton artan her
fonksiyon aymi kiime iizerinde siireklidir.” yanlis Onermesi, dogrulugunun
degerlendirilmesi i¢in sunulmustur. Burada s6z konusu 6nermenin reel degiskenli ve
reel degerli fonksiyonlar i¢in gecerli oldugu 6gretmen adaylarina tekrar hatirlatilmistir.
Ogretmen adaylarinin énermenin dogrulugu ya da yanlhishigina ikna olmak icin girdikleri
diislince siiregleri incelenmistir. Kullanilan stratejilerin yedi kategori altinda toplandigi
belirlenmistir. Tablo 4.31°de 6gretmen adaylarimin kullandiklar: stratejiler ve verdikleri

kararlar hakkinda bilgiler sunulmustur.

Tablo 4.31.
Ogretmen Adaylarimin Yanls Onermeye Ikna Olmak Igin Kullandiklar: Stratejiler

Kategoriler Ahu  Adem  Aziz Aysun Banis  Bilge Buse Belma

Ispat ve ters drnek v
Ters 6rnek v
Ters ornek ve algi v
Ispat ve algi v
Tanimlar tizerinden v
muhakeme
Ornek kullanma v v
Sezgisel diigiinme v
Verilen Karar Dogru Dogru  Yanlis Yanlis Dogru Dogru Dogru Dogru

Onermenin yanls oldugunu sadece Aziz ve Aysun belirleyebilmistir. Diger
O0gretmen adaylar1 ise onermenin dogru bir 6nerme oldugunu ifade etmislerdir. Buna
gore Ogretmen adaylarinin limit ve siireklilik konularindaki yanlis 6nermeyi segme
becerilerinin oldukca diisiik oldugu soylenebilir. Ogretmen adaylarinin g¢ogunun
onermeye ikna olmak i¢in tanimlari, ispati ve ters Ornekleri kullanmalari dediiktif
gerekeelere bagvurduklarini gostermistir. Sadece iki 6gretmen adayr (Baris, Bilge)
onermeyi dogrulayan bir ornek iizerinden diisiinerek 6dnermenin dogru olduguna karar

vermislerdir. Buna gore bu O&gretmen adaylarinin tiimevarimsal gerekce tipinde
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olduklar1 sdylenebilir. Sadece bir 6gretmen aday1 (Belma) énermenin dogru olduguna
sezgilerini kullanarak karar vermislerdir. Bu 6gretmen adayinin sezgisel gerekge tipinde

oldugu soylenebilir.

Ahu 6nermeyi c¢liriiten bir ters 6rnek aramis fakat bulamamistir. Ters bir 6rnek
bulamadig1 i¢in ifadenin dogru olduguna karar vermistir. Aysun da Ahu gibi, monoton
artan fakat slirekli olmayan bir 6rnek bulmaya caligmistir. Aysun O6rnegini ararken
oncelikle 6rneginin siirekli fonksiyon olmamasini dikkate almistir. Siirekli olmamasi
i¢cin fonksiyonun bir noktada tanimli olmamasi gerektigini diisiinmiistiir. Bu amagla pay
ve payda seklinde yazilan fonksiyonlar1 dikkate alarak payday: sifir yapan degerleri

arastirmistir. Aysun ters 0rnek ararken, s6z konusu ters 6rnegin aynt zamanda monoton

artan olmasi1 gerektigini arka plana atmistir. i ve kurallar1 ile taniml

_Ld
(x-1)?
fonksiyonlar1 géz 6niine almistir. Bu drneklerin O ve 1 noktalarinda siireksiz oldugunu
ifade etmis fakat monoton artanlik konusunda emin olmamasina ragmen ikna oldugunu
ifade etmistir. Gerekge belirtmeden Onermenin yanlis oldugunu belirtmistir. Asagida

Aysun ile aragtirmaci arasinda gegen konusmadan boliimler sunulmustur.

Aysun: Siirekli midir, degil midir? Olmayabilir de... Simdi monoton artan bir

fonksiyon diistindiim buna ters bir érnek.
Arastirmact: Nasil bir 6rnek arryorsun?

Aysun: Monoton artan olup siirekli olmayacak. Siirekli olmayan bir fonksiyon

bulup monoton artan olmadigi bir ornek diistineyim.
Arastirmacu: Siirekli olmayan bir fonksiyon nasil oluyor?

Aysun: Mesela siirekli olmayan noktalar dedigimizde tanimsiz yapan noktalarda
stirekli olmuyordu. O zaman tammsiz yapan noktalarda siireksiz oluyorsa... Nasil
oluyor ki o ya?... % 0 noktasinda siireksizidir mesela. 0 noktasinda tanimsiz oluyor,
degeri sonsuza gidiyor o yiizden stireksizdir. Siirekli olmasi i¢in her noktada degeri mi
olmasi gerekiyor? Yani belli bir noktaya mi karsilik gelmesi lazim?

Arastirmact.: Bilmem.

Aysun: Sekli nasil oluyor o zaman? Sonsuza falan gitmeyecek, 0 mu? x

ekseninde agikta eleman kalmayacak mi ?
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Arastirmact: Bilmiyorum. Diistin, oyle mi olmast lazim?

Aysun: Evet, bence oyle olmasi lazim. x ekseninde acikta eleman kalmayacak.

Mesela ﬁ , 1 noktasinda siirekli olmuyor. Yani orada kesintiye ugramis oluyor.

Stirekli bir fonksiyonun kesintiye ugramamast lazim. Hocam, % aldik simdi, 0

noktasinda sonsuz olacak. Bilemedim ama. Bence siirekli degildir, bir yanlslik var.

Kesin eminim.

Aziz 6nermenin dogru olduguna ikna olmak ic¢in Once ispat yapmaya c¢alismistir.
Ispatinda monoton artan fonksiyon tanimindan yola ¢ikarak siireklilik tanimina
ulasmay1 hedeflemistir. Ancak ispat yapmada basarili olamamustir. Ispatta basarili
olamayimca 6nermenin yanls olabilecegini diisiinmiistiir. Onermenin yanlis olduguna
ikna olmak i¢in ters ornek bulmaya calismistir. Aklina gelen ilk iki 6rnekte basarisiz
olan Aziz, ticiincli denemesinde dogru bir ters drnek bulduguna ikna olarak dnermenin
yanlig oldugunu belirtmistir. Asagida Aziz ile arastirmaci arasinda gegen konusmaya

yer verilmistir.

Aziz: Simdi f fonksiyonu monoton artan olsun. Monoton artan oldugundan
dolayr her xq,x, elemanlart icin x; < x5 iken f(x;) < f(x;) dir. Bunu séyleyebilirim.
Simdi siireklilik tanimina gore nasil yapabilirim? [Ispatini yapiyor] nasil bir fonksiyon
vazsam ki?. Bir dakika, aksine bir ornek diisiinsem. Monoton artan bir fonksiyon. Nasil
bir fonksiyon yazsam ki? Buradan gidilmez ya [vapmaya c¢alistigi ispattan

vazgegiyor]. f(x) = |x| fonksiyonu monoton artandur.

Arastirmaci: Monoton artanligina nasil karar verdin?

Aziz: Yok, monoton artan degildir.

Arastirmact: Neden?

Aziz: Mesela -1, bir de +1 verdigimizde gériintiileri ayni oluyor. x7+1 fonksiyonu
monoton artandur.

Arastirmaci: Nasil monoton artandir?

Aziz: Monoton azalandir, bu da degil. 1 i¢in 2, 2 i¢in 1,5 oluyor... Denedigim

ornekler hep monoton azalan oluyor. Niye oyle oluyor ki?
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Aragtirmact: Hangi fonksiyonu denedin?

o XH5 L s e .
Aziz: % idi. Oniine eksilik getirsem monoton artan olur herhalde. Mesela bu

. 3 .. . . 3

neydi? 1 + —. Oniine eksi getirsem —1 — e Tamam, monoton artan oluyor. O zaman

tekrar 1 ve 2 degerini denedigim zaman -2 ve -7/4 evet monoton artan oluyor. Simdi,
—x-5 . .

flx) = xxT fonksiyonunu aldim. Fonksiyon reel sayilarda monoton artan ve -2 de

tammly olmadig igin stirekli degil, stireksizdir.

Aziz ispatta giicliik yasadigi icin ters 6rnek bulmaya calismistir. Once f(x) =
|x| fonksiyonunu gbz oniine almistir. Bu fonksiyonun -1 ve 1 noktalarindan monoton

artanlig1 bozdugu i¢in bu Ornekten vazgegmistir. Aziz burada ilk argiimanini ¢liriiten
bileseni kullanarak tiretmistir. Aziz bir sonraki denemesinde f(x) = %1 fonksiyonunu

dikkate almistir. Bu fonksiyonun monoton azalan bir fonksiyon oldugunu belirterek bu
ornekten de vazgecmistir. Aziz bu fonksiyonun monoton azalanligr igin {lirettigi
arglimanda 1 ve 2 sayilarii deneyerek buldugu sonucu gerek¢e olarak kullanmustir.

Aziz bu argiimaninda tiimevarimsal tarzda bir gerekce kullanmistir. Ugiincii
denemesinde f(x) = z—:z fonksiyonunu ele almis ve bu fonksiyonunda monoton azalan

bir fonksiyon oldugunu tespit etmistir. Monoton artan bir fonksiyon bulmanin yollarini

arayan Aziz, monoton azalan bir fonksiyonun kuralinin Oniine eksi isareti getirilmesi

. . - o 5
durumunda yeni fonksiyonun monoton artan olacagini gerekge gostererek f(x) = — %

fonksiyonunun monoton artan oldugunu belirtmistir. Aziz, buldugu ters 6rnegin reel
sayilar iizerinde monoton artan olup siirekli olmadigini ifade ederek onermeye ters bir
ornek teskil ettigini belirtmistir. Asagida Aziz’in {rettigi arglimanlarin Toulmin

modeline gore analizi sunulmustur.
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f()=7f(=1)=1
x) = |x| o f(x) =|x| fonksivonu, R iizerinde monoton
artan degildir
(x) = = y > If(x] = # fonksiyonu R iizerinde monoton aza.la.ndul

[F(1) = 2, f(2) = 1,5 oldugundan]|

x5 : +E
(x) == reel sayilar iizerinde monoton azalan (x) = === monoton artand
x+2 r4+2

Monoton azalan bir fonksivonun sniine eksilik getirince monoton artan olacagmdan|

flx)=— E fonksivonun reel sayilar kilmesi

iizerinde monoton artan olup sirekli degildir

Bir lime iizerinde monoton artan

Onerme vanlistir

her fonksivon

Sekil 4.59. Aziz’in irettigi argiimanlarin Toulmin modeline gore analizi

Ahu ise Aziz’in tam tersine, 6nce onermenin yanlis olduguna ikna olmak igin
ters 6rnek bulmaya calismistir. Ters 6rnek bulmakta zorlaninca ifadenin dogru olduguna
monoton artanlik ve siireklilik tanimlarin1 diisiinerek ikna olmustur. Asagida Ahu ile

arastirmaci arasinda gegen konusmaya yer verilmistir.

Ahu: Yanhs sanki bu. x; < x, oldugunda f(x1) < f(x,) olsun diyor bize
teorem. Ayni kiime iizerinde stireklidir. Hocam mesela biri digerinden kiigiik iki deger
diistinelim. Biri digerinden kiiciik oldugunda goriintiilerinin de kiiciik olabilir ama

stirekli olmasit demek sadece o noktada tanimli olmasina bakilmaz, yaklagma olarak da
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bakmalvz. Limitleri oldugu anlamina gelmez bence. Hocam, bir ters ornek

diigiineyim... [Ters ornek bulmaya ¢alisiyor fakat basarili olamiyor].
Ahu: Hocam dogru o zaman bu.
Arastirmact: Neden fikrini degistirdin?

Ahu: Ciinkii... Su tammlara bakayim oyle séyleyeyim. Zaten tanimli olmasa biz
monoton artanliktan bahsedemiyoruz. Hocam simdi x4, x5 almig, f(x1) tammli olacak.
O zaman o noktada, tanmimlt olacak, bir de limiti var. Yani dogru hocam ya herhalde.
Ters ornek bulamadim ama yanls degildir. Ciinkii mantikli geliyor. Tammli degil ise

zaten bahsedemiyoruz monoton artanliktan. Dogru hocam bu galiba.

Ahu'nun Onermenin dogrulugu i¢in {rettigi argiiman incelendiginde, bir
fonksiyonun bir kiime iizerinde siirekli olmasi i¢in o kiime iizerindeki tim elemanlar
icin tanimli olmasi gerektigini gerek¢e olarak sunup monoton artan bir fonksiyonun
stirekli oldugu sonucuna ulagtig1 goriilmektedir. Ahu’nun kullandig1 bu gerekge siirekli
fonksiyon algisinin bir sonucudur. Ciinkii Ahu bir 6nceki 6nermeye ikna olurken ve
stirekli fonksiyona yonelik goriisleri alinirken stirekli fonksiyon imajinin, fonksiyonda
tanimsiz bir nokta bulunmamasi oldugu ortaya ¢ikmistir. Urettigi bu argiimanda da bu
algisinin karsitin1 kullanmistir. Monoton artanligin geregi olarak fonksiyonun her
noktada tanimli olmasindan dolay1 fonksiyonun siirekli oldugunu belirtmis ya da ikna
olmak istemistir. Asagida Ahu’nun irettigi argiimanin Toulmin modeline gore analizi

sunulmustur.

| Bir kiime fizerinde monoton artan her fonksiyon| “—AA}?m kiime iizerinde siireklidis]

Monoton artan fonksivon her noktada tanimh oldugundan|

Siirekli fonksivonun algisi

Sekil 4.60. Ahu’nun irettigi argiimanin Toulmin modeline gore analizi

Adem, Aziz ile benzer bir sekilde, onermenin dogru oldugunu gostermek i¢in

ispat yapmaya calismustir. Ispati yapmada giicliik yasaymnca, Aziz gibi ters 6rnek
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aramamistir. Tanimlari kullanarak kendini bu ifadenin dogrulugu hakkinda ikna etmeye

calismistir. Asagida Adem’in ifadeleri sunulmustur.

Adem: Monoton artan fonksiyon her x;, x, ve karsilik... [Tanimi hatirlamaya
calisiyor]. f; A dan R ye bir fonksiyon olsun. x1,x, € Ave x; < x, iken f(x;) < f(x;)
bu monoton artan bir fonksiyon [Ispatini yapmaya calisiyor]. Siirekliligini gostermek
icin yine ayni kiime tizerinde A daki elemanlara gittigi zaman... Bunu ayni sekilde mi

gosterecegim? Bunu nasil gosterecegim ki?
Arastirmact: Neden dogru oldugunu diistintiyorsun?

Adem: Ciinkii xq; < x, yani hi¢hir kopma olmaz. Fonksiyonda yerine
vazdigimiz zaman goriintiilerini de bulabiliviz. Her deger igin biiyiikliik kiigiikliik fark:

var. Her x; degeri icin f (x,) vardir. Kopma olmaz yani.
Arastirmaci: Ispatin yarum mi kaldi?

Adem: Ispatin gerisini getirmem lazim. Ben buna dogru dedim ama ispatinin
vapilmasi lazim. Ciinkii monoton artan her fonksiyon demis. Burada en az bir tane
fonksiyonun bunu bozma ihtimali de var. Tiim fonksiyonlar icin gecerli olmasi lazim.

Dogru oldugunu diisiiniiyorum ama.

Adem oOnermenin dogru oldugunu gdstermek icin ispat yapmaya g¢aligmistir.
Ispatinda ilerleyemeyince tamimlar arasinda muhakeme ederek kendini ikna etmeye
caligmistir. Adem, kendini ikna etmek i¢in iirettigi argiimanda monoton artan
fonksiyonda her degere karsilik bir goriintiiniin olmasin1 gerekge olarak kullanmistir. Bu
gerekceden bir koprii insa ederek fonksiyonun siirekli oldugu sonucuna ulagmigtir.
Adem’in kullandig1 gerekcenin altinda siirekli fonksiyonda kopukluk olmama algisi
yatmaktadir. Adem gerekgesini one siirerken kendi siireklilik algisindan destek almistir.

Asagida Adem’in iirettigi argiimanin Toulmin modeline gére analizi sunulmustur.
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Bir kiime iizerinde monoton artan her fonksiyon]| ‘r—b|A}fm kiime iizerinde siireklidii]

Monoton artan fonksivonda kopma olmadigindan|

Siirekli fonksiyonun algisq

Sekil 4.61. Adem’in tirettigi argiimanin Toulmin modeline gore analizi

Ogretmen adaylarindan Baris ve Bilge énermenin dogru olduguna ikna olmak
icin Onermenin dogrulugunu bir O6rnek iizerinden degerlendirmislerdir. G6z Oniine
aldiklar1 o6rneklerin 6nermeyi dogruladigi i¢in Onermenin dogru olduguna karar

vermislerdir. Asagida Bilge ile arastirmaci arasinda gegen konusmaya yer verilmistir.
Bilge: Bunu dogru diye diistintiyorum.
Arastirmacti: Nasil bu karara vardin?

Bilge: Bir sayisal drnek diisiindiim. Monoton artan olacak sekilde 2x+1
diyebilirim. x+1 olsun, daha kolay olsun. Hani 1 verdim 2, 2 verdim 3. Aymi sekilde
aratarak gidiyor. Verdigim fonksiyonun bir béliisii yok. Boliimde sifirdan farkli olmasi
gerekiyor ya. Oyle bir durum yok. O zaman diisiindiigiim monoton artan ornek siirekli

oldugundan dogrudur diyorum.

Bilge 6rnege ikna olmak i¢in birden ¢ok argiiman iiretmistir. G6z 6ntine aldig1
fonksiyonun monoton artan olduguna iki tamsay1 ile deneyerek ikna olmustur. Elindeki
fonksiyonun siirekli oldugunu, fonksiyonun pay ve payda seklinde yazilmadigina
dayanarak sdylemistir. Son arglimaninda da, 6rnek olarak aldigi fonksiyonun monoton
artan ve stirekli oldugu i¢in 6nermeyi dogruladigini belirterek dnermeye ikna oldugunu
belirtmistir. Kullandig1 6rnegin tanim kiimesinin reel sayilar oldugunu belirtmistir.
Asagida Bilge’nin drettigi argiimanlarin  Toulmin modeline gore analizine yer

verilmistir.
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[R.eal sayilar kiimesinde tamimlanan f(x) = x + 1

> monoton artanduy

|

[Real sayilar kiimesinde tanimlanan f(x) = x + 1 »f R iizerinde siireklidig]

[f(1) = 2 < f(2) = 3 .. oldugundar|

If fonksivonun kuralinda bl olmadigindan|

Bir kiime izerinde monoton artan her fonksivon ™ *|Aym kiime tizerinde siireklidi]

[f(x) = x + 1 fonksiyonu reel sayilar kiimesi iizerinde monoton artan ve siirekli oldugu icin|

Sekil 4.62. Bilge’nin {irettigi argiimanlarin Toulmin modeline gore analizi

Buse onermenin dogru olduguna ikna olmak i¢in monoton artan fonksiyon
tanimu ile stireklilik tanimlarini kullanmistir. Buse monoton artan taniminda bulunan
ifadeleri manipiile ederek siireklilik tanimindaki ifadelere benzetmeye c¢aligmistir.

Asagida Buse’nin ifadelerine yer verilmistir.

Buse: Monoton artan ise siireklidir. Oyle midir? Monoton artan olmasi i¢in ve
X < x, sartini saglayan her x1,x, elemani icin f(x1) < f(x;) olmasi geriyordu. Yani
hocam burada |x — a| < § oldugunda |f (x) — f(a)| < € olmasi gerekiyordu. Burada
da x; < x, sartini saglayan her x4, x, elemani igin f(x;) < f(x,) orada her iki tarafa
—f(a) eklersek f(x;)—f(a) < f(xy)—f(a) olur. Monoton artanlhigin tanimi
sureklilik tanimina da uydugu icin monoton artan her fonksiyon aymi kiime iizerinde

stireklidir.

Buse onermenin dogrulugunu ikna olmak igin {irettigi argiimanda monoton
artan tanimindaki matematiksel ifadeleri g6z Oniine alarak, bu ifadelerden siireklilik

tanimindaki ifadelere ulagsmaya calismistir. Buse argiimanina gerekge olarak, monoton
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artan fonksiyon taniminin siireklilik tanimma uydugunu dile getirmistir. Asagida

Buse’nin iirettigi argiimanin Toulmin modeline gore analizi sunulmustur.

Bir kiime tizerinde monoton artan her fonksiyon| v kiime iizerinde siireklidig]

Monoton artan fonksiyon tanim siireklilik tanimina uydugu icin

Sekil 4.63. Buse’nin tirettigi argiimanin Toulmin modeline gore analizi

Son olarak Belma, 6nermenin dogruluguna ikna olmak igin bir diisiince
siirecine girmemistir. Onermenin ona gore dogru oldugunu diisiindiigiinii ifade etmistir.
Belma 6nermenin dogru olduguna sezgisel olarak ikna olmustur. Asagida Belma’nin

ifadelerine yer verilmistir.
Belma: Oyledir. Monoton artansa ayn: kiime iizerinde siireklidir. Oyledir yani.

Limit ve siireklilik konularindaki son argiimantasyon etkinligi olarak, 6gretmen
adaylarinin dogru oldugu bilinen bir matematiksel iddiayr nasil savunduklari
incelenmistir. Bu incelemeyi yapabilmek igin Ogretmen adaylarina bir problem
sorulmustur. Ogretmen adaylarindan reel sayillar  klimesi iizerinde

1
fx) = {xsm;, x#0 seklinde tanimlanan f fonksiyonunun O noktasinda siirekli
, x=20
oldugunu gostermeleri istenmistir. Ogretmen adaylarmin problem ¢oziimleri,
kullandiklart  gerekgeler ve matematiksel olarak ikna edicilik agisindan
degerlendirilmistir. Cozlimler incelendiginde kullanilan gerekcelerin dort kategori
altinda toplandig1 ortaya ¢ikmistir. Tablo 4.32°de bu kategoriler hakkinda bilgilere yer

verilmistir.
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Tablo 4.32.
Osretmen Adaylarimin Urettikleri Argiimanlarda Kullandiklar: Gerekgeler

Kategoriler Ahu  Adem Aziz Aysun Baris Bilge Buse Belma

Déniistimsel gerekge v v v
Gorsel-doniistimsel 4
gerekce
Referanssiz gerekge v v v
Otoriter gerekce v
Ikna edicilik Evet Evet Evet Evet Haywr Haywr Haywr Hayir

Tablo 4.32 incelendiginde Ogretmen adaylarinin yarisinin  ¢éziimlerinin,
iddianin dogru oldugunu gostermede matematiksel olarak ikna edici oldugu tespit
edilmistir. Buna gore 6gretmen adaylarinin limit ve siireklilik konularinda problem
¢dzme becerilerinin ortalama bir diizeyde oldugu sdylenebilir. Ogretmen adaylarmin
irettikleri arglimanlarda kullandiklar1 gerekgeler incelendiginde, 6gretmen adaylarindan
tictinlin (Baris, Bilge, Buse) argiimanlarinda hatali uyguladiklar1 tanimlar1 ve cebirsel
islemleri gerek¢e olarak kullandiklar1 gorilmistir. Bu 6gretmen adaylarinin
kullandiklar1 gerekgelerin mantiksal hatali ve matematiksel gergeklerle ortiismedigi igin
referanssiz gerekge tipinde oldugu ortaya ¢ikmustir. Bir dgretmen adaymin (Belma)
arglimaninda kullandig1 mantiksal hatali gerek¢enin kaynaginin bir otoriteye dayandigi
tespit edilmistir. Bu 0gretmen adayimnin otoriter bir gerekce kullandigi belirlenmistir.
Ogretmen adaylarinin iigiiniin (Ahu, Adem, Aysun) iirettigi argiimanlarda tanimlar1 ve
cebirsel islemlerin sonuglarin1 gerekce olarak kullandiklart belirlenmistir. Bu 6gretmen
adaylar1 ikna edici bir ¢6ziime ulasmiglardir. Buna gore oOgretmen adaylarinin
dontisiimsel gerekge tipinde olduklart belirlenmistir. Bir 6gretmen aday1 (Aziz) tirettigi
bir argiimanda ¢izdigi sekli gerekce olarak kullanmistir. Cizilen sekil matematiksel
olarak mantikli bulunmustur. Diger argiimanlarinda ise tanimlardan ve fonksiyonlarin
ozelliklerinden yararlanmistir. Buna gore Aziz’in hem gorsel hem de doniisiimsel

gerekce tipinde oldugu sdylenebilir.

Ogretmen adaylarinin ¢oziimlerinde kullandiklar1 gerekgeler incelendiginde,
Ogretmen adaylarinin yarisinin limitin tanimini kullandiklart ortaya ¢ikmustir. Ahu ve
Aysun limit tanimin1 basarili bir sekilde uygulayabilirken, Barig ve Bilge ise limit
tanimini uygulamada sikint1 yasamislardir. Asagida tanimi dogru bir sekilde ¢oziimiinde

uygulayan Ahu’nun ¢oziimiine yer verilmistir.
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Sekil 4.64. Ahu’nun ¢ozimii

Ahu ¢oziimiinde siireklilik tanimini kullanarak fonksiyonun 0 noktasinda

siirekli oldugunu gdostermistir. Tanimi uygularken alt argiimanlar da lretmistir. Ahu
|xsin§| ifadesinden < |x| ifadesine siniis fonksiyonunun alabilecegi en biiyiik degerin 1

olmasindan gegmistir. < |x| ifadesinden & ifadesine ise |x| < & kabuliinden ulastigini
ifade etmistir. Elde edilen bu bilgiler Ahu’nun ¢6ziimiinii sesli bir sekilde yapmasindan
ve arastirmacinin bu gegisleri nasil yaptiginin sorulmasiyla elde edilmistir. Ahu
coziimiinli yaparken “X” olarak yazdigi ifadeyi “mutlak X” olarak okumus fakat
yazarken mutlak deger icine almay1 unutmustur. Bu ylizden Ahu’nun ¢6ziimiindeki bu
eksiklik bilingli olarak yapilmadigi ve dogru bir sekilde ifade edildigi igin
Oonemsenmemistir. Bu konuda sozlii ifadeler dikkate alinmigtir. Buna gére Ahu’nun
dontisiimsel gerekge tipinde oldugu ortaya ¢ikmistir. Ahu’nun {irettigi argiimanlarin

Toulmin modeline gore analizi asagida sunulmustur.

Xsin— > xsin=| < |x| - %'xl <4
Sinis fonksivonun en buvik degeri 1 oldugundan| x| < & kabulinden]
in>, x# 0
f{x) = {xsm x * » [ fonksiyonu 0 noktasinda siireklidid
0. x=0

[Siireklilik tanimindan|

Sekil 4.65. Ahu’nun tirettigi arglimanlarin Toulmin modeline gore analizi

Bilge ve Barig ise limit tanimmi uygulamada sikinti yasamislardir. Limit

tanimin1 uygulamada eksikleri olan bu o6gretmen adaylari, ¢6ziim yaparken yanlis
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arglimanlar da kullanmiglardir. Bu O6gretmen adaylarinin arglimanlarinda yer alan
matematiksel hatali gerekcelerden dolayr referanssiz gerekge tipinde olduklari

belirlenmistir. Asagida 6rnek olarak Baris’in ¢oziimii yer almistir.
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Sekil 4.66. Bar1s’1n ¢oziimii

Barig’in ¢oziimiinde goze ¢arpan ilk 6zellik siireklilik tanimini1 uygulamadaki
eksikligidir. Baris gostermek istedigi ifade olan “|xsin%| < ¢” ifadesini goz Oniine
alarak onun iizerinden ¢6zlimiinii ilerletmistir. Baris’in ¢ézlimiindeki ikinci hata tirettigi
argiimanda gerceklesmistir. Baris, “|x| |sin§| < &” ifadesinden “§ = &” ifadesine
ulasirken gerekge olarak “|x| < §” kabuliini ve sini fonksiyonunun alabilecegi en

biliyiik deger olan 1 degerini esitsizlikte yerine yazdiginda esitsizligin esitlige
donecegini diisiinmiistiir. Asagida Barig’in trettigi bu argiimanin Toulmin modeline

gore analizi sunulmustur.

-

|| siu% < g . *[5 =4

x| < & kabuld ve sin- = 1 degeri icin
X

esttsizlik esitlige déniiseceginden

Sekil 4.67. Baris’1n {irettigi argiimanin Toulmin modeline gore analizi
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Aziz siirekliligin limit formunu kullanarak ikna edici bir ¢éziim yapmustir.

Aziz’in ¢6zliimii asagida sunulmustur.
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Sekil 4.68. Aziz’in ¢ozimii

Aziz s0z konusu fonksiyonun sifir noktasinda siirekli oldugunu nasil
gosterecegine yonelik diisiince siirecine girmistir. Herhangi bir fonksiyonun grafigini
cizerek x noktasinda siirekli bir fonksiyon ic¢in bir ¢ikarimda bulunmustur. Aziz, X
noktasinda bir fonksiyonun siirekli olmasi igin limy,_o f(x + Ax) — f(x) = 0 olmasi
gerektigi sonucuna ulagsmustir. Aziz’in irettigi bu argiimanda gorsel gerekge tipinde
hareket ettigi belirlenmistir. Buldugu bu sonucu ¢Ozliimiiniin ana gerekgesi olarak
kullanmistir. Aziz, problem ¢6ziimii sirasinda Al,i’i‘o% limitini hesaplarken bir alt
argliman daha tiretmistir. Aziz bu limitin sonucunu bulurken siniis fonksiyonun ve limit
alma isleminin Ozelliklerini kullanmistir. Aziz iirettigi bu arglimanlarda dontisiimsel
gerekce tipine ait Ozellikler sergilemistir. Buna gore Aziz’in matematiksel iddiasini
savunurken hem gorsel hem de doniisiimsel gerekce tipinde oldugu sdylenebilir.
Asagida Aziz’in s6z konusu limiti hesaplarken girdigi diislince siirecine yoOnelik

ifadelerine yer verilmistir.

Aziz: Simdi sinx fonksiyonu -1 ile +1 degerleri arasinda degerler aliyor.

, 1
Sin—
Sonugta aldigi bu deger bir sayidir. () oldugundan lim —*< = 0 olur. Bu
sonsuz A0 5=

fonksiyon stireklidir.

Asagida Aziz’in {rettigi argiimanlarin  Toulmin modeline goére analizi

sunulmustur.
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f noktasinda siirekli f fonksiyvonu| > |Jirjlnf(x + Ax) — fix) = 131
[Cizilen sekilden|
lim SH:H | lim <25 =0
px—0  — Ax—=D

Siniis fonksiyonu -1 i1le +1 arasinda savi
degerlenn aldigindan ve —— =10

oldugundan

FAY1

EOonsuz

0, x=

f(x) = {xsin%. x #= 0

> lffcnksi}-'cnu 0 noktasinda 5ﬁrek1idi.r|

llinl flo+Ax)—f(0)=0 oldugunda.n{

fap=s(}

Sekil 4.69. Aziz’in irettigi arglimanlarin Toulmin modeline gore analizi

Adem problemini ¢ozerken soz konusu fonksiyonun O noktasinda siirekli

oldugunu gostermek i¢in fonksiyonun sifir noktasindaki limitini aragtirmistir. Asagida

Adem’in ¢ozlimiine yer verilmistir.
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Sekil 4.70. Adem’in ¢ozimii
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Adem fonksiyonun siirekli oldugunu gostermek icin iirettigi ana argiimanda
gerekce olarak lim,_ 4 f(x) = f(0) olmasmin gerekli oldugu gergegini kullanmistir.
Adem ¢o6ziimiinde yer alan limit degerini bulmak i¢in Aziz’in ¢éziimiinde oldugu gibi
alt argiimanlar iretmistir. Adem bu limiti bulurken siniis fonksiyonun ve limit alma
isleminin Ozelliklerini kullanmistir. Buna gore, Adem’in doniisiimsel gerekce tipinde
oldugu ortaya ¢cikmistir. Asagida Adem’in iirettigi ana argiimanin Toulmin modeline

gore analizi sunulmustur.

—7
f(x) = {xsm;, x#0 » I fonksivonu 0 noktasinda siireklidid
0, x=0

li_‘mn f(x) = f(0) = 0 oldugundan|

Siirekli fonksiyon tanimindan|

Sekil 4.71. Adem’in tirettigi argiimanin Toulmin modeline gore analizi

Belma ve Buse problem ¢oziimiinde Adem’in kullandigi gerekgeyi kullanarak
sonuca ulasmaya ¢alismislardir. Bu 6gretmen adaylar1 kendilerine verilen fonksiyonun
sifir noktasindaki limitini arastirmislardir. Limit alma islemi sirasinda matematiksel
gerceklerle uyusmayan bir sekilde limit degerini bulmaya c¢alismiglardir. Asagida

Belma’nin ¢oziimiine ve limit alma islemi sirasindaki diisiincelerine yer verilmistir.
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O f ( (. "M‘Qv)
| s B Ob‘ﬁundon w flo) Eonnli old¥
{ ; " - {"M =~ 5 ]
":”D - gt f onk. ssrelelid r,
o=

plof =9

Sekil 4.72. Belma’nin ¢oziimii
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Belma: Limiti sifira sagdan ve soldan baktim. Ikisinin de limiti ayni ¢ikt ve f(0)

da tamml oldugundan siireklidir.
Arastirmact: Limiti nasil buldun?

Belma: Limiti sifir buldum. Sinx fonksiyonu -1 ile +1 arasinda oldugu icin

biiyiik degeri aldim. x.1 dedim.
Arastirmact: Neden biiyiik degeri aldin?
Belma: Oyle yapiyorduk.

Belma fonksiyonun sifir noktasindaki limit alma islemi sirasinda matematiksel
olarak hatali bir argiiman liretmistir. Arglimaninda sinilis fonksiyonunun alabilecegi en
biiyiik degeri fonksiyonda yerine yazarak limit alma islemine devam etmistir. Belma’ya
neden siniis degeri yerine 1 yazdigi soruldugunda otoriter bir yaklasim sergileyerek
daha 6nce boyle yaptiklarini ifade etmistir. Bu yiizden Belma’nin ¢6ziimiiniin anlamaya
dayali olmadigi, sadece zihnindeki belli bir prosediirii uygulamaya calistigi
diistinilmiistir. Bu sebeple Belma’nin otoriter gerekce tipinde oldugu sdylenebilir.
Asagida Belma’nin drettigi yanlis argiimanin Toulmin modeline gore analizi

sunulmustur.

. L1 . ., 1 .
lim xsin lim xsin—-= lim x
ps* X I )t X r—0*

[Siniis fonksiyonunun en biiviik degeri almdigi icin|

Sekil 4.73. Belma’nin iirettigi argiimanin Toulmin modeline gore analizi

Buse de limit alma isleminde yanlishk yapmistir. Yaptig1 yanlis limit alma
islemi sonucunda fonksiyonun goriintlistinden farkli bir limit degeri buldugu icin
fonksiyonun sifir noktasinda siirekli olmadigini belirtmistir. Asagida Buse’nin ¢oziimii

yer almistir.
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Sekil 4.74. Buse’nin ¢6ziimii

Buse ¢6ziimiindeki limit alma islemini yaparken trigonometrik fonksiyonlarin

limitleri konusundaki bilgi eksikligi ortaya ¢ikmis ve s6z konusu limit degerini 1 olarak
bulmustur. Buse lim;,_, % = 1 oldugundan dolay1 bu limitin degerinin de 1 olmasi

gerektigini iddia etmistir. Bu islemler sonucunda fonksiyonun sifir noktasindaki limit
degerinin goriintii degerinden farkli olmasindan dolay1 fonksiyonun sifir noktasinda
siireksiz oldugunu belirtmistir. Urettigi argiimanda matematiksel olarak yanlis bir bilgi
kullandig1 i¢in Buse’nin referanssiz gerekce tipinde oldugu sOylenebilir. Asagida

Buse’nin {iirettigi arglimanlarin Toulmin modeline gore analizi sunulmustur.
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lim ETE » |lim Ej:-; =
pe—07 > pr—=0" =
li"?, it =y oldugundan|
in>, x # 0
f(x) = {xsm < X > tffonksiycnu {0 noktasinda sﬁreksizdid
0, x=0

ELmn flx)=1vef(D)=0 oldugundan|

Sekil 4.75. Buse’nin tirettigi argiimanlarin Toulmin modeline gore analizi
4.4.2. Ogretmen adaylarinin limit ve siireklilik konularindaki ispat siirecleri

Bu boliimde o6gretmen adaylarinin limit ve siireklilik konularindaki ispat
siireglerine yonelik bulgular sunulmustur. Ogretmen adaylarimin limit ve siireklilik
konularindaki ispat siiregleri kapsaminda, 6gretmen adaylarinin yanlis yapilmis bir
ispat1 nasil degerlendirdikleri ve matematiksel 6nermelere ait ispat ve ters ispat iiretme

durumlar arastirilmistir.

Ogretmen adaylarina ilk olarak “f(x), h(x), g(x) fonksiyonlari x = a noktasi
hari¢ bu noktayr ihtiva eden uygun bir agiklikta tamimli olsun. Bu aralikta g(x) <
f(x) < h(x) olmak iizere lim,_,g(x) =limy_,h(x) =L=lim,f(x)=L"
teoreminin yanlis bir sekilde yapilmis ispati sunulmustur. Bu ispatin orijinalinde yer
alan “8 = min{8,,8,}" ifadesi “8 = maks{$8,,5,}” olarak degistirilmistir. Ispatta
yapilan boyle bir degisiklik ispatin genellenebilirli§ine zarar vermekte ve ters bir
ornekle yanlislanabilmektedir. Ogretmen adaylarmin ispatt  degerlendirirken
kullandiklar1 stratejilerin {i¢ kategori ve yedi alt kategori altinda toplandigi ortaya

cikmistir. Tablo 4.33°te kullanilan stratejiler ve verilen kararlar sunulmustur.
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Tablo 4.33.
Osretmen Adaylarinin  Limit Konusundaki Ispati  Degerlendirirken Kullandiklar:

Stratejiler ve Verdikleri Kararlar

Stratejiler Ahu Adem  Aziz  Aysun Barig  Bilge Buse Belma

Argiiman  Islemsel hata v v v v v
incelemesi ve basamak
kontrolii
& nin secimi v v v v
Yapisal Hipotezin v v v
Inceleme kullanilmasi
Limit v v v v v v
taniminin
kullanilmasi
Hiikme v v
ulasilmasi
Otoriter Ogrenilen v v
inceleme ispatla uyum
Uyarlama v
Verilen Karar Dogru  Dogru Dogru Dogru Dogru Dogru Dogru Dogru

Tablo 4.33’e gore 6gretmen adaylarinin hepsinin, yanlis olan bu ispatin dogru
oldugunu belirttikleri gdriilmiistiir. Buna gore 6gretmen adaylarinin limit konusunda
yapilan yanlis ispati belirleme becerilerinin olduk¢a diisiik oldugu sdylenebilir.
Ogretmen adaylar1 ispati degerlendirirken ¢ogunlukla limit tammmin ispatta
kullanilmasina ve ispat basamaklarinda islemsel ve mantiksal olarak bir hata bulunup
bulunmamasina dikkat etmislerdir. Ogretmen adaylarinin yaris1 da ispatta § sayisinin
secimini goz Oniine almuslardir. Ogretmen adaylarinin gogu ispatin yapisina dikkat
ederek teoremin hipotezinin ispatta kullanilmast ve hiikkme wulasilmast ile
ilgilenmislerdir. Iki dgretmen adayi, ispatin daha onceden bildikleri ispatla uyumlu
olmasima dikkat etmislerdir. Bir 6gretmen aday: farkli bir konudaki ispati s6z konusu

ispata uyarlayarak degerlendirmistir.

Ogretmen adaylarmin ispati degerlendirirken kullandiklar1 ~ stratejiler
incelendiginde 6gretmen adaylarinin ¢ogunun ispatta limitin formel taniminin uygulanip
uygulanmamasina dikkat ettikleri belirlenmistir. Bu 6gretmen adaylarindan Buse’nin

gerekgesi asagida sunulmustur.
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Sekil 4.76. Buse’nin gerekgesi

Ogretmen adaylarinin  yarisindan  fazlasi, ispati degerlendirirken ispat
basamaklarinda islemsel hatanin olup olmamasma ve ispat basamaklar1 arasindaki
gecislerin dogru yapilip yapilmamasina dikkat etmislerdir. Asagida bu Ogretmen

adaylaridan Bilge’nin gerekgesine yer verilmistir.
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Sekil 4.77. Bilge’nin gerekgesi

Ahu, Aziz, Adem ve Aysun’un ispatt degerlendirirken ispatta yer alan &
sayisinin  segimine dikkat ettikleri tespit edilmistir. Ogretmen adaylar1 yaptiklari
degerlendirmelerde ve iirettikleri argiimanlarda dogru gerekgeler sunmalarina ragmen 6
sayisinin dogru secildigini ifade etmislerdir. Bu o6gretmen adaylar1 limit tanimina
yonelik kavramsal bilgilerin yeterli diizeyde olmasina ragmen 6 nin dogru bir sekilde
secildigini ifade etmislerdir. Bu durumun sebebinin, bir dnceki miilakat olan diziler ile
ilgili yapilan ispatta kesme noktasinin se¢iminin etkili oldugu diisliniilmiistiir. Buna en

1yi 6rnek Aziz’in durumudur.

Etkinlik temelli miilakatlara baslamadan once ispatla ilgili Aziz’in goriisleri
alinirken dogru bir ispatta neler olmasi gerektigi de sorulmustu. Buna cevap olarak
Aziz, ispatlarda bulunan kilit ifadelerin 6nemli oldugunu ifade etmisti. Kilit ifadelere
ornek olarak fonksiyonlarin limiti ile ilgili ispatlarda & nin minimum segilmesini
vermisti. Eger 6 minimum secilmezse ispatin yanlis olacagini belirtmisti. Aziz, bu ispati
degerlendirirken & nin nasil segildigine dikkat etmistir. Aziz § nin se¢imi i¢in uygun
gerekeeler One slirmesine ragmen 1srarla 6 nin dogru bir sekilde segildigini iddia
etmistir. Buna gore Aziz ile beraber Ahu, Aysun ve Adem’in fonksiyonlar ve dizilerin

limiti tanimlarina yonelik kavramsal bilgileri yeterli seviyede olmasina ragmen reel
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degiskenli ve reel degerli fonksiyonlarin bir noktadaki limiti ile reel say1 dizilerin limiti
arasindaki fark hakkinda yeterli bilgiye sahip olmadiklar1 sdylenebilir. Asagida Aziz’in

konu ile ilgili ifadelerine yer verilmistir.

Aziz: Evet dogru yapms. Islemlerde bir sikinti yok. Tanimlar: dogru kullanmus,
vine saglamadigit durumlart ortadan kalduvmak i¢in & = maks{6;,6,} se¢mis.

Esitsizligi dogru kullanmis. Herhangi bir islem hatast yok.
Arastirmact: Neden § = maks{,, 8,} se¢ilmis?

Aziz: Ilkine a mn 8, komsulugundaki x ler, digerine a mn 8, komsulugundaki x
ler diyoruz. Iste bu yaricaplardan birisi ufak digeri biiyiik olacak, zaten birbirinden
farkly maksimum aldigimiz zaman ufak olami da kapsar. &, 6,den daha biiyiik olsun.
Simdi maksimum aldigimiz zaman 8, yarigapt zaten kapsiyor. 8, yarigapt da §; den

daha kiick oldugu icin yine kapsiyor. Bu yiizden yani.
Arastirmact: Minimum segilseydi ne olurdu?

Aziz:  Minimum segilseydi &1 yarigapli komsulukta olup, &, yarigaph
komgulukta olmayan x ler olabilirdi. O yiizden maksimum sectigimiz zaman bu ortadan

kalkiyor.

Arastirmact: Eger minimum segilseydi ispatin bundan sonraki adimlarinin

hangisinin yaziminda sitkinti olurdu?
Aziz: |f (x) — L| nin € dan kiiciik oldugunu soyleyemezdik.

Aziz ifadelerinde & = maks{6;,5,} segilmesinin sebebinin saglanmadigi
durumlarn ortadan kaldirmak oldugunu belirtmistir. Aziz, saglamayan durum ile
|f(x) — L| < € esitsizligini saglamayan X degerlerinden bahsetmektedir. Burada Aziz
tarafindan agikca belirtilmese de, Aziz’in saglamasin istedigi X lerin, birinci tanimda
yer alan |g(x) —L| < e ve |h(x) —L| < € esitsizliklerini ortak olarak saglayan X
degerleri oldugu anlasilmistir. Aziz § nin minimum se¢ilmesi durumunda, bu iki
esitsizligin kullanilarak olusturulan |f(x) — L| < € esitsizligin yazilamayacagini ifade
etmistir. Aziz’in sundugu gerekceler dogru olmasina ragmen iddias1 yanhstir. Iki farkls
araliktaki elemanlar i¢in gegerli olan iki esitsizligin ortak olarak kullanilabilmesi i¢in,
her iki esitsizligi de saglayan elemanlar secilmelidir. Bu durum ise iki araligin

kesisiminin, yani ortak olan elemanlarin alinmasi ile mimkiindiir. Bu yiizden Aziz’in
$ , Y yu
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esitsizligi saglayacak X lerin secilmesi diisiincesi dogru fakat bu durumun 6 =
maks{8,, 6,} se¢ilmesi ile miimkiin olacag: iddias1 yanlistir. Asagida Aziz’in iirettigi bu

argiimanin Toulmin modeline gore analizi sunulmustur.

0 < |x—al <& oldugunda |g(x) — L] < ¢

r

& = maks{5,, §;} olmal

0 < |x—al < &, oldugunda |hix) — L] < ¢

[ £(x) = L| < £ egsitsizliginin saglanmadig: durumlar ortadan kaldirmak icin]

Sekil 4.78. Aziz’in irettigi argiimanin Toulmin modeline gore analizi

Ahu, Adem ve Belma ispati degerlendirirken teoremin hipotezinde verilen
bilgilerin ispatta kullanilip kullanilmadigina dikkat etmislerdir. Asagida bu 6gretmen

adaylarindan Ahu’nun gerekgesi sunulmustur.

Cﬂnkﬂ Tonwn ve Wpotex dgv o Vealwas \elomtr d*fjw olgrole d%’l\""'\fc*“-

Sekil 4.79. Ahu’nun Gerekgesi

Baris ve Buse ise teoremin hiikmiine, yani istenilen sonuca ulasilip

ulasilmamasina dikkat etmislerdir. Asagida Baris’in gerekcesi sunulmustur.
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Sekil 4.80. Barig’1n gerekgesi

Bilge ve Belma ise ispatin daha 6nce 6grendikleri ispatlara benzemesine dikkat
etmiglerdir. Bu bakimdan Bilge ve Belma’nin bu ispati degerlendirirken otoriter bir

yaklasim sergiledikleri sdylenebilir. Asagida Bilge’nin ifadelerine yer verilmistir.
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Bilge: Daha once bu ispati 6grendigim icin tamdik geldi. Tamdik bir ispatti
zaten. Tammlar: nasil kullanmis ona baktim. Ogrendigim ispatla uyumlu mu ona

baktim.

Barig, ispati degerlendirirken yakinsak dizi konusunda yapilan ispatlari
referans almistir. Diziler konusundaki bilgilerini fonksiyonlara uyarlayarak bir

degerlendirme yapmistir. Asagida Baris’in ifadelerine yer verilmistir.

Baris: Burada tanimi kullanmis. Gegen dizilerde yaptigimiz gibi §; ve &, den
maksimumun olanmint almis. § = maks{8;,8,} demis, daha sonra da ekleme ¢ikarma

yapmis zaten...

Ispat degerlendirme aktivitesinin ardindan 6gretmen adaylarinin limit ve
siireklilik konusundaki ispat yapma siirecleri incelenmistir. Ogretmen adaylarinin
“Ac R, f:A- R ve g:A - R seklinde tanimlanan fonksiyonlar A kiimesi iizerinde
stirekli olsun. Bu durumda f+g fonksiyonu da A kiimesi iizerinde siireklidir.” dogru
onermesi icin iirettikleri ispatlar incelenmistir. Ogretmen adaylarmin ispatlarmin dort
kategori altinda toplandigi tespit edilmistir. Tablo 4.34’te bu kategorilere yonelik

bilgiler sunulmustur.

Tablo 4.34.

Ogretmen Adaylarinin Ispat Yapma Durumlar:

Kategoriler Ahu Adem Aziz Aysun Baris Bilge Buse Belma
Dogru ispat v
Kismen dogru ispat v
Gegersiz ispat v v v v v
Ornekle dogrulama v

Tablo 4.34 incelendiginde, sadece bir dgretmen adayinin dogru bir ispat
yapabildigi goriilmiistiir. Buna gore oOgretmen adaylarmin limit ve siireklilik
konularindaki ispat yapma becerilerinin oldukca diisiik oldugu soylenebilir. Bir
ogretmen adayr kismen dogru bir ispat yapmustir. Ogretmen adaylarinin yarisindan
fazlasmin ispatlar gegersiz olarak degerlendirilmistir. Ogretmen adaylarmin tamamina
yakini stireklilik tanimin1 kullanarak ispati ilerletmeye ¢alismis ve tamamlamislardir.
Buna gore 6gretmen adaylarinin bu 6nermenin ispati i¢in doniisiimsel ispat semasinda

olduklar1 sodylenebilir. Bir 6gretmen adayr ise onermenin dogru oldugunu bir 6rnek
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tizerinden gostermeye ¢alismistir. Bu 6gretmen adayimin tiimevarimsal ispat semasinda

oldugu ortaya ¢ikmigstir.

Adem ispatinda siireklilik tanimini ve limit isleminin toplama islemi {izerine

dagilma ozelligini kullanmustir. Asagida dogru bir ispat tireten Adem’in ispati yer

almistir.
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Sekil 4.81. Adem’in ispat1

Bilge ise siirekliligin formel tanimini kullanarak kismen dogru bir ispat
yapmistir. Bilge’nin ispatinin kismen dogru olarak degerlendirilmesinin sebebi f+g
fonksiyonunun A kiimesi lizerinde siirekliligini saglayacak bir § sayisinin varliini ifade
etmesine ragmen onun varligini teoremin hipotezindeki bilinenlerden hareketle garanti
altina alamamasidir. S6z konusu § sayisinin varligi ifade edilmis fakat agik bir sekilde

belirtilmemistir. Asagida Bilge’ nin ispat1 sunulmustur.
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Sekil 4.82. Bilge’nin ispati

Ahu, Aziz, Aysun, Buse ve Belma’nin ispatlari incelendiginde gegersiz ispatlar

yaptiklar1 ortaya ¢ikmustir. Bu Ogretmen adaylar siireklilik tanimindan yararlanarak
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ispatin1 tamamlamaya ¢aligmiglardir. Bu ispatlar Bilge’nin yaptig1 ispattan farklidir.
Bilge’nin ispatinda, ispatta kullanilan islemlere olanak verecek bir § sayisinin varligi
ifade edilmis fakat acikga belirtilmemistir. Bu ispatlarda & sayisi bilinenlerden hareketle
acikea belirtilmis fakat belirtilen & sayisi ispatta kullanilan islemlerin dogrulugunu ve
gecerligini  tehlikeye dilislirmemektedir. Bu ispatlarin  ters 6rnek yardimiyla
gecersizligini gostermek miimkiindiir. Asagida bu ispatlara bir 6rnek olarak Aysun’un

ispat1 sunulmustur.
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Sekil 4.83. Aysun’un ispati

Son olarak Baris ise tiimevarimsal bir yaklasim ile ispatini bir 6rnek kullanarak
yapmistir. Baris ispatinda iki genel dogrusal fonksiyon ele alarak toplamlarinin stirekli

oldugunu gostermeye ¢alismistir. Asagida Baris’in ispati sunulmustur.

- ‘5{'{1)-:4»1-]:- O,U-P' &mﬂ{‘l}!‘ (fo,iaom Icwq\-t
zJ olan hap Tlekn. J.;N/Llfl—’l)

3(&) = C)(-?L ? 'ur xwa,'qbr (ﬂo',’um ‘-ﬁl&n&,ﬂ
olew her ol . soredh $37)
{lx) +d(x)= *(“*"')-0-1*& : hkurls ‘ML J—wi‘.a&b\ 01&
soedhidyr
Sekil 4.84. Baris’1n ispati

Ogretmen adaylarinin ters 6rnek iiretme becerilerini ortaya ¢ikarmak icin “Bir
kiime iizerinde monoton artan her fonksiyon, ayni kiime iizerinde siireklidir.” yanls

Onermesine yonelik irettikleri matematiksel iiriinler incelenmistir. Yapilan inceleme
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sonucunda ogretmen adaylarinin olusturduklart driinlerin dort kategori altinda

toplandigi belirlenmistir. Tablo 4.35°te bu kategoriler hakkinda bilgiler sunulmustur.

Tablo 4.35.

Ogretmen Adaylarinin Ters Ornek Uretme Durumlar:

Kategoriler Ahu  Adem Aziz Aysun Baris Bilge Buse Belma
Gegersiz ters 6rnek v v
Ornekle dogrulama 4
Ispat v v
Tamamlanmamis ispat v v v

Tablo 4.35’¢ gore, onermenin yanlis oldugunu belirten 6gretmen adaylarinin
Onerme i¢in uygun bir ters 0rnek iiretemedikleri belirlenmistir. Diger 6gretmen adaylari
onermenin dogru bir 6nerme oldugunu ifade etmislerdir. Ogretmen adaylar1 ¢ogunlukla
ispat yapmaya calismuslardir. Iki 6gretmen aday: ispatini tamamlarken ii¢ dgretmen
aday1r tamamlayamamistir. Bir 6gretmen adayr dnermenin dogru oldugunu 6zel bir

ornek kullanarak gostermeye calismistir.

Onermenin yanlis oldugunu belirten Aziz ve Aysun, gecerli bir ters drnek
bulamamislardir. Buna gore, bu 6gretmen adaylarinin dogru bir ters drnek iiretmede
basarisiz olduklari sdylenebilir. Asagida sirasiyla Aysun ve Aziz’in reel sayilar izerinde

tanimladiklar1 6rnekler sunulmustur.
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Sekil 4.85. Aysun ve Aziz’in 6rnekleri

Py 2
Oncelikle Aysun’un f(x) = %éh'negi incelendiginde, bu fonksiyonun reel

sayilar lizerinde monoton artan bir fonksiyon olmadig1 dikkat ¢cekmistir. Bu fonksiyon
(—0,0] U [2,) kiimesi tlizerinde monoton artandir. Bu bakimdan, Aysun’un
fonksiyonun reel sayilar kiimesi lizerinde monoton artan oldugu iddias1 yanlistir.

Ayrica, fonksiyon monoton artan oldugu aralik olan (—oo, 0] U [2, ) kiimesi tizerinde
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-x—5
x+2

ayn1 zamanda siireklidir. Aziz’in Ornegi incelendiginde o6ne sirdigi f(x) =

fonksiyonu da, Aziz’in iddia ettigi gibi reel sayilar {izerinde monoton artan bir
fonksiyon degildir. S6z konusu fonksiyonun monoton artan oldugu kiime R — {—2}
kiimesidir. Bu fonksiyon da monoton artan oldugu kiime iizerinde ayni zamanda
stireklidir. Buna gére Aysun ve Aziz’in One siirdiikleri 6rneklerin 6nermeye ters 6rnek

olacak ozellikleri tasimadigi belirlenmistir.

Aysun ve Aziz’in disindaki 6gretmen adaylari, énermenin dogru oldugunu
belirterek Onermeyi dogrulamaya calismislardir. Bu Ogretmen adaylarinin ¢ogu
onermeyi ispatlama yoluna gitmislerdir. Bu 6gretmen adaylarindan Buse ve Belma
ispatlarin1 tamamlamis fakat tatmin olmadiklarini belirtmislerdir. Asagida bu 6gretmen

adaylarindan Belma’nin ispatina yer verilmistir.
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Sekil 4.86. Belma’nin ispati

Ahu, Adem ve Bilge ispatlarina baglamis fakat tanimlar1 yazdiktan sonra bagka
bir islem yapamamislardir. Ispatii ilerletemeyen Ogretmen adaylari ispatlarmi bu

sekilde birakmuslardir. Asagida Ahu’nun ispati sunulmustur.
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Sekil 4.87. Ahu’nun ispati
Son olarak Baris 6nermenin dogru oldugunu bir 6rnek iizerinden gostermeye

calismistir. Bu bakimdan Barig’in bu ispatinda da tlimevarimsal ispat semasini

korudugu sdylenebilir. Asagida Baris’in ispatina yer verilmistir.
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Sekil 4.88. Barig’1n ispati

443. Ogretmen adaylarmin limit ve siireklilik konularindaki

argiimantasyon ve ispat siireci arasindaki iliski

Bu bolimde oOgretmen adaylarinin limit ve siireklilik konularindaki
arglimantasyon ve ispat silirecleri arasindaki iligskiye yonelik bulgular sunulmustur. Bu
boliime ait bulgular 6gretmen adaylarmma sunulan “Ac R, f:A—>R ve g:tA—->R
seklinde tamimlanan fonksiyonlar A kiimesi iizerinde siirekli olsun. Bu durumda f+g
fonksiyonu da A kiimesi iizerinde siireklidir.” dogru 6nermesi yardimiyla elde edilmistir.
Bu 6nermenin dogruluguna ikna olmak icin girilen siire¢ sonunda bir karara varma
asamasi olan arglimantasyon siireci ile verdigi kararin dogrulugunu ikna edici bir
sekilde gdstermek i¢in iirlin olusturma siireci olan ispat siireci arasindaki iliski yapisal
olarak incelenmistir. Yapilan incelemelerin sonucunda &gretmen adaylarinin

argiimantasyon Ve ispat siirecine yonelik dort farkli durum ile karsilagilmistir.

1. Dediiktif Argiimantasyondan Dediiktif Ispat

Bu durumdaki 6gretmen adaylari 6nermenin dogru olduguna ikna olmak i¢in
stireklilik kavrami iizerinde muhakeme siirecine girmisler, zihinlerinde bu ispati
tanimlar {izerinden manipiilasyonlar yaparak diisinmiisler ya da ispatini yapmaya
calismislardir. Ispatlarinda da siirekliligin formel tamimindan yola cikarak toplam
fonksiyonunun siirekliligi i¢in gerekli ifadelere ulagmaya ¢alismiglardir. Adem
onermenin dogru olduguna ispat yaparak karar vermistir. Adem ispatin1 gegerli bir
sekilde yapmistir. Bilge ise dnermenin dogru olduguna ispati diisiinerek karar vermis ve
kismen dogru bir ispat yapmistir. Bu durumdaki diger 6gretmen adaylarindan Ahu
stireklilik kavrami {izerinden diisiince siirecine girerek Onermenin dogru oldugunu

belirtmis fakat gecersiz bir ispat yapmustir. Buse ise aym1 Bilge gibi 6nermenin
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dogruluguna, Onermenin ispatin1 diisiinerek karar vermis fakat dogru bir ispat
olusturamamuistir. Buna gore arglimantasyon yapisini ispatta da devam ettiren 6gretmen

adaylarinin ispattaki basar1 oraninin ortalama bir seviyede oldugu sdylenebilir.

2. Sezgisel Argiimantasyondan Dediiktif Ispat

Bu durumdaki 6gretmen adaylari kendilerine yoneltilen Onermenin dogru
olduguna hisleri ile karar vermislerdir. Bu duruma 6rnek olan 6gretmen adaylari Aziz
ve Aysun’dur. Aziz ve Aysun onermenin kulaga mantikli geldigini ifade ederek karar
vermislerdir. Olusturduklar1 iirlinler incelendiginde ise gegersiz ispat yaptiklar
belirlenmistir. Buna gore dgretmen adaylarinin ispat olusturmada basarisiz olduklari

sOylenebilir.

3. Sezgisel Argiimantasyondan Tiimevarimsal Ispat

Bu duruma o6rnek olan Ogretmen adayi Barig’tir. Baris Onermenin dogru
olduguna sezgisel olarak karar vermistir. Barig 6nermenin igerigine degil goriiniisiine
gore degerlendirmistir. Onermenin ispatim1 &zel bir ornek kullanarak yapmaya
caligmistir. Barig 6nermenin dogru oldugunu gostermek igin tek bir 6rnegin 6nermeyi
dogrulamasinin yeterli olacagmma inanmistir. Barig’in arglimantasyon siireci ile ispat

stireci arasindaki bu bosluk gecerli bir ispat yapmasina engel olmustur.

4. Otoriter Argiimantasyondan Dediiktif Ispat

Bu durumdaki 6gretmen adayr Belma’dir. Belma 6nermenin dogru oldugunu
bildigi i¢in dogru oldugunu ifade etmistir. Belma kararini verirken herhangi bir
argiman olusturmamigtir. Bu ylizden Belma’nin otoriter gerekge tipinde oldugu
belirlenmistir. Ciinkii Belma verdigi kararlarin ¢ogunda ilgili bilgiyi daha Once
bildigini, duydugunu, gordiigiinii ya da sinifta sdylendigini ifade etmistir. Belma ispatini
ise tanimlardan yola ¢ikarak dediiktif tarzda ispat yapmaya calismis fakat gegerli bir

ispat yapamamustir.

4.5. Ogretmen Adaylarinin Tiirev Konusundaki Argiimantasyon ve ispat Siirecleri

Bu boliimde 6gretmen adaylarinin tiirev konusundaki argiimantasyon ve ispat
stireclerine yonelik bulgulara yer verilmistir. Tiirev konusundaki arglimantasyon ve

ispat siireglerine yonelik etkinliklere gegmeden Once tiirev tanimi 6gretmen adaylarina
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formel bir sekilde sunulmustur. Tanimlarin 6gretmen adaylarina verilmesinin sebebi,
ogrencilerin tlirev tanimini nasil kullanacaklarini ortaya ¢ikarmaktir. Ayrica dgretmen
adaylariin tiirevin formel tanimindan ne anladiklarini kendi ctimleleri ile ifade etmeleri
istenmistir. Bu sayede 6gretmen adaylarinin tiirev tanimina yonelik anlayislarinin ortaya
¢ikarilmasi hedeflenmistir. Bununla birlikte Ogretmen adaylarina tiirevin formel
tanimindan farkli olarak tiirevlenebilen fonksiyon imajlarmi ortaya g¢ikarmak icin

“Tlrevlenebilen fonksiyon denince akliniza ne geliyor?” sorusu yoneltilmistir.

[Ik olarak &gretmen adaylarmin tiirev tanimindan ne anladiklarma yonelik
ifadeleri incelenmistir. S6z konusu ifadelerin iki kategoriye ayrildig: tespit edilmistir.
Tablo 4.36’da 6gretmen adaylarinin tiirev tanimina yonelik ifadelerinden elde edilen

kod ve kategoriler sunulmustur.

Tablo 4.36.

Osretmen Adaylarimin Tiirev Tammina Yonelik Ifadeleri

Kategori Kod Ogretmen Ornek ifadeler
adaylari
Sembolik |y, f®-f(@ Barig Buse: A4 kiimesinde bir a elemani altyoruz. Bu
X—a . 0o 5 %
anlama o Belma a da A kiimesinin bir yigilma noktast olmasi
limitinin . , .
Bilge gerekiyor. Ayrica x a ya giderken
olmasi Buse f&)—f(@)
A limx_mT limitinin olmasi gerekiyor.
n « -
ysu Oyleyse a noktasinda tiireviidir diyoruz.
Kavramsal  Fonksiyondaki Adem Ahu: Yine bir yigilma noktamiz var bu onemli
anlama degisimin Aziz bir kisim. f, A kiimesinden R ye bir fonksiyon
degiskendeki Ahu verilmis. Bu fonksiyon icin limit x a ya
degisime giderken f(X)-fla) y1, v deki degisim olarak

diigiinebiliriz. Yani bu f fonksiyonunun a
noktasindaki 'y deki degisimi ile x deki
degisimine oram verilmig. Bunun [limitini
aldigimizda bu [ nin a noktasindaki tiirevi
oluyormus.

oraninin limiti

Tablo 4.36 incelendiginde Barig, Belma, Bilge, Buse ve Aysun’un tiirev
tanimindan limxﬁa% limitinin mevcut olmasini anladiklarini ifade etmislerdir.

Bu 6gretmen adaylan tiirev tanimini1 kendi ciimleleri ile ifade edememisler ve tanimda
bulunan ifadeleri oldugu gibi tekrar etmislerdir. Buna goére Ogretmen adaylarinin

cogunun tirev tanimmini kendi climleleri ile ifade etmekte giicliik yasadiklari
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sOylenebilir. Bu giigliigiin sebebi ise O6gretmen adaylarinin s6z konusu tanimdaki
matematiksel ifadeyi anlamlandiramamalaridir. Bu 6gretmen adaylarinin tiirev tanimina
yonelik anlamalarinin sembolik oldugu sdylenebilir. Buna karsin Ahu, Adem ve Aziz
tirev tanimindan fonksiyondaki degisimin degiskendeki degisime oraninin limiti
oldugunu anladiklarint belirtmislerdir. Bu O6gretmen adaylarmin limitte yer alan
matematiksel ifadeyi yorumlayabildikleri tespit edilmistir. Buna gére Adem, Ahu ve

Aziz’in tiirev tanimina y6nelik kavramsal anlamaya sahip olduklar1 s6ylenebilir.

Ogretmen adaylarmin tiirev tanimma yonelik goriisleri alindiktan sonra
tiirevlenebilen fonksiyon kavramina yonelik imajlarim1  ortaya ¢ikarmak igin
“Tiirevlenebilen fonksiyon denince akliniza ne geliyor?” sorusu yoneltilmistir.
Ogretmen adaylarinin bu kavrama yonelik algilarmin yedi kategori altinda toplandig
tespit edilmistir. Tablo 4.37’de O6gretmen adaylarinin tiirevli fonksiyon algilarina

yonelik kategoriler hakkinda bilgiler sunulmustur.

Tablo 4.37.

Osretmen Adaylarimin Tiirevlenebilen Fonksiyon Algilar

Kategoriler Ogretmen Ornek ifadeler
adaylari
Siireklilik Ahu Barisg Belma: Siirekli olmasi lazim. Yani kesik ve
Adem Belma  kopuk bir yeri olmamast lazim. Siirekli
Aziz olmasu tiirevli olmasi igin yeterli.

Islemsel 6zellikler Buse Aysun: Islemlerde mertebelerini
Belma diigtiriiyorduk.  Tiirevde maksimum ve
Aysun minimum noktalar: bulabiliyoruz. Ondan
Bilge sonra konveks ve konkaviig

belirleyebiliyoruz. Bir fonksiyonun bir
noktadaki  tiirevi  deyince  bunlart

anliyorum.
Egim Adem Baris  Adem. Tiirevi egim hesaplamalarinda
Ahu kullaniyoruz. Fonksiyonun bir noktasindaki
tegetinin egimi.
Sivrilik olmamasi Baris Barig:  Tiirevli  iste  tammli  olmasi
Ahu gerekiyor. lIste c¢izdigimiz egrilerin biri

saga yatik biri sola yatik olmamasi lazim.
Yani uc nokta olmamast lazim. Sivrilik
olursa sagindan c¢izersem arti, solundan
cizersem eksi olur egim. Sag ve sol tiirev
biribirine egit olmaz. Ciinkii egimler farki.
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Tablo 4.37. (Devami)

Sag tiirev, sol tiirev Baris Baris: Sag tiirev sol tiireve esit olacak.
Daha sonra da fonksiyonun siirekli olmasi
lazim tiirevlenebilmesi icin.

Anlik hiz Ahu Ahu: Hocam bu ilk defa fizikte ¢ikmig
samirim. Orada hiz olaylart falan vardi.

x = v.t idi oradan v = % Iste bu anlik hiz

icin kullaniyoruz, onun icin kullaniyoruz
yani.

Degisim Ahu Ahu:  Tiirevin ozelligi  degisim hocam.
Mesela hiz igin distintirsek, yol icin
degisimin zamandaki degisime orani, bir
fonksiyon icin de aldigimiz noktadaki o
delta y deki degisimin delta x deki degisime
orani.

Tablo 4.37 incelendiginde 6gretmen adaylariin ¢gogunun tiirevli bir fonksiyonun
siirekli olmasi gerektigini ifade ettikleri anlasilmistir. Ogretmen adaylarinin yarisi da
tirevlenebilen bir fonksiyon denince zihinlerinde tiirev ile yapilan islemlerin
canlandigimi belirtmislerdir. Bu Ogretmen adaylar1 tlireve, oOzellikle tlirev alma
islemindeki mertebe diisiirme islemi anlamini yiliklemislerdir. Ayrica bu 6gretmen
adaylar1 tirev denince maksimum, minimum noktalar, konveks ve konkavligin
zihinlerinde canlandigini belirtmislerdir. Adem, Barig ve Ahu bir fonksiyonun bir
noktadaki tiirevinin, fonksiyona o noktada cizilen tegetinin egimi oldugunu ifade
etmislerdir. Barig ve Ahu bir fonksiyonun tiirevlenebilmesi i¢in fonksiyon grafiginde
sivriligin olmamas1 gerektigini vurgulamislardir. Barig bir fonksiyonun bir noktada
tirevinin olabilmesi i¢in sag tlirevinin sol tlirevine esit olmasi gerektigini dile
getirmistir. Ahu ise tiirev denince aklina anlik hizin geldigini ifade etmis ve tiirevin
degisim ozelliginin oldugunu vurgulamistir. Bu goriislere gore Buse, Belma, Aysun ve
Bilge’nin tiirevin sadece islemsel kismin1 vurguladiklari sdylenebilir. Ogretmen adaylari
tiirev denince akillarina ¢gogunlukla tiirev alma isleminin geldigini ifade etmislerdir. Bu
ogretmen adaylar1 digindaki 6gretmen adaylarmin ise tiirevin sezgisel anlamina paralel

olarak tiirevlenebilen fonksiyonlara anlamlar yiikledikleri belirlenmistir.

Ogretmen adaylarinin tiirev tanimina yonelik kavramsal bilgilerinin ve

tiirevlenebilen fonksiyon kavramina yonelik algilarinin ortaya ¢ikarilmasinin ardindan
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etkinliklere gecilmistir. Miilakatlara gegmeden 6nce 6gretmen adaylarina etkinliklerde
bulunan Onermelerin reel degiskenli ve reel degerli fonksiyonlar i¢in gecerli oldugu
belirtilmistir. Tanim ve deger kiimesi belirtilmeden ifade edilen fonksiyonlar igin tiirev
taniminda belirtilen “A c R, f:A — R” fonksiyonlarin disiiniilmesi gerektigi
vurgulanmistir. Ogretmen adaylarina miilakatlarda yer alan etkinlikler hakkinda bilgiler
verilmesinin ardindan argiimantasyon ve ispat siireglerini ortaya c¢ikarmak igin

etkinliklere gecilmistir.

4.5.1. Ogretmen adaylarin tiirev konusundaki argiimantasyon siirecleri

Bu boliimde 6gretmen adaylarinin tiirev konusundaki arglimantasyon siireclerine
yonelik bulgular1 sunulmustur. Ogretmen adaylarini tiirev konusundaki argiimantasyon
stirecleri kapsaminda, bir 6nermenin dogruluguna ya da yanligligina nasil ikna olduklar1

ve dogru oldugunu bildikleri matematiksel iddiay1 nasil savunduklart arastirilmistir.

Ogretmen adaylarmin dogru bir énermeye nasil ikna olduklar1 ve bu siirecte ne
tiir arglimanlar rettiklerini ortaya ¢ikarmak i¢in “Bir fonksiyonun bir aralikta tiirevi
porzitif ise o aralikta fonksiyon monoton artandw.” dogru Onermesi sunulmus ve
onermenin dogrulugu ya da yanlisligi hakkinda bir karar vermeleri istenmistir. Burada
bahsedilen fonksiyonun reel degiskenli ve reel degerli oldugu tekrar hatirlatilmistir.
Tablo 4.38’de 6gretmen adaylarinin 6nermeye ikna olmak i¢in kullandiklar: stratejiler

ve verdikleri kararlar sunulmustur.

Tablo 4.38.
Ogretmen Adaylarimin Dogru Onermeye Ikna Olmak Igin Kullandiklar: Stratejiler

Kategoriler Ahu  Adem Aziz Aysun Barig Bilge Buse Belma

Tanimlar iizerinden v

muhakeme

Kavramlar 4 4

tizerinden

muhakeme

Ispat v

Ornek kullanma 4 v v

Gegmis bilgi v
Verilen karar Dogru Dogru Dogru Dogru Dogru Dogru Dogru Dogru
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Tablo 4.38 incelendiginde, 6gretmen adaylarinin tiimiiniin 6nermenin dogru
oldugunu ifade ettikleri goriilmiistiir. Buna gore 6gretmen adaylarinin tiirev konusunda
dogru olan bu énermeyi se¢gmede basarili olduklar1 sdylenebilir. Ogretmen adaylarinin
onermenin dogru olduguna ikna olmak i¢in kullandiklar1 stratejiler incelendiginde,
Ogretmen adaylarinin en ¢ok, bir 6rnek iizerinden dnermenin dogruluguna ikna olduklar
tespit edilmistir. Bu Ogretmen adaylar1 Onermeye ikna olmak ig¢in {rettikleri
argiimanlarda 6zel Ornekleri gerekce olarak kullanmuslardir. Ogretmen adaylarinin
yarist (Ahu, Aziz, Aysun, Adem), énermenin dogru olduguna ikna olmak i¢in tanimlari,
kavram algilarini ve ispati kullanmiglardir. Bir 6gretmen aday1 (Belma) ise 6nermenin

dogru olduguna argiiman tiretmeden, gegmis bilgilerine giivenerek karar vermistir.

Aysun tanimlar lizerinden muhakeme ederek onermenin dogru olduguna ikna
olmustur. Aysun bu diislinceye ikna olmak i¢in tlirev tanimi ile monoton artan
fonksiyon tanimimi birbiri ile iliskilendirmeye c¢alisarak karar vermistir. Aysun
tanimlarda bulunan matematiksel ifadeleri birbiri ile iligskilendirmeye c¢alismistir.

Asagida Aysun’un ifadelerine yer verilmistir.

Aysun: Simdi

f—(x;:z(a) > 0 ise monoton artanlik igin f(x1) < f(x,) olmasi

fO)-f(a)

xX—a

gerekiyordu. Yani monoton artan gibi geliyor. Hocam simdi > 0 dedim.

Hocam burasi ya eksi, eksi ya da arti, arti dir. Hocam arti, arti oldugunda x>a oluyor.
x>a oldugunda f(x)>f(a) oluyor. Aym sekilde eksi, eksi oldugunda aym sekilde a>x,
fla)>f(x) oluyor. Monoton artandir.

Aysun tiirev ve monoton artan fonksiyon taniminda bulunan ifadeleri goz
oniinde bulundurarak argiimanlar olusturmustur. Oncelikle tiirev ve monoton artan
fG)—f(a)

X—a

fonksiyon tanimlarint hatirlamistir. > 0 ifadesinden hareketle bu ifadenin pay

ve paydasinin ya pozitif ya da negatif olmasi gerektigi sonucuna ulagsmistir. Pay ve
paydanin ayni isaretli olmasindan yola ¢ikarak monoton artan fonksiyon taniminda
bulunan ifadeye ulasmistir. Sonugta, tiirev ve monoton artan fonksiyon tanimini
kullanarak tiirevde bulunan ifadeden monoton artan fonksiyon taniminda bulunan
ifadeye ulastig1 i¢in 6nermenin dogru oldugunu belirtmistir. Tanimlar ve o6zellikler

izerinden sonuca basarili bir sekilde ulastig1 icin Aysun’un doniigiimsel gerekce tipinde
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oldugu soylenebilir. Asagida Aysun’un irettigi argiimanlarin Toulmin modeline gore

analizi sunulmustur.

x—a=0, f(x) - fla) >0 x>a. f(x)>f(a)
% =0 | —™ veva —_— veva
x—a<0, f(x)— fla) <0 x=<a, flx)=<fl(a)

[Avni isaretli iki sayinin balimi pozitif oldusundan| [Esitsizlik cézimiinden|

Bir fonksivonun bir aralikta tirevi pozitiff - 0 aralikta fonksivon monoton artandig
.I

If (ki =fla)

r=a

>0isex > a,f(x) > f(a) vevax < a,f(x) < f(a)

[Tiirev ve monoton artan fonksiyon tanimi geregi

Sekil 4.89. Aysun’un iirettigi argiimanlarin Toulmin modeline gore analizi

Aziz ve Ahu Onermenin dogru olduguna ikna olmak igin fonksiyonun bir
noktadaki tiirevinin, fonksiyona o noktada cizilen tegetinin egimi olma ozelligini
kullanmislardir. S6z konusu egimin pozitif olma durumu ile fonksiyonun monoton artan
olma durumunu iliskilendirmeye ¢alismiglardir. Asagida Aziz’in ifadelerine yer

verilmistir.

Aziz: Tiirev egim demek. Tiirev ayni zamanda egimi de veriyordu. Egim pozitif
ise simdi... Soyle bir fonksiyon olsun [Genel bir fonksiyonun grafigini ¢iziyor]. Bu
noktadaki tiirevi, teget dogrusunun egimini gosteriyor. Egim pozitif ise monoton

artandrr.

Aziz, tiirevin egim anlamina geldigini belirtmistir. Bir fonksiyonun bir noktadaki
tegetin egiminin pozitif olmasinin, fonksiyonun monoton artan olmasini gerektirecegini
ifade etmistir. Aziz’in fonksiyonun monoton artan oldugu sonucuna nasil ulastigina
yonelik acik bir ifade bulunmamistir. Fonksiyon grafigi ¢izerek aciklamaya calismistir.

Buna goére Aziz ve Ahu’nun argiimanlarinin yetersiz zihinsel gosterimler barindirdigi
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sOylenebilir. Aziz ve Ahu’nun algisal gerekge tipinde oldugu ortaya g¢ikmistir. Bu
gerekgeye dayanarak onermenin dogru oldugunu ifade etmislerdir. Asagida Aziz’in

iirettigi argiimanin Toulmin modeline gore analizi 6rnek olarak sunulmustur.

Bir fonksivonun bir aralikta tiirevi pozitifi |0 aralikta fonksiyon monoton artandui]
T

[Fonksivonun bir noktada cizilen tegetinin egimi pozitif ise monoton artan oldugundan|

Bir noktadaki tiirev, teget dogrusunun egimini gosterdiginden]

Sekil 4.90. Aziz’in tirettigi argiimanin Toulmin modeline gore analizi

Adem her zamanki gibi, ikna olma yapisini bozmayarak Onermenin dogru
olduguna, yapacag ispattan sonra karar verecegini belirtmistir. Ispatin1 yaptiktan sonra
bu Onermenin dogru oldugu sonucuna ulagmistir. Asagida Adem’in ifadelerine yer

verilmigtir.

Adem: Bunun dogru oldugu goziikiiyor ama. Normal olarak fonksiyonun tiirevi
pozitif olsun diyerek basladik. Ona bagl olarak bunun monoton azalan mi, artan mi?

Onu gostermek lazim. Ispatini yapayim ondan sonra karar verecegim.

Barig, Bilge ve Buse ise onermenin dogru olduguna bir 6rnekle onermeyi
deneyerek ikna olmus ve Onermenin dogru oldugunu belirtmislerdir. Bu sebeple
Ogretmen adaylarinin tiimevarimsal gerekge tipinde olduklari belirlenmistir. Asagida bu

ogretmen adaylarindan Baris ile arastirmaci arasinda gegen konusmaya yer verilmistir.

Banris: Bir fonksiyonun bir aralikta tiirevi pozitif olsun. f(x) = 3x2diyelim. Bir
aralikta tiirevi ne olsun bunun? f'(x) = 6x olur. Mesela x dedigim ifade 0<x<3

arasindaki x € Z¥ olsun. Bu sekilde oldu hocam, dogrudur bu ya.
Arastirmact. Tiirevi nasil pozitif oldu?
Baris: 6x ya 0 ile 3 arasinda sadece 1 ve 2 degerlerini alir. 6 ya 12 olur.
Arastirmaci.: Peki, monoton artan nmidir?

Baris: Evet ¢iinkii 0 ve 3 i¢cin 0 a 18 oluyor. Dogru bu.
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Baris 6nermenin dogru oldugunu gostermek i¢in {1,2} kiimesi iizerinde tanimli
olan f(x) = 3x? fonksiyonun onermeyi dogruladigini gdstermeye calismistir. Bu
fonksiyonun tiirev fonksiyonunun f'(x) = 6x oldugunu belirtmistir. f fonksiyonunun
belirttigi aralikta tiirevi pozitif ve monoton artan oldugu i¢in dnermenin dogru oldugu
sonucuna ulagmigtir. f'fonksiyonunun belirtilen aralikta tiirevinin pozitif oldugunu
tamim kiimesindeki sayilar1 deneyerek gostermistir. f fonksiyonunun monoton artan
oldugunu, tanim kiimesinde olmayan araligin u¢ noktalarini deneyerek belirtmistir.
Barig’in 6ne siirdiigii 6rnek onermenin dogrulugunu gosteren bir 6rnek olmamistir.
Oncelikle bir fonksiyonun bir noktadaki tiirevinden bahsedebilmek igin tiirevi aranan
noktanin fonksiyonun tanim kiimesinin yigilma noktasi olmasi1 gerekmektedir. Baris’in
ornegindeki fonksiyonun tanim kiimesi olan {1,2} kiimesinin yigilma noktalarinin
kiimesi bos kiimedir. Dolayisiyla bu sekilde tanimlanan fonksiyonun tiirevinden
bahsedilemez. Bu durumun sebebinin, Barig’in tiirev tanimina yonelik kavramsal
bilgilerindeki eksiklik oldugu diisiiniilmiistiir. Asagida Barig’in irettigi argiimanlarin

Toulmin modeline gore analizi sunulmustur.

[f(x) = 6x, x € {1,2 » [f fonksivonu bu aralikta pozitiftir |

f'(1) = 6,f'(2) = 12 oldugundan

f(x) = 3x%,x € {1,2} f fonksiyonu bu aralikta monoton artan bir fonksivondus]

f(0)=0< f(3) = 18 oldugundan

Bir aralikta tiirevi pozitif olan fonksiyo [Ayni aralikta monoton artandu]

f(x) = 3x? fonksivonu (0.3) arah@mdaki pozitif tamsayilar icin monoton artan ve tiirevi

pozitif oldugundan

Sekil 4.91. Barig’1n {irettigi argiimanlarin Toulmin modeline gore analizi
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Belma ise onerme icin herhangi bir gerekge belirtmeyerek 6nermenin dogru
oldugunu belirtmistir. Onermeyi daha once bildigini ifade etmistir. Buna gore
Belma’nin otoriter gerek¢e kullandigi soylenebilir. Asagida Belma’nin goriisleri

sunulmustur.

Belma: Evet bu dogrudur.

Arastirmact: Nasil bu karara vardin?
Belma: Aklimda dyle kalmus.

Ogretmen adaylarinin yanlis bir 6nermeye nasil ikna olduklarini ortaya
cikarmak i¢in “Herhangi bir noktada siirekli her fonksiyon o noktada tireviidir.”
yanlis nermesi sunulmustur. Ogretmen adaylarindan énermenin dogru olup olmadigini
belirtmeleri  istenmis ve Onermenin dogrulugu i¢in kullandiklar1 stratejiler
incelenmistir. Kullanilan stratejilerin ii¢ kategori altinda toplandigi belirlenmistir.

Tablo 4.39’da kullanilan stratejiler ve verilen kararlar sunulmustur.

Tablo 4.39.
Osretmen Adaylarimin Yanlis Onermeye Ikna Olmak Icin Kullandiklar: Stratejiler

Kategoriler Ahu Adem Aziz Aysun Baris Bilge Buse Belma
Ters 6rnek v v
Gegmis bilgi ve ispat v
Gegmis bilgi v v v v v
Verilen karar Yanlis Yanlis Yanls Yanhs Dogru Dogru Yanlhs Dogru

Tablo 4.39 incelendiginde dgretmen adaylarindan {igliniin (Baris, Bilge, Belma)
onermenin dogru oldugunu belirttikleri goriilmiistiir. Buna gére 6gretmen adaylarmin
tirev konusundaki yanlis dnermeyi belirleme becerilerinin dogru énermeyi belirleme
becerilerinden daha diisiik oldugu sdylenebilir. Ogretmen adaylarmin kararlarini
verirken en c¢ok geg¢mis bilgilerine glivenmis olmalar1 otoriter bir yaklasim iginde
olduklarini géstermistir. iki 6gretmen adayr (Ahu, Adem) énermenin yanlis olduguna
ikna olmak igin ters 6rnek bulmaya calismiglardir. Bir 6gretmen adayr ge¢mis yanlis
bilgisine dayanarak énermenin dogru oldugunu ifade etmistir. Onermenin dogrulugunu
gostermek icin ispat yapmaya baslamis fakat ispatta bir yanlislik oldugunu diisiinerek

ifadenin yanlis oldugunu belirtmistir.
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Ahu ve Adem oOnermenin yanlis olduguna ikna olmak igin ters bir Ornek
aramiglardir. Her iki 6gretmen adayr da f(x) = |x| fonksiyonunun sifir noktasinda
stirekli fakat tlirevli olmadigimi belirterek ifadenin yanlis oldugunu belirtmislerdir.
Belirttikleri 6rnegi Onermenin yanlish§i i¢in irettikleri argiimana cliriiten bileseni
olarak kullanmiglardir. Asagida Ahu’nun ifadeleri ve irettigi argiimanin Toulmin

modeline gore analizi sunulmustur.

Ahu: Bu yanhgstr, c¢iinkii |x| ornegi x sifira giderken diisiindiim. Stireklidir
fakat tiirevli degildir.

lf (x) = |x| fonksiyonu o noktasinda siirekli fakat tirevli degildiy

Herhangi bir noktada siirekli fonksivon| » [Onerme vanlisty]

Sekil 4.92. Ahu’nun trettigi arglimanin Toulmin modeline gore analizi

Aziz gegmis yanlis bilgilerine dayanarak Onermenin dogru oldugunu
belirtmistir. Siirekli her fonksiyonun tiirevli ve tiirevli her fonksiyonun da siirekli
oldugunu disiinmiistiir. Aziz 6nermenin dogru oldugunu gosterebilmek icin ispat
yapmaya baglamistir. Yaptig1 ispatinda siirekli fonksiyonun tanimindan hareket ederek
tiirev tanimindaki ifadeye ulagsmaya calismistir. Fonksiyonun stirekli olmasi durumunda
tirevinin olamayacagimi ifade etmistir. Aziz kendine gore bir ispat yaparak “Bir
noktada siirekli olan her fonksiyon ayni noktada tiirevlidir.” 6nermesinin yanligligini
gosterdigini iddia etmistir. Bu ispata dayanarak ifadenin yanlis oldugunu belirtmistir.

Asagida Aziz’in ifadelerine yer verilmistir.

Aziz: Simdi siirekli fonksiyon tiirevienebilir. Zaten bir fonksiyon siirekli ise
tiirevlenebilirdir. Dogru. Tiirevli fonksiyon siirekli, siirekli fonksiyon tiireviidir.
[Ispatini yapiyor, ispatinda genel bir f fonksivonu alyp siireklilik tammindan tiirev
tammina ulagsmaya ¢alistyor] ... f(a + Ax) — f(a) = € desem. Sonra her iki tarafi Ax
e bolsem. Ax i sifira yaklastirirsam sonsuz ¢ikiyor. Bu da limitin olmadigini gosterir.

Bu yiizden yanlistir. O zaman yanlisi igaretliyorum.

Aysun, Bilge, Buse ve Belma 6nermenin dogruluguna karar verebilmek igin
gecmis bilgilerini  kullanmiglardir. Bu 06gretmen adaylarindan Aysun ve Buse

onermenin yanlis oldugunu daha 6nceden bildiklerini ifade ederken, Belma ve Barig
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onermenin dogru oldugunu duyduklarini dile getirmistir. Buna gore Ogretmen
adaylarimin  6nermenin  dogrulugunu degerlendirirken herhangi bir argliman
tiretmedikleri anlagilmaktadir. Asagida Ogretmen adaylarindan Baris ve Aysun’un

ifadelerine yer verilmistir.

Baris: Dogru. Siirekli ise tiirevli olmast lazim. Bildigim sey oldugu i¢in dogru
dedim.

Aysun. Siirekli fonksiyon o noktada tiirevlidir demis. Tiirevli olmayabilir
demigstik. Yanls. Sinifta soylenmisti. Oradan aklimda kaldi. Siirekli fonksiyona ornek
verip tiirevli olmayan ters bir ornek vermistik. Ters bir 6rnegi hatirliyorum su an.

Swnifta soylendi yine. Bunu yaparken kopya ¢ekmeye ¢alisacagim ©

Ogretmen adaylarmnin tiirev konusunda bir énermenin dogruluguna nasil ikna
olduklarinin arastirilmasinin ardindan 6gretmen adaylarinin dogru oldugunu bildikleri
matematiksel bir iddiayr nasil savunduklarini ortaya g¢ikarmak amaciyla dogrulama
gerektiren “f(x) = x? — 1 fonksiyonunun [-2,3] kapali arahiginda siirekli ve (-2,3)
agik araliginda tiirevienebilir oldugunu gésteriniz.” seklinde bir problem sunulmustur.
Uretilen ¢oziimler argiimanlarin  gerekgelerine gore incelenmistir. Ogretmen
adaylarimin hem ¢o6ziimleri hem de sozel ifadeleri ortak olarak degerlendirilmis ve
Tablo 4.40°da problem ¢o6ziimlerinde kullanilan argiimanlarin gerekgeleri ve ikna

edicilik durumlar1 sunulmustur.

Tablo 4.40.
Osretmen Adaylarimin Urettikleri Argiimanlarda Kullandiklar: Gerekgeler

Kategoriler Ahu Adem Aziz Aysun Barig Bilge Buse Belma

Déniistimsel gerekge v v
Déniistimsel-gorsel v
gerekge
Tiimevarimsal gerekce v v
Tiimevarimsal- v
referanssiz gerekce
Gorsel- algisal gerekce v
Algisal gerekce v
Ikna edicilik Kismen Evet Evet Evet Haywr Hayrr Hayr Hayir

Tablo 4.40 incelendiginde 6gretmen adaylarinin yarisinin (Baris, Bilge, Buse,

Belma) bu iddiayr matematiksel gergeklerle uyumlu bir sekilde savunamadiklari tespit
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edilmistir. Ug &gretmen adaymin (Adem, Aziz, Aysun) savunmalari matematiksel
olarak ikna edici bulunmustur. Ogretmen adaylarindan birinin (Ahu) yapti1 ¢oziim

incelendiginde kismen ikna edici oldugu belirlenmistir.

Adem, ¢oziimiinde tiirev tanimin ve tiirev ile siireklilik arasindaki iliskiye
yonelik bir teoremi kullanmistir. Adem’in matematiksel olarak ikna edici ¢6ziim

tirettigi sdylenebilir. Asagida Adem’in ¢6ziimiine yer verilmistir
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Sekil 4.93. Adem’in ¢oziimii

Adem, ¢ozlimiinde tiirev tanimini kullanarak fonksiyonun (-2,3) agik araliginda
tiirevlenebilir oldugunu goéstermistir. Adem {rettigi ilk argiimanda tiirevin tanimini
gerekce olarak kullanmis ve fonksiyonun bu aralikta tiirevlenebilir oldugu sonucuna
ulagsmistir. Bu sonuctan yola ¢ikarak ayni agik aralikta fonksiyonun siirekli oldugunu
belirtmistir. Adem fonksiyonun (-2,3) araliginda siirekli oldugu sonucuna “f fonksiyonu
(a,b) araliginda tiirevli ise bu aralikta siireklidir.” teoremini kullanarak ulagsmistir. Son
olarak Adem, araligin u¢ noktalari olan -2 ve 3 noktalarinda fonksiyonun siirekli
oldugunu belirterek f fonksiyonunun [-2,3] kapali araliginda siirekli oldugunu ifade

etmistir. Adem’in tirettigi argiimanlarin gerekgelerine bakildiginda doniisiimsel gerekge
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tipinde oldugu soOylenebilir. Asagida Adem’in iirettigi argiimantasyonun Toulmin

modeline gore analizi sunulmustur.

[flx) =x%—1 [(-2.3) de tiirevlidid o, »i(-2.3) de sﬁrek.lidi:l—“—.l[—Ej] de siireklidii]
(23) arahgmdaki her c Teoremden f -2 ve 3 noktasinda siirekli

oldugundan

|
| Sirekli fonksivon tanimindan

noktas1 igin f'(c) = 2c

oldugundan

lirev tanumindan

Sekil 4.94. Adem’in tirettigi arglimanlarin Toulmin modeline gore analizi

Aysun problem ¢oziimiinde sadece tanimlari kullanmigtir. Fonksiyonun
belirtilen araliklarda siirekli ve tiirevli oldugunu, siirekliligin ve tiirevin tanimlarindan

haraketle ikna edici bir sekilde gostermistir. Asagida Aysun’un ¢oziimiine yer

verilmistir.
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Sekil 4.95. Aysun’un ¢oziimii

Aysun, ¢oziimiinde f fonksiyonunun siirekli oldugunu géstermek igin [-2,3]
kapali araligindan aldigi herhangi bir x elemani igin lim,_,. f(x) — f(c) = 0 olmasi
gerektigini ifade etmistir. Uyguladig limit isleminin sonucunda, limitin degerini sifir
buldugu igin fonksiyonun s6z konusu aralikta siirekli oldugunu belirtmistir. f
fonksiyonunun belirtilen aralikta tiirevinin mevcut oldugunu gostermek igin (-2,3) agik
araligindan aldigr herhangi bir x elemani {izerinden tiirev tanimini uygulamistir.
Herhangi bir x elemaninin, bu araliktaki tiirevinin 2x oldugunu belirterek fonksiyonun

tiirevli oldugunu ifade etmistir. Aysun’un trettigi argiimanlarin gerekgeleri dikkate
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alindiginda, Aysun’un da doniisiimsel gerekge tipinde oldugu ortaya ¢ikmistir. Asagida

Aysun’un iirettigi arglimanlarin Toulmin modeline gore analizi sunulmustur.

_
x)=x"—1

+—— [-2.3] kapah araliginda sureklidig

Eifl flx)—1(c) = {}oldug'mda_n|

Siirekli fonksivon tanimi

x)=x%—1 w— [-2.3) actk araliginda tiirevlidi

[i-2.3) aralisindaki herhangi bir x noktas: icin £'(x) = 2x oldusundan|

[Tiirev tammindan|

Sekil 4.96. Aysun’un iirettigi argiimanlarin Toulmin modeline gore analizi

Aziz, ¢oziimiinde fonksiyonun grafiginden ve tiirev tanimindan yararlanmistir.
Aziz’in yaptig1 ¢6ziimde matematiksel gergeklerden yararlanarak ikna edici bir ¢dziime

ulastig1 belirlenmistir. Asagida Aziz’in ¢6ziimii sunulmustur.
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Sekil 4.97. Aziz’in ¢dzimii

Aziz f fonksiyonunun belirtilen aralikta siirekli bir fonksiyon oldugunu

gostermek icin siirekli fonksiyon algisini kullanmistir. Fonksiyonun grafigini ¢izerek
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belirtilen aralikta fonksiyonun grafiginde kopukluk olmadigi i¢in siirekli oldugu
sonucuna ulagsmistir. Aziz drettigi argiimanda fonksiyonun grafiginde kopukluk
olmamasin1 gerekge olarak kullanmis ve fonksiyonun agik aralikta tiirevli oldugu
sonucuna tiirev tanimini uygulayarak ulasmistir. Belirtilen acik araliktaki her elemanin
tiirevinin mevcut olmasimi gerekce olarak kullanmistir. Aziz irettigi bu arglimanda
tirevin tanimindan destek almistir. Aziz’in {rettigi argiimanlar incelendiginde hem
doniisimsel hem de gorsel gerekge tipinde oldugu soylenebilir. Asagida Aziz’in

iirettigi argiimanlarin Toulmin modeline gore analizi sunulmustur.

If(x) = x% — 1 » [-2.3] kapali araliginda siireklidir]

Fonksivonun grafiginde [-2.3] kapal: araliginda kopukluk olmadigindar]|

Siirekli fonksivon algisy

If(x) = x2 — 1 » (-2.3) acik araliginda tirevlidi]

(-2.3) arahigindaki herhangi bir a noktast icin f'(a) = 2a oldugundan|

lirev tanim

Sekil 4.98. Aziz’in iirettigi argiimanlarin Toulmin modeline gore analizi

Ahu ¢o6ziiminde fonksiyonun grafigini c¢izmistir. Fonksiyonun seklinden
hareket ederek fonksiyonun belirtilen araliklarda siirekli ve tiirevli oldugunu dile
getirmistir. Ahu iddiasin1 savunurken siirekli ve tiirevli fonksiyon algilarini gerekge
olarak kullanmistir. Ahu’nun siireklilik i¢in trettigi argiiman ikna edici bulunurken
tiirev icin Urettigi argiiman yetersiz bulunmustur. Asagida Ahu’nun ¢dziimiine yer

verilmistir.
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Sekil 4.99. Ahu’nun ¢oziimii

Ahu fonksiyonun kapali aralikta siirekli oldugunu gostermek icin argiiman
tiretmistir. Bu argiimaninda fonksiyonun grafigi icin c¢izdigi sekli gerekce olarak
kullanmistir. Belirtilen aralikta fonksiyonun grafiginde kesildigi, tanimli olmadig1 bir
nokta bulunmadigindan fonksiyonun belirtilen aralikta siirekli oldugu sonucuna
ulasmigtir.  Ahu fonksiyonun siirekli oldugunu fonksiyonun seklinde kopukluk
olmamasi ve belirtilen aralikta tanimli olmasi algisin1 kullanmistir. Ahu’nun sundugu
bu gerek¢e fonksiyonun grafiginden elde edilebilecek bir sonuctur. Buna gore iiretilen
bu arglimanin matematiksel kurallara uygun yeterli bir gosterim oldugu sdylenebilir.
Ahu’nun bu argiimanda gorsel gerekce tipinde oldugu belirlenmistir. Benzer sekilde,
belirtilen aralikta fonksiyonun grafigi ilizerinde alinan her noktanin tegetinin egimi
mevcut oldugunu belirterek fonksiyonun tiirevlenebilir oldugunu ifade etmistir.
Fonksiyonun belirtilen aralikta tiirevlenebilir oldugunu bir noktadaki tiirevin o noktada
cizilen tegetinin egimi olma algisindan yararlandig1 tespit edilmistir. Ahu’nun irettigi
argiiman c¢izilen sekil lizerinde acikca goriilemedigi i¢in ikna edici bulunmamustir.
Ahu’nun argiimaninda yetersiz bir gdsterim yaptig1 sdylenebilir. Uretilen bu argiimanin
algisal gerekce tipinde oldugu ortaya ¢ikmistir. Buna gore Ahu’nun problem
¢oztimiinde gorsel-algisal gerekce tipinde oldugu sOylenebilir. Asagida Ahu’nun

iirettigi arglimanlarin Toulmin modeline gore analizi sunulmustur.
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— [-2.3] kapal: araliginda siireklidi|

[fl) =« — 1]

[2,3] kapali araliginda, fonksiyonun
grafiginde kesilme, tanmimsiz oldugu bir

nokta bulunmadigindan

Siirekli fonksivon algisy

If (x) = x* — 1 » [-2.3) acik aralisinda tiirevl

Bu aralikta grafik tizerinde aldigimiz her

noktanin tegetinin egiminin mevcut

oldugundan

Tiirevlenebilen fonksiven algisy

Sekil 4.100. Ahu’nun trettigi argiimanlarin Toulmin modeline gore analizi

Buse ve Belma c¢oziimlerinde fonksiyonun siirekli ve tiirevli oldugunu s6z
konusu araliktaki bazi 6zel degerler igin deneyerek gdstermislerdir. Ogretmen adaylari
belirtilen araligin u¢ noktalarin1 kontrol ederek ifadenin dogrulugunu gdstermeye
calismiglardir.  Ozel durumlar icin elde edilen sonucu, araligin tamamina
genellemislerdir. Bundan dolay1 bu 6gretmen adaylarinin tiimevarimsal gerekge tipinde

olduklar1 sdylenebilir.

Bu Ogretmen adaylarindan Belma, fonksiyonun siirekli ve tiirevli oldugunu
araliklarin u¢ noktalar1 olan -2 ve 3 noktalar1 i¢in denemistir. Bu noktalarda siirekli ve
tiirevli oldugunu belirterek fonksiyonun araligin tamaminda stirekli ve tiirevli oldugunu
ifade etmistir. Belma ¢oziimiinde u¢ noktalari denerken siirekli fonksiyon ve tiirev

tanimini kullanmistir. Asagida Belma’nin ¢6ziimii sunulmustur.
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Sekil 4.101. Belma’nin ¢oziimii

Belma ¢oziimiinde siireklilik i¢in tirettigi arglimanda [-2,3] kapali araliginin ug
noktalar1 olan -2 ile 3 noktalarinda fonksiyonun siirekli oldugunu gostermeye
calismistir. Bu noktalarda fonksiyonun siirekli oldugu sonucuna ulagmistir.
Fonksiyonun kapali aralikta siirekli oldugunu, u¢ noktalarin siirekli olduguna
dayanarak ifade etmistir. Bu arglimanda ug¢ noktalar olan -2 ve 3 noktasinda
fonksiyonun stirekli olmasi gerek¢e olarak kullanilmistir. Bu gerekgeyi destekleyen
bilesen ise siirekliligin limit formundaki tanimidir. Belma fonksiyonun (-2,3) agik
araliginda tiirevli oldugunu, araligin ug noktalari olan -2 ve 3 noktalarina tlirev tanimini
uygulayarak gostermistir. U¢ noktalar i¢in yaptig1 incelemenin sonucunda fonksiyonun
acik aralikta tiirevli oldugu sonucuna ulagmistir. Belma’nin tirettigi bu argiimanda
fonksiyonun u¢ noktalarda tiirevli olmasi gerekce bileseni olarak kullaniimistir.
Tiirevin formel tanimi da bu gerekgeyi destekleyen bilesendir. Asagida Belma’nin

irettigi argiimanlarin Toulmin modeline gore analizi sunulmustur.
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If(x) = x%—1 » [-2.3] kapali aralizinda siireklidis]

Fonksivonun -2 ve 3 noktalarinda siirekli oldugundan|

Stirekli fonksiyvon tanimi gereg|

If(x) = x%—1 » [-2.3) acik araliginda tirevlidis

[Fonksiyon -2 ve 3 noktalarinda tiirevli oldugundan|

I'Tﬁrev tanimi ge:reéi

Sekil 4.102. Belma’nin {irettigi argiimanlarin Toulmin modeline gore analizi

Buse ¢oziimiinde Belma gibi, fonksiyonun araliginin u¢ noktalarinda stirekli
oldugunu belirtmistir. Fonksiyon u¢ noktalarda stirekli oldugu i¢in fonksiyonun kapali
aralikta siirekli oldugunu ifade etmistir. Buse fonksiyonun tiirevli oldugunu gostermek
icin Belma’dan farkli olarak, u¢ nokta kontroliinii tiirev alma islemine gore yapmustir.
Buse argiimaninda -2 ve 3 noktalarinda tiirevli olmasini gerek¢e olarak, tiirev alma
islemini de gerekgesine destek olarak kullanmistir. Asagida Buse’nin ¢dziimiine ve
fonksiyonun tiirevli oldugunu gostermek icin iirettigi argiimanin Toulmin modeline

gore analizine yer verilmistir.
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Sekil 4.103. Buse’nin ¢ozimii

lf(x) = x? — 1 * |-2.3) acik araliginda tiirevlidiy

If'(x) = 2x, f'(=2) = —4, f'(3) = 6 oldugundan|

[Tiirev alma islemi]

Sekil 4.104. Buse’nin trettigi argiimanin Toulmin modeline gore analizi

Bilge de ¢oziimiinde araliklarin ug¢ noktalarmi géz Oniine alarak inceleme
yapmustir. Fonksiyonun -2 ve 3 noktasinda siirekli oldugunu gostermek i¢in siireklilik
tanimin1 kullanmistir. Fonksiyonun tiirevli oldugunu gdstermek i¢in yanlis bir teorem
uygulamistir. Asagida Bilge nin ¢oziimii yer almistir.
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Sekil 4.105. Bilge’nin ¢oziimii
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Bilge fonksiyonun siirekli oldugunu gostermek igin araligin ug noktalari olan -2
ve 3 noktalarinin siirekliligini arastirmistir. Fonksiyonun ug¢ noktalarda siirekli
oldugunu, stirekliligin formel tanimini kullanarak gostermeye c¢alismustir. Ug
noktalarda siirekli oldugu icin, bu aralikta fonksiyonun siirekli oldugu sonucuna
ulagsmistir. Bilge trettigi argiimanda u¢ noktalarin siirekli olmasini, fonksiyonun bu
aralikta siirekli olmasi i¢in gerekce olarak kullanmistir. Gerekgesini siirekliligin tanimi
desteklemistir. Bilge’nin {iirettigi argiimanda tiimevarimsal gerekge tipinde oldugu
belirlenmistir. Fonksiyonun siirekli oldugundan hareket ederek tiirevli olduguna, yanlis
bir teoremi gerekge olarak kullanarak ulasmistir. Bilge, bir fonksiyon siirekli ise tiirevli
oldugunu iddia etmistir. Bilge’nin trettigi ikinci argiimanda dogru olmayan hatali bir
bilgi kullandig1 icin referanssiz gerekce tipinde oldugu sdylenebilir. Buna gore
Bilge’nin irettigi argiimantasyonda hem tiimevarimsal hem de referanssiz gerekge
tipinde oldugunu sdylemek miimkiindiir. Asagida Bilge’nin direttigi argiimanlarin

Toulmin modeline gore analizi sunulmustur.

f(x) =x>—1 o [-2.3] de siireklidi ol(-2.3) de tiirevlidis]

[Fonksiyon -2 ve 3 noktalarinda siirekli oldugundan  [Teorem: siirekli fonksivon tiirevlidi

Sirekliligin tanimindar]

Sekil 4.106. Bilge’nin {irettigi arglimanlarin Toulmin modeline gére analizi

Baris ¢Oziimiinde siirekli fonksiyon ve tiirevlenebilen fonksiyon algilarini
kullanmis fakat yeterli bir gdsterim yapamamistir. Barisg’in tirettigi arglimanlar genel
ifadeler oldugu icin fonksiyon 6zelinde bir gosterim olmadigi kanaatine varilmistir.

Baris’in ¢6ziimii asagida sunulmustur.
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Sekil 4.107. Bar1s’1n ¢oziimii

Baris ¢6ziimiinde fonksiyonun siirekli oldugunu savunmak igin, bir fonksiyonun
bir noktada siirekli olabilmesi igin gerekli sartlar1 6ne stirmistiir. Bu fonksiyonun
belirtilen aralikta tanimli, limiti var ve limitin degeri fonksiyon degerine esit oldugu
icin siirekli oldugunu ifade etmistir. Yaptig1 agiklamalara yonelik bir gosterim
yapmamustir. Barig bu aralikta fonksiyonun siirekli olduguna yukarida belirtilen
ozelliklerin saglandig1r gerekcesiyle ulagmistir. Fonksiyonun belirtilen agik aralikta
tirevli oldugunu gostermek igin lirettigi argiimanda birden ¢ok gerek¢e sunmustur.
Barig’in gerekgeleri; sag ve sol tlirevin esit olmasi, stirekliligin geregi olan tanimlh
olma, limitinin olmast ve limit degerinin fonksiyon degerine esit olmasidir.
Coziimiinde kullandigr gerekgelerin bu kavramlara yonelik algilarindan kaynaklandigi
tespit edilmistir. Baris’in {irettigi arglimanlara bakildiginda yetersiz zihinsel gosterimler
oldugu sdylenebilir. Bu bakimdan Barig’in algisal gerekge tipinde oldugunu sdylemek
miimkiindiir. Asagida Barig’in {iretti3i argiimanlarin Toulmin modeline gore analizi

sunulmustur.
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lf (x) = x2 — 1 [-2.3] kapal aralisinda sireklidir]

Y

Fonksivon [2.3] araliginda tanimli, limiti

var, limit degen fonksivon degenine esit

oldugundan

[Siirekli fonksivon alzisy

If(x) = x*— 1 » [-2.3) acik araliginda tiirevlidig]

Fonksivon bu aralikta sag ve sol tiirev esit ve
siireklilik geregi, tamimli, limaiti var ve limat

degen fonksiyon degerine esit oldugundan

Tiirevlenebilen fonksivon algisi

Sekil 4.108. Barig’1n iirettigi argiimanlarin Toulmin modeline gore analizi

4.5.2. Ogretmen adaylariin tiirev konusundaki ispat siirecleri

Bu boliimde 6gretmen adaylarinin tiirev konusundaki ispat siireclerine yonelik
bulgular sunulmustur. Ogretmen adaylarinin tiirev konusundaki ispat siiregleri
kapsaminda, olmayana ergi ispatlama yontemi ile yapilmig dogru bir ispatt ve
tiimevarimsal argiimani nasil degerlendirdikleri arastirilmistir. Ayrica, matematiksel

Onermeler icin ne tiir ispatlar yaptiklari ortaya ¢ikarilmaya calisilmistir.

Ogretmen adaylarina ilk olarak, olmayana ergi ispatlama yontemi ile ispatlanmig
olan “Ac R, a€ A ve f:A = R fonksiyon olsun. f fonksiyonu a noktasinda stirekli
degil ise tiirevli de degildir.” teoreminin ispati sunulmustur. Ogretmen adaylarindan

teoremin dogru bir sekilde ispatlanip ispatlanmadigi konusunda bir karara varmalar1 ve
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kararlarinin gerekgelerini yazili olarak belirtmeleri istenmistir. Ogretmen adaylarinin
ispat1 degerlendirirken kullandiklar stratejiler, hem yazili hem de sozlii ifadeleri dikkate
alinarak degerlendirilmistir. Kullanilan stratejilerin iki kategori ve bes alt kategori
altinda toplandig1 tespit edilmistir. Tablo 4.41°de kullanilan stratejiler ve verilen

kararlar sunulmustur.

Tablo 4.41.
Osretmen Adaylarinin Ispati Degerlendirirken Kullandiklar: Stratejiler ve Verdikleri

Kararlar
Kategoriler Alt Ahu Adem  Aziz  Aysun  Baris Bilge Buse  Belma
Kategoriler
Argiiman  Islemsel hata v v v v v
incelemesi
Yapisal Ispatlama v v v v v
inceleme yontemi
Tiirev tanimi v 4 v v
Sonucu v v
bulma
Hipotezi v
kullanma
Verilen karar Dogru  Dogru Dogru Dogru Dogru Dogru Dogru Yanlis

Tablo 4.41 incelendiginde bir dgretmen adayr digindaki 6gretmen adaylarinin
teoremin dogru bir sekilde ispatlandigin1 belirttikleri anlasilmaktadir. Buna gore
ogretmen adaylarmin dogru yapilmig bu ispati degerlendirme becerilerinin oldukca
yiiksek oldugu soylenebilir. Ogretmen adaylarmin ispati1 degerlendirirken kullandiklart
stratejiler incelendiginde, ¢cogunlukla ispatta kullanilan ispatlama yontemine ve ispatin
basamaklarinda islemsel hatanin olup olmamasina dikkat ettikleri belirlenmistir.
Ogretmen adaylarimin  yarisimin  teoremin  ispatinda tiirevin formel taniminm
kullanilmasima dikkat ettikleri tespit edilmistir. Ogretmen adaylarmn ikisi teoremin
hiikkmiine ulasilip ulasiimadigina dikkat ederken bir 6gretmen adaymin ise teoremin

hipotezinin ispatta kullanilip kullanilmadigina dikkat ettigi ortaya ¢ikmistir.

Ogretmen adaylarindan Ahu, Adem, Aysun, Baris ve Belma ispatin dogrulugunu
degerlendirirken ispatlama yontemine dikkat etmislerdir. Belma disindaki 6gretmen
adaylar1 teoremin olmayana ergi yontemi ile yapildigini belirtmis ve olmayana ergi
yontemini dogru bir sekilde ifade etmislerdir. Belma ise teoremin ispatinin dogrudan

ispat yontemi ile yapildigin1 belirtmistir. Ispat1 degerlendirirken ispatlama yontemine
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dikkat etmedigi diisiiniilen Aziz, Bilge ve Buse’ye ispatin hangi ispatlama yontemi ile
yapildig1 soruldugunda, Aziz celiski bulma ispatlama yontemi ile yapildigini ifade etmis
fakat geliski bulma ispatlama yontemini agiklayamamustir. Bilge ve Buse ise ispatlama
yonteminin olmayana ergi oldugunu belirtmisler fakat uygun bir sekilde ifade
edememislerdir. Buna gore, 6gretmen adaylarinin ¢ogunun ispatin yontemini dogru bir
sekilde belirleyebilmis olmalarina ragmen sadece yarisinin olmayana ergi ispatlama
yontemini agiklayabildikleri ortaya ¢ikmustir. Asagida Adem, Aziz ve Belma’nin

ifadelerine yer verilmistir.
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Sekil 4.109. Adem’in gerekgesi

Aziz: Olmayana ergi de tersinden miydi? Direk sey yapiyorduk... Dogru, bu
teorem karsit tersi ile ispatlandigi icin bu ¢eliski bulma yontemi. p = q yu q' = p' ile

gostermeye ¢alisiyor. Bu yiizden bu ¢eliski bulma.
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Sekil 4.110. Belma’nin gerekgesi

Ogretmen adaylarinin yarisindan fazlas1 (Ahu, Adem, Aziz, Aysun, Baris) ispati
degerlendirirken ispatin basamaklarinda iglemsel hata olup olmadigina dikkat

etmiglerdir. Asagida bu 6gretmen adaylarindan Ahu’nun gerekgesine yer verilmistir.

Cunki...
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Sekil 4.111. Ahu’nun gerekgesi

Q’Br, J 6,/ /
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Ogretmen adaylarmin yaris1 da (Ahu, Aziz, Baris, Buse) ispat1 degerlendirirken
tiirev taniminin kullanilarak ispatin yapilmasina dikkat etmislerdir. Ayrica bu 6gretmen
adaylarindan Buse’nin, ispati degerlendirirken tiirev taniminin kullanilmasinin yaninda
teoremin hipotezinin kullanilmasina dikkat ettigi tespit edilmistir. Asagida Buse’nin

gerekegesine yer verilmistir.

® Dogru A OKlsmen dogru O Yanhs s J‘re n O’duq e
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Sekil 4.112. Buse’nin gerekgesi

Bilge ve Baris’in ispati degerlendirirken kullandiklar1 stratejilerden biri de
teoremin hiikmii ile belirtilen sonuca ulasip ulasilmamasidir. Bu dgretmen adaylarinin
sonuca odakl bir yaklagim sergilediklerini sdylemek miimkiindiir. Asagida bu 6gretmen

adaylarindan Bilge’nin gerekgesi sunulmustur.
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Sekil 4.113. Bilge’nin gerekgesi

Ogretmen adaylarinin  bagkas1 tarafindan yapilan ispati degerlendirme
becerilerini incelemek amaciyla reel degiskenli ve reel degerli fonksiyonlar i¢in gegerli
olan “Her tek fonksiyonun tirevi c¢ift, ¢ift bir fonksiyonun da tiirevi tek bir
fonksiyondur.” teoremi, tiimevarimsal bir gerek¢e kullanilarak dogrulanmistir. Bu
teoremin dogrulugu tek bir 6rnek ¢ifti tizerinden gosterilmistir. Bu teorem i¢in iiretilen

arglimanin Toulmin modeline gore analizi asagida sunulmustur.
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Her tek ve cift Her tek fonksiyvonun tirevi ¢ift

fonksivon ve ¢ift fonksivonun tiirevi tektir

E.eel sayilar kiimesinde tanimlanan sirasivla cift ve tek fonksiyvonlar olan
f(x) = x* ve g(x)=x fonksivonlarinin £ fonksiyonunun tek, gl
fonksivonun cift bir fonksivon olmasindan

Sekil 4.114. Ogretmen adaylarina sunulan tiimevarimsal argiimanin Toulmin modeline
gore analizi

Ogretmen adaylarindan argiimanin dogrulugunu degerlendirmeleri ve bir karara
varmalar1 istenmistir. Ogretmen adaylarinin argiimani degerlendirirken kullandiklart
stratejiler incelenmis ve Tablo 4.42°de kullandiklar: stratejiler ve verdikleri kararlar

sunulmustur.

Tablo 4.42.

Ogretmen Adaylarimin  Tiimevarimsal ~Argiimant Degerlendirirken Kullandiklar:

Stratejiler ve Verdikleri Kararlar

Kategoriler Alt Ahu Adem  Aziz  Aysun Baris Bilge Buse Belma
Kategoriler
Argiiman Islemsel v v v v v v v v
incelemesi hata
Yapisal Argliman v v v v v
inceleme yapist
Verilen karar Kismen Yanlis Dogru Yanlis Dogru Kismen Dogru Dogru
dogru dogru

Tablo 4.42°deki verilere gore Ogretmen adaylarinin yarisinin tiimevarimsal
gerekce kullanilarak iretilen argiimant dogru bir ispat olarak degerlendirdikleri
belirlenmistir. Buna gore 6gretmen adaylarinin yarisinin tiimevarimsal argiimanlari
gecerli bir ispat olarak degerlendirdikleri sdylenebilir. Ogretmen adaylarmin diger yaris
Ise tiimevarimsal argiimanin bir ispat olamayacagini ifade etmislerdir. Tek bir 6rnek ile
yapilan dogrulamanin bir Onermenin dogru oldugunu gostermek icin yeterli

olamayacagin1 dile getirmislerdir. Ogretmen adaylarindan ikisi, bu sekilde yapilan bir
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dogrulamanin kesinlikle yanlis bir dogrulama olacagini belirtirken ikisi ise kismen
dogru bir ispat olacagini belirtmislerdir. Tiimevarimsal argiimani kismen dogru olarak
degerlendiren Ogretmen adaylari, Onermenin dogrulama seklinin yanlis olmasina
ragmen yapilan iglemlerin dogru oldugunu diistindiikleri i¢in yapilan argiimani tamamen
ret etmemislerdir. Bu 6gretmen adaylarina 6rnek olarak Ahu’nun gerekgesine yer

verilmigtir.
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Sekil 4.115. Ahu’nun gerekgesi

Ogretmen adaylarinin tiimevarimsal argiimam degerlendirirken kullandiklar:
stratejiler incelendiginde tamaminin argiimanin basamaklarinda islemsel bir hatanin
olup olmadigina dikkat ettikleri anlasilmaktadir. Yapilan bu incelemenin, verilen
kararlarda en etkili strateji oldugu soOylenebilir. Asagida bu 6gretmen adaylarindan

Barig’in goriisleri sunulmustur.
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Sekil 4.116. Barig’1n gerekcesi

Ogretmen adaylarinin yarisindan fazlas1 da argiimanda kullanilan gerekgeye yani
arglimanin yapisina dikkat etmislerdir. Bu strateji, 6gretmen adaylarinin verdikleri
kararlarda etkili olmustur. Bu stratejiyi uygulayan ogretmen adaylarmin ¢ogunlugu
arglimanin dogru bir ispat olamayacagimi belirtmislerdir. Asagida bu O6gretmen

adaylarindan Aysun’un gerekgesi drnek olarak sunulmustur.
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Sekil 4.117. Aysun’un gerekgesi

Ispat degerlendirme aktivitelerinin ardindan gretmen adaylarinin ispat yapma
becerilerini ortaya ¢ikarmak igin reel degiskenli ve reel degerli fonksiyonlar igin “Bir
fonksiyonun bir aralikta tiirevi pozitif ise o aralikta fonksiyon monoton artandir.” dogru
onermesine yonelik iiretilen ispatlar incelenmistir. Ogretmen adaylarmin yaptiklari
ispatlarin dort kategori altinda toplandigi tespit edilmistir. Tablo 4.43°te bu kategoriler

hakkinda bilgiler sunulmustur.

Tablo 4.43.

Osretmen Adaylarinin Ispati Yapma Durumlar

Kategoriler Ahu Adem  Aziz Aysun Baris  Bilge Buse Belma

Dogru ispat v v
Hipotezi yazma v
Ag¢iklama yapma v v
Ornekle v v v
dogrulama

Tablo 4.43 incelendiginde sadece iki 6gretmen adaymin dogu bir ispat lirettigi
tespit edilmistir. Buna gore 6gretmen adaylarimin tiirev konusundaki bu ispati yapma
becerilerinin diisiik oldugu sdylenebilir. Diger 6gretmen adaylarindan {i¢ii ispatlarinda
ornekleri kullanmis, iki 6gretmen aday1 tanim ve sekiller lizerinden agiklama yaparak
ispat yapmaya calismistir. Bir 6gretmen aday1 da teoremin hipotezini yazmis ve ispatini

tamamlayamamustir.

Adem ve Aysun ispatlarini yaparken teoremin hipotezini kullanmislardir. Tiirev
tanimindan hareket etmisler, bu tanimi monoton artan fonksiyon tanimi ile
iliskilendirerek ispatlarin1 tamamlamiglardir. Bu 6gretmen adaylarinin ispati yaparken
dontlistimsel ispat semasinda olduklar1 tespit edilmistir. Asagida bu Ggretmen

adaylarindan Adem’in ispatina yer verilmistir.
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Sekil 4.118. Adem’in ispati

Bilge ise ispatini tamamlayamayarak sadece teoremin hipotezini yazmistir.
Bilge ispatini yaparken daha once bdyle bir ispat yapip yapmadigini hatirlamaya
calismigtir. Buna gore Bilge’nin otoriter ispat semasinda oldugu sdylenebilir. Asagida

Bilge’nin ispati sunulmustur.
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Sekil 4.119. Bilge’nin ispati

Ahu ve Aziz ispatlarin1 yaparken tiirev kavramindan yola ¢ikmigslardir. Tiirev
kavramina uygun olarak bir sekil ¢izmis ve o sekilden yararlanarak monoton artan
fonksiyon tanimina ulagsmaya calismiglardir. Ahu ve Aziz’in ispatlari tiirev tanimindan
hareket edilerek monoton artan fonksiyon tanimina uygun oldugunun aciklanmasi
seklindedir. Ahu ve Aziz’in bu gosterimi yetersiz zihinsel gosterim olarak
degerlendirilmistir. Buna gore bu 6gretmen adaylarinin tanimlar ve kavram imajlar
tizerinden hareket ettikleri ve sekillerden yardim aldiklar1 i¢in algisal semada olduklari

sOylenebilir. Asagida Ahu’nun ispat1 6rnek olarak sunulmustur.
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Sekil 4.120. Ahu’nun ispati

X ¥

Buse, Baris ve Belma 6nermenin dogru oldugunu, yeterli olacagini diisiinerek
bir 6rnek tizerinden gostermeye ¢alismiglardir. Buna gore Buse, Barig ve Belma’nin

tiimevarimsal ispat semasinda olduklar1 sdylenebilir.

Buse’nin ispati incelendiginde, monoton artan fonksiyon tanimi ile monoton
artan dizi tanimlarini birbiri ile karistirdigi belirlenmistir. Buse fonksiyonun monoton
artan oldugunu gostermek i¢cin monoton artan dizi tanimini uygulamistir. Ayrica
Buse’nin onermenin ifadesini anlamada giicliik yasadig1 ortaya ¢ikmustir. Ispatinda
kullandigr fonksiyonun monoton artan oldugunu gdstermesi gerekirken tlirev
fonksiyonunun monoton artan oldugunu gostermeye ¢alismistir. Asagida Buse’nin ispati

sunulmustur.
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o Sekil 4.121. Buse’nin ispati

Belma ispatin1 yaparken Ornek iizerinden hareket etmistir. Bir drnek iizerinden
onermenin dogru oldugunu gostermistir. Belma kullandigi 6rnegin 6nermedeki 6zellikte

oldugunu agiklamak i¢in sekilleri kullanmistir. Asagida Belma’nin ispati sunulmustur.
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Sekil 4.122. Belma’nin ispati

Ogretmen adaylarmin ters Ornek iiretme becerilerini incelemek amaciyla
“Herhangi bir noktada stirekli her fonksiyon, o noktada tiirevlidir.” yanlis 6nermesi igin
iirettikleri iiriinler incelenmistir. Ogretmen adaylarmin 6nermenin dogrulugu ya da
yanlighgini gostermek igin trettikleri tiriinlerin alti kategoriye ayrildigi belirlenmistir.

Tablo 4.44°te bu kategoriler hakkinda bilgiler sunulmustur.

Tablo 4.44.

Ogretmen Adaylarimn Ters Ornek Uretme Durumlart

Kategoriler Ahu Adem Aziz Aysun Baris Bilge Buse Belma

Dogru ters 6rnek v v

Ispatla yanlislama v
Ters ornek yok v
Ispat kullanma v
Ornekle dogrulama 4 v
Tamamlanmamis ispat v

Tablo 4.44’e gore, dnermenin yanlis oldugunu belirten bes 6gretmen adayindan
sadece ikisinin dogru bir ters 6rnek iiretebildigi belirlenmistir. Diger 6gretmen adaylari
ya ters bir ornek bulamamis ya da bu Onermenin yanlis oldugunu gdstermek igin
onermenin ispatinda eksiklik oldugunu ifade etmislerdir. Bir 6gretmen aday1r da
onermenin yanls oldugunu 6nermedeki kavramlarla ilgili bagka bir teoremin ispatina
yer vererek gostermeye calismistir. Bu 6nermenin dogru oldugunu diislinen 6gretmen
adaylari, 6rnek kullanarak onermenin dogru oldugunu gostermeye caligmiglardir. Bir

O0gretmen adayi ise ispat yapmaya ¢alismis fakat ispatin1 tamamlayamamistir.

Ahu, Adem ve Aysun onermenin yanlis oldugunu gosterebilmek i¢in ters 6rnek
bulmaya ¢alismiglardir. Bu 6gretmen adaylarindan Aysun ters 6rnek bulamazken Ahu
ve Adem oOnermenin yanlis oldugunu ispatlamak i¢in dogru bir ters Ornek

tiretebilmislerdir. Bu ogretmen adaylar1 f(x) = |x| fonksiyonunun sifir noktasinda
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stirekli fakat tiirevli olmadigimi belirtmislerdir. Bu 6rnegin 6nermeyi c¢liriiten bir ters
ornek oldugunu belirterek ispatlarindan emin olduklarini ifade etmislerdir. Asagida bu

ogretmen adaylarindan Adem’in ters drnegi yer almistir.
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Sekil 4.123. Adem’in ispat1

Aziz 6nermenin yanlis oldugunu gostermek igin farkli bir yol tercih etmistir.
Aziz dnermenin ispatin1 yapmaya calismustir. Ispatinda siireklilik tanimindan hareket
ederek tiirev tanimindaki limit ifadesine ulasmaya calismistir. Asagida Aziz’in ispati

sunulmustur.
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Sekil 4.124. Aziz’in ispatt

Aziz’in ispatindaki adimlar incelendiginde, yapilan islemler ilk bakista dogru
gibi goriinmektedir. Fakat ispat dikkatli bir sekilde irdelendiginde yanligliklarin oldugu
ortaya ¢ikmaktadir. Aziz, fonksiyonun siirekli oldugunu kabul ederek tiirevli olup
olmadigint bulmaya caligmistir. Fonksiyonun herhangi bir noktada siirekli olmasini
limp,_,, f(a + Ax) — f(a) = 0 seklinde belirtmistir. Bir fonksiyon ile limiti arasindaki
farkin sonsuz kii¢iik olmasindan dolayr f(a + Ax) — f(a) = € seklinde bir gdsterim
yapmustir. Bu gosterim, yanlis bir gosterim degildir fakat Onemli bir ayrintiyr

icermemektedir. Bu ayrint1 ispatin sonunda, Aziz’in ispati hakkinda yanlis bir karar
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vermesine yol agmustir. ilgili gdsterimde Alim & = 0 dir. Aziz ispatin son basamaginda
X—0

Alim i = oo oldugunu iddia etmistir. Aziz burada & sayisin1 sonlu bir sayr olarak
X—0

dikkate almigtir. S6z konusu limit % belirsizligine neden olur. Bu limitin degeri sonlu bir

say1 da ¢ikabilir. Kesinlikle oo ¢ikacaginin bir garantisi yoktur. Aziz, € sayisinin hangi
ozellikte oldugunu diistinmemistir ya da bilmemektedir. Kald1 ki Aziz’in yaptig1 ispat
gecerli olsaydr siirekli olan tiim fonksiyonlarin tiirevli olmamasi1 gerekirdi. Aziz’in
tiirevlenebilen fonksiyonlarin stirekli olmasi gerektigini bildigi distiniildiigiinde
(Aziz’in tiirevlenebilen fonksiyon imajindan), yaptigi ispatin ne anlama geldiginin

farkinda olmadig1 sdylenebilir.

Buse onermenin yanlis oldugunu gostermek i¢in miilakatta kendilerine sunulan
bir noktada tiirevlenebilen fonksiyonlarin ayni noktada siirekli olduguna yonelik
teoremin ispatini kopyalamistir. Bu teoremin tersinin dogru olmadigini ifade etmistir.

Asagida Buse’nin ispat1 yer almustir.
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Sekil 4.125. Buse’nin ispati

Baris ve Belma 6nermenin dogru oldugunu bir 6rnek tizerinden géstermislerdir.

Asagida bu 6gretmen adaylarindan Baris’in ispatt sunulmustur.
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Sekil 4.126. Baris’1n ispat1
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Bilge ise onermenin dogru oldugunu gostermek igin ispat yapmaya g¢alismistir.
Sadece teoremin hipotezini ifade edebilen Bilge, ispatina devam edememistir. Asagida

Bilge’nin ispat1 sunulmustur.
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Sekil 4.127. Bilge’nin ispat1

4.5.3. Ogretmen adaylarinin tiirev konusundaki argiimantasyon ve ispat

siireci arasindaki iliski

Bu boliimde 6gretmen adaylarinin tiirev konusunda, arglimantasyon ve ispat
stirecleri arasindaki iligkilere yonelik bulgular sunulmustur. Bu bdoliimiin bulgular
O0gretmen adaylarina sunulan reel degiskenli ve degerli fonksiyonlar igin “Bir
fonksiyonun bir aralikta tiirevi pozitif ise o aralikta fonksiyon monoton artandir.” dogru
onermesi yardimiyla elde edilmistir. Bu 6nermenin dogru olduguna ikna olmak ig¢in
girilen argiimantasyon siireci ile dogrulugunu gostermek igin girilen ispat siireci
arasindaki iligski yapisal olarak incelenmistir. Yapilan inceleme sonucunda bes farkli

durum ile karsilasilmistir. Asagida bu durumlar hakkinda bilgiler sunulmustur.
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1. Dediiktif Argiimantasyondan Dediiktif Ispat

Bu durumdaki o6gretmen adaylar1 Adem ve Aysun’dur. Aysun Onermenin
dogruluguna ikna olmak i¢in tanimlar {izerinden muhakeme ederek tiirev ile monoton
artan fonksiyon tanimlari arasinda iliski kurmustur. Adem ise Onermenin dogru
olduguna ikna olmak i¢in ispat yapmaya calismistir. Bu 6gretmen adaylarinin gerekce
tipinin dediiktif gerekge tiplerinden doniisiimsel gerekge tipinde olduklari sdylenebilir.
Bu o6gretmen adaylarimin ispatlarima bakildiginda tanimlar arasinda iliski kurularak
ispatin yapildig1 tespit edilmistir. Buna gére Adem ve Aysun’un ispat yapisinin da
dediiktif oldugu sunucuna ulasilmistir. Buna gore 6gretmen adaylarinin arglimantasyon
siireci ile ispat siireci arasinda yapisal bir siirekliligin oldugu sdylenebilir. Ispatlarinda

yapisal siireklilik olan bu 6gretmen adaylar1 ispat yapmada basarili olmuslardir.

2. Algisal Argiimantasyondan Algisal Ispat

Bu durumdaki &gretmen adaylart Ahu ve Aziz’dir. Ogretmen adaylar
onermenin dogru olduguna ikna olmak i¢in kavram imajlarimi kullanmiglardir. Bu
Ogretmen adaylar tiirevlenebilen fonksiyon imajlarinin bir noktada ¢izilen tegetin egimi
oldugu ortaya cikmistir. Bu algilarin1 gorsellestirmek icin grafik cizmislerdir. Bu
algidan hareket ederek Onermenin dogru olduguna ikna olmuslardir. Uretilen bu
arglimanlar zihinsel olarak lretilen yetersiz gosterimler olarak degerlendirilmistir. Bu
nedenle G6gretmen adaylarinin algisal gerekce tipine sahip olduklar1 soylenebilir.
Yaptiklar1 ispatlarda da bu yapilarimi koruyan ogretmen adaylari ispatlarinda da
tanimlari, kavram imajlarin1 ve sekilleri kullanmiglardir. Bu 6gretmen adaylarinin
ispatlar1 da yetersiz zihinsel gosterimler olarak degerlendirilmistir. Buna goére 6gretmen
adaylarinin ispat semalarinin algisal oldugu belirlenmistir. Ogretmen adaylarmin bu

yapisal stirekliligi gecerli bir ispat yapmalarini saglamamustir.

3. Tiimevarimsal Argiimantasyondan Tiimevarimsal ispat

Bu durumdaki 6gretmen adaylar1 Baris ve Buse’dir. Ogretmen adaylari, bir
ornek lizerinden onermenin dogru oldugunu gostererek ikna olmuslardir. Tiimevarimsal
gerekce tipinde olan dgretmen adaylarina gore dnermenin dogru olmasi igin bir drnek
ile dogrulanmasi yeterlidir. Urettikleri ispatlar incelendiginde argiiman yapilarini ispat

yapilarma transfer ettikleri belirlenmistir. ispatlarinda da bir 6rnek ile 6nermenin dogru
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oldugunu gostermeye calismislardir. Ogretmen adaylarinin ispat yapis da tiimevarimsal
bir yapidir. Sahip olunan bu yapisal stireklilik basarili bir ispat yapilmasini

desteklememistir.

4. Tiimevarimsal Argiimantasyondan Otoriter Ispat

Bu durumdaki 6gretmen aday:r Bilge’dir. Bilge onermeye ikna olmak igin bir
ornek iizerinden muhakeme etmistir. G6z Oniine aldi1 6rnege dayanarak Snermenin
dogru oldugunu belirtmistir. Bilge’nin tiimevarimsal gerekge tipine sahip oldugu
belirlenmistir. Bilge ispatinda ise bu yapisini1 degistirmistir. Tanimlardan hareket ederek
ispat yapmaya caligsa da daha Once yapilan ispatlar1 hatirlamaya calisarak bir prosediirii
takip etmeye ¢alistig1 belirlenmistir. Ispatin1 tamamlayamayan Bilge’nin otoriter ispat
semasinda oldugu sOylenebilir. Bilge’nin argiimantasyon siireci ile ispat siireci

arasindaki yapisal bosluk, ispat yapmada basarili olmasini engelledigi diisiintilmiistir.

5. Otoriter Argiimantasyondan Tiimevarimsal Ispat

Bu durumdaki 6gretmen adayi olan Belma, 6nermeye ikna olmak igin bir
argliman olusturma siirecine girmemistir. Bu 6nermenin dogru oldugunu daha dnceden
bildigini ifade ederek otoriter bir yapi sergilemistir. Buna gore Belma’nin argiiman
olusturmak igin diislince silirecine girmeden Onermenin dogrulugu hakkinda karar
verdigi tespit edilmistir. Belma Onermenin ispatin1 yaparken bir O6rnek iizerinden
dogrulama yapmustir. Ispatinda kullandigi drneklerin onermeyi dogrulayan bir drnek
oldugunu agiklarken ornek fonksiyonlarinin sekillerini ¢izmistir. Cizdigi sekillere
dayanarak agiklamalar yapmistir. Bu bakimdan Belma’nin ispat yapisinin tiimevarimsal
oldugu soOylenebilir. Belma’nin iki siireci arasindaki bu bosluk, basarili bir ispat

yapamamasinda etkili olmustur.



BESINCI BOLUM

5. SONUC, TARTISMA ve ONERILER

5.1. Ogretmen Adaylarmin Matematiksel Ispata Yonelik Goriislerine Iliskin

Sonug, Tartisma ve Oneriler

Bu boélimde arastirmanin ilk alt problemine yonelik 6gretmen adaylarinin
matematiksel ispata yonelik goriislerinden elde edilen sonug, tartisma ve Oneriler

sunulmustur.

Ogretmen adaylarina ilk olarak matematiksel ispata ne anlam yiiklediklerini
tespit edebilmek i¢in “Matematiksel ispat sizin i¢in ne anlam ifade ediyor?” sorusu
yoneltilmistir. Aliman yanitlar incelendiginde, 6gretmen adaylarinin yarisinin (Ahu,
Adem, Baris, Belma) ispata sembolik agiklama, mantikli agiklama ve neyin nereden
geldigini 6grenme anlamlarini yiikledikleri tespit edilmistir. Buna gore Ogretmen
adaylarindan iglinin (Adem, Baris, Belma) ispatin agiklama fonksiyonunu
vurguladiklari, Ahu’nun ispati sembolik agiklama olarak nitelendirerek ispatin
sistematiklestirme fonksiyonuna isaret ettigi sOylenebilir. Aziz ve Aysun ise ispata
dogruluk anlamini yiiklemislerdir. Buna gore Aziz ve Aysun’un ispatin dogrulama
fonksiyonunu dikkate aldiklar1 sdylenebilir. Buse’nin ispatin birseyin agiga ¢ikarilmasi
oldugunu ifade ederek ispatin kismen de olsa kesfetme fonksiyonuna vurgu yaptigi
ortaya c¢ikmistir. Buna goére Ogretmen adaylarinin c¢ogunlukla ispatin acgiklama,
dogrulama, sistematiklestirme ve kesfetme fonksiyonuna yonelik anlamlar yiikledikleri
tespit edilmistir. Bilge ise ispat deyince aklina ispatlama yontemlerinin geldigini ve
ispatin daha onceden yapilmis seylerin tekrar edilmesi oldugunu ifade etmistir.
Calismadan elde edilen bu sonuglar ispatlarin dogrulama, agiklama, sistematiklestirme
ve kesfetme fonksiyonlarmin oldugu yoniindeki arastirma sonuglart ile uyumludur
(Bell, 1976; De Villers, 1999; Hanna, 2000). Bu arastirmalarda ispatin dogrulama
fonksiyonu ile bir ifadenin dogrulugu ile ilgilenilir, agiklama fonksiyonu ile bir ifadenin
neden dogru oldugu iizerinde durulur, sistematiklestirme fonksiyonu ile elde edilen

sonuglar dediiktif bir sistem icinde diizenlenir ve kesfetme fonksiyonu ile yeni
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sonuglarin bulunmas1 dikkate aliir. Ispatin fonksiyonlari arasindan agiklama ve
dogrulama fonksiyonlarina yonelik anlamlar yiikleyen 6gretmen adaylarinin cogunlukta
oldugu belirlenmistir. Calismadan elde edilen bu sonug, 6gretmen adaylarinin ispata
cogunlukla a¢iklama ve dogrulama anlamlarimi yiiklediklerini ortaya koyan galisma
sonuglar1 ile paralellik gostermistir (Kaplan, Doruk ve Ozdemir, 2015). Calismada
Ogretmen adaylarinin ¢ogunlugu ispatlara olumlu anlamlar yiiklemislerdir. Calismadan
elde edilen bu sonu¢ matematik 6gretmeni adaylarinin ispatlara yonelik olumlu anlamlar

yiikledikleri arastirma sonuglari ile desteklenmektedir (Doruk ve Giiler, 2014).

Ogretmen adaylarinin ispatin amacina yonelik goriisleri almmustir. Ogretmen
adaylarmin yarisinin  (Ahu, Bilge, Aysun, Aziz) ispatin amacmin bir ifadenin
dogrulugunun gosterilmesi oldugunu diisiindiikleri ortaya ¢cikmistir. Iki 6gretmen aday:
(Ahu, Buse) ispatin amacinin kesfetmek oldugunu belirtirken birer dgretmen adayi
ispatin neyin nereden geldigini bilmek oldugunu (Baris) ve ispatin, konulari daha iyi
kavratma (Belma) gibi bir amacmin oldugunu dile getirmistir. Adem ispatin
matematiksel ifadeler lizerindeki siipheleri ortadan kaldirdigini ifade etmistir. Buna gore
O0gretmen adaylarinin ispatin baslica amacinin bir ifadenin dogrulunun gosterilmesi
oldugunu diisiindiikleri sdylenebilir. Ispatin diger amagclarmin ise kesfetmek, siipheyi
ortadan kaldirmak, neyin nereden geldigini bilmek ve konulari daha iyi kavratmak
oldugu ortaya ¢ikmustir. Ogretmen adaylarinin bu gériisleri, ispatin ana amacinin
sonuclarin dogrulugunu gostermek olmasina ragmen ispatin matematikte agiklama,
sistemizasyon, kesif, iletisim, bir deneysel teorinin insasi, varsayimlarin sonuglarinin ve
tanimlarin kesfedilmesi ve iyi bilinen bir gercegin yeni bir sisteme-yapiya katilmasi gibi
amagclarinin oldugu yoniindeki diisiinceleri desteklemektedir (Yackel ve Hanna, 2003
akt., Ko, 2010). Ayrica ogretmen adaylarnin ispatin amaglart arasindan dogrulama
fonksiyonunu daha ¢ok vurguladiklari ortaya ¢ikmistir. Bu durum, bir ispatin en belirgin
fonksiyonunun dogrulama oldugu ve agiklama ya da sistemizasyon gibi fonksiyonlarin
daha az ilgi c¢ektigi yoniindeki goriisleri desteklemektedir (Coe ve Ruthven, 1994).
Calismadan elde edilen sonuglar, matematik Ogretmeni adaylarinin matematiksel
ispatlarin amacina yonelik diislincelerinin  sorgulandigi ve ispatin dogrulama
fonksiyonuna yonelik goriislerin 6n plana ¢iktig1 calismalarla da desteklenmektedir

(Giiler, 2013; Imamoglu, 2010; Kaplan, Doruk ve Ozdemir, 2015).
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Ogretmen adaylarmin ispatin neden &nemli olduguna yénelik goriisleri
incelendiginde, Ogretmen adaylarinin geneli matematiksel ispatlarla birlikte
matematiksel bilgilerin dogrulugu iizerindeki siiphenin ortadan kalktigin1 ve kavramsal
bilgilerin kuvvetlendigini ifade etmislerdir. Birer 6gretmen aday1 ispatin zor isleri
kolaylastirdigi, bilgilerin devamliligini sagladigi ve neyin nereden geldigini agikladig
icin énemli oldugunu ifade etmislerdir. Ogretmen adaylarinin bu ifadeleri, matematiksel
ispatlarin matematiksel bilgilerin tizerinden siipheyi kaldirarak matematiksel iddialara
once kendilerinin daha sonra baskalarinin ikna olmasini sagladigi yoniindeki goriisleri
desteklemistir (Bell, 1976; De Villiers, 1999; Harel ve Sowder, 2007; Stylianou, Chea
ve Blanton, 2006). Bell (1976) ispatlarin esasinda ikna olmayi saglayan bir sosyal
aktivite oldugunu ifade etmistir. Aziz’in belirttigi gibi matematiksel ispatlarin problem
¢Oziimii icin yeni metotlar sunarak problem ¢ozlimiinii kolaylastirdigi da bilinmektedir
(Rav, 1999). Kisacas1 dgretmen adaylariin ispatlarin 6nemine yonelik olumlu goriisler

bildirdikleri sonucuna ulagilmistir.

Ogretmen adaylarina matematiksel ispatlarin kendilerine neden &gretildigi
sorulmugtur. Ogretmen adaylar1 g¢ogunlukla matematiksel ispatlarin gretiminin
akademik kariyer yapacaklar i¢in, kurallarin nereden geldigini bilmek i¢in ve alanda
uzman olmak igin yapildigini ifade etmislerdir. Ug ogretmen adayr matematiksel
ispatlarin bilgilerin kaliciligini sagladigi ve farkl bakis acis1 gelistirdigi i¢in 6gretiminin
yapildigini dile getirmistir. Diger o6gretmen adaylarindan farkli olarak Ahu, merakli
Ogrencilere yanit verebilmek icin ispatlarin Ogretildigini ifade ederken Adem,
matematiksel ispatlarin baskalarini ikna etmek ve matematiksel diislinceyi gelistirmek
icin dgretildigini belirtmistir. Belma ise ispatlarin 6gretimine yonelik olumsuz ve net bir
tutum sergileyerek ispatlarin sadece ezber yapmak i¢in Ogretildigini iddia etmistir.
Belma’nin bu ifadesi 6gretmen adaylarinin ispatlari bir ezberleme aktivitesi olarak
gordiikleri ¢calisma sonuglar ile paralellik gostermektedir (Bastiirk, 2010; Concradie ve
Frith, 2000; Doruk ve Kaplan, 2013b). Ogretmen adaylarmmn ispatlarin 8gretimine
yonelik goriisleri genel olarak incelendiginde, bir¢ok kategoriye yonelik goris
bildirdikleri ve ii¢ dgretmen adayinin (Aziz, Barig ve Buse) ispat 6gretimine yonelik
hem olumlu hem de olumsuz goriis bildirdikleri ortaya c¢ikmistir. Ortaya ¢ikan bu
tablodan, 6gretmen adaylarinin ispatlarin 6gretimine yonelik goriislerinde kararsizlik

yasadiklar1 yoniinde yorum yapilabilir. Caligmadan elde edilen bu sonug¢ O6gretmen
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adaylarinin ispata yonelik goriislerinin tam olusmadigi ve ispat yapmanin matematik ve
matematik 6gretimi agisindan 6neminin farkinda olmadiklar1 yoniindeki goriigler ile

ortiismektedir (Morali vd., 2006).

Ogretmen adaylarinin dgrendikleri matematiksel ispatlarin onlara matematiksel
anlamda yarar saglayip saglamadigina yonelik goriisleri alinmistir. Ogretmen adaylaria
sorulan bu soru, onlarin matematiksel ispatlara yonelik gergekten olumlu tutum iginde
olup olmadiklarma yonelik belirleyici olmustur. Ogretmen adaylarmin yarisindan ¢ogu
ispatlar sayesinde diisiinme kapasitelerinin gelistigini, matematige bakis ac¢iklarinin
degistigini, soru c¢oOziimlerinin kolaylastigini, iliskilendirme becerileri ve dersteki
basarilarinin arttigini, kalici bilgilerin saglandigini, kavramlarin iyi bilinmesi adina
farkindalik diizeylerinin arttigini, matematigi sevdirdigi ve islemsel becerilerinin
artigin1 dile getirmislerdir. Bu goriislerden hareket ederek Ogretmen adaylarinin
¢ogunun ispatlar sayesinde matematige yonelik biligsel, duyussal beceriler kazandiklar
ve farkindalik diizeylerinin arttigin1 diisindiikleri soylenebilir. Bu 6gretmen
adaylarindan ozellikle Aziz ve Adem’in samimi bir sekilde dort farkli olumlu goriis
bildirmesi, onlarin matematiksel ispatlarin amaci, 6nemi ve yarar1 konusunda istenen
goriiglere sahip olduklari izlenimi uyandirmistir. Calismadan elde edilen bu sonug,
matematiksel ispatlarin 6grencilere biligsel ve duyussal anlamda yarar sagladigi
yoniindeki arastirma sonuglarini desteklemektedir (Giiven vd., 2005; Hanna ve Barbeau,
2008; Hersh, 1993; Rav, 1999; Ross, 1988; Tucker, 1999). Benzer sekilde Dede ve
Karakus (2014) ispat yapma silirecinde Ogrencilerin denemeler yaparak kesfetme
stirecine girdiklerini, matematigin estetik yontinii fark ettiklerini ve analitik diistinme
becerilerini gelistirebileceklerini ifade etmislerdir. Giiven ve digerleri (2005) de
ispatlama etkinlikleri yoluyla Ogrencilerinin bir yandan matematigin aksiyomatik
yapisini  tanima firsatt yakalarken bir yandan da muhakeme becerilerini
gelistirebileceklerini dile getirmistir. Bu olumlu ve umut verici goriislere karsin Baris,
Belma ve Buse’nin ispata yonelik olumsuz tutum iginde olduklar1 ortaya g¢ikmustir.
Baris, Belma ve Buse matematiksel ispatlarin kendilerine matematiksel anlamda yararl
olmadigint ve olamayacagini belirtmislerdir. Calismadan elde edilen bu sonug, bazi
ogrenciler i¢in ispat kavraminin anlasilmasi zor, faydasiz, anlamsiz ve gereksiz yapilan
bir etkinlik olarak diisiindiikleri yoniindeki arastirma sonuglari ile uyumludur (Doruk ve

Kaplan, 2013a, 2015b; Knuth, 2002).
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Ogretmen adaylarinin ne tiir ispatlarda basarili olduklarin1 6grenmek icin “Hangi
ispatlarda basarili oluyorsunuz?” sorusu ile ilgili yanitlar1 incelendiginde, 0gretmen
adaylarindan ¢t (Ahu, Aziz, Belma) sayisal ispatlarda basarili olduklarini ifade
etmislerdir. Ucii de (Bilge, Buse, Baris) ispatlama yontemine bagli olarak goriis
bildirmislerdir. Bu 6gretmen adaylari tiimevarim ve olmayana ergi yontemi ile yapilan
ispatlarda daha basarili olduklarm ifade etmislerdir. Ogretmen adaylarinin ispatlama
yontemine yonelik goriis bildirmeleri arastirmacinin dikkatini ¢ekmistir. Ogretmen
adaylarinin ispatlama yontemine yonelik bilgileri sorgulanmistir. Yapilan inceleme
sonucunda ironik bir durum ile karsilasilmistir. Ispatlama yontemiyle iliskili goriis
bildiren 6gretmen adaylarinin ispatlama yontemlerini ayirt etmekte giicliik yasadiklari
tespit edilmistir. Bilge, Buse ve Barig’in 6zellikle geliski bulma ve olmayana ergi
ispatlama yontemleri arasindaki fark: agiklayamadiklar1 ve birbiri yerine kullandiklari
belirlenmistir. Tki 6gretmen adayr (Ahu, Aysun) ¢dziim ydntemi agik olan ispatlarda
basarili olduklarini séylerken bir 6gretmen aday1 (Adem) kisa olan ispatlarda basarili
oldugunu dile getirmistir. Ogretmen adaylarindan elde edilen bu goriisler Doruk ve
Kaplan (2013a) tarafindan yapilan calismada elde edilen kategoriler ile benzerlik

gostermistir.

Ogretmen adaylarinin  basarili  olduklar1 ispatlara yonelik —gériislerinin
alinmasinin ardindan ispatlarda basarili olabilmek i¢in nelerin gerekli olduguna yonelik
gorlsleri alinmistir. Belma disindaki 6gretmen adaylart ispatin ilgili oldugu tanimlarin
kavramsal boyutta bilinmesinin ve ispatlarin ezberlenmemesinin gerekli oldugunu ifade
etmislerdir. Iki 6gretmen adayi ispatlarin {izerinde yogunlasmanin gerekli oldugunu
belirtmislerdir. Buna gore 6gretmen adaylarinin ¢ogunun ispatlarin 6§renimi konusunda
olumlu goriislere sahip olduklar1 sdylenebilir. Belma ve Bilge ise ispatlarda basarili
olabilmek i¢in ezber yapilmasinin sart oldugunu belirterek olumsuz goriis
bildirmiglerdir. Bu durum Concradie ve Fritch’in (2000) 6gretmen adaylarinin dersleri
gecebilmek ic¢in ispatlart anlamadan ezberledikleri goriisiinii desteklemektedir. Bir
ogretmen aday1 (Adem) ispatin adimlar arasindaki gerekgeleri anlamanin sart oldugunu
ifade ederken bir 6gretmen adayr da (Bilge) ispatlama yontemlerini ayirt edebilmenin
gerekli oldugunu belirtmistir. Bilge ispatlarin 6gretimine yonelik bir elestiri yaparak
ispatlarin  6gretimi sirasinda Ogrencilerin ispat yapabilmeleri i¢in firsat verilmesi

gerektigini dile getirmistir. Bilge’nin bu elestirisi liniversite seviyesindeki matematik
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derslerinde ispatlar yapilirken dgrencilerin pasif bir sekilde gozlem yaptiklari ve ders
hocasinin son iirlinlerini sadece kopyaladiklar1 yoniindeki goriisii desteklemistir (Weber,

2004).

Ogretmen adaylarinin dogru yapilmis bir ispatta bulunmas1 gereken 6zelliklere
yonelik goriisleri incelendiginde, ispatlarin dogrulugunu dort farkli boyutta ele aldiklar
ortaya ¢ikmistir. Bu boyutlar argliman incelemesi, yapisal inceleme, dilsel-mantiksal
inceleme ve otoriter incelemedir. Ogretmen adaylarinin tamamina yakini (Aysun haric)
ispatlarin igerisindeki arglimanlarin incelenmesine yonelik goriis bildirmislerdir. Bu
ogretmen adaylarindan dordii (Ahu, Belma, Bilge, Buse) ispatlardaki argiimanlarda
gerekge olarak bilinen gergeklerin kullanilmasi gerektigini, iicii (Ahu, Adem, Baris)
ispatin igerisindeki ifadelerin matematiksel gerceklerle uyumlu olmasi gerektigini, ikisi
(Ahu, Aziz) ispatin adimlarinda islemsel bir hatanin bulunmamasini, bir 6gretmen aday1
da (Aziz) ispatta mantiksal baglantilar1 saglayan kilit ifadelerin bulunmasi gerektigini
ifade etmistir. Ogretmen adaylarinin yaris1 (Aysun, Belma, Buse, Ahu) ispat1 yapisal ya
da yiizeysel olarak incelediklerine yonelik goriis bildirmislerdir. Bu kategorideki
O0gretmen adaylar1 argliman incelemesinde bahsedilen ispatin igerigine yonelik ispat
basamaklarini incelemek yerine ispatlara yiizeysel olarak bakmislardir. Dogru yapilmis
ispatlarda teoremin hipotezinin kullanilarak hiikkmiin bulunmasi gerektigini ifade
etmigler, ispatta teoremin hiikmiiniin kullanilmasi durumunda ispatin yanlis olacagini
belirtmiglerdir. Ug 6gretmen aday1 (Ahu, Aysun, Buse) kullanilan ispatlama yénteminin
uygun olmasi gerektigini belirtmistir. Ug 6gretmen adayr (Aysun, Bilge, Aziz) ispatlari
dilsel ve mantiksal olarak inceleyeceklerine yonelik goriis bildirmislerdir. Bu 6gretmen
adaylar1 ispatin dilinin a¢ik ve anlasilir olmasimin, yapilacak islemlere zemin
hazirlanmasinin ve ispatin ikna edici olmasinin gerekli oldugunu dile getirmiglerdir. Son
olarak Aysun ispatlara otoriter bir bakis agisi ile yaklasarak ispatlarin kitaptaki gibi
olmas1 gerektigini ifade etmistir. Buna gore Ogretmen adaylarinin ¢ogunun ispatlari
incelerken satir satir inceleme yaparak ispatin adimlarinda islemsel ve mantiksal hata
olup olmadigina yonelik goriis bildirdikleri sdylenebilir. Caligmadan elde edilen bu
sonug 0gretmen adaylarinin ispatlari incelerken satir satir inceleme egiliminde olduklari
yoniindeki ¢alisma sonuglart ile desteklenmektedir (Alcock ve Weber, 2005; Selden ve
Selden, 2003). Calismadan elde edilen kategoriler Uygan, Tamish ve Kdse (2014)
tarafindan yapilan calisma ile farklilik gostermistir. Uygan ve digerlerinin (2014) g



279

ilkogretim matematik 6gretmenligi boliimiiniin son smifinda 6grenim goren dgretmen
adaylan ile yaptiklar1 calismada, 6gretmen adaylarinin dogru yapilmis bir ispatin
timdengelimli, sonucu genellenebilir ve anlasilabilir olmasi gerektigini ifade ettiklerini
belirtmislerdir. Bu c¢alismada ise Ogretmen adaylari dogru yapilmis bir ispatin
tiimdengelimli ve sonucu genellenebilir olmasi ile ilgili en azindan dogrudan bir ifade

kullanmamiglardir.

Ispatlama siirecinde bir iddianin dogruluguna o6nce kendini daha sonra
baskalarin1 ikna etme gibi iki alt siire¢ mevcuttur (Harel ve Sowder, 2007). Stylianou,
Chea ve Blanton (2006) da benzer sekilde, ispatin bir kiginin iddiasin1 dogrulamasini,
kendisini ve bagkalarini ikna etmeyi saglayan mantiksal argiiman olarak matematikte
basrole sahip oldugunun kabul edildigini ifade etmislerdir. Bu ¢alismada da 6gretmen
adaylarinin ispatlama siirecinin iki alt siireci olan kendini ve digerlerini matematiksel
bilgiye ikna etme siireglerine yonelik bilgiler elde edilmeye calisilmistir. Ogretmen
adaylarina ilk olarak matematiksel bir Onermenin dogrulugu hakkinda siipheye
diistiiklerinde  kendilerini nasil ikna edecekleri sorulmustur. Alman yanitlar
incelendiginde 6gretmen adaylarmin ¢ogunlugunun (Barig ve Belma harig¢) tanimlar
(Ahu, Aysun, Belma, Bilge) ve teoremler (Ahu, Aysun, Bilge) iizerinden muhakeme
ederek ya da ispatlayarak (Adem, Aysun, Aziz) onermenin dogru olduguna ikna
olacaklarini belirtmiglerdir. Bu kategorilerdeki 6gretmen adaylarinin dediiktif tarzda
arglimanlar ireterek kendilerini matematiksel bir Onermenin dogruluguna ikna
edeceklerine yonelik goriis bildirdikleri sdylenebilir. Ogretmen adaylarinin yaris1 da
(Baris, Bilge, Buse, Belma) 6nermenin dogru olduguna ikna olmak i¢in birkag 6zel
ornekle deneme yapacaklarini (Baris, Belma Bilge, Buse) ya da 6nermeye ait sekiller
cizmeye c¢alisarak (Barig, Belma, Buse) ikna olacaklarini belirtmislerdir. Bu
kategorideki 6gretmen adaylarinin ikna olmak i¢in timevarimsal ve gorsel argiimanlar
gibi informel arglimanlar retecekleri soylenebilir. Elde edilen kategoriler bireysel
olarak incelendiginde Adem, Aziz, Aysun ve Ahu’nun énermenin dogru olduguna ikna
olmak i¢in sadece tanim, teorem ve ispatlardan yaralanacaklarini ifade ettikleri
belirlenmistir. Bu 06gretmen adaylari, onermeye ikna olma i¢in dediiktif tarzda
argiimanlar tireteceklerini belirtmislerdir. Baris ve Buse ise 6nermenin dogru olduguna
ikna olmak i¢in 6rnek ya da sekilleri kullanacaklarini dile getirmislerdir. Bu 6gretmen

adaylar1 6nermeye ikna olmak i¢in genellikle tiimevarimsal ve gorsel tarzda argiimanlar
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tireteceklerini ifade etmislerdir. Bilge hem tiimevarimsal hem de dediktif tarzda
argiimanlar Urettigini sdylemistir. Belma ise tiim argiiman iiretme tarzlarinda goriis
bildirmistir. Bu durum, O6gretmen adaylarinin matematiksel bir ifadeye ikna olma
sekillerinin birbirinden farkli olabilecegi diisiincesini ve 6grencilerden bazilarinin ikna
olma adina informel yollar1 tercih edecekleri yoniindeki arastirma sonuglarini

desteklemistir (Harel ve Sowder, 1998; Miyazaki, 2000).

Buse’nin disindaki 6gretmen adaylar1 6nermenin yanlis olduguna ikna olmak
i¢in ters Ornek iliretmeye ¢alisacaklarini belirtmislerdir. Buna gore 6gretmen adaylarinin
cogunun ters ornek ile yapilan ispatlara yonelik bilgilerinin oldugu sdylenebilir. Buse
ise Onermenin yanlis olduguna ikna olmak i¢in agiklama yapmaya calisacagini
belirtmistir. Buna gore Buse’nin ters 6rnek ile yapilan ispatlar hakkindaki bilgilerinde
eksiklik oldugu soOylenebilir. Buse’nin ters Orneklerin Onermelerin yanlighgim
gostermedeki giiciiniin farkinda olmadigi sdylenebilir. Bundan dolay:r ispatlama
yontemlerinin 6gretiminin yapildigi Soyut Matematik derslerinde ters 6rneklerin onemi
vurgulanmali, bir 6nermenin dogrulugunun ispatlanmasi kadar, yanliglanmasimin da
matematigin gelismesinde 6nemli bir yere sahip oldugu (Lakatos, 1976) ve matematikte

genellikle ters 6rnekler olarak sunuldugu (Lampert, 1990) vurgulanmalidir.

Son olarak 6gretmen adaylarinin dogru oldugunu diisiindiikleri matematiksel
iddialarim1 savunurken ne tiir gerekgeler kullandiklarina yonelik goriisleri alinmastir.
Ogretmen adaylarinin besi tanimlart (Ahu, Adem, Aziz, Aysun, Bilge) ve iicii
teoremleri (Ahu, Aziz, Aysun) gerek¢e olarak kullandiklarini ifade etmislerdir. Bu
gerekgeler dediiktif gerekge altinda toplanmistir. Ug 6gretmen aday ise (Belma, Bilge
ve Buse) iddialarin1 savunurken sekillerden yararlandiklarini belirtmistir. Buna goére bu
{ic ogretmen adaymin gorsel gerekgelerle iddialarini savunduklari soylenebilir. Iki
ogretmen aday1 (Baris ve Bilge) matematiksel iddialarin1 savunurken 6zel 6rneklerden
yararlandiklarint belirtmislerdir. Bu 0Ogretmen adaylarinin iddialarin1 savunurken
timevarimsal gerekceler kullandiklar1 sdylenebilir. Buna gore 6gretmen adaylarinin
cogunun dediiktif gerekceler kullandiklarina yonelik goriis bildirdikleri ortaya ¢ikmuigtir.
Calismadan elde edilen bu sonucun sebebi 6gretmen adaylarinin matematik derslerinde
tiretilen arglimanlarin ¢ogunlukla dediiktif argiimanlar tiretildigi i¢in 6grencilerin de bu
sekilde arglimanlar liretme egiliminde oldugu diisiiniilmektedir. Bu diisiince, Dinger’in

(2011) yaptig1 ¢alisma ile desteklenmektedir. Dinger (2011) li¢ donem boyunca analiz
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derslerinde iiretilen argiimanlart incelemis ve ders esnasinda iiretilen argiimanlarin

cogunlukla dediiktif oldugu sonucuna ulagmistir.

Ogretmen adaylarmm matematiksel iddialarin1  savunurken kullandiklarmi
sOyledikleri gerekgeler bireysel olarak analiz edildiginde Ahu, Aziz, Adem ve Aysun’un
net bir sekilde dediiktif gerekgeler kullandiklarini ifade ettikleri goriilmistiir. Belma ve
Buse gorsel gerekgeler kullandiklarini belirtmislerdir. Baris sadece tlimevarimsal
gerekgeler kullandigini ifade etmistir. Bilge ise her ti¢ gerekgeyi de kullandigina yonelik
goriis bildirmistir. Bilge’nin her kategoriye yonelik goriis bildirmesi onun bu tarz bir
aktiviteye yonelik deneyiminin az oldugundan kaynaklandigi diisiiniilmiistiir. Ayrica
calismadan elde edilen bu sonug, Ogrencilerin genel bir ifadenin dogrulugunun
gosterilmesinde bir ya da birka¢ 6zel drnek iizerinden gosterilmesi olan tiimevarimsal
argiimanlar Urettikleri yoniindeki ¢alisma sonuglarini teyit etmistir (Barkai, Tsamir,
Tirosh ve Dreyfus, 2002; Galbraith,1981; Knuth, 2002; Martin ve Harel, 1989; Morris,
2002; Weber, 2001).

Ispata yonelik goriisler genel olarak degerlendirildiginde, 6gretmen adaylarmin
ispatin anlamina, matematikteki amacina ve 6nemine yonelik goriislerinin ¢ogunlukla
olumlu oldugu tespit edilmistir. Ogretmen adaylarinin ispatlarda basarili olunabilmesi
icin yapilmasi gerekenlere ve matematiksel ispatlarin kendilerine matematiksel anlamda
yarar saglayip saglamadigina yonelik goriisleri alindiginda, baz1 6gretmen adaylarinin
ispata kars1 6n yargilar1 ve olumsuz goriisleri ortaya ¢ikmistir. Ogretmen adaylarindan
Ahu, Aziz, Adem ve Aysun’un ispatin amaci, onemi ve matematiksel anlamda
kendilerine sagladig1 faydalarin farkinda olduklar1 belirlenmistir. Buna gore 6gretmen
adaylariin ispata yonelik olumlu tutum i¢inde olduklar1 sdylenebilir. Belma, Baris ve
Buse ise ispatin amacina ve 6nemine iliskin olumlu goriisler belirtirken matematiksel
ispatlarin 6gretim amacinin ezber yapmak oldugunu, bunun i¢in de ispatlara en iyi
calisma metodunun ezberlemek oldugunu ifade etmislerdir. Su ana kadar 6grendikleri
ispatlarin kendilerine matematiksel anlamda bir yararinin olmadigini dile getirmislerdir.
Bu bakimdan Belma, Barig ve Buse’nin ispata karsi olumsuz bir tutum iginde olduklar
ortaya ¢cikmistir. Bilge ise matematiksel ispatin anlamina yonelik olumsuz goriis olarak
degerlendirilebilecek anlamlar yiiklemis ve ispatlarda basarili olabilmek igin
ezberlenmesinin gerekli oldugunu belirtmistir. Bilge’nin ayni soru ig¢in hem olumlu hem

de olumsuz goriis bildirdigi belirlenmistir. Buna goére Bilge’nin ispata yonelik ne



282

olumlu ne de olumsuz bir tutum i¢inde oldugu sonucuna ulasilmistir. Calismadan elde
edilen bu genel durum, matematik 6gretmeni adaylarinin ispata yonelik goriislerinin tam
olarak olusmadig1 yoniindeki ¢calisma sonuglarini desteklemistir (Doruk ve Giiler, 2014,
Morali vd., 2006). Calismada 6gretmen adaylar1 ispatin fonksiyonlarina yonelik olumlu
gortisler bildirirken ispatin matematik egitimindeki yerine yonelik goriislerinin ayni
oranda olumlu olmadigi tespit edilmistir. Calismadan elde edilen bu sonug, Knuth’un
(2002) calismasindan elde ettigi sonucu akillara getirmistir. Knuth (2002) ¢alismasinin
sonucunda, matematik Ogretmenlerinin ispatin matematikteki roliine yonelik bir¢ok
goriis belirtmelerine ragmen (dogrulama, agiklama, iletisim, kesfetme, sistemizasyon)

ispatin matematik 6gretimindeki roliine yonelik goriis bildirmedikleri ortaya ¢ikmustir.

Ispata kars1 olumlu goriise sahip olan &gretmen adaylari matematiksel
Onermelere ikna olurken ve matematiksel iddialarim1 savunurken irettikleri
argiimanlarda genellikle dediiktif gerekceler kullandiklarini belirtmislerdir. Ispata kars:
olumsuz tutum i¢inde olan 6gretmen adaylarinin da iirettikleri argiimanlarda ¢ogunlukla
tiimevarimsal gerekgeler kullandiklarmni dile getirmislerdir. ispata karsi olumlu ya da
olumsuz tam bir tutum gelistiremeyen Bilge, bu yapisini matematiksel onermelere ikna
olmak ve iddialarin1 savunmak i¢in tirettigi arglimanlarda kullandig1 gerekcelere yonelik
goriislerine yansitmustir. Bilge drettigi arglimanlarda birden ¢ok tipte gerekge
kullanacagin1 dile getirmistir. Calismanin bu bulgular, ispata yonelik goriislerin
matematiksel onermelere ikna olmak ve iddialarini savunmak i¢in iiretilen argiimanlarin
yapistm etkileyebilecegi ile ilgili ipucu vermistir. Ogretmen adaylarinin argiimanlar
tanimlar1 anlamak, ispat yapmak ve problem ¢6zmek icin kullanabilecegi
distintildiigiinde (Dinger, 2011), ispata yonelik goriislerin bu tarz aktivitelerdeki
tekrarlama ya da basar1 durumunu etkileyebilecegi diisiiniilmiistiir. Bu durumda
Ogretmen adaylarinin ispata yonelik goriislerinin olumlu olmasi adina ispat agirlikli
derslere O6nem verilmeli, ispatin anlami, Onemi, yarari, matematik ve matematik
egitimindeki roli agiklanmalidir. Bu sayede, 6gretmen adaylarina ispatin matematigin
ruhu oldugu (Schoenfeld, 2009) ve Oziiniin ispatlarda yattifi (Ross, 1998)

hissettirilebilir.
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5.2. Ogretmen Adaylariin Analizin Temel Konularindaki Kavramlari

Anlamalarina Yénelik Sonug, Tartisma ve Oneriler

Ogretmen adaylarmin analizin temel konularindaki (fonksiyonlar, diziler, limit
ve streklilik, tliirev) tanimlar1 anlama sekillerinin kavramsal anlama, hatali anlama,
sembolik anlama ve kavram karmasasi olmak tizere dort kategori altinda toplandig
ortaya ¢ikmistir. S6z konusu tanimlart matematiksel gerceklerle uyumlu, sembollerin
altinda yatan anlamalarin farkinda olarak kendi ciimleleri ile aciklayabilen 6gretmen
adaylarinin anlayiglar1 kavramsal anlama olarak degerlendirilmistir. Akademik basari
diizeyi yiiksek olan Ogrencilerin ¢ogunlukla kavramsal anlayisa sahip olduklari

belirlenmistir.

Sembolik anlamaya sahip 6gretmen adaylari kendilerine sunulan formel tanimi
kendi climleleri ile agiklayamayan, tanimi kendisine sunulan bir sekilde tekrarlamaya
calisgan ve tanimda bulunan ifadelerin altinda yatan anlamlarin farkinda olmayan
Ogretmen adaylaridir. Tanimlara yonelik kavramsal olmayan anlayislarin yarisindan
fazlasinin sembolik anlamalar oldugu ortaya c¢ikmistir. Calismada sembolik anlayisa
sahip 6gretmen adaylar1 olarak Barig ve Belma dikkati ¢ekmistir. Baris ve Belma’nin
analizin temel kavramlarinin ¢ogunlugunda sembolik anlamaya sahip olduklar1 ortaya
¢ikmistir. Buna gore Belma ve Baris’in analizin temel tanimlarinin g¢oguna yonelik
kavramsal bilgiye sahip olmadiklar1 ve ezber odakli bir anlayisa sahip olduklari

sOylenebilir.

Kavramsal olmayan anlayislarin bir kismi1 da kavram karmagasi kategorisi
altinda degerlendirilmistir. Kavram karmasasi kategorisinde degerlendirilen 6gretmen
adaylar1 s6z konusu tanimi kendi climleleri ile ifade etmeye ¢alismis fakat yaptiklari
tanimlamalar tarif edilmek istenen tanimdan uzaklasarak baska kavramlarin tanimlarini
isaret etmigtir. Kavram karmasasi yasayan Ogretmen adaylarindan Bilge dikkati

¢ekmistir. Bilge miilakatlarin gogunda bu yonde agiklamalarda bulunmustur.

Kavramsal anlayisa sahip olmayan 6gretmen adaylarinda son sirada goriilen
anlayis seklinin hatali anlama oldugu goriilmistiir. Hatali anlamaya sahip 6gretmen
adaylar1 kendilerine sunulan tanimi kendi cilimleleri ile aciklamaya caligsa da

aciklamalarinda matematiksel hatalar ya da eksiklikler mevcuttur.
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Ogretmen adaylarinin tamimlar1 anlayis sekillerine yonelik yapilan bu genel
degerlendirmeden sonra, kavramlara yonelik sahip olduklar1 giigliikler incelenmis ve

asagida boliimler halinde sunulmustur.

5.2.1. Ogretmen adaylarmin fonksiyonlar Kkonusundaki kavramlar

anlamalarina yonelik sonug, tartisma ve oneriler

Ogretmen adaylarinin fonksiyonlar konusundaki kavramlara yonelik anlayislari
ortaya ¢ikarilmaya calisilmistir. Ogretmen adaylarina ilk olarak formel fonksiyon tanimi
verilmis ve bu tanimdan ne anladiklarini kendi ciimleleri ile izah etmeleri istenmistir.
Yapilan inceleme sonucunda alt1 6gretmen adayinin (Aziz, Ahu, Aysun, Adem, Bilge,
Barig) fonksiyon tanimini kendi ciimleleri ile matematiksel olarak dogru bir sekilde
tanimlayabildikleri tespit edilmistir. Bu 6gretmen adaylarinin fonksiyon tanimina
yonelik anlamlarmin kavramsal boyutta oldugu ortaya c¢ikmistir. Bu O6gretmen
adaylarinin kavram imajlarinin fonksiyon taniminin &zelliklerini barmndirdigi tespit
edilmistir. Buna gore, Ogretmen adaylarinin ¢ogunun fonksiyon tanimina yonelik
kavramsal bilgilerinin yeterli diizeyde oldugu sdylenebilir. Buna karsin fonksiyon
tanimin1 kendi climleleri ile ifade edemeyen, diger kavramlar ile karistiran 6gretmen
adaylar1 da tespit edilmistir. Buse fonksiyon tanimini kendi ctimleleri ile agiklamig fakat
bu aciklamasinin matematiksel olarak hatali oldugu tespit edilmistir. Buse’nin
fonksiyon tanimina yonelik hatali anlamasinin oldugu ortaya ¢ikmustir. Fonksiyon
kavramina yonelik imajinin tanim kiimesindeki bir elemanin goriintii kiimesinden bir
eleman ile eslesmesi seklinde oldugu ortaya ¢ikmistir. Bu durumda Buse’nin kavram
imajinin  fonksiyon taniminin Ozelliklerini tam olarak yansitmadigi belirlenmistir.
Buse’nin sahip oldugu kavram imaji, Polat ve Sahiner (2007) tarafindan tespit edilen
fonksiyon tanimina yonelik kavram yanilgilarn ile ortlismektedir. Polat ve Sahiner
(2007) fonksiyonlar konusunda &grencilerde bulunan kavram yanilgilarindan birinin,

fonksiyonu “birebir eslenen bagint1” seklinde gormeleri oldugunu tespit etmistir.

Belma fonksiyon tanimimi kendi ciimleleri ile izah etmeye ¢alismistir. Yaptigi
fonksiyon taniminda fonksiyon, bagmti, birebir fonksiyon ve orten fonksiyon
tanimlarini birbiri ile karigtirdigr belirlenmistir. Belma’nin fonksiyon tanimina yonelik
kavram karmasasi yasadigi ortaya c¢ikmistir. Belma birebir ve Orten bagntinin

fonksiyon oldugunu belirtmistir. Belma’nin fonksiyon kavramina yodnelik imajinin
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birebir ve orten bagmti oldugu ortaya ¢ikmistir. Belma’nin sahip oldugu kavram imaji
fonksiyonun tanimi ile uyugsmamaktadir ve d6grencilerde goriilen kavram yanilgilarindan
biridir. Polat ve Sahiner (2007) simif Ogretmenligi boliimii 6grencilerinin kavram
yanilgilarin1 tespit etmek amaciyla yaptigi calismanin onemli bir bulgusu olarak,
ogrencilerin %40 oraninda “bir bagintinin fonksiyon olabilmesi i¢in gerekli kosul
birebir ve Orten olmasidir” cevabini verdikleri tespit edilmistir. Kavram yanilgilarini
azaltmaya yonelik yapilan 6gretim sonucunda bu kavram yanilgisi %5 oraninda devam
etmistir. Ayrica bu sonug, Vinner’in (1983) o&grencilerin bir kisminin fonksiyon
kavramina yonelik kavram imajinin ortenlik ve birebirlik oldugu yoniindeki bulgularini

desteklemektedir.

Ogretmen adaylarinin  birebir fonksiyon tanimina y&nelik anlamalar
sorgulandiginda, 6gretmen adaylarinin yarisinin (Ahu, Aysun, Adem, Aziz) birebir
fonksiyon tanimini kendi ciimleleri ile dogru bir sekilde aciklayabildikleri
belirlenmistir. Buna gore O0gretmen adaylarimin yarisinin birebir fonksiyon tanimina
yonelik bilgilerinin kavramsal diizeyde oldugu ortaya ¢ikmistir. Baris ve Belma birebir
fonksiyon tanimimi kendi ciimleleri ile matematiksel olarak hatali bir sekilde izah
etmiglerdir. Buna gore bu Ogretmen adaylarin birebir fonksiyon tanimima yonelik
hatali anlamalarinin mevcut oldugu sdylenebilir. Baris ve Belma birebir fonksiyon
tanimini1 “elemanlar esit iken goriintiiler de esittir” seklinde yaptiklar1 belirlenmistir.
Barig ve Belma’da goriilen bu hatali ifadenin onlarda bulunan bir kavram yanilgisi
oldugu sonucuna ulagilmistir. Ogretmen adaylar1 bu hatali diisiincelerini savunmus ve
yapilan etkinliklerde siklikla kullanmiglardir. Buse ve Bilge birebir fonksiyon tanimini
kendi ciimleleri ile ifade etmeye calismis fakat bu ifadelerin birebir fonksiyon
tanimindan daha ¢ok fonksiyon tanimini cagristirdigi ortaya c¢ikmistir. Bu 6gretmen
adaylarimin  birebir fonksiyon tanimmna yonelik kavram karmasasi yasadigi
belirlenmistir. Buna gbre Ogretmen adaylarinin yarsinin birebir fonksiyon tanimina
yonelik bilgileri kavramsal bilgi diizeyinde iken diger yarisinin ise bu diizeyde olmadig1

tespit edilmistir.

Ogretmen adaylarmnin tiimiiniin &rten fonksiyon tamimma yonelik kavramsal
anlamaya sahip olduklari ortaya cikmistir. Ogretmen adaylarmin orten fonksiyon

tanimma yonelik bilgilerinin  kavramsal bilgi diizeyinde oldugu soylenebilir.
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Ogrencilerin 6rten fonksiyona ydnelik sahip olduklari kavram imaji “fonksiyonun

goriintli kiimesinde agikta eleman kalmamasi” seklindedir.

Calisma sonucunda bazi Ogretmen adaylarmin fonksiyon tanimini anlamada
giclik yasadiklar1 tespit edilmistir. Elde edilen bu sonug¢ o6grencilerin fonksiyon
tanimini anlamakta gii¢lilk yasadiklar1 yoniindeki ¢alisma sonuglari ile uyum igindedir
(Abdullah, 2010; Hatisaru ve Erbas, 2010). Ogretmen adaylarmmn bir kismmin birebir
fonksiyon tanimina yonelik kavram yanilgilarinin oldugu belirlenmistir. Ogrencilerde
bulunan bu kavram yanilgisinin giderilmesi i¢in gerekli ¢alismalar yapilmalidir. Birebir
fonksiyon tanimi iizerinde durulmali, s6z konusu kavram yanilgisi Ogrencilerle
tartisiimali ve bu yanilginin  mantiksal-matematiksel aciklamasi  Ogrencilere

yapilmalidir.

Baz1 6gretmen adaylari da fonksiyon tanimi ile birebir fonksiyon tanimini birbiri
ile karistirmis, birbiri yerine kullanmislardir. Elde edilen bu sonuca daha once yapilan
calismalarda da deginilmistir (Bayazit, 2013; Polat ve Sahiner, 2007; Vinner, 1983).
Ogretim sirasinda 6grencilerin sahip olduklar1 bu giigliikler dikkate almarak gretim
yapilmalidir. S6z konusu kavramlarin birbirinden farklari iizerine sinif ortaminda
tartigmalar  yapilabilir. Ogrencilerin bu tanmimlar1 kavramsal boyutta Ogrenip
O0grenmedigi sorgulanmalidir. Ciinkii 6gretilen kavramlar ne kadar temel ya da basit
olursa olsun, bazen o6gretildigi diisliniilen kavram ile 6grencilerin gergekten 6grendigi

kavram arasinda biiyiik bir ugurum olabilmektedir (Tall ve Bakar, 1992).

5.2.2. Ogretmen adaylarinin diziler konusundaki kavramlar1 anlamalarina

yonelik sonug, tartiyma ve oneriler

Ogretmen adaylarinin diziler konusundaki tamimlar1 anlayis sekilleri ortaya
cikarilmaya caligilmistir. Bu bolimde 6gretmen adaylarinin yakinsak dizi ve Cauchy

dizisi tanimlarin1 anlayislari iizerine elde edilen sonuglar tartigilmastir.

Ogretmen adaylarinin yarisinin  (Aziz, Aysun, Ahu, Adem) yakmsak dizi
tanimin1 kendi ciimleleri ile dogru bir sekilde ifade ettikleri belirlenmistir. Buna gore,
bu 6gretmen adaylarinin yakinsak dizi tamimina yonelik anlamalarinin kavramsal
oldugu ortaya ¢ikmistir. Baris ve Belma yakinsak dizi tanimini kendi ciimleleri ile ifade

edemeyerek kendilerine sunulan tanimdaki ifadeleri tekrarlamislardir. Bu 6gretmen
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adaylariin yakinsak dizi tanimina yonelik anlamalarinin sembolik oldugu sdylenebilir.
Buse ise yakinsak dizi tanimim1 kendi ciimleleri ile ifade etmeye caligsa da basarili
olamamustir. Buse’nin yakinsak dizi tanimina yonelik hatali anlamaya sahip oldugu
ortaya ¢ikmustir. Bilge’nin yakinsak dizi tanimimi kendi ctimleleri ile ifade ederken
birden ¢ok farkli kavrama yonelik ifadeler tretmistir. Bilge yakinsak dizi kavramini
stirekli fonksiyon ve Cauchy dizisi kavramlari ile karistirdigir ya da aradaki ayrimin
farkinda olmadigi ortaya ¢ikmistir. Buna gore, Bilge’nin kavram karmasasi yasadigi

sOylenebilir.

Ogretmen adaylarmin Cauchy dizisi tanimma yénelik anlamalarinin yakinsak
dizi tanimina yonelik anlamalart ile benzerlik gosterdigi tespit edilmistir. Buna gore
Ogretmen adaylarinin yarisinin  yakinsak dizi ve Cauchy dizisi tanimina yonelik
bilgilerinin kavramsal bilgi diizeyinde oldugu, diger 6gretmen adaylarinin bilgilerinin

ise bu diizeyde olmadig1 belirlenmistir.

Ogretmen adaylarmin, yakinsak dizi ve Cauchy dizisi tammlarina yonelik
kavramsal bilgilerini sorgularken ve bu kavramlara iligkin yapilan etkinliklerde bircok

giicliik yasadiklar1 belirlenmistir. Bu giicliikler asagida siralanmistir.

Ogretmen adaylarinin yarisiin  yakimsak dizi ve Cauchy dizisi taniminda
bulunan n, teriminin tanimlardaki islevi hakkinda bilgi sahibi olmadiklart ortaya
cikmistir. Ogretmen adaylarmin bu giigliigii, onlarn bu tanimlara yonelik kavramsal
bilgi diizeyinde olup olmadigmin bir belirleyicisi olmustur. Tanimlara yo6nelik
kavramsal anlamaya sahip olan 6gretmen adaylari, bu terimin iglevi hakkinda dogru
bilgilere sahip iken diger 6gretmen adaylarinin yeterli bilgiye sahip olmadiklari ortaya
cikmistir. Yakinsak dizinin tanimina yonelik kavramsal anlamaya sahip olmayan
Ogretmen adaylari, bu terimin tanimdaki roliinii belirtmek yerine onun nasil
bulunacagina yonelik islemsel bilgiler vermeye ¢alismislardir. Elde edilen bu sonuglar,
Mamona-Downs (2001) tarafindan yapilan ¢alismanin sonuglar1 ile benzerlik
gostermistir. Mamona-Downs (2001), 6grencilerin ¢ogunun yakinsak dizinin tanimini
anlamada zorluk yasadiklarin1 ifade etmistir. Tanimda bulunan ve bazi pozitif
tamsayilari temsil eden n, kesme noktasinin islevini anlamakta giigliik yasandigini ifade
etmigtir. Ona gore, Ogrencilerin bu terimi anlamada huzursuz olmasmin iki sebebi

vardir. Birincisi, bu terimin yakinsak dizi taniminda yer alan esitsizlik gibi ilk anda
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odaklanilan ana o6zellik olmamasidir. Ikincisi ise, bu terimin daha ¢ok nasil
bulunacaginin arastirilmasidir. Ogrencilerin matematik gegmisleri algoritmik temellere
dayandigi i¢in bu terimin tanimdaki roliinii belirlemede basarisiz olmuslardir (Mamona-

Downs, 2001).

Ogretmen adaylarinin bir kismimnin tammmlarda bulunan topolojik ifadeler ve
matematiksel notasyonlar hakkinda yeterli bilgiye sahip olmadiklart ve
anlamlandiramadiklar1 belirlenmistir. Yakinsak dizi kavrami ile siirekli fonksiyon
kavramini birbiri ile karigtirmiglardir. Fonksiyonlarin limitini bulmak ig¢in yapilan
islemleri dizilerin yakinsak olup olmadigini tespit etmek igin kullanmislardir. Ornegin,
bazi 6gretmen adaylar1 bir dizinin yakinsak oldugunu tespit edebilmek i¢in limiti 6zel
noktalarda aramiglar ve dizinin limitini bulmak i¢in sag ve sol limitleri incelediklerini
ifade etmislerdir. Ayrica Ogretmen adaylar1 dizi ile seri kavramini birbiri ile
karistirmiglardir. Yakinsak dizi icin yapilan incelemelerde serilerin yakinsakligini

belirlemek i¢in kullanilan kriterlerden yararlanmaya ¢aligsmiglardir.

Baz1 6gretmen adaylar1 Cauchy dizisi taniminda bulunan ve dizinin iki farkli
terimini temsil eden s,, ve s,, terimlerinin iki farkli dizi oldugunu diisinmiislerdir. Buna
gore Ogretmen adaylarimin diziler konusunda birgok giicliik yasadiklar1 sdylenebilir.
Calismadan elde edilen bu sonuglar, 6grencilerin analiz derslerinde yakinsak dizi
tanimini anlamakta giicliik yasadiklar1 galisma sonuglarini desteklemistir (Doruk ve
Kaplan, 2015a; Roh, 2008; Tall ve Vinner, 1981). Roh (2008) ¢alismasinda 6grencilerin
yakinsak dizi kavramina yonelik kavram imajlariin, yakinsak dizi tanimini grenmeleri
tizerinde etkili oldugunu belirtmistir. Bu anlamda yakinsak dizi ve Cauchy dizisi
tanimlarinin 6gretimi sirasinda Ogrencilerin dogru kavram imajlarina sahip olmalari
adina gerekli caligmalar yapilmalidir. Bu caligmalardan ilk akla gelen yontem Ogretim
sirasinda gorsellestirmeden yararlanilmasidir. Her ne kadar ileri matematik derslerinde
gorsellestirme ile 6grenmenin yararlt olmadigini diistinen arastirmacilar olsa da (Alcock
ve Simpson, 2004), reel analizin 6greniminde olumlu katkilar saglayacagini diisiinen
arastirmacilar da mevcuttur (Pinto ve Tall, 2002). Ogrencilerin bu kavramalara yonelik
dogru kavram imajlarina sahip olmalar1 adina en azindan, kavramlarin tanitimi sirasinda
yardimci bir arag olarak gorsellikten yararlanilabilir. Ayrica, bu giigliiklerin iistesinden
gelebilmek icin diziler konusunun 6gretimi sirasinda dizilerin ne oldugu, yakinsak dizi

ve Cauchy dizisi taniminda bulunan ifadelerin ve sembollerin ne anlama geldigi,
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yakinsak dizi ile bir noktadaki fonksiyonun limiti kavramlar1 arasindaki farklar
vurgulanmalidir. Weber (2004) yaptig1 ¢alismada, {niversite matematik lisans
derslerinde yakinsak dizi kavraminin 6gretiminde ¢ogunlukla 6grencileri ezber yapmaya
sevk eden formel ve prosediirel bir 6gretim yaklasiminin sergilendigini ifade etmistir.
Bu derslerin ¢gretiminden sorumlu 6gretim elemanlarina 6gretim yontemlerini gozden
gecirerek Ogretmen adaylarinin en azindan bu kavramlarin ne olduguna yonelik

kavramsal anlamalarini gelistirecek uygulamalar yapmalar1 6nerilebilir.

5.2.3. Ogretmen adaylarmin limit ve siireklilik konularindaki kavramlar

anlamalarina yonelik sonug, tartisma ve oneriler

Bu boliimde 6gretmen adaylarinin limit kavraminin formel tanimina yoénelik
anlayislarima ve siirekli fonksiyon algilarina yonelik yapilan incelemenin sonuglar

sunulmustur.

Dort 6gretmen adaymin (Aysun, Aziz, Ahu, Adem) limit tanimini kendi
cimleleri ile ve dogru bir sekilde ifade edebildikleri tespit edilmistir. Bu 0gretmen
adaylarinin tanima yodnelik anlamalarinin kavramsal boyutta oldugu ortaya ¢ikmistir.
Buse, Belma ve Barig limit tanimini kendi ciimleleri ile ifade edememistir. Bu 6gretmen
adaylar1 kendilerine sunulan limit tanimindaki ifadeleri tekrarlamislardir. Ogretmen
adaylarinin limit tanimina yonelik sembolik bir anlamaya sahip olduklar1 ortaya
cikmistir. Bilge ise limit tanimin1 kendi ciimleleri ile ifade etmeye ¢aligmis fakat limit
taniminin  belirttigi diislinceyi yansitmayan, daha g¢ok diizgiin siireklilik kavramini
animsatan ifadeler kullanmistir. Buna gore Ogretmen adaylarinin yarisinin limit
tanimina yonelik kavramsal anlamaya sahip iken diger Ogretmen adaylarinin ise

kavramsal anlamaya sahip olmadiklar1 tespit edilmistir.

Ogretmen adaylarinmn limit tanimm kendi ciimleleri ile ifade edememelerinin
nedenin ise limit taniminda bulunan topolojik ifadelerin anlamlandirilamamas: oldugu
tespit edilmistir. Tanim1 kendi climleleri ile dogru bir sekilde ifade edebilen 6gretmen
adaylar1 bu ifadelerin ne anlama geldigi konusunda bilgi sahibi iken diger 6gretmen
adaylarmin bu ifadelerin anlamima yonelik dogru bir anlayista olmadiklart tespit
edilmistir. Calismadan elde edilen bu sonuglar Williams (1991) ve Cottrill, Dubinsky,
Nichols, Schwingendorf, Thomas vd. (1996) tarafindan yapilan ¢alismalar ile paralellik
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gostermektedir. Williams (1991) 6grencilerin ¢ogunun limitin formel tanimu ile iliskili
bir gorlis benimseyemediklerini ifade etmistir. Cottrill vd. (1996) caligsmalarindaki ¢ok
az sayida 6grencinin limitin formel tanimini anlayabildiklerini ve 6grencilerin higbirinin
0zel durumlarda limit tanimini uygulayamadiklarini tespit etmislerdir. Yapilan
arastirmalar 6grenciler arasinda limit kavraminin tam olarak anlasilmasinin oldukca giic

oldugunu ortaya ¢ikarmistir (Tall ve Vinner, 1981; Williams, 1991).

Ogrencilerin limit tanimma yonelik kavramsal bilgiler elde etme admna hig
stiphesiz dersin Ogretiminden sorumlu Ggretim elamanlarma biiyiik is diismektedir.
Ogretmen adaylarmin limit tammi hakkinda kavramsal diizeyde bilgilere sahip
olabilmeleri i¢in 6gretim sirasinda 6grencilerin algilamakta giicliik c¢ektikleri noktalar
tizerinde durulmasi yararli olacaktir. Bezuidenhout (2001) da analiz dersinin
Ogretiminden sorumlu olan §gretim elemanlarinin 6grenci anlayislarinin kaynagi ve
muhtemel kavram yanilgilarinin farkinda olmasini Onermistir. Ayrica Ogrencilerin
siavlarda degerlendirilmesinde islemsel becerinin gerekli oldugu problemlerin yaninda,
limit tanimina yonelik kavramsal bilgi gerektiren sorularin da sorulmasi 6nerilebilir. Bu
sayede, Ogrencilerin limitin formel tanimi iizerine yogunlagmalar1 ve anlamak igin
gayret gostermeleri saglanabilir. Ogrencilere derslerde ve sinavlarda sorulan sorular
kavramsal bilgiye ihtiyag duyulmadan ¢oziilebildigi i¢in 6grenciler, limit kavraminin
kavramsal yapisindan c¢ok limitin kolay, pratik uygulama modellerini tercih
etmektedirler (Williams, 1991). Ogretmen adaylarmin siirekliligin formel tanimina
yonelik anlayis sekillerinin limitin tanimina yonelik anlayislar ile birebir Ortiistiigi

ortaya ¢ikmistir.

Ogretmen adaylarmin siirekli fonksiyon kavramma yonelik zihinlerindeki
imajlarin1 ortaya ¢ikarmak igin “Siirekli bir fonksiyon denince akliniza ne geliyor?”
sorusu sorulmustur. Ogretmen adaylarinin siirekli fonksiyon imajlart hakkinda genel bir
degerlendirme yapildiginda, cogunun reel degiskenli ve reel degerli siirekli
fonksiyonlara yonelik zihinlerinde dogru kavram imajlart olusturduklar tespit
edilmistir. Cevaplar1 sorgulandiginda bes 6gretmen adaymin (Adem, Aziz, Ahu, Buse,
Bilge) siirekli fonksiyon kavramina sekilsel olarak yaklastiklart belirlenmistir. Bu
ogretmen adaylar1 siirekli bir fonksiyonun grafiginde kopukluk olmamas1 gerektigini
ifade etmislerdir. Dort ogretmen adaymin (Ahu, Aysun, Baris, Belma) ise siirekli

fonksiyon kavramina islemsel olarak yaklastiklar1 tespit edilmistir. Bu Ogretmen
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adaylar1 fonksiyonun bir noktada siirekli olmasi i¢in o noktada tanimli, limitli ve
limitinin goriintlisii olmas1 gerektigini belirtmislerdir. Bilge siirekli fonksiyona iliskin
sekilsel algisin1 devam ettirerek siirekli fonksiyonun grafiginde sigramanin olmamasi
gerektigini ifade etmistir. Aysun’un siirekli fonksiyona yonelik diger imaj1, fonksiyonun
grafiginde diklik olmamasidir. Aysun tiirevlenebilen fonksiyonlara iligskin bir bilgi
sunmustur. Buna gore Aysun’un siirekli fonksiyonlar ile tiirevlenebilen fonksiyonlar
arasindaki iliskiye yonelik bilgilerinde bir eksikligin oldugu s6ylenebilir. Aysun’un bu
goriisii, Bezuidenhout (2001) tarafindan One siiriilen goriisleri desteklemistir.
Bezuidenhout (2001) 6grencilerin limit tanimmda yasadiklari giigliiklerin sebeplerinden
birinin limit taniminin analizin énemli kavramlar1 olan siireklilik, tiirev, integral gibi
kavramlar ile arasindaki iliskiye yonelik uygun olmayan ve zayif zihinsel baglantilar

olabilecegini ifade etmistir.

5.2.4. Ogretmen adaylarinin tiirev kavramim anlamalarina yonelik sonug,

tartisma ve oneriler

Bu boliimde 6gretmen adaylarinin tiirev tanimi anlamalarina ve tiirevlenebilen
fonksiyon kavramu ile ilgili algilarini ortaya ¢ikarmaya yonelik yapilan analizlerden elde

edilen sonuglar sunulmustur.

Ogretmen adaylarina tiirev tanimi1 formel olarak sunulmus ve bu tanimdan ne
anladiklarin1 kendi climleleri ile ifade etmeleri istenmistir. Yapilan inceleme sonucunda
bes Ogretmen adaymin (Barig, Belma, Bilge, Buse, Aysun) tiirev tanimmi kendi
cimleleri ile ifade edemedikleri ve kendilerine sunulan tanimdaki ifadeleri
tekrarladiklart tespit edilmistir. Bu Ogretmen adaylarinin tiirev tanimina yonelik
anlamalarimin sembolik oldugu sonucuna ulagilmistir. Adem, Aziz ve Ahu’nun tiirev
tanimini kendi ciimleleri ile dogru bir sekilde ifade edebildikleri belirlenmistir. Bu
ogretmen adaylarmin tiirev tanimina yonelik anlamalarinin kavramsal diizeyde oldugu
ortaya ¢cikmistir. Bu Ogretmen adaylarinin tiirev tanimina yonelik kavram imajlarinin
“fonksiyondaki degisimin degiskendeki degisime oraninin limiti” seklinde oldugu
ortaya c¢ikmistir. Calismanin bu sonucu, Bingdlbali ve Monaghan’in (2008)
caligmalarindaki matematik boliimii 6grencilerinin kavram imajlart ile uyumludur.
Ayrica, Ogrencilerin bu tlirev anlayisi, Hartter’in (1995) belirledigi tiirev anlama

diizeylerinin en iist diizeyi olan ii¢iincii diizey anlamaya karsilik gelmektedir. Ogretmen
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adaylarinin ¢ogunun tiirev tanimina yonelik bilgilerinin kavramsal bilgi diizeyinde
olmadig1 soylenebilir. Bu durumda tiirev taniminin altinda yatan sezgisel diisiincenin
Ogrencilerin ¢ogu tarafindan bilinmedigini sdylemek miimkiindiir. Calismadan elde
edilen bu sonug tirev kavraminin o6grencilerin anlamakta ve anlamlandirmakta
zorlandiklari bir kavram oldugu goriislerini desteklemektedir (Bingdlbali, 2008; Habre
ve Abboud, 2006).

Ogrencilerin tiirev tanimina yonelik kavramsal anlamaya sahip olamamalarinin
sebepleri arasinda oOgrencilerin tiirevin formel tanimmi Onemsememeleri oldugu
diistiniilmektedir. Yapilan aragtirmalarda 6grencilerin bircok problemi formel tanima
gereksinim duymadan c¢ozebileceklerini diisiindiikleri ortaya ¢ikmustir. Ogrencilerin bu
yaklagimi onlarin tiirev tanimimi Onemsememelerine ve kavramsal bilgiye sahip
olamamalarma yol agmustir. Ornegin Habre ve Abboud (2006) calismalarinda
ogrencilerin yarisindan azinin tiirevin formel tanimini ifade edebildiklerini, ¢ok azinin
ise tlirevin tanimina yonelik kavramsal bilgi gerektiren basit bir problemi
¢ozebildiklerini belirtmistir. Bu anlamda matematik 6gretmeni yetistiren kurumlardaki
ilgili derslerde tiirev tanimmin altinda yatan diisiinceler vurgulanmalidir. Derslerde
tirev tanimina yonelik kavramsal bilgiler gerektiren problemlere yer verilmesi ve

degerlendirmede kullanilmasi onerilebilir.

Ogretmen adaylarinin tiirevlenebilen fonksiyon kavramma yonelik zihinlerinde
olusturduklart imaj1 ortaya ¢ikarabilmek igin “Tiirevlenebilen fonksiyon denince
aklinmiza ne geliyor?” sorusu sorulmustur. Alinan cevaplar analiz edildiginde bes
ogretmen aday1 (Ahu, Aziz, Adem, Baris, Belma) tiirevlenebilen fonksiyon denince
fonksiyonun siirekli olmasini algiladiklarini belirtmislerdir. Ogretmen adaylarinin yarisi
(Buse, Belma, Bilge, Aysun) tiirevlenebilen fonksiyon denildiginde tiirev alma islemi
ile ilgili ozelliklerin zihinlerinde canlandigini belirtmislerdir. Adem, Ahu ve Barig
tirevlenebilen fonksiyon denilince egimi algiladiklarini belirtmislerdir. Baris ve Ahu
tirevlenebilen fonksiyonun grafiginde sivrilik olmamasi gerektigini ifade etmislerdir.
Baris sag tiirevin sol tiireve esit olmasini algilarken Ahu tiirevlenebilen fonksiyondan
anlik hiz ve degisimi algiladigini dile getirmistir. Buna gore 6gretmen adaylarinin
cogunlugunun tiirevlenebilen fonksiyondan siireklilik ve tlirev alma islemini
algiladiklar1 ortaya ¢ikmistir. Sadece Adem, Baris ve Ahu’nun tiirev kavraminin altinda

yatan egim, sivrilik, sag ve sol tiirev, anlik hiz ve degisim 6zelliklerine yonelik goriis
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bildirdikleri ortaya ¢ikmistir. Ogrencilerin tiirevlenebilen fonksiyona yénelik bu algilar:
Scher’in (1993) 6grencilerin tiirevle ilgili ¢oklu temsillerinin grafiksel, sembolik ve

tablo seklinde olabilecegi goriisiinii desteklemektedir (Akt., Hartter, 1995).

Ogretmen adaylarmin tiirevlenebilen fonksiyon imajlarinin daha ¢ok islemsel ve
sekilsel temellere dayandigi sdylenebilir. Ogretmen adaylarinin tiirevlenebilen
fonksiyona islemsel anlamlar yiiklemelerinin sebebi, tiirevi bulmak i¢in mekanik
metotlar1 kullanmalar1 (Habre ve Abboud, 2006) ve algoritmik temellere dayanan
matematik geg¢misleri (Mamona-Downs, 2001) olabilir. Ogretmen adaylar sekilsel
olarak tiirevlenebilen fonksiyona dogru bir imaj olan sivrilik imajimnin yani sira
stireklilik gibi kavram yanilgisina da miisait bir imaj gelistirmislerdir. Bu imajin
“stirekli her fonksiyon tiirevlidir” seklinde yanlis bir bilginin sahiplenilmesi potansiyeli
vardir. Tiirevlenebilen fonksiyona yonelik stireklilik imajina sahip Ogretmen
adaylarindan Baris ve Belma’nin bu yanlis bilgiye sahip olduklart tespit edilmistir.
Buna gore ilgili matematik derslerinin 6gretimi sirasinda tiirev ile siireklilik arasindaki

iliskiler tizerinde durulmasi onerilebilir.

5.3. Ogretmen Adaylarinin Analizin Temel Konularindaki Argiimantasyon

Siireclerine Yonelik Sonuc, Tartisma ve Oneriler

Bu bolimde ogretmen adaylarinin argiimantasyon siirecleri kapsaminda
matematiksel bir onermenin dogruluguna ya da yanlhishigina nasil ikna olduklar ve
dogru oldugunu diisiindiikleri matematiksel iddialarin1 nasil savunduklari incelenerek

elde edilen sonuglar sunulmustur.

Ogretmen adaylarina ilk olarak matematiksel 6nermelerin  dogrulugunu
degerlendirme becerilerini ortaya ¢ikarabilmek i¢in dérdii dogru, dordii yanlis olmak
lizere toplam sekiz énerme sunulmustur. Ogretmen adaylarindan énermelerin dogru ya
da yanlhs olduklarina karar vermeleri istenmistir. Boylelikle 6gretmen adaylarinin
onermelerin dogrulugunu belirlerken kendilerini nasil ikna ettikleri ortaya ¢ikarilmak
istenmistir. Onermelerin dogrulugu igin verilen kararlar incelendiginde, &nermelerin
dogru olup olmadigini belirleme basarilarinin istenen seviyede olmasa da ortalamanin
lizerinde oldugu tespit edilmistir (%70). Ogretmen adaylarinin dogru ve yanlis

Onermeleri segme becerileri ayr1 ayri incelendiginde ilging bir durum ile karsilagilmistir.
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Ogretmen adaylarinin dogru onermeleri se¢me becerilerinin olduk¢a yiiksek oldugu
tespit edilmesine ragmen (%94) yanlis dnermeleri segme becerilerinin diisiik oldugu
sonucuna ulasilmistir (%46). Buna gore 6gretmen adaylarinin yanlis 6nermeleri segcme

becerilerinin dogru olanlar1 segmeye oranla daha diisiikk oldugu ortaya ¢ikmustir.

Sadece Aziz tim oOnermelerin dogruluk degerlerini belirleyebilmistir. Diger
ogretmen adaylarinin yanlis 6nermeleri belirleme becerileri incelendiginde Aziz’i bir
yanlis ile Ahu takip etmistir. Aysun, Adem ve Buse iki 6nermeyi dogru bir sekilde
belirleyerek yanlis 6nermelerin belirlenmesinde ortalama bir bagar1 gosterirken Baris ve
Bilge birer Onermenin yanlis oldugunu belirleyerek oldukca diisiik bir basari
gostermislerdir. Belma ise higbir yanlis 6nermeyi segemeyerek basarisiz olmustur. Buna
gore Aziz ve Ahu’nun 6nermelerin dogrulugunu belirlemede basarili bir performans
sergiledikleri, diger Ogretmen adaylarinin bagar1 oraninin diisik oldugu ve yanlis
onermeleri segmede giicliik yasadiklar1 sdylenebilir. Calismadan elde edilen bu sonug
O0gretmen adaylarinin yanlis 6nermeleri belirleme becerilerinin diisiik oldugu arastirma
sonuglan ile ortismektedir (Goetting, 1995; Ko, 2010; Ko ve Knuth, 2009; Riley,
2003). Ko (2010) doktora tez g¢alismasinda lisans matematik ogrencilerinden iKisi
yanlig, dordii dogru olan alti1 énermenin dogrulugunu degerlendirmelerini istemistir.
Ogrencilerin yanlis 6nermeleri belirleme oram yaklasik %15 iken dogru &nermeleri
belirleyebilme oranmin yaklasik %93 oldugu ortaya ¢ikmistir. Goetting 40 lisans
Ogrencisinin yarisina yakininin sayilar teorisi alaninda sorulan yanlis 6nermeyi dogru
olarak kabul ettiklerini ifade etmistir. Ogrencilerin dogru ©nermeleri belirleme
becerilerinin ise yiiksek oldugu tespit edilmistir. Benzer sekilde Riley (2003) 23
matematik Ogretmeni adaymnin %56’sinin  geometrideki yanlis Onermenin dogru
olduguna inandiklarini belirtmistir. Ko ve Knuth (2009) da benzer sonuglara ulasmistir.
Lisans matematik Ogrencilerine siirekli fonksiyon konusundaki iki yanlis Onerme
sunulmustur. Ik 6nerme igin 36 Ogrenciden 14’iiniin, ikinci onerme igin ise alt1
O0grencinin 6nermenin dogru oldugunu diisiindiikleri belirlenmistir. Genel olarak
ogrencilerin yaklasik %27’sinin bu 6nermelerin dogru oldugunu belirttiklerini ifade

etmistir.

Ogretmen adaylarmin dogru dnermeleri segmede basarili iken yanlis dnermeleri
segmede basarisiz olmalarinin sebebinin {iniversite matematik derslerinin Ogretim

yontemi oldugu diistiniilmiistiir. Clinkii lisans matematik derslerinde genellikle dogru
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onermeler irdelenmekte ve sinavlarda dogru Onermelerin gosterilmesi istenmektedir
(Buchbinder ve Zaslavsky, 2007). Dolayisiyla 6grenciler yanlis dnermelerle genellikle
karsilasmamakta ve onlar1 sorgulayamamaktadirlar. Bu durumun bir yansimasi olarak
muhtemelen, bir¢ok Ogrenci matematiksel Onermeleri dogru olarak gormekte ve
inanmaktadirlar (Smith, 2006). Ayrica ¢alismada elde edilen bu sonuglar Whiteley’in
(2009) goriisleri ile ortlismiistiir. Whiteley (2009), matematik lisans Ogrencilerinin
kosullu onermeleri degerlendirmede ve bir iddia icin ters Ornek iiretmede zorluk

yasadiklarini ifade etmistir.

Ogretmen adaylarmin dogru oldugunu diisiindiikleri matematiksel iddialarini
savunma becerilerini incelemek i¢in her miilakatta bir tane olmak tizere toplam dort adet
problem sorulmustur. Problemlerde dogru oldugu ifade edilen bir iddia verilmis ve
ogretmen adaylarindan bu iddianin dogrulugunu gostermeleri istenmistir. Ogretmen
adaylarinin iddialarin1 savunmak ig¢in irettikleri argiimanlarin az bir kismi (%32)
matematiksel olarak ikna edici bulunmustur. Buna gére 6gretmen adaylarinin iddialarini
matematiksel olarak mantikli bir sekilde savunma becerilerinin olduk¢a diisiik oldugu
sOylenebilir. Calismadan elde edilen bu sonug¢ Giiler’in (2013) yaptig1 ¢alismadan elde

ettigi sonuglarla ortiismektedir.

Ogretmen adaylarinin matematiksel 6nermelerin dogruluguna ikna olmak ve
matematiksel iddialari1 savunmak ig¢in {rettikleri argiimanlar incelendiginde,
birbirinden farkli tipte arglimanlarin iretildigi tespit edilmistir. Bazi Ogretmen
adaylarimin argiiman yapilarina siki sikiya bagli kaldiklar1 ve ikna olma sekillerini
etkiledigi belirlenmistir. Calisma sonucunda Ogretmen adaylarinin irettikleri
argiimanlarin yapilarim temsil eden gerekge tipleri ortaya cikmustir. Ogretmen
adaylariin {i¢ diizeyde gerekge tiplerine sahip olduklar tespit edilmistir. Her diizey
kendi i¢inde hiyerarsik olarak farkli gerekce tiplerine ayrilmistir. Asagida bu gerekce

tipleri sunulmustur.
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Sekil 5.1. Ogretmen adaylarinin gerekge tipleri

Birinci diizeydeki dissal gerekceye sahip Ogretmen adaylari disaridan gelen,
dogrulugu sorgulanmayan ve genellikle dogru olmayan bilgileri ikna olmak igin
kullanirlar. Bu Ogretmen adaylart matematiksel bir ifadenin dogrulugu hakkinda
siipheye diistiiklerinde diisiince siirecine girmezler. Digsal gerekgeler, otoriter gerekce
ve sezgisel gerekge olarak iki gruba ayrilir. Sezgisel gerekceye sahip 0gretmen adaylari
ifadenin igeriginden ¢ok goriiniisii ile ilgilenirler. Bu 6gretmen adaylarinin bir ifadenin
dogruluguna ikna olmalar1 i¢in kulaga mantikli gelmesi yeterlidir. Otoriter gerekce
tipine sahip 6gretmen adaylari bir ifadenin dogru olduguna ikna olmak igin diigiince
stirecine girmezler. Daha dnceden ve genellikle yanlis olan bilgilerine gilivenirler. Bu
ogretmen adaylarinin en ¢ok kullandiklar1 gerekge, herhangi bir ifadenin dogrulugu ya
da yanhishigm bilmeleri, duymalari ya da gdrmeleridir. I¢ otoriteye sahip 6gretmen
adaylar1 herhangi bir ifadenin dogru olup olmadigin1 sorgulamazlar, bildiklerini ifade
ederler. Ogretmen adaylarmin i¢ otoritelerine gore verdikleri kararlar cogunlukla onlari
yaniltmistir. Dis otoriter gerekgeye sahip 6gretmen adaylari bir ifadenin dogru olduguna
bu ifadenin daha 6nceden simifta arkadaslari, hocasi tarafindan sdylendigi ya da ders
kitabinda goérdiigii icin ikna olurlar. Calismadan elde edilen birinci diizey gerekge tipleri
cogunlukla Harel ve Sowder’in (1998) dissal ispat semalarindan otoriter ve ritiiel ispat
semalari ile benzerlik géstermis olup ilk defa gerekge tipi olarak tespit edilmistir. Bu

diizeydeki 6gretmen adayir olan Belma kendisine yoneltilen 6nermelerin dogruluguna
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ikna olmak i¢in c¢ogunlukla diisiince siirecine girmemistir. Arkadaslarindan farkli
olarak, onermenin dogru olup olmadigina diislince siirecine girmeden birkac saniye
icinde karar vermistir. S6z konusu 6nermeleri daha 6nce duydugunu, gordiigiinii ya da
bildigini iddia etmistir. Baz1 Onermelerin dogrulugunu degerlendirirken Onermenin

kulaga mantikli geldigi i¢cin dogru olabilecegini belirtmistir.

Ikinci diizey dgretmen adaylar1 matematiksel ifadelere ikna olmak ve iddialarini
savunmak i¢in argliman T{retmeye baslarlar. Verdikleri kararlar1 bir gerekgeye
dayandirmaya c¢alisirlar. Referanssiz gerekce tipine sahip Ogretmen adaylar
matematiksel bir ifadeye ikna olmak ya da bu ifadeyi savunmak i¢in ¢ogunlukla dogru
olmayan bilgiler kullanirlar. Matematiksel olarak temeli olmayan bilgiler, kurallar ve
islem sonuglar1 ise kosulur. Bu gerekge tipi Harel ve Sowder (1998) ve Ko ve Knuth
(2009) tarafindan belirtilen referanssiz-sembolik ispat semasi ve ispatlama kategorisi ile
benzerlik gostermektedir. Deneysel gerekge tipine sahip Ogretmen adaylari
matematiksel ifadelere ikna olurken ve onlar1 savunurken bir veya birka¢ durumu goz
Ontine alir ya da yetersiz zihinsel gosterimleri kullanirlar. Bu 6gretmen adaylarindan
timevarimsal gerekce tipine sahip Ogretmen adaylari, matematiksel ifadelere birkag
durum veya ornek ile ikna olur ve savunurlar. Bu gerekge tipi Inglis ve digerlerinin
(2007) Harel ve Sowder’dan (1998) uyarladigi tiimevarimsal gerekge tipi Ve
Pedemonte’nin (2007) belirttigi timevarimsal argiimantasyon yapisi ile birebir
ortiismektedir. Bu calismada 6gretmen adaylari genellemeye ulagsmak icin genellikle
tek, nadiren birka¢ durumun iddialarin1 destekleyip desteklemedigini diisiinerek ikna
olmusglardir. Bu bakimdan tiimevarimsal gerek¢e tipine sahip Ogretmen adaylarinin
cogunlukla sonug¢ o6rnek genellemesi yaptiklarint séylemek miimkiindiir. Tiimevarimsal
gerekce tipindeki bu 6gretmen adaylar1 argiimantasyon ve ispat aktivitelerinde basarili
olamamislardir. Ortaya ¢ikan bu durum Pedemonte’nin (2007) goriislerini
desteklemistir. Pedemonte (2007) calismasinda iki tip genelleme olan sonu¢ 6rnek
genellemesi (result pattern generalisation) ve siire¢ Ornek genellemesine (process
pattern generalisation) analizlerinde yer vermistir. Sonu¢ 6rnek genellemesinin ortaya
c¢ikan sonuglarin diizenliligi {izerine, siire¢ 6rnek genellemesinin ise siirecin diizenliligi
{izerine yogunlastigini ifade etmistir. Ogrencilerin tiimevarimsal ispat yapabilmeleri i¢in
siire¢ ornek genellemesini yapmalariin sart oldugunu ve sonug¢ 6rnek genellemesinin

tiimevarimsal ispat yapmanin Oniindeki gii¢liiklerden oldugunu ifade etmistir. Bu
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calismada da sonu¢ Ornek genellemesi yapmanin analiz alanindaki dediiktif ispat
yapmanin Oniindeki engellerden biri oldugu agiga ¢ikmistir. Algisal gerekge tipine sahip
Ogretmen adaylar iddialarina ikna olurken ve savunurken yetersiz zihinsel ya da biligsel
gosterimde bulunurlar. Bu 6gretmen adaylar1 iddialarin1 savunurken yeterli olmayan
sekil, grafik gibi gosterimden yararlanir ya da kavram imajlarindan gelen bilgileri
kullanarak yetersiz gosterim yaparlar. Bu gruptaki 6gretmen adaylarini referanssiz
gerekge tipinden ayiran temel Ozellik, referanssiz gerekge tipindeki Ogretmen
adaylarinin matematiksel olarak dogru olmayan gerekceler kullanmalarina karsin algisal
gerekce tipindeki 6gretmen adaylarinin matematiksel olarak dogru sayilabilecek bilgiler
kullanarak yeterli gosterimde bulunamamalaridir. Algisal gerekge tipi kismen Inglis ve
arkadaslarinin  (2007) yapisal-sezgisel gerekce tipi ile benzerlik gostermektedir.
Yapisal-sezgisel gerekce tipi terimi bir sonuca ikna olmak i¢in gorsel veya baska tiirden
olan bazi zihinsel yap1 iizerine deney ya da gozlem yapan biri i¢in kullanilmaktadir.
Siklikla fakat her zaman olmamakla birlikte, bu gerekce tipinde yapilan muhakeme
sezgisel tip olarak gorilir (Inglis vd., 2007). Calismada tespit edilen algisal gerekge
tipini yapisal-sezgisel gerekce tipinden ayiran taraf algisal gerekge tipinde yapilan
dogrulamanin yetersiz olmasidir. Harel ve Sowder’a (1998) gore algisal ispat semasina
sahip Ogrenci ikna olmak i¢in gelismemis zihinsel imajlarmi kullanir. Gelismemis
zihinsel imajin en 6nemli 6zelligi nesneler lizerindeki doniisiimlerin thmal edilmesi ya
da doniisiimlerin sonuglarinin tam olarak ve dogru bir sekilde tahmin etmede basarisiz
olunmasidir. Buna gore tespit edilen algisal gerekce tipinin algisal ispat semasi ile
ortiistiigli soylenebilir. Bu diizeyde bulunan en belirgin 6gretmen adayr Baris’tir. Barig
matematiksel onermelerin dogruluguna ikna olabilmek i¢in ¢ogunlukla Onermelerin
dogrulugunu 6zel drneklerle denemistir. Iddialarini savunurken de siklikla 6zel 6rnekler

kullanmustir.

Ugiincii  diizeydeki 6gretmen adaylarinin akademik basar1 diizeyi yiiksek
ogretmen adaylari olduklari tespit edilmistir. Bu diizeydeki 6gretmen adaylari olarak
Aziz, Adem ve Ahu 6n plana ¢ikmustir. Ogretmen adaylarindan bazilar1 iddialara ikna
olurken ya da savunurken gecerli gorsel gerekgeler (Sekil, grafik vb.) kullanarak
matematiksel olarak dogru gosterim yaparlar. Gorsel gerekce tipini dediiktif gerekceden
ayiran durum gosterimde tanim, teorem, ispat gibi formel elemanlarin gerekge olarak

kullanilmamas, algisal gerek¢eden ayiran taraf ise yeterli ve ikna edici bir gosterime
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ulagilabilmesidir. Bu gerekce tipi literatiirde bulunmayan bir gerekce tipi olmustur.
Calismada Aziz gorsel arglimanlari yogun bir sekilde olmasa da kullanmistir.
Calismadan elde edilen gorsel gerekge tipi Knipping’in (2008) yaptig1 calismada elde
edilen gorsel arglimantasyon durumunu kapsamaktadir. Gorsel arglimantasyonlarda
sekilleri referans almak 6n plandadir. Deneysel-gorsel (empirical-visual) ve kavramsal-
gorsel (conceptual-visual) olmak ftizere iki diizeydedir. Deneysel-gorsel diizeydeki
argiimanlar 6zel bir grafik ve bu grafikteki belirgin iliskiler ile ilgili olan argiimanlardir.
Matematiksel ozellikler ve iliskiler sekil ile baglantili olmak zorundadir ve sezgiler ile
ulagilabilen bilgi olarak tartisilir. Kavramsal-gorsel diizeyde ise grafikler bir diisiincenin
gosterimi olarak ele almir (Knipping, 2008). Dediiktif gerekgeye sahip Ogretmen
adaylar1 argiimanlarinda tanim, teorem ve aksiyomlar gibi formel matematiksel
gercekleri kullanir ya da bir ifadenin dogruluguna veya yanlishigina sadece ispat
yaparak karar verirler. Dediktif gerekge; doniisiimsel gerekce ve ispat olarak ikiye
ayrilir. Doniisiimsel gerekceye sahip olan dgretmen adaylari dnermelere ikna olmak ve
iddialarin1 savunmak i¢in tanim, teorem veya aksiyomlari kullanirlar. Bu gerekge tipine
sahip 6gretmen aday: olarak Ahu &rnek verilebilir. Ispat gerekge tipine sahip dgretmen
adaylar1 ise donisiimsel gerekceye ek olarak matematiksel ifadenin dogru olduguna
sadece ispat yapilinca ikna olurlar. Bu gerekge tipine sahip olan Ogretmen aday1
Adem’dir. Adem matematiksel ifadelerin dogruluguna ya da yanlighgma sadece ispat
yaparak ikna olmaya ¢alismigtir. Calismada elde edilen dediiktif gerekge tipi Inglis vd.
(2007) ve Pedemonte (2007) tarafindan belirlenen dediiktif gerekge tipi ile aym
ozelliktedir. Dediiktif gerekge, One siiriilen argiimanin sonucu i¢in formel matematiksel
dogrulamalarin gerekge olarak kullanilmasidir. Aksiyomlardan elde edilen ¢ikarimlar,
cebirsel manipiilasyonlar ya da ters Ornek kullanimi dediiktif gerek¢e olarak
simiflandirilmistir (Inglis vd., 2007). Calismada ortaya ¢ikan, dediiktif gerekce tipini
ayrintili olarak betimleyen doniigiimsel ve ispat gerekge tipi literatiire 6nemli bir yenilik
getirmigtir. Bir 6gretmen aday1 sadece bir gerekge tipinde olabilirken baz1 6gretmen
adaylariin birden fazla tipte oldugu ortaya ¢ikmistir. Bu durum 6grencilerin birden
farkli ispat semalarinin 6zelliklerini gosterebilecegi calisma sonuglari ile uyugsmaktadir

(Cusi ve Malara, 2007; Harel ve Sowder, 1998; Sar1 vd., 2007).

Ogretmen adaylarinin dnermelerin dogrulugunu degerlendirirken kullandiklar:

stratejiler incelendiginde bu stratejilerin; 6rnek kullanma, ters 6rnek arama, kavramlar
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tizerinden muhakeme etme, tanimlar {izerinden muhakeme etme, ispat yapma, ispati
diisiinme, sezgisel diislinme ve ge¢mis bilgiye dayanarak karar verme oldugu ortaya
cikmistir. Ug dgretmen aday ise birden fazla strateji uygulamistir. Ahu yanlis 6nermeyi
incelerken ters 6rnek aramig, bulamayinca kavram algisin1 kullanarak énermenin dogru
olduguna ikna olmaya calismistir. Adem oOnermenin dogru olduguna ikna olmak igin
ispat yapmaya ¢aligmis, ispat1 yapamayinca yine kavram algisin1 kullanarak énermenin
dogru olduguna ikna olmaya calismistir. Onermelerin dogrulugunu degerlendirme
becerisi en yiiksek 6gretmen adayr olan Aziz ise 6nermenin dogruluguna ikna olmak
icin ispat yapmaya caligsmis, ispatini ilerletemeyince ters 6rnek arayarak dogru sonuca
ulagmistir. Aziz’in bu durumu basarili 6grencilerin onermelerin degerlendirilmesinde
ispatlarda sikisinca ters drnek arama yoluna gittikleri yoniindeki aragtirma sonuglarini
desteklemistir (Weber, 2009). Onermelerin dogrulugunu belirleme becerisi yiiksek olan
bir diger 6gretmen adayi olan Adem ise onermelerin dogruluguna ya da yanliglhigina
ikna olmak igin ispat ya da ters Ornek iretmeye calismistir. Sadece bu sekilde
Oonermenin dogru olup olmadigina ikna olabilecegini dile getirmis ve bu yapisinm
cogunlukla korumustur. Adem’in bu stratejisi, basarili 6grencilerin 6nermelere ikna
olmak igin ilk once ispat yaptiklari seklindeki arastirma sonucunu teyit etmektedir
(Weber, 2009). Calismadan elde edilen stratejilerden bazilar1 daha Once yapilan
caligmalarda da ortaya ¢ikmistir (Galbraith, 1981; Goetting, 1995; Ko, 2010). Goetting
(1995) ogrencilerin bir kismmin kendilerine yoneltilen tanidik olmayan Onermelerin
dogrulugunu degerlendirirken sayilarla deneme egiliminde olduklarini ifade etmistir.
Galbraith (1981) c¢alismasinda, baz1 Ogrencilerin matematiksel bir Onermenin
dogrulugunu belirlerken en kii¢iik ve en biiylik sayilart deneyerek karar verdiklerini
belirtmistir. Ko (2010) 0&grencilerin  6nermelerin  dogrulugunu degerlendirirken
kullandiklar1 stratejileri; ornek temelli muhakeme, karistk muhakeme, ilkel (naive)
muhakeme ve sofistike muhakeme kategorilerinde incelemistir. Ornek temelli
muhakemede 6grenciler, 6nermeleri dogrulamak i¢in sayilar ya da sekillere giivenirler.
Karisik muhakemede Ogrenciler hem ilgili yapiyr veya Oriintiiyii belirlemek ig¢in
ornekleri kullanir hem de dogru tanim, teorem ve &zellikleri manipiile ederek 6nermeyi
ispatlayan ya da yanlislayan Ornekleri tespit etmeye calisirlar. Ilkel muhakemede
Ogrenciler Onermeyi dogrulamak icin sezgisel anlamalarindan ya da ge¢mis

deneyimlerinden gelen kismen dogru tanimlari, 6zellikleri ve teoremleri kullanirlar.
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Sofistike muhakemede ise 6grenciler 6nermeyi ispatlamak ya da yanliglamak igin dogru
tamimlari, dzellikleri, teoremleri manipiile etmeye ¢alisirlar. Ogrencilerin genel olarak
en ¢ok karisik muhakemeyi daha sonra da sofistike muhakemeyi benimsediklerini ifade
etmistir. Ozel olarak analiz alanindaki dogru o©nermeyi belirlemek igin karisik
muhakemenin, yanlis onermeyi belirlemek icin ise sofistike muhakemenin daha ¢ok
kullanildigint belirtmistir. Bu ¢alismada da Ko’nun (2010) muhakeme sekillerine
alternatif olarak analiz alanindaki Onermelere ikna olmak igin sezgisel, otoriter,

tiimevarimsal, algisal ve doniisiimsel gerekge tipleri ortaya ¢ikmistir.

Ogretmen adaylarinin dnermelerin dogrulugu ya da yanlishigina ikna olmak icin
tirettikleri argiimanlarin yapilart incelendiginde, en ¢ok (%45) dediiktif gerekgeler
kullandiklar tespit edilmistir. Buna gore 6gretmen adaylarinin 6nermelere ikna olmak
icin tanimlari, kavramlar1 ve ispatlar1 siklikla kullandiklar1 anlagilmistir. Ayrica,
O0gretmen adaylarmin Onermeler igin irettikleri argiimanlarin  %32’sinin  digsal
gerekgeler igerdigi belirlenmistir. Dolayisiyla 6gretmen adaylarinin  matematiksel
Oonermelere ikna olmak i¢in azimsanmayacak kisminin argiimanlar iiretmek icin diisiince
siirecine girmedikleri sdylenebilir. Diger yandan, 6gretmen adaylarinin 6nermelere ikna
olmak i¢in kullandiklar1 stratejilerin %17’sinin tiimevarimsal gerekgeler igermesi, bir
onermenin dogru olduguna ikna olmak icin 6zel ornekler ile 6nermenin dogrulugunu
denedikleri sonucunu ortaya koymaktadir. Calismadan elde edilen bu sonuglar ¢ogu
Ogrencinin  matematiksel Onermelere ikna olurken dediiktif —muhakemelere
bagvurduklari, bazi 6grencilerin de ikna olmak i¢in deneysel delillere giivendikleri

yoniindeki arastirma sonucunu desteklemektedir (Goetting, 1995).

Ogretmen adaylarinin dogru oldugunu diisiindiikleri matematiksel iddialarmi
savunurken  (problem ¢o6ziimlerinde) kullandiklar1 — arglimanlarin  gerekgeleri
incelendiginde, ¢ogunlukla doniisiimsel, referanssiz, algisal, tiimevarimsal, gorsel ve
otoriter seklinde tek tipte gerekceler olduklar1 anlagilmaktadir. Bu gerekgelerin yaninda
Ogretmen  adaylarinin  doniisiimsel-gorsel,  doniistimsel-algisal,  gorsel-algisal,
doniisiimsel-referanssiz,  doniisiimsel-timevarimsal ve  tiimevarimsal-referanssiz
seklinde coklu gerekgeler de kullandiklar1 goriilmiistiir. Ogretmen adaylarinin
iddialarim1 savunmak igin iirettikleri arglimanlarda ¢oklu gerekge tiplerinde olmas1 Sari
ve digerlerinin (2007) calismasinda belirttigi bir 6gretmen adayinin birden ¢ok ispat

semasina sahip olabilecegi seklindeki arastirma sonucu ile uyumludur. Ogretmen
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adaylarmin en ¢ok referanssiz gerekge (%25) ve doniisiimsel gerekge (%18) tipinde
olduklar1 tespit edilmigtir. Buna gore Ogretmen adaylarmin trettikleri argiimanlarin
dortte birinde matematiksel olarak yanlis bilgiler ve islemler kullandiklar1 soylenebilir.
Bu durumda 6gretmen adaylarinin analizin temel konularinda matematiksel bilgilerinde
eksiklikler oldugu sdylenebilir. Ogretmen adaylar1 &zellikle, dgrendikleri teoremleri
yanlis yorumlamis ve uygulamislardir. Bu bakimdan ilgili dersin islenisinden sorumlu
Ogretim elemanlarinin teoremlerin ispatlarinin 6gretimi sirasinda teoremin neden dogru
olduguna yonelik caba igine girmeleri ve Onermenin tersinin dogru olup olmadig
hakkinda tartisma siirecine girilmesi Onerilebilir. Ogretmen adaylari matematiksel
iddialarin1 savunurken genellikle kavram imajlar ile hareket etmislerdir. Bu bakimdan
ogrencilerin s6z konusu kavramlara yonelik dogru kavram imaji gelistirmeleri
onemsenmelidir. Ayrica iddialarin1 tanimlar yardimiyla savunmayi tercih eden
ogretmen adaylarindan bazilarinin tanimlart dogru bir sekilde uygulayamayarak ikna
edici bir ¢6ziime ulasamadiklar1 belirlenmistir. Bundan dolayr 6grencilerin tanimlar
uygulayabilmesi adina caligmalar yapilabilir. Ogretmen adaylarmin bu eksiklerinin

giderilmesi adina gerekli 6gretimlerin ilgili kurumlarda yapilmasi 6nerilebilir.

Ogretmen adaylaridan dogru oldugunu diisiindiikleri matematiksel iddialarini
savunmada en basarili olanlar1 Adem ve Aziz’dir. Bu dgretmen adaylari matematiksel
iddialarinin  hepsini ikna edici bir sekilde savunabilmiglerdir. Adem ve Aziz
matematiksel iddialarii savunmak igin tanimlar1 kullanmislardir. Adem ve Aziz’in
rettikleri argiimanlarda dontisiimsel gerekgeleri ¢ogunlukla kullandiklar1 tespit
edilmistir. Aziz ise iki problem ¢6ziimiinde doniisiimsel-gorsel gerekge tipinde
arglimanlar ireterek ikna edici ¢ozlimlere ulagmistir. Aysun iki problemin ¢6ziimiinde
dontisiimsel arglimanlar gelistirerek ikna edici ¢Ozlimler iiretmistir. Buna gore
Aysun’un matematiksel iddialarin1 savunma becerisinin ortalama diizeyde oldugu
sOylenebilir. Ahu ise sadece bir problemin ¢dziimii i¢in doniisiimsel argiiman iireterek
ikna edici ¢6zlime ulasmistir. Bu durumda Ahu’nun matematiksel iddialarin1 savunma
becerilerinin olduk¢a diisiik oldugu soOylenebilir. Matematiksel iddialar1 savunma
becerisi yliksek olan Ogretmen adaylarmin cogunlukla doniisiimsel argiimanlar,
basarisiz olan Ogretmen adaylarinin ise referanssiz gerekgeler irettikleri tespit

edilmistir.
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Ogretmen adaylarmin matematiksel 6nermelerin dogruluguna ikna olmak igin
tirettikleri argiimanlarin yapist ile matematiksel iddialarin1 savunurken iirettikleri
argiimanlar arasinda yapisal benzerliklerin oldugu goriilmistir. Matematiksel
Oonermelerin dogruluguna ikna olmak i¢in dediiktif tarzda argiimanlar iireten ve bagarili
olan 6gretmen adaylar1 benzer sekilde matematiksel iddialarin1 savunurken de genellikle
dediiktif argiimanlar iretmisler ve basarili olmuslardir. Matematiksel Onermelerin
dogrulugunu belirlemek i¢in doniisiimsel olmayan dissal ve tiimevarimsal gerekceler
iireterek basarisiz olan Ogretmen adaylari iddialarin1 savunurken de doniisiimsel
olmayan referanssiz ve tiimevarimsal gerekceler kullanmiglardir. Buna gore 6gretmen
adaylarmin ikna olmak ig¢in irettikleri argliman yapilarini, iddialarin1 savunurken
kullandiklar1 argliman yapilarina transfer ettikleri ortaya ¢ikmustir. Bir baska deyisle,
O0gretmen adaylarinin ikna oldugu sekilde iddialarini savunma egiliminde olduklar

sOylenebilir.

Bu g¢alismada Ogretmen adaylarinin trettikleri argiimanlar Toulmin modeline
gore analiz edilmistir. Toulmin modeli ile yapilan analizlerde, 6gretmen adaylarinin
arglimanlarinda kavramlar1 yanlis anlamalar1 ve kavram yanilgilar tespit edilmistir. Bu
durum, argiimanlar ve matematiksel ispatlarin analizinde kullanilan Toulmin modelinin
ogrencilerin yanlis anlamalar1 ve kavram yanilgilarini tespit etmede de kullanigh bir
ara¢ oldugunu gostermistir. Ayrica Ogretmen adaylarmin {irettikleri argiimanlarda
destek ve ciiriiten bileseni siklikla kullanilirken niteleyen bilesenin ise tercih edilmedigi
ortaya ¢ikmistir. Calismadan elde edilen bu sonug, Dinger (2011) tarafindan yapilan
calisma ile uyumludur. Ogretmen adaylarmmn iirettikleri argiimanlar incelendiginde
iiretilen genel argiimanlarin yaninda birgok alt argiimanlarin da tiretildigi belirlenmistir.
Tespit edilen bu argiimanlarin Knipping’in (2008) belirttigi lokal ve global argiiman

tanimlariyla Ortiigmektedir.

5.4. Ogretmen Adaylarimin Analizin Temel Konularindaki Ispat Siireclerine

Yonelik Sonug, Tartisma ve Oneriler

Bu béliimde 6gretmen adaylarinin ispat siireclerine yonelik elde edilen sonuglara
yer verilmistir. Ogretmen adaylarinin ispat siirecleri kapsaminda, ispat degerlendirme ve
ispat/ters Ornek iiretme becerileri incelenmistir. Asagida Ogretmen adaylarinin ispat

degerlendirme siireclerine yonelik elde edilen sonuglara yer verilmistir.
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5.4.1 Ogretmen adaylarinin analizin temel konularindaki ispat

degerlendirme siireclerine yonelik sonug, tartisma ve oneriler

Ogretmen adaylarinin ispat degerlendirme becerilerini ortaya ¢ikarmak amaciyla
yedi farkli argiimani degerlendirmeleri istenmistir. Ogretmen adaylarina ii¢ farkl
teoremin dogrudan, ¢eliski bulma ve olmayana ergi yontemleri ile yapilmis gegerli
ispatlar1 sunulmustur. Bir teoremin ispatinda ise 6nemli bir kilit ifade degistirilerek
gecersiz bir ispat yapilmistir. Calismada bir adet ters 6rnek yardimiyla yapilan ispat
sunulmustur. Bir teoremin ispat1 i¢in tiimevarimsal argiiman sunulmustur. Son olarak

yanlig bir 6nermenin dogrulugu i¢in dediiktif tarzda bir argliman tiretilmistir.

Ogretmen adaylarinin gegerli ispatlar1 ve gegersiz ispat1 degerlendirme becerileri
incelendiginde, Ogretmen adaylarinin dogrudan, c¢eliski bulma ve olmayana ergi
ispatlama yontemleri ile yapilmis gegerli ispatlar1 ¢ogunlukla belirleyebildikleri tespit
edilmistir. Buna gore 6gretmen adaylarmin gecerli ispatlari belirleyebildikleri ortaya
cikmistir. Higbir Ogretmen adaymnin gegersiz ispati belirleyemedigi goriilmiistiir.
Ogretmen adaylarindan sadece ikisi (Adem ve Aysun) yanlis bir dnerme igin iiretilen
dediiktif arglimanin dogru bir ispat olmadigini belirleyebilmislerdir. Buna gore,
O0gretmen adaylarinin gecersiz ispatlart belirleyemedikleri ve basarisiz olduklart tespit
edilmistir. Bu durumda 6gretmen adaylariin gegerli ispatlar1 belirlemede basarili iken
gecersiz ispatlar1 belirlemede basarisiz olduklar1 sdylenebilir. Calismadan elde edilen bu
sonug, Universite Ogrencilerinin gecerli ispatlar1 belirleme becerileri yiiksek iken
gecersiz ispatlar1  belirleme becerilerinin - diisiik oldugu c¢alismalarla benzerlik
gostermektedir (Alcock ve Weber, 2005; Doruk ve Kaplan, 2013; Goetting, 1995;
Knuth, 2002; Martin ve Harel, 1989; Segal, 2000; Uygan vd., 2014).

Ogretmen adaylarinin  gesitli ispatlama ydntemleriyle yapilmis ispatlart
degerlendirmeleri incelendiginde, bazi1 katihmcilarin 6zellikle ¢eliski bulma ve
olmayana ergi ispatlama yontemi ile yapilmis ispatlarin yontemlerini belirleyemedikleri
tespit edilmistir. Ogretmen adaylarinin ispatlama yontemleri ile ilgili bilgileri
sorgulandiginda, bazilarmin bu iki ispatlama ydntemini aciklayamadiklar1 ortaya
cikmustir. Ogretmen adaylar1 olmayana ergi ve celiski bulma yontemlerini birbiri ile
kanigtirmis ya da acgiklayamamislardir. Calismadan elde edilen bu sonug, iiniversite

Ogrencilerinin ispat yaparken uygun ispatlama yontemini segmede giicliilk yasadiklari
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arastirmalarla paralellik gostermektedir (Doruk ve Kaplan, 2014; Giiler, 2013; Moore,
1994; Selden ve Selden, 2003). Riley (2003) de bu sonucu destekler nitelikte bir sonuca
ulagmistir. Calismasinda 6gretmen adaylarinin %57’sinin dogrudan ispatlama yontemi
barindiran gecerli bir ispat yapabildiklerini ortaya koymustur. Dolayli ispatlama
yontemi ile yapilan ispatlari yapma oraninin ise sadece %39 oldugu tespit edilmistir.
Ogretmen adaylarinin ispatlama ydntemlerine yonelik tespit edilen bu giigliiklerin
giderilmesi adina gerekli calismalar yapilmalidir. Ilkogretim matematik dgretmenligi
boliimii programinda ispatin ve ispatlama yontemlerinin tanitildigi Soyut Matematik
dersinde ispatlama yontemleri iizerinde 6nemle durulmalidir. Ozellikle 6gretmen
adaylarinin olmayana ergi ve ¢eliski bulma yontemlerini ayirt etmede sikinti ¢ektikleri

dikkate alinarak bu iki yontem arasindaki temel farkliliklar vurgulanmalidir.

Ogretmen adaylarinin gegersiz ispatlara nasil yaklastiklarin1 belirlemek icin
ogretmen adaylarina kilit ifadesi degistirilerek yapilmis gecersiz bir ispat sunulmustur.
S6z konusu ifade teoremin hipotezinden elde edilen verileri diizenleyerek teoremin
hiikmiine ulagmak icin yapilacak islemlere zemin hazirlamaktadir. Bu ifadenin islevinin
farkinda olmak, ispatin ilgili oldugu tanimlara yonelik kavramsal bilgiyi yorumlama ve
kullanabilmeyi gerektirmektedir. Ogretmen adaylarinin ¢ogu bu ifadeye dikkat
etmemistir. Ispat1 genellikle sonug odakli olarak degerlendirmislerdir. Alcock ve Weber
(2005) benzer bir ¢alisma yiiriitmiislerdir. Calismalarinda 6grencilere sonug satir1 dogru
fakat diger satirlar1 uygun bir sekilde ilerlemeyen gecersiz bir ispat sunulmustur.
Ogrencilerin  cogunun ispatin  gecersiz oldugunu belirleyemediklerini  ortaya
koymuslardir. Ogrencilerin ispatlar1 degerlendirirken her satirin dogru olup olmadigim
kontrol etmenin yaninda bir satirin bir onceki ve sonraki satirla ile olan baglantisini
kontrol etmenin gerekli oldugunu ifade etmislerdir. Yani ispatin satirlar1 arasindaki
baglantiy1 saglayan argiimanlarin gerekgelerinin sorgulanmasini tavsiye etmislerdir.
Doruk ve Kaplan (2013b) yaptiklar1 ¢alismada, ilkdgretim matematik O6gretmenligi
boliimii 6grencilerinin ispat degerlendirmede basarisiz olduklarimi tespit etmislerdir.
Ispat degerlendirmede basarisiz olmalarinin sebebinin dgrencilerin ispatlardaki anahtar
diisiincelere dikkat etmemeleri ve ispatlari 6grenmek icin diigiince siirecine girmek
yerine sadece ispatlar1 ezberlemeleri oldugunu belirtmislerdir. Raman (2003) ispatlarin
icerisinde anahtar diisiincelerin oldugunu, matematikgilerin kendi calismalarinda bu

anahtar diislincelere 6nem verirken 0gretim sirasinda anahtar fikirlere gerekli vurguyu
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yapmadiklarini ve degerlendirmede de kullanmadiklarini ifade etmistir. Bu ¢alismada da
Ogretmen adaylarinin ispatlardaki anahtar diisiincelere dikkat etmedikleri tespit
edilmistir. Ispat agirlikli derslerin dgretiminden sorumlu Ogretim elemanlarinin

ispatlardaki bu anahtar diisiincelere vurgu yapmalar1 6nerilmektedir.

Ogretmen adaylarinin ters ornek ile yapilan ispata ydnelik yaptiklari
degerlendirmeler incelendiginde, 6gretmen adaylarinin ¢ogunun ters drnekle yapilan
ispat1 gecerli bir ispat olarak degerlendirdikleri anlasilmaktadir. Iki 6gretmen aday: ise
bu ispatin dogru bir ispat sekli olmadigini ifade etmislerdir. Bu 6gretmen adaylar
ispatta One siirlilen ters 6rnegin s6z konusu onermeyi ciirlitmek i¢in yeterli olmadigini
ya da bu dnermenin yanlis oldugunu gostermek icin daha fazla ters 6rnek verilmesi
gerektigini dile getirmislerdir. Calismadan elde edilen bu sonug¢ Ogrencilerin bir
kisminin, bir Onerme icin lretilen dogru ters Orne§i Onermenin istisnasi olarak
gordiikleri ve oOnermenin hala dogru oldugunu disiindiikleri ¢aligmalari
desteklemektedir (Williams, 1979). Benzer sekilde Galbraith (1981), 6grencilerin tek bir
ters 6rnegin, yanlis olan 6nermeyi ¢lirlitmek igin yeterli oldugunu bilmediklerini ifade
etmistir. Ogretmen adaylarinin ters drneklerin yeri ve énemi hakkinda yeterli bilgiye
sahip olmalar1 adina gerekli ¢alismalar yapilmalidir. Clinkii ters drnekler varsayimlarin
yeniden diizenlenmesini saglar ve muhakemenin gelismesine yardimcr olurlar
(Whiteley, 2009). Bir matematiksel ispat tiim durumlar i¢in dnermenin dogrulugunu
gosterirken (Stylianides ve Stylianides, 2009), bir ters 6rnek mevcut dnermenin yanlis
oldugunu gosterir (Akkas vd., 1998; Irmak, 2008; Peled ve Zaslavsky, 1997). Zaslavsky
ve Ron (1998) ters 6rneklerin diger 6rneklerden daha giiclii bir konuma sahip oldugunu
belirtmis, tek bir ters 6rnegin genel sonuglar1 bozmak i¢in yeterli iken destekleyici ve

dogrulayici olarak sunulan birgok 6rnegin yeterli olmadigini ifade etmislerdir.

Ogretmen adaylarinin yarisi bir teorem icin sunulan tiimevarimsal argiimanin
gecerli bir ispat oldugunu belirtmislerdir. Buna gore 6gretmen adaylarinin yarisinin bir
0zel ornegin gerekce olarak kullanildigi argiimani dogru bir ispat olarak algiladiklar
sOylenebilir. Calismadan elde edilen bu sonug, 6gretmen adaylarinin tiimevarimsal
arglimanlart  dogru bir ispat olarak degerlendirdikleri ¢alisma sonuglarinm
desteklemektedir (Gholamazad, Liljedahl ve Zazkis, 2004; Goetting, 1995; Knuth,
2002).
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Ogretmen adaylarinin ¢ogu yanlis bir énerme icin iiretilen dediiktif argiimanin
dogru bir ispat oldugunu belirtmiglerdir. Sadece iki 6gretmen aday1 6nerme igin iiretilen
argiimanin yanls bir ispat oldugunu belirleyebilmislerdir. Ogretmen adaylarinin bu
kararlar1 vermelerinde argiimanin yapisinin dediiktif tarzda olmasinin daha ¢ok on
planda tutuldugu diisiiniilmiistiir. Ogretmen adaylarinin ¢ogunun yanlis da olsa tanim,
teorem ve aksiyomlarin kullanilarak yapilan ispatlara ikna olma egiliminde olduklar
ortaya ¢ikmistir. Calismadan elde edilen bu sonug, 6grencilerin yanlis olsa bile dediiktif
argiimanlara ikna olduklar1 yoniindeki ¢alisma sonuglar ile ortiismektedir (Martin ve
Harel, 1989; Morris, 2002; Segal, 2000; Uygan, Tanigsh ve Kdose, 2014). Segal (2000)
¢alismasinin sonucunda, 6grencilerin ¢cogunun dediiktif arglimani yanlis olsa bile gecerli
ispat oldugunu belirttiklerini ifade etmistir. Ogrencilerin dediiktif argiimanlar1 dogru
olup olmamasina bakmaksizin gecerli kabul etme egiliminde olduklarini ifade etmistir.
Martin ve Harel (1989) 6gretmen adaylarinin %38 ve %52’sinin sirasiyla tanidik ve
tanidik olmayan onermeler i¢in iiretilen yanlis dediiktif argiimanlart matematiksel
olarak dogru kabul ettiklerini belirtmistir. Uygan ve digerleri (2014) de ¢alismalarinda
ilkdgretim matematik 6gretmeni adaylarinin ¢ogunun yanlis dediiktif argiimani ispat
olarak degerlendirdiklerini belirtmislerdir. Ayrica timevarimsal argiimanlarin dogru bir
ispat oldugunu iddia eden O&gretmen adaylarinin hepsinin dediiktif arglimanlar
kullanilarak yapilan ispatlari da ayni anda ikna edici bulduklari tespit edilmistir. Bu
durum Morris’in (2002) Ogretmen adaylarinin bazilarinin hem dediiktif hem de
timevarimsal argiimanlar1 ikna edici buldugu yoniindeki ¢aligma sonucuyla da

uyumludur.

Ogretmen adaylarinin  ispatlar1  degerlendirirken kullandiklar1  stratejiler
incelendiginde, ispatlarin dogrulugunu degerlendirmek igin {i¢ kategori altinda 15 farkli
yaklasim  tarzimin  sergilendigi  belirlenmistir.  Ogretmen  adaylari  ispatlart
degerlendirirken genel olarak argiiman incelemesi, yapisal inceleme ve otoriter
inceleme stratejilerini takip etmislerdir. Yapisal inceleme stratejisi kendi igerisinde
yiizeysel inceleme ve ispatlama yontemi olarak iki gruba ayrilmustir. Ogretmen
adaylarinin sergiledikleri yaklagimlarin ¢ogunun yapisal oldugu ortaya ¢ikmistir (%58).
Yapisal inceleme ylizeysel ve ispatlama yontemi olarak iki grupta incelendiginde,
yiizeysel incelemenin %38 oraninda, ispatlama yonteminin %20 oraninda tercih edildigi

belirlenmistir. Yiizeysel incelemede 6gretmen adaylari, ispatin igerigini incelemeden
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ispatta kullanilanlar1 dikkate almislardir. Bu Ogretmen adaylari ispatta tanimlarin,
teoremin hipotezinin kullanilmasina ve teoremin hiikmiine ulasilmasia dikkat
etmiglerdir. Calismadan elde edilen bu sonuglar, iiniversite 6grencilerinin ¢ogunun
ispatlar1 degerlendirirken yiizeysel bir inceleme yaptiklarini ortaya koyan caligsmalarla
uyumludur (Alcock ve Weber, 2005; Doruk ve Kaplan, 2013b; Morris, 2002; Selden ve
Selden, 2005). Selden ve Selden (2003) o&grencilerin ispatlari degerlendirirken
Onermenin karsitinin ispatlanmasi ve ispatin i¢indeki temel matematiksel bosluklar gibi
genel hatalarin yerine cebirsel ifadeler ve sembolik manipiilasyonlar gibi yiizeysel
hatalara odaklandiklarini ifade etmislerdir. Doruk ve Kaplan (2013b) c¢alismalarinda
ogrencilerin ¢ogunu ispatlar1 degerlendirirken sonug odakli bir yaklasim sergilediklerini
tespit etmiglerdir. Ogretmen adaylarinin kullandiklar stratejilerin bir kismimin ispatlama
yontemine ilisgkin oldugu tespit edilmistir (%20). Bu Ogretmen adaylari ispatta
kullanilan ispatlama y&ntemine ve argiimanlarin yapisina dikkat etmislerdir. Ogretmen
adaylarimin ispatlama yontemine iliskin bu stratejisi daha once yapilan ¢aligmalarda da

tespit edilen stratejilerden biridir (Knuth, 2002; Ko, 2010).

Ogretmen adaylarmin bir kismu ispatlarm igerisindeki lokal argiimanlari
incelemiglerdir (%35). Argliman incelemesi yapan Ogretmen adaylari, ispatin
basamaklar1 arasindaki gecislerin gerekgelerini anlamaya calismiglar ya da ispat
basamaklarinda islemsel hatanin olup olmadigim goz oOniine almuslardir. Ogretmen
adaylarinin nadiren, ispatlarda bulunan ve ispatin mantiksal baglantilarint saglayan Kilit
ifadelere odaklandiklar1 ortaya ¢ikmistir. Alcock ve Weber (2005) yaptiklart ¢aligmada,
bu calismada oldugu gibi, Ogrencilerin ispatta bulunan argiimanlardaki gerekgeleri
kontrol etmede basarisiz olduklarini belirtmislerdir. Ogrencilerin her satirin dogru olup
olmadigin1 kontrol etmenin yaninda, Onceki satir ile sonraki satirin birbiri ile

baglantisini kontrol etmenin de gerekli oldugunu diisiindiikleri anlagilmustir.

Ogretmen adaylarinin kullandiklar1 ispat degerlendirme stratejilerinin bir kismi
da (%7) ezber bilgilere yoneliktir. Bu stratejiyi kullanan 6gretmen adaylar1 daha once
bu ispatin yapilip yapilmadigini hatirlamaya ¢alismis ya da s6z konusu ispat ile benzer
olan baska bir ispat1 degerlendirme yapmak i¢in kullanmislardir. Bazi ¢aligmalarda da
Ogretmen adaylarmin ispatin yapisina dikkat ettikleri ve ge¢mis bilgilerini hatirlamaya
calistiklar1 yoniinde sonug¢ bildirilmistir (Ko, 2010; Selden ve Selden, 2003). Ayrica

Ogretmen adaylarinin ispatlart degerlendirirken satir satir inceleme yaptiklar1 ortaya
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cikmigtir. Calismadan elde edilen bu sonu¢ Ko’nun (2010) c¢aligmasiyla uyumludur.
Diger yandan 6gretmen adaylarmin ispatlar1 degerlendirmek icin 15 farkli yaklasim
sergilemeleri bu tarz etkinliklere yabanci oldugu igin yeterli anlayisa sahip
olmadiklarin1 diistindiirmiistiir. Calismadan e¢lde edilen bu sonug, iiniversite
ogrencilerinin ispatlar1 degerlendirmek icin gerekli anlayistan uzak olduklar1 yoniindeki

calisma sonuglari ile uyumludur (Ko, 2010; Selden ve Selden, 2003).

Calisma  sonucunda, Ogretmen  adaylarimin  yanlis  olan  ispatlar
degerlendiremedikleri, ispatlama yontemleri ve ters ornekler hakkinda yeterli bilgiye
sahip olmadiklari tespit edilmistir. Ogretmen adaylarinin bu tarz etkinlikler ile ilk defa
karsilastiklar1 diigiintilmiistiir. Calismaya katilan 6gretmen adaylar1 da bu sekilde goriis
bildirmislerdir. Buna gore ispat agirlikli derslerde bu tarz etkinliklerin yapilmasi, dogru
ispat ile yanlis ispat arasindaki farklarin vurgulanmasi ve 6gretmen adaylarina bunlarin
hissettirilmesi gerekmektedir. Ek olarak ispatlarda bulunmasi gereken o6zelliklere
yonelik bilgiler de verilmelidir. Derslerde yanlis bir ispat sunarak ispatta nasil bir
yanlighgin oldugu ile ilgili etkinlikler yapilabilir. Bu tarz etkinlikler 6grencilerin
ispatlara yonelik bilgilerinin artmasina ve mevcut 6n yargilarin kirilmasma yardimci

olabilmesi agisindan énemlidir.

5.4.2 Ogretmen adaylarimin analizin temel konularidaki ispat ve ters 6rnek

iiretme siireclerine yonelik sonug, tartisma ve oneriler

Ogretmen adaylarindan  kendilerine sunulan  6nermelerin ~ dogrulugunu
degerlendirmelerinin ardindan verdikleri kararlara gore s6z konusu Onermelerin
dogrulugunu ya da yanlisligini géstermeleri istenmistir. Bu sayede 6gretmen adaylarinin
onermelerin dogrulugunu gostermek igin irettikleri ispatlar ile 6nermelerin yanligligini

gostermek icin iirettikleri ters 6rnekler incelenmistir.

Ogretmen adaylar1 dért dogru 6nerme igin toplam 30 ispat iiretmislerdir. iki
ogretmen adayr (Ahu, Adem) diziler konusunda ilk defa sahip olduklar1 gerekge tipi
olan dediiktif gerekgelerden ayrilarak otoriter gerekgeler kullanmis ve 6nermenin yanlis
oldugunu ifade etmislerdir. Ogretmen adaylarinin nermenin dogru oldugunu géstermek
icin drettikleri iriinler incelendiginde, sadece alti adet dogru ispat iiretildigi ortaya

cikmistir. Buna gore 6gretmen adaylarinin ispat yapma becerilerinin oldukca diisiik
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oldugu sdylenebilir (%20). Bu sonu¢ Ogretmen adaylarnin ispat yapmada basarisiz
olduklar1 ¢alisma sonuglarini desteklemektedir (Doruk ve Kaplan, 2015b; Ko ve Knuth,
2009; Moore, 1994; Riley, 2003; Selden ve Selden, 2003; Weber, 2001, 2009).

Dogru ispatlar1 iireten Ogretmen adaylar1 incelendiginde, Adem’in yaptigi
ispatlarin hepsinin dogru oldugu, Aysun’un yaptig: ispatlarin yarisinin dogru oldugu ve
Aziz’in irettigi ispatlarin sadece bir tanesinin dogru oldugu belirlenmistir. Buna gore
ispat yapma becerisi en yiliksek O6gretmen adaymin Adem oldugu ortaya g¢ikmustir.
Aysun ise ortalama bir basari sergilemis, Aziz’in basarisinin olduk¢a diisiik oldugu
goriilmiistiir. Uretilen iki ispat ise kismen dogru olarak degerlendirilmistir. Ogretmen
adaylarinin trettikleri ispatlarin ¢ogunlukla gegersiz ispatlar oldugu tespit edilmistir
(%40). Gegersiz olarak degerlendirilen ispatlarin ¢ogunda kilit ifadelere dikkat
edilmeyerek yanligliklar yapilmis ya da ispatin mantigin1 yansitan fakat matematiksel
gosterimden uzak ifadeler kullanilmistir. Gegersiz olarak degerlendirilen bazi ispatlarin
ise tanimlarin anlamlarini bilmeden kopyalama ya da tanimlardaki ifadeleri manipiile
etmekten ibaret oldugu tespit edilmistir. Baz1 6gretmen adaylar1 (Baris, Bilge, Buse) ise
ispatlarin1 tamamlayamamslardir. Ispatlarinda sadece tamimlar1 ifade etmisler,

Onermenin hipotezini yazmis veya ispata baslayarak yarim birakmislardir.

Onermenin dogru oldugunu gostermek icin iiretilen ispatlarin &nemli bir
kismimin (%20) timevarimsal argiimanlar oldugu belirlenmistir. Bu 6gretmen adaylari
ispatlarinda 6zel drneklere yer vermislerdir. Ogretmen adaylarindan Baris, ispatlarin
cogunda tiimevarimsal argiimanlar tiretirken Belma ise ispatlarinin yarisinda bu sekilde
argiimanlar iretmistir. Buna gore 6zellikle Baris’in Harel ve Sowder’mn (1998) belirttigi
tiimevarimsal ispat semasinda oldugu ortaya ¢ikmigstir. Tiimevarimsal ispat semasindaki
bir o6grenci iddianin dogru oldugunu bir ya da birkag Ornegin sonuglarini
degerlendirerek karar verir ya da cebirsel bir ifadenin dogrulugunu birkag¢ 6zel sayiy:
ifadede yerine yazarak elde edilen sonuglara gore ikna olur (Harel ve Sowder, 1998).
Coe ve Ruthven (1994) de calismalarina katilan o6grencilerin yaptiklar1 ispatlari
deneysel zayif dediiktif ve giliglii dediktif kategorilerinde incelemislerdir. Yaptiklar
incelemelerin sonucunda 6grencilerin ¢ogunlugunun ispatlarinda deneysel argiimanlar

kullanirken ¢ok azinin dediiktif ispat yapabildiklerini tespit etmislerdir.
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Calismada ogretmen adaylarimin Onermelerin  dogrulugunu gostermek icin
tirettikleri ispatlarin dogru ispat, kismen dogru ispat, gecersiz ispat, agiklama, drnekle
dogrulama, tanimlar1 manipiile etme, tanimlar1 kopyalama, tamamlanmamis ispat ve
hipotezi yazma kategorileri altinda toplandigi ortaya ¢ikmistir. Ko ve Knuth (2009)
benzer bir ¢alisma yiiriitmislerdir. Ko ve Knuth (2009) calismalarinda tiniversite
ogrencilerinin dogru 6nermeler igin trettikleri ispatlarin tamamlanmis, yapisal (gegerli
ispat olusturmak i¢in gegerli tanim, teorem ve aksiyomlarin kullanildigi fakat mantiksal
hatalarin ~ bulundugu ispatlar), referanssiz-sembolik (mantiksal hatali, ispat
olusturmayan, anlamlarini bilmeden sembollerin manipiile edilmesi), deneysel, ters
ornek ve yeniden ifade etme kategorileri altinda toplandigini tespit etmislerdir. Buna
gore calismadan elde edilen kategorilerin Ko ve Knuth’un (2009) tespit ettigi
kategoriler ile biiyiik oranda oOrtiistigii sOylenebilir. Literatiirdeki mevcut kategoriye ek
olarak aciklama kategorisi tespit edilmistir. Bu kategorideki ispatlarda ispatin mantigi
gecerli kavramsal bilgiler, sekiller ile ispata yansitilmaktadir fakat yeterli matematiksel
dil kullanilarak ispat olusturulamamaktadir. Aciklama kategorisindeki ispatlarin
Raman’in (2003) belirttigi ve kisinin ispata kendisinin ikna olmasi ile ilgili olan 6zel
argliman oldugu fakat matematiksel topluluklar1 ikna edecek genel bir argiiman
olmadigi soylenebilir. Calismada elde edilen kategorilerin Harel ve Sowder’in (1998)
ispatlama semalarindan referanssiz-sembolik, tiimevarimsal, algisal, doniisiimsel ispat

semalari ile uyumlu oldugu goriilmiistiir.

Ogretmen adaylarina sunulan yanls &nermeler icin yapilan degerlendirmeler
incelendiginde, verilen toplam kararlarin 15’inin dnermenin yanlis oldugu yoniinde iken
17 kararda ise Onermenin dogru oldugunun belirtildigi tespit edilmistir. Ogretmen
adaylarindan verdikleri Kkararlarin dogrulugunu gostermeleri istendiginde Onermenin

yanlis ve dogru oldugunu gdstermek i¢in iiriinler iiretildigi gorilmustiir.

Onermenin yanlis oldugunu diisiinen dgretmen adaylarinin iirettikleri {iriinlerin
yarisindan fazlasinin (%60) gecerli ters drnekler oldugu tespit edilmistir. Buna gore
onermenin yanlis oldugunu diislinen Ogretmen adaylarinin {rettikleri iriinlerin
yarisindan fazlasinin onermeyi ciiriitecek nitelikte oldugu sdylenebilir. Ko ve Knuth
(2009) da benzer sonuglara ulasmistir. Bu galismada lisans matematik 6grencilerine
siirekli fonksiyonlar ile ilgili iki yanlis dnerme sunulmustur. Ilk &nerme igin 36

ogrenciden 14’iiniin, ikinci 6nerme i¢in ise alt1 6grencinin dnermenin dogru oldugunu
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diisiindiikleri belirlenmistir. Ogrencilerin dnermenin yanlis oldugunu gdstermek icin
irettikleri ters Orneklerin sadece dokuzu ve yedisi yeterli ters Ornek olarak
degerlendirilmistir. Riley (2003) de oOgretmen adaylarinin  %44’liniin  yanlis
matematiksel onermeleri secebilirken, sadece %39’u bu 6nermelere yonelik gegerli ters
ornekler iiretebildiklerini belirtmistir. Whiteley (2009) ispat yapmadaki en yaygin
yontemin ispatin hicbir ters Ornek barindirmadiginin gosterilmesi oldugunu ifade
etmistir. Bu tarz ters Orneklerde bulunmasi gereken Ozellikleri diistinmeye yonelik
zorluklarin ters Ornek iiretme ve énemli ya da dnemsiz Ozellikleri bilme yeteneklerine
dayandigin1 belirtmistir. Ogrencilerin sonuglar1 yanlislayan drnekleri kullanmada rahat
olmadiklart siirece bu muhakemelerin gelisme olasiligmmin ¢ok az oldugunu
vurgulamistir. Bu baglamda 6grencilerin ilgili derslerde ters ornekler iiretebilecekleri

O0grenme ortamlarinin saglanmasi 6nerilebilir.

Ogretmen adaylarinin yanls dnermeye yonelik iirettikleri iiriinlerin dogru ters
ornek, yanlis ters ornek, ters ornek yok, ispatla yanlislama, ispat kullanma, agiklama
yapma, ispat ve Ornekle dogrulama kategorileri altinda toplandigi ortaya g¢ikmustir.
Ogretmen adaylarindan Ahu ve Adem yanlis oldugunu diisiindiikleri énermeler igin
dogru ters ornekler iireterek ters ornek iiretme becerisi en yiiksek dgretmen adaylari
olmuslardir. Aziz ise dort yanlis 6nerme i¢in iki dogru ters 6rnek iireterek ortalama bir
basar1 yakalamistir. Buna gore Onermenin yanlis oldugunu diisiinen Ogretmen
adaylarinin ¢ogunlukla 6nermeler igin ters Ornekler iiretebildikleri soylenebilir. Iki
ogretmen adayinin (Aziz, Aysun) bir yanlis 6nerme i¢in tirettikleri ters 6rneklerin yanlis
ornekler oldugu belirlenmistir. Iki dgretmen aday1 da (Aziz, Buse) énermenin yanlis
oldugunu gostermek i¢in 6nermenin ispatin1 yapmaya ¢alismislar ya da 6nerme ile ilgili
farkli bir ispati kullanmaya calismiglardir. Yanlis Onermeler icin iiretilen liriinlerin
cogunun &nermeleri dogrulamaya yonelik oldugu belirlenmistir. Onermelerin dogru
oldugunu diisiinen 6gretmen adaylarinin ¢cogu (%65) ispat yapmaya ¢alismislardir. Bu
ogretmen adaylarinin bazilar ilgili ispatlar1 yaptiklarini iddia etmis, bir kismi ise
ispatlarin1  tamamlayamamislardir. Onermelerin dogru oldugunu diisiinen diger
Ogretmen adaylari, 6zel Ornekler kullanarak gosterim yapmislardir. Bu Ogretmen
adaylarindan Baris onermeleri dogrulamak igin ¢ogunlukla 6zel 6rnekler kullanmustir.
Calismadan elde edilen kategoriler Ko ve Knuth’un (2009) ¢alismalarindan elde ettikleri

kategorilerle benzerlik gostermistir. Ko ve Knuth (2009) iiniversite 6grencilerinin yanlis
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Oonerme icin drettikleri {riinlerin yeterli (dogru ters Ornekler), tamamlanmamis
(mantiksal hatali, dogru ters ornekler), yetersiz (yanlis ters ornekler), dogrulama (yanlig
Onermeyi clriitmek icin ters 6rnek vermek yerine agiklama yapma) ve ispat (yanlis
Onermenin dogru oldugunu ispatlamaya calisma) kategorileri altinda toplandigini tespit
etmistir. Calismada elde edilen dogru ters Ornek, yanlis ters 6rnek, agiklama ve ispat
kategorileri literatiirde mevcut olan kategoriler ile ortiismektedir. Ayrica c¢aligmada
literatiire ek olarak ispatla yanlislama (6nermenin yanlis oldugunu ispattaki ¢eliskiyi
ifade ederek gosterme), ispat kullanma (6nermenin yanlis oldugunu farkli bir teoremi
ispatlayarak gostermeye c¢alisma) ve Ornekle dogrulama kategorileri tespit edilmistir.
Ispatla yanlhislama kategorisinde iiriin veren tek 6gretmen adayr Aziz olmustur. Aziz
Oonermenin dogru oldugunu varsayip ispatina baslamis, ispatinda bir celiski tespit edince
elde edilen bu celismeye dayanarak Onermenin yanlis oldugunu gosterdigini ifade
etmistir. Aziz’in yaptigini iddia ettigi yanlislama literatiirde bir 6nermenin yanlishigini
gostermek i¢in aksine Ornek bulma yontemi ile birlikte yer alan gelisme bulma
yontemine benzemektedir. Celisme bulma yonteminde bir dnermenin yanlis m1 yoksa
dogru mu oldugu bilinmiyorsa, bu 6nerme dogru varsayilarak énermeden bazi sonuglar
elde edilir. Elde edilen sonuglar bilinenlerle ya da birbiri ile ¢elisirse dnermenin yanlis
oldugu sonucuna varilir (Akkas vd., 1998). Aziz de ¢elisme yonteminde oldugu gibi
onermeyi dogru varsayarak ispatina baslamis celiski bularak degil ispat yaparak
Oonermenin yanlis oldugunu ifade etmistir. Bu anlamda ilgili derslerde 6grencilerin

celisme bulma yontemini kavrayabilmesi adina gerekli ¢aligmalar yapilabilir.

5.5. Ogretmen Adaylarimin Analizin Temel Konularindaki Argiimantasyon siireci

ile Ispat Siireci Arasindaki fliskiye Yonelik Sonug, Tartisma ve Oneriler

Bu béliimde 6gretmen adaylarinin dogru dnermelere ikna olmak igin girdikleri
arglimantasyon stirecleri ile bu 6nermelerin dogru oldugunu gostermek i¢in girdikleri
ispat siiregleri arasindaki iligki yapisal olarak incelenerek elde edilen sonuglar
sunulmustur. Ogretmen adaylarmin onermenin dogru olduguna ikna olmak igin
tirettikleri arglimantasyon yapilar1 gerekge tiplerine gore, onermenin dogru oldugunu
gostermek i¢in iirettikleri ispatlarin yapilar1 elde edilen gerekge tipleri ile paralel olan
ispat semalaria gore degerlendirilmistir. Yapilan degerlendirmeler sonucunda iki siire¢

yapisal olarak birbiri ile karsilastiriimistir.
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Ogretmen adaylar tarafindan sergilenen 27 adet argiimantasyondan ispata gegcis
aktivitesi analiz edilmistir. Analiz dis1 birakilan bes aktiviteden ikisinde 6gretmen
adaylarinin 6nermenin yanlis oldugunu belirttikleri, ticiinde ise ispatlarinin ispat
semalar1 ortaya c¢ikarilamayacak sekilde yarim birakildigi belirlenmistir. Gegis
aktivitelerinin yarisindan fazlasinda (%63) arglimantasyon siireci ile ispat siireci
arasinda yapisal benzerlikler tespit edilmistir. Yapisal benzerliklerin dediiktif
argiimantasyondan dediiktif ispat, timevarimsal argiimantasyondan tiimevarimsal ispat,
algisal argiimantasyondan algisal ispat ve otoriter argiimantasyondan otoriter ispat
seklinde oldugu tespit edilmistir. Bu gegislerin ¢cogunlugu ispatin gercek yapisi ile
uyumlu olan dediiktif argiimantasyondan dediiktif ispata gegislerdir. Ogretmen
adaylarinin arglimantasyonlar1 ile ispatlar1 arasindaki bu yapisal iligskiye yapisal
siireklilik denilmektedir (Pedemonte, 2007). Onermeye ikna olmak icin dediiktif
arglimanlar {ireten ve onu dediiktif ispat semasinda ispatlamaya calisan Ogretmen
adaylarinin ¢ogunun ispat yapmada basarili olduklar1 belirlenmistir. Calismadan elde
edilen bu sonug, arglimantasyon siirecleri ile ispat siirecleri arasinda yapisal biitiinliik
bulunan ogrencilerin ispat yapmada daha basarili olduklari yoniindeki ¢alisma
sonuglarmi desteklemektedir (Pedemonte, 2007; Pedemonte ve Buchbinder, 2011).
Argiimantasyon siiregleri ile ispat sliregleri arasinda yapisal benzerlikler bulunan diger
Ogretmen adaylarinin iSe ispat yapmada basarili olamadiklar1 belirlenmistir. Bu tarz
benzerlikleri Pedemonte (2007), “spontane siireklilik” olarak adlandirmistir.
Arglimantasyon siiregleri ile ispat siiregleri arasinda spontane siireklilik bulunan
O0gretmen adaylarinin ispat iiretmede basarisiz olduklarini ifade etmistir. Calismadan

elde edilen bu sonucun Pedemonte’nin (2007) goriislerini destekledigi ortaya ¢cikmustir.

Ogretmen adaylarinmn  bir kismi da argiimantasyon siireclerinden ispat
stireclerine yapisal bir bosluk ile ge¢mislerdir (%37). Argiimantasyon yapilarini ispat
yapilarina transfer etmemislerdir. Argiimantasyon siireci ile ispat silireci arasinda yapisal
bosluk bulunan hi¢bir 6gretmen adayr dogru ispatlar iiretmede basarili olamamistir.
Calismadan elde edilen bu sonug 6gretmen adaylarinin argiimantasyon siirecleri ile ispat
stirecleri arsindaki mevcut olan yapisal boslugun, 6gretmen adaylariin ispat yapmadaki
bir giigliik oldugu gergegi ile uyumludur (Martinez ve Pedemonte, 2014; Pedemonte,
2007).
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Analizin temel konularindaki ispatlarin dediiktif yapisi ile uyumlu olmayan bir
sekilde arglimantasyon siiregleri ile ispat siiregleri arasinda spontane siireklilik bulunan
O0gretmen adaylar ispat yapmada giicliik yasarken dediiktif arglimantasyon yapisini
yaptiklar1 ispatin yapisina tasiyan Ogretmen adaylarinin ¢ogunun gegerli ispatlar
iretebildikleri ortaya cikmistir. Buna gore, analizin temel konularindaki ispatlarin
dediiktif yapisina uygun bir sekilde argiimantasyon siirecine giren dgretmen adaylarinin
ispat yapma becerilerinin yliksek oldugu sdylenebilir. Baska bir deyisle, ispatlara
baslamadan 6nce dediiktif tarzda basarili bir argiimantasyon silireci gegiren 6gretmen
adaylarinin ispatlarda genellikle basarili olduklari ortaya ¢ikmistir. Calismadan elde
edilen bu sonug, ispat yapmadan Once girilen varsayim olusturma siirecinin ispat
yapmay1 kolaylastirdigi seklindeki ¢alisma sonuglari ile uyumludur (Garuti vd., 1998;
Pedemonte, 2007, 2008; Pedemonte ve Buchbinder, 2011). Garuti vd., (1998) ispat
yapmada basarili olan tim ogrencilerin ispatlanan Onermenin akla mantifa uygun
oldugunu gostermek icin argiimanlar iirettiklerini belirtmislerdir. Onermenin
dogrulugunu kesfetmek i¢in gegirilen siire¢ ile dnermenin ispatlama siireci arasindaki

bosluk arttik¢a ispatlama siirecindeki gii¢liigiin de artacagini belirtmiglerdir.

Calismada ispatlama siirecinden Once dediiktif argiimantasyon {liretmeyen
Ogretmen adaylariin ispat yapmada basarisiz olduklar1 ortaya ¢ikmistir. Buna karsin
farkli alanlarda yapilan ¢alismalarda, argiimantasyon ve ispat siireci farkli yapida olup
ispatlarda basarili olan &grencilerin mevcut oldugu bilinmektedir (Martinez ve
Pedemonte, 2014; Pedemonte, 2008). Pedemonte (2008) cebir alanindaki dediiktif
ispatlar yapilmadan oOnce abdiiktif argiimantasyon siirecine giren Ogrencilerin ispati
yapabildiklerini ifade etmistir. Martinez ve Pedemonte (2014) siireg¢ 6rnek genellemesi
ile yapilan tiimevarimsal arglimantasyon siireci sonunda 6grencilerin aritmetik alandaki
dediiktif ispatlar1 yapabildiklerini tespit etmislerdir. Bu ¢aligmada analiz alaninda sonug
ornek genellemesi ile yapilan tiimevarimsal argiimantasyon siireci sonucunda gecerli
ispata ulasilamamistir. Calismadan elde edilen bu sonug, farkli alanlarda olsa da

Martinez ve Pedemonte (2014) tarafindan yapilan ¢alisma sonucunu desteklemistir.

Bu calismada Analiz alaninda dediiktif argiimantasyonlar sonucunda gegerli
dediiktif ispatlara ulasilabildigi ortaya ¢ikmistir. Bu bakimdan 6gretmen adaylarinin
analizin temel konularindaki ispatlarda basarili olabilmeleri i¢in ispatlar Oncesinde

teoremlerin dogruluguna ikna olma adma dediiktif tarzda argiimanlar {iretmelerinin
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yararlt oldugu sdylenebilir. Analiz alaninda yer alan ispatlarin ¢ogunlukla dediiktif
yapidaki ispatlar oldugu disiiniildigiinde, Ogretmen adaylarinin argiimantasyon
siirecleri ile ispat siirecleri arasinda dediiktif siirekliligin yakalanmasi énemsenmelidir.
Boero (1999) da ispat yapmak igin Orneklerle yapilan muhakemenin, 6zel durumlari
dikkate almanin yeterli olmadiginin agikca goriildiiglinii ve dediiktif olarak diizenlenmis

muhakemeler yoluyla ispatlarin yapilabilecegini ifade etmistir.

Calismada ispatlardan once dnermelerin dogru olup olmadigini tespit etmek igin
girisilen argiimantasyon silirecinin ispat yapmada yararli oldugu ortaya ¢ikmistir. Diger
bir ifadeyle, ispat yapmadan Once gecirilen diislince siirecinin 6nemli oldugu tespit
edilmistir. Buna gore ispat agirlikli derslerde teoremler ispatlanmadan 6nce, teoremin
neden dogru olduguna yonelik smif i¢i tartismalar yapilarak 6grencilerin dediktif
arglimanlar tretmeleri saglanabilir. Derslerde ispatlarin 6ncesindeki argiimantasyon
siireci dnemsenmelidir. Ispat1 yapilacak teoremin neden dogru oldugu ve ispatin nasil
yapilabilecegi tartistlmalidir. Bu baglamda derslerdeki ispat aktivitelerinin
“ispatlayiniz” seklinde verilmesinin yerine problem olarak verilmesinin yararli olacag:
diistiniilmektedir. Garuti vd. (1998) “ispatlayiniz” tarzi etkinliklerde varsayim iiretme
stirecine girilmedigini ve bu durumun argiimantasyon ile ispat arasindaki biitiinliigii
bozdugunu ifade etmistir. Bu biitiinliigiin belki de onermelerin dogrulugunu kesfetme
stirecinin yeniden olusturulmasiyla saglanabilecegini belirtmislerdir. Diger bir deyisle,
kesfetme, bir varsayim olusturma, kesfe geri donme ve onu bir ispat icinde diizenleme

igeren tiim dongiiniin yeniden insa edilmesini 6nermislerdir.

Matematikg¢iler matematiksel bilgileri olustururken sezgi, deneme, yanilma,
tahmin, varsayim, ispat zincirini takip etmektedirler (Almeida, 2003). Buradan
matematikgilerin ispatlama siirecinde argilimantasyon siirecine girdikleri sdylenebilir.
Matematikgilerin izledikleri ydntem, arglimantasyon siirecini igermesine ragmen
ozellikle tiniversite seviyesindeki matematik derslerinin 6gretimi sirasinda bu zincirin
sadece son basamagina odaklanildig1 belirtilmistir (Almeida, 2000). Almeida (2003)
matematikgilerin takip ettigi bu zincirin ispat ogretiminde de yer almasi gerektigini
ifade etmis ve boylelikle Ogrencilerin ispatlarin gerekliligini kesfetme firsatinin
olacagin1 dile getirmistir. Bu disiincelerine ek olarak Almeida (2003), iiniversite
seviyesindeki matematik derslerinin islenisinin “teorem-ispat-ornekler” seklinde

oldugunu ifade etmistir. Bu siranin takip edilmesi yerine teoremin dogrulugunu gosteren
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iyi se¢ilmis ornekler ile “Ornekler-teorem-ispat” ya da “Ornekler-ispat-teorem” akiginin
takip edilmesini onermistir (Almeida, 2003). Thurston (1994) “tanim-teorem-ispat”
modelinin en biiyiik dezavantajinin sorularin kaynaginin agiklanmamasi oldugunu ifade
etmistir. Bu modele varsayimda bulunma, sorularin ortaya ¢ikmasi, mantikli tahminler
yapma ve dogru oldugu diisiiniilen sey ile ilgili heuristik argiimanlar liretme agsamalarini

iceren varsayim olusturma siirecinin ek bilesen olarak eklenebilecegini vurgulamistir.

Benzer sekilde Baykul (2014), aksiyomlar ve teoremler halinde verilmis olan
matematikteki prensiplerin 6grenciler tarafindan ilk defa bulunuyormuscasina goriilmesi
ve sezilmesinin, matematik Ogretiminde matematigin yapisi yoniinden goz Oniine
alinacak Onemli hususlar arasinda yer aldigini belirtmistir. Eger bu zihinsel siirecler
yasanmaz, ispat 0gretimi ders hocasinin yaptig1 ispatlarin kopyalanmasi seklinde olursa
(Alcock ve Weber, 2005; Selden ve Selden, 1995), 6grenciler kendilerine ydneltilen
matematiksel iddialart sorgulamadan kabul eder ve otoriter bir 6grenme aligkanliginin
kapilar1 acilir. Ogretimden kaynakli bu zorluklarin iistesinden gelebilmek icin birgok
arastirmaci, ispatlarin Ggretiminin  sadece sunum odakli oldugunu belirterek,
egitimcilere ispatlart dogrudan kendileri yapmak yerine Ogrencilere diislinme ve
tartisma firsat1 verilmesini 6nermektedir (Balacheff, 1999; Pedemonte, 2008). Ozellikle
Balacheff (1999) 6gretmenin iiretilen seyin mantikliliginin ve epistemolojik gegerliginin
garantorii. konumunda oldugunu belirterek bu durumu elestirmistir. Bu sekildeki bir
egitim anlayisinin 6grencilerin dogruluk ve ispat sorunsalini tartigmalarini engelledigini
ifade etmistir. Ispat 6greniminin niindeki engelleri asmak igin dgrencilere iirettikleri
seylerin matematiksel sorumlulugunu istlenecekleri durumlarin arastirilmasini
onermektedir. Yapilacak bdyle bir yetkilendirmenin derslerdeki problemlerin
¢ozlimiindeki karar alma siirecinde dgretmenin roliinlin zayiflamasi, 6grencilerin kendi
ispatlama metotlarin1 gelistirebilmeleri adina c¢aba harcanmasi anlamina gelecegini

belirtmistir.

5.6. Ogretmen Adaylarinin Akademik Basarilar, Ispata Yonelik Gériisleri,
Analizin Temel Konularindaki Kavramsal Bilgileri, Argiimantasyon ve Ispat

Siirecleri Arasindaki fliskilere Yonelik Sonuc, Tartisma ve Oneriler.

Bu boliimde galismanin boliimlerinden elde edilen sonuglar biitiinciil bir sekilde

ele alinarak birbiri ile karsilagtirlmaya calisilmistir. Calismaya katilan Ogretmen
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adaylarinin elde ettikleri akademik basarilar ile analizin temel tanimlarini anlayis
sekilleri ve ispata yonelik gortisleri genellikle paralellik gostermistir. Basarili 6gretmen
adaylar1 olan Ahu, Aysun, Aziz ve Adem’in analizin temel konularinda ¢ogunlukla
kavramsal anlamaya sahip olduklar1 ve ispata kars1 olumlu duygular besledikleri tespit
edilmistir. Orta diizeyde akademik basariya sahip 6gretmen adaylari olan Baris, Bilge,
Buse ve Belma’nin analizin temel konularina yonelik kavramsal anlamaya sahip
olmadiklari, s6z konusu kavramlara yonelik genellikle hatali, sembolik anlamaya sahip
olduklar1 veya kavram karmasasi yasadiklar1 ortaya ¢ikmistir. Bu 6gretmen
adaylarindan Bilge’nin ispata yonelik hem olumlu hem de olumsuz goriislere sahip

oldugu, diger 6gretmen adaylarinin ise olumsuz goriislere sahip olduklari belirlenmistir.

Ispata yonelik goriisleri olumlu olan ogretmen adaylari ile olumsuz olan
Ogretmen adaylarinin argiimantasyon ve ispat siiregleri karsilastirildiginda, ispata
yonelik olumlu goriisler belirterek olumlu tutum iginde olduklar1 belirlenen 6gretmen
adaylarinin  argiimantasyon siireglerinde belirgin bir sekilde dediiktif gerekgeler
tirettikleri belirlenmistir (%68). Buna gore ispata yonelik olumlu goriiste olan 6gretmen
adaylarinin matematiksel 6nermelere ikna olmak ve iddialarini savunmak igin tanim,
teoremleri, kavramsal bilgilerini kullanarak muhakeme ettikleri ya da ispat yaptiklari
ortaya ¢ikmustir. Ogretmen adaylarinin ispat semalariin da genellikle dediiktif oldugu
tespit edilmistir (%86). Ogretmen adaylarnin ispatlarinda da tanim, teorem ve

aksiyomlari kullanarak ispat yaptiklari belirlenmistir.

Ispata yonelik olumsuz tutum sergileyen dgretmen adaylarinin argiimantasyon
sirecinde {rettikleri argiimanlarin daha ¢ok digsal (%32), tiimevarimsal (%25) ve
referanssiz (%21) tipte oldugu belirlenmistir. Buna gore ispata yonelik olumsuz goriiste
olan bazi1 6gretmen adaylarinin 6nermelerin dogrulugunu sorgulamadan otoriteye dayali
olarak ikna olduklar1 ya da dnermenin igeriginden ¢ok goriiniisii ile ilgilendikleri ortaya
cikmigtir. Baz1 6gretmen adaylarinin 6nermelere ikna olmak ve iddialarini savunmak
i¢in bir ya da birka¢ durumu dikkate aldiklar1 tespit edilmistir. Ogretmen adaylarmin bir
kismi da Onermelere ikna olurken ve baskalarimi ikna ederken matematiksel temeli
olmayan bilgiler kullandiklar1 goériilmiistiir. Bu 6gretmen adaylarinin ispat semalarina
bakildiginda Ogretmen adaylariin yarisindan fazlasinin  tlimevarimsal (%54),
bazilarmin dediiktif (%27) ve dissal semada (%18) oldugu belirlenmistir. Buna gore

ispata yonelik goriisleri olumsuz olan 6gretmen adaylarinin ¢ogunlukla tiimevarimsal
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tarzda ispatlar trettikleri ortaya c¢ikmistir. Bu bulgulara gore 6gretmen adaylarinin
ispata yonelik goriislerinin argiiman ve ispat yapilarinin se¢iminde etkili oldugu
diistiniilmiistiir. Bu durum 6gretmen adaylar1 ile miilakatlar baslamadan once yapilan
goriismelerde dikkati ¢ekmistir. Bu goriismelerde ispata yonelik goriisleri olumlu olan
Ogretmen adaylar1 Onermelere ikna olmak ve iddialarim1 savunmak igin dediiktif
gerekgeler iireteceklerini, ispata yonelik olumsuz goriisu olan 6gretmen adaylart ise

daha ¢ok dediiktif olmayan gerekceler iireteceklerini belirtmislerdi.

Ortaya ¢ikan bu durumun sebebinin ne olabilecegi diistiniildiigiinde, ispata
yonelik 6n yargili olan, sevmeyen ve faydali gérmeyen O0gretmen adaylariin ispatin
mantigmi tam anlamiyla anlamada giiliik yasamalari ihtimali akla gelmektedir. ispatin
dogrulama fonksiyonunun mantigini kavrayamamis 6gretmen adaylarinin da kendilerini
ve bagkalarin1 matematiksel bir ifadenin dogruluguna ikna ederken sevmedikleri
dediktif yap1 yerine dediiktif olmayan informel yapilari ikna edici bulmalar1 beklenen
bir durumdur. Bu anlamda 6gretmen adaylarinin ispatlara karsi 6n yargili olmamalari

adina gerekli ¢aligmalar yapilabilir.

Yapilan arastirmalarda da bu c¢alismanin sonuglarina paralel olarak, matematik
Ogretmeni adaylarinin ispata yonelik goriigleri ile ispat yapma becerilerinin iliskili
oldugu goriilmiistiir (Bayazit, 2009; Doruk ve Kaplan, 2015; Giiler, Ozdemir ve Dikici,
2012; Imamoglu, 2010). Moore (1994) ispat ve matematige yonelik algilarin
Ogrencilerin ispat yapma becerileri iizerinde etkili oldugunu belirtmis, {iniversite
seviyesindeki Ogrencilerin ispat yaparken karsilastiklart giicliiklerin arasinda oldugunu
ifade etmistir. Furinghetti ve Morselli (2009) inanglarin sadece duygularla iliskili
oldugu icin degil, ayn1 zamanda ispatlama stratejilerinin se¢imi, secilen stratejiden
beklentiler ve karsilasilan zorluklara karsi tepkiler gibi ispatlama yollarini dogrudan
etkiledigi i¢in onemli oldugunu ifade etmistir. Hersh (1993) ispatin matematikteki
iistlendigi role yonelik farkli goriiste olan 6gretmenlerin siniflarinda 6gretim sirasinda
yer verecekleri ispatlarin da farkli 6zellikte olacagi yoniinde goriis bildirmistir. Bell
(1976) ogrencilerin ¢oziimleri i¢in matematiksel olarak yeterli dogrulama saglamada
giiclik yasadiklarim1 ifade etmis ve bu giicliiklerin ispatin amacima yoOnelik

eksikliklerinden kaynaklandigini ifade etmistir.
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Calismada literatiirdeki mevcut tespitlere ek olarak, ispata yonelik goriislerin
tiretilen argiiman ve ispatlarin yapilarint da etkileyecegi sonucuna ulasilmistir.

Calismadan elde edilen bu sonug asagidaki sekilde betimlenmistir.

Dediiktif gerekge

Olumlu gorisler

Dediiktif ispat semasi

ispata yonelik goriis

Digsal gerekgeler

Timevarimsal gerekce

Referanssiz gerekge
. .

Olumsuz goérusler

N
Timevarimsal ispat semasi

Dediiktif ispat semasi

Digsal ispat semasi

Sekil 5.2. Ogretmen adaylarinin ispata yonelik goriislerine gore gerekge tipleri ve ispat
semalari

Ogretmen adaylarmin, argiimantasyon ve ispat yapma aktivitelerinin ilgili
oldugu tanimlar1 anlayis sekillerine gore tercih ettikleri gerekge tipleri ve ispat
semalarinin farklilik gosterdigi belirlenmistir. Akademik basaris1 yliksek Ogretmen
adaylarinin argiimantasyon ve ispat aktivitelerinin ilgili oldugu tanimlara yonelik
cogunlukla kavramsal anlamaya sahip olduklar1 belirlenmistir. Orta diizeyde akademik
basartya sahip olan 6gretmen adaylarinin ise ¢gogunlukla kavramsal olmayan anlayislara
sahip olduklart ortaya c¢ikmistir. Bu Ogretmen adaylarinin tanimlara yonelik
anlayislarinin ¢ogunun sembolik anlamalar oldugu tespit edilmistir. Yani bu gruptaki
O0gretmen adaylarimin ¢ogu, tanimlarin altinda yatan anlamlari bilmemekte, tanimlari
kendilerine verilen sekilde tekrarlamaktadirlar. Ogretmen adaylarinin bir kisminin da
tanimlara yonelik hatali anlamalarinin oldugu, bir kismmin kavram karmasasi yasadigi

ortaya ¢ikmistir.

Analizin temel konularindaki tanimlara yonelik kavramsal anlamaya sahip olan

Ogretmen adaylar1 ile olmayanlarin argiimantasyon ve ispat siiregleri incelendiginde,
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kavramsal anlamaya sahip olan 6gretmen adaylarinin tirettikleri argiimanlarin genellikle
dediiktif yapida (%66) oldugu ortaya ¢ikmistir. Bu 6gretmen adaylarin trettikleri
ispatlarda ise dediiktif ispat semasina (%85) sahip olduklar1 tespit edilmistir. Analizin
temel tanimlarina yonelik kavramsal bilgileri yeterli diizeyde olmayan &gretmen
adaylarinin arglimantasyon slireglerinde {irettikleri argliimanlarda birbirine yakin
oranlarda digsal (%27), timevarimsal (%24), referanssiz (%24) ve dediiktif (%19)
gerekceler kullandiklar1 belirlenmistir. Bu 6gretmen adaylarinin dediiktif (%42),
timevarimsal (%35) ve digsal (%21) ispat semalarinda olduklar1 ortaya c¢ikmustir.
Kavramsal bilgileri yeterli diizeyde olmayan 6gretmen adaylart ¢ogunlukla, iddialarini
ikna edici bir sekilde savunamamislardir. Matematiksel olarak ikna edici argliman ve
ispatlar iiretmede giicliik ¢cekmislerdir. Kavramsal anlamaya sahip olmayan 6gretmen
adaylarinin ¢ogunlugunun matematiksel Onermelere ikna olurken ve iddialarim
savunurken matematiksel ve mantiksal olarak yanlis gerekceler kullandiklar1 tespit
edilmistir. Bu Ogretmen adaylarinin matematiksel tanimlar1 kavramsal olarak
bilmedikleri ve igsellestiremedikleri i¢in formel tamimlar kendilerine verilmesine
ragmen Urettikleri arglimanlarda dediiktif tarzda gerekceler kullanmaya cekindikleri
diisiiniilmistiir. Tanimlar1 kullanirken kendilerini rahat ve giivende hissetmedikleri i¢in
dediiktif olmayan yollara basvuruyor olabilirler. Bu durumun aksine tanimlari
kavramsal boyutta anlayan Ogretmen adaylari tanimlart kullanmak i¢in korkuya
kapilmamiglardir. Tanimlar1 ¢ogunlukla igsellestirdikleri i¢in onlar1 argiimantasyon ve

ispat aktivitelerinde rahatlikla kullanabilmislerdir.

Ispat, dogasi geregi sentaktik bilgilerin yaninda semantik bilgilerin de iist
diizeyde kullanildig1 bir aktivitedir. Bu yiizden tanimlara yonelik kavramsal bilgi
diizeyinde olmayan ogretmen adaylarinin kavramsal bilgi seviyeleri ve iizerindeki
biligsel becerilerin siklikla kullanildigi bu tarz aktivitelerde dediiktif yollari tercih
etmemeleri beklenen bir durum olarak algilanabilir. Calismada elde edilen bu sonug

asagidaki sekilde betimlenmistir.
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Sekil 5.3. Ogretmen adaylarinin analizin temel konularindaki tanimlari anlayis
sekillerine gore gerekge tipleri ve ispat semalari

Calismadan elde edilen bu sonuglar, kavramsal bilgi eksikliginin ispat yapmada
onemli bir giicliik oldugu arastirma sonuglariyla desteklenmektedir (Cusi ve Malara,
2007; Ko ve Knuth, 2009; Moore, 1994). Moore (1994) calismasinda Ggrencilerin
matematiksel bilgileri ile kavram imajlarinin yeterli olmadigr durumlarda ispata nasil
baslayacaklarini belirlemede giicliik yasadiklarini tespit etmistir. Ogrencilerin “kavram
imaji—kavram tanimi—kavram kullanimi1” zincirini takip etmelerinin yararli olacagini
ifade etmigstir. “kavram imaji—kavram kullanim1” zincirinin takip edilmesi durumunda
ise, 0grencilerin iyi bir kavram imajina sahip olsalar bile formel ispat yapmada gii¢liik
yasayabileceklerini belirtmistir. Caligmada kavramsal bilgi eksikliginin argiimantasyon
ve ispat siireclerinde dogru argliman ve ispat lretmenin Oniindeki engellerden biri

oldugu sonucuna ulagilmistir.

Akademik basaris1 yiiksek olan 6gretmen adaylarinin ¢alismadaki performanslar
incelendiginde, ispata yonelik goriisleri olumlu olan, tanimlar1 kavramsal olarak anlayan
ve kendisine gerekli olan tamimlar yazili olarak verilen O6gretmen adaylarindan
bazilarinin argiimantasyon ve ispat aktivitelerinde basarili olamadiklar ortaya ¢ikmistir.
Calismada tespit edilen bu durum Weber’in (2001) lisans 6grencilerinin ispat yapmak

icin gerekli olan dogru bilgileri bilmelerine ve Onermeyi ispatlayabilmek icin
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uygulayabilmelerine ragmen ispat yapmada basarisiz olduklarini belirttigi ¢alismasinin
sonuclar1 ile benzerlik gostermistir. Bu c¢alismada da bazi1 Ogretmen adaylarinin
tanimlara yonelik kavramsal bilgiye sahip olmanin yaninda tanimlari uygulayabilme
becerilerininin olmasina ragmen argiimantasyon ve ispat aktivitelerinde basarisiz
olduklar1 ortaya c¢ikmistir. Moore (1994) lisans Ogrencilerinin kavram imajlarinin
yeterince gelismis olmasina ragmen tanimlar1 ve sembolleri formel matematiksel bir dil
ile yerlestiremedikleri i¢in hala ispat yaparken zorluk yasadiklarini belirtmistir. Weber
(2001) de ispatlardaki bu basarisizligin sebebinin, 6grencilerin sahip olduklar1 sentaktik
bilgileri ispat yaparken kullanamamalart oldugunu ifade etmistir. Sentaktik bilgi, ispat
yapmak i¢in tanimlar1 agarak ve sembolleri ise kosarak mantiksal manipiilasyonlar
yapma olarak tanimlanabilir (Weber, 2001). Ayrica sentaktik bilginin énemli olmakla
beraber ispat yapmak i¢in yeterli olmadigini, ayn1 zamanda stratejik bilgiye de ihtiyag
oldugunu ifade etmistir. Stratejik bilgiler ispatlama yonteminin se¢imi, 6zel teorem ya
da gercekler ile sentaktik bilginin ne zaman kullanilip kullanilamayacagi bilgisidir
(Weber, 2001). Buna gore séz konusu Ogretmen adaylarinin stratejik bilgilerinde
eksikliklerin oldugu sdylenebilir. Ogretmen adaylarinin stratejik bilgilerini gelistirme

tizerine gerekli calismalar yapilmasi onerilebilir.

Akademik basari diizeyi yiiksek olan O6gretmen adaylarindan Aziz ve Adem
gosterdikleri performanslar ile dikkati ¢ekmistir. Aziz argiimantasyon aktivitelerinde en
basarili 6gretmen adayi iken, Adem ise ispat yapmada en basarili 6gretmen aday1
olmustur. Aziz matematiksel iddialara ikna olurken ve iddialarin1 savunurken irettigi
arglimanlarda matematiksel tanimlari, tanimlara yonelik kavramsal bilgilerini zaman
zaman da kavram imajlarin1 kullanmistir. Matematiksel 6nermelerin dogrulugunu
degerlendirirken genellikle kavramsal bilgileri iizerinden hareket etmistir. Onermenin
yanlis olduguna ikna olmak i¢in ters drnekler bulmaya calismistir. Yanlis bir 6nermenin
dogru olup olmadigint sorgularken 6nce dogru oldugunu diisiinerek ispat yapmaya
calismis, ispatinda ilerleyemeyince ters ornek bulmaya calismistir. Ters 6rnek bularak
Onermenin yanlis olduguna ikna olmustur. Matematiksel iddialarin1 savunurken
genellikle tanimlar1 dogru bir sekilde uygulamistir. Tanimlar1 kullanmasinin yaninda
kavram imajlarmi kullanarak sekil ve grafiklerden destek almistir. Bu sayede
matematiksel Onermeleri dogru bir sekilde degerlendirebilmis ve matematiksel

iddialarm ikna edici bir sekilde savunabilmistir. Ispat yaparken ayni yapisii koruyan
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Aziz, basarili olamamistir. Buna gore Aziz’in bu yapisinin arglimantasyon
aktivitelerinde yararli oldugu sdylenebilir. Aziz’in bu durumunun semantik yapidaki
Ogrencilerle benzerlik gosterdigi diisiinlilmiistiir. Weber (2005) 6grencilerin ispatlari
prosediirel, sentaktik ve semantik olmak {iizere iic farkli sekilde yapabildigini
belirtmistir. Semantik ispatlarda &grenciler, ispatlarin1 yaparken ispatlanan ifadenin
neden dogru oldugunu gormek i¢in ilgili kavramlarin informel ve sezgisel
gosterimlerini  dikkate alirlar. Bu Ogrenciler yapacaklar1 formel c¢alismalara

yonlendirmesi i¢in informel gosterimleri kullanirlar (Weber, 2005).

Aziz’den fakli olarak Adem, matematiksel 6nermelerin dogru olup olmadigina
sadece ispat yaparak ya da ters Ornek gostererek karar vermistir. Siirekli, tanimlar
acarak ilerlemeye ve mantiksal manipiilasyonlar yaparak sonuca ulagsmaya calismistir.
Adem’in bu durumu o&zellikle yanlis Onermeleri degerlendirirken onu yaniltmustir.
Yanlis 6nermelerin bazilari i¢in dogru ispatlar tirettigine ikna olmus, 6nermenin dogru
oldugunu belirterek yanlis degerlendirmeler yapmistir. Yanlis oldugunu diisiindiigii
onermeler icin ters ornek bulmaya calismistir. Onermelerin  dogrulugunu
degerlendirmede Aziz kadar basarili olamamistir. Matematiksel iddialarini savunurken
de tanimlar1 dogru bir sekilde kullanmis ve ikna edici ¢oziimlere ulasmistir.  Iddialarimi
savunurken de formel tanimlari kullanmaya g¢alismistir. Bu yapisindan ispatlama
etkinliklerinde de 6diin vermemistir. Ispatlarin1 yaparken tanimlari agip mantiksal
olarak manipiile etmeye ¢alismistir. Adem’in sentaktik yapiya siki sikiya bagli olarak
ispatlarda basarili oldugu ortaya ¢cikmistir. Sentaktik bilgi, ispat yapmak i¢in tanimlari
acarak ve sembolleri ise kosarak mantiksal manipiilasyonlar yapma olarak
tanimlanmistir (Weber, 2001). Adem’in etkinliklerde sergiledigi ozellikler Weber’in
(2009) calismasindaki ¢ok basarili sentaktik 6grencinin 6zelliklerine benzemektedir.
Weber (2009) ¢ok basarili sentaktik muhakeme sekline sahip bir lisans matematik
OgrenciSinin matematiksel bir Onermenin dogru olup olmadigina ikna olmak igin
oncelikle ispat yapmaya caligtigini belirtmistir. Bu 6grencinin énermelerin dogrulugunu
degerlendirirken ispat ve ters Ornek liretme disinda hicbir stratejiyi uygulamadigin

belirtmistir.

Sar1 ve digerleri (2005) ¢alismalarinda basarili 6grencinin dediiktif ve sentaktik
ispat yapisina siki sikiya bagli iken basar1 seviyesi diistiikge dgrencilerin deneysel ve

digsal yapilarda olduklarini tespit etmistir. Ogrencilerin akademik basar1 seviyesi
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diistiikge dediiktif ve sentaktik yapilardan uzaklasildigi belirlenmistir. Bu ¢alismada da
akademik basarisi yiiksek olan Ogretmen adaylarimin dediiktif gerekce tipinde ve
dediiktif ispat semasinda oldugu belirlenmistir. Akademik basarilar1 daha distik
O0gretmen adaylarinin da ¢ogunlukla dissal ve deneysel gerekge tipleri ve ispat
semalarinda olduklar1 belirlenmistir. Buna gore 6gretmen adaylarinin akademik basari
diizeyi distlikge dediiktif olmayan gerekgeleri ikna edici bulduklar1 ve dediiktif olmayan
arglimanlar1 ispat olarak kabul etme egiliminde olduklari ortaya ¢ikmustir. Goetting
(1995) farkli boliimlerde 6grenim goren iiniversite Ogrencilerinin ispat anlayislarini
ortaya c¢ikarmak i¢in yaptigi ¢alismasinda benzer bir bulguya yer vermistir. Arastirma
grubundaki matematiksel bilgi diizeyi daha yiizeysel olabilecegi diistiniilen grubun
(smuf 6gretmenligi boliimii) ispat1 kesinlik gerektirmeyen arglimanlar olarak gordiigii ve

deneysel arglimanlar ispat olarak kabul ettigini belirtmistir.

Caligmadan elde edilen sonuclar 1s18inda 6gretmen adaylarmin kendilerine
yoneltilen matematiksel ifadelerin dogrulugunu degerlendirmede ve iddialarim
matematiksel olarak savunmada giicliikk yasadiklari anlasilmaktadir. Bu durumun
gelecek i¢in kaygi verici oldugunu sdylemek miimkiindiir. Cilinkii 6gretmen adaylarinin
bir kism1 kendilerine yoneltilen matematiksel bilgileri sorgulamadan ya da mantiksal
olarak anlamsiz muhakemeler sonucunda karar vermistir. Bu sekilde elde edilen
matematiksel bilgilerin ilizerine insa edilecek diger bilgilerin de saglikli olamayacagi
aciktir. Bu anlamda matematiksel bilgileri sorgulayan, dogru ve yanlisi birbirinden ayirt
edebilen, diislincelerini uygun matematiksel bir dil ile savunabilen bireyler yetistirmede
sorumlulugu olan 6gretmenlerde de bu becerilerin {ist diizeyde olmasi beklenmektedir.
Matematik Ogretmenlerinin 6grencilerine “cikarimlarin dogrulugunu ve gecerligini
savunma” ve “mantikli genellemelerde ve ¢ikarimlarda bulunma (MEB 2013a)” gibi
becerileri kazandirabilmeleri i¢in Oncelikle kendilerinin bu becerilere sahip olmasi
gerekir. Bu anlamda gelecegin matematik dgretmenleri olan 6gretmen adaylarinin bu
tarz becerilere sahip olup olmadiklar1 farkli arastirma yaklagimlari ve farkli aragtirma

gruplart ile sianabilir.

Literatiir incelendiginde ispata yonelik birgok ¢alisma mevcut iken
arglimantasyon ve ispat ile olan iliskisine yonelik calismalarin oldukca sinirli oldugu
gorilmiistir. Bu nedenle, bu alanda yapilacak olan caligmalarin literatiire katki

yapmanin yaninda Ogrencilerin ispat siirecinde yasadiklari zorluklara ayna tutacagi
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diistiniilmektedir. Bu ¢alismada 6gretmen adaylarinin ispata yonelik goriisleri, analizin
temel tanimlarin1 anlama sekilleri, argiimantasyon ve ispat siireglerine yonelik var olan
durum ortaya ¢ikarilmaya calisilmistir. Ayrica bu ¢alisma ispata baslamadan Once
gecirilecek argiimantasyon siirecinin dnemini ortaya koymustur. Buna gore 6grencilerin
ispatlama becerilerini artirmak i¢in argiimantasyon siireglerinin de i¢inde oldugu ispat

Ogretim yontemleri gelistirilebilir ve bu yontemlerin etkililigi sinanabilir.
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EKLER

EK 1. MATEMATIKSEL ISPATA YONELIK GORUSME FORMU

Merhabalar sevgili arkadaslar. Ilkogretim matematik &gretmenligi boliimii

Ogrencilerinin matematiksel arglimantasyon ve ispat silireglerinin ortaya c¢ikarilmasi
amaciyla bir ¢alisma yiiriitmekteyim. Bu ama¢ dogrultusunda, yapilacak miilakatlar
yardimiyla sizin ispata yonelik goriislerinizi ortaya c¢ikarmayir hedeflemekteyim.
Goriismeden elde edilecek bilgiler sadece bilimsel arastirma amaciyla kullanilacak olup
size ait bilgiler kesinlikle gizli tutulacaktir. Goriismelerimiz ses kayit cihazi yardimiyla
kayit altina alinacaktir. Calismada isimleriniz yerine takma isimler kullanilacaktir.
Goriismenin yaklasik 40 dakika siirmesini planlanmaktayim. Gorlismeye baslamadan
sorunuz varsa oncelikle yanitlamak isterim.

o &~ w DN

© © N o

Simdiden ¢alismaya yaptiginiz katkilardan dolay1 tesekkiir ederim.
Ars. Gor. Muhammet DORUK

Matematiksel ispat sizin i¢in ne anlam ifade ediyor?

Matematiksel ispatin matematikteki amaci hakkinda ne diistiniiyorsunuz?
Matematiksel ispatin matematikteki 6nemi hakkinda ne diislintiyorsunuz?
Matematiksel ispatlar size neden 6gretiliyor?

Matematiksel ispatlarin size matematiksel anlamda yararli olup olmamasi
hakkinda ne sdylersiniz?

Hangi tiir ispatlarda basarili oluyorsunuz?

Bir 6grencinin ispatlarda basarili olmasi i¢in ne yapmasi gerekir?

Dogru yapilmis bir ispatta bulunmasi gerekenler nelerdir?

Matematiksel bir Onermenin dogrulugu hakkinda siipheye diistiigiinlizde

kendinizi nasil ikna edersiniz?

10. Dogru oldugunu diisiindiiglinliz matematiksel iddialariniz1 nasil savunursunuz?
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EK 2. FONKSIYON KAVRAMINA YONELIK KLINIK MULAKAT FORMU

Merhabalar sevgili arkadaglar. Asagida size sorulan sorulari sesli bir sekilde diisiinerek yanitlamaniz
istenmektedir. Yapilan goriismelerden elde edilen bilgiler, sadece bilimsel arastirma amaciyla
kullanilacak ve kisisel bilgiler kesinlikle gizli tutulacaktir. Yapilan ¢alismada isminiz yerine takma isim
kullanilacaktir. Bu nedenle size sorulan sorulari, bu konuda higbir kaygi duymadan rahat bir sekilde

cevaplayabilirisiniz. Simdiden ¢alismaya yaptiginiz katkilardan dolay1 tesekkiir ederim.

Ars. Gor. Muhammet DORUK

Tammm: A ve B bostan farkli iki kiime olsun. f € AxB asagidaki sartlar1 sagliyorsa bu f bagintisina
fonksiyon denir:

i. Va € A i¢in Oyle bir b € B vardir ki (a,b) € f dir.

ii. (a,b;) € f ve (a,by) € fise b; = b, dir.
Tanim: f: A — B bir fonksiyon olsun. Eger her x;,x, € A i¢in f(x,) = f(x;) iken x; = x, oluyorsa f
fonksiyonuna birebir fonksiyon denir. Bu tanim su sekilde de verilebilir; her x;,X, € A i¢in x; # X, iken
f(xq) # f(x,)oluyorsa f fonksiyonuna birebir fonksiyon denir.
Tamm: f: A — B bir fonksiyon olsun. f(A) = B oluyorsa f fonksiyonuna 6rten (veya lizerine) fonksiyon
denir. Buna gore f ortense her y € B i¢in f(x) = y olacak sekilde en az bir x € A vardir.
Tanmm: Eger, bir A kiimesinin her bir eleman1 B kiimesinin de bir elemant ise A kiimesi B kiimesinin bir
alt kiimesidir denir.
Tamm: f:A - B ve g:B — C birer fonksiyon olsunlar. Bu taktirde g fonksiyonu f(A) daki her f(x)
elemanini, C kiimesinin bir g(f(x)) elemanina dondstiiriir. Boylece A nin her bir x elemanin1 C nin bir
z=9(f(x)) elemanina doniistiiren yeni bir fonksiyon elde edilir. Bu fonksiyona f ile g fonksiyonlarimin

bileske fonksiyonu denir ve gof ile gosterilir.
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@ Asagidaki Onermeler igin yapilan dogrulamalari inceleyiniz. Yapilan dogrulama hakkindaki

degerlendirmenizi yaparak degerlendirmenizin gerekgesini belirtiniz.

(a) f:A - B ve g:B — C birer fonksiyon olsunlar. Eger f ve g fonksiyonlari birebir ise gof fonksiyonu
da birebirdir.

® gof fonksiyonunun birebir oldugunu géstermek igin Vxq,x, € A icin (gof)(x,) = (gof)(x;) =

X, = X, oldugunu gostermek gerek ve yeterdir.
VX1, X, € Aligin (gof)(x) = (gof)(x2) = g(f(x1)) = g(f (x2))
= f(x) = f(x2)
S X1 =X,

O halde gof fonksiyonu birebirdir.

ODO gru OKlsmen dogru OYanhs

(b) f: A — B bir fonksiyon ve D c A olsun. O halde f~*(f(D)) < D dir.
® vx € f~1(f(D)) olsun. Ters fonksiyonun tanimindan,

x € f71(f(D)) = f(x) € f(D) = x € D dir. O halde f~*(f (D)) kiimesinden alinan her eleman aym

zamanda D kiimesinin elemanidir.

Buna gére verilen ifade dogru olup f~1(f(D)) < D dir.

O Dogru OKlsmen dogru OYanhs

Ciinkii. ..
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@Asagldaki onermelerin dogrulugu hakkinda bir karara vararak verdiginiz kararin dogrulugunu

gosteriniz.

(a) Bir fonksiyonun tersi de bir fonksiyon ise o zaman fonksiyon birebir ve 6rten bir fonksiyondur.

(b) Herhangi ¢arpilabilir olan birebir iki fonksiyonun ¢arpimi olan yeni fonksiyon da birebirdir.

:R™ = R*, f(x) = x? seklinde tamimlanan fonksiyonun tersinin mevcut oldugunu gosteriniz.
y gunu g
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EK 3. DiZi KAVRAMINA YONELIK KLINIK MULAKAT FORMU

Merhabalar sevgili arkadaglar. Asagida size sorulan sorulari sesli bir sekilde diisiinerek yanitlamaniz
istenmektedir. Yapilan goriismelerden elde edilen bilgiler, sadece bilimsel arastirma amaciyla
kullanilacak ve kisisel bilgiler kesinlikle gizli tutulacaktir. Yapilan ¢alismada isminiz yerine takma isim
kullanilacaktir. Bu nedenle size sorulan sorulari, bu konuda hicbir kaygi duymadan rahat bir sekilde

cevaplayabilirisiniz. Simdiden ¢alismaya yaptiginiz katkilardan dolay1 tesekkiir ederim.

Ars. Gor. Muhammet DORUK

Tanmm: N={1,2.3,...} olmak {izere, s: N — R seklinde tanimlanan fonksiyona reel say1 dizisi denir.
Tanim (s,) bir reel say1 dizisi ve s € R olsun. Ve > 0 igin n > n, oldugunda |s, — s| < € kalacak
sekilde € a bagh bir n, sayis1 bulunabiliyorsa (s,) dizisi s ye yakinsaktir denir. Yakinsak olmayan
diziye raksak dizi denir.

Tamm: (s,) reel terimli bir dizi olsun. Ve > 0 i¢gin m,n > n, oldugunda |s,,-s,|< € kalacak sekilde € a

bagli bir n, sayisi bulunabiliyorsa (s,) dizisine Cauchy dizisi denir.
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@ Asagidaki Onermeler igin yapilan dogrulamalari inceleyiniz. Yapilan dogrulama hakkindaki

degerlendirmenizi yaparak degerlendirmenizin gerekgesini belirtiniz.

(a) Dizilerin limiti varsa tektir.

® (sp) dizisinin birbirinden farkli a ve b gibi iki farkli limitinin oldugunu kabul edelim. € € R* verilmis

olsun.
n > n, oldugunda [s, —a| < &
n >n, oldugunda |[s, —b|<e
olacak sekilde € a bagli ny,n, € N vardir.
ny = maks { ny,n,} olsun. vn > ny igin
la—bl=la—s,+s,—b|<|la—s,|+|sp,—b|] <e+e=2¢

olur. Budurumda a = b dir. O halde dizilerin limiti varsa tektir.

(b) (s,) bir reel say1 dizisi olsun. (s,) dizisinin herhangi bir y1gilma noktasi1 var ise yakinsaktir.

(-1D"n
2n+1

® (sn) =

dizisini goz oniine alalim. (s,) dizisinin limiti yoktur. Fakat iki tane yigilma noktasi

vardir. Bunlar — i ve § noktalaridir. O halde yukarida verilen 6nerme yanlistir.

O Dogru O Kismen dogru OYanhs.

Ciinkii. ..
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@Asagldaki onermelerin dogrulugu hakkinda bir karara vararak verdiginiz kararin dogrulugunu

gosteriniz.

(a) Her yakinsak dizi Cauchy dizisidir.

(b) (s,) yakinsak ve (t,) raksak reel say1 dizisi olmak tizere (sp.t,) ¢arpim dizisi iraksaktir.

24.6.2n | .. . . . - .
B (sy) = (m) dizisinin yakinsak oldugunu gosteriniz.
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EK 4. LIMIT VE SUREKLILIK KAVRAMLARINA YONELIiK KLINIK
MULAKAT FORMU

Merhabalar sevgili arkadaglar. Asagida size sorulan sorulari sesli bir sekilde diisiinerek yanitlamaniz
istenmektedir. Yapilan goriismelerden elde edilen bilgiler, sadece bilimsel arastirma amaciyla
kullanilacak ve kisisel bilgiler kesinlikle gizli tutulacaktir. Yapilan ¢alismada isminiz yerine takma isim
kullanilacaktir. Bu nedenle size sorulan sorulari, bu konuda hicbir kaygi duymadan rahat bir sekilde

cevaplayabilirisiniz. Simdiden ¢alismaya yaptiginiz katkilardan dolay1 tesekkiir ederim.

Ars. Gor. Muhammet DORUK

Tanmm: A C R, f:A — R bir fonksiyon ve a da A kiimesinin bir yigilma noktasi olsun. Her € > 0 i¢in,
eger 0 < |x —a| < § oldugunda |f(x) — L| < € kalacak sekilde bir 6 > 0 sayisi bulunabiliyorsa x, a
noktasina yaklastiginda f fonksiyonunun limiti L dir denir.

Tammm: A c R, f:A — R bir fonksiyon ve a € A olsun. Her £ > 0 igin, eger |x —al] < § oldugunda
|f (x) — f(a)] < € kalacak sekilde bir § > 0 sayis1 bulunabiliyorsa f fonksiyonu a noktasinda siireklidir
denir. Eger f fonksiyonu A kiimesinin her noktasinda siirekli ise f fonksiyonu A iizerinde siireklidir denir.
Tanmm: A c R, f:A — R bir fonksiyon olsun. A nin bir E alt kiimesinin x; < x, sartin1 saglayani her

X1, X, elemanlari igin f(x,) < f(x;) ise f fonksiyonuna E iizerinde monoton artan bir fonksiyondur denir.
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@ Asagidaki Onermeler igin yapilan dogrulamalari inceleyiniz. Yapilan dogrulama hakkindaki

degerlendirmenizi yaparak degerlendirmenizin gerekgesini belirtiniz.

(a) f(x), h(x), g(x) fonksiyonlar1 x = a noktasi hari¢ bu noktay1 ihtiva eden uygun bir agiklikta taniml

olsun. Bu aralikta g(x) < f(x) < h(x) olmak tizere lim,_,, g(x) = limy_,, h(x) = L = lim,_,, f(x) = L.
® lim,_,, g(x) = L = Ve > 0,35, > 0 vardir 6yleki 0 < |x —a| < §; oldugunda |g(x) — L| < € olur.
limy_,, h(x) = L = Ve > 0, 38, > 0 vardir dyleki 0 < |x —a| < 8, oldugunda |h(x) — L| < € olur.
6 = maks{§;, 6,} secelim.
IX =f®<hx)=>9gx -L=sf®-L<hx -L
> —-e<gX)-LfX)-L<hx)-L<ce
=>-e<f(x)-L<e

= |f(x) — L| < € olur ki bu ispat1 tamamlar.

O Dogru O Kismen dogru O Yanlis

Ciinkdi. ..
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@Asagldaki onermelerin dogrulugu hakkinda bir karara vararak verdiginiz kararin dogrulugunu

gosteriniz.

(@A AcR, f:A—- Rveg:A - R seklinde tanimlanan fonksiyonlar A kiimesi iizerinde siirekli olsun. Bu

durumda f+g fonksiyonu da A kiimesi iizerinde siireklidir.

(b) Bir kiime iizerinde monoton artan her fonksiyon ayni kiime tizerinde siireklidir.

L1
@ fx) = {XSII’I x XF 0 seklinde tamimlanan f fonksiyonu x=0 noktasinda siireklidir. Gosteriniz
, X =
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EK 5. TUREV KAVRAMINA YONELIK KLINIK MULAKAT FORMU

Merhabalar sevgili arkadaslar. Asagida size sorulan sorulari sesli bir sekilde diigiinerek yanitlamaniz
istenmektedir. Yapilan goriismelerden elde edilen bilgiler, sadece bilimsel arastirma amaciyla
kullanilacak ve kisisel bilgiler kesinlikle gizli tutulacaktir. Yapilan ¢aligmada isminiz yerine takma isim
kullanilacaktir. Bu nedenle size sorulan sorulari, bu konuda higbir kaygi duymadan rahat bir sekilde

cevaplayabilirisiniz. Simdiden ¢alismaya yaptiginiz katkilardan dolay1 tesekkiir ederim.

Ars. Gor. Muhammet DORUK

Tamm AcCR, a€A ve a, A kiimesinin bir yi§ilma noktast olsun. f:A — R fonksiyonu igin
lim,_q % limiti mevcut ise bu limite f nin a noktasindaki tiirevi denir. f a noktasinda tiirevli ise f a

da diferensiyellenebilirdir denir.

Tammm: Eger x€ A oldugunda —x € A oluyorsa A kiimesine bir simetrik kiime denir. Simetrik bir A
kiimesi tizerinde tanimlanan f fonksiyonu i¢in f(-X)=f(x) oluyorsa f fonksiyonuna bir ¢ift fonksiyondur

denir. Eger her x € A i¢in f(-x)=-f(x) oluyorsa f fonksiyonu bir tek fonksiyondur denir.
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@ Asagidaki Onermeler igin yapilan dogrulamalari inceleyiniz. Yapilan dogrulama hakkindaki

degerlendirmenizi yaparak degerlendirmenizin gerekgesini belirtiniz.

(@ AcR, a€A ve f:A— R fonksiyon olsun. f fonksiyonu a noktasinda siirekli degil ise tiirevli de

degildir.

® Kabul edelim ki f fonksiyonu a noktasinda tiirevli olsun. f, x=a noktasinda tiirevli oldugundan

60— f(@)
- X

gx) s
seklinde ve A\{a} da tanimlanan bir fonksiyon vardir. Bu fonksiyonun a noktasindaki limiti £ (a) dir.
Yukaridaki esitlikten f&x) =gx(x—a)+f(a).

limya () = lim(g((x = a) + £ ()
= f(@
O halde f fonksiyonu a noktasinda siireklidir. Bu durumda verilen 6nerme dogrudur.

O Dogru O Kismen dogru O Yanlis

Ciinkdi. ..

(b) Her tek fonksiyonun tiirevi ¢ift, ¢ift bir fonksiyonun da tiirevi tek bir fonksiyondur.

® Reel sayilan kiimesi iizerinde tanimlanan, biri tek digeri ¢ift olmak iizere iki fonksiyon g6z oniine

alalim.

f(x) = x% ve g(x) = x fonksiyonlar1 bdyle foksiyonlardir. Vx € R igin,

f(—x) = (—x)? = x? = f(x) = fift bir fonksiyondur.

f'(x) = 2xolup f'(—x) = 2(—x) = —2x = f fonksiyonu tek bir fonksiyondur. Benzer sekilde,
g(—x) = —x = —g(x) = g tek bir fonksiyondur.

g =1olup g'(-x)=1=g'(x) > g fonksiyonu ¢ift bir fonksiyondur. O halde verilen dnerme

dogrudur.

DogruO O Kismen dogru O Yanlis
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@Asagldaki onermelerin dogrulugu hakkinda bir karara vararak verdiginiz kararin dogrulugunu

gosteriniz.

(a) Bir fonksiyonun bir aralikta tiirevi pozitif ise o aralikta fonksiyon monoton artandir.

(b) Herhangi bir noktada siirekli her fonksiyon o noktada tiirevlidir.

(3)f(x) = x? — 1 fonksiyonunun [-2,3] kapali araliginda siirekli ve (-2,3) agik araliginda tiirevlenebilir

oldugunu gosteriniz.
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