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1 GENEL BILGILER

1.1 Giris

Geometrik fonksiyonlar teorisi kompleks fonksiyonlarin analitik ve geometrik
Ozelliklerini inceleyen analiz ve fonksiyonlar teorisinin en 6nemli dallarindan biridir.
1851 yilinda Riemann tarafindan doktora tezi olarak sunulan Riemann Doniisiim
Teoremi geometrik fonksiyonlar teorisi igin bir baslangi¢ noktasi olmustur. Geometrik

fonksiyonlar teorisinin de en 6nemli dallarindan biri siiphesiz tinivalent fonksiyonlar

teorisidir. Univalent fonksiyonlar {izerine yapilan ¢aligmalar U = {z eC:|¢| <1} birim

diskinde f(0)=0 ve f’(0)=1 sartlarim1 saglayan analitik ve birebir fonksiyonlarin

kisaca tinivalent fonksiyonlarin olusturdugu S sinifi iizerine olmustur. Bu sinif iizerine
ilk ¢alisma 1914 yilinda Gronwall tarafindan verilmis olan Alan Teoremidir. Bu teorem

birim diskin S sinifina ait bir fonksiyon altindaki goriintiisiiniin alanin1 belirler.

Alan Teoremi ilk defa S smifina ait bir fonksiyonun ikinci katsayisinin kesin ist
siirin1 belirlemede kullanilmistir. BOylece {inivalent fonksiyonlar iizerine yapilan
caligmalarda fonksiyonlarin katsayilar1 hakkinda bilgi edinmek bir temel problem haline
gelmistir. Problem ile ilgili ilk adim 1916 yilinda L. Bieberbach [9] tarafindan atilmistir.

S smifina ait f normalize edilmis fonksiyonlar1

f(z)=z+a,2°+..=2+) a;z
n=2

n

seklinde Taylor-Maclaurin serisi olarak ifade edilir. Bieberbach, Alan Teoremini
kullanarak |a2| <2 oldugunu ispatlamis ve n=2,3,4,... degerleri i¢in |an| <n katsay1
tahminini ortaya koymustur. Bu tahmin iizerine bir¢ok iinlii matematik¢i caligmis ve
onemli sonuglar elde etmislerdir (bkz. [68]). Nihayet bu tahmin 1984 yilinda L. De

Branges [10] tarafindan tiim n=2,34,...degerleri icin ispatlanmistir. |ah|£n igin

esitligi saglayan fonksiyon f(z)= Koebe fonksiyonudur. Bu tahminin tarihsel

_z
(1-2)°



seriiveni 2019 yilinda Tokkan [68] tarafindan yiiksek lisans tez ¢calismasinda ayrintili bir

sekilde verilmistir.

Univalent fonksiyonlar teorisinde S smifi kadar 6nemli bir smif vadir ki bu
Caratheodory (P smifi) smifidir. Bu smifa ait fonksiyonlar da Caratheodory

fonksiyonlar1 olarak adlandirilir. Bu fonksiyonlar U birim diskinde p(0)=1 ve
Re p(z) >0 kosulu saglar. Caratheodory fonksiyonlartyla ilgili ilk caligmay1 kendisi

1907 yilinda katsayilarin st sinir1 {izerine yapmustir (bkz [13]). Calismasinda
p(z)=1+z p,2" €P i¢in |pn|32 (n=12,--) kesin esitsizligini bulmustur. Bu
n=1

esitsizlik yardimiyla basta yildizil ve konveks fonksiyonlar olmak {izere iinivalent
fonksiyonlarin bir¢ok altsinifindaki fonksiyonlar i¢in katsayr problemi ¢oziilmiistiir.
Soyle ki, F(0)=0,F'(0)=1 ve ReF'(z)>0 kosulunu saglayan {inivalent
fonksiyonlarm bir alt sinifi M olsun. Bu durumda Caratheodory fonksiyonlari ile M

sinifina ait fonksiyonlar arasinda yakin bir iligki vardir. Bu iligki su sekildedir:

FeM < F'eP.

Omegin F'(z) = 24'@) ve F'(2)=1+ 2@'(2) alinirsa M smift sirasiyla yildizil ve
f(2) f'(2)
konveks fonksiyonlarin smifina indirgenir. Dolayisiyla, P simifindaki fonksiyonlarin

ozellikleri bilindiginde M smifina ait fonksiyonlar hakkinda bilgi sahibi olabiliriz.

Mesela, P smifi igin |pn|s2 (n=12,--)) kullanmlarak yildizil ve konveks

fonksiyonlarin katsay1 iist sinir1 elde edilmistir. Benzer sekilde diger altsiniflar i¢in yine
bu esitsizlik 6nemli bir aragtir. Ozellikle son zamanlarda popiiler olan bi-iinivalent
fonksiyonlarin baglangi¢ katsayilarinin {ist sinirlarini bulmada yine bu esitsizlik onemli
bir rol oynar. Caratheodory fonksiyonlarinin katsayilar1 arasinda olusturulan farkli
kombinasyonlarin {ist sinir1 birgok matematik¢i tarafindan calisilmis ve 6nemli sonuglar
elde edilmistir [14,15,35]. Yildizil ve konveks fonksiyonlarin smiflarinin  belli
altsmniflarina ait fonksiyonlarin bazi 06zel katsayilarinin kesin {ist siirlarinin
belirlenmesinde, Fekete-Szegd probleminde ve Hankel determinantinin dist sinirinin

bulunmasinda bu sonuglar kullanilir.



Caratheodory fonksiyonlarin bir diger uygulamasi yarigap problemi iizerinedir. Bu
fonksiyonlar i¢in biikiilme ve biiylime teoremleri kullanilarak tinivalent fonksiyonlarin

belli altsiniflari i¢in yarigap problemi ¢oziilebilir.

Biz bu ¢alismada tinivalent fonksiyonlar teorisi i¢in olduk¢a 6nemli olan Caratheodory
fonksiyonlariin geometrik o6zellikleri ve katsayilari iizerine yapilan tiim caligmalari
arastirmacilar tarafindan biitiinciil olarak ulasilabilecekleri bir kaynak haline getirmeyi
hedefledik. Bunu yaparken 6zellikle Nak Eun Cho, Virendra Kumar, V. Ravichandran
[14] yazarlarinin “A Survey On Coefficient Estimates For Carathéodory Functions”

isimli galismasindan faydalandik.
Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu ¢aligma dort ayr1 boliimden olugmaktadir.

Birinci bolimde -giris- ¢alismaya girig yapilmis ve tezde deginilen konular, bu konular

lizerine yapilan ¢aligsmalar ve kuramsal temeller verilmistir.

Ikinci boéliimde -materyal ve yontem- Caratheodory fonksiyonlarmin katsayilarinm

belirlenmesinde rol oynayan tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Ugiincii boliimde -bulgular- Caratheodory fonksiyonlarmin katsayilari iizerine yapilan

calismalar ayrintili olarak verilmistir

Dordiincii boliimde ise sonug ve tartigsmalara yer verilmistir.

1.2 Kuramsal Temeller

Bu béliimde Ponnusamy ve Silverman’in [55] kitabindan yararlanilarak genel tanimlara

yer verilmistir.

Tanim 1.2.1: (Komsuluk) z,eC ve reR, r>0 kosuluyla

U(z,,1) = {Z eC:lz—-z,|< r} kiimesine z, merkezli r yarigaph acik disk (veya z,

noktasinin r komsulugu) denir.

U(z,,r) m kapanist L_J(ZO,I’), siirt U (z,,r) ve (0,0) merkezli r yaricapl disk de

U(O,r)=U, ile gosterilecektir.



Ozel olarak orijin merkezli agik birim disk U ={z:|z| <1,z e C} ile gdsterilecektir.

Tamm 1.2.2: (Ig nokta) H = C verilsin. z, € H noktasi igin U (ZO, I‘)c H kosulunu

saglayan r >0 sayis1 varsa z, noktasina H kiimesinin bir i¢ noktas1 denir.

Tanim 1.2.3: (Acik kiime) H < C kiimeSinin her noktasi ayni zamanda bir i¢ nokta ise

H kiimesine acik kiime denir.

Tanim 1.2.4: (Kapali kiime) H — C kiimesinin tiimleyeni a¢ik ise H kiimesine kapali

kiime denir.

Tanim 1.2.5: (Baglantih kime) HcH,UH,, HNH #0, HNH,#zJ,
HNH, nH, =9 kosullarim1 saglayacak H, ve H, gibi bos olmayan iki a¢ik ve ayrik

kiime yoksa H < C kiimesine baglantili kiime denir.
Baglantili olmayan kiimeye baglantisiz kiime denir.
Tanim 1.2.6: (Bolge) Acik ve baglantili kiimelere bolge denir.

Tanim 1.2.7: (Stireklilik) H = C, f:H — C fonksiyonu ve z, € H olsun. V& >0 i¢in
|Z—ZO| <o iken |f(Z)— f (ZO)|<8 olacak sekilde &=5(z,,&)>0 sayist bulunuyorsa

f fonksiyonuna z, noktasinda siirekli fonksiyon denir.

Tanim 1.2.8: (Egri) [X, y] c R olsun. y: [X, y] — C siirekli fonksiyonuna C ’de bir egri

(yol) denir.

Egrinin baslangi¢ ve bitis noktalar1 sirasiyla y(x) ve y(y) noktalaridir.

Tanim 1.2.9: (Kapali egri) 7/:[X, y]—>(C egrisi i¢cin y(X)=y(y) (baslangic ve bitis

noktalar1 ayni) ise y egrisine kapali egri denir.

Tanim 1.2.10: (Basit egri) U¢ noktalarinin kesismesi hari¢ kendi kendini kesmeyen

egrilere basit egri denir.



Bir egri hem kapali hem de basit ise basit kapali egri veya Jordan egrisi olarak
adlandirilir. Bu egri diizlemi iki bolgeye ayirir: Egrinin i¢ bdlgesi ve egrinin dig bolgesi.

I¢ bolgeye Jordan bélgesi denir.

y egrisi [X, y] araliginda tiirevlenebilir, y’ siirekli ve y'#0 ise y diizgin egridir
denir. Xx’ten y’e artan Kk ic¢in y(k) degerlerinin y(x) ten »(y) e dogru olan

siralanmasi verilen egrinin yoniinii belirtir. Kapal1 bir egride iki yon vardir: pozitif ve
negatif. Egri kapali bir egri ise yonii baslangi¢ noktasindan bitis noktasina dogru bir
siralama ile olusur.

1.2.1 Analitik ve Univalent Fonksiyonlar

Bu béliimde analitik ve {inivalent fonksiyonlar i¢in dnemli olan tanim ve teoremlere yer

verilmistir.

Tanim 1.2.1.1: (Diferensiyellenebilme) A<= C olsun. f:A— C ye bir fonksiyon ve

Z,, A nn bir i¢ noktasi olsun. Eger

lim f(Z)— f(ZO)

17 Z— ZO
limiti varsa f(z) fonksiyonu Zz, noktasinda diferensiyellenebilirdir (veya
tiirevlenebilirdir) denir. Burada limit degeri f'(z,) ile gosterilir. f'(z,) ifadesi z =z,

noktasindaki f fonksiyonunun tiirevidir [55].

Tanim 1.2.1.2: (Analitik Fonksiyon) f(z) fonksiyonu kompleks diizlemde bir z,

noktasinda ve Z, noktanin uygun bir komsulugundaki her noktada

diferensiyellenebilirse f(z) fonksiyonuna z, noktasinda analitiktir denir [55].

Tiim diizlemde analitik olan fonksiyonlara tam fonksiyon denir.

Omegin; f(z)=2z, f(z)=e*, f(z)=sinz fonksiyonlar: birer tam fonksiyonlardir.



f (z) fonksiyonu Zz, noktasinda analitik degilse z, noktasina f(z) fonksiyonunun

singiiler (tekil) noktas1 denir.

Z =1, noktast f(z) fonksiyonunun singiiler noktasi ise bu durumda f (z) fonksiyonu,
Z, merkezli bir kuvvet serisine agilamaz. Fakat z=17;, c¢ikarilmis singiiler nokta
civarinda f(z) yi (Z - Zo) in hem pozitif hem de negatif tam say1 kuvvetlerini iginde

bulunduran Laurent serisi olarak seri gosterimi agsagidaki gibi yapilabilir.

Z, noktasi f(z) fonksiyonunun singiiler noktasi ve a ,b € C olmak iizere

o0

S Y (2-7,)

n=1 (Z—ZO) n=0

. . . y . > b
serisine  f(z) fonksiyonunun z, merkezli Laurent serisi denir. Burada E ﬁ
n=1(Z—Z,

serisi Laurent serisinin esas kismi, Zan (z—zo)n serisi ise Laurent serisinin analitik
n=0

kismidir. z,, f fonksiyonunun bir ayrik singiiler noktas1 oldugunda bu noktanin uygun

bir delinmis komsulugundaki Laurent serisinin gdz Oniline alinsin. Bu serinin esas

kisminda sonlu sayida terimi varsa Z;, noktasina f fonksiyonunun kutup noktasi denir.

Serinin esas kisminda paydadaki (z—Zz,) n en biiyiik kuvveti 1 ise Z, noktasi f

fonksiyonunun basit kutup noktasidir.

Analitik fonksiyonlarin 6nemini belirten teoremlerden biri Cauchy-Tiirev formiiliidiir.

Teorem 1.2.1.3: f(z) fonksiyonu pozitif yonlii basit kapali » egrisi iginde ve iizerinde

analitik bir fonksiyon ve z, bu egrinin iginde bir nokta olsun. Bu durumda n=0,1,2,...

i¢in

f(n)(zo): n! J' f(z,)

27 (2-12,)™

saglanir [55].



Cauchy-Tiirev formiiliinden c¢ikarilabilecek en onemli sonug: “ f(z) bir bolgede
analitik bir fonksiyon ise bu bolgede her mertebeden tiirevi vardir ve bu tiirevler o

bolgede analitiktir” dir. Bu durumda f (z) analitik fonksiyonu z, noktasinda

f(z)=>a,(z-z)", a=f"(z)/n! (1.2.1.1)
n=0
seklinde bir Taylor acilimina sahiptir.

Tanim 1.2.1.4: (Meromorf Fonksiyon) Bir f(z) fonksiyonunun bir B bdlgesindeki

singililer noktalar1 sadece kutup noktalar1 ise f(z) fonksiyonuna B bdlgesinde

meromorf fonksiyon denir [55].

Ornegin; f(z)=¢e’/z fonksiyonu C de bir meromorf fonksiyondur.

Teorem 1.2.1.5: (Maksimum Prensibi) f fonksiyonu kompleks diizlemin bir A

bolgesinde analitik olsun. Bu fonksiyon A bolgesinde sabit olmadikga, |f(Z)|

maksimum degerini A bélgesinin sinirinda alamaz [55].

Maksimum prensibinden soyle bir sonug ¢ikarilablir; A kompleks diizlemde sinirlt bir

bolge ve sabit olmayan f fonksiyonu da bu bolgenin sinirinda siirekli ve iginde analitik

olsun. Bu durumda | f (z)| maksimum degerini A bolgesinin sinirinda alir,

Maksimum prensibinin énemli sonuglarindan birisi Schwarz lemmasidir.

Lemma 1.2.1.6: (Schwarz Lemmasi) f(z) fonksiyonu U birim diskinde analitik bir

fonksiyon ve f(0)=0 olsun. Eger U birim diskinde |f(z)|<1 ise bu durumda

| £'(0)| <1 ve |f(2)|<|7| dir. Esitlik @< Ricin f(z)=€"z fonksiyonu ile saglanir [55].

Tanim 1.2.1.7: (Univalent Fonksiyon) f(z), B < C bdlgesinde tanimli bir analitik

fonksiyon olsun. Her z,,z,eB i¢in f(z)=f(z,) olmasi sadece z, =z, olmasim
gerektiriyorsa (veya z,#2, oldugunda f(z)=# f(z,) gergeklesiyorsa) f(z)

fonksiyona B bolgesinde iinivalent (veya schlicht) fonksiyonu denir [17].



Eger f(z) fonksiyonu, z, noktasinin bir komsulugunda {iinivalent ise f(z)

fonksiyonuna yerel tinivalent fonksiyon denir [17].

Teorem 1.2.1.8: Analitik bir f (z) fonksiyonunun z, noktasinda yerel iinivalent olmasi

icin gerekli ve yeter sart f ’(ZO) # 0 olmasidir [17].

Ayrica '(z,)#0 sarti, f(z) fonksiyonunun iinivalentligi icin gerekli fakat yeterli
degildir. Yani f (z) analitik fonksiyonu tinivalent ise f'(z,)# 0 olur. Bu ifadenin tersi

her zaman dogru degildir. Bir kiimede yerel tinivalent olan analitik fonksiyonlarin, bu

kiimede tinivalent olmas1 gerekmez.

Ornegin; f(z)=z> fonksiyonu E = {z :0<|z]<L,0<argz< 27z} bolgesinde yerel

tinivalent olmasina ragmen {inivalent fonksiyon degildir.

Tanim 1.2.1.9: (Konform Doniisiim) Eger bir dontisiim, belli bir z, noktasindan gegen
iki diizgiin egri arasindaki acinin biiyiikliigiinii ve yoniinii koruyorsa, bu doniisiime Z,
noktasinda konformdur denir. Eger bir f(z) fonksiyonu, bir B <= C bdlgesinin tiim

noktalarinda konform ise, f(z) fonksiyonu B bdlgesinde konformdur denir [55].
Ornegin; f(z)=¢" déniisiimii C diizleminin tamaminda konformdur.

Teorem 2.1.10: f(z) fonksiyonun analitik oldugu her Z noktasinda f'(z)#0 sarti

saglaniyorsa, f(z) fonksiyonu konformdur [55].

Dolayisiyla bir bolgede analitik ve iinivalent bir fonksiyon ayni1 zamanda konformdur.
En Onemli konform doniisiimlerden biri de Mobiilis doniisiimiidiir. Bu doniisiim,

a,b,c,d € C olmak lizere

_az+b
cz+d’

w=f(z) ad—-bc#0

seklindedir Bu doniisiim, genisletilmis kompleks diizlemi (Cw :(Cu{oo}) kendi

uzerine konform olarak resmeder.



1851 yilinda Riemann, Z — diizlemindeki D — C(D # (C) bolgesini, W— diizlemindeki

D, bolgesi iizerine resmeden f konform fonksiyonunun varligindan s6z etmistir.

Teorem 1.2.1.11 (Riemann Doniisiim Teoremi): Kompleks diizlemin D CC(D ¢(C)

basit baglantili bolgesi konform olarak U birim diski lizerine resmedilir. Ayrica,
z,€D olmak iizere f(z,)=0 ve f'(z,)>0 sartlarin1 saglayan D yi U birim diski

tizerine resmeden bir tek konform doniisiim vardir [17, 54, 55].

1.2.2 Normalize Edilmis Univalent Fonksiyonlar

Bu bolimde geometrik fonksiyonlar teorisinin alt dallarindan olan {inivalent
fonksiyonlarin detayli anlatimi verilecektir. Analitik olarak diisliniildiigiinde tinivalent
fonksiyonun tiirevi sifira esit degilken, geometrik olarak diisiiniildiigiinde basit egrileri
basit egrilere doniistiiriir. Bir baska degisle iinivalent fonksiyon basit baglantili bolgeleri
yine Dbasit baglantili bolgelere donistiiriir. Riemann doniisim  teoreminden

yararlanilarak keyfi basit baglantili bir bolgede tanimlanan tinivalent f fonksiyonu
yerine agik birim diskte tanimli tinivalent f fonksiyonu kullanilabilir. Segilen f
fonksiyonu i¢in f(0)=0, f'(0)=1 normalize sartlann dikkate almnarak (1.2.1.1) ile

verilen seri
f(z) = z+§:anzn (zeU)
n=2

analitik fonksiyonuna dontisiir.

A ile normalize edilmis analitik fonksiyonlarin kiimesini gosterelim. Boylece

Az{f vz eUicin f(z):z+ianz“}

n=2

yazilir.

Tanim 1.2.2.1: (S Simifi) U birim diskinde tinivalent olan f € A fonksiyonlarin

olusturdugu smifa S siifi denir ve kisaca



S={feA:vzeU icin f —univalent}
seklinde gosterilir [17,19,20,54,55].

Asagida S simifina ait fonksiyonlardan bazi 6rnekler verilmistir.

i. w=f(z2)=z(1-2)" fonksiyonu U birim diskini Re(w) >-1/2 sag yarl

diizlemine resmeder.

ii. f(z)=z(1-2)" fonksiyonu U birim diskini C —{(—o,—1/2]u(1/2,0]} bblgesi

uzerine resmeder.

iii. f(z)=2z(1-2)"Koebe fonksiyonu U birim diskini C—(—o0,—1/4] bolgesi iizerine

resmeder.

S sinifi bir ok dzelligi sagladig gibi baz1 6zellikleri de saglamiyor. Ornegin; S sinifi

toplama islemine gore kapali degildir. Bunun igin fl(z)zli ve f2(2)=1i_
-7 +iz

fonksiyonlart S smifina ait fonksiyonlardir. Bu iki fonksiyonun toplami olan

%[ f.(z)+ f,(z)] fonksiyonun S siifina ait olup olmadigini kontrol edelim. Bunun i¢in

! Z ’ Z .
f(z)=—— ve f,(z)=—— tiirevlerinden
1 (7) 1-2)° . (2) 1+ i2)? e
1[ f'(2)+ fz'(z)J = 1—(21—|)z . yazilir ve =y alinirsa
2 (1-2)" (1+iz) 2

17 ., '
E[fl (2)+f1, (Z)}zo oldugu goriiliir. Sonu¢ olarak S sinifina ait iki fonksiyonun
toplaminin S sinifina ait olmadig1 gortiliir.

Asagida S smifina ait birgok 6zelligin korundugu doniistimler verilmistir.

Teorem 1.2.2.2: f €S fonksiyonu i¢in asagida verilen ifadeler dogrudur.

i.  Eslenik alma:

10



9(@)=f(@)=z+a,2° +...

fonksiyonu S smifina aittir.

ii.  Rotasyon ( Dondiirme): 8 €R olmak kosuluyla

h(z)=e™f(e“z)=1z +§:anei(“‘l)"7zn (zeU)

n=2
fonksiyonu S sinifina aittir.
iii.  Genisleme: 0<r <1 olma kosuluyla

k(z)=r"f(rz)=z+> ar"'z" (zeU)

n=2

fonksiyonu S sinifina aittir.

iv.  Disk Otomorfizmi (Koebe ve Biebarch Doniisimil): z, €U olmak kosuluyla

()t
[Ty

1(z)=

(Z eU)

fonksiyonu S sinifina aittir.

V.  Deger bolgesi doniisimii: y (O) =0 ve y'(0)=1 sartlarim saglayan ve f (U)

da tinivalent olan bir y foksiyonu igin o f €S dir.

vi.  Cikarilmig deger doniistimii: w¢ f(U) olsun. Bu durumda

f(2)
l)=——— zelU
PO = T W (zeU)
fonksiyonu S smifina aittir.

V. N. kok dontistimii: Eger n=2,3,... ise, bu durumda

v(z)={/f(z") =z +%zn+l +%(2na3 —(n-DaZ)z*""* +..,,

fonksiyonu S sinifina aittir [17,19,20,54,55].
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Tanim 1.2.2.3: (Biikiilme Teoremi) Her f €S igin

1—r3 s|f’(z)|s 1+r

(1+r) (1-r)’

(=r<1)

esitsizligi saglanir. Esitlik ancak ve ancak Koebe fonksiyonu ile saglanir [17,19,20,54].

Tanim 1.2.2.4: (Biiyiime Teoremi) Her f €S igin

r

]
f(z)|<
el (1-ry

(1+ r)2 -

(Iz]=r<1)

esitsizligi saglanir. Esitlik ancak ve ancak Koebe fonksiyonu ile saglanir [17,19,20,54].

Bieberbach varsayimi (Bieberbach 1916): f €S =|a |<n dir. Esitlik ancak ve ancak

Koebe fonksiyonu i¢in saglanir.

Tamm 1.2.2.5: (S Smifi) H < C kiimesi verilsin. H kiimesindeki Y, sabit noktasini
VY € H noktasi ile birlestiren dogru parcasinin timii bu kiimede kaliyorsa H kiimesine
Y, noktasina gore yildizil kiimedir denir. Y, noktas1 6zel olarak orjin segilirse kiimeye
kisaca yildizil kiime de denilir. Yy, noktasina gére U birim diskini yi1ldizil bir kiimeye
doniistiiren f fonksiyonuna Yy, noktasina gore yildizil fonksiyon denir. Ozel olarak U
birim diskini yildizil bir kiimeye doniistiiren f fonksiyonuna yildizil fonksiyon denir.

f €S yildizil fonksiyonlarinin sinifi S"ile gosterilir [17,19,20,54].

Yildiz1l fonksiyonlar analitik olarak ifade eden teorem asagida verilmistir.

Teorem 1.2.2.6: f €S verilsin. Bu durumda f €S” olmasi igin gerek ve yeter sart

Re(Zf '(Z)}o
16

olmasidir. Ayrica f(z)=z+ Z:anzn €S =la,|<n dir[17,19,20,54].
n=2

Dolayistyla yildizil fonksiyonlar kiimesi
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S*={f eS:vzeU iginRe[Z:'((Zz))J>0}

seklinde yazilir. Omegin f(z) =z(1-2) Koebe fonksiyonu yildizildir. Ciinkii Teorem

1.2.2.6°da z=re” ve (0<r<1,0<0<2r) almirsa

’ i0 _y2
Re zf'(2) =Re[1+zj=Re 1+re_€ _ 21 r 21+r>0
f(2) 1-z 1-re' 1+r°—2rcos@ 1-r

elde edilir.

Tanim 1.2.2.7: (C Simifi) H < C kiimesi verilsin. VY,,Y, €C i¢in Y, noktasmi Y,

noktasina birlestiren dogru pargas1 tamamen H icinde kaliyorsa H ’ye konveks kiime

denir. U birim diskini konveks kiimeye doniistiren f fonksiyonuna konveks
fonksiyon denir. f €S konveks fonksiyonlarin siift C ile gosterilir [17,19,20,54].
Konveks fonksiyonlar1 analitik olarak ifade eden teorem asagida verilmistir.

Teorem 1.2.2.8: f €S verilsin. Budurumda f € C olmasi igin gerek ve yeter sart

Re[1+ Al ”(Z)j >0
f'(2)

olmasidir. Ayrica f(z) =z JrZ:anZn eC= |an| <1 dir [17,19,20,54].
n=2

Yildizil ve konveks fonksiyonlar arasindaki bagintiyr analitik olarak ifade eden teorem

asagida verilmistir.

Teorem 1.2.2.9: (Alexander Teoremi) f(z)eC olmas:1 i¢in gerek ve yeter sart

zf'(z) € S” olmasidir [17,19,20,54].

Tanim 1.2.2.10: (Hadamard Carpimi) f,g e A fonksiyonlar1 verilsin.
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f(z)= z+ianzn ve g(z) = z+ibnzn
h—2 h—2
seklindeki fonksiyonlarin Hadamard ¢arpimi1
(f*g)(z)=12 +ianbnzn
n—2
seklinde tanimlanir [17,19,20].

Tanim 1.2.2.11: (Subordinasyon) f ve g fonksiyonlar1 U birim diskinde tanimli iki

analitik fonksiyon olsun. U birim diskinde f(z)=g(@(z)) olacak sekilde bir @€
fonksiyonu varsa, f fonksiyonu U da g fonksiyonuna subordinedir denir ve f <g

ile gosterilir [17,19,20,54].

Omnegin; 1+z<1+2z dir. Eger ¢ inivalent ise f<g<«< f(0)=g(0) ve

f(U)cg(U) gerektirmesi dogrudur.

Teorem 1.2.2.12: (Lindeldf prensibi) f fonksiyonu U birim diskinde analitik ve

tinivalent, g fonksiyonu da U birim diskinde analitik bir fonksiyon olsun. Eger
g(0)=f@0) ve gWU)cfU) ise, bu durumda U, diskinde her r<1 i¢in

9'(0) <

£/(0)| ve 9(U,) c f(U,) dir [17,19,20,54].

Subordinasyonun katsayilar {izerinde dnemli bir katkis1 vardir. Soyle ki; 9(z) = anz”
n=0

ve G(z)= Z B,z" fonksiyonlarmin birim diskte analitik oldugunu kabul edelim. Bu
n=0

durumda eger g(z) <G(z) ise |b,|<|B,| dir (bkz [17,19,20]).

Tamm 1.2.2.13: (S () Smifi) f(z)e A ve 0<a <1 verilsin. Bu durumda
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Re 2 (2) >a
f(2)
kosulunu saglayan f fonksiyonuna o« —mertebeden yildizil fonksiyon denir. Bu

fonksiyonlarmn olusturdugu sinifa da o —mertebeden yildizil fonksiyonlarin sinifi denir

ve S*(a) ile gosterilir [20]

Tanim 1.2.2.14: (C(a) Smufi) f(z)e A ve 0<a <1 verilsin. Bu durumda

Re[1+ Mj >a
f'(z)

kosulunu saglayan f fonksiyonuna o —mertebeden konveks fonksiyon denir. Bu
fonksiyonlarin olusturdugu sinifa da o —mertebeden konveks fonksiyonlarin sinifi denir

ve C(a) ile gosterilir [20].

Subordinasyon 6zelligi kullanilarak C(a) ve S*(a) smiflarin1  agagidaki gibi

yazabiliriz:

S*(a): feA'ZfI(Z)<1+(1_2a)Z O<g<l
Cf(2) 1-z

zf"(2) - 1+ (1-2a)z
f'(2) 1-2

C(a):{feA:1+ ,0£0{<1}

Ayrica $7(0)=S"ve C(0)=C oldugu agiktir. Diger taraftan S ()= S ve C(a)<=C
dir.

Tamm 1.2.2.15: (K (&) Smufi) f(z) e A ve 0<a <1 verilsin. Bu durumda
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zf'(z
Re(ﬁj>a
9(2)
sartin1 saglayan geS~ fonksiyonu varsa f fonksiyonuna «—mertebeden konvekse

yakin fonksiyon, bu fonksiyonlarin smifina da o —mertebeden konvekse yakin

fonksiyonlarin smifi denir ve K () ile gdsterilir [17,19,20,54].

Ayrica konvekse yakin fonksiyonlar sinifi K(0) = K ile gosterilir ve bu sinifa ait olan

fonksiyonlar konvekse yakin fonksiyon olarak adlandirilir.

Son olarak bahsi ge¢en siniflar arasinda asagida verilen bagint1 vardir:

CcS cKcScA.

1.2.3. Caratheodory Sinifi ve Temel Siniflari

Bu boéliimde Caratheodory sinifinin tanimi ve 6nemli 6zellikleri verilecektir.

Tanim 1.2.3.1: (Caratheodory smifi veya P Smifi) U birim diskinde

p(0) =1, Re p(z) >0 kosullarinm1 saglayan p(z)=1+ Z p,2" seklindeki fonksiyonlara

n=1
Caratheodory fonksiyonlar1 denir. Bu fonksiyonlarin olusturdugu smifa da

Caratheodory sinifi veya (P simifi) adi verilir [17,19,20,54].

Ornegin; p(z)=(+2)/(1-z), (zeU) fonksiyonu P simifina ait olup bu fonksiyon U

birim diskini sag yar1 diizlem iizerine resmeden konform bir doniisiimdiir. P sinifina ait

bir fonksiyonun iinivalent olmas1 gerekmez.
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Ornegin; p(z)=1+z" fonksiyonu P smnifina ait olmasma ragmen neN, n>2 icin
tinivalent  degildir. Cinki  z=re” ahmwsa p(z)=1+2"=1+r"e" olup
Rep(z)=1+r"cosnd>0 olur. Dolayisiyla 1+z"€P dir. Fakat z=0 igin

p'(z) =nz"* =0 oldugundan birebir degildir.

Tanim 1.2.3.2: (Q Simifi) U birim diskinde f(0)=0 ve |f(Z)|<1 sartlarin1 saglayan

analitik fonksiyonlara Schwarz fonksiyonlari denir. Bu fonksiyonlarin olusturdugu

smifa da Schwarz fonksiyonlarinin sinifi denir ve Q ile gosterilir [17,19,20,54].

Ayrica P sinifi ile Schwarz fonksiyonlari arasinda agagidaki gibi bir iligki vardir:

1+ f(2)
1-f(2)

f(2)eQQe p(2) =

Bu nedenle, P smifindaki fonksiyonlarin ozellikleri Q smifinin &zelliklerinden
cikarilabilir ve bu tersi icin de gecerlidir. ilerleyen kisimlarda, bu smiflardaki

fonksiyonlarin katsayilar1 arasindaki iliskiyi kurmak icin bu iliskiden yararlanacagiz.

Alexander-Noshiro-Warschawski [1,52,69] kriteri olarak literatiirde yerini alan

“konveks bir bolgede f € A fonksiyonu igin eger Re f'(z) >0 ise iinivalenttir” sonucu

yine P smifinin olusumunda 6nemli bir rol oynamustir.
Yukarida da bahseldigi lizere
1+z
7)=—-
P(2)=1—

P sinifina aittir. Bu fonksiyon S sinifinin extremal fonksiyonu olan Koebe fonksiyonu
; o 1+z . - .
kadar 6nemli bir rol oynar. p(Z)zl— fonksiyonu P sinifi i¢in |pn| nin smirmni

maksimize eder. Yani bu fonksiyon P sinifi igin bir extremal fonksiyondur. Béyle P
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smift icin N>2 olmast durumunda p,=2 olacak sekilde biri digerine

doniistiiriilmesiyle elde edilmeyen bircok baska fonksiyon vardir. Ornegin, n=2 ise

2 ©
;I:+ 22 :1+2222”EP olup p,=2 dir. Benzer sekilde n>2 degeri igin farkh
-7 )
fonksiyonlar bulunabilir (bkz. [13,19]). Ayrica p(z)ziJr—Z fonksiyonu U da
-z

tinivalent bir fonksiyon ve birim diski sag yar1 diizleme doniistiirdiigiinden p(0) =1 ile

normalize edilmis bir analitik p fonksiyonu P sinifina ait olmasi igin gerek ve yeter

1+z .
sart U da p(z2) <1— olmasidir. Ayrica P konveks bir kiimedir ve U 'da analitik

fonksiyonlar kiimesinin kompakt bir altkiimesidir (bkz. [21]).  Caratheodory

fonksiyonlar ile yildizil ve konveks fonksiyonlar arasinda yakindan bir bag vardir.

Soyle ki; fes" X @ p e feced@
f(2) f'(z)

€ P yazilabilir. Buradan su

cikarimlar yapilabilir, P sinifindaki fonksiyonlarin 6zellikleri bilindiginde yildizil ve

konveks fonksiyonlarin nasil 6zelliklere sahip olduklar1 hakkinda bilgi edinilebilir.

Ornegin, f(z)=z2 +Z:anzn fonksiyonu Re f'(z) >0 saglayan bir fonksiyon olsun.
n=2

Boylece f'(z)=p(z)eP ve bazt p(z) =1+Z p,z" € P fonksiyonlar i¢cin a,=p/n

n=1
olur. Dolayisiyla Caratheodory fonksiyonlarinin katsayilariin bilinmesiyle |ah| ile ilgili

tahminler kolayca elde edilir.

1970 yilinda Janowski [27] P, ::{p eP:|p(2)-M|< M} sinifin1 tanimladi ve B,

zp'(2)
p(2)

simifindaki fonksiyonlar icin Re p(z) ve Re degerlerinin sirlarimi arastirdi.

Ayrica bu sinirlar Janowski [27] tarafindan B, sinifi ile baglantili yildizil fonksiyonlar

icin biiylime, biikiilme teoremleri ve katsayr tahminlerini arastirmak i¢in kullanildi.

Daha sonra boyle fonksiyonlar i¢in |an| < 2 oldugu bilgisine deginilecektir. Simdi P
n
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smifinin bir alt smifin1 tamimlayalim. 0<a <1 olmak iizere Re p(z) >« sartini

saglayan p € P fonksiyonlarinin olusturdugu sinifa P(e) sinifi denir. Bu durumda

1+(1-2a)z

P(a)={peP:p(z)< ,Os(x<1}

yazilir.

P sinifinin genellestirilmis siniflarindan biri

1+ Az
1+ Bz

P[A,B]:{peP:p(z)< = pA,B,—1£B<A§1}

seklindedir. Bu sinif ilk olarak 1973 yilinda Janowski [28] tarafindan tanimlandi ve
calisildi. Ozel olarak P[l—Za,—l] = P(a) (O <a <1) ve P[l, —l] =P dir. Ayrica ayn

calismada Janowski sirasiyla Janowski yildizil ve konveks fonksiyonlari olarak bilinen

aml s 2@

S[A,B]._{f S: 5 P[A,B]},

C[A,B]:z{fes:l+weP[A,B]}
f'(z)

alt siniflarim1 da tanimlada.

Sonrasinda, 1997 yilinda Ravichandran ve arkadaslar1 [58] tim neN igin genel bir

sinif olan

P.[AB]={p(2) =1+ p,2" + P,,2" +...: P(2) < Pra(2)}

siifin1 tanimladilar. Kolaylik olmasi agisindan ihtiyag¢ duyulan yerlerde su notasyonlari

kullanacagiz:

R[AB]=P[AB], P(a)==P[1-22,-1] ve P,:=P,[L-1].
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Simdi Carathéodory sinift ve onun alt siniflart i¢in biiyiime ve biikiilme teoremleri gibi
cesitli geometrik 6zellikleri ihtiva eden bir¢ok baska sonug¢ verelim. Bu c¢aligmada ele
alinan sonuclar, birkag¢ istisna disinda, baska bir calismalarda da bulunabilir ve bu

nedenle ispatlar1 yapilmamustir.

Asagidaki sonug, bir fonksiyonun P sinifinda yer almasi i¢in yeterli sart1 verir.

Teorem 1.2.3.3: u, [O, 27[] araliginda azalan olmayan bir fonksiyon ve Ioznd ult)=2r

olsun. Bu durumda

1 %1+ ze 1% -
h(z) zz—j zz—j Po(ze ™) du(t) (zeU), (1.2.3.1)
0 4 0
seklinde tanimlanan fonksiyon P sinifindandir [19].

1911 yilinda Herglotz [25], (1.2.3.1) 'in gerekli oldugunu da ispatladi. Yani, her peP

icin [0,272'] araliginda IOZ”d,u(t) =2m ve (1.2.3.1) olacak sekilde ,u(t) azalan olmayan

fonksiyonu vardir. Herglotz aynmi calismasinda peP fonksiyonu icin Stieltjes

integralleri yardimiyla (olasilik 6l¢iileri)

p(2) = j (L Ze,,td u(t) (zeU), (1.2.3.2)

formiiliini verdi. Burada u(t), u(27)—u(0)=1 sartlar altinda [O,27z] araliginda

azalan olmayan fonksiyondur. Bu bize P sinifindaki fonksiyonlar ile U iizerindeki
olasilik 6l¢iimleri kiimesi arasindaki birebir eslesmeyi verir. Bu temel bulgular ise S
'nin alt siniflarinin integral temsilleri hakkinda genel teorileri yazmamizda onciiliik eder.

Bu sekilde tanimlanan 4 semboliine p € P fonksiyonun Herglotz 6l¢iimii denir.

Bir sonraki teorem P smifindaki fonksiyonlarin hangi doniistimler altinda korundugu

ile alakalidir.
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Teorem 1.2.3.4: h,hveh, P sinifina ait fonksiyonlar olsun. Bu durumda asagidaki H

fonksiyonu P smifindadir [19]:

1. H(z)=h(e"z) (teR),
2.H(2)=h(z)' or H(z)=h(tz) (te[-11]),
3.H(z)=%,

4.H@)=(h@)* (h()* (tut,t,+t,€[0,1]),

5.H(z)=ﬂh(z”j—ib }(h(z):aﬂb,}teu),

1+ Az
_h@+ib
6.H(z)_—1+ibh(z) (beR).

Bunun gibi P smifinin korundugu baska doniisiimleri gérmek i¢in [36] calismasina

bakiniz. Bu doniisiimler ardisik katsayilar1 tahminlerini elde etmede oldukca

kullanishidir. Asagidaki teorem Helly se¢im teoremi ile ispatlanmigtir (bkz. [54]).

Teorem 1.2.3.4: p(z):1+z p,z" birim disk U da analitik bir fonksiyon olsun. Bu

n=1

durumda asagidaki durumlar denktir [54]:

1. peP,
2. (1.2.3.2) olacak sekilde ,u(Zﬂ)—,u(O) =1 ko

bir 1(t) artan fonksiyonu vardir,

3. p-k=p, (k=1 sart1 altinda

sulunu saglayan [0,27[] araliginda

m=12,3,--- degerleri i¢in

Z::OZZO pk_lﬂkﬂq (/?,I eC,i=012,... m) negatif degildir.

(1.2.3.2) deki gosterim dogrudan sirasiyla asagidaki biiylime ve biikiilme tahminlerini

Verir;
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|| || Re p(z) <|p(z)|

2Re p(z) < 2

- ()

AL

p'(2)] <

Her iki durumda da p(z) =1LZ fonksiyonun esitligi sagladig1 aciktir. Carathéodory
A

fonksiyonlarinin daha yiiksek mertebeden tlirevlerinin modiilii {izerindeki iist sinirla

ilgili daha genel bir sonug [19] ¢alismasinda verilmistir. Bulunan sonug

2(k!)

p"(z) —kﬂ
Ly

(k>0

N—"

seklindedir.

Ozellikle, k =1 icin, yukaridaki esitsizlik Carathéodory fonksiyonlar1 i¢in yukaridaki

biiyiime tahminini vermektedir. Her sabit zeU igin p € P fonksiyonu

1+|z|2| 2/
2 S 2
||

(1.2.3.3)
1-|2f |

p(2) -

diski tarafindan ihtiva edilir.

Yine (1.2.3.3) esitsizliginden yararlanarak biiyiime tahmini elde edilebilir. Ayrica,
biiyiime tahmininden P smifinin yerel diizgiin sinirlt bir sinif oldugu ve dolayisiyla

normal aile oldugu sonucu da ¢ikarilabilir. Aslinda P sinifi kompakt bir ailedir (bkz.

[21]).

[O, 272'] araliginda ,u(27r) —1(0) =1 sartiyla u(t) azalmayan bir fonksiyon olmak tizere

p € P(a) fonksiyonu i¢in Herglotz temsil formiiliinden (bkz. [19])

21+ (1-2 -t 27 _
p(z)=|; +(1_Zj_?tze du®)=[" p,(ze™)du(t) (zeV), (1.2.3.4)
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elde edilir. Burada p,(z)=(Q1+1-2a)z)/(1-z) dir. (1.2.3.4) daki formiiliinden

p € P(a) fonksiyonlari i¢in asagidaki biiylime ve biikiilme tahminleri elde edilir:

1-(1- 2a)|z| -

<Rep(2)< 1+(1-2a)l7|
1+|¢|

It

2(Rep(z)-ax) 1
e 1fif

ve |p'(2)| <

Buradan kolaylikla h(z) =(p(z)—a)/(1—a) fonksiyonun P smifinin iiyesi oldugu
sOylenebilir (bkz. [19]).

1963 yilinda MacGregor [48] p € P, i¢in

p'(2)| 20l
p(2) |~ 1|7

oldugunu ispatladi.

MacGregor (1.2.3.4) deki ikinci esitsizlige alternatif ve kisa ispatim1 verdi ve bu
sonuglar1 yarigap problemlerinde kullandi. Sonrasinda, Shah [66] asagida verilen
teoremde MacGregor’un sonuglarint genellestirdi. Ayrica Shah aymi ¢alismada o -
mertebeden yildizil fonksiyonlar ve diger baska smiflar i¢in yaricap problemlerini

inceledi.

Teorem 1.2.3.5: Eger p e P, () ise, bu durumda

zp'(2)| y 2(L-a)nlz["
p(2) |~ @+]2)a+(1-2a) |2

dir [66].

Teorem 1.2.3.6: Eger p e P, () ise, bu durumda

1+ (2a -7’

Re p(z) > -
1+|7|
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dir [66].

1973 yilinda Janowski [28] P[A, B] smifindaki bir p fonksiyonunun ayni zamanda P

siifina ait olmasi i¢in gerek ve yeterli kosulun bazi | € P fonksiyonlari i¢in

_ (+Al(z)+1-A
p(Z)_(1+B)|(z)+1—B

seklinde olmas1 gerektigini ispatlamigtir.

Ayricap e P[A, B] fonksiyonu i¢in Herglotz temsil formiili

2z 1+ Aze—it 2z "
(2)= [ 5 du(t) = j Pas(ze)dut) (zeV)

0
seklindedir. Janowski ayni ¢aligmasinda (1.2.3.3) esitsizliginin genel versiyonunu

1- ABJf'| _(A-B)|7]

< 12.35
1-B?[zf | 1-B?|7f (1239)

p(2) -

seklinde vermistir.

Janowski ayrica  varyasyonel metodu  kullanarak P[A, B] smift  igin
Re(p(z)+2zp'(z)/p(z)), Re(zp'(z)/p(z)) ve Rep(z) degerlerinin siirlarmi elde
etmistir. Bu sonuglar daha sonra Janowski yildiz fonksiyonlarin konvekslik yarigapini
elde etmek icin kullanilmistir. Geometrik olarak, p e P[A, B] olmasi igin gerek ve
yeter sartin p(0) =1 ve p(U) goriintii bolgesinin reel eksen tizerinde baslangig¢ ve bitim
noktalar1 d, :=(1-A)/(1-B)=p,g(-1) ve d, =1+ A)/(1+B)=p,s(1) olan bir acik
disk tarafindan ihtiva edilmesidir. Bagka diger degisle, 0<d, <1<d, olmak iizere
p(U) nun baslangi¢ ve bitim noktalart d, ve d, olan bir acik diskin iginde kalacak
sekilde -1<B < A<1 kosulunu saglayan A ve B reel sayilarinin var olmasidir.

Kolayca goriilebilir ki, A ve B nin 6zel degerlerinin se¢iminde P[A, B] siifi bilinen

24



birgok alt smiflara indirger (bkz [20]). 1979 yilinda Junega ve Mogra [29]

normallestirilmig bir analitik fonksiyonun tiirevinin P [A, B] siifina ait oldugu bir siifi

caligmustir. P[A, B] smifi ile ilgili daha fazla sonug i¢in [28] ¢alismasina bakilabilir.
Carathéodory fonksiyonlarmin Herglotz temsilinden faydalanarak, Kaczmarski [30],
[0,27[] araliginda ,u(Z;z)—,u(O)zl kosulu altinda ¢ azalan olmayan fonksiyonu ve

-1<B< A<l i¢in
2z it
1+ Aze
p(2)= [ ——du(t) (zeV)
, 1+ Bze
seklindeki p fonksiyonlarin kiimesi olan |5[A, B] sinifin1 tanimlamistir. Kacmarski

IS[A, B] kiimesi i¢in konvekslik yarigapini ve |B|<1 olmast durumunda

F~’[A, B] # P[A, B] oldugunu ispatladi. 1993 yilinda Ma ve Owa [47], (1.2.3.3)"lin bir

baska genellestirilmis versiyonunu asagidaki teoremle verdi.

Teorem 1.2.3.7: p e P olsun. Budurumda 0 < y <1 igin

1+|z|2 1+|7| g
<
1-|7| 1-|7|

esitsizligi saglanir. Bu sonug kesindir [47] (ayrica bkz [6]).

1+|z|2 ~
1-J2f

P’ (2)

1997 yilinda Ravichandran ve arkadaslar1 [58], (1.2.3.5) 'in genellemesi olan asagidaki

sonucu vermistir.

Teorem 1.2.3.8: p < P,[A B] olsun. Bu durumda

1-AB[Z"| _(A-B)[[
1-B[zf"| 1-B%[2"

p(2)

esitsizligi saglanir [58].
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Ozellikle peP, (a) icin

1-(1-2aff"
1_|Z|2n

. 2(1—05)2|Z|n
1-[z|”

p(2)

oldugu elde edilir.

Onlar pozitif mertebeden yildizillik ve konveks fonksiyonlarin, diizgiin konvekslik ve

yildizil fonksiyonlarin 6zel bazi alt siniflarinin 6zelliklerini de arastirmislardir. 2011

yilinda Ali ve arkadaslart [4] A=B ve |B|Sl olmak {izere herhangi A ve B

kompleks sayilari i¢in Teorem 1.2.3.8 genellestirmislerdir.

2015 yilinda Arif ve arkadaglar [7], -1<B<A<1 0<a<lve 0<f<1li¢in p(0)=1

ile

1+ Az
1+ Bz

p
p(z) < a+(1—06)( j = pis (2)

kosulunu saglayan p fonksiyonlarinin genel bir P;[A, B, «] smifini tanimlamuslardar.

Acik olarak goriliir ki; pi‘le(Z) = Pap(2) ve Pl[A, B,O] = P[A, B] dir. Ayrica
Pﬂ[A, B,O] = Pﬁ[A, B] olsun.
2z
Onlar ayni g¢alismada [0, 272'] araliginda J.d u(t) =2z kosuluyla x azalan olmayan
0

fonksiyon olmak iizere p € P,[A B,a] fonksiyonlar: i¢in Herglotz temsil formiiliinii

(bkz. [7])

1-a 5 (1+ Aze™ 1% y
7)= _dut)=— | p*?(ze™)d u(t) (zeU
p(2)=a+=— !(“Bze.t]u() 2”gm,g( )dut) (zeU)
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seklinde elde etmislerdir. Yine bunlara ek olarak asagidaki biiyiime tahminini de

belirlediler.

Teorem 1.2.3.9: p € P,[A, B] olsun. Bu durumda

B B
1-AlZ| 1+A|z|
11 < R < <| —
(o) =rersioole] 5

esitsizligi saglanir. Sonug pi’é(z) fonksiyonu i¢in kesindir [7].

Arif ve arkadaslari ayn ¢alismada P,[A,B,a] smifina ait fonksiyonlar igin katsay:

esitsizligini vermislerdir.

Teorem 1.2.3.10: p(z) =1+ pz+ P,Z+.......€ P,[ A B,] olsun. Bu durumda

|Pa|< BL-a)(A-B)

dir. Sonug pys (z) ekstremal fonksiyonu igin kesindir [7].

Yukaridaki iki teoremden, ozellikle P[A, B] smifindaki fonksiyonlar i¢in biiyiime

teoremini ve katsay1 sinirlarini elde edebiliriz. P sinifi ve onun altsmiflan ile ilgili
diger detayl bilgiler, Robertson [60,61,62], Bernardi [8], Ruscheweyh ve Singh [64] 'in

calismalarinda mevcuttur.
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2. MATERYAL VE YONTEM

Caratheodory fonksiyonlarinin P sinifi, Geometrik Fonksiyon Teorisinde 6nemli bir
rol oynar. Bu 6nem, {inivalent fonksiyonlar sinifinin alt siniflarinin ¢ogunun bu P sinifi
ile iliskili olmasi1 ger¢eginden anlasilabilir. Bu béliimde, Caratheodory fonksiyonlar i¢in

cesitli katsay1 tahminlerinde kullanilan yontemlere yer verilmistir.

Bundan sonra  6zel olarak  belirtilmedigi  sirece weQ  fonksiyonu
w(z) =bz+b,z* +b,2° +... bigiminde  ve peP  fonksiyonu da
p(z) =1+ p,z+ p,2° + p,2° +... bigiminde oldugu anlagilacaktir. Onceki bdliimiin

basinda da belirtildigi tizere Q2 ve P siniflar1 arasinda

1+w(z) cp

w(z) e Q< p(2) :m

bagintis1 mevcuttur. Bundan yararlanarak w ve p fonksiyonlarinin katsayilar1 arasinda
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b -1 0 O 0 0

b, b -1 0 0 0

o bbbl 0 0

bn—l -2 n-3 bn—4 bl -1

bn bn—l bn—2 bn—3 bZ b].

ve

p, 2 0 0 0
P, Py 2 0 - 00
oo D™ P P o2 000
oo : : - 7 Y
Pha Pz Pos Py 0 B 2
pn pn—l pn—2 pn—3 e p2 pl

seklinde bir iliski vardir (bkz [19]).

Bu determinatlarin bazi 6zel durumlarinda

P =2b

p, = 2b, +2b/

p, = 2b, +4bb, + 2b’

p, = 2b, +4bb, + 2b7 +6bb, + 2b/

(2.1)

ve

b
=5

b2 :2p2_pl2

4
b _4p3_4p1p2+ pl3
=
8
o _ 8P —8p.p;—4p,” +6pp, - p’
“ 16

(2.2)

sonuclar elde edilir.
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Boylece Schwarz fonksiyonlarinin ve Carathéodory fonksiyonlarmnin katsayilar igin

smirlar bunlardan herhangi birinin sinirmin bilinmesi durumunda elde edilebilir. Uggen

esitsizligi ve Schwarz fonksiyonlar1 i¢in iyi bilinen |b,| <1 (i eN) kullanilirsa (2.2) den
[p|<2,

‘2 P, — pf‘ <4,

‘4p3 —4p,p, + pf‘ <8

ve

8p, —8p,p;—4p,”+6p2p, - p'|<16

sonuclarina varabiliriz.

Ozellikle Caratheodory fonksiyonlarmin k =2,3,... igin p, katsayilarmin p, katsayist

cinsinden yazilimini saglayan 6nemli bir ara¢ Teoplitz determinantidir. Bu sayede gerek
Caratheodory sinifindaki fonksiyonlarin katsayilari arasindaki bagmtilarin gerekse
tinivalent fonksiyonlarin altsiniflarindaki fonksiyonlarin katsayilarin istsinirt i¢in daha
iyi sonuglar elde edilebilir. Asagidaki sonu¢ Caratheodory [12] tarafindan

ispatlanmugtir.

Teorem 2.1: p e P kuvvet serilerinin P ’de yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart

2 Py P, P,
|
pn—l p—n+1 p—n+2 o 2

Teoplitz determinantlarinin ve p_, = P, larin negatif olmamasidir. Onlarin hepsi p, >0
ve t, #t;, k= j icin p(z)= ZL p, (L+e"z)(1-e"™2) haricinde tiimii pozitiftir. Ayrica

n<m-licin D, >0, n>m, neNi¢inde D, =0 dir [12,33].
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Teorem 2.1°i uygulayarak Libera ve Zlotkiewicz [40], p, ve p, katsayilarinin p,

cinsinden alternatif bir temsilini saglayan asagidaki sonucu kanitlamislardir. Bu
temsiller, baslangi¢ katsayilarinin ve Hankel determinantinin iist sinirin1 bulmak igin

oldukca faydalidir.

Teorem 2.2: peP ise bu durumda |X|<1 ve |y|<1 sartim saglayan baz1 X ve y

degerleri i¢in
2p, = p’ +x(4-p%)
ve
ap,=p’ +2p,(4-p2) - p(4- p)X° +2(4- p)A-|X)y
dir [40].

2009 yilinda Hayami ve Owa [23], a@ mertebeden Caratheodory fonksiyonlari igin

benzer bir temsili asagidaki teoremle vermistir.

Teorem 2.3:  Rep(z)>a ve p(z)=h,+ p,z+ p,z° +... olsun. a €[0,b,) olmak iizere
|X| <1 ve |y| <1 sartin1 saglayan baz1 x ve y degerleri i¢in

2(b, —a) p, = p” +x(4(b, —x)* - p.?)
ve

4(b0 _a) p3 = p12 + 2p1(4(b0 _a)z - plz)x_ p1(4(bo _a)z - plz)xz
+2(b, — @) (400, - @) — p?) 1= |x)y

dir [23].

2018 yilinda Ohno ve Sugawa (bkz. [15,35]) katsay1 {ist sinirlarinda daha 1yi sonuglar

veren asagidaki lemmay1 vermislerdir.

Lemma 2.4: a,b ve c herhangi  reel  saylar  olmak  lizere

Y(a,b,c):= m%x{‘a+bz +czz‘+1—|z|2} olsun. Bu durumda;
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I. Eger ac>0 ise,

dir.

[af +[b] +e

i Eger ac <0 ise,

a4
1-la|+
4(1-c])
2
Y(a,b,c) =<1
(a,b,c) +|a|+4(1+|c|)
R(a,b,c)
dir. Burada
la]+ o[ |c
R(a,b,c) =< —|a|+|b|+]c|

seklindedir.

3 BULGULAR

b
4(1—|c|)

(b|=2@-[e]))
(bl <2@~le])

(~dac(c? ~1) <b? |b| < 2 c))

(b2 <min {4(1+|c|)2 ,—4ac(c™ —1)})

(Diger durumlarda)

(Iel o]+ 4[a) < [ab])
(labl<[c| (bl —4[a))

2
(|a| + |C|)4 /1—% (Diger durumlarda)

Caratheodory fonksiyonlarinin katsayr sinirlart tizerine ilk ¢aligma Caratheodory [13]

tarafindan 1907

yilinda yapilmistir.

Calismasinda (1.2.3.2) Herglotz doniisiim

formiiliinii kullanarak asagidaki sonucu elde etmistir.

Teorem 3.1: p(z)=1+ ZL p,z" € P olsun. Bu durumda
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2z
p, =2 [ e™du(t)
0

ve dolayisiyla

Ip.|<2

dir. Buradaki 2 smir1 kesindir. Kesinligi saglayan fonksiyon su seklindedir.

Ny 1+ kz 0 N
F(2)=> 4 77k =1+>'p,z
1 n z n=1

k=1 -

ise, bu durumda F € P ve p, =2 dir [13, 19].

Ozel olarak, n, =1 alinirsa 44 =7 =1 olacagindan esitligi saglayan fonksiyon

p(z) :1+—Z:1+222”
1-z =

seklinde olur. Univalent fonksiyonlarmn alt simflar1 genelde Caratheodory smnifi ile

yakindan alakali oldugu i¢in bu smflar i¢in katsayr probleminde |pn| <2 esitsizligi

onemli bir aragtir.

Literatiirde, Teorem 3.1 Caratheodory teoremi olarak da bilinir. Teorem 3.1 in

literatiirde farkli birgok ispati vardir (bkz. [19,26,57]).

Caratheodory fonksiyonlariin katsayilari {izerine bir diger esitsizlik asagidaki teoremde

verilmistir.

Teorem 3.2: p(z)=1+ Z:;l p,z" € P olsun. Bu durumda

2

p’

P, — 2
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1+z . : —
esitsizligi saglanir. Sonug p(z) = 5 fonksiyonu ile kesindir [21].
Bu esitsizlik tinivalent fonksiyonlarin alt smiflarinin katsay1 problemlerinde daha iyi
sonu¢ almada kullanilir.

Caratheodory teoreminin uygulamalarindan biri Schwarz fonksiyonlarinin katsayi

esitsizliklerini elde etmektir. Yani |p,| <2 ve (2.1) birlikte diisiiniildiinde
b <1 |o,+b2|<1 |b,+2bb, +b7 <1 Ve |b, +2bb, +b,? +3b%, +b* <1

sonuglar1 elde edilir.

Ayrica Ref'(z)>0 (zeU) sartim saglayan normalize analitik fonksiyonlar i¢in

[P,
n

< — elde edilir.

2
|pn| < 2 kullanilarak |an| = —
n
1973 yilinda Leutwiler ve Schober [38], Grunsky-Nehari’nin [50] esitsizliklerini ve
Schiffer ve Tammi [65] tarafindan bu esitsizliklerin genellestirmelerini kullanarak,
pozitif reel kismi olan fonksiyonlarla ilgili bircok sonucu inceledi. Ozellikle, Toeplitz'in

[67] bulgularindan yola ¢ikarak asagidaki sonuglart kanitladilar.

Teorem 3.3: p e P olsun. Bu durumda

< i P X X, (xo,xl,...xno e(C)

m,n=0

Mo
Z pm+n Xm Xn

m,n=0

esitsizligi saglanir. Burada p, =2 ve p_, =P, (n =12, ) seklindedir [38].

Yukaridaki teoremdeki esitsizligin X, a gore ekstrem degerini alarak asagidaki sonug

elde edilir.

Teorem 3.4: p e P olsun. Bu durumda

< i (pm_n —pm—p"jxmin (xo,xl,...xno eC)

m,n=1 2

nzo ( Prn _%jxmxn

m,n=1
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esitsizligi saglanir [38].

Bu teoremde x; icin belirli dzel degerler segerek, Caratheodory fonksiyonlari igin bazi
klasik sonuglar elde edilebilir. Ozellikle, x, =1 ve x =0 (n=k) segimi asagidaki

sonucu Verir.

Teorem 3.5 p € P olsun. Bu durumda

L]
2

pk
2

Pa — <2-

esitsizligi saglanir. Esitlik

2+ (P +1P,) 2" +2nz*
p(z) = n<1
2—(p—nP)Z" —2nz* (H )

fonksiyonu ile saglanir [38].

weQ icin W (2)=-w(z)eQ oldugundan |b, —2bb, +bb?| Ve |b,+2bb,+bb/’|
fonksiyonelleri ~ aym1  Ust  smra  sahiptir.  Ayrica  (2.2)  kullanarak
2(b4 +2bb, + bzbf) =p,—Pp>/2 oldugunu gorebiliriz. Teorem 3.5 de, | pn| <2
kullanihirsa |p, — p; /2| < 2| p,[°/2<2 olur. Buradan |b, +2byb, +b,b?| <1 sonucuna

ulagilir. Dorff ve Szynal [16] bu sonuglar1 kullanarak yiiksek mertebeden Schwarzian

tiirevleri i¢in kesin siir elde etmistir. Diger bir ¢calisma herhangi x# ve v reel sayilari
ve b, komplex katsayilli W Schwarz fonksiyonu igin w (z,v,w) ‘b + ubb, +vb3‘

fonksiyoneli lizerinde tahminlerdir. Bununla alakali sonu¢ Prokhorov ve Szynal [56]

tarafindan arastirild1 (ayrica bkz [16]). Sonra 2001 yilinda Kiepiela ve arkadaslari [32]

w Schwarz fonksiyonunun b, katsayilarinin reel olmasini kabul ederek ( MV, W)

tizerindeki keskin smir1 arastirdilar. Son zamanlarda Ali ve arkadaslar1 [5] bu

fonksiyonelin {iist sinir1 iizerine ¢alisma yapmustir.
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Hayami ve Owa [23] ¢alismalarinda o —mertebeden p —valent yildizil fonksiyonlar

icin ikinci Hankel determinantinin iist sinir1 problemini arastiriken, Carathéodory

fonksiyonlarmin n. katsay1 siniriin bir genellemesini elde etmistir.

Teorem 3.6: Rep(z)>a ve p(z)=b,+pz+p,z°+p,z®+.. olsun. Bu durumda

e[0,by) i¢in |p,|<2(b, —a) esitsizligi dogrudur. Esitlik

+(b, —2a)z
1-z

b
p(z) =—

fonksiyonu ile saglanir [23].

Ispat. Re p(z) > a oldugundan

0., (2) = p(z)_ ot P

k=1
fonksiyonu P sinifina aittir. Carathéodory fonksiyonlarinin katsayisi 2 ile sinirlt oldugu

i¢in

— <2 olup dolayisiyla |pn|S2(b0—a) elde edilir. Boylece teorem

0

ispatlanmus olur.

| pn| <2 esitsizliginin bir diger genellemesi Peng [53] tarafindan 2010 yilinda asagidaki

teoremle verilmistir.

1+ Az
1+ Bz

Teorem 3.7: p(z)=1+) p,z" olsun. Bu durumda |p,|<B-A

(-1< A<B<1) esitsizligi saglanir. Sonug kesindir [53].

Teorem 3.6 nin ispatinda goriiliir ki;

o0

qm(z)—p(z) 2= Z—

k=1

fonksiyonu P smifina aittir. Bundan yola ¢ikarak Liu ve ark. [41] P(a) siifi i¢in

asagidaki sonucu vermistir (ayrica bkz. [42]).
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Teorem 3.8: p e P(«) olsun. Bu durumda

2
pl <2 l_ _ |p1|
P20 a) <2 ) g
ve
P, — p1p2 + p13 |S2(1—0()— |pl|2
* (1-a) 4(1-a)| 2(1-a)

esitsizlikleri saglanir. Ayrica

Ip|<2(1-a)
ve
p2
-—1 1<2(1-
p2 (1-&) ( (Z)
dogrudur [41].

1969'da Livingston [43] konvekse yakin fonksiyonlarin katsayilari iizerine siniri

arastirken asagidaki sonucu ispatladi.

Teorem 3.9: Rep(z)> 0 ve p(z)=b,+ p,z+ p,z*>+... olsun. Bu durumda 1<s<n-1

i¢in

& _ ps pn—s
b, b |

<2

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlikler tim n ve S degerleri i¢in kesindir. Esitlik

p(z) = (Rebo)i—iﬂ Imb, (Reb, >0)

fonksiyonu ile saglanir [43].
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Bu esitsizlik daha sonra Libera ve Zlotkiewicz [40] tarafindan konveks fonksiyonlarin

tersi igin katsayr problemi caligmalarinda kullamlmistir. Ozellikle by =1 ise,

yukaridaki sonug asagidaki iyi bilinen Livingston esitsizligine doniisiir.
Teorem 3.10: peP olsun. Budurumda 1<s<n-1 igin
|pn - ps pn—s| <2
esitsizligi saglanir. Bu esitsizlikler tim n ve s degerleri i¢in kesindir. Esitlik
1+7
7)="—-
P(2)=1—

fonksiyonu ile saglanir [43].

Yukaridaki teoremlerdeki esitsizliklerden P sinifindaki fonksiyonlarin katsayi

fonksiyonelleri icin baska siurlar bulmak miimkiindiir. Ornegin

P, — ps2 Poos = Pn— P Prs + Ps(Phs — PsP,p) esitliginde liggen esitsizligi kullanilirsa

Py = P Po_ss| <[Py = P Poss|+| Py (Pos = PePy )| yazilir. Bu esitsizlikte Teorem 3.10

daki esitsizlik ve |pn| <2 kullanilirsa

P, — PP, ».|< 6 elde edilir (bkz [70]).

2010 yilinda Hayami ve Owa [24] Teorem 3.9 un baska bir genel formunu verdi.

Teorem 3.11: Rep(z)>0 ve p(z)=b,+pz+p,z°+--- olsun. Bu durumda

1<s<n-1i¢in

2
Reb Reb
2—2 ,u2+4(—°J 1-pu) <2(2—u) (<),
LA |b0|\/ oY (=) (#<1)
b, by |~ Reb
2, b |°SZ,u (p=1)
0

esitsizligi saglanir. Esitlik

d

1+2z
1-z°

p(z) = (Reb,) +ilmb, (1<1) ve p(z)=(Rebo)%+ilmb0 (1=1)
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fonksiyonlar1 i¢in dogrudur [24].

Yukaridaki teoremde 6zel olarak h(z)=p(z)—a=1-a+ Z:;l p.z"* (0<a<l)

alinirsa, Reh(z) >0 ve b, =1-«a >0 elde edilir. Bdylece asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.12: p e P() olsun. Bu durumda 1<s<n-1 i¢in

(1—c) up, = PP, s

g {2(1—a>2<2—u>, (u<1)

2(1—0{)2 i, (1=1)
esitsizligi saglanir. Esitlik

+(1-2a)7

1+(1-2a) 2" 1
p(2) = 20T (1) ve (o) = >

15 (121

fonksiyonlar1 i¢in dogrudur [24].

Hayami ve Owa bu sonuglari, genellestirilmis Hankel determinant1 i¢in kesin bir sonug

elde etmede kullandilar.

2016 yilinda Efraimidis [18] Teoremi 3.10°u genellestirdi ve Livingston'a [43] gbre ¢cok
daha basit bir ispatin1 verdi. Sonuglarin1 sunmadan 6nce bazi tanimlara ve gosterimlere

thtiyacimiz ~ vardir. neN ve n. dereceden birim  kdk  kiimesi

D ={e2k”””:k=1,2,3,...,n} olsun. n=0 i¢in D, =8U =T yazilir. (X,T) topolojik

uzay olsun. Bir u ol¢limiiniin supportu; X’in her N, acik komsulugu pozitif bir
Olciime sahip olacak sekildeki tim X e X noktalarinin kiimesi olarak tanimlanir. u

sembolii p 'nin Herglotz 6lgtimii olup onun supportu supp(x) dir ve

supp(u) ={ xe X:xeN,, u(N,) >0}

seklindedir.

0, asagidaki sonucu |1— 2V| <1 olacak sekilde tiim v degerleri i¢in ispatladi.
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Teorem 3.13: pe P olsun. Bu durumda ve C ve 1<s<n-1 sartin1 saglayan tim n

ve S tamsayilari i¢in
|p, — VP, P,_| < 2max {1, [1-2v|}

dir. v, peP fonksiyonunun Hertglotz Slgiimii olsun. |1— 2V|<l durumunda esitlik
ancak ve ancak bazi @ &[0,27)degerleri igin p, =0 ve supp(u)<=e*U, olmast ile
saglanir. |1—2V| >1 durumunda esitlik ancak ve ancak baz1 6,¢ € [0, 27[) degerleri i¢in
Supp(,u) - eigUk me“"Un olursa saglanir. |1—2V| =1 igin esitlik Supp(,u) tek bir

noktadan olusursa saglanir [18].

veC ve peP i¢in Efraimidis

pn+k pn+k—1 pn+k—2 c pn+l pn
vp, 1 0 -~ 0 0
Vv vV 0 -« 0 0
An(v)=| e T T T
VP VP, VP53 1 0
VP, VP4 VR, - VP 0

determinantini tanimladi ve asagidaki sonucu ispatladi.

Teorem 3.14: Eger peP ise, bu durumda tim veC, k>0 ve n>1 i¢in kesin olan
A (v)\sZmax{1;|1—2v|k} esitsizligi dogrudur. 2, peP fonksiyonunun Hertglotz
olglimii olsun. |l— 2V| <1 durumunda esitlik ancak ve ancak bazi (pe[O, 272') degerleri

icin p, =0 ve Supp(,u) c €U, olmas ile saglanir. |1— 2V| >1 ise esitlik Supp(,u) tek

bir noktadan olusursa saglanir [18].

Teorem 3.13 ve 3.14, pozitif reel kismi olan normalize edilmemis

p(Z)=b0+z:;1 p,z" fonksiyonlari igin benzer bir versiyonlara sahiptir. Boyle p
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alinirsa q € P oldugu aciktir.

fonksiyonlar i¢in b, = x+iy (x>0) ve q(z) = _p(zz(— 1y

Bu durumda q,=1 ve q, =% (neN) Katsayilarma sahiptir. Sonra Teorem 3.13 ve

3.14 deki esitsizliklerin her iki tarafin1 x /b, ile ¢arpip ve v nin yerine vx/b, yazilirsa

|

0

Py PiPoy | <2 Reb, max{l"l—Zv—RGb0
b, B |7 |y

ve

Reb,
o]

Reb,
b0

AL (v)|<2

max {L‘ ‘1— 2V

|

Burada p; tim j'ler i¢in p; /b, ile yer degistirildiginde A:n V), A.,(v) 'nin modifiye

elde edilir.

edilmis formu olur.

Bu yondeki en popiiler sonuglardan biri Ma ve Minda [45] tarafindan asagida

verilmistir. Bu sonug¢ Fekete-Szego katsay1 problemlerinde dnemli bir arag rolii istlenir.

Teorem 3.15: Eger p e P ise, bu durumda

—4v+2 (v<0),
p,-vp?|<i2  (0<v<),
4v-2 (v=])

esitsizligi dogrudur. v <0 veyav >1 oldugunda esitlik ancak ve ancak p(z)= 1LZ ya
A

.. o1 1+ 2%
da onun rotasyonlariyla saglanir. 0 <v <1 igin esitlik ancak ve ancak p(z) = 1+ 22 ya

da onun rotasyonlartyla saglanir. v =0 i¢in esitlik ancak ve ancak
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1+y\1+z (l-y\1-z
Z) = + 0<y<lzeU
Pz) ( 2 jl—z ( 2 J1+z (07 V)

ya da onun rotasyonlariyla saglanir. v=1 icin esitlik ancak ve ancak v=0

durumundaki fonksiyonlardan birinin m hali i¢in saglanir. Ayrica 0 <v <1 igin,
YA

[P, —vp?|+v|p[ <2 (0<v<1/2)
ve
|p, ~vpZ[+@-v)|pf <2 (1/2<v<l)
esitsizlikleri dogrudur [45].

Herhangi bir kompleks v i¢in yukaridaki esitsizlik Keogh ve Merkes [31] tarafindan
asagidaki sekilde verilmistir

Teorem 3.16: Eger p € P ise, bu durumda herhangi bir v kompleks sayis1 i¢in

| p, —vp;’| < 2max {L|2v -1}

esitsizligi saglanir. Esitlik ancak ve ancak

1+27? ve p(2) 14z
1-7° 1-12

p(2) =
fonksiyonlariyla ger¢eklenir [31,59].

Herhangi bir v reel sayisi i¢in ‘pz —Vplz‘ fonksiyonel ile ilgili bagka bir tahmin, Mishra

ve Gochhayat [49] (ayrica bkz [17]) tarafindan verilmistir.

Teorem 3.17: Eger p e P ise, bu durumda herhangi bir v reel sayisi igin
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2+(v-1)| pl|2 (v>1/2),
F wv=12)
(v<¥/2)

|, —vpi| < 2—%|p1
|2

2-v|p,
esitsizligi saglanir [49].

Schwarz lemmasinin bir sonucu olarak p € P i¢gin | pn| <2 de esitligin olmasi i¢in gerek

1+ xz
1-xz

ve yeter sart |X| =1 i¢in p(z) = olmasidir. Buradan

1+ xz
1-xz

peP, p=2x (X=1)= p(z) =
yazilir.

Asagidaki sonuglar Caratheodory teoreminin birer sonuglaridir.

Teorem 3.18: Eger peP ise, bu durumda asagidaki mutlak degerlerin hepsi 2 ile

sinirhdir;

i.|pf = py.

ii. | p} —2p,p, + Py,

.| p;' +2p,p; + P} —3p7 P, — ),

iv. | p; +3p,p; +3pf Py —4p7 P, — 2P, P, — 2P Ps + P,

V.| pf +6pf P} + 47 D5 +2p, Ps + 2P, 0, — 2P, P+ Pi — P3 —5py P, —3P7 Py — 6P, P, P;— Py
Burada 2 sinir1 kesindir [22, 40].

Asagidaki esitsizlikler Libera and Zlotkiewicz’in [40] bir sonucundan elde edilebilir:
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i.‘pr —~ pz‘ <86,

ii.|-6p; +7p,p, — 2| < 24,

ii. |24 p}' — 46 p p, + 22, p, + 7p; —6p,| <120,

iv. ‘—120 P, +96p,p, +50p,p, +326p]p, —202p’ p, =127 p, p7 — 24 p,| < 720.

1985 yilinda Livingston [44] elemanlari, reel kismi pozitif olan bir fonksiyonun
katsayisi olan belirli determinantlarin modiilii iizerinde kesin siirlar elde etti. Bu
esitsizlikleri, ¢cok degerli fonksiyonlarin belirli bir alt siifi i¢in katsay1 problemlerini
¢ozmede kullandi. Ayni makalede Livingston, Teorem 3.9'u da su sekilde

genellestirmistir.

Teorem 3.19: Reb, >0 ve p fonksiyonu

1+ze +ilmb, =b, +an

n=1

p(2) = (Reb )Z/I

seklinde verilsin. Burada ve t; ve 4, sayilar1 j=1,23... i¢in 4,20 ve 211/1] =1

kosullarini saglayan reel sayilardir. Tiim s,k ve n dogal sayilar1 icin Q' determinant:

ei(n+572)tk p(n+s—2) /bo Pris-s Py /bo
1 1 0 .. 0
.| €e* p, /b, 1 e 0
‘ ' eznk p2 / bO pl / bO ot 0
ei(s_Z)tk p5—2 / bO p5—3 / bO ttt 1

seklinde tanimlansin. Bu durumda n>2 ve s>1 tam sayilar ic;in o 12« ‘Q(S)

dogrudur [44].
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Livingston ayni ¢alismada Teorem 3.19°u kullanarak p(z)=b, + ZL p,z" seklindeki
pozitif reel kisma sahip fonksiyonlar i¢in Reb, >0 olmasi durumunda asagidaki

sonuclari vermistir.

Teorem 3.20: p(z):bo+Z:)=l p,z" fonksiyonu Rep(z)>0 (zeU) ve Reb,>0

sartlarini saglasin. Ayrica tiim S dogal sayilar1 icin Afs) determinanti

Prss /bo Prisa / bo Pris—2 /bo Py /bo
p, /b, 1 0 0
A® =1 p, /b, p, /b, 1 w0
P, /by P /by oo /By - 1

seklinde tanimlansin. Bu durumda n>1 ve s >1 tam sayilari i¢in

Reb,

<2 <2

W

esitsizligi dogrudur. Esitlik p(z) = 1LZ fonksiyonu ile saglanir [44].
A

Teorem 3.21: p(z)=h,+> ~ p,z" fonksiyonu Rep(z)>0 (zeU) ve Reb,>0

sartlarin1 ~ saglasin.  Ayrica ]/p(z)=2::oqn2” verilsin. Bu durumda tim

m=>1, t>0 ve n>m tam sayilar1 i¢in

Reb,

<2 <2

D G Poy
k=t

0

esitsizligi saglanir [44].

1957 yilinin baslarinda Nehari ve Netanyahu [51] asagidaki sonuglar1 ispatladi.
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Teorem 3.22: p(z)=1+ Z:;l p.Z¢ ve q(z) =1+ ZL g,z* fonksiyonlar1 P sinifina ait

Pic G

olsun. Budurumda r(z)=1+) " z* fonksiyonu da P sinifina aittir [51].

Teorem 3.23: p(z)=1+) . pz*=1+G(z) ve h(z)=1+) " Az" fonksiyonlar P

sinifina ait olsun. Eger

olmak tzere

Z (_1)k+17k—1Gk (2) =z Akzk
k=1 k=1
ise, bu durumda | A | <2 dir [51].

Nehari ve Netanyahu, Teorem 3.23 ve 3.24’0 kullanarak meromorfik yildiz

fonksiyonlarin baslangi¢ katsayilarinin kesin siirini elde etmislerdir.

Caratheodory fonksiyonlar: ilgili katsayr problemlerinden bir digeri ardisik katsayilar
icin kesin bir iist sinir bulmaktir. P sinifin1 koruyan birkag¢ dontisiim vardir (bkz. [36]).

Ozellikle, peP ise

1-22 (1-2)?

q(z) = p(2)

fonksiyonu i¢in Req(z) >0 (zeU) dur.

Bu o6zelligi kullanarak, Robertson [63], 1981 yilinda pozitif reel kisma sahip

fonksiyonlarin ardisik katsayilariyla ilgili asagidaki sonucu elde etmistir.

Teorem 3.24. p € P olsun. Bu durumda n >3 i¢in
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|Pa— Pal<(2n+1)2— )|

ve

“ Pl =|Pa] < (2n+1)[2- py|

esitsizlikleri saglanir. Burada 2n+1 en iyi sinirdir. Esitlik

1-7°
1-2zc0s ¢+ 2°

p(2) =
fonksiyonuyla saglanir [63].

Robertson bu sonucu kullanarak, yildiz ve konveks fonksiyonlar i¢in ardisik katsayilarin
farki tizerine kesin bir tahmin de elde etti. Goodman [19], sabit p, icin |p,,, — P,|
tizerindeki kesin sinir hakkinda bir soru sordu. Bu soruya kismi bir cevap Teorem 3.10

da by=1, p,=1ve s=n-1 alarak elde edilebilir. Buradan |p,.,—p,|<2 elde edilir.

Eger b, =1, p,=2 ve s=n-1almirsada |pn+l —2pn| <2 olur.
f(z) =1+ ZZf:laka ve g(z)=1+ ZZ;kak € P fonksiyonlari igin

(f*9)(@)=1+2) abz*

Hadamard g¢arpimi g6z Oniinde alinarak, 1958 de Komatu [34], eger f,geP ise
f*g eP oldugunu gostermistir. Bu sonucu kullanarak 2010 yilinda Brown [11] pozitif

reel fonksiyonlarin ardisik katsayilari ile ilgili asagidaki sonuglart bulmustur.

Teorem 3.25: p e P olsun. Budurumda m,neN ve veR igin

<2,/2-Re(e"p,)

esitsizligi saglanir. Bu sonug kesindir [11].

iv
€ Prim — Py
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2016 yilinda Efraimidis [18], Teorem 3.25’in alternatif ve kolay bir ispatin1 vermistir.

Teorem 2.35’de m=1 ve v=0 olarak alinirsa asagidaki sonug elde edilir:

Teorem 3.26: peP ve neN olsun. Bu durumda

|pn+l_ pn|S2‘\/2_Re(pl)

esitsizlifi dogrudur. Esitlik a=arccos(b/2) ve Reb =2b olmak iizere

p(z) = (1+ eiaz)/(l— ei"‘z) fonksiyonu i¢in saglanir [11].

Teorem 3.25 ardisik katsayilarinin kuvvetlerine de genellestirilebilir.

Teorem 3.27: peP ve veR olsun. Budurumda m,n,N e N igin

iv N N
e pn+m 4 pn

<2V \/ZN ~2""Re(e"py)
esitsizligi dogrudur [11].

Teorem 3.28: p € P olsun. Bu durumda n>3 i¢in

[Py = P = (Prs = Pr2)| <2y/(Re(2- p)) (Re(2- )
esitsizligi dogrudur [11].

P sinifindaki fonksiyonlar 6zelliklerini belirli doniisimler altinda korudugu gergegini

kullanarak, 2000 yilinda Lecko [36] asagidaki sonucu vermistir.

Teorem 3.29: Sabit oz €[0,1) ve ¢ €U igin peP(«a) olsun. Bu durumda n>2 igin

i. ‘cjpz _(1+|é,|2) p1+2(1_“)5‘£ 2[(1+|§|2)(1_a)—Re(gpl)]
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i |epa—(1+1¢f) P+ o

< 2[(1+|§|2)(1—a)—Re(gpl)]

i (1T P = pa) =11l R0 — o) < 2[(1+|§|2)(1—a)—|§|Re( Dl)]

esitsizlikleri dogrudur. Esitlik

1+(1-20a)z

p(2) ==

fonksiyonu igin saglanir [36].
Teoremde 3.29°da « =0 alinirsa asagidaki sonuca ulagilir.
Teorem 3.30: £ €U igin peP olsun. Bu durumda n>2 igin

L Jema—{uvlef)mv22] < oo ) -Re(em).

i (P (11T P+,

< 2[(1+|§|2)— Re(¢ pl)]

< 2[(1+|§|2)—|§| Re( pl)]

iii. (€] Pwa = pa])=1<1(I<T P2 = Pos])

esitsizlikleri dogrudur. Esitlik

1+z
)=—ro
p(2)=1—

fonksiyonu i¢in saglanir [36].

Teorem 3.30° un (i) esitsizliginde ¢ ’ya uygun degerler vererek asagidaki 6zel sonuglar

elde edilir:
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1. £=1igin |p2—2p1+2|32(2—Re(p1))’
2. ¢ =-1igin |p,+2p, +2|<2(2+Re(p,)),
3. ¢ =iicin |p,+2ip, -2 <2(2+Im(p,)),
4. ¢ =-iigin |p,—2ip,~2|<2(2-Im(p,)).

Teorem 3.30’ un (ii) esitsizliginde £ ’ya uygun degerler vererek asagidaki 6zel sonuglar

elde edilir:

¢ =1icin [p,,—2p, + 4| <2(2—-Re(p,)),
¢ =-Ligin [p,, +2p, + p,.|<2(2+Re(p,)),
¢ =iigin |p,,, +2ip, - p,,|<2(2+1Im(p,)),
¢ =—iigin |p,,, - 2ip, + p,,|<2(2-1m(p,)).
¢=1/n(n=234..)icin

o &~ w pnpoF

£2[n+%—Re(pl)),

1
Pnsa _(n + Hj Pnt+ Pny

6. {=1-1/n(n=2,34..)icin

0 _(Lm_—ljp ‘o
n+l n—l n n n-1

n-1

< 2(L+——Re( pl)j.

n-1 n

Teorem 3.30” un (iii) esitsizliginde || =1 alinirsa

|pn+l - pn|_| P, — pn—1|

<2(2-Re(p,))

elde edilir.

Lecko [36] ¢alismasinda ardisik katsayilarla alakali asagidaki sonucu elde etmistir.

Teorem 3.31: Sabit o €[0,1) ve ¢ €U igin p e P(a)olsun. Bu durumda n>2igin

50



1—
2—1-1

o o< P L@ eleT)-Re(¢ ) J+l-a) ¢l ¢l <

@n+)2(1-a)-<py, I¢]=

ve

¢l

2oL
1-|¢]

|(@-a)(1+ e )-Re()|p |+ 20-a)~<lpllcT . ] <x:

@n+D2(1-a)-<p), -1

Hg pn+1|_| pn| <

esitsizlikleri dogrudur. V¢ € [0,1] icin sonuglar kesindir. Eger ¢ €[0,1) ise esitlik

0(2) = 1+(1:§a)z

fonksiyonu ile, ¢ =1 ise yeterince kiigiik 6 €[0,27) i¢in

1-2(acosf)z—(1-2a)7°

P(2)= 1-2(cos@)z+17°

=1+2(1-a)> (cosnb)z
n=2

fonksiyonu ile saglanir [36].

Simdi P sinifina ait fonksiyonlarin katsayilari arasindaki kombinasyonlarin kesin bir
ist sinirt i¢in yapilan ¢alismalar verilecektir. Bu smirlar ¢ogunlukla A smifinin belli
altsiniflarina ait fonksiyonlarin dordiincli ve besinci katsayilarinin keskin siirlarinin
bulunmasinda faydali olmustur.

f ve g fonskiyonlar1 U birim diskinde analitik fonksiyon olsun. Leverenz [39],
9(2)|<|f(z)] (z€V) esitsizligine denk olan esdeger pozitif yari-tanimli Hermitian

formunun yeni bir tlirevini verdi ve bunu {inivalent fonksiyonlarin bazi alt siiflar1 igin

Hermitian formlarimi arastirmak i¢in kullandi. Asagidaki sonug bunula alakalidir.

Teorem 3.32: peP olmas: icin gerek ve yeter sart llim|zk|l/k <1 sartin1 saglayan

saglayan {z, },  kompleks dizisi igin
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. 2
2z, +Z PuZisj| —

Sl

j=0

0
Z pk+lzk+j
k=1

2
}zo

1996 yilinda Ali ve Singh [3] Teorem 3.32” yi kullanarak asagidaki sonucu vermistir.

esitsizliginin saglanmasidir [39].

Teorem 3.33: p € P olsun. Bu durumda

O<a<i

2,
‘p4—(p1p3+ap22)+apfpz‘£{ 22a-1), «az21

esitsizligi saglanir. Esitlik |¢]=1 olmak iizere; ilk durum i¢in p(z) = (1+ 324) / (1—324)
fonksiyonu ile, ikinci durum i¢in de p(z)=(1+&2°)/(1-£2") veya

p(z) =(1+¢z)/(1-&z) fonksiyonlarindan biriyle saglanir [3].

Ali ve Singh, Teorem 3.23, 3.32 ve Teorem 3.33'i kullanarak giiclii yildizil
fonksiyonlarin dordiincii ve besinci katsayilart i¢in keskin tist sinir elde etmislerdir.
Ancak, Lecko ve Sim [37] Teorem 3.33’iin ispatinda bazi eksikliler oldugunu belirterek
ispatin dogru versiyonunu Vermistir. 1993'de Ma ve Minda [46], P smifindaki

fonksiyonlarin katsayilari ile ilgili agagidaki sonuclart vermistir.
Teorem 3.34: p € P olsun. Bu durumda
|2

1, 1
—Zpilc2-=
p2n 2 pn 2|pn

£8(,u—2) (,u24),
34(,11—2) (/126)

ii. [1p,,02 - P}
ii. [2p,,p, - P}

esitsizlikleri dogrudur [46].

Teorem 3.32 ozellikle bazi analitik fonksiyonlarin dérdiincii ve besinci katsayilarinin

kesin smirini elde etmek igin olduk¢a faydalidir. Ornegin, Ali [2], bu teoremi
kullanarak Teorem 3.34’iin farkli bir ispatimi vermistir. Ali [2] Teorem 3.32°de {z,},

dizisinin 6zel bir degeri i¢in asagida sonucu vermistir.
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Teorem 3.35: p e Polsun. Budurumda 0< <1 ve £(28-1)<5<f i¢in
|ps—28p,p, +5pf|<2

esitsizligi saglanir [2].

Teorem 3.35’de 6 = f almirsa asagidaki sonug elde edelir.

Teorem 3.36: peP ve 0< <1 olsun. Bu durumda,

‘p3—2,8p1p2+,8p13‘32

esitsizligi saglanir. Esitlik ancak ve ancak; =0 ise 4 >0 ve A4 +A4+A4 =1
oldugunda
1+ e( —27ik)z/3

P(2)= ps(2) = Zﬂk? (1s=1)

fonksiyonuyla, fg=1 ise

fonksiyonuyla, 0<pg<1 ise de
Ps(2)

p(z)=(1+¢e2)/(1-cz) veya p(2)=(1+s2°)/(1-2°) (Je]=1) fonksiyonuyla

saglanir [2].
Teorem 3.37: p € P olsun. Bu durumda,

2, 0<u<t
‘ps_(/""‘l) p1p2+/v‘pl3‘s{2|ﬂ_1|,

diger durumlarda
esitsizligi saglanir [2].

Ali [2], Teorem 3.35 ve 3.36’y1 giiglii y1ldiz1l fonksiyonlarmn tersinin ilk dort katsayist
icin kesin sinirlart ve Fekete-Szego fonksiyonelligine iliskin tahmini belirlemede
kullanmistir. 2015 yilinda Ravichandran ve Verma [57] Theorem 3.32'yi kullanarak

asagidaki sonuglar1 vermistir.

Teorem 3.38: «, 3,y ve a sayillar1 O<a <1, O<a<1 ve
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8a(1-a) (af-27) +(a(a+a)-F°) |+ a(1-a)(B-280) <4ad’ (1-a) (1-a)
esitsizliklerini saglasin. Eger p € P ise, bu durumda

|7 pf +ap; +2ap,p, —(3/2) Bpip, — py| <2
esitsizligi saglanir [57].

Teorem 3.38'in bir uygulamasi olarak, Ravichandran ve Verma [57] yildizil
fonksiyonlarin bazi alt simiflar1 i¢in besinci katsayisindaki kesin sinirla ilgili bazi
varsayimlari kanitladilar. Onlar ayrica katsayilar problemlerinde anahtar rol {istlenen bir

baska sonucu da ispatlamiglardir. Bu sonug asagida verilmistir.
Teorem 3.39: p € P olsun. Bu durumda tiim n e N degerleri i¢in

2, 0<u<l

|/u Pn P — pn+m| < {2|2ﬂ_1|1 diger degerler lgfll’l

esitsizligi saglamir. Esitlik; 0< <1 ise p(z)=@+z™")/(1—z™") fonksiyonuyla,

diger degerler icin p(z) =(1+z)/(1—z) fonksiyonuyla saglanir [57].

Teorem 3.40: p € Polsun. Budurumda tim neN ve u <1 degerleri igin

|49, Dy — B3| < 4(2- 1) Ve Dl Py, — 1| <8(2— 1)
esitsizligi saglanir. Esitlik p(z) = (1+2)/(1—z) fonksiyonuyla saglanir [57].

2017 yilinda Zaprawa [70], P smifina ait fonksiyonlarin katsayilari arasinda bir

bagintiya iliskin asagidaki sonucu vermistir.
Teorem 3.41: p € P olsun. Bu durumda,
| +2p7 P, —4pL Py +3p,P; —6p,p, +4p, | <48

esitsizligi saglanir [70].
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Zaprawa, ikinci Hankel determinantinin genel formu olan J, =a,,a, ., —a,a,,; icin st
sinir problemini ortaya atmistir. O, ¢alismasinda Teorem 3.41°1 kullanarak yildizil
fonksiyonlar i¢in |Jz| <2 oldugunu gosterdi. Ayrica yildizil fonksiyonlar i¢in |Jn| <2

tahminini ortaya atmistir.

2019 yilinda Kumar ve arkadaslar1 [35], yildizil fonksiyonlarin bir alt sinifi i¢in katsayi
problemini ¢6zmek i¢cin P simifina ait fonksiyonlarin katsayilar1 arasinda asagidaki

bagntilari elde etmislerdir.

Teorem 3.42. p € P olsun. Bu durumda,

4
2|,u—4| (,usgj
1P — | <
2 | (Wﬂj
u-1 3

esitsizligi saglanir. Bu sonug kesindir [35].
Teorem 3.43. p € P olsun. Bu durumda,
5p;' —48p, p +36 p3| < 256
ve
[-11p; +440p7 p, +1920p7 p,| < 22048
esitsizlikleri saglanir. Bu sonuglar kesindir [35].

2021 yilinda Deniz [15], yildiz1l fonksiyonlarin onemli bir altsinifi i¢in katsayi

problemini ¢ozerken asagidaki sonucu elde etmistir.
Teorem 3.44: p € P olsun. Bu durumda,
Mp; + Np;’ p, + Kp/ p,| <148801° —80001 —1728

ve
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(947 +64+13) p; —192p, p, +144p —24(A-1) p; p,|

2
46082° ~92164-6912 (, _ _ 2421
912 -181-11 3

2++/21
3

IA

1441 —961 + 208 (l >

esitsizlikleri saglanir. Bu sonuglar kesindir [15].

4 TARTISMA VE SONUC

Calismamiza kompleks analizin en 6nemli dallarindan biri olan geometrik fonksiyonlar
teorisi kisaca Ozetlenerek baslanmistir. Ardindan bu teorinin en 6nemli konularindan
biri olan tnivalent fonksiyonlarin tanimlarina ve 6zelliklerine yer verilmistir. Esasen

Caratheodory fonksiyon smifinin tanimlanmasi, ozellikleri ve bu smifa ait katsayi
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siirlarinin belirlenmesi ile ilgili yapilan ¢alismalar incelenmistir. Bu tez ¢alismasinda

Caratheodory fonksiyonlarinin katsayilarinin iist sinir1 detayli olarak ele alinmistir.

Calismamiz, {nivalent fonksiyonlar teorisinde ¢alisan ve calisacak lisansiistii

arastirmacilar i¢in bir arsiv niteligindedir.
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