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1. GENEL BİLGİLER 

1.1. Giriş 

Geometrik fonksiyonlar teorisinde analitik fonksiyonların belli bir altsınıfının katsayı 

problemi, distorsion teoremleri, konvekslik ve yıldızıllık yarıçapları gibi konular önemli 

ve çok çalıĢılan konulardandır. Bu konuda çok sayıda çalıĢmalar mevcuttur (örnek için 

bakınız [1-4, 6, 8-15] ).  

Bilindiği üzere, yukarıda adı geçen problemler fonksiyonların tanımlı olduğu bölgede 

incelenmek yerine merkezi orijinde olan (merkezil) açık birim dairede incelenmektedir. 

Çok iyi bilinen Riemann dönüĢüm teoremi gereğince karmaĢık düzlemin basit bağlantılı 

bir bölgesini birim diske konform dönüĢtüren bir fonksiyon vardır. Öte yandan, 

konform dönüĢüm altında bölgelerin birçok özelliklerinin korunduğu da bilinmektedir.  

Yukarıdaki sebeplerden dolayı belli bir bölgede çalıĢmaktansa birim diskte çalıĢmak 

tercih edilmektedir.  

Analitik fonksiyonlar teorisindeki çoğu çalıĢmalar karmaĢık düzlemde 

 : 1U z z    merkezil açık birim diskte analitik ve    0 0 1 0f f     

normalleştirme koĢulunu sağlayan fonksiyonlar sınıfında yoğunlaĢmıĢtır.      

Sunulan Yüksek Lisans tez çalıĢmamızda biz, merkezil açık birim diskte analitik 

fonksiyonların yeni alt sınıflarını tanıtıyor ve araĢtırıyoruz. 

Bu tez çalıĢmasında, merkezil açık birim diskte analitik fonksiyonların bazı yeni 

 , ,A    ,  , ,T    ,  0,1 ,  , 0,1    ve  , ,A     ve  , ;TA    , 

     *0,1 ,  0,1 ,  0        alt sınıfları tanımlanıyor. Bu sınıfların katsayı 

problemleri, bozulma (distortion) ve büyüme (growth) teoremleri ve konvekslik ve 

yıldızıllık yarıçapı gibi çeĢitli özellikleri inceleniyor. 
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1.2 Kuramsal Temeller 

Tezimizin konusuyla ilgili temel kaynaklar bu alt baĢlıkta veriliyor. Bunun için 

genellikle Ponnusamy ve Silverman’ın [16] kaynağından faydalanıldı. 

 

Tanım1.2.1 ( r -komĢuluğu): 0z   ve 0r   olmak üzere,  

   0 0, :U z r z z z r                     (1.2.1) 

kümesine 0z  merkezli r  yarıçaplı açık disk (veya 0z  noktasının r  açık komĢuluğu) 

denir. 

0( , )U z r  ile 0( , )U z r ’nin kapanıĢı 0( , )U z r  ile de onun sınırı gösterilir.  

Dolayısıyla, 

   0 0 0, :U z r z z z r     ve  

       0 0 0 0 0, , , :U z r U z r U z r z z z r       . 

Orijin merkezli r  yarıçaplı disk (0, ) rU r U  ile orijin merkezli açık birim disk de  

 : 1,U z z z    ile gösterilir. 

Tanım 1.2.2 (Ġç Nokta):  KarmaĢık düzlemde verilen bir kümenin belli bir 

komĢuluğuyla kümeye ait olan noktasına bu kümenin bir iç noktası denir.  

Tanım 1.2.3 (Açık Küme): KarmaĢık düzlemde verilen bir kümenin her noktası bu 

kümenin bir iç noktası ise bu kümeye açık küme denir. 
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Not 1.2.1: Bir S  kümesinin iç noktaları kümesi S  ile gösterilir. Buna göre 

 bir açıktır S S S  . 

Tanım 1.2.4 (Kapalı Küme): Tümleyeni açık olan kümeye kapalı küme denir. 

 

Tanım 1.2.5 (Ayrık Küme): Ortak elemanı olmayan kümelere ayrık kümeler denir. 

 

Tanım 1.2.6 (Bağlantılı Küme): Eğer 1 2 1,S S S S S     ve 2S S   olacak 

Ģekilde 1S  ve 2S  gibi boĢ olmayan iki ayrık ve açık küme bulunamaz ise S   

kümesine bağlantılıdır denir. Aksi halde bağlantısız küme denir. 

 

Tanım 1.2.7 (Bölge): Açık ve bağlantılı kümelere bölge denir. 

 

Örneğin karmaĢık düzlemde her komĢuluk bir bölgedir. 

 

Tanım 1.2.8 (Süreklilik): A , :f A  bir fonksiyon ve 0z A  olsun. Her 0   

için 
0z z    olduğunda    0f z f z    olacak biçimde  0, 0z     sayısı 

varsa f  ye 0z  noktasında sürekli fonksiyon denir.  

Not 1.2.2: Tanım kümesinin her noktasında sürekli fonksiyona tanım kümesi üzerinde 

sürekli fonksiyon denir. 

A  kümesi üzerinde sürekli fonksiyonların kümesini  C A  ile göstereceğiz. 
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Tanım 1.2.9 (Diferansiyallenebilme): A  bir bölgesi, :f A   fonksiyonu ve 

0z A  verilsin. Eğer, sonlu 

   
0

0

0

lim
z z

f z f z

z z




     (1.2.2) 

limiti varsa f  fonksiyonu 0z A  noktasında diferansiyellenebilirdir (türevlenebilirdir) 

denir. Bu limit değeri  0f z  ile gösterilir ve 0z z  noktasında f  fonksiyonunun 

türevi olarak adlandırılır. 

Dolayısıyla, (1.2.2) limiti sonlu ise 0z  noktasında f  fonksiyonunun türevi 

 
   

0

0

0

0

lim
z z

f z f z
f z

z z


 


 

olarak tanımlanır. 

 

Tanım 1.2.10 (Analitiklik): Tanım kümesinden bir noktanın belli bir komĢuluğunun 

tamamında diferansiyellenebilen fonksiyona bu noktada analitik fonksiyon denir.  

 

Eğer, f  fonksiyonu bir A  kümesinin her noktasında analitikse f ’ye A  kümesi 

üzerinde analitik denir. A  kümesinde analitik fonksiyonların kümesi (çoğu 

kaynaklarda)  H A  ile gösterilir. 

 

KarmaĢık düzlemin tamamında analitik olan fonksiyonlara tam fonksiyon denir. 

 

ze  fonksiyonu bir tam fonksiyon örneğidir 
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KarmaĢık değiĢkenli karmaĢık değerli bir      , ,f z u x y iv x y   fonksiyonu 

z x iy   noktasında analitik ise  

   , ,u x y v x y

x y

 


 
 ve 

   , ,u x y v x y

y x

 
 

 
  (1.2.3) 

eĢitlikleri ya da  

   2 2

2 2

, ,
0

u x y u x y

x y

 
 

 
                                    (1.2.4) 

denklemi sağlanıyor.  

 

(1.2.3) koĢulları literatürde Cauchy-Riemann koĢulları, (1.2.4) denklemi de Laplace 

denklemi olarak bilinmektedir. 

 

Tanım 1.2.11 (Kapalı Eğri): BaĢlangıç ile bitiĢ noktaları aynı olan eğrilere kapalı eğriler 

denir. 

 

Tanım 1.2.12 (Pozitif Yönlü Eğri): Parametrenin artıĢı eğri üzerinde saat yönünün tersi 

yönüne karĢılık geliyorsa böyle eğrilere pozitif yönlü eğriler, aksi durumda negatif 

yönlü eğriler denir. 

 

Teorem 1.2.1 (Cauchy-Türev Formülü): KarmaĢık değiĢkenli karmaĢık değerli bir

:f   fonksiyonu pozitif yönlü basit kapalı   eğrisinin sınırladığı bölgede ve   

eğrisi üzerinde analitik bir fonksiyon ve 0z  bu eğrinin sınırladığı bölgenin içinde keyfi 

bir nokta ise n  için  

   
 

 
0 1

0

!

2

n

n

f zn
f z dz

i z z
 




  .                  (1.2.5) 
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(1.2.5) formülüne analitik fonksiyonlar için Cauchy Türev formülü denir.  

 

Cauchy türev formülünün en önemli sonuçlarından biri Ģudur: Bir bölgede analitik bir 

fonksiyonun bu bölgede her mertebeden türevi vardır ve bu türevler de analitiktir.  

Bu durumda, f  analitik fonksiyonu 0z  noktasında 

       0 0

0

,  / !
n n

n n

n

f z a z z a f z n




       (1.2.6) 

Ģeklinde bir Taylor açılımına sahiptir. 

Fakat bu hüküm reel değiĢkenli reel değerli fonksiyonlar için genelde doru değil. Yani, 

her reel değiĢkenli reel değerli fonksiyonun bir noktada birinci mertebeden türevi varsa 

bu noktada daha yüksek mertebeden türevi vardır diyemiyoruz.  

 

Örneğin,   3/2f x x  reel değiĢkenli reel değerli fonksiyonunun 0x   noktasında 

birinci mertebeden türevi olduğu halde, aynı fonksiyonun 0x   noktasında ikinci 

mertebeden türevi yoktur. 

 

Tanım 1.2.13 (Ünivalent (yalınkat) Fonksiyon): ,  f A  bölgesinde tanımlı analitik 

bir fonksiyon olsun. Her 1 2,z z A  için    1 2f z f z  olması 1 2z z  olmasını 

gerektiriyorsa (ya da 1 2z z  olduğunda    1 2f z f z  gerçekleĢiyorsa) f  

fonksiyonuna A  bölgesinde ünivalent (yalınkat) fonksiyon denir.  

 

Eğer, f  fonksiyonu 0z  noktasının bir komĢuluğunda ünivalent ise f ’ye yerel 

ünivalent fonksiyon denir. 
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Teorem 1.2.2 (Yerel Ünivalentlik Kriteri): Analitik bir f  fonksiyonunun 0z  noktasında 

yerel ünivalent olması için gerek ve yeterli koĢul  0 0f z   olmasıdır.  

 

Fakat  0 0f z  Ģartı f  fonksiyonunun ünivalentliği için gerek Ģart olup yeterli 

değildir. Yani, f  analitik fonksiyonu ünivalent ise  0 0f z   fakat tersi daima doğru 

değildir. Bir kümede yerel ünivalent olan analitik fonksiyonların, bu kümede ünivalent 

olması gerekmez. 

 

Örnek 1.2.1:   2f z z  fonksiyonu  :1 2,0 arg 3 / 2A z z z       bölgesinde 

yerel ünivalent olmasına rağmen ünivalent değildir.  

 

Gerçekten   2f z z  fonksiyonu, A  bölgesinde analitik ve her 0z A  için  0 0f z   

sağlandığından yerel ünivalenttir. Fakat  

5 5 5 5 25

93 2 3 2 3 2 3 2
f i f i i
   

       
   

  (1.2.7) 

olduğundan    2f z z  fonksiyonu A  bölgesinde ünivalent değildir.  

 

Eğer, A  bölgesinde f  analitik fonksiyonu yerel ünivalent ise bu durumda z A  

noktasında f   fonksiyonu f ’nin yerel geometrik davranıĢını belirler.  f z  ve 

 arg f z  değerleri sırasıyla yerel büyüme ve yerel dönme etkenleridir.  

 

Ayrıca, bilindiği üzere :f A   analitik fonksiyonunun Jacobian determinantı

   
2

Jf z f z  olarak tanımlanmaktadır. Jacobian determinantının  
2

f z  ifadesine 

eĢit olduğu Cauchy-Riemann denklemlerinden kolayca görülür. Böylece, analitik 
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fonksiyonlar için Jacobian determinantının sıfırdan farklı olması, yerel ünivalentlik için 

gerek ve yeter Ģarttır. 

 

Tanım 1.2.14 (Düzgün Eğri):  t  eğrisi verilsin. Eğer  : ,a b   fonksiyonunun 

türevi sürekli ve sıfırdan farklı ise    eğrisine düzgün eğri denir. 

 

Tanım 1.2.15 (Konform dönüĢüm): Eğer, bir dönüĢüm, belli bir noktadan geçen iki 

düzgün eğri arasındaki açının büyüklüğünü ve yönünü koruyorsa, bu dönüĢüme bu 

noktada konform dönüĢüm denir. Eğer, bir f  fonksiyonu, bir A  bölgesinin tüm 

noktalarında konform ise, f  fonksiyonu A  bölgesinde konformdur denir. 

 

Örneğin,   zf z e  dönüĢümü  düzlemin tamamında konformdur. 

 

Teorem 1.2.3: f  fonksiyonunun analitik olduğu her z  noktasında   0f z   koĢulu 

sağlanıyorsa, f  fonksiyonu konformdur. Dolayısıyla, bir bölgede analitik ve ünivalent 

bir fonksiyon konformdur. 

 

Teorem 1.2.3’de verilen koĢul konformluk için yeterli koĢul olup gerekli değil. 

 

En önemli konform dönüĢümlerinden biri Möbius dönüĢümüdür. Bu dönüĢüm 

,  ,  ,  a b c d  0ad bc   koĢulunu sağlayan karmaĢık sayılar olmak üzere, aĢağıdaki 

Ģekilde tanımlanır  

 
az b

w f z
cz d


 


                  (1.2.8) 
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ve geniĢletilmiĢ karmaĢık düzlemi        kendi üzerine konform olarak 

resmeder.  

 

1851 yılında Riemann, z  - düzlemindeki  D D   bölgesini, w  - düzlemindeki 

1D  bölgesi üzerine resmeden f  analitik fonksiyonun varlığını aĢağıdaki teoremle 

ispatlamıĢtır. 

 

Teorem 1.2.4. (Riemann DönüĢüm Teoremi): KarmaĢık düzlemin her    D D   

basit bağlantılı bölgesi konform olarak U  birim diski üzerine resmedilir. Ayrıca, 

0z D  olmak üzere  0 0f z   ve  0 0f z   koĢullarını sağlayan ve D ’yi U  birim 

diski üzerine resmeden bir tek konform dönüĢüm vardır. 

 

Bilindiği üzere, analitik olarak bir ünivalent fonksiyon sıfırdan farklı türeve sahip iken, 

geometrik olarak da basit eğrileri basit eğrilere dönüĢtürüyor. Hem analitik hem de 

ünivalent fonksiyon ise basit bağlantılı bölgeleri basit bağlantılı bölgelere dönüĢtürüyor.  

Riemann dönüĢüm teoremi gereğince, keyfi basit bağlantılı bir bölgede tanımlı f  

ünivalent fonksiyonu yerine U  açık birim diskte tanımlı ünivalent bir f  fonksiyonu 

seçilebilir.  
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2. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

 :  1U z z    merkezil açık birim diskte analitik fonksiyonların normalleĢtirme 

koĢulunu sağlayan ve aĢağıdaki Ģekilde seri açılımına sahip olan fonksiyonların sınıfını 

A  ile gösterelim 

2 3

2 3

2

( ) n n

n n

n

f z z a z a z a z z a z




         , na  .                    (2.1) 

A  sınıfının ünivalent fonksiyonlarının oluĢturduğu küme S  olsun. 

Ayrıca T  ile A ’nın aĢağıdaki Ģekilli negatif katsayılı altsınıfını gösterelim  

 

2 3

2 3

2

( ) n n

n n

n

f z z a z a z a z z a z




         , 0na   .                         (2.2) 

 

*( ),  ( ) ve ( )S C K    ile S ’nin iyi bilinen sırasıyla,   ( 0,1 )   mertebeden yıldızıl, 

konveks ve g  fonksiyonuna gore konvekse yakın fonksiyonların sınıfını gösterelim.   

Bilindiği üzere, tanım gereğince (bkz. [5, 7]) 

* ( )
( ) :  Re ,   

( )

zf z
S f A z U

f z
 

  
     

  
,                            (2.3) 

( )
( ) :  Re 1 ,   

( )

zf z
C f A z U

f z
 

  
      

  
                          (2.4) 

ve  

*( )
( ) :  Re ,  ,   

( )

zf z
K f A z U g S

g z
 

  
      

  
. 

Özel durumda,  
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* *(0),  (0)S S C C   ve (0)K K  

sınıfları U ’da iyi bilinen yıldızıl, konveks ve konvekse yakın fonksiyonların 

sınıflarıdır.  

Bu sınıflar için *C S K S   koĢulunun sağlandığı kolayca gösterilebilir. Bu sınıflar 

hakkında detaylı bilgi için Goodman’ın [7] numaralı çalıĢmasına bakınız.   

 0,1   için  K   sınıfının bir genelleĢtirmesi olarak  , ;K g   sınıfını aĢağıdaki 

gibi tanımlayabiliriz 

2
*( ) ( )

( , ; ) :  Re ,  ,   
( )

zf z z f z
K g f A z U g S

g z


  

    
      
   

.

 

Özel durumda,    , ; ,K z K     olarak göstereceğiz.  

Ayrıca, ( ,0; ) ( )K g K   ve ( ,1; ) ( )K zf C    eĢitlikleri açıktır. 

Not 2.1: ġunu belirtelim ki,    , ; ,K z K     sınıfı ilk defa Mustafa [11] 

tarafından tanımlanmıĢtır. 

Belirtelim ki, eğer f T  ise *( ),  ( ) ve ( )S K C    sınıfları yerine, sırasıyla, 

*( ),  ( ) ve ( )TS TK TC    kullanacağız.  

ġimdi,  0,1   için *( ) ve ( )S C   sınıflarının bir birleĢimi olarak aĢağıdaki Ģekilde 

tanımlanan ( , )A    sınıfını verelim 

2( ) ( )
( , ) : Re ,

( ) (1 ) ( )

zf z z f z
A f A z U

zf z f z


  

 

    
     

     
.                 (2.5)  

Özel durumda, yazarız 

*( ,0) ( )  A S   ve   ( ,1) ( )A C  .                                           (2.6)  

( , )T    ile aĢağıdaki sınıfı göstereceğiz 
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2( ) ( )
( , ) : Re ,

( ) (1 ) ( )

zf z z f z
T f T z U

zf z f z


  

 

    
     

     
.                 (2.7) 

Bu sınıflar için ikinci Hankel determinantının üst sınır değerlendirmesi ve Fekete-Szegö 

problem Mustafa [12] tarafından incelenmiĢtir. 

( , )T    sınıfı AltıntaĢ Et al. tarafından [2,3,4] ve Irmak Et al. tarafından [8] numaralı 

çalıĢmalarda incelenmiĢtir.  

ġimdi,  0,1   için ( , ; )A     ile ( , )A    ve ( , )K    sınıflarının bir 

genelleĢtirilmesi olan ve  , ,A     ile gösterilen sınıfı aĢağıdaki Ģekilde tanımlayalım 

 

2( ) ( )
( , , ) : Re ,

( ) (1 ) ( ) (1 )

zf z z f z
A f A z U

zf z f z z


   

   

    
             

.        (2.8) 

Özel durumda,  

( , ,1) ( , )A A     ve     ( , ,0) ( , )A K                                           (2.9)  

yazacağız.  

f T  durumunda ( , , )A     yerine ( , , )T     kullanacağız.  

Böylece, 

 

2( ) ( )
( , , ) : Re ,

( ) (1 ) ( ) (1 )

zf z z f z
T f T z U

zf z f z z


   

   

    
             

.        (2.10) 

Özel durumda, ( , ,1) ( , )T T     yazarız.  

 

Yukarıda bahsedilen çalıĢmalardan esinlenerek, analitik fonksiyonların bir alt sınıfını 

aĢağıdaki gibi tanımlayalım. 
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Tanım 2.1: (2.1) tarafından verilen f S
 

fonksiyonu aĢağıdaki koĢulu sağlarsa 

diyeceğiz ki bu fonksiyon        *, , ,  0,1 ,  0,1 ,  0A            sınıfına 

aittir 

   

     

2' ''1
Re 1 1 ,

' 1

zf z z f z
z U

zf z f z




  

   
     

    

. 

 

Dolayısıyla,  

 

 
   

     

2' ''1
, , :  Re 1 1 ,

' 1

zf z z f z
A f S z U

zf z f z


   

  

      
         

      

. 

Özel durumda, 1   için    , ;1 ,A A     elde ederiz. 

   , ; , ;TA T A         notasyonunu da kullanacağız.  

Ayrıca,    , ;1 ,TA TA     ve      * *,0; ; ,TA T S TS        , 

     ,1; ; ;TA T C TC         yazarız. 
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3. BULGULAR 

3.1.  , ;A    ve  , ;T     sınıfları için katsayı problemi 

Bu bölümde U  merkezil açık birim diskte analitik fonksiyonların  , ;A   
 

ve 

 , ;T   
 
alt sınıfları üzerine bazı sonuçları vereceğiz. 

 , ;A   
 
sınıfı için yeterli bir koĢul aĢağıdaki teoremde verilir. 

Teorem 3.1.1: f S olsun. Bu durumda f  fonksiyonunun  , ;A     sınıflarına ait 

olması için  

                                             
2

1 1 1n

n

n n a  




                                     (3.1.1) 

koĢulunu sağlaması yeterlidir. 

Sonuç 

                                
   

1
, , 2,3,...

1 1

n

nf z z z z U n
n n



 


   

    
 

fonksiyonları için kesindir. 

İspat:      , ; , 0,1 , , 0,1f A          olsun. Buna göre, 

                                     
   

       

2' ''
Re

' 1 1

zf z z f z

zf z f z z




   

  
 

       
 

yazarız. 

Rahatlıkla gösterebiliriz ki 

           
   

       

2' ''
1 1

' 1 1

zf z z f z

zf z f z z




   


  

     
                           (3.1.2) 

ise yukarıdaki koĢul sağlanır.  
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Bu sebepten dolayı teoremi ispatlamak için teoremin varsayımı altında sonuncu 

eĢitsizliğin sağlanacağını göstermek yetecektir. 

(2.1)’den yararlanarak basit hesaplama ile  

                

   

       

   

 

   

 

2

2

2

2

2

1 1
' ''

1
' 1 1

1 1

1 1

                                                                 

1 1 1

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n n a z
zf z z f z

zf z f z z
z n a z

n n a

n a

 


   
 

 

 

















    
 

          

    


    









 

elde ederiz. 

Görüldüğü üzere, eğer  

                             
2 2

1 1 1 1 1 1n n

n n

n n a n a    
 

 

 
              

 
         (3.1.3) 

eĢitsizliği sağlanırsa (3.1.2) eĢitsizliği sağlanıyor. 

(3.1.3) eĢitsizliği (3.1.1)’e denktir. Böylece, (3.1.3) veya (3.1.1) sağlanıyorsa, (3.1.2) 

sağlanır. Yani,   , ;f A    .  

ġimdi elde edilen eĢitsizliğin  

 
   

1
, , 2,3,...

1 1

n

nf z z z z U n
n n



 


   

    
 

fonksiyonu için kesin olduğunu görelim. Gerçekten de (3.1.1) eĢitsizliğinde nf  

fonksiyonu için her kaydedilmiĢ 2,3,...n   değeri için  

   

1

1 1
na

n n



 




    
 

alınırsa,   
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   2 2

1
1 1 1 1 1

1 1
n

n n

n n a n n
n n


    

 

 

 


                   

   

eĢitliğinin gerçekleĢtiği görülür. 

Böylece, Teorem 3.1.1’in ispatı tamamdır. 

 

Teorem 3.1.1’de 1   alırsak, aĢağıdaki sonucu elde ederiz.  

Sonuç 3.1.1: (2.1) ile verilen f  fonksiyonunun katsayıları için  

                                               
2

1 1 1n

n

n n a  




        

koĢulu sağlanırsa  ,f A   . 

Sonuç 

                                
   

1
, , 2,3,...

1 1

n

nf z z z z U n
n n



 


   

    
 

fonksiyonları için kesindir. 

 

Sonuç 3.1.1’de 0   alırsak aĢağıdaki sonucu elde ederiz. 

Sonuç 3.1.2: [17, s.110, Teorem 1] (2.1) ile verilen f  fonksiyonu aĢağıdaki koĢul 

sağlandığında  *S   sınıfına aittir 

                                                          
2

1n

n

n a 




    

Sonuç 

                                                
1

, , 2,3,...n

nf z z z z U n
n
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fonksiyonları için kesindir. 

Sonuç 3.1.1’de 1   alınarak, aĢağıdaki sonuca varıyoruz. 

Sonuç 3.1.3: [17, s.110, Teorem 1’in sonucu]. (2.1) ile verilen f  fonksiyonu, aĢağıdaki 

koĢul sağlandığında  C   sınıfına aittir 

                                                          
2

1 .n

n

n n a 




    

Sonuç 

                                         
 
1

, , 2,3,...n

nf z z z z U n
n n






   


 

fonksiyonları için kesindir. 

 

Teorem 3.1.1’de 0   yazarsak aĢağıdaki sonucu elde ederiz. 

Sonuç 3.1.4: (2.1) ile verilen f  fonksiyonu aĢağıdaki koĢul sağlandığında  ,K    

sınıfına aittir 

                                                  
2

1 1 1 .n

n

n n a 




       

Sonuç 

                                      
 

1
, , 2,3,...

1 1

n

nf z z z z U n
n n






   

   
 

fonksiyonları için kesindir. 

 

Sonuç 3.1.4’de 0   alarak aĢağıdaki sonucu elde ederiz. 
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Sonuç 3.1.5: (2.1) ile verilen f  fonksiyonu, aĢağıdaki koĢul sağlandığında  K   

sınıfına aittir 

2

1 .n

n

n a 




 
 

Sonuç 

 
1

, , 2,3,...n

nf z z z z U n
n


     

fonksiyonları için kesindir. 

 

 , ;T     sınıfından olan fonksiyonlar için Teorem 3.1.1’in tersi de doğrudur. 

Teorem 3.1.2: f T olsun. Bu durumda f  fonksiyonunun  , ;T     sınıflarına ait 

olması için gerek ve yeter koĢul (3.1.1)’in sağlanmasıdır. 

Sonuç 

                               
   

1
, , 2,3,...

1 1

n

nf z z z z U n
n n



 


   

    
 

fonksiyonları için kesindir. 

 

İspat:      , ; , 0,1 , , 0,1f T          olsun. Teorem (3.1.1)’in ıĢığında, sadece 

teoremin gerekliliğini kanıtlamamız yetecektir. 

     , ; , 0,1 , , 0,1f T          olduğunu varsayalım. Bu durumda tanım 

gereğince  

                        
   

       

2' ''
Re , .

' 1 1

zf z z f z
z U

zf z f z z




   

  
  

       
                    (3.1.4) 
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(2.2) formülü gereğince (3.1.4)’ten elde ederiz 

 

 

2

2

1 1

Re .

1 1

n

n

n

n

n

n

z n n a z

z n a z





 









 
      

 
       




 

Açıktır ki, z reel seçilirse 

 

 

2

2

1 1

1 1

n

n

n

n

n

n

z n n a z

z n a z



 









    

    




 

ifadesi reeldir. Bu durumda, yukarıdaki son eĢitsizlikte 1z   iken limite geçersek 

 

 

2

2

1 1 1

,

1 1 1

n

n

n

n

n n a

n a





 









    


    




 

yani  

                                
2 2

1 1 1 1 1 1n n

n n

n n a n a   
 

 

 
             

 
   

elde ederiz. Sonuncu eĢitsizlik (3.1.1)’e denktir. 

Teoremin hükmünün  

 
   

1
, , 2,3,...

1 1

n

nf z z z z U n
n n



 


   

    
 

fonksiyonu için kesin olduğu kolayca ispatlanır. 

Böylece, Teorem 3.1.2’nin ispatı tamamdır. 

 

Teorem 3.1.2’de 1   alınırsa, aĢağıdaki sonuç elde edilir. 
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Sonuç 3.1.6: (2.2) ile verilen f  fonksiyonunun      , , 0,1 , 0,1T       sınıfına ait 

olması için gerek ve yeter koĢul 

                                                    
2

1 1 1n

n

n n a  




        

sağlanmasıdır. 

 

Hatırlatma 3.1.1: Sonuç 3.1.6’da elde edilen sonuç [3]’deki Teorem 1’i doğrular. 

 

Sonuç 3.1.6’da 0   
alırsak aĢağıdaki sonucu elde ederiz. 

Sonuç 3.1.7: [17, p.110, Teorem 2] (2.2) ile verilen f  fonksiyonunun  *TS   sınıfına 

ait olması için gerek ve yeter koĢul 

                                                          
2

1n

n

n a 




    

sağlanmasıdır. 

 

Sonuç 3.1.6’da 1   alınırsa aĢağıdaki sonuca ulaĢılır. 

Sonuç 3.1.8: [17, p.111, Sonuç 2] (2.2) ile verilen f  fonksiyonunun  TC   sınıfına 

ait olması için gerek ve yeter koĢul 

                                                           
2

1n

n

n n a 




    

sağlanmasıdır. 

 

Teorem 3.1.2’de 0   alınarak aĢağıdaki sonuca varılır. 
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Sonuç 3.1.9: (2.2) ile verilen f  fonksiyonunun  ,TK    sınıfına ait olması için gerek 

ve yeter koĢul 

                                                   
2

1 1 1n

n

n n a 




       

sağlanmasıdır. 

 

Sonuç 3.1.9’da 0   alınarak aĢağıdaki sonuca ulaĢılır. 

Sonuç 3.1.10: (2.2) ile verilen f  fonksiyonu  TK   sınıfına ait olması için gerek ve 

yeter koĢul 

                                                               
2

1n

n

n a 




   

sağlanmasıdır. 

 

ġimdi  , ;T     sınıfına ait fonksiyonların katsayı sınırları üzerine aĢağıdaki lemmayı 

verelim. 

Lemma 3.1.1: (2.2) ile verilen f  fonksiyonu  , ;T     sınıfından olsun. Bu 

durumda, 

  2

1

1 2
n

n

a


 








 
  ve 

 

  2

2 1
.

1 2
n

n

n a


 








 
  

İspat:      , ; ,  0,1 ,  , 0,1f T          olsun. O halde, Teorem 3.1.2’yi 

kullanarak yazabiliriz 

                             
2 2

2 1 1 1 1 .n n

n n

a n n a    
 

 

            

Bu eĢitsizlikten Lemma’nın birinci hükmü elde edilir. 
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Benzer Ģekilde yazarız: 

                               
2 2

1 1 1 1 .n n

n n

n a n n a    
 

 

            

Buradan, basit sadeleĢtirme ile elde ederiz. 

                                           
2 2

1 1 1 .n n

n n

n a a   
 

 

       

Son eĢitsizlikte Lemma’nın birinci kısmını kullanırsak aĢağıdaki eĢitsizliğe ulaĢırız. 

                            
  

 

2

2 11
1 1 1

1 2 2
n

n

n a


   
  






     

  
  

Buradan, lemmanın ikinci eĢitsizliğinin doğru olduğunu kolayca görebiliriz. 

Böylece, Lemma 3.1.1’in ispatı tamamdır. 

 

Lemma 3.1.1’de 1   alınarak aĢağıdaki sonuca varılır.  

Sonuç 3.1.11: (2.2) tarafından verilen  f z  fonksiyonu  ,T    sınıfından olsun. Bu 

durumda, 

                               
  2

1

2 1
n

n

a


 








 
  ve 

 

  2

2 1

2 1
n

n

n a


 








 
 . 

 

Hatırlatma 3.1.2: Sonuç 3.1.11’de elde edilen sonuç [3]’de ki Lemma 2’yi doğrular. 

 

AĢağıdaki lemma ,  , ;T     kümesinin konveksliği üzerinedir. 

Lemma 3.1.2: Açık birim diskte analitik fonksiyonların  , ;T     kümesi konveks bir 

kümedir. 
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İspat:  , , ;f g T     ve  
2

n

n

n

g z z b z




   olsun.  

Bu durumda, her  0,1  için, yazabiliriz 

       
2

1 ,n

n

n

z f z g z z c z  




      

burada,  1 , 2,3,...n n nc a b n      

             
2 2 2

1 1 1 1 1 1 1n n n

n n n

n n c n n a n n b       
  

  

                       

    1 1 1 1            

olduğundan Teorem 3.1.2 gereğince  , ; .T     

Bununla, Lemma 3.1.2’nin ispatı tamamdır. 

 

Teorem 3.1.2’den, aĢağıdaki sonuca kolayca ulaĢabiliriz. 

 

Sonuç 3.1.12: Eğer,  , ;f T     ise   

                                          
   

1
, 2,3,...

1 1
na n

n n



 


 

    
 . 

3.2.  , ,T     sınıfı için bozulma ve büyüme teoremleri 

Bu bölümde  , ;T     sınıfı için bozulma ve büyüme teoremleri vereceğiz. 

3.1. baĢlıkta katsayı sınırları üzerine bulduğumuz sonuçlar aĢağıdaki teoremleri 

ispatlamamızı sağlar. 
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Teorem 3.2.1: Eğer  , ;f T     ise o zaman  

                  
  

 
  

2 21 1
, , 1

1 2 1 2
r r f z r r z r r

 

   

 
     

   
       (3.2.1) 

eĢitsizlikleri doğrudur.  

Elde edilen sonuç  

 
  

21
,

1 2
f z z z z r



 


   

 
 

fonksiyonu için kesindir 

İspat:  , ;f T    ,  0,1 ,  , 0,1    olsun. Bu durumda, Teorem 3.1.2’yi 

kullanarak yazarız 

    
2 2

2 1 ( ) 1 ( 1) 1n n

n n

a n n a    
 

 

          

Buradan, 

  2

1

2 1
n

n

a


 








 
                                                 (3.2.2) 

yazarız. 

O halde,  

  2

2 2

n

n n

n n

f z r a r r r a
 

 

      

ve de  
2

n

n

a




  için (3.2.2) değerlendirmesini kullanırsak 

                       

 
  

21

1 2
f z r r



 


 

 
                                           (3.2.3) 

elde ederiz. 
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Diğer yandan, benzer Ģekilde 

                       

 
  

2 2

2 2

1

1 2

n

n n

n n

f z r a r r r a r r


 

 

 


     

 
               (3.2.4) 

yazarız. 

(3.2.3) ve (3.2.4)’ten (3.2.1) eĢitsizliklerinin ispatı tamamdır. 

ġimdi elde edilen sonucun kesin olduğunu görelim.  

Doğrudan da (3.2.1) eĢitsizliğinde sol tarafın  

 
  

21
,

1 2
f z z z z r



 


   

 
 

fonksiyonu için eĢitlik olarak gerçekleĢtiği görülür, yani bu fonksiyon için 

 
     

21 1
1 , 1

1 2 1 2
f r r r r r r

 

   

  
     

    

 

olur. 

Böylece, Teorem 3.2.1’in ispatı tamamlanmıĢtır. 

 

Teorem 3.2.1’de 1    alınarak aĢağıdaki sonuca varılır. 

Sonuç 3.2.1: Eğer  ,f T    ise o zaman 

  
 

  
2 21 1

, , 1
1 2 1 2

r r f z r r z r r
 

   

 
     

   
 

eĢitsizlikleri doğrudur.  

Elde edilen sonuç  

 
  

21
,

1 2
f z z z z r
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fonksiyonu için kesindir. 

 

Sonuç 3.2.1’de 0   alınırsa aĢağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 3.2.2: (bkz [17, s. 111, Teorem 4]) f T  olsun. Eğer  *f TS   ise o zaman 

 2 21 1
, , 1

2 2
r r f z r r z r r

 

 

 
     

 
 

eĢitsizlikleri doğrudur.  

Elde edilen sonuç  

  21
,

2
f z z z z r






   


 

fonksiyonu için kesindir 

 

Sonuç 3.2.1’de 1   alınarak Ģu sonuca ulaĢılır. 

Sonuç 3.2.3: (bkz [17, s.112,Teorem 4’ün sonucu]) f T olsun. Eğer  f TC   ise o 

zaman  

 
 

 
2 21 1

, , 1
2 2 2 2

r r f z r r z r r
 

 

 
     

 
 

eĢitsizlikleri doğrudur. 

Elde edilen sonuç  

 
 

21
,

2 2
f z z z z r






   


 

fonksiyonu için kesindir. 
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Teorem 3.2.1’de 0   alınarak aĢağıdaki sonuca varılır. 

Sonuç 3.2.4: f T olsun. Eğer  ,f TK    ise o zaman  

 
 

 
2 21 1

, , 1
2 1 2 1

r r f z r r z r r
 

 

 
     

 
 

eĢitsizlikleri doğrudur.  

Elde edilen sonuç  

 
 

21
,

2 1
f z z z z r






   


 

fonksiyonu için kesindir. 

 

Sonuç 3.2.4’de 0   alırsak aĢağıdaki sonucu elde ederiz. 

Sonuç 3.2.5: f T  olsun. Eğer  f TK  , o zaman 

 2 21 1
, , 1

2 2
r r f z r r z r r

  
       

 

 
eĢitsizlikleri doğrudur. Elde edilen sonuç  

  21
,

2
f z z z z r


     

fonksiyonu için kesindir. 

Teorem 3.2.2: Eğer  , ;f T     ise o zaman  

                

 

  
 

 

  

2 1 2 1
1 ' 1 , , 1

1 2 1 2
r f z r z r r

 

   

 
     

   
          (3.2.5)               

eĢitsizlikleri doğrudur.  
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İspat:  , ;f T    ,  0,1 ,  , 0,1    olsun.  

Basit hesaplama ile elde ederiz 

  1

1

1 n

n

n

f z na z






                                                   (3.2.6) 

yazarız. O halde, 

                        1

2 2

' 1 1n

n n

n n

f z n a z r n a
 



 

                                              (3.2.7) 

doğrudur. 

Teorem 3.1.2’den  

     
2 2 2

1 1 1 1n n n

n n n

n a a n n a    
  

  

 
          

 
    

yazabiliriz. 

Buradan 

               2 2

1

1
n n

n n

n a a





 

 


 


                                                  (3.2.8) 

elde ederiz. 

(3.2.2) eĢitsizliğini (3.2.8)’de dikkate alırsak aĢağıdaki eĢitsizliği elde ederiz 

 

   2

2 1

1 2
n

n

n a


 








 
 . 

Bu değerlendirmeyi (3.2.7)’de dikkate alırsak teoremde istenen eĢitsizliklerden sağ 

taraftaki eĢitsizliğin doğru olduğu görülür. 

Benzer Ģekilde, 
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  1

2 2

' 1 1n

n n

n n

f z n a z r n a
 



 

                                              (3.2.9) 

 

eĢitsizliğinde (3.2.9) değerlendirmesini kullanırsak  

 

 
 

  
1

2 2

2 1
' 1 1 1

1 2

n

n n

n n

f z n a z r n a r


 

 


 


     

 
                        (3.2.10) 

elde ederiz. 

(3.2.7) ve (3.2.10) eĢitsizliklerinin birleĢimi bize (3.2.5) eĢitsizliklerinin ispatını veriyor. 

Böylece, Teorem 3.2.2’in ispatı tamamdır. 

 

Teorem 3.2.2’de 1 
 
alınarak aĢağıdaki sonuca varılır. 

Sonuç 3.2.6: Eğer  ,f T    ise o zaman 

 

  
 

 

  

2 1 2 1
1 ' 1 , , 1

1 2 1 2
r f z r z r r

 

   

 
     

   
 

eĢitsizlikleri doğrudur. 

 

Sonuç 3.2.6’da 0   alırsak aĢağıdaki sonuca ulaĢırız. 

Sonuç 3.2.7: (bkz [17, s.112,Teorem6]). Eğer  *f TS   ise o zaman  

                              

 
 

 2 1 2 1
1 ' 1 , , 1

2 2
r f z r z r r

 

 

 
     

 
 

eĢitsizlikleri doğrudur. 
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Sonuç 3.2.6’da 1    yazılırsa aĢağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 3.2.8: (bkz [17, s.112,Teorem 6’nın sonucu]) Eğer  f TC   ise o zaman 

                                
 

1 1
1 ' 1 , , 1

2 2
r f z r z r r

 

 

 
     

 
 

eĢitsizlikleri doğrudur. 

 

Teorem 3.2.2’de 0   alınarak aĢağıdaki sonuca varılır. 

Sonuç 3.2.9: Eğer  ,f TK    ise o zaman  

                                  
 

1 1
1 ' 1 , , 1

1 1
r f z r z r r

 

 

 
     

 
 

eĢitsizlikleri doğrudur. 

Sonuç 3.2.9’da 1   yazılırsa aĢağıdaki sonuç elde edilir. 

 

Sonuç 3.2.10: Eğer  f TK   ise o zaman 

                                 
 

1 1
1 ' 1 , , 1

2 2
r f z r z r r

  
       

eĢitsizlikleri doğrudur. 

3.3.  , ;T    sınıfı için konvekslik yarıçapı  

Bu bölümde,  , ;T   
 
sınıfının konvekslik yarıçapını belirledik.  

 

Teorem 3.3.1:
 

 , ;f T     fonksiyonu  
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 , ;z r r      

diskinde konvekstir.  

Burada,
 

 
    

 

 1/ 1

2

1 1
, ; inf : 2,3,...

1

n

n n
r n

n

 
  



     
       

. 

İspat:   , ;f T    ,  0,1 ,  , 0,1    olsun.  

Teoremi ispatlamak için     , ;
: , ;

r
U z z r

  
      diskinde    '' / ' 1zf z f z   

olduğunu göstermek yeterlidir. 

Basit hesaplama ile bulabiliriz 

 

 

   
11

2 2

11

2 2

1 1
''

'
1 1

nn

n n

n n

nn

n n

n n

n n a z n n a z
f z

z
f z

n a z n a z

 


 

 


 

  

 

 

 

 
.            (3.3.1) 

Buradan görüldüğü üzere,   

 
1 1

2 2

1 1
n n

n n

n n

n n a z n a z
 

 

 

                                (3.3.2) 

eĢitsizliğinin sağlanması için gerek ve yeter Ģart (3.3.1) eĢitsizliğin sağ tarafındaki 

kesrin 1 ile sınırlı olmasıdır. 

(3.3.1) eĢitsizliğinin aĢağıdaki eĢitsizliğe denk olduğu kolayca görülebilir. 

                                                
12

2

1
n

n

n

n a z






 .                                                     (3.3.3) 

Teorem 3.1.2 gereğince 

   
2

1 1 1n

n

n n a  




       , 
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dolayısıyla,  

                                      
   

2

1 1
1

1
n

n

n n
a

 







     


                                       (3.3.4) 

yazarız. 

(3.3.4) ve (3.3.3)’den görüyoruz ki, eğer  

 

                                 

   12
1 1

, 2,3,...
1

n n n
n z n

 



      


                           (3.3.5) 

sağlanırsa (3.3.3) eĢitsizliği gerçekleĢiyor. 

O halde, sonuncu eĢitsizliği sağlayan z  değerleri için fonksiyon konvekstir.  
 

(3.3.5) eĢitsizliğini z   bilinmeyenine göre çözersek, 

 

                             

    
 

 1/ 1

2

1 1
, 2,3,...

1

n

n n
z n

n

 





    
  

                             
(3.3.6)

 

elde ederiz.  (3.3.6) eĢitsizliği her 2,3,...n   için sağlandığından  

 

    
 

 1/ 1

2

1 1
inf : 2,3,...

1

n

n n
z n

n

 



     
       

 

eĢitsizliği için de sağlanır. 

Bununla Teorem 3.3.1’in ispatı tamamdır.  

Teorem 3.3.1’de 1 
 
alınarak aĢağıdaki sonuca varılır. 
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Sonuç 3.3.1:  ,f T     fonksiyonu 

 ,z r r     

diskinde konvekstir.  

Burada, 

                                  
  

 

 1 1

1 1
, inf : 2,3,...

1

n

n
r n

n


 



    
       

. 

 

Sonuç 3.3.1’de 0   
alınırsa aĢağıdaki sonuca ulaĢılır. 

Sonuç 3.3.2: (bkz [17, s.113, Teorem 8])  *f S   fonksiyonu 

                                                          z r r    

diskinde konvekstir.  

Burada,  

                                            
 

 1 1

1
inf : 2,3,...

1

n

r n
n




   
       

. 

 

Özel durumda aĢağıdaki sonuca varırız. 

Sonuç 3.3.3:  *f S  fonksiyonu 

                                                         1/2

1
:

2
U z z

 
   
 

 

diskinde konvekstir.  
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3.4.  , ;A     ve  , ;TA    sınıfları için katsayı sınırları 

Bu bölümde, merkezil açık birim diskte analitik fonksiyonların  , ;A     ve 

 , ;TA     alt sınıflarının bazı özelliklerini inceleyeceğiz.   

 * , ;S C   
 
sınıfındaki fonksiyonlar için yeterli bir koĢul aĢağıdaki teoremle verilir. 

Teorem 3.4.1: f A  olsun. f  fonksiyonunun  , ;A     sınıfına ait olması için 

aĢağıdaki koĢulun sağlanması yeterlidir 

                                   
2

1 1 1 1 1 .n

n

n n a    




             

Sonuç  

                        
 

   

1
, , 2,3,...

1 1 1 1

n

nf z z z z U n
n n

 

  


   

         
 

fonksiyonları için kesindir. 

İspat: Tanım 2.1’e göre, bir f  fonksiyonunun  , ;A    , 

     *0,1 ,  0,1 ,  0        sınıfına ait olması için yeterli ve gerekli koĢulun     

   

     

2' ''1
Re 1 1

' 1

zf z z f z

zf z f z




  

   
    

    

 

olduğu tarafımızca ispatlandı. 

Bu koĢulun sağlanması için   

                                   
   

     

2' ''1
1 1

' 1

zf z z f z

zf z f z




  

 
   

                              

(3.4.1)

    

 

koĢulunun sağlanmasının yeterli olduğu kolaylıkla gösterilebilir.  

O halde, bizim sonuncu koĢulun sağlandığını göstermemiz yeterli olacaktır. 
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(2.1) göz önüne alındığında, basit hesaplama ile 

   

     

   

 

   

 

2

2 2

2 2

1 1 1 1 1 1
' ''1 1

1
' 1

1 1 1 1 1

n

n n

n n

n

n n
n n

n n a z n n a
zf z z f z

zf z f z
z n a z n a

 


   
  

 

 

 

 

 
             

    
                     

 

 

yazarız.  

Görüldüğü üzere, yukarıdaki eĢitsizliğin sağ tarafındaki kesrin  1   ile sınırlı olması 

için  

       
2 2

1 1 1 1 1 1 1n n

n n

n n a n a   
 

 

 
              

 
   

koĢulunun sağlanması gerekli ve yeterlidir.  

Bu ise  

                             
2

1 1 1 1 1n

n

n n a    




                                      (3.4.2) 

eĢitsizliğine denktir.  

Dolayısıyla, koĢul (3.4.2) sağlanırsa eĢitsizlik (3.4.1) doğrudur. O halde  , ;f A    .  

Elde ettiğimiz eĢitsizliğin  

 

 
 

   

1
, , 2,3,...

1 1 1 1

n

nf z z z z U n
n n

 

  


   

         
 

fonksiyonları için eĢitlik olarak sağlanacağı kolayca gösterilir. 

Böylece, Teorem 3.4.1’in ispatı tamamdır. 

 

Teorem 3.4.1’de 1   alınarak aĢağıdaki sonuca varılır. 
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Sonuç 3.4.1: f A  olsun. f  fonksiyonunun  ,A    sınıfına ait olması için aĢağıdaki 

koĢulun sağlanması yeterlidir 

   
2

1 1 1n

n

n n a  




       . 

Sonuç  

 
 

   

1
, , 2,3,...

1 1

n

nf z z z z U n
n n

 

 


   

    
 

fonksiyonları için kesindir. 

 

Sonuç 3.4.1’de 0   seçilirse, aĢağıdaki sonucu elde ederiz. 

Sonuç 3.4.2: (bkz [17, s.110, Teorem 1])  f A  olsun. f  fonksiyonunun  

sınıfına ait olması için aĢağıdaki koĢulun sağlanması yeterlidir 

 
2

1n

n

n a 




   . 

Sonuç  

 
 1

, , 2,3,...n

nf z z z z U n
n

 




   


 

fonksiyonları için kesindir. 

 

Sonuç 3.4.1’de 1   alınırsa aĢağıdaki sonuca ulaĢırız. 

Sonuç 3.4.3: (bkz.[17, s.110, Teorem 1 sonucu]) f A  olsun. f  fonksiyonunun 

 C   sınıfına ait olması için aĢağıdaki koĢulun sağlanması yeterlidir 

 
2

1n

n

n n a 




    

 *S 
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Sonuç  

 
 

 

1
, , 2,3,...n

nf z z z z U n
n n

 




   


 

fonksiyonları için kesindir. 

 

AĢağıdaki teoremden  , ;TA     sınıfından olan fonksiyonlar için  0    

durumunda Teorem 3.4.1’in tersinin de doğru olduğunu görüyoruz. 

Teorem 3.4.2: f T  olsun. f  fonksiyonunun  , ;TA     sınıfına ait olması için 

aĢağıdaki koĢulun sağlanması gerekli ve yeterlidir 

                                   
2

1 1 1 1 1 .n

n

n n a    




             

Sonuç  

                        
 

   

1
, , 2,3,...

1 1 1 1

n

nf z z z z U n
n n

 

  


   

         
 

fonksiyonları için kesindir. 

İspat: Teoremin yeterliliğinin ispatı Teorem 3.4.1’in ispatına benzer Ģekilde 

yapıldığından yeterliliğin ispatını vermiyoruz.  

Biz burada sadece teoremin gerekliliğini ispatlayacağız. 

Farz edelim ki      * *, ; , 0,1 , 0,1 ,f TS C          . Yani  

                                 
   

     

2' ''1
Re 1 1 ,

' 1

zf z z f z
z U

zf z f z




  

   
     

    

.                 (3.4.3)                    

Basit sadeleĢtirmelerle (3.4.3)’ü aĢağıdaki Ģekilde yazabiliriz 
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2

2

1 1 1

Re 1

1 1

n

n

n

n

n

n

n n a z

z n a z





 









 
       

  
          




. 

Açıktır ki, eğer z   parametresi reel seçilirse 

   

 

2

2

1 1 1

1 1

n

n

n

n

n

n

n n a z

z n a z



 









     

 
     

 




 

ifadesi reeldir. O halde, bu ifadede 1z   olarak limite geçersek 

                                  

   

 

2

2

1 1 1

1

1 1 1

n

n

n

n

n n a

n a





 









     
 

 
     

 




                                     (3.4.4) 

elde ederiz. 

Sonuncu eĢitsizliği   parametresinin farklı iĢaret durumlarına bağlı olarak 

inceleyeceğiz. 

0   olsun. Bu durumda, (3.4.4)’den 

 

elde ederiz.  

Buradan, basit sadeleĢtirmeyle yazarız: 

                                 
2

1 1 1 1 1n

n

n n a    




                                      (3.4.5) 

ġimdi 0   olsun. O zaman ,      ve (3.4.4)’den  

       
2 2

1 1 1 1 1 1 1n n

n n

n n a n a   
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                                                  , 

yani, 

                                      
2 2

1 1 1 1 1 1 1n n

n n

n n a n a   
 

 

 
              

 
  . 

O halde, 

                                            
2

1 1 1 1 1n

n

n n a    




             . 

1 (veya 1 1)      olduğundan, son eĢitsizlikten, 

                                      
2

1 1 1 1 1 .n

n

n n a    




                         (3.4.6) 

Böylece , (3.4.6) ve (3.4.5)’den teoremin gerekliliğinin ispatı tamamdır. 

Elde edilen sonucun  

 
 

   

1
, , 2,3,...

1 1 1 1

n

nf z z z z U n
n n

 

  


   

         
 

 

fonksiyonları için kesin olduğu rahatlıkla gösterilir. 

Bununla teoremin ispatı tamamdır. 

 

Teorem 3.4.2’nin özel durumu AltıntaĢ tarafından [3, 1 ve 1 içinp n    ] 

ispatlanmıĢtır. 

 

   

 

2

2

1 1 1

1

1 1 1

n

n

n

n

n n a

n a
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Teorem 3.4.2’de 1   alınarak aĢağıdaki sonuca varılır. 

Sonuç 3.4.4: f T  olsun. f  fonksiyonunun  ,TA    sınıfına ait olması için 

aĢağıdaki koĢulun sağlanması gerekli ve yeterlidir 

   
2

1 1 1n

n

n n a  




       . 

Sonuç  

 
   

1
, , 2,3,...

1 1

n

nf z z z z U n
n n



 


   

    
 

fonksiyonları için kesindir. 

 

Hatırlatma 3.4.1: Sonuç 3.4.4’te elde edilen sonuç [3]’deki Teorem 1’i doğrular. 

 

Sonuç 3.4.4’te , 0   alırsak aĢağıdaki sonuca ulaĢırız. 

Sonuç 3.4.5: ( bkz. [17, s.110, Teorem 2] ) f T  olsun. f  fonksiyonunun  *TS   

sınıfına ait olması için aĢağıdaki koĢulun sağlanması gerekli ve yeterlidir 

 
2

1n

n

n a 




   . 

Sonuç  

 
1

, , 2,3,...n

nf z z z z U n
n






   


 

fonksiyonları için kesindir. 

 

Sonuç 3.4.4’te 1   alınırsa aĢağıdaki sonucu elde ederiz. 
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Sonuç 3.4.6: (bkz [ 17, p.111, Sonuç 2 ] ) f T  olsun. f  fonksiyonunun  TC   

sınıfına ait olması için aĢağıdaki koĢulun sağlanması gerekli ve yeterlidir 

 
2

1n

n

n n a 




   . 

Sonuç  

 
 
1

, , 2,3,...n

nf z z z z U n
n n






   


 

fonksiyonları için kesindir. 

 

Teorem 3.4.2’de 0   alınırsa aĢağıdaki sonucu elde ederiz. 

Sonuç 3.4.7: f T  olsun. f  fonksiyonunun   *, ,  TA      sınıfına ait olması 

için aĢağıdaki koĢulun sağlanması gerekli ve yeterlidir 

   
2

1 1 1 .n

n

n a   




         

Sonuç  

 
 

 

1
, , 2,3,...

1 1

n

nf z z z z U n
n

 

 


   

  
 

fonksiyonları için kesindir. 

 

Teorem 3.4.2’den  , ;TA    sınıfına ait fonksiyonların katsayıları için aĢağıdaki 

sonucu elde ederiz. 

 

Teorem 3.4.3: (2.2) formülü ile tanımlanan f  fonksiyonu   *, ; ,TA       sınıfına 

ait olsun. Bu durumda, aĢağıdaki eĢitsizlikler doğrudur 
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   2

1

1 1 1
n

n

a
 

  








     
                                           (3.4.7) 

ve 

                                        
 

   2

2. 1
.

1 1 1
n

n

n a
 

  








     
 .                                    (3.4.8) 

İspat:   *, ; ,f TA       olsun. Teorem 3.4.2’yi kullanarak, 

                     
2 2

1 1 1 1 1 . 1 1 1n n

n n

a n n a       
 

 

                      

elde ederiz. 

Buradan, (3.4.7) eĢitsizliğinin doğruluğu görülür. 

Benzer Ģekilde yazıyoruz 

; 

yani, 

                            . 

Son eĢitsizlikte (3.4.7) kullanarak 

                                                    
 

 2

2 1
1

1 1
n

n

n a
 


 






 

 
  

elde ederiz ki buradan (3.4.8) eĢitsizliğinin doğruluğu kolayca görülür. 

Böylece, Teorem 3.4.3’ün ispatı tamamlanmıĢtır. 

 

Teorem 3.4.3’de 1   alınarak aĢağıdaki sonuca varılır. 

         
2 2

1 1 1 1 1 . 1 1 1n n

n n

n a n n a       
 

 

                     

       
2 2

1 1 1 1 1n n

n n

n a a     
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Sonuç 3.4.8: (2.2) formülü ile tanımlanan f  fonksiyonu  ,TA    sınıfına ait olsun. 

Bu durumda, aĢağıdaki eĢitsizlikler doğrudur 

  2

1

1 2
n

n

a


 








 
  

ve 

 

   2

2 1

1 2
n

n

n a


 








 
 . 

Hatılatma 3.4.2: Sonuç 3.4.7’de elde edilen sonuç [3]’deki Lemma 2’yi ( 1n p   ile) 

doğrular. 

 

Teorem 3.4.2’den   *, ; ,  TA       sınıfına ait fonksiyonların katsayı sınır 

tahminlerinden aĢağıdaki sonucu elde ederiz. 

 

Sonuç 3.4.9: Eğer,   *, ; ,  f TA       ise katsayılar için aĢağıdaki eĢitsizlikler 

geçerlidir 

 

   

1
, 2,3,...

1 1 1 1
na n

n n

 

  


 
         

 

 

Hatılatma 3.4.3: Sonuç 3.4.9’dan ilgili parametrelerin çeĢitli değerleri için çok sayıda 

sonuç elde edilebilir. Bu sonuçların bazıları konuyla ilgili daha önceki çalıĢmalarda 

verilmiĢtir (bakınız örneğin [2,17,18]). 
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4. TARTIŞMA VE SONUÇ 

Bu tez çalıĢmasında,  0,1 ,  , 0,1    ve  * 0     için orijin merkezli açık 

birim diskte analitik fonksiyonların bazı yeni  , ,A    ,  , ,T    ,  , ,A     ve 

 , ;TA     alt sınıflarını tanımladık.  

 

Analitik fonksiyonların bu sınıflarının bazı geometrik özelliklerini inceledik.  

 

Ayrıca, bu sınıfların katsayı problemleri, distortion teoremleri ve konvekslik ve 

yıldızıllık yarıçapı gibi çeĢitli özelliklerini inceledik. 

 

Tezimizde tanımlanan sınıflar için Fekete-Szegö fonksiyoneli ve ikinci Hankel 

determinantının üst sınır problemi ve diğer geometrik özellikler de incelenebilir.  

 

Biz bu tezde (bkz. Teorem 3.4.2) bir analitik fonksiyonun   *, ; ,  TA       sınıfına 

ait olması için yeterli ve gerekli koĢulu verdik. Bu teorem  * 0     durumunda 

yapılabilirse daha iyi sonuçlar elde edilebilir. Bu araĢtırmacılar için bir çalıĢma konusu 

olabilir. Ayrıca, Teorem 3.4.3’de  * 0     durumunda incelenebilir.
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