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SEMBOLLER VE KISALTMALAR DiZiNi

N : Dogal sayilar kiimesi
C : Kompleks diizlem
R : Reel sayilar
U U= {Z eC: |Z| < 1} Kompleks diizlemde merkezil agik birim disk
fU) : U diskinin f fonksiyonu altinda goriintiisii
A : U diskinde analitik ve f (0)= f'(0)—1=0 kosulunu saglayan
f(z)=z+ i:anz”,r;ln e C,n=2,3,... fonksiyonlarinin sinifi
n=2
S A sinifinin linivalent fonksiyonlarindan olusan alt sinifi
C : U diskinde konveks fonksiyonlarin sinifi
s” : U diskinde yildizil (Starlike) fonksiyonlarin sinifi
x . zf'(z
S (a) : S (a)=1feS:Re (2) >a,zeU
f(2)
zf"(z
C(a) : C(a)=1feS:Reql+ (2) >a,zeU
t'(2)

Ala, Biy) feA:Re( #'(@)+ p2£(2) ]>a,2eu}

[B2f'(2)+ (- B) T (2)]+ (L~ 7)z

T(a,Biy)

feT:Re #'(@)+ prf"(2) >a,zeU
Bt @)+ - f(2)]+L-y)z ’

Aa ) { el ]

o) pzf(2)+(1-5) T (2)

1| zf '(z)+ pz* £ "(2) ]
TA(a. B,7) feT: Re{l+;_ﬂzf '(Z)+(1_ﬂ)f(z)—1}>a,ZeU}
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1. GENEL BiLGILER
1.1. Giris

Geometrik fonksiyonlar teorisinde analitik fonksiyonlarin belli bir altsinifinin katsay1
problemi, distorsion teoremleri, konvekslik ve yildizillik yarigaplari gibi konular 6nemli
ve ¢ok calisilan konulardandir. Bu konuda ¢ok sayida galismalar mevcuttur (6rnek igin

bakiniz [1-4, 6, 8-15] ).

Bilindigi tizere, yukarida ad1 gegen problemler fonksiyonlarin tanimli oldugu boélgede
incelenmek yerine merkezi orijinde olan (merkezil) agik birim dairede incelenmektedir.
Cok iyi bilinen Riemann doniisiim teoremi geregince karmasik diizlemin basit baglantili
bir bolgesini birim diske konform doniistiiren bir fonksiyon vardir. Ote yandan,

konform doniisiim altinda bolgelerin birgok 6zelliklerinin korundugu da bilinmektedir.

Yukaridaki sebeplerden dolay1 belli bir bolgede calismaktansa birim diskte galigmak
tercih edilmektedir.

Analitik ~ fonksiyonlar  teorisindeki ¢ogu  c¢alismalar  karmasik  diizlemde
U={zeC:|z|<1} merkezil agik birim diskte analitk ve f(0)=f'(0)-1=0

normallestirme kosulunu saglayan fonksiyonlar sinifinda yogunlagmaistir.

Sunulan Yiiksek Lisans tez ¢alismamizda biz, merkezil ac¢ik birim diskte analitik

fonksiyonlarin yeni alt siniflarini tanitiyor ve arastiriyoruz.

Bu tez calismasinda, merkezil acik birim diskte analitik fonksiyonlarin bazi yeni
Ala.B.7), T(epr), a€[0l1), Bye[01] ve A(a,p.r) ve TA(a, Bi7),
ae[O,l), ﬂe[O,l], re(C*z(C—{O} alt smiflar1 tanimlaniyor. Bu siiflarin katsayi

problemleri, bozulma (distortion) ve biiyiime (growth) teoremleri ve konvekslik ve

yildizillik yarigapr gibi cesitli 6zellikleri inceleniyor.



1.2 Kuramsal Temeller

Tezimizin konusuyla ilgili temel kaynaklar bu alt baslikta veriliyor. Bunun igin

genellikle Ponnusamy ve Silverman’in [16] kaynagindan faydalanildu.

Tanim1.2.1 (r -komsulugu): z, € C ve r >0 olmak iizere,

U(z,,r)={zeC:|z-7,|<r] (1.2.1)

kiimesine z, merkezli r yaricapli acik disk (veya z, noktasmnin r agik komsulugu)

denir.

U (z,,r) ile U(z,,r) nin kapanisi 6U(z,,r) ile de onun sinir1 gosterilir.

Dolayisiyla,

U(z,,r)={z,€C:|z-7,|<r} ve

U (2,,7)=U (2,1)-U (2,,1) ={z, € C:[z-2,|=r1}.

Orijin merkezli r yarigapl disk U(0,r)=U, ile orijin merkezli agik birim disk de

U ={z:]z|]<1zeC} ile gosterilir.

Tanim 1.2.2 (I¢ Nokta): Karmasik diizlemde verilen bir kiimenin belli bir

komsuluguyla kiimeye ait olan noktasina bu kiimenin bir i¢ noktas1 denir.

Tanim 1.2.3 (Acik Kiime): Karmasik diizlemde verilen bir kiimenin her noktasi bu

kiimenin bir i¢ noktasi ise bu kiimeye a¢ik kiime denir.



Not 1.2.1: Bir S kiimesinin i¢ noktalar1 kiimesi S ile gosterilir. Buna gore

S biragiktir < S = S .

Tanim 1.2.4 (Kapali Kiime): Tiimleyeni acik olan kiimeye kapali kiime denir.

Tanim 1.2.5 (Ayrik Kiime): Ortak elemani olmayan kiimelere ayrik kiimeler denir.

Tanim 1.2.6 (Baglantili Kiime): Eger Sc S, US,,SNS,#0 ve SNS, = olacak

sekilde S, ve S, gibi bos olmayan iki ayrik ve agik kiime bulunamaz ise ScC

kiimesine baglantilidir denir. Aksi halde baglantisiz kiime denir.

Tanim 1.2.7 (Bolge): Acik ve baglantili kiimelere bolge denir.

Ornegin karmasik diizlemde her komsuluk bir bélgedir.

Tanim 1.2.8 (Siireklilik): AcC, f:A— C bir fonksiyon ve z, € A olsun. Her £>0

i¢in |z-2z,| <& oldugunda ‘f(z)—f(zo)‘<g olacak bicimde &§=5(z,,£)>0 sayisi

varsa f ye z, noktasinda siirekli fonksiyon denir.

Not 1.2.2: Tanim kiimesinin her noktasinda siirekli fonksiyona tanim kiimesi iizerinde

stirekli fonksiyon denir.

A kiimesi {izerinde siirekli fonksiyonlarm kiimesini C(A) ile gosterecegiz.



Tanim 1.2.9 (Diferansiyallenebilme): Ac C bir bolgesi, f : Ac C— C fonksiyonu ve

z, € A verilsin. Eger, sonlu

jim ()1 (%) (122)
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limiti varsa f fonksiyonu z, € A noktasinda diferansiyellenebilirdir (tiirevlenebilirdir)
denir. Bu limit degeri f'(z,) ile gosterilir ve z=z;, noktasinda f fonksiyonunun

tirevi olarak adlandirilir.

Dolayistyla, (1.2.2) limiti sonlu ise z, noktasinda f fonksiyonunun tiirevi

f(z,) = lim 2= (%)

77, >,

olarak tanimlanir.

Tanim 1.2.10 (Analitiklik): Tanim kiimesinden bir noktanin belli bir komsulugunun

tamaminda diferansiyellenebilen fonksiyona bu noktada analitik fonksiyon denir.

Eger, f fonksiyonu bir Ac C kiimesinin her noktasinda analitikse f ’ye A kiimesi
tizerinde analitik denir. A kiimesinde analitik fonksiyonlarin kiimesi (¢ogu

kaynaklarda) H (A) ile gosterilir.

Karmasik diizlemin tamaminda analitik olan fonksiyonlara tam fonksiyon denir.

e’ fonksiyonu bir tam fonksiyon 6rnegidir



Karmagik degiskenli karmagik degerli bir f(z)=u(x,y)+iv(x,y) fonksiyonu

Z = X +1y noktasinda analitik ise

u(xy) _av(xy) ve au(xy) _ v(xy) (1.2.3)
oy oy

OX

esitlikleri ya da

o’u(x,y) . o’u(x,y)

= 7y O (1.2.4)

denklemi saglaniyor.

(1.2.3) kosullar literatiirde Cauchy-Riemann kosullari, (1.2.4) denklemi de Laplace

denklemi olarak bilinmektedir.

Tanim 1.2.11 (Kapali Egri): Baslangig ile bitis noktalar1 ayni olan egrilere kapali egriler

denir.

Tanim 1.2.12 (Pozitif Yonlii Egri): Parametrenin artis1 egri lizerinde Saat yoniiniin tersi

yoniine karsilik geliyorsa boyle egrilere pozitif yonlii egriler, aksi durumda negatif

yonlii egriler denir.

Teorem 1.2.1 (Cauchy-Tiirev Formiilii): Karmasik degiskenli karmasik degerli bir

f :C — C fonksiyonu pozitif yonlii basit kapali 7 egrisinin siirladig1 bolgede ve ¥
egrisi iizerinde analitik bir fonksiyon ve z, bu egrinin sinirladig1 bdlgenin iginde keyfi

bir nokta ise neN igin

f0(z)) == —)dz : (1.2.5)



(1.2.5) formiiliine analitik fonksiyonlar i¢in Cauchy Tiirev formiilii denir.

Cauchy tiirev formiiliiniin en 6nemli sonuglarindan biri sudur: Bir bolgede analitik bir

fonksiyonun bu bélgede her mertebeden tiirevi vardir ve bu tiirevler de analitiktir.

Bu durumda, f analitik fonksiyonu z, noktasinda

0

f(z)=>a,(z-2,)", a,=f"(z)/n! (1.2.6)

seklinde bir Taylor ag¢ilimina sahiptir.

Fakat bu hiikiim reel degiskenli reel degerli fonksiyonlar igin genelde doru degil. Yani,
her reel degiskenli reel degerli fonksiyonun bir noktada birinci mertebeden tiirevi varsa

bu noktada daha yiiksek mertebeden tiirevi vardir diyemiyoruz.

Ornegin, f (x)=x*? reel degiskenli reel degerli fonksiyonunun x=0 noktasinda

birinci mertebeden tiirevi oldugu halde, ayn1 fonksiyonun X =0 noktasinda ikinci

mertebeden tiirevi yoktur.

Tanim 1.2.13 (Univalent (yalinkat) Fonksiyon): f, Ac C bolgesinde tanimli analitik

bir fonksiyon olsun. Her z,z,eA i¢in f(z)=f(z,) olmast z =2z, olmasim
gerektiriyorsa (ya da z#2z, oldugunda f(z)= f(z,) gerceklesiyorsa) f

fonksiyonuna A bolgesinde tinivalent (yalinkat) fonksiyon denir.

Eger, f fonksiyonu z, noktasmin bir komsulugunda iinivalent ise f ’ye yerel

tinivalent fonksiyon denir.



Teorem 1.2.2 (Yerel Univalentlik Kriteri): Analitik bir f fonksiyonunun z, noktasinda

yerel tinivalent olmast i¢in gerek ve yeterli kosul f'(z,)=0 olmasidir.

Fakat f’(z,)=0Osarti f fonksiyonunun Univalentligi i¢in gerek sart olup yeterli
degildir. Yani, f analitik fonksiyonu {inivalent ise f’(z,)=0 fakat tersi daima dogru

degildir. Bir kiimede yerel iinivalent olan analitik fonksiyonlarin, bu kiimede {inivalent

olmas1 gerekmez.

Ornek 1.2.1: f (z)=2z* fonksiyonu A:{z:1<|z|<2,0<argz<37z/2} bolgesinde

yerel linivalent olmasina ragmen iinivalent degildir.

Gergekten f(z)=z” fonksiyonu, A bélgesinde analitik ve her z, € A i¢in f'(z,)=0

saglandigindan yerel tinivalenttir. Fakat

S 25

(1.2.7)

oldugundan f (z)=2z?* fonksiyonu A bolgesinde tinivalent degildir.

Eger, Ac C bolgesinde f analitik fonksiyonu yerel {inivalent ise bu durumda Z € A
noktasinda f’ fonksiyonu f ’nin yerel geometrik davranigini belirler. ‘f’(z)‘ ve

arg f'(z) degerleri sirasiyla yerel biiyiime ve yerel donme etkenleridir.

Ayrica, bilindigi lizere f:AcC— C analitik fonksiyonunun Jacobian determinanti

J(z)= ‘ f '(Z)‘2 olarak tanimlanmaktadir. Jacobian determinantinin ‘ f ’(Z)‘2 ifadesine

esit oldugu Cauchy-Riemann denklemlerinden kolayca goriiliir. Boylece, analitik



fonksiyonlar i¢in Jacobian determinantinin sifirdan farkli olmasi, yerel iinivalentlik i¢in

gerek ve yeter sarttir.

Tamim 1.2.14 (Diizgiin Egri): y(t) egrisi verilsin. Eger y:[a,b]—C fonksiyonunun

tiirevi stirekli ve sifirdan farkli ise y egrisine diizgiin egri denir.

Tanim 1.2.15 (Konform doniisiim): Eger, bir doniisiim, belli bir noktadan gegen iki

diizgiin egri arasindaki a¢inin biiyiikliiglinii ve yoniinii koruyorsa, bu doniisiime bu

noktada konform doniisiim denir. Eger, bir f fonksiyonu, bir Ac C bélgesinin tiim

noktalarinda konform ise, f fonksiyonu A bolgesinde konformdur denir.

Ornegin, f(z)=e’ doniisiimii C diizlemin tamaminda konformdur.

Teorem 1.2.3: f fonksiyonunun analitik oldugu her z noktasinda f’(z)=0 kosulu

saglantyorsa, f fonksiyonu konformdur. Dolayisiyla, bir bolgede analitik ve iinivalent

bir fonksiyon konformdur.

Teorem 1.2.3’de verilen kosul konformluk igin yeterli kosul olup gerekli degil.

En oOnemli konform doniisiimlerinden biri Mobius donilisiimidir. Bu doniisiim

a, b,c,d ad—-bc#0 kosulunu saglayan karmasik sayilar olmak ftizere, asagidaki

sekilde tanimlanir

w= f(z)= 250 (1.2.8)



ve genisletilmis karmasik diizlemi (C, =Cu{wo}) kendi iizerine konform olarak

resmeder.

1851 yilinda Riemann, z - diizlemindeki D < C(D = C) bolgesini, w - diizlemindeki

D, bolgesi lizerine resmeden f analitik fonksiyonun varligin1 asagidaki teoremle

ispatlamigtir.

Teorem 1.2.4. (Riemann Déniisiim Teoremi): Karmasik diizlemin her D < C(D =C)

basit baglantili bolgesi konform olarak U birim diski iizerine resmedilir. Ayrica,

z,€ D olmak iizere f(z,)=0 Ve f’(z,)>0 kosullarini saglayan ve D’yi U birim

diski lizerine resmeden bir tek konform doniisiim vardir.

Bilindigi lizere, analitik olarak bir linivalent fonksiyon sifirdan farkli tiireve sahip iken,
geometrik olarak da basit egrileri basit egrilere doniistiiriiyor. Hem analitik hem de

tinivalent fonksiyon ise basit baglantili bolgeleri basit baglantili bolgelere dontistiiriiyor.

Riemann doniisiim teoremi geregince, keyfi basit baglantili bir bolgede tanimli f
tinivalent fonksiyonu yerine U agik birim diskte tanimli inivalent bir f fonksiyonu

secilebilir.



2. MATERYAL VE YONTEM

U= {z eC: | <1} merkezil ac¢ik birim diskte analitik fonksiyonlarm normallestirme

kosulunu saglayan ve asagidaki sekilde seri agilimina sahip olan fonksiyonlarin sinifini

A ile gosterelim

f(z)=z+a,2" +8,2° +--+3,2"+-=2+> a
n=2

2", a eC. (2.1)

n n

A smifinin {inivalent fonksiyonlarinin olusturdugu kiime S olsun.

Ayrica T ile A’nin asagidaki sekilli negatif katsayili altsinifin1 gosterelim

f(z)=z-a,2°-a,2°—-—a,2"—-=z2-) a,z", a,20. (2.2)

S™(a), C(a) ve K(«) ile S nin iyi bilinen sirasiyla, & (« €[0,1)) mertebeden yildizil,

konveks ve g fonksiyonuna gore konvekse yakin fonksiyonlarin sinifin1 gosterelim.

Bilindigi tizere, tanim geregince (bkz. [5, 7])

S*(a):{f eA: Re[wj>a, zeU } (2.3)
f(2)
C(a):{f eA: Re(1+wj>a, zeU } (2.4)
f'(z)

ve

K(a):{f eA: Re(m]>a, zeU,geS’ }
9(z)

Ozel durumda,

10



S"=5"(0), C =C(0) ve K = K(0)

smiflar1 U ’da iyi bilinen yildiz1l, konveks ve konvekse yakin fonksiyonlarin

siniflaridir.

Bu smiflar igin C = S™ < K S kosulunun saglandig1 kolayca gosterilebilir. Bu siiflar

hakkinda detayl1 bilgi icin Goodman’in [7] numarali caligmasina bakiniz.

B<[01] igin K () smifimn bir genellestirmesi olarak K (e, £;9) simfini asagidaki

gibi tanimlayabiliriz

K(a,ﬁ;g):{f cA: Re[Zf'(Z)Jrﬂzzf"(z)}a, zeU, ges’ }
9(2)

Ozel durumda, K (a, B3; z)=K(a, ) olarak gosterecegiz.
Ayrica, K(«,0;9) =K(a) ve K(a,1;zf ") =C(«) esitlikleri agiktir.

Not 2.1: Sunu belirtelim ki, K(e,f;z)=K(a,f) smfi ilk defa Mustafa [11]

tarafindan tanimlanmaistir.

Belirtelim ki, eger feT ise S (a), K(a)veC(a) simflar1 yerine, sirasiyla,

TS (), TK(x) ve TC(«) kullanacagiz.

Simdi, S e [0,1] icin S™(a) ve C(&) smiflarinin bir birlesimi olarak asagidaki sekilde

tanimlanan A(e, £) smifini verelim

_fena 7f'(2) + B2 1"(2) .
A(a,ﬁ)_{f A'Re(ﬂzf’(z)+(1—ﬂ)f(z)j>a’z U}. (2.5)

Ozel durumda, yazariz
A(e,00=S"(a) ve A(a,1)=C(a). (2.6)

T (e, p) ile asagidaki sinifi gosterecegiz
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) P 7f'(2) + B2 1"(2) .
T(a,ﬂ)—{f T'Re[ﬂzf'(z)+(1—ﬂ)f(z)j>a’z U}. (2.7)

Bu smiflar i¢in ikinci Hankel determinantinin {ist sinir degerlendirmesi ve Fekete-Szeg6

problem Mustafa [12] tarafindan incelenmistir.

T(a, ) smifit Altintag Et al. tarafindan [2,3,4] ve Irmak Et al. tarafindan [8] numarali

calismalarda incelenmistir.

Simdi, ye[01] i¢in Aa,B;y) ile A(a,B) ve K(a,f) smflarmmn bir

genellestirilmesi olan ve A(a, £, 7/) ile gosterilen sinifi agagidaki sekilde tanimlayalim

Jten. 2t '(2) + f2*"(2) _
A(a,ﬁ,y)_{f A'Re(y[ﬁzf'(z)ﬂl—ﬂ)f(z)]+(1—7)z]>a’z U}. (2.8)

Ozel durumda,
Ala, 8,) = Ala, B) ve A, B,0) = K(a, ) (2.9)
yazacagiz.

f €T durumunda A(e, B,y) yerine T(«, ,y) kullanacagiz.

Boylece,

7t '(2) + B2 1"(2)
[B2f'(2) + (- B) F ()] +(L-y)z

T(a,ﬂ,y):{feT:Re( J>a,ZeU}. (2.10)
e

Ozel durumda, T (a, 5,1) =T (a, f) yazariz.

Yukarida bahsedilen ¢alismalardan esinlenerek, analitik fonksiyonlarin bir alt sinifini

asagidaki gibi tanimlayalim.
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Tammm 2.1: (2.1) tarafindan verilen f eS fonksiyonu asagidaki kosulu saglarsa
diyecegiz ki bu fonksiyon A(a,p,7), a€[01), B€[0,1], 7eC =C—-{0} smifina

aittir

el L A @) |l
R{l r{ﬂzf'(z)+(1—ﬁ)f(z) 1}} 2ed

Dolayisiyla,

_ 1| #f'(2)+ B2 f"(z)
A(a,ﬂ,r)={f €s: Re{l+;{ﬂzf I(Z)+(1ﬂ)f(z)l}}>a,ZeU}.

Ozel durumda, r=1 icin Ala, ;1) =A(a, B) elde ederiz.

TA(a, 8;7)=T N A(a, B;7) notasyonunu da kullanacagz.

Ayrica, TA(a,p1)=TA(a, ) Ve TA(a,0;7)=T NS (a;7)=TS (a,7),

TA(a,L7)=T NC(a;7)=TC(a;7) yazanz.
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3. BULGULAR

3.1 A(a,B;7)ve T (a, B;7) smiflari igin katsayr problemi

Bu bolimde U merkezil acik birim diskte analitik fonksiyonlarm A(e,fS;y) ve

T (a, B;7) alt siflar iizerine bazi sonuglart verecegiz.
A(a, B;7) smifi igin yeterli bir kosul asagidaki teoremde verilir.

Teorem 3.1.1: f e Solsun. Bu durumda f fonksiyonunun A(a,f;y) smiflarina ait

olmast i¢in

S (n-ay)[1+B(n-1) ][z <1-a (3.11)

n=2
kosulunu saglamasi yeterlidir.
Sonug

l-a

(n—ay)[1+B(n-1)] 2, 2eUn=23,.

f.(z)=2+

fonksiyonlari i¢in kesindir.

Ispat: f e A(e, B;7),a<[0,1), B, €[0,1] olsun. Buna gbre,

Re{ 2 '(2)+ Bz° 1 "(z) }>a
y[ Bt (2)+(1-B) T (2)]+(1-y)z

Yyazariz.

Rahatlikla gosterebiliriz ki

| 7t '(z)+ pz2° £ "(2) —].‘< »
y[ B2 (2)+(1-B) f (2)]+(1-7)z <1 (3.1.2)

ise yukaridaki kosul saglanir.
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Bu sebepten dolayr teoremi ispatlamak ic¢in teoremin varsayimi altinda sonuncu

esitsizligin saglanacagini gostermek yetecektir.

(2.1)’den yararlanarak basit hesaplama ile

IA
T
N

elde ederiz.

Goriildugu tizere, eger

i n-y)[1+8(n-1)]la,|<(1-a) {1 Zy[1+ﬂ n- 1]|a} (3.1.3)

esitsizligi saglanirsa (3.1.2) esitsizligi saglaniyor.
(3.1.3) esitsizligi (3.1.1)’e denktir. Boylece, (3.1.3) veya (3.1.1) saglaniyorsa, (3.1.2)
saglanir. Yani, f e A(a, 7).

Simdi elde edilen esitsizligin

f.(z)=z+ 1-a 2",7eU,n=23,...

(n-ay)[1+p(n-1)]

fonksiyonu i¢in kesin oldugunu goérelim. Gergekten de (3.1.1) esitsizliginde f,

fonksiyonu i¢in her kaydedilmis n=2,3,... degeri i¢in

l-«
(n-ar)[1+A(n-1)]

a =

alinirsa,

15



00

S0 e p0-]o = S0 p0-1)] e e

esitliginin gergeklestigi goriiliir.

Boylece, Teorem 3.1.1’in ispat1 tamamdir.

Teorem 3.1.1°de y =1 alirsak, asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 3.1.1: (2.1) ile verilen f fonksiyonunun katsayilari i¢in

5. (n-a)1+ A(n-D]a|<1-a

kosulu saglanirsa f e A(«, ).

Sonug

f(z)=z+ - ¢ 2",z7eU,n=23,...

(n-a)[1+B(n-1)]

fonksiyonlart i¢in kesindir.

Sonug 3.1.1°de B =0 alirsak asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonuc 3.1.2: [17, 5.110, Teorem 1] (2.1) ile verilen f fonksiyonu asagidaki kosul

saglandiginda S” () sinifina aittir
i(n—a)|an| <l-a
n=2

Sonucg

16



fonksiyonlart i¢in kesindir.

Sonug 3.1.1°de B =1 alinarak, asagidaki sonuca variyoruz.

Sonug¢ 3.1.3: [17, s.110, Teorem 1’in sonucu]. (2.1) ile verilen f fonksiyonu, asagidaki

kosul saglandiginda C(«) sinifina aittir

in(n—a)|an|£1—a.

n=2

Sonug

l-«a
f =z+—7",7eU,n=2,3,...
. (2) Z+n(n—a)z zeU,n

fonksiyonlart i¢in kesindir.

Teorem 3.1.1’de y =0 yazarsak asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonu¢ 3.1.4: (2.1) ile verilen f fonksiyonu asagidaki kosul saglandiginda K (e, )

sinifina aittir

in[1+ﬁ(n—1)]|an|sl—a.

n=2

Sonug

l-a n _
f"(z)_z+n[1+ﬂ(n—1)]z ,zeU,n=2,3,...

fonksiyonlart i¢in kesindir.

Sonug 3.1.4’de =0 alarak asagidaki sonucu elde ederiz.

17



Sonu¢ 3.1.5: (2.1) ile verilen f fonksiyonu, asagidaki kosul saglandiginda K («)

sinifina aittir

in|an|£1—a.

n=2

Sonucg

fn(z)=z+1_Taz“,zeU,n:2,3,...

fonksiyonlar1 i¢in kesindir.

T (a, B;7) smifindan olan fonksiyonlar i¢in Teorem 3.1.1%in tersi de dogrudur.

Teorem 3.1.2: f T olsun. Bu durumda f fonksiyonunun T(a,ﬁ;y) siniflarina ait

olmasi igin gerek ve yeter kosul (3.1.1)’in saglanmasidir.

Sonug

1-a "zeU,n=23,..
L2k e Ty Rl

fonksiyonlart i¢in kesindir.

spat: f eT(a,B;y),a<€[0,1), 8,7 €[0,1] olsun. Teorem (3.1.1)’in 1513inda, sadece

teoremin gerekliligini kanitlamamiz yetecektir.

feT(a B;y).ae[01),8,7<[01] oldugunu varsayalim. Bu durumda tanim

geregince

e zf '(2)+ Bz* £ "(2) e
" t[ﬁzf I(Z)+(1—ﬂ)f(2)]+(l—7/)z} 2ev. (3.1.4)
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(2.2) formiilii geregince (3.1.4)’ten elde ederiz

z—gn[1+,8(n—1)]|an|z”

Re = > .

z —gy[1+ﬂ(n—1)]|an|z“

Aciktir ki, z reel segilirse

n[1+B(n-1)]a,|z"

M

y[1+ﬂ (n— 1]|a 2"

>
Il
N

ifadesi reeldir. Bu durumda, yukaridaki son esitsizlikte z — 1" iken limite gegersek

n[1+B(n-1)]la,|

>,

M 2

y[1+,8 (n-1) ]|a |

=
Il
N

yani

l—in[1+ B(n-1)]a,|> a{l—gy[l+ﬂ(n—1)]|an|}

n=2
elde ederiz. Sonuncu esitsizlik (3.1.1)’e denktir.

Teoremin hiikkmiiniin

l-a n _
f.(2)= Z_(n—a;/)[1+ﬂ(n—1)] 2",zeU,n=23,...

fonksiyonu i¢in kesin oldugu kolayca ispatlanir.

Boylece, Teorem 3.1.2°nin ispat1 tamamdir.

Teorem 3.1.2°de y =1 almirsa, asagidaki sonug elde edilir.
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Sonug¢ 3.1.6: (2.2) ile verilen f fonksiyonunun T («, 8),a €[0,1), 8 €[0,1] siifina ait

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

S (n-a)[1+ B(n-1)]ja, | <1-«

n=2

saglanmasidir.
Hatirlatma 3.1.1: Sonug 3.1.6°da elde edilen sonug [3]’deki Teorem 1’1 dogrular.

Sonug 3.1.6’da g =0 alirsak asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonu¢ 3.1.7: [17, p.110, Teorem 2] (2.2) ile verilen f fonksiyonunun TS™(«) smifina

ait olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

> (n—a)la,|<l-«a
=2

n

saglanmasidir.

Sonug 3.1.6’da B =1 alinirsa asagidaki sonuca ulasilir.

Sonu¢ 3.1.8: [17, p.111, Sonug 2] (2.2) ile verilen f fonksiyonunun TC () smifina

ait olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

in(n—a)|an|s1—a

n=2

saglanmasidir.

Teorem 3.1.2°de y =0 alinarak asagidaki sonuca varilir.
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Sonug 3.1.9: (2.2) ile verilen f fonksiyonunun TK (e, 8) sinifina ait olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul

in[1+,8(n—1)]|an|£1—a

n=2

saglanmasidir.

Sonug 3.1.9°da B =0 almarak asagidaki sonuca ulasilir.

Sonuc 3.1.10: (2.2) ile verilen f fonksiyonu TK (&) smnifina ait olmast igin gerek ve

yeter kosul

saglanmasidir.

Simdi T (&, B;7) smnifina ait fonksiyonlarin katsay: sinirlari lizerine asagidaki lemmay1

verelim.

Lemma 3.1.1: (2.2) ile verilen f fonksiyonu T(«,B;y) smifindan olsun. Bu

durumda,

© o< -« i el < 2(1—a)
2Bl e e 2P T a)

Ispat: feT(a,py), @<[01), B,7<[0,1] olsun. O halde, Teorem 3.1.2%yi

kullanarak yazabiliriz

o0 o0

(2-ay)(1+8)Y Ja,|< Y. (n-ay)[1+ B(n-1)]ja,| <1-a.

n=2 n=2

Bu esitsizlikten Lemma’nin birinci hitkmii elde edilir.
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Benzer sekilde yazariz:

0

(1+ B) i n—ay)la,|<Y (n-ay)[1+ B(n-1)]ja,|<1-a.

n=2

Buradan, basit sadelestirme ile elde ederiz.
(1+B8)Y nja,|<1-a+(1+ B)ay) |a,|
n=2 n=2

Son esitsizlikte Lemma’nin birinci kismini kullanirsak asagidaki esitsizlige ulasiriz.

A <1t (1 Bl 1-«a :2(1_0‘)
(1 ﬂ)nZ:;, ;| <1-a+(1+B) "W p)2-ay) 2-ar

Buradan, lemmanin ikinci esitsizliginin dogru oldugunu kolayca gorebiliriz.

Boylece, Lemma 3.1.1’in ispat1 tamamdir.

Lemma 3.1.1°’de y =1 alinarak asagidaki sonuca varilir.

Sonug 3.1.11: (2.2) tarafindan verilen f(z) fonksiyonu T (e, ) smifindan olsun. Bu

durumda,

Sl % Sl < 20oa)
Z_;‘ (2- a)(1+ﬂ) Z |”|_(2—a)(1+,8)'

Hatirlatma 3.1.2: Sonug 3.1.11°de elde edilen sonug [3]’de ki Lemma 2’yi dogrular.

Asagidaki lemma , T (¢, B;) kiimesinin konveksligi tizerinedir.

Lemma 3.1.2: A¢ik birim diskte analitik fonksiyonlarin T (e, ;) kiimesi konveks bir

kiimedir.
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Ispat: f,geT (o, Biy) Ve g(z)= z—zool|bn|zn olsun.
n=2

Bu durumda, her 4 <[0,1] igin, yazabiliriz

0(2)= 41 (2)+(1-2)g(2)=2- Y [c,|2"
n=2
burada, |c,|=4|a,|+(1-2)|b,[,n=2,3,...

nZﬁ;(n—ay)[bﬁ[f’(n—1)}|cn| =ig(n—aﬂ/)[ﬂﬂ(n—1)]|an|+(1—/1)i(n—ay)[l+/5’(n—1)}|bn|

n=2

<A(l-a)+(1-2)(1l-a)=1-«
oldugundan Teorem 3.1.2 geregince @ T («, B;y).

Bununla, Lemma 3.1.2’nin ispati tamamdir.
Teorem 3.1.2°den, asagidaki sonuca kolayca ulasabiliriz.

Sonu¢ 3.1.12: Eger, f €T (a, B;y) ise

la,| < 1-a n=23,..

“(n-ay)[1+B(n-1) ]’

3.2. T(a, B,7) smifiigin bozulma ve biiyiime teoremleri

Bu boliimde T (a, 5, 7/) sinifi i¢in bozulma ve biiyiime teoremleri verecegiz.

3.1. bashkta katsayr sinirlari tizerine buldugumuz sonuglar asagidaki teoremleri

ispatlamamizi saglar.

23



Teorem 3.2.1: Eger f €T (a, ;) ise 0 zaman

l-a 2<| (Z)| l-a

T TS T ey st @21

esitsizlikleri dogrudur.

Elde edilen sonug

f(z):z—( l-a 7%, 7=4r

1+ ,6’)(2—057/)

fonksiyonu i¢in kesindir

ispat: feT(a,B7), a€[01), B,y<[01] olsun. Bu durumda, Teorem 3.1.2°yi

kullanarak yazariz

(2—ay)(1+ ﬂ)i|a"| < i(n—a}/) [1+ p(n-D)]ja,|<1-«

Buradan,
a2 (3.22)
= (2-a)(1+ )

yazariz.

O halde,

|f (z)|£ r+§:|an|rn < r+r2i|an|
n=2 n=2

vede »|a,| icin (3.2.2) degerlendirmesini kullamrsak
n=2

l-«o )
1f(2)|< r+(1+ﬁ)(2_ay) r (3.2.3)

elde ederiz.
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Diger yandan, benzer sekilde

d = -«
f(2)=r=>lal">r-r>dal>r- r?
‘ ( )‘ nzz;‘| n| nz:;‘| n| (1+8)(2-ay)

yazariz.
(3.2.3) ve (3.2.4)’ten (3.2.1) esitsizliklerinin ispat1 tamamdir.
Simdi elde edilen sonucun kesin oldugunu goérelim.

Dogrudan da (3.2.1) esitsizliginde sol tarafin

l-a 20 4y
f(z):z—(1+ﬁ)(2_a]/)z Z=+

fonksiyonu i¢in esitlik olarak gerceklestigi goriiliir, yani bu fonksiyon i¢in

l-«a 9
““)‘z‘“aw)(z—anr

i {1_ (1+ﬂl)zg—a7) r}’ =
olur.

Boylece, Teorem 3.2.1’in ispat1 tamamlanmustir.

Teorem 3.2.1’de y =1 alinarak asagidaki sonuca varilir.
Sonug 3.2.1: Eger f €T («, B) ise 0 zaman

l-« 2<| ()| l-a

—(1+ﬂ)(2_a)r < Sr+—(l+ﬂ)(2—a) r’|z|=rr<1

esitsizlikleri dogrudur.

Elde edilen sonug

f(z)=z—1_—azz,z=ir

(1+8)(2-«a)

25
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fonksiyonu i¢in kesindir.

Sonug 3.2.1°de B =0 alnirsa agagidaki sonug elde edilir.
Sonug 3.2.2: (bkz [17,s. 111, Teorem 4]) f €T olsun. Eger f eTS*(a) Ise 0 zaman

l-a

1-a . £|f (z)|£r+2_ar2,|z|=r,r£1

r —

—a
esitsizlikleri dogrudur.

Elde edilen sonug

l1-a
f —z7-—"7% 7=+
(z2)=z 2_Olz Z=+r

fonksiyonu i¢in kesindir

Sonug 3.2.1’de g =1 alinarak su sonuca ulaslir.

Sonug 3.2.3: (bkz [17, 5.112,Teorem 4’iin sonucu]) f €T olsun. Eger f eTC(«) ise 0

Zaman

l-ao , <
N~ N =Ll > 1
2= rlzl=r,r
esitsizlikleri dogrudur.

Elde edilen sonug

fonksiyonu i¢in kesindir.
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Teorem 3.2.1’de y =0 alinarak asagidaki sonuca vartlir.

Sonug 3.2.4: f T olsun. Eger f eTK (e, B) ise 0 zaman

l-«o 2 ¢ -a
- <|f(z)< Jz|=r,r<1
r 2(1+,B)r | (2)| r+2(1+ﬂ)r lz|=r,r
esitsizlikleri dogrudur.
Elde edilen sonug
l-«
f(z)=z- 21=1
(2)=z 2(1+[5’)Z Z=1r

fonksiyonu i¢in kesindir.

Sonug 3.2.4’de f =0 alirsak asagidaki sonucu elde ederiz.
Sonu¢ 3.2.5: f €T olsun. Eger f eTK(«), 0 zaman

129 <|f (z)\3r+1_—ar2,|z|=r,rsl
2 2

esitsizlikleri dogrudur. Elde edilen sonug

fonksiyonu i¢in kesindir.

Teorem 3.2.2: Eger f €T (e, B;y) ise 0 zaman

2(1-a) e <
1—(1+ﬁ)(2_a7/)r_‘f () =<1

.\ 2(1-a)
(1+B8)(2-ay)

rlzj=rr<1

esitsizlikleri dogrudur.
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Ispat: f €T (a,B;7), «<[01), B,y €[0,1] olsun.

Basit hesaplama ile elde ederiz

~1-na, 2™ (3.2.6)

yazariz. O halde,

n-1

|f '(z)|£1+in|an| z
n=2

<1+r) nla,| (3.2.7)
n=2

dogrudur.

Teorem 3.1.2°den

(1+ ) [Z la,|- ayZ|a |} gn ay)[1+B(n-1)|ja,|<1-a

yazabiliriz.
Buradan

2 nlay| < y, a2 | (3.2.8)
elde ederiz.

(3.2.2) esitsizligini (3.2.8)’de dikkate alirsak asagidaki esitsizligi elde ederiz

in| a< 2(1-«a)

~ (1+8)(2—ay)

Bu degerlendirmeyi (3.2.7)’de dikkate alirsak teoremde istenen esitsizliklerden sag

taraftaki esitsizligin dogru oldugu goriiliir.

Benzer sekilde,
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[£(2)22- 3 nja, 2"

n=2

21—rin|an| (3.2.9)
n=2

esitsizliginde (3.2.9) degerlendirmesini kullanirsak

2(1-a) :
1+ B8)(2-ay)

|f '(z)‘21—in|an| A

n=2

21—rin|an|21—( (3.2.10)
n=2

elde ederiz.
(3.2.7) ve (3.2.10) esitsizliklerinin birlesimi bize (3.2.5) esitsizliklerinin ispatin1 veriyor.

Boylece, Teorem 3.2.2’in ispat1 tamamdir.

Teorem 3.2.2°de y =1 alinarak asagidaki sonuca vartlir.
Sonug 3.2.6: Eger f €T (o, B) ise 0 zaman

I ) B PR PN Gl ) B
T L L O b cwu Ty

rlz|=rr<1

esitsizlikleri dogrudur.

Sonug 3.2.6’da 8 =0 alirsak asagidaki sonuca ulasiriz.
Sonug 3.2.7: (bkz [17, s.112,Teorem6]). Eger f €TS () ise 0 zaman

2(1-a)
2—-«

rs|f'(z)|s1+ rlz|=rr<1

esitsizlikleri dogrudur.
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Sonug 3.2.6’da =1 yazilirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.2.8: (bkz [17, 5.112,Teorem 6’nin sonucu]) Eger f € TC(«) ise 0 zaman

1 1-@ rs|f '(z)|£1+1_—ar,|z|=r,r£1
2—a 2—«

esitsizlikleri dogrudur.

Teorem 3.2.2°de y =0 alinarak asagidaki sonuca vartlir.
Sonug 3.2.9: Eger f e TK(«, ) ise 0 zaman

-«
1+

T

rs‘f '(z)‘sl+1_—ar,|z|:r,r£1
1+

esitsizlikleri dogrudur.

Sonug 3.2.9°da S =1 yazilirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.2.10: Eger f eTK () ise 0 zaman

esitsizlikleri dogrudur.

3.3. T(a, B;7) siifi igin konvekslik yaricapi

Bu boliimde, T (a, iz 7) sinifinin konvekslik yaricapini belirledik.

Teorem 3.3.1: f €T (a, B;7) fonksiyonu
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lZ|<r=r(a.Biy)
diskinde konvekstir.

Burada,

r(a,piy)=inf {(”W)(Hﬂ(”l))j/(“) ‘n= 2,3,...}.

(1-a)n’

Ispat: feT(a Biy), a<[01), B,y €[0,1] olsun.

Teoremi ispatlamak igin U, ... ={zeC:|z|<r(a,Biy)} diskinde |zf "(2)/ f'(z)|<1

oldugunu gostermek yeterlidir.

Basit hesaplama ile bulabiliriz

—in(n 1)|a,|z"*

n=2

1-Y nla, 2"

n=2

< n=2

C1-Ynfa

n=2

Buradan goriildiigii iizere,

S n(n-1)fa, ||z <1- 3 n[a, [
n=2

n=2

Sn(n-1)a, 2"

(3.3.1)

(3.3.2)

esitsizliginin saglanmasi igin gerek ve yeter sart (3.3.1) esitsizligin sag tarafindaki

kesrin 1 ile smirli olmasidir.

(3.3.1) esitsizliginin asagidaki esitsizlige denk oldugu kolayca goriilebilir.

> a2 <1
n=2
Teorem 3.1.2 geregince

3 (n-ar)[1+ f(n-1)Ja,|<1-a,

n=2
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dolayistyla,

i(n_O‘V)[l+ﬁ(n_l)]|an|£l

(3.3.4)

yazariz.

(3.3.4) ve (3.3.3)’den goriiyoruz ki, eger

n2|z|”_ls(n_ay)[“ﬂ(n_l)] n=2,3 (3.3.5)
T : 3,... 3.

saglanirsa (3.3.3) esitsizligi gerceklesiyor.

O halde, sonuncu esitsizligi saglayan z degerleri igin fonksiyon konvekstir.

(3.3.5) esitsizligini |Z| bilinmeyenine gore ¢ozersek,

Y(n-1)
12| < {(n_aﬁl)fl;r)ﬁnfn_l))} n=23.. (3.3.6)

elde ederiz. (3.3.6) esitsizligi her n=2,3,... i¢in saglandigindan

—ay)(1+ p(n-1)) V"
|z| <inf [( 7(/1)E1a)ﬂn2( 1))J ‘n=23,..

esitsizligi i¢in de saglanir.
Bununla Teorem 3.3.1’in ispat1 tamamdir.

Teorem 3.3.1’de y =1 alinarak asagidaki sonuca varilir.
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Sonu¢ 3.3.1: f €T (a,B) fonksiyonu

lz|<r=r(a,p)
diskinde konvekstir.

Burada,

r(a, B)=inf {WT(M ‘n=2,3,..;.

Sonug 3.3.1’de B =0 alimursa asagidaki sonuca ulasilir.

Sonug 3.3.2: (bkz [17,5.113, Teorem 8]) f € S™(«) fonksiyonu
|lz|<r=r(a)

diskinde konvekstir.

Burada,

Ozel durumda asagidaki sonuca variriz.

Sonug¢ 3.3.3: f S” fonksiyonu

1
UI,ZZ{ZE(CZ|Z|<E}

diskinde konvekstir.
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3.4. A(a, B T) ve TA(«, B;7) siflart i¢in katsay: sinirlari

Bu béliimde, merkezil agik birim diskte analitik fonksiyonlarn A(a,B;7) ve

TA(a, 5, z') alt siniflarinin bazi 6zelliklerini inceleyecegiz.
s’C (a, B T) siifindaki fonksiyonlar i¢in yeterli bir kosul asagidaki teoremle verilir.

Teorem 3.4.1: feA olsun. f fonksiyonunun A(a,S;7) sifina ait olmas: igin

asagidaki kosulun saglanmasi yeterlidir

gln+a—aﬂﬂ—{[L4n—nﬁ]@Jsa—aﬂﬂ
Sonug

f.(z)=2+ (=)l

" [n+(1-a)[d-1][1+(n-1) ]

z".zeU,n=23,...

fonksiyonlart i¢in kesindir.

Ispat:  Tanim  2.1’e  gore,  bir f fonksiyonunun A(a, Bi7),

€[0,1), B€[0,]], 7eC =C—{0} simfina ait olmas: igin yeterli ve gerekli kosulun

o[ d@ept e
" {1 iﬂzf (2)+(-4)1(2) 1}}

oldugu tarafimizca ispatlandi.

Bu kosulun saglanmasi i¢in

1

T

<l-a (3.4.1)

zf '(2)+ B2* £ "(2) ~
L;zf W@ A7) 1}

kosulunun saglanmasinin yeterli oldugu kolaylikla gosterilebilir.

O halde, bizim sonuncu kosulun saglandigini géstermemiz yeterli olacaktir.
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(2.1) g6z 6niine alindiginda, basit hesaplama ile

l[ 2 (2)+ p2°1 *(2) 1}‘_ 1 nZ.;:(n—1)[1+ﬁ(n—1)]anz“ Z;: (n-1)[1+B(n-1)]ja,|
pt f

(2)+(1-p)f(z) || |r z+n2[1+ﬂ(n—1)]anz” { ihﬁ (n- 1]|a}

yazariz.

Gorildiugi tizere, yukaridaki esitsizligin sag tarafindaki kesrin 1—¢ ile sinirli olmasi
i¢in

o0

:2 (n-)[1+B(n-1) |[a,| <|r|(1-<) {1 Z[1+ﬂ (n- 1]|a}

n
kosulunun saglanmasi gerekli ve yeterlidir.

Bu ise
;[n+(1—a)|f|—1][1+(n—1)ﬂ]|an|S(l—a)lfl (34.2)

esitsizligine denktir.
Dolayistyla, kosul (3.4.2) saglanirsa esitsizlik (3.4.1) dogrudur. O halde f e A(a, 5 z') :

Elde ettigimiz esitsizligin

Z)=17+ (1_a)|f| z2".zeU,n=
f(2) [n+(1-a)[r]-1][1+(n-1) 8] J.n=23

fonksiyonlar i¢in esitlik olarak saglanacagi kolayca gosterilir.

Boylece, Teorem 3.4.1’in ispat1 tamamdir.

Teorem 3.4.1’de 7 =1 alinarak asagidaki sonuca vartlir.

35



Sonu¢ 3.4.1: f € A olsun. f fonksiyonunun A(a,,B) siifina ait olmasi i¢in asagidaki

kosulun saglanmasi yeterlidir

i(”—a)[l+ﬁ(n—1)]|an|31—a.

=2

=}

Sonug

f(z)=z+ (1—a)|r| 7 2",zeU,n=23,...

fonksiyonlar1 i¢in kesindir.

Sonug 3.4.1°de B =0 segilirse, asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonu¢ 3.4.2: (bkz [17, s.110, Teorem 1]) f e A olsun. f fonksiyonunun s*(«)

siifina ait olmasi icin agsagidaki kosulun saglanmasi yeterlidir

0

Z(n—a)|an|£1—a.

n=2
Sonuc

1—a)|r|

fn(z):z+(

2",zeU,n=2,3,...
n—a

fonksiyonlart i¢in kesindir.

Sonug 3.4.1’de =1 alinirsa asagidaki sonuca ulasiriz.

Sonu¢ 3.4.3: (bkz.[17, s.110, Teorem 1 sonucu]) f e A olsun. f fonksiyonunun

C(a) sinifina ait olmast igin asagidaki kosulun saglanmasi yeterlidir

in(n—a)|an|sl—a

n=2
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Sonug

fn(Z)ZZ-I-MZn,ZEU,I’]=2,3,...
n(n—a)

fonksiyonlar1 i¢in kesindir.

Asagidaki teoremden TA(a,;7) smifindan olan fonksiyonlar iginz e R—{0}

durumunda Teorem 3.4.1’in tersinin de dogru oldugunu goriiyoruz.

Teorem 3.4.2: feT olsun. f fonksiyonunun TA(«,f;7) smifina ait olmas: i¢in

asagidaki kosulun saglanmasi gerekli ve yeterlidir
Z_;[n +(1-a)lz|-1][1+(n-1) B]|a,|< (1-a)]z].

Sonug

f.(2)=1 (A-a)lr 2",zeU,n=23,...

7 [n+(-a)ld-1][1+(n-1) 5]

fonksiyonlart i¢in kesindir.

Ispat: Teoremin yeterliliginin ispat1 Teorem 3.4.1’in ispatma benzer sekilde

yapildigindan yeterliligin ispatin1 vermiyoruz.

Biz burada sadece teoremin gerekliligini ispatlayacagiz.

Farz edelimki f €TS'C(a,f:7),a2<€[0,1),€[0,1],7€R". Yani

1| #f'(z)+pBz*f"(2)
Re{“;{ﬂzf (D) +(1=p) f (z)‘l}}”"z v (34.3)

Basit sadelestirmelerle (3.4.3)’1 asagidaki sekilde yazabiliriz

37



S (n —1)[1+,B(n —l)] az"
Re{ —n=2 >a-—1.

r{z—g[uﬂ(n—l)]anz”}

Agiktir ki, eger z parametresi reel segilirse

—nzj;(n—l)[1+ ﬂ(n—l)] az"
r{z —ni[lJr ﬁ(n—l)]anz”}

ifadesi reeldir. O halde, bu ifadede z > 1" olarak limite gecersek

2n D[1+B(n-1)]a,
{ il+ﬂn 1]a}

>a-1 (3.4.4)

elde ederiz.

Sonuncu esitsizligi 7 parametresinin farkli isaret durumlarina bagli olarak

inceleyecegiz.

7> 0 olsun. Bu durumda, (3.4.4)’den

_g(n—l)[1+ B(n-1)]a, > (a—l)r{l—g[lJrﬂ(n—l)] an}

elde ederiz.

Buradan, basit sadelestirmeyle yazariz:
Dn+(1-a)r-1][1+B(n-1)]a, <(1-a)l]| (3.4.5)
n=2

Simdi 7 <0 olsun. O zaman, 7 =—|z| ve (3.4.4)’den
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o0

~1)[1+B(n-1)]a,

n=

|T|%.g[l+ﬂ(nl)]an}

>a-1 ,

yani,

Zn D[1+p(n-1)]a, 2(a- 1|r|{ i[lwn -1)]a }

n=2

O halde,
Z[n +(a-1)[r|-1][1+ B(n-1)]a, 2 -(1-a)[7].

a <1 (veya 1- a > a —1) oldugundan, son esitsizlikten,
S[nr(-a)i-1[1sf(n-]az-(-a)d. @46

Boylece , (3.4.6) ve (3.4.5)’den teoremin gerekliliginin ispati tamamdir.

Elde edilen sonucun

Z)=12— (1—a)|r| 2",zeU,n=
.(2) [n+(1-a)[r]-1][1+(n-1) 8] U.n=23

fonksiyonlari i¢in kesin oldugu rahatlikla gosterilir.

Bununla teoremin ispat1 tamamdir.

Teorem 3.4.2°nin 6zel durumu Altintas tarafindan [3, z=1vep=n=1igin]

ispatlanmustir.
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Teorem 3.4.2°de 7 =1 alinarak asagidaki sonuca varilir.

Sonu¢ 3.4.4: feT olsun. f fonksiyonunun TA(a,ﬂ) siifina ait olmasi igin

asagidaki kosulun saglanmasi gerekli ve yeterlidir

i(”—“)[1+(”—1)/3]|an|sl—a.

n=2
Sonuc

l-«

(n-a)[1+(n-1)4]

f.(z)=z2 2",zeU,n=23,...

fonksiyonlart i¢in kesindir.

Hatirlatma 3.4.1: Sonug 3.4.4’te elde edilen sonug [3]’deki Teorem 1’1 dogrular.

Sonug 3.4.4’te, B =0 alirsak asagidaki sonuca ulasiriz.

Sonuc¢ 3.4.5: ( bkz. [17, 5.110, Teorem 2] ) f eT olsun. f fonksiyonunun TS™(«)

sinifina ait olmasi i¢in asagidaki kosulun saglanmasi gerekli ve yeterlidir

0

Z(n—a)|an|£1—a.

n=2
Sonug

l-a

f.(z)=z- 2",zeU,n=2,3,...

nN—«o

fonksiyonlar1 i¢in kesindir.

Sonug 3.4.4’te B =1 almirsa asagidaki sonucu elde ederiz.
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Sonug 3.4.6: (bkz [ 17, p.111, Sonug 2 1) feT olsun. f fonksiyonunun TC(c)

siifina ait olmasi i¢in asagidaki kosulun saglanmasi gerekli ve yeterlidir

in(n—a)|an|s1—a.

n=2

Sonug

l-«a
f =z——7",7zeU,n=2,3,...
(2)=1 n(n—a)z zeU,n

fonksiyonlart i¢in kesindir.

Teorem 3.4.2°de # =0 alinirsa asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonu¢ 3.4.7: f €T olsun. f fonksiyonunun TA(«,7), z €R" smifina ait olmasi

icin asagidaki kosulun saglanmasi gerekli ve yeterlidir
Z_;[n +(1-a)lz|-1]ja,| < (1-a)[z].

Sonuc¢

(1-a)l

"zeU,n=23,..
(a1 "

f.(z)=2-

fonksiyonlart i¢in kesindir.

Teorem 3.4.2°den TA(a, ,B;T) simifina ait fonksiyonlarin katsayilar1 i¢in asagidaki

sonucu elde ederiz.

Teorem 3.4.3: (2.2) formiili ile tanimlanan f fonksiyonu TA(a,ﬂ;r),r eR" smifina

ait olsun. Bu durumda, asagidaki esitsizlikler dogrudur
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2R o -] @47
o e l< 2.(1—a)|2'|
22: | "|‘(1+ A1+ 1-a)ld] (3.4.8)

Ispat: f eTA(a,B;7),7 € R olsun. Teorem 3.4.2’yi kullanarak,

[1+(1-a)|]](1+ ﬂ)nZ:|an| < g[n+(1—a)|r|—l:|.[1+(n—l)ﬂ1|an|S (1-a)]|

elde ederiz.
Buradan, (3.4.7) esitsizliginin dogrulugu goriiliir.

Benzer sekilde yaziyoruz
(1+ ﬂ);[n +(1-a)|z|-1]Ja,|< Z:;[n+(1—a)|r|—1].[l+(n—l)ﬂ]|an| <(l-a)ld:

yani,

0

(14 B) Sl < (1- o)+ [1- (1)l ]+ ) T o]

n=2
Son esitsizlikte (3.4.7) kullanarak

(1+ﬂ)in|an|s%

n=2
elde ederiz ki buradan (3.4.8) esitsizliginin dogrulugu kolayca goriiliir.

Boylece, Teorem 3.4.3’{in ispat1 tamamlanmustir.

Teorem 3.4.3’de 7 =1 alinarak asagidaki sonuca vartlir.
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Sonug 3.4.8: (2.2) formiilii ile tanimlanan f fonksiyonu TA(«, ) smifina ait olsun.

Bu durumda, asagidaki esitsizlikler dogrudur

0

Z:; 1+ﬂ)(2 a)

ve

© 2(1—a)
2"l gy

Hatilatma 3.4.2: Sonug 3.4.7°de elde edilen sonug [3]’deki Lemma 2’yi (n= p =1 ile)

dogrular.

Teorem 3.4.2°den TA(a, ﬂ;r), reR" smifina ait fonksiyonlarin katsayr sinir

tahminlerinden asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonu¢ 3.4.9: Eger, f eTA(a,fS;7), 7R ise katsayilar icin asagidaki esitsizlikler

gecerlidir

al< (1-a)l] o3
||‘[n+(1—a)|r|—1][1+(n—1)ﬂ]’ 23

Hatilatma 3.4.3: Sonug 3.4.9’dan ilgili parametrelerin ¢esitli degerleri igin ¢ok sayida
sonug elde edilebilir. Bu sonuglarin bazilar1 konuyla ilgili daha onceki caligmalarda

verilmistir (bakiniz 6rnegin [2,17,18]).
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu tez ¢alismasinda,  €[0,1), 3,7 €[0,1] ve 7 € C" =C—{0} igin orijin merkezli agik
birim diskte analitik fonksiyonlarm bazi yeni A(ea,f,7), T(a,B,7), Ala,f.7) ve

TA(a, B;7) alt simiflarim tamimladik.

Analitik fonksiyonlarin bu siniflarinin bazi1 geometrik 6zelliklerini inceledik.

Ayrica, bu smiflarin katsayr problemleri, distortion teoremleri ve konvekslik ve

yildizillik yarigapi gibi ¢esitli 6zelliklerini inceledik.

Tezimizde tanimlanan siniflar i¢in Fekete-Szegd fonksiyoneli ve ikinci Hankel

determinantinin iist sinir problemi ve diger geometrik 6zellikler de incelenebilir.

Biz bu tezde (bkz. Teorem 3.4.2) bir analitik fonksiyonun TA(«, B;7), © eR" sinifina

ait olmasi i¢in yeterli ve gerekli kosulu verdik. Bu teorem 7€ C = (C—{O} durumunda
yapilabilirse daha iyi sonuglar elde edilebilir. Bu arastirmacilar i¢in bir ¢aligma konusu

olabilir. Ayrica, Teorem 3.4.3°de 7 € C" = C—{0} durumunda incelenebilir.
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