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SEMBOLLER VE KISALTMALAR DİZİNİ 

 

                   :  Doğal sayılarxkümesi 

   : KarmaĢık düzlem 

   : Reel sayılar 

U    :  : 1U z z   KarmaĢık düzlemde açık birim disk 

( )f U               : U  açıkxbirim diskinin f  fonksiyonuxaltındaxgörüntüsü 

A                     : U ‟daxanalitik ve    0 0 1 0f f     koĢulunu sağlayan       

                        
2

, , 2,3,...n

n n

n

f z z a z a n




     fonksiyonlarının sınıfı 

S                     : A ‟nın ünivalentxfonksiyonlarındanxoluĢan altxsınıfı 

C                     : U ‟da konveksxfonksiyonlarınxsınıfı 

*S                    : U ‟da yıldızıl (Starlike) fonksiyonların sınıfı 

 *S               :  
 

 
* : Re ,  z

zf z
S f S U

f z
 

     
      

    

 

 C                :  
 

 
: Re 1 ,  

zf z
C f S z U
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1. GENEL BİLGİLER 

1.1. Giriş 

Bilindiği üzere, analitik fonksiyonların belli bir altsınıfının katsayı problemi, Fekete-

Szegö problemi, Hankel determinantı için üst sınır problemi önemli ve çok çalıĢılan 

konulardandır. Bu konuda birçok araĢtırmacıların çok sayıda çalıĢmaları mevcuttur 

[1,5,16,18,21-31,38,42,45,46]. 

Yukarıda adı geçen problemler karmaĢık düzlemin  : 1U z z    merekezil açık 

birim diskinde incelenmektedir. Bunun ana sebeplerinden biri Riemann dönüĢüm 

teoremi gereğince karmaĢık düzlemin basit bağlantılı bir bölgesinin birim diske 

konform dönüĢtürülebilmesidir. Öte yandan, bilindiği üzere konform dönüĢüm altında 

bölgelerin birçok özellikleri korunmaktadır.   Ayrıca, analitik fonksiyonlar merkezil 

açık birim diskte yakınsak seriye açılabilmektedir. Bu sebeplerden dolayı, bir bölgede 

çalıĢmaktansa birim diskte çalıĢmak tercih edilmektedir.  

Analitik fonksiyonlar teorisindeki birçok çalıĢmalar karmaĢık düzlemde 

 : 1U z z    açık birim diskte analitik ve    0 0 1 0f f     normalleĢtirme 

koĢulunu sağlayan fonksiyonların bir sınıfında yoğunlaĢmıĢtır.        

Aynı zamanda U   açık birim diskte analitik fonksiyonların yeni alt sınıflarını tanıtıyor 

ve araĢtırıyoruz. Bu sınıflara ait fonksiyonların bazı ilginç özelliklerini inceliyor ve aynı 

sınıflara ait fonksiyonlar için katsayı tahminleri ile Fekete-Szegö probleminin 

çözümünü veriyoruz.  

Bu tez çalıĢmasında, U  açık birim diskte analitik fonksiyonların bir yeni  , ,    

alt sınıfı tanımlanmıĢ, bu sınıfın katsayı problemleri ve Fekete-Szegö problemleri 

incelenmiĢtir. Parametrelerin özel değerlerinde elde edilen sonuçların kaynaklarda 

mevcut olan sonuçlarla çakıĢtığı da saptanmıĢtır. 
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1.2 Kuramsal Temeller 

Bu alt baĢlıkta tezimizin konusuyla ilgili temel kavramlar sunuldu. Bu kavramlar için 

Ponnusamy ve Silverman‟ın [35] kaynağından faydalanıldı. 

 

Tanım1.2.1. ( r -komĢuluğu): 0z   ve 0r   bir reel sayı olmak üzere,  

   0 0 0, :U z r z z z r                     (1.2.1) 

kümesine 0z  merkezli r  yarıçaplı açık disk (veya 0z  noktasının r  komĢuluğu) denir. 

0( , )U z r  ile 0( , )U z r ‟nin kapanıĢı 0( , )U z r  ile de onun sınırı gösterilir.  

Dolayısıyla, 

   0 0 0, :U z r z z z r     ve     0 0 0, :U z r z z z r     . 

Özel durumda orijin merkezli r  yarıçaplı disk (0, ) rU r U   ile, orijin merkezli açık 

birim disk de   : 1,U z z z    ile gösterilir. 

Tanım 1.2.2. (Ġç Nokta):  S   herhangi bir küme olsun. 0z S  noktası için 

0( , )U z r S  olacak Ģekilde bir 0r   sayısı varsa 0z  noktasına S  kümesinin bir iç 

noktası denir. 

Tanım 1.2.3. (Açık Küme): Bir S   kümesi verilsin. Eğer, S  kümesinin her noktası 

S  nin bir iç noktası ise S  kümesine açık küme denir. 

Tanım 1.2.4. (Kapalı Küme): S   olsun. S  kümesinin tümleyeni açık küme ise, S  

kümesine kapalı küme denir. 

Tanım 1.2.5. (Ayrık Küme): Ortak elemanı olmayan kümeye ayrık küme denir. 

Tanım 1.2.6. (Bağlantılı Küme): Eğer 1 2 1,S S S S S     ve 2S S   olacak 

Ģekilde 1S  ve 2S  gibi boĢ olmayan iki ayrık ve açık küme bulunamaz ise S   

kümesine bağlantılıdır denir. Aksi halde bağlantısız küme denir. 
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Tanım 1.2.7. (Bölge): Açık ve bağlantılı kümelere bölge denir. 

Örneğin karmaĢık düzlemde her komĢuluk bir bölgedir. 

Tanım 1.2.8. (Süreklilik): S  , :f S   bir fonksiyon ve 0z S  olsun. Her 0   

için 
0z z    olduğunda    0f z f z    olacak biçimde  0, 0z     sayısı 

varsa f  ye 0z  noktasında süreklidir denir. Eğer, f  fonksiyonu S  kümesinin her 

noktasında sürekli ise 'f ye S  kümesi üzerinde sürekli fonksiyon denir. 

S  kümesi üzerinde sürekli fonksiyonların kümesini  C S  ile göstereceğiz. 

Tanım 1.2.9. (Diferansiyellenebilme): A  bir bölge olmak üzere, :f A  bir 

fonksiyon ve 0z A  olsun. Eğer,  

   
0

0

0

lim
z z

f z f z

z z




     (1.2.2) 

sonlu limiti varsa f  fonksiyonu 0z A  noktasında diferansiyellenebilirdir 

(türevlenebilirdir) denir. Bu limit değeri  0f z  ile gösterilir ve 0z z  noktasında f  

fonksiyonunun türevi olarak adlandırılır. 

Dolayısıyla, (1.2.2) limiti sonlu ise  

 
   

0

0

0

0

lim
z z

f z f z
f z

z z


 


 

olarak tanımlanır. 

Tanım 1.2.10. (Analitiklik): Bir f  karmaĢık fonksiyonu bir 0z  noktasında ve bu 

noktanın belli bir  0 ,U z   komĢuluğundaki bütün noktalarda diferansiyellenebiliyorsa 

f , 0z  noktasında analitiktir denir.  
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Eğer, f  fonksiyonu bir S   kümesinin her noktasında analitikse f ‟ye S  kümesi 

üzerinde analitik denir. S  kümesinde analitik fonksiyonların kümesi (çoğu 

kaynaklarda)  H S  ile gösterilir. 

KarmaĢık düzlemin tamamında analitik olan fonksiyonlara tam fonksiyon denir. 

Örneğin, 
ze  fonksiyonu bir tam fonksiyondur. 

z x iy   olmak üzere, karmaĢık değiĢkenli karmaĢık değerli bir 

     , ,f z u x y iv x y   fonksiyonu analitik ise  

   , ,u x y v x y

x y

 


 
 ve 

   , ,u x y v x y

y x

 
 

 
  (1.2.3) 

ya da  

   2 2

2 2

, ,
0

u x y u x y

x y

 
 

 
                                    (1.2.4) 

olarak ifade edilen Cauchy-Riemann koĢulları sağlanıyor. 

Tanım 1.2.11.(Kapalı Eğri): BaĢlangıç ile bitiĢ noktaları aynı olan eğriye kapalı eğri 

denir. 

Tanım 1.2.12.(Pozitif Yönlü Eğri): Parametrenin artıĢı eğri üzerinde saat yönünün tersi 

yönüne karĢılık geliyorsa böyle eğrilere pozitif yönlü eğri denir. Aksi durumda negatif 

yönlü eğri denir. 

Teorem 1.2.1. (Cauchy-Türev Formülü): Bir f  fonksiyonu pozitif yönlü basit kapalı   

eğrisinin sınırladığı bölgede ve   eğrisi üzerinde analitik bir fonksiyon ve 0z  bu eğrinin 

sınırladığı bölgenin içinde bir nokta ise n  için  

   
 

 
0 1

0

!

2

n

n

f zn
f z dz

i z z
 




  .             (1.2.5) 

(1.2.5) formülüne analitik fonksiyonlar için Cauchy Türev formülü denir.  

 



5 
 

Cauchy türev formülünün en önemli sonuçlarından biri Ģudur: Bir bölgede analitik bir 

fonksiyonun bu bölgede her mertebeden türevi vardır ve bu türevler de o bölgede 

analitiktir.  

Bu durumda, f  analitik fonksiyonu 0z  noktasında 

       0 0

0

,  / !
n n

n n

n

f z a z z a f z n




       (1.2.6) 

Ģeklinde bir Taylor açılımına sahiptir. 

 Fakat bu hüküm reel değiĢkenli reel değerli fonksiyonlar için genelde doğru değil. 

Yani, her reel değiĢkenli reel değerli fonksiyonun bir noktada birinci mertebeden türevi 

varsa bu noktada daha yüksek mertebeden türevi vardır diyemiyoruz.  

Örneğin,   3/2f z x  reel değiĢkenli reel değerli fonksiyonunun 0x   noktasında 

birinci mertebeden türevi olduğu halde, aynı fonksiyonun 0x   noktasında ikinci 

mertebeden türevi yoktur. 

Tanım 1.2.13. (Ünivalent (yalınkat) Fonksiyon): ,  f A  bölgesinde tanımlı analitik 

bir fonksiyon olsun. Her 1 2,z z A  için    1 2f z f z  olması 1 2z z  olmasını 

gerektiriyorsa (veya 1 2z z  olduğunda    1 2f z f z  gerçekleĢiyorsa) f  fonksiyonuna 

A  bölgesinde ünivalent (yalınkat) fonksiyon denir [9].  

Eğer f ,  0z  noktasının bir komĢuluğunda ünivalent ise f ‟ye yerel ünivalent 

fonksiyon denir. 

Teorem 1.2.2. (Yerel Ünivalentlik Kriteri): Analitik bir f  fonksiyonunun 0z  

noktasında yerel ünivalent olması için gerek ve yeterli koĢul  0 0f z   olmasıdır [9].  

Fakat  0 0f z  Ģartı f  fonksiyonunun ünivalentliği için gerek Ģart olup yeterli 

değildir. Yani, f  analitik fonksiyonu ünivalent ise  0 0f z   fakat tersi daima doğru 

değildir. Bir kümede yerel ünivalent olan analitik fonksiyonların, bu kümede ünivalent 

olması gerekmez. 
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Örnek 1.2.1.:   2f z z  fonksiyonu  :1 2,0 arg 3 / 2A z z z       bölgesinde 

yerel ünivalent olmasına rağmen ünivalent değildir.  

Gerçekten   2f z z  fonksiyonu, A  bölgesinde analitik ve her 0z A  için  0 0f z   

sağlandığından yerel ünivalenttir. Fakat  

5 5 5 5 25

93 2 3 2 3 2 3 2
f i f i i
   

       
   

  (1.2.7) 

olduğundan    2f z z  fonksiyonu A  bölgesinde ünivalent değildir.  

Eğer, A  bölgesinde f  analitik fonksiyonu yerel ünivalent ise bu durumda z A  

noktasında f   fonksiyonu f ‟nin yerel geometrik davranıĢını belirler.  f z  ve 

 arg f z  değerleri sırasıyla yerel büyüme ve yerel dönme etkenleridir.  

Ayrıca, bilindiği üzere :f A   analitik dönüĢümünün Jacobian determinantı

   
2

Jf z f z  olarak tanımlanmaktadır. Jacobian determinantının  
2

f z  ifadesine 

eĢit olduğu Cauchy-Riemann denklemlerinden kolayca görülür.  

Böylece, analitik fonksiyonlar için Jacobian determinantının sıfırdan farklı olması, yerel 

ünivalentlik için gerek ve yeter Ģarttır. 

Tanım 1.2.14. (Düzgün Eğri):  t  eğrisi verilsin. Eğer  ,a b  de türevi sürekli ve 

sıfırdan farklı ise    eğrisine düzgün eğri denir. 

Tanım 1.2.15. (Konform dönüĢüm): Eğer, bir dönüĢüm, belli bir noktadan geçen iki 

düzgün eğri arasındaki açının büyüklüğünü ve yönünü koruyorsa, bu dönüĢüme bu 

noktada konform dönüĢüm denir. Eğer, bir f  fonksiyonu, bir A  bölgesinin tüm 

noktalarında konform ise, f  fonksiyonu A  bölgesinde konformdur denir. 

 Örneğin,   xf z e  dönüĢümü  düzlemin tamamında konformdur. 

Teorem 1.2.3: f  fonksiyonunun analitik olduğu her z  noktasında   0f z   koĢulu 

sağlanıyorsa, f  fonksiyonu konformdur. Dolayısıyla, bir bölgede analitik ve ünivalent 

bir fonksiyon konformdur. 
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Teorem 1.2.3‟de verilen koĢul ünvalentlik için yeterli koĢul olup gerekli değil. 

 En önemli konform dönüĢümlerinden biri Möbius dönüĢümüdür. Bu dönüĢüm 

,  ,  ,  a b c d  karmaĢık sabitler olmak üzere, aĢağıdaki Ģekilde tanımlanır  

 
az b

w f z
cz d


 


,  0ad bc      (1.2.8) 

ve geniĢletilmiĢ karmaĢık düzlemi        kendi üzerine konform olarak 

resmeder.  

1851 yılında Riemann, z  - düzlemindeki  D D   bölgesini, w  - düzlemindeki 

1D  bölgesi üzerine resmeden f  analitik fonksiyonun varlığını aĢağıdaki teoremle 

ispatlamıĢtır. 

Teorem 1.2.4. (Riemann DönüĢüm Teoremi): KarmaĢık düzlemin her    D D   

basit bağlantılı bölgesi konform olarak U  birim diski üzerine resmedilir. Ayrıca, 

0z D  olmak üzere  0 0f z   ve  0 0f z   koĢullarını sağlayan ve D ’yi U  birim 

diski üzerine resmeden bir tek konform dönüĢümü vardır [9]. 

Tezimizin bu alt bölümünde geometrik fonksiyonlar teorisinin özel bir konusu olan 

ünivalent fonksiyonları ve ünivalent fonksiyonlar sınıfının bazı altsınıflarını biraz daha 

ayrıntılı sunacağız.  

Bilindiği üzere, analitik olarak bir ünivalent fonksiyon sıfırdan farklı türeve sahip iken, 

geometrik olarak da basit eğrileri basit eğrilere dönüĢtürüyor. Hem analitik hem de 

ünivalent fonksiyon ise basit bağlantılı bölgeleri basit bağlantılı bölgelere dönüĢtürüyor.  

Riemann dönüĢüm teoremi gereğince, keyfi basit bağlantılı bir bölgede tanımlı f  

ünivalent fonksiyonu yerine U  açık birim diskte tanımlı ünivalent bir f  fonksiyonu 

seçilebilir.  
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2. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

 Tezimizin bu baĢlığında kullanacağımız materyal ve yöntemleri verdik.  

 0 0f   ,  0 1f    normalizasyon Ģartları göz önüne alınırsa (1.2.6) serisi  

 
2

n

n

n

f z z a z




   , z U             (2.1) 

Ģeklini alır. 

 (2.1) Ģeklinde tanımlanmıĢ fonksiyona normalize edilmiĢ analitik fonksiyon denir.  

'U da normalize edilmiĢ analitik fonksiyonların sınıfını A  ile göstereceğiz ve kısaca  

 
2

: 'da analitik ve  n

n

n

A f U f z z a z




 
   
 

     (2.2) 

yazacağız. 

ġimdi ünivalent fonksiyonların sınıfını tanımlayalım. 

Tanım 2.1 (S Sınıfı): U  birim diskinde ünivalent olan f A  fonksiyonlarının 

oluĢturduğu sınıfa S  sınıfı denir ve kısaca  

          :   fonksiyonu 'da ünivalenttirS f A f U      (2.3) 

Ģeklinde gösterilir [9,13,34] . 

Ayrıca, her f S  fonksiyonu  

 1 2 3 4

2 3 4f w w A w A w A w       , w D  ve 2 2A a   , 2

3 2 32A a a   ,  

3

4 2 2 3 45 5A a a a a     

olacak Ģekilde  

  1f f z z   , z U  ,   1f f w w   ,   0:w D w w r f    ,  0

1

4
r f     (2.4) 

biçiminde bir ters fonksiyona sahip olduğu bilinmektedir [10] . 
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S  sınıfına ait bazı fonksiyon örnekleri aĢağıda verilmiĢtir. 

(i)    
1

1w f z z z


    fonksiyonu U  birim diskini  Re 1/ 2w    sağ yarı 

düzlemine resmeder. 

(ii)    
1

21f z z z


   fonksiyonu U  birim diskini     / , 1/ 2 1/ 2,     

bölgesi üzerine resmeder. 

(iii)    
2

1f z z z


   Koebe fonksiyonu U  birim diskini  / , 1/ 4   bölgesi 

üzerine resmeder. 

Ayrıca, Ģunu da belirtelim ki, S  sınıfına ait iki fonksiyonun toplamı S  sınıfına ait 

olmayabilir.  

Örneğin, 

 1
1

z
f z S

z
 


  ve  2

1

z
f z S

iz
 


.   (2.5) 

Fakat 

 
 

1 2

1

1
f z

z
 


 ve    

 
2 2

1

1
f z

iz
 


   (2.6) 

türevlerinden 

   
 

   
1 2 2 2

2 2 1

1 1

i z
f z f z

z iz

 
  

 
    (2.7) 

elde edilir ki 
1

2

i
z U


   noktasında 

   1 2 0f z f z        (2.8) 

olduğu görülür. Dolayısıyla, 1 2f f  fonksiyonu için ünivalentliğin gereklilik koĢulu 

sağlanmamıĢ olur. Yani, 1 2f f S  . 

Bununla beraber S  sınıfındaki birçok özellik bazı dönüĢümler altında korunur. 
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Tanım 2.2 (Sınıfı): U  birim diskinde  0 1,p     Re 0p z   koĢullarını sağlayan 

 
1

1 n

n

n

p z c z




   Ģeklinde fonksiyonların oluĢturduğu sınıfa Caratheodory sınıfı veya 

P  sınıfı denir. 

Örneğin,      1 / 1 ,p z z z z U     fonksiyonu P  sınıfına ait olup, U  birim diskini 

sağ yarı düzlem üzerine resmeden bir konform dönüĢümdür. 

 Ayrıca, P  sınıfına ait bir fonksiyonun ünivalent olması gerekmez.  

Örneğin,   1 np z z   fonksiyonu P  sınıfına ait olmasına rağmen 
0,n 2n   için 

ünivalent değildir. 

Her ünivalent fonksiyon da Caratheodory sınıfına ait değildir.  

Örneğin,  f z z  fonksiyonu ünivalent olmasına rağmen P  sınıfına ait değildir. 

ġimdi de S  sınıfının bazı önemli altsınıflarından bahsedelim. 

 

Tanım 2.3 (S* Sınıfı): B   kümesi verilsin. B  kümesindeki sabit bir 0z  noktasını 

keyfi z B  noktasına birleĢtiren doğru parçası tamamen B  kümesinde kalıyorsa, B ‟ye 

0z  noktasına göre yıldızıl küme denir. 0z  noktası özel olarak orijin seçilirse, bu kümeye 

orijine göre yıldızıl küme veya kısaca yıldızıl küme adı verilir.  

Eğer, bir f  fonksiyonu U  birim diskini w  düzleminin 0w  noktasına göre bir yıldızıl 

kümeye resmediyorsa, f  fonksiyonuna 0w  noktasına göre yıldızıl fonksiyon denir. 

Özel durumda, f  fonksiyonu U  birim diskini yıldızıl kümeye resmediyorsa f  

fonksiyonuna yıldızıl fonksiyon denir.  

S  sınıfındaki tüm yıldızıl fonksiyonların kümesi *S  ile gösterilir. 

Kısaca, yıldızıl fonksiyonları  

 

 
: Re 0,

zf z
S f S z U

f z


   

      
   

   (2.9) 
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Ģeklinde gösterebiliriz 

Tanım 2.3 yıldızıl fonksiyonlar sınıfının geometrik tanımıdır.  

AĢağıdaki teorem bir fonksiyonun yıldızıl olması için gerekli ve yeterli koĢulu ifade 

etmekle beraber yıldızıl fonksiyonlar sınıfının analitik tanımını vermektedir. 

 

Teorem 2.1: f S  olsun. O halde, 

 

 

zf z
f S P

f z




   .    (2.10) 

Ayrıca,  
2

n

n n

n

f z z a z S a n






      tahmini doğrudur [13,34].  

S  sınıfına ait fonksiyonlardan en önemlilerinden birisi  

 
 

2
1

z
k z

z



, z U      (2.11) 

Ģeklinde tanımlanan Koebe fonksiyonudur.  

Bu fonksiyonu 

 
2

1 1
1

4 1

z
k z

z

  
   

   

    (2.12) 

Ģeklinde de yazabiliriz. 

 

Tanım 2.4 (C Sınıfı): B   kümesi verilsin. Her 1 2,w w B  için 1w  noktasını 2w  

noktasına birleĢtiren doğru parçası tamamen B   içinde kalıyorsa B ‟ye konveks küme 

denir. Eğer, bir f  fonksiyonu birim diski, konveks bir kümeye resmediyorsa f  

fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. S  sınıfındaki tüm konveks fonksiyonların sınıfı 

C  ile gösterilir [9,34].  
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C  sınıfını kısaca 
 

 
: Re 1 0,

zf z
C f S z U

f z

   
          

 Ģeklinde gösterebiliriz. 

Tanım 2.4. konveks fonksiyonlar sınıfının geometrik tanımıdır.  

 

AĢağıdaki teorem bir fonksiyonun konveks olması için gerekli ve yeterli koĢulu ifade 

etmekle beraber konveks fonksiyonlar sınıfının da analitik tanımını vermektedir. 

 

Teorem 2.2: f S  olsun. Bu durumda, 

 
 

 
1

zf z
f z C P

f z


   


.    (2.13) 

 

Ayrıca,  
2

1n

n n

n

f z z a z C a




      değerlendirmesi doğrudur [13,34]. Bir 

analitik fonksiyonun ünivalentliğini garanti eden en kullanıĢlı Ģart Ģudur: f  fonksiyonu 

konveks bir D   bölgesinde analitik ve her z D  için  Re 0f z   ise f  

fonksiyonu D  bölgesi üzerinde ünivalenttir. Bu kriter Noshiro-Warschawski-Wolff 

kriteri olarak bilinir. Bu sonuç ile Caratheodory sınıfı arasında yakın bir iliĢki vardır 

[9,13,34].  

Teorem 2.1. ve 2.2.‟in bir sonucu olarak ilk kez Alexander tarafından verilmiĢ olan 

aĢağıdaki teorem S 
 ve C  sınıflarına ait fonksiyonlar arasındaki çok önemli bir 

bağlantıyı ifade eder. 

 

Teorem 2.3 (Alexander Teoremi): f S ve z U  olmak üzere,    g z zf z olsun. 

Bu durumda, f C olması için gerek ve yeter Ģart g S  olmasıdır  *f C g S  

[9,13,34].  
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Ayrıca, yukarıdaki tanımlardan anlaĢıldığı üzere, bu sınıflar arasında 

C S S A       (2.14) 

Ģeklinde bir iliĢki vardır. 

 

Tanım 2.5 (  S   Sınıfı): Her z U  ve  0,1  olmak üzere, 

 

 
Re

zf z

f z


 
  

 

    (2.15) 

koĢulunu sağlayan f S  fonksiyonuna   mertebeden yıldızıl fonksiyon ve bu 

fonksiyonların oluĢturduğu sınıfa da   mertebeden yıldızıl fonksiyonların sınıfı denir 

ve  S   ile gösterilir [13,36].   

 

Tanım 2.6. (  C   Sınıfı): Her z U  ve  0,1  olmak üzere, 

 

 
Re 1

zf z

f z


 
    

    (2.16) 

koĢulunu sağlayan f S  fonksiyonuna   mertebeden konveks fonksiyon ve bu 

fonksiyonların oluĢturduğu sınıfa da   mertebeden konveks fonksiyonların sınıfı denir 

ve  C   ile gösterilir [13,36].    

Kolaylık sağlaması için yıldızıl ve konveks fonksiyonlar sırasıyla  0S S  ve 

 0C C  Ģeklinde gösterilecektir. 

S  „nin önemli bir alt sınıfı aĢağıdaki Ģekilde tanımlanan  ,   sınıfıdır
 

        , : Re , , 0,1 , 0f S f z zf z z U                 (2.17) 

Gao ve Zhou [12] çalıĢmasında  ,   sınıfını incelemiĢ ve bu alt sınıfın bazı 

dönüĢüm özelliklerini göstermiĢlerdir.
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Özel durumda 0   için
 

      : Re 0, , 0f S f z zf z z U              (2.18)
 

   altsınıfını elde ederiz. 

AltintaĢ Et al. [2]   tarafından çalıĢmasında  

         *1
, 1 , , 0,1 , 0,1 , 0 .f T f z zf z z U    


              (2.19)

 

koĢullarını sağlayan f  fonksiyonlarından oluĢan analitik ve bi-ünivalent fonksiyonların 

bir  , ,    alt sınıfını incelemiĢlerdir. 

 Burada, T  U  açık birim diskte analitik olan  

  2 3

2 3

2

... , 0,n

n n

n

f z z a z a z z a z a




          (2.20)

 

Ģekilli f  fonksiyonlarının sınıfıdır. 

AltintaĢ Et al.  [2] çalıĢmasında bir fonksiyonun bu sınıfa ait olması için yeterli ve 

gerekli Ģartları bulmuĢlar. 

f ve
1f 
nin her ikisi de kendi tanımlı bölgelerinde tanımlı  ise f A  fonksiyonuna U  

da bi-ünivalent fonksiyon denir. U  birim diskinde bi-ünivalent fonksiyonlar sınıfı   

ile gösteriliyor. 

1967‟de Lewin [20]  (2.1) Ģekilli her f   fonksiyonunun ikinci katsayısı için 

2 1.51a   değerlendirmesinin doğruluğunu göstermiĢtir. 1967‟de Brannan ve Clunie [3] 

f   fonksiyonunun ikinci katsayısı için 2 2a   tahminini söylemiĢlerdir. 1984 

yılında Tan [41]  sınıfından olan fonksiyonlar için bilinen en iyi tahmin olan 

2 1.485a   değerlendirmesini elde etmiĢtir. 1985 yılında Kedzierawski [17] bi-starlike 

fonksiyonlar için Brannan-Clunie tahminini ispatlamıĢtır. Brannan ve Taha [4]   

mertebeden bi-starlike ve bi- konveks fonksiyonların ilk 
2a ve 

3a  iki katsayıları 

üzerine tahminler elde etmiĢlerdir. 



15 
 

Bi-ünivalent fonksiyonların incelenmesi son yıllarda Srivastava Et al. [34] tarafından 

yeniden canlandırılmıĢtır ve Srivastava Et al. [37] çalıĢmaları literatürde oldukça fazla 

sayıda rağbet görmüĢtür.  

Özellikle,  ‟nın çeĢitli alt sınıfları için baĢlangıç 
2a  ,

3a  ve 
4a  katsayılarının 

tahminleri üzerine çok sayıda sonuç bulunmuĢtur (bakınız örneğin [7,10,15,32,39,40,43 

ve 44]). 

Son zamanlarda Deniz [8] ve Kumar Et al.  [19] analitik fonksiyonlar arasında 

subordine prensibine dayanıp sınıfları genelleĢtirerek Brannan ve Taha‟nın [4]„deki 

sonuçlarını geniĢletmiĢ ve geliĢtirmiĢlerdir. 

Yukarıdaki adı geçen çok sayıdaki çalıĢmalara rağmen,   sınıfına ait olan 

fonksiyonların  2,3,...na n   katsayıları için tahminler hala açık bir problem olarak 

kalmaktadır. 

Yukarıda bahsi geçen çalıĢmalardan esinlenerek   bi-ünivalent fonksiyonlar sınıfının 

bir altsınıfını tanımlayalım. 

 

Tanım 2.7: (2.1) ile verilen f   fonksiyonu aĢağıdaki koĢulları  

Re    
1

1 1 ,f z zf z z U 


 
        

 
,                           (2.21) 

Re    
1

1 1 ,g w wg w w D 


 
        

 
.                         (2.22) 

sağlıyorsa    , ,   ,    * 0 , 0,1 , 0        sınıfına aittir denir. 

 

Hatırlatma 2.1: Tanım 2.7.‟de 1   alınırsa 

     , ,1 , , 0,1 , 0           

sınıfını elde ederiz.  

Yani, 
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      , Re ,f H f z zf z z U   
      ,   (2.23) 

    Re ,g w wg w w D     .    (2.24) 

 

Hatırlatma 2.2: Tanım 2.7.‟de 0   alırsak      *,0, ,  0,1 ,  0        

sınıfını elde ederiz, yani  

   
1

,0, Re 1 1 ,f f z z U  




 
        

 
,  (2.25) 

  
1

Re 1 1 ,g w w D


 
      

 
.   (2.26) 

 

Hatırlatma 2.3: Tanım2.7.‟de 0,  1   alınırsa    ,0,1 ,0    , 

 0,1  fonksiyon sınıfını elde ederiz, yani 

    ,0 Re ,f f z z U 
    ,   (2.27) 

   Re ,g w w D   .    (2.28) 

 

Hatırlatma 2.4: Tanım2.7.‟de 1   alarak  ,1,  ,  0,1 ,  * 0     

fonksiyonun sınıfını elde ederiz, yani 

     

   

1
,1, Re 1 1 ,

1
                              Re 1 1 , .

f f z zf z z U

g w wg w w D

  







  
           

 

 
         

  

   (2.29) 

 

Hatırlatma 2.5: Tanım 2.7.‟de 1, 1    alınırsa    ,1,1 ,1    ,

 0,1  fonksiyon sınıfını elde ederiz, yani 
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      ,1 Re ,f f z zf z z U 
      ,   (2.30) 

    Re ,g w wg w w D    .   (2.31)
 

     ,0,1 ,0 N        sınıfı Srivastava Et al.  [39] ve Çağlar Et al.  [6] 

tarafından araĢtırılmıĢtır. 

2011 yılında Frasin [11]  
 

1

1

1
2 1 1

1

n

n n










 


  koĢulu ile    , ,1 ,H      , 

 0,1 ,  0    alt sınıfını araĢtırmıĢtır. O bu sınıfa ait olan fonksiyonların ilk iki 

katsayısı için tahminler bulmuĢtur. 

Bu tezde amacımız  , ,    sınıfına ve özel durumlarına ait fonksiyonların 
2a , 

3a  ve 
4a  ilk üç katsayıları için üst sınır tahminleri bulmaktır. Ayrıca, bu tez 

çalıĢmamızda  , ,    sınıfı için Fekete-Szegö problemini de çözmeyi 

hedefliyoruz. 

 

Ana sonuçlarımızı kanıtlamak için aĢağıdaki lemmalara ihtiyacımız olacaktır. 

Lemma 2.1: (Örneğin bakınız [33] ) Eğer, p P  ise o zaman 2, 1,2,3,...np n   

kesin tahminler sağlanır. Burada, P  U  birim açık diskte analitik ve  0 1p  , 

    Re 0p z z U   koĢullarını sağlayan  

  2

1 2

1

1 ... 1 ,  n

n

n

p z p z p z p z z U




                             (2.32) 

Ģekilli fonksiyonların sınıfıdır. 

Lemma 2.2: ( Örneğin bakınız [14] ) Eğer, p  (2.32) serisi ile verilen bir fonksiyonsa  

 2 2

2 1 12 4 ,p p p x                 (2.33)
 

      23 2 2 2 2

3 1 1 1 1 1 14 2 4 4 2 4 1p p p p x p p x p x z          (2.34) 
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eĢitlikleri 1x   ve 1z   koĢullarını sağlayan bazı x  ve z  için doğrudurlar. 

3. BULGULAR 

3.1.  , ,    Fonksiyon Sınıfı için Katsayı Problemi  

Tezin bu bölümünde  , ,   sınıfına ait olan fonksiyonun ilk üç katsayısı için üst 

sınır tahminleri vereceğiz. 

 

Teorem 3.1.1:  (2.1)  ile verilen f  fonksiyonu  , ,    sınıfına ait olsun.  

Bu durumda,  

 
2

1
,

1
a

 







    (3.1.1) 

 

 
 

 

 
 

0

3 22

02

2 1
,  eğer 0, ,

3 1 2

1
, eğer , ,

1

a

 
 



 
 



 



 


 

 

   (3.1.2) 

burada 
 

  

2

0

2 1

3 1 1 2




 




 
   ve 

  
 

 4

1

2 1 3
a

 







                            (3.1.3) 

tahminleri doğrudur.  

 

Ġspat:        *, , , 0,1 , 0,1 , 0f             ve 
1g f   olsun. 

Bu durumda,  



19 
 

       
1

1 1 1f z zf z p z  


            (3.1.4) 

ve  

       
1

1 1 1 ,g w wg w q w  


            (3.1.5) 

  2

1 21 ...p z p z p z    ve   2

1 21 ...q w q w q w     fonksiyonları P  sınıfındandır. 

 3.1.4  ve  3.1.5 ‟deki sağ ve sol taraflardaki polinomların katsayılarını 

karĢılaĢtırırsak  

 

 2 1

1
,

2 1
a p

 







    (3.1.6.a) 

 

 3 2

1
,

3 1 2
a p

 







    (3.1.6.b) 

 

 4 3

1

4 1 3
a p

 







    (3.1.6.c) 

ve  

 

 2 1

1
,

2 1
a q

 




 


    (3.1.7.a) 

 

 
2

2 3 2

1
2 ,

3 1 2
a a q

 




 


       (3.1.7.b) 

 

 
3

2 2 3 4 3

1
5 5 .

4 1 3
a a a a q

 




   


        (3.1.7.c)

 

elde ederiz.(3.1.6.a) ve (3.1.7.a)‟dan  

 

 

 

 1 2 1

1 1

2 1 2 1
p a q

   

 

 
  

 
,  1 1p q                                 (3.1.8)

 

buluruz.  
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Ayrıca, (3.1.6.b)‟den (3.1.7.b)‟yi çıkarır, (3.1.8)‟i de dikkate alıp sadeleĢtirirsek 3a  

katsayısı için 

 

 

 

 
 

22

2

3 1 2 22

1 1

6 1 24 1
a p p q

   



 
  


                   (3.1.9)

 

yazarız. 

(3.1.7.c) eĢitliğini (3.1.6.c) eĢitliğinden çıkartarak (3.1.8)‟i de göz önünde 

bulundurursak 4a  için aĢağıdaki ifadeyi elde ederiz 

 

  
 

 

 
 

22

4 1 2 2 3 3

5 1 1

24 1 1 2 8 1 3
a p p q p q

   

  

 
   

  
.  (3.1.10)

 

1 1p q   olduğunu dikkate alırsak Lemma 2.2‟den 1, 1, 1x y z    ve 1w   

koĢullarını sağlayan bazı ,x y , wve z   için  

 

 
 

2 2
2

2 1 1
1

2 2
2 2

2 1 1

2 4 , 4

22 4

p p p x p
p q x y

q q q y

   
   

   

                        (3.1.11) 

ve 

      
      

23 2 2 2 2

3 1 1 1 1 1 1

23 2 2 2 2

3 1 1 1 1 1 1

4 2 4 4 2 4 1 ,

4 2 4 4 2 4 1

p p p p x p p x p x z

q q q q y q q y q y w

       



        


      (3.1.12) 

 
 

 
     

2 23 2
2 21 1 1 1 2 21 1

3 3

4 4 4
1 1

2 2 4 2

p p p pp p
p q x y x y x z y w

             
   

(3.1.13) 

yazabiliriz.  

1 2p   olduğundan, herhangi bir kısıtlama olmadan  0,2t  olduğu varsayılabilir. 

Burada 
1t p . 

(3.1.8)„den aĢağıdaki eĢitsizliği kolayca yazarız 
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 2

1

2 1
a t

 







,  0,2t ,               (3.1.14) 

dolayısıyla, 

 
2

1

1
a

 







.                     (3.1.15) 

(3.1.11) ifadesini (3.1.9)‟da yerine koyar ve üçgen eĢitsizliğini kullanır ve 

,  x y    alırsak 
3a  için aĢağıdaki eĢitsizliği yazarız 

      3 1 2 : ,a C t C t F       ,   (3.1.16) 

burada 

 
   

 

2

1

1 4

12 1 2

t
C t

 



 



,  

 

 

22

2

2 2

1

4 1
C t t

 







,  0,2t . (3.1.17)

 

ġimdi     , : , 0,1       kapalı karesinde  ,F    fonksiyonunu maksimize 

etmemiz gerekiyor. 

 

 ,F    fonksiyonunun  1C t  ve  2C t  katsayıları t   değiĢkeninden bağlı olduğundan, 

 ,F    fonksiyonunun maksimumunu 0t  , 2t    ve  0,2t  durumlarında 

araĢtırmamız gerekmektedir.  

0t   olsun. Bu durumda, 

 
 

 
 

1
,

3 1 2
F

 
   




 


        (3.1.18) 

yazarız. 

 ,F    fonksiyonunun maksimum değerini    , 1,1    noktasında aldığı ve  

      
 

 

2 1
max , : , 0,1 1,1

3 1 2
F F

 
   




  


   (3.1.19)
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olduğu kolayca görülür.   

2t   için  ,F    fonksiyonu değiĢkenlerin sabit fonksiyonu olup 

 
 

 

22

2

1
,

1
F

 
 







               (3.1.20)

 

Ģekildedir.  

ġimdi  0,2t  olsun. Bu durumda her kayıt edilmiĢ   0,2t  değerleri için   

          1 2max , : , 0,1 1,1 2F F C t C t         (3.1.21)         
 

yazabiliriz.  

 

ġimdi  : 0,2G   fonksiyonunu aĢağıdaki gibi tanımlayalım 

     1 22G t C t C t  .    (3.1.22)
 

 1C t  ve  2C t ‟nin (3.1.17)‟deki değerlerini (3.1.22)‟de yerine koyarsak elde ederiz 

     2, ; , ;G t A t B       ,    (3.1.23) 

burada,  

 
 

  

 

  

22 2

2

3 1 2 1
, ;

3 1 1 212 1 2 1
A

  
   

  

  
  

     

,  (3.1.24)  

 
 

 

2 1
, ;

3 1 2
B

 
  







.                           (3.1.25) 

 

ġimdi  0,2  aralığında  G t  fonksiyonunun maksimumunu araĢtırmamız 

gerekmektedir. 

Basit hesaplamayla 
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   2 , ;G t A t        (3.1.26) 

buluruz. 

(3.1.26)‟dan görüldüğü üzere,  , ; 0A      olduğunda, dolayısıyla, 

 

  

2
2 1

0,
3 1 1 2




 

 
 
  
 

 olduğunda   0G t   eĢitsizliğinin sağlanacağı açıktır.  

O halde,  00,   için  G  fonksiyonu azalan bir fonksiyondur. Burada, 

 

  

2

0

2 1

3 1 1 2




 




 
.  

Buna göre, 

        
 

 1

2 1
max : 0,2 0 2 0

3 1 2
G t t G C

 




    


.  (3.1.27) 

Ayrıca, 
0   için   0G t   , yani  G t  fonksiyonu artan bir fonksiyondur.  

Bu durumda, 

        
 

 

22

2 2

1
max : 0,2 2 2

1
G t t G C

 




    


 .  (3.1.28)  

ġimdi 
4a  için değerlendirme bulalım. (3.1.11) ve (3.1.13) ifadelerini (3.1.10) „de 

yerine koyar ve üçgen eĢitsizliğini kullanarak ,  x y    alırsak 
4a  için aĢağıdaki 

eĢitsizliği elde ederiz 

         2 2

4 1 2 3 : ,a c t c t c t            ,   (3.1.29) 

burada,  

 
   

 

2

1

1 4 2

32 1 3

t t
c t

 



  



,   (3.1.30) 

 
        

   

2

2

1 4 5 1 1 3 3 1 1 2

48 1 1 2 1 3

t t
c t

      

  

         


  
,  (3.1.31) 
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2

3

3

1 41

16 1 3 8 1 3

t
c t t

  

 

 
 

 
,   0,2t .  (3.1.32) 

ġimdi kapalı     , : , 0,1       karesi üzerinde :     fonksiyonunun 

maksimumunu inceleyelim.  

  fonksiyonunun  1c t ,   2c t  ve  3c t  katsayıları t  değiĢkeninden bağımlı 

olduğundan bu fonksiyonun maksimumunu 0t  , 2t   ve  0,2t  durumlarında 

inceleyeceğiz.  

0t   olsun. Bu durumda  

 
 

 
 

 

 
2 2

1 1
,

4 1 3 2 1 3

   
    

 

 
   

 
.  (3.1.33) 

eĢitliğini yazarız. 

  fonksiyonunun maksimum değerini        
2

, , , ,                   

ifadesinin iĢaretine göre inceleyelim.   

Basit bir hesaplama ile 

 
 

 
 

 

 

1 1
, , ,

2 1 3 2 1 3
 

   
       

 

 
    

 
  (3.1.34) 

ve 

       
 

 
 

1
, , 0, , , , ,

2 1 3
   

 
             




      


 (3.1.35) 

olduğu kolayca görülebilir.  

Böylece,  

 
 

 

2

0 0

1
, 0

4 1 3

 
 



 
     

 ve  0 0, 0    ,  (3.1.36) 
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dolayısıyla    0 0, 0,0    noktası   fonksiyonunun bir maksimum noktasıdır. O halde, 

0t   durumunda  

      
 

 

1
max , : , 0,1 0,0

2 1 3

 
     




  


    (3.1.37) 

yazarız.  

2t   için   fonksiyonu değiĢkenlerin aĢağıdaki Ģekilli bir sabit fonksiyonudur  

   
 

 3

1
, 2

2 1 3
c

 
  




 


.      (3.1.38)  

ġimdi  0,2t  olsun. Bu durumunda   fonksiyonunun maksimumunu 

       
2

, , , ,                   iĢaretine göre inceleyeceğiz. 

 Basit bir hesaplama ile   

           1 2 1 2, 2 , , 2c t c t c t c t               (3.1.39) 

ve 

   , , 0,             (3.1.40) 

       1, , 2 , ,c t                (3.1.41) 

buluruz.  

Dolayısıyla,  
 

 

 

 
2 2

0 0

1 1

, ,
2 2

c t c t

c t c t
 

  
   
 

 noktası  0 0,    durumunda   

fonksiyonunun bir kritik noktasıdır.  

 

 0 0,    olduğunu varsayıyoruz.    2

0 0 1, 4 0c t     ve    0 0 1, 2 0c t      

olduğundan  0 0,   noktası    fonksiyonu için maksimum noktadır.  

Buna göre her  0,2t  için  
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2

2

0 0 3

1

max , : , ,
2

c t
c t

c t
             (3.1.42) 

bulunur. 

Dolayısıyla, 

 
 

 
 

2

2

4 3

1

inf : 0,2
2

c t
a c t t

c t

  
   

  

     (3.1.43) 

yazabiliriz.  

 

ġimdi  0,2  aralığında   
 

 

2

2

3

12

c t
c t

c t
  ifadesinin infimumunu araĢtıralım. 

    
 

 3

25 1
inf : 0,2

54 1 3
c t t

 




 


,     2inf : 0,2 0c t t    (3.1.44) 

ve 

         
 

 1 1

1
sup : 0,2 inf : 0,2

4 1 3
c t t c t t

 




     


 (3.1.45) 

olduğundan 

 
 

 
 

 

 

2

2

3

1

25 1
inf : 0,2 .

2 54 1 3

c t
c t t

c t

 



   
   

  

   (3.1.46) 

O halde, (3.1.37), (3.1.38) ve (3.1.43), (3.1.46)‟dan  

 

 

 

 

 

 
4

1 25 1 1
max ,

2 1 3 54 1 3 2 1 3
a

     

  

    
  

    

    (3.1.47) 

elde ederiz.  

Böylece, (3.1.15), (3.1.16), (3.1.19),  (3.1.20) , (3.1.21), (3.1.27), (3.1.28)  ve 

(3.1.47)‟den Teorem 3.1.1‟in ispatı tamamdır. 
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Teorem 3.1.1‟in özel durumlarında aĢağıdaki sonuçlara varırız. 

 

 

Sonuç 3.1.1: (2.1) ile verilen f  fonksiyonu,    , ,1 ,H       sınıfından olsun. 

Bu durumda, 

2

1
,

1
a









     (3.1.48) 

 

 
 

 

 
 

2

02

3

0

1
, eğer 0, ,

1

2 1
, eğer ,1 ,

3 1 2

a


 




 



 



 


 

   (3.1.49) 

burada  

 

 

2

0

2 1
1

3 1 2







 


     (3.1.50) 

  ve 

 
4

1
.

2 1 3
a









     (3.1.51) 

 

Sonuç 3.1.2: (2.1) ile verilen f  fonksiyonu  ,0,   sınıfından olsun.  

O halde,  

 2 1 ,a        (3.1.52) 

 
 

   

0

3

2 2

0

2 1
eğer 0, ,

3

1 eğer , ,

a

 
 

   

 


 
   

    (3.1.53) 

burada  
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0

2

3 1






     (3.1.54) 

 ve 

 

          
 

4

2 2

3

1

2

1 5 1 6 5 1 3 9 3 5 1 3 9

.
2 5 1 6

a
 

       

 




                   


    

(3.1.55) 

 

Sonuç 3.1.3: (2.1) ile verilen f  fonksiyonu      ,0,1 ,0 N        sınıfından 

olsun. O zaman,  

2 1 ,a                    (3.1.56) 

 

 

2

3

1
1 , eğer 0, ,

3

2 1 1
, eğer ,1 ,

3 3

a

 




  
   

 
 

      

    (3.1.57)  

ve 

          
 

4

2 2

3

1

2

1 5 1 6 5 1 3 9 3 5 1 3 9

.
2 5 1 6

a


    






                   


   

   (3.1.58) 

 

Sonuç 3.1.4: (2.1) ile  verilen f  fonksiyonu    ,1, , 0,1     sınıfından olsun.  

Bu durumda, 

 
2

1
,

2
a

 
     (3.1.59) 
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0

3 2 2

0

2 1
, eğer 0, ,

9

1
eğer , ,

4

a

 
 

 
 

 



 


 

   (3.1.60)  

burada 

 
 

0

8

9 1






     (3.1.61) 

 ve 

 

          
 

4

2 2

3

1

8

1 2 5 1 9 10 1 9 81 9 10 1 9 81

.
64 5 1 9

a
 

       

 




                   


    

 

(3.1.62) 

 

Sonuç 3.15.: (2.1) ile verilen f  fonksiyonu    ,1,1 ,1     sınıfından olsun.  

O halde, 

2

1
,

2
a


          (3.1.63) 

 

 

2

3

1 1
, eğer 0, ,

4 9

2 1 1
, eğer ,1

9 9

a







   
    

 
  

 
 

    (3.1.64)  

ve 

          
 

4

2 2

3

1

8

1 2 5 1 9 10 1 9 81 9 10 1 9 81

.
64 5 1 9

a


   






                  


   

(3.1.65) 
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3.2.  , ,    Fonksiyon Sınıfı için Fekete-Szegö Problemi 

Bu bölümde,   , ,    fonksiyon sınıfının Fekete-Szegö problemi üzerine aĢağıdaki 

teoremi vereceğiz. 

 

Teorem 3.2.1: (2.1) ile verilen f  fonksiyonu   , ,    sınıfından ve     olsun. 

Bu durumda aĢağıdaki tahmin doğrudur  

 

 
 

 

 
 

0

2

3 2 2 2

02

2 1
,    eğer 1 0, ,

3 1 2

1
1 , eğer 1 , ,

1

a a

 
 




 
  



 
 


  


   

 

  (3.2.1) 

burada, 
 

  

2

0

2 1

3 1 1 2




  




 
.  

Teoremde elde edilen sonuç kesindir. 

 

Ġspat 3.2.1:         *, , , 0,1 , 0,1 , 0f             ve    olsun. 

(3.1.8) ve (3.1.9)‟dan kolayca  

 
 

 

 

 
 

2

2 2

3 2 1 2 22

1 1
1

6 1 24 1
a a p p q

  
 



 
    


.   (3.2.2) 

eĢitliğini yazarız. 

 2 2p q  için (3.1.11) ifadesini (3.2.2)‟de yerine yazarsak 

 
 

 

  
 

 
2 2

12 2

3 2 12

1 41
1

12 1 24 1

p
a a p x y

 
 



 
    


                (3.2.3) 

elde ederiz. Burada,  ve x y , sırasıyla, 1 ve 1x y   koĢullarını sağlayan 

parametrelerdir.   
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(3.2.3) eĢitliğine üçgen eĢitsizliğini uygular, 
1 , ,t p x y     alırsak kolayca elde 

ederiz 

      2

3 2 1 2 ,a a d t d t          ,                                      (3.2.4) 

burada,  

 
 

 

2 2

2

1 2

1
1 0

4 1
d t t

 





  


  ve  

  
 

2

2

1 4
0.

12 1 2

t
d t

 



 
 


  (3.2.5) 

Açıkça görülüyor ki,  ,    fonksiyonu en büyük değerine    , 1,1    noktasında 

ulaĢıyor.  

O halde,  

            1 2, max , : , 0,1 1,1 2d t d t                (3.2.6) 

yazarız.  

 

ġimdi sabit  * 0     için  : 0,2H   fonksiyonunu aĢağıdaki gibi 

tanımlayalım 

     1 22H t d t d t  .                          (3.2.7) 

 1d t  ve  2d t ‟nin  (3.2.5)‟deki ifadelerini (3.2.7)‟de yerine koyarsak H  fonksiyonu 

için aĢağıdaki ifadeyi elde ederiz 

     2, , ; , ,H t C t D        ,                                      (3.2.8) 

burada 

 
 

 

 

   

 
 

 

22 2

2

1 2 1
, , ; 1 ,

3 1 1 24 1

2 1
 , ; .

3 1 2

C

D

  
    

  

 
  



  
   

    






               (3.2.9) 
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ġimdi  0,2  aralığında H  fonksiyonunun maksimum değerini inceleyelim.  

Basit bir hesaplamayla yazarız  

   2 , , ;H t C t     .                (3.2.10) 

1.  , , ; 0C       olsun. Bu durumda,   0H t  , dolayısıyla H  artan bir 

fonksiyondur.  

O halde, 

          
 

 

2 2

1 2

1
max : 0,2 2 2 1

1
H t H t t H d

 





     


.  (3.2.11)  

2. ġimdi  , , ; 0C       durumunu inceleyelim. Bu durumda,   0H t  , yani H  

azalan bir fonksiyondur.  

Bu yüzden 

          
 

 2

2 1
max : 0,2 0 2 0 .

3 1 2
H t H t t H d

 




    


 (3.2.12) 

Böylece, (3.2.8)‟den görüldüğü üzere, eğer 
01     ise  

      
 

 

2 2

2

1
max : 0,2 1

1
H t H t t

 





   


   (3.2.13) 

ve eğer 
01     ise  

      
 

 

2 1
max : 0,2

3 1 2
H t H t t

 




  


   (3.2.14) 

elde edilir. Burada, 
 

   

2

0

2 1
.

3 1 1 2




  




 
  

Böylece (3.2.4), (3.2.13) ve (3.2.14) eĢitsizliklerinden teoremde istenen tahminin 

doğruluğu görülür. 
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ġimdi, teoremde elde edilen sonucun kesin olduğunu gösterelim. (3.2.2) eĢitliğinden 

görüldüğü üzere, eğer 1 0p   ve 2 2p  , 2 0q   (ya da 2 0p  , 2 2q  ) olursa birinci 

eĢitsizlik eĢitlik olarak gerçekleĢir. Ayrıca, yine de (3.2.2) eĢitliğinden görüldüğü üzere, 

eğer 1 2p   ve 2 2p q  olursa ikinci eĢitsizlik eĢitlik olarak gerçekleĢir.  

Bununla, Teorem 3.2.1‟in ispatı tamamdır.  

 

Özel durumda, Teorem 3.2.1‟den aĢağıdaki sonuçlara ulaĢabiliriz. 

Sonuç 3.2.1: (2.1) Ģeklinde verilen f  fonksiyonu   , ,1   sınıfından ve     

olsun. Bu durumda aĢağıdaki değerlendirme doğrudur  

 

 
 

 

 
 

0

2

3 2 2

02

2 1
,    eğer 1 0, ,

3 1 2

1
1 , eğer 1 , ,

1

a a


 





  



 
 


  


   

 

  (3.2.15) 

burada, 
 

  

2

0

2 1

3 1 1 2




 




 
. 

Sonuç 3.2.2: (2.1) Ģeklinde verilen f  fonksiyonu   ,0,   sınıfından ve     

olsun. Bu durumda aĢağıdaki değerlendirme doğrudur  

 
 

   

02

3 2

2 2

0

2 1
,    eğer 1 0, ,

3

1 1 , eğer 1 , ,

a a

 
 



    

 
 

  
     

  (3.2.16) 

burada, 
 

0

2

3 1


 



.  

 

Sonuç 3.2.3: (2.1) Ģeklinde verilen f  fonksiyonu   ,1,   sınıfından ve     

olsun. Bu durumda aĢağıdaki değerlendirme doğrudur  
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0

2

3 2 2 2

0

2 1
,    eğer 1 0, ,

9

1
1 , eğer 1 , ,

4

a a

 
 


 

  

 
 


  


   

  (3.2.17) 

burada, 
 

 

2

0

2 1

9 1




 





.  

 

  parametresinin reel değerleri için Fekete-Szegö problemi üzerine aĢağıdaki teorem 

doğrudur. 

Teorem 3.2.2: (2.1) Ģeklinde verilen f  fonksiyonu   , ,    sınıfından ve     

olsun. Bu durumda aĢağıdaki tahmin doğrudur  

 
 

 

 
 

 

 

 

2 2

02

2 2

2

3 2 02

0 0

1
1 ,       eğer 1 ,

1

1
1 ,      eğer  1 ,

1

2 1
,      eğer 1 1 ,

3 1 2

a a

 
  



 
   



 
  



 
  





    




    
 


              (3.2.18) 

burada, 
 

   

2

0

2 1
.

3 1 1 2




  




 
  

Teoremde elde edilen tahminler kesindir. 

 

Ġspat 3.2.2:         *, , , 0,1 , 0,1 , 0f             ve    olsun. 

(3.1.8) ve (3.1.9)‟dan kolayca bulabiliriz 

 
 

 

 

 
 

2

2 2

3 2 1 2 22

1 1
1

6 1 24 1
a a p p q

  
 



 
    


.   (3.2.19) 

 2 2p q  için (3.1.11) ifadesini (3.2.2)‟de yerine yazarsak 
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2 2

12 2

3 2 12

1 41
1

12 1 24 1

p
a a p x y

 
 



 
    


                (3.2.20) 

elde ederiz.  

Burada,  ve x y , sırasıyla, 1 ve 1x y   koĢullarını sağlayan parametrelerdir.  (3.2.20) 

eĢitliğine üçgen eĢitsizliğini uygular, 
1 , ,t p x y     alırsak kolayca elde ederiz 

      2

3 2 1 2 ,a a d t d t          ,                                     (3.2.21) 

burada,  

 
 

 

2 2

2

1 2

1
1 0

4 1
d t t

 





  


  ve  

  
 

2

2

1 4
0.

12 1 2

t
d t

 



 
 


  (3.2.22) 

Açıkça görüldüğü üzer,  ,    fonksiyonu en büyük değerine    , 1,1    

noktasında ulaĢıyor.  

O halde,  

            1 2, max , : , 0,1 1,1 2d t d t              (3.2.23) 

yazarız. 

 

Sabit  * 0     için  1 : 0,2H   fonksiyonunu aĢağıdaki gibi tanımlayalım 

     1 1 22H t d t d t  .                             (3.2.24) 

 1d t  ve  2d t ‟nin (3.2.22)‟deki ifadelerini (3.2.24)‟de yerine koyarsak 1H  fonksiyonu 

için aĢağıdaki ifadeyi yazarız 

     2

1 , , ; , ,H t C t D        ,                                          (3.2.25) 

burada  
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22 2

2

1 2 1
, , ; 1 ,  

3 1 1 24 1

2 1
, ; .

3 1 2

C

D

  
    

  

 
  



  
   

    






            (3.2.26) 

 

ġimdi  0,2  aralığında 1H  fonksiyonunun en büyük değerini inceleyelim.  

Basit bir hesaplamayla yazarız  

   1 2 , , ;H t C t     .                   (3.2.27) 

1.  , , ; 0C       olsun. Bu durumda,  1 0H t  , dolayısıyla 1H  artan bir 

fonksiyondur.  

O halde, 

          
 

 

2 2

1 1 1 2

1
max : 0,2 2 2 1

1
H t H t t H d

 





     


.  (3.2.28)  

2. ġimdi  , , ; 0C       durumunu inceleyelim. Bu durumda,  1 0H t  , yani 1H  

azalan bir fonksiyondur.  

Bu yüzden 

          
 

 1 1 1 2

2 1
max : 0,2 0 2 0 .

3 1 2
H t H t t H d

 




    


 (3.2.29) 

Böylece, (3.2.8)‟den görüldüğü üzere, eğer 
01    , yani 01    ya da 01    

ise  

      
 

 

2 2

1 1 2

1
max : 0,2 1

1
H t H t t

 





   


  (3.2.30) 

ve eğer 
01    , yani 0 01 1       ise  
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 1 1

2 1
max : 0,2

3 1 2
H t H t t

 




  


  (3.2.31) 

elde edilir. Burada, 
 

   

2

0

2 1
.

3 1 1 2




  




 
  

Böylece (3.2.21), (3.2.30) ve (3.2.31) eĢitsizliklerinden teoremde istenen tahminin 

doğruluğu görülür.  

 

ġimdi, teoremde elde edilen sonucun kesin olduğunu gösterelim.  

(3.2.19) eĢitliğinden görüldüğü üzere, eğer 1 0p   ve 2 2p  , 2 0q   (ya da 2 0p  , 

2 2q  ) olursa birinci eĢitsizlik eĢitlik olarak gerçekleĢiyor.  Ayrıca, yine de (3.2.19) 

eĢitliğinden görüldüğü üzere, eğer 1 2p   ve 2 2p q  olursa ikinci eĢitsizlik eĢitlik 

olarak gerçekleĢiyor.  

Bununla, Teorem 3.2.2‟nin ispatı tamamdır.  

 

Özel durumda, Teorem 3.2.2‟den aĢağıdaki sonuçlara ulaĢabiliriz. 

Sonuç 3.2.4: (2.1) Ģeklinde verilen f  fonksiyonu   ,   sınıfından ve     

olsun. Bu durumda aĢağıdaki değerlendirme doğrudur  

 
 

 

 
 

 

 

 

2

02

2

2

3 2 02

0 0

1
1 ,          eğer 1 ,

1

1
1 ,         eğer  1 ,

1

2 1
,      eğer 1 1 ,

3 1 2

a a


  




   




  



 
  





    




    
 


              (3.2.32) 

burada, 
 

  

2

0

2 1
.

3 1 1 2
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Sonuç 3.2.5: (2.1) Ģeklinde verilen f  fonksiyonu   ,0,   sınıfından ve     

olsun. Bu durumda aĢağıdaki değerlendirme doğrudur  
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Sonuç 3.2.6: (2.1) Ģeklinde verilen f  fonksiyonu   ,1,   sınıfından ve     

olsun. Bu durumda aĢağıdaki değerlendirme doğrudur  
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  (3.2.34) 
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.  

Teorem 3.2.2‟de 0 ve =1   alırsak aĢağıdaki sonuca ulaĢırız. 

 

Sonuç 3.2.7: (2.1) Ģeklinde verilen f  fonksiyonu   , ,    sınıfından olsun.  

Bu durumda, aĢağıdaki değerlendirme doğrudur  
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.             (3.2.36) 

 

Not 3.2.1: Sonuç 3.2.7‟nin ilk sonucu Teorem 3.1.1‟in ikinci eĢitsizliğini doğrular. 
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4. TARTIŞMA VE SONUÇ 

Bu tez çalıĢmasında, bi-ünivalent fonksiyonların  , ,   ,  0,1 , 0  , 

 * 0     sınıfını tanımladık. Analitik fonksiyonların bu sınıfının bazı geometrik 

özelliklerini inceledik.  

Ayrıca, tez çalıĢmamızda tanımlanan sınıf için Fekete-Szegö probleminin çözümünü de 

verdik.  

Tezimizde tanımlanan sınıf için ikinci Hankel determinantının üst sınır değerlendirmesi 

ve diğer geometrik özellikler de incelenebilir.   
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