T.C.
KAFKAS UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

KARMASIK MERTEBEDEN Bi-UNIVALENT FONKSIYONLARIN

BELLI SINIFININ KATSAYI TAHMINLERI

Taner TURAC

YUKSEK LiSANS TEZI

DANISMAN

Prof. Dr. Nizami MUSTAFA

OCAK -2021

KARS



ONAY SAYFASI

T.C. Kafkas Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dali 6grencisi
Taner TURAC’in Prof. Dr. Nizami MUSTAFA danmismanliginda Yiiksek Lisans tezi
olarak hazirladigit “Karmasik Mertebeden Bi-iinivalent Fonksiyonlarin Belli
Smifimn Katsayr Tahminleri” adli bu ¢alisma, yapilan tez savunmasi sinavi sonunda
jiiri tarafindan Lisansiistii Egitim Ogretim Yonetmeligi uyarinca degerlendirilerek oy

birligi ile kabul edilmistir.

28/01/2021

Adi ve Soyadi Imza
Baskan : Prof. Dr. Sadulla JAFAROV
Uye : Prof. Dr. Nizami MUSTAFA
Uye : Dog. Dr. Murat CAGLAR

Bu tezin kabulii, Fen Bilimleri Enstitiisti Yonetim Kurulu'nun . ./../202... glinve. ..

R A sayili karariyla onaylanmigtir.

Prof. Dr. Fikret AKDENIZ

Enstitii Midiirii



ETiK BEYAN

Kafkas Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Tez Yazim Kurallarma uygun olarak

hazirladigim bu tez ¢alismasinda;

» Tez i¢inde sundugum verileri, bilgileri ve dokiimanlar1 akademik ve etik kurallar
cercevesinde elde ettigimi,

» Tum bilgi, belge, degerlendirme ve sonuglari bilimsel etik ve ahlak kurallarina
uygun olarak sundugumu,

» Tez ¢alismasinda yararlandigim eserlerin tiimiine uygun atifta bulunarak kaynak
gosterdigimi,

» Kullanilan verilerde herhangi bir degisiklik yapmadigima,

» Bu tezde sundugum calismanin 6zgiin oldugunu,

bildirir, aksi bir durumda aleyhime dogabilecek tiim hak kayiplarini kabullendigimi
beyan ederim.

Taner TURAC

28/01/2021



OZET

(Yiksek Lisans Tezi)

KARMASIK MERTEBEDEN Bi-UNiVALENT FONKSIYONLARIN
BELLI SINIFININ KATSAYI TAHMINLERI

Taner TURAC

Kafkas Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi

Matematik Anabilim Dali

Damisman: Prof. Dr. Nizami MUSTAFA

Bu tez calismasinda amacimiz bi-iinivalent fonksiyonlarin yeni bir altsinifini

tanimlamak ve incelemektir.

Ayrica, tez ¢alismamizda tanimlanan fonksiyon smifinin katsayilarr i¢in {ist sinir

tahminleri vermeyi hedefliyoruz.

Dahasi, tez ¢alismamizda tanimlanan altsinif i¢in Fekete-Szegd probleminin ¢éziimiinii

de veriyoruz.
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In this thesis, our aim is to define and examine a new subclass of bi-univalent functions.

Also, we aim to provide upper bound estimates for the coefficients of the function class
defined in our thesis.

Moreover, we give the solution of the Fekete-Szego problem for the subclass defined in
our thesis.
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ONSOZ
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fU)

SEMBOLLER VE KISALTMALAR DiZiNi

: Dogal sayilar kiimesi

: Karmagsik diizlem

: Reel sayilar

U = {Z eC: |Z| < 1} Karmasik diizlemde agik birim disk

: U agik birim diskinin f fonksiyonu altinda goriintiisii
- U ’da analitik ve f(0)= f'(0)—1=0 kosulunu saglayan

f(z)=z+ Z:anz”,an e C,n=2,3,... fonksiyonlarmin sinifi
n=2

> A’nin iinivalent fonksiyonlarindan olusan alt sinifi

: U ’da konveks fonksiyonlarin smifi

: U °da y1ldiz1l (Starlike) fonksiyonlarin sinifi

; s*(a):{f SR{%}Q ZEU}

: C(a)={f es:Re{1+z::'—((zz))}>a, ZGU}

vii



1. GENEL BIiLGILER

1.1. Giris

Bilindigi iizere, analitik fonksiyonlarin belli bir altsinifinin katsayi problemi, Fekete-
Szegd problemi, Hankel determinanti i¢in st sinir problemi 6nemli ve ¢ok calisilan
konulardandir. Bu konuda bir¢ok arastirmacilarin ¢ok sayida calismalari mevcuttur

[1,5,16,18,21-31,38,42,45,46].

Yukarida adi gegen problemler karmasik diizlemin U = {Z eC: |Z| <l} merekezil agik

birim diskinde incelenmektedir. Bunun ana sebeplerinden biri Riemann doniisim
teoremi geregince karmasik diizlemin basit baglantili bir bdlgesinin birim diske
konform déniistiiriilebilmesidir. Ote yandan, bilindigi iizere konform doniisiim altinda
bolgelerin birgok ozellikleri korunmaktadir.  Ayrica, analitik fonksiyonlar merkezil
acik birim diskte yakinsak seriye agilabilmektedir. Bu sebeplerden dolayi, bir bolgede

calismaktansa birim diskte ¢calismak tercih edilmektedir.

Analitik ~ fonksiyonlar  teorisindeki  birgok  ¢alismalar  karmasik  diizlemde
U={zeC:|z]<1} agik birim diskte analitik ve f(0)= f'(0)~1=0 normallestirme

kosulunu saglayan fonksiyonlarin bir sinifinda yogunlagmistir.

Ayni zamanda U acik birim diskte analitik fonksiyonlarin yeni alt siniflarini tanitryor
ve arastirtyoruz. Bu siniflara ait fonksiyonlarin baz ilging 6zelliklerini inceliyor ve ayni
siniflara ait fonksiyonlar igin katsayr tahminleri ile Fekete-Szegd probleminin

¢OzUimiinii veriyoruz.

Bu tez ¢alismasinda, U agik birim diskte analitik fonksiyonlarin bir yeni 3, (a, £, r)

alt simifi tanimlanmis, bu smifin katsayr problemleri ve Fekete-Szegd problemleri
incelenmistir. Parametrelerin 6zel degerlerinde elde edilen sonuglarin kaynaklarda

mevcut olan sonuglarla ¢akistigi da saptanmastir.



1.2 Kuramsal Temeller

Bu alt baslikta tezimizin konusuyla ilgili temel kavramlar sunuldu. Bu kavramlar i¢in

Ponnusamy ve Silverman’in [35] kaynagindan faydalanildi.

Tanim1.2.1. ( T -komsulugu): z, € C ve r >0 bir reel say1 olmak {izere,

U(zy,r)={z,€C:]z-7,|<r} (1.2.1)
kiimesine z, merkezli r yaricapl agik disk (veya z, noktasinin r komsulugu) denir.
U (z,,r) ile U(z,,r) nin kapanist 6U (z,,r) ile de onun sinir1 gdsterilir.
Dolayisiyla,
U(z0,r)={z, € C:|z—2z,|<r} ve U(z,,r)={z,€C:|z-2,|=r}.

Ozel durumda orijin merkezli r yarigapli disk U(0,r)=U, ile, orijin merkezli acik

birim disk de U ={z:|z|<1,z e C} ile gosterilir.

Tanim 1.2.2. (Ic Nokta): ScC herhangi bir kiime olsun. z,€S noktasi igin

U(z,,r) =S olacak sekilde bir r >0 sayis1 varsa Z, noktasina S kiimesinin bir ig

noktasi denir.

Tanim 1.2.3. (Agik Kiime): Bir S < C kiimesi verilsin. Eger, S kiimesinin her noktasi

S nin bir i¢ noktasi ise S kiimesine acik kiime denir.

Tanim 1.2.4. (Kapali Kiime): S < C olsun. S kiimesinin tiimleyeni a¢ik kiime ise, S

kiimesine kapal1 kiime denir.

Tanim 1.2.5. (Ayrik Kiime): Ortak elemani olmayan kiimeye ayrik kiime denir.

Tanim 1.2.6. (Baglantili Kiime): Eger S< S US,,SNS, #0 ve SNS, #<J olacak

sekilde S, ve S, gibi bos olmayan iki ayrik ve acik kiime bulunamaz ise ScC

kiimesine baglantilidir denir. Aksi halde baglantisiz kiime denir.



Tanim 1.2.7. (Bolge): A¢ik ve baglantili kiimelere bolge denir.

Ornegin karmasik diizlemde her komsuluk bir bdlgedir.

Tanim 1.2.8. (Siireklilik): ScC, f:S — C bir fonksiyon ve z, €S olsun. Her £>0

igin |z—2z,|< S oldugunda ‘f (z)-f (Zo)‘ <¢ olacak bicimde 5=65(z,,¢)>0 sayist
varsa f ye z, noktasinda siireklidir denir. Eger, f fonksiyonu S kiimesinin her

noktasinda siirekli ise f 'ye S kiimesi ilizerinde siirekli fonksiyon denir.
S kiimesi tizerinde siirekli fonksiyonlarin kiimesini C(S) ile gosterecegiz.

Tanim 1.2.9. (Diferansiyellenebilme): Ac C bir bolge olmak tizere, f:A— C bir

fonksiyon ve z, € A olsun. Eger,

jim (2= (20) (122)

117 -1,

sonlu limiti varsa f fonksiyonu z,e A noktasinda diferansiyellenebilirdir
(tiirevlenebilirdir) denir. Bu limit degeri f'(z,) ile gosterilir ve z =2, noktasinda f

fonksiyonunun tiirevi olarak adlandirilir.

Dolayisiyla, (1.2.2) limiti sonlu ise

(2, = limH )= (20)

Z*)ZO Z j— ZO
olarak tanimlanir.

Tanim 1.2.10. (Analitiklik): Bir f karmasik fonksiyonu bir z, noktasinda ve bu

noktanin belli bir U (z,,¢) komsulugundaki biitiin noktalarda diferansiyellenebiliyorsa

f , z, noktasinda analitiktir denir.



Eger, f fonksiyonu bir ScC kiimesinin her noktasinda analitikse f ’ye S kiimesi
tizerinde analitik denir. S kiimesinde analitik fonksiyonlarin kiimesi (¢ogu

kaynaklarda) H (S) ile gosterilir.

Karmasik diizlemin tamaminda analitik olan fonksiyonlara tam fonksiyon denir.
Ornegin, e* fonksiyonu bir tam fonksiyondur.

Z=X+ly  olmak fiizere, karmasik  degiskenli = karmasik  degerli  bir

f(z)=u(x,y)+iv(x,y) fonksiyonu analitik ise

u(xy) _ov(xy) . ou(xy)__ov(xy) (1.2.3)

OX oy oy OX

ya da

o’u(x,y) . o’u(x,y)

= 7y =0 (1.2.4)

olarak ifade edilen Cauchy-Riemann kosullari saglaniyor.

Tanim 1.2.11.(Kapali Egri): Baslangi¢ ile bitis noktalar1 ayn1 olan egriye kapali egri

denir.

Tanim 1.2.12.(Pozitif Yonlii Egri): Parametrenin artis1 egri lizerinde Saat yOniiniin tersi

yoniine karsilik geliyorsa boyle egrilere pozitif yonlii egri denir. Aksi durumda negatif

yonlii egri denir.

Teorem 1.2.1. (Cauchy-Tiirev Formiilii): Bir f fonksiyonu pozitif yonlii basit kapalt y

egrisinin sinirladig1 bolgede ve y egrisi tizerinde analitik bir fonksiyon ve z, bu egrinin

siirladig bolgenin ig¢inde bir nokta ise N e N i¢in

f(z

z-1,

dz . (1.2.5)

f(n)(z"):zr:z.i!(

)
)n+1

(1.2.5) formiiliine analitik fonksiyonlar i¢in Cauchy Tiirev formiilii denir.



Cauchy tiirev formiiliiniin en 6nemli sonuglarindan biri sudur: Bir bolgede analitik bir
fonksiyonun bu bolgede her mertebeden tiirevi vardir ve bu tiirevler de o bolgede

analitiktir.

Bu durumda, f analitik fonksiyonu z, noktasinda

f(2)=Ya,(z2-2,)", a, = £ (z,)/n! (1.2.6)

n=0
seklinde bir Taylor agilimina sahiptir.

Fakat bu hiikiim reel degiskenli reel degerli fonksiyonlar i¢in genelde dogru degil.
Yani, her reel degiskenli reel degerli fonksiyonun bir noktada birinci mertebeden tiirevi

varsa bu noktada daha yiiksek mertebeden tiirevi vardir diyemiyoruz.

3/2

Ornegin, f(z)=x%? reel degiskenli reel degerli fonksiyonunun x=0 noktasinda

birinci mertebeden tiirevi oldugu halde, ayni fonksiyonun X=0 noktasinda ikinci

mertebeden tiirevi yoktur.

Tanim 1.2.13. (Univalent (yalinkat) Fonksiyon): f, Ac C bélgesinde tanimli analitik

bir fonksiyon olsun. Her z,z,€A igin f(z)="f(z,) olmast z =2, olmasim
gerektiriyorsa (veya z, # z, oldugunda f(z )= f(z,) gerceklesiyorsa) f fonksiyonuna

A bolgesinde tinivalent (yalinkat) fonksiyon denir [9].

Eger f, Z, noktasinin bir komsulugunda tiinivalent ise f ’ye yerel iinivalent

fonksiyon denir.

Teorem 1.2.2. (Yerel Univalentlik Kriteri): Analitik bir f fonksiyonunun z,

noktasinda yerel tinivalent olmasi i¢in gerek ve yeterli kosul f '(ZO) # 0 olmasidir [9].

Fakat f'(z,)=0sarti f fonksiyonunun iinivalentligi i¢in gerek sart olup yeterli

degildir. Yani, f analitik fonksiyonu {inivalent ise f'(z,)=0 fakat tersi daima dogru

degildir. Bir kiimede yerel iinivalent olan analitik fonksiyonlarin, bu kiimede {inivalent

olmasi gerekmez.



Ornek 1.2.1.: f(z)=2> fonksiyonu A={z:1<|z|<2,0<argz<37/2} bdlgesinde

yerel iinivalent olmasina ragmen tinivalent degildir.

Gergekten f (z)=z* fonksiyonu, A bolgesinde analitik ve her z, € A igin f'(z,)=0

saglandigindan yerel tinivalenttir. Fakat

5 .5 5 .5 .25
fl =+i—4=|=f|——F—=-1—F=|=1— 1.2.7
[3& mj ( EN m] 9 27
oldugundan f(z):z2 fonksiyonu A bolgesinde tinivalent degildir.

Eger, Ac C bolgesinde f analitik fonksiyonu yerel {inivalent ise bu durumda z € A
noktasinda f’ fonksiyonu f ’nin yerel geometrik davranisini belirler. ‘f’(z)‘ ve

arg f'(z) degerleri sirasiyla yerel biiyiime ve yerel donme etkenleridir.

Ayrica, bilindigi lizere f:AcC— C analitik donlisimiiniin Jacobian determinanti

Jf(2) =| f '(z)|2 olarak tanimlanmaktadir. Jacobian determinantinin | f’(z)|2 ifadesine

esit oldugu Cauchy-Riemann denklemlerinden kolayca goriiliir.

Boylece, analitik fonksiyonlar igin Jacobian determinantinin sifirdan farkli olmasi, yerel

tinivalentlik i¢in gerek ve yeter sarttir.

Tamm 1.2.14. (Diizgiin Egri): y(t) egrisi verilsin. Eger [a,b] de tiirevi siirekli ve

sifirdan farkli ise y egrisine diizgiin egri denir.

Tanim 1.2.15. (Konform doniisiim): Eger, bir doniisiim, belli bir noktadan gecen iki
diizglin egri arasindaki acinin biiyiikliigiinii ve yoniinii koruyorsa, bu doniisiime bu

noktada konform doniisiim denir. Eger, bir f fonksiyonu, bir Ac C bélgesinin tim

noktalarinda konform ise, f fonksiyonu A bolgesinde konformdur denir.

Ornegin, f (z) =¢* doniisimii C diizlemin tamaminda konformdur.

Teorem 1.2.3: f fonksiyonunun analitik oldugu her z noktasinda f’(z)=0 kosulu

saglaniyorsa, f fonksiyonu konformdur. Dolayisiyla, bir bolgede analitik ve iinivalent

bir fonksiyon konformdur.



Teorem 1.2.3’de verilen kosul iinvalentlik i¢in yeterli kosul olup gerekli degil.

En oOnemli konform doniisiimlerinden biri Mobius doniisiimiidiir. Bu doniisiim

a, b, ¢, d karmasik sabitler olmak iizere, asagidaki sekilde tanimlanir

w= f(z)::zz:s, ad —bc 0 (1.2.8)

ve genigletilmis karmagsik diizlemi ((Coo =(Cu{oo}) kendi tizerine konform olarak

resmeder.

1851 yilinda Riemann, z - diizlemindeki D < C(D # C) bdlgesini, w - diizlemindeki

D, bolgesi iizerine resmeden f analitik fonksiyonun varligimi asagidaki teoremle

ispatlamustir.

Teorem 1.2.4. (Riemann Doniisiim Teoremi): Karmasik diizlemin her D < (C(D #* (C)

basit baglantili bolgesi konform olarak U birim diski lizerine resmedilir. Ayrica,

z,€ D olmak tizere f(z,)=0 ve f’(z,)>0 kosullarim saglayan ve D’yi U birim

diski lizerine resmeden bir tek konform dontisiimii vardir [9].

Tezimizin bu alt boliimiinde geometrik fonksiyonlar teorisinin 6zel bir konusu olan
tinivalent fonksiyonlar1 ve iinivalent fonksiyonlar sinifinin bazi altsiniflarin1 biraz daha

ayrintili sunacagiz.

Bilindigi lizere, analitik olarak bir linivalent fonksiyon sifirdan farkl tiireve sahip iken,
geometrik olarak da basit egrileri basit egrilere doniistiiriiyor. Hem analitik hem de

tinivalent fonksiyon ise basit baglantili bolgeleri basit baglantili bolgelere doniistiiriiyor.

Riemann doniigiim teoremi geregince, keyfi basit baglantili bir bolgede tanimli f
tinivalent fonksiyonu yerine U agik birim diskte tanimli iinivalent bir f fonksiyonu

secilebilir.



2. MATERYAL VE YONTEM

Tezimizin bu basliginda kullanacagimiz materyal ve yontemleri verdik.

f(0)=0, f'(0)=1 normalizasyon sartlari géz Gniine almirsa (1.2.6) serisi
f(z)=z+)> a,z" , zeU (2.1)

seklini alir.
(2.1) seklinde tanimlanmis fonksiyona normalize edilmis analitik fonksiyon denir.

U 'da normalize edilmis analitik fonksiyonlarin siifin1 A ile gosterecegiz ve kisaca
A:{f :U 'da analitik ve f(z):z+2anz“} (2.2)
n=2

yazacagiz.
Simdi tinivalent fonksiyonlarin sinifin1 tanimlayalim.

Tanim 2.1 (S Sinifi): U birim diskinde fiinivalent olan f € A fonksiyonlarinin

olusturdugu smifa S sinifi denir ve kisaca

S={f eA: f fonksiyonu U 'da Univalenttir} (2.3)

seklinde gosterilir [9,13,34] .

Ayrica, her f €S fonksiyonu

fH(w)=w+ AW + AW +AW' +-- ,.weD ve Aj=-a, , A =2a’-aq,,

A, =-5a; +5a,a,—-a,

olacak sekilde
t2(f(2))=z,zeU, f(f*(w))=w, weD={w:w<r(f)}, ro(f)z% (2.4)

bigiminde bir ters fonksiyona sahip oldugu bilinmektedir [10] .



S simifina ait bazi1 fonksiyon 6rnekleri asagida verilmistir.

(i) w=f (z):z(l—z)_1 fonksiyonu U birim diskini Re(w)>-1/2 sag yar
diizlemine resmeder.

(i) f(z):z(l—zz)fl fonksiyonu U birim diskiniC/{(—oo,—l/Z]U(l/Z,oo]}
bolgesi tlizerine resmeder.

(iii) f(z):z(l—z)_2 Koebe fonksiyonu U birim diskini C/(—o0,—1/4) bdlgesi
lizerine resmeder.

Ayrica, sunu da belirtelim ki, S simifina ait iki fonksiyonun toplami S smifina ait

olmayabilir.
Ornegin,
z
fl(Z)ZTZGS ve fz(Z)—1+iZ GS . (25)
Fakat
1 1
f'(z)= ve f! (z)= 2.6
/(2) T o (2) i) (2.6)
tirevlerinden
2—2@—02
f(2)+ £/ (z)= (2.7)
(2)+ fi(z) (1-2)* (1+iz)’
elde edilir ki Zzl%eU noktasinda
fl’(z)+ fz'(z)=0 (2.8)

oldugu goriiliir. Dolayisiyla, f,+ f, fonksiyonu igin tnivalentligin gereklilik kosulu

saglanmamus olur. Yani, f,+f,eS.

Bununla beraber S smifindaki birgok 6zellik baz1 doniisiimler altinda korunur.



Tanim 2.2 (P Sinifi): U birim diskinde p(0)=l, Re(p(z))>0 kosullarin1 saglayan

p(z)=1+> c,z" seklinde fonksiyonlarm olusturdugu smifa Caratheodory simfi veya
n=1

P sinifi denir.

Ornegin, p(z)=(1+2z)/(1-z),zeVU fonksiyonu P simfina ait olup, U birim diskini

sag yar1 dlizlem {izerine resmeden bir konform doniigiimdiir.
Ayrica, P smifina ait bir fonksiyonun iinivalent olmasi gerekmez.

Ornegin, p(z)=1+z" fonksiyonu P smifina ait olmasma ragmen ne N, n>2 igin

tinivalent degildir.

Her tinivalent fonksiyon da Caratheodory sinifina ait degildir.

Ornegin, f(z)=2z fonksiyonu iinivalent olmasina ragmen P siifina ait degildir.

Simdi de S smifinin bazi énemli altsiniflarindan bahsedelim.

Tanim 2.3 (S* Smufi): B C kiimesi verilsin. B kiimesindeki sabit bir z;, noktasini

keyfi z € B noktasina birlestiren dogru pargasi tamamen B kiimesinde kaliyorsa, B ’ye

Z, noktasma gore yildizil kiime denir. z, noktas1 6zel olarak orijin segilirse, bu kiimeye

orijine gore yildizil kiime veya kisaca yildizil kiime ad1 verilir.

Eger, bir f fonksiyonu U birim diskini w diizleminin w, noktasina gore bir yildizil
kiimeye resmediyorsa, f fonksiyonuna w, noktasina gore yildizil fonksiyon denir.

Ozel durumda, f fonksiyonu U birim diskini yildizil kiimeye resmediyorsa f

fonksiyonuna yildizil fonksiyon denir.
S smifindaki tiim yildizil fonksiyonlarin kiimesi S* ile gosterilir.

Kisaca, yildizil fonksiyonlari

S*:{f eS:Re(ZI!((ZZ))]>O,ZeU} 2.9)
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seklinde gosterebiliriz

Tanim 2.3 yildizil fonksiyonlar sinifinin geometrik tanimidir.

Asagidaki teorem bir fonksiyonun yildizil olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosulu ifade

etmekle beraber yildizil fonksiyonlar sinifinin analitik tanimin1 vermektedir.

Teorem 2.1: f S olsun. O halde,

Ayrica, f(z)=z +Z‘O:anzn €S" =|a,|<n tahmini dogrudur [13,34].
n=2

S smufina ait fonksiyonlardan en 6dnemlilerinden birisi

k(z)=——, zeU

o

seklinde tanimlanan Koebe fonksiyonudur.

Bu fonksiyonu

k(z):%mf_zjz _1}

seklinde de yazabiliriz.

(2.10)

(2.11)

(2.12)

Tanim 2.4 (C Smufi): BcC kiimesi verilsin. Her w,,w, € B igin W, noktasin1 W,

noktasina birlestiren dogru pargasi tamamen B i¢inde kaliyorsa B ’ye konveks kiime

denir. Eger, bir f fonksiyonu birim diski, konveks bir kiimeye resmediyorsa f

fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. S smifindaki tiim konveks fonksiyonlarin sinifi

C ile gosterilir [9,34].
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zf"(z
C smifini kisaca C = { feS: Re(l+ —()J >0,z€ U} seklinde gosterebiliriz.

t'(2)

Tanim 2.4. konveks fonksiyonlar sinifinin geometrik tanimidir.

Asagidaki teorem bir fonksiyonun konveks olmasi icin gerekli ve yeterli kosulu ifade

etmekle beraber konveks fonksiyonlar sinifinin da analitik tanimini vermektedir.

Teorem 2.2: f € S olsun. Bu durumda,

f(z)eCc>1+Zf”(Z)eP. 2.13)

f(2)

Ayrica, f(z)=z+) a,2"eC=|a|<1 degerlendirmesi dogrudur [13,34]. Bir
n=2

analitik fonksiyonun tinivalentligini garanti eden en kullanish sart sudur: f fonksiyonu
konveks bir Dc C bolgesinde analitik ve her zeD igin Ref’(z)>0 ise f

fonksiyonu D bolgesi lizerinde iinivalenttir. Bu kriter Noshiro-Warschawski-Wolff

kriteri olarak bilinir. Bu sonug ile Caratheodory smifi arasinda yakin bir iliski vardir
[9,13,34].

Teorem 2.1. ve 2.2.’in bir sonucu olarak ilk kez Alexander tarafindan verilmis olan

asagidaki teorem S° ve C smiflarma ait fonksiyonlar arasindaki ¢ok onemli bir

baglantiy1 ifade eder.

Teorem 2.3 (Alexander Teoremi): f eSve zeU olmak iizere, g(z)=zf'(z)olsun.

Bu durumda, f e C olmasi igin gerek ve yeter sart g € S™ olmasidir ( feCege S*)

[9,13,34].
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Ayrica, yukaridaki tanimlardan anlagildig iizere, bu siniflar arasinda

CcS'cScA (2.14)

seklinde bir iliski vardir.

Tanim 2.5 (S™ () Sufi): Her zeU ve « €[0,1) olmak iizere,

Re(%} >a (2.15)

kosulunu saglayan f €S fonksiyonuna o mertebeden yildizil fonksiyon ve bu

fonksiyonlarm olusturdugu sinifa da « mertebeden yildizil fonksiyonlarin sinifi denir

ve S”(a) ile gosterilir [13,36].

Tamm 2.6. (C () Sumfi): Her zeU ve o €[0,1) olmak iizere,

2f"(z2)
Re(1+ f’(z)J>a (2.16)

kosulunu saglayan f €S fonksiyonuna « mertebeden konveks fonksiyon ve bu

fonksiyonlarin olusturdugu siifa da o mertebeden konveks fonksiyonlarin sinifi denir

ve C(a) ile gosterilir [13,36].

Kolaylik saglamasi icin yildizil ve konveks fonksiyonlar sirasiyla S* =S*(O)Ve

C =C(0) seklinde gosterilecektir.
S ‘nin 6nemli bir alt sinifi agagidaki sekilde tanimlanan iR(a, p ) siifidir

R(a, B)={f eS:Re[ '(z)+p2t"(z)|>a,2eU},@e[0,1), 20  (217)
Gao ve Zhou [12] calismasinda iR(a, ,B) smifin1 incelemis ve bu alt simifin bazi

doniisiim 6zelliklerini gostermislerdir.
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Ozel durumda =0 igin
R(B)={f eS:Re[ f'(2)+p2zt"(2)]>0,2eU},5>0 (2.18)
R(B) altsimfini elde ederiz.

Altintas Et al. [2] tarafindan ¢alismasinda
feT, 1[f’(z)+ﬂzf "(z)-1]<a,zeU,Be[01],a(0,1],y e C" =C—-{0}. (2.19)
Y

kosullarini saglayan f fonksiyonlarindan olusan analitik ve bi-tinivalent fonksiyonlarin

bir R(e, B,7) alt sifini incelemislerdir.

Burada, T U agik birim diskte analitik olan
f(z)=z-a,°-a,2°-..=2-) a,2",a,20, (2.20)
n=2

sekilli f fonksiyonlarinin sinifidir.

Altintas Et al. [2] ¢alismasinda bir fonksiyonun bu sinifa ait olmasi igin yeterli ve

gerekli sartlar1 bulmuglar.

f ve f "nin her ikisi de kendi taniml1 bdlgelerinde tanimli ise f € A fonksiyonuna U
da bi-tinivalent fonksiyon denir. U birim diskinde bi-tinivalent fonksiyonlar sinifi X
ile gosteriliyor.
1967°de Lewin [20] (2.1) sekilli her f e fonksiyonunun ikinci katsayisi igin

|a2| <1.51 degerlendirmesinin dogrulugunu gostermistir. 1967°de Brannan ve Clunie [3]

f €2 fonksiyonunun ikinci katsayist igin |a2|<\/§ tahminini sdylemislerdir. 1984

yilinda Tan [41] > simifindan olan fonksiyonlar i¢in bilinen en iyi tahmin olan

|a2| <1.485 degerlendirmesini elde etmistir. 1985 yilinda Kedzierawski [17] bi-starlike

fonksiyonlar i¢in Brannan-Clunie tahminini ispatlamistir. Brannan ve Taha [4] «

mertebeden bi-starlike ve bi- konveks fonksiyonlarm ilk |a,|ve |a,| iki katsayilari

tizerine tahminler elde etmislerdir.
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Bi-linivalent fonksiyonlarin incelenmesi son yillarda Srivastava Et al. [34] tarafindan
yeniden canlandirilmistir ve Srivastava Et al. [37] ¢alismalari literatiirde oldukca fazla

sayida ragbet gormiistiir.

Ozellikle, X ’mn gesitli alt smflar i¢in baglangic |a,| ,|a,| ve |a,| katsayilarimn

q
tahminleri tizerine ¢ok sayida sonug¢ bulunmustur (bakiniz 6rnegin [7,10,15,32,39,40,43
ve 44]).

Son zamanlarda Deniz [8] ve Kumar Et al. [19] analitik fonksiyonlar arasinda
subordine prensibine dayanip smiflar1 genellestirerek Brannan ve Taha’nin [4]‘deki

sonuclarini genisletmis ve gelistirmislerdir.

Yukaridaki adi gegen c¢ok sayidaki calismalara ragmen, 2. smifina ait olan
fonksiyonlarin |a,|(n=2,3,...) katsayilar1 icin tahminler hala agik bir problem olarak

kalmaktadir.

Yukarida bahsi gegen c¢alismalardan esinlenerek 2. bi-iinivalent fonksiyonlar sinifinin

bir altsinifin1 tanimlayalim.

Tanim 2.7:  (2.1) ile verilen f € > fonksiyonu asagidaki kosullari

Re{l—l-ll:f'(Z)+ﬂ2f”(2)—1:'}>05,2€u, (2.21)
T

Re{1+%[g'(w)+ﬂwg"(w)—1:|}>a,WE D. (2.22)

sagliyorsa 3¢ («, 8,7), 1€ C =C—{0},a €[0,1), >0 smufina aittir denir.

Hatirlatma 2.1: Tanim 2.7.’de 7 =1 alinirsa

Iy (a, 1) =Ry (e, B), 2 €[0,1), 320

sinifini elde ederiz.

Yani,
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f eHy (. B) <= Re(f'(z)+pzf"(z))>a,z€U, (2.23)

Re(g'(w)+pwg"(w))>a,weD. (2.24)

Hatirlatma 2.2: Tanim 2.7.’de f=0 alirsak 3y (a,0,7), 2 €[01), 7eC —{0}

simifini elde ederiz, yani

f eSz(a,O,r)c> Re{1+1[f'(z)—1]}>a,ZeU , (2.25)
T
1
Re<1+=| g’ -1 . D. 2.26
e{+f[g (w) ]}>aWe (2.26)
Hatirlatma 2.3: Tanm2.7.’de  f=0,7=1 almmwsa Iy (a,0,1)=Ry(a,0),

ae [0,1) fonksiyon sinifin1 elde ederiz, yani

f eRy(a,0) = Re(f'(2))>a,zeU, (2.27)
Re(g'(w))>a,weD. (2.28)
Hatirlatma 2.4: Tamm2.7.’de £ =1 alarak J;(e,1,7),a€[0,1),7eC =C—{0}

fonksiyonun sinifini elde ederiz, yani
feJs(alr)e {Re{1+1[ f'(z)+zf "(Z)—lj} >a,zeU
T

Re{l+%[g'(w)+wg”(w)—1]} >a,We D}.

(2.29)

Hatirlatma 2.5: Tamm 2.7’°de pF=1r=1 almrsa 3y (a,11)=R;(al),

ae [0,1) fonksiyon sinifini elde ederiz, yani
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f eRy(al)=Re(f'(2)+2f"(2))>a,z€U, (2.30)
Re(g'(w)+wg"(w))>a,weD. (2.31)

3y (,0,1) =Ry (,0) =Ny («r) smufi Srivastava Et al. [39] ve Caglar Et al. [6]

tarafindan arastirilmistir.

4o _1 n-1
2011 yilinda Frasin [11] 2(1—0{)2(&]—)1 <1 kosulu ile I (a, B1)=Hy(a,p),
J’_

n=1
a 6[0,1), £ >0 alt stmifin1 arastirmistir. O bu sinifa ait olan fonksiyonlarin ilk iki

katsayis1 i¢in tahminler bulmustur.

Bu tezde amacimiz 3 (a, ﬂ,z‘) sinifina ve 6zel durumlarina ait fonksiyonlarin |a2|,

|a3| ve |a4| ilk li¢ katsayilari i¢in tist siir tahminleri bulmaktir. Ayrica, bu tez

caligmamizda 3y (a,,b’,r) smifi i¢in Fekete-Szegd problemini de ¢6zmeyi

hedefliyoruz.

Ana sonuglarimizi kanitlamak i¢in asagidaki lemmalara ihtiyacimiz olacaktir.

Lemma2.1: (Ornegin bakiniz [33] ) Eger, peP ise 0 zaman |p,[<2,n=123,..
kesin tahminler saglamr. Burada, P U birim agik diskte analitik ve p(0)=1,

Re(p(z))>0(zeU) kosullarm saglayan
p(z)=1+pz+ p222+...:1+i p,2", zeU (2.32)
n=1

sekilli fonksiyonlarin sinifidir.

Lemma 2.2: ( Ornegin bakiniz [14] ) Eger, p (2.32) serisi ile verilen bir fonksiyonsa
2p, = p +(4-p7)x, (2.33)

ap,=p;+2(4-p7) px—(4-pf) px* +2(4- pf)(1—|x|2)z (2.34)
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esitlikleri |x| <1 ve|z| <1 kosullarim saglayan baz1 x vez igin dogrudurlar.

3. BULGULAR

3.1. 3y (a, B,7) Fonksiyon Simfi i¢in Katsayr Problemi

Tezin bu bolimiinde Iy (e, B,7)smifina ait olan fonksiyonun ilk ii¢ katsayist igin iist

sinir tahminleri verecegiz.

Teorem 3.1.1: (2.1) ile verilen f fonksiyonu 3 («, B,7) smifina ait olsun.

Bu durumda,
(1)l
la,| < Lip (3.1.1)
2(1-
%, eger |z €(0,7,),
<y (312)
(-a) | .
W’ eger|2'| € [To,+00),
2(1+ )’
burada 7, = 3(1-a)(1+25)
(1-a)l|
ja,|< 2(1+35) (3.1.3)

tahminleri dogrudur.

ispat: f eSz(a’,ﬂ,T),ae[O,l),ﬁe[O,l],Te(C* =(C—{O} ve g = f olsun.

Bu durumda,
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1+%[f'(z)+ﬂzf "(2)-1]=a+(1-a)p(2)

ve

1+%|:g’(w)+ﬁwg"(w)—1]:a+(1—a)q(w),

(3.1.4)

(3.1.5)

p(z)=1+pz+ p,z° +..ve q(w)=1+qw+q,w" +... fonksiyonlart P smifindandir.

(3.1.4) ve (3.1.5)’deki sag ve sol taraflardaki polinomlarm katsayilarim

karsilastirirsak

ve

r(1-a)
4(1+38)

—5a; +5a,a, - a, =

;-

elde ederiz.(3.1.6.a) ve (3.1.7.a)’dan

buluruz.
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(3.1.6.a)

(3.1.6.b)

(3.1.6.0)

(3.1.7.8)

(3.1.7.b)

(3.1.7.0)

(3.1.8)



Ayrica, (3.1.6.b)’den (3.1.7.b)’yi ¢ikarir, (3.1.8)’i de dikkate alip sadelestirirsek a,

katsayisi i¢in

_ 7’ (l—a)2 07+ r(1-a)
4(1+B) T 6(1+25)

a (pz_%) (3-1-9)

yazariz.

(3.1.7.c) esitligini (3.1.6.c) esitliginden cikartarak (3.1.8)'i de goz oniinde

bulundurursak a, i¢in asagidaki ifadeyi elde ederiz

_ 5(l-a)

o r(l-a)
Y 24(1+ B)(1+2P)

8(1+3p)

pl(pz_q2)+ (p3_q3)- (3.1.10)

p,=—0, oldugunu dikkate alwsak Lemma 2.2’den |x|<1|y|<1|z|<1 ve |w|<1

kosullarini saglayan baz1 X,y, wve z igin

2p, = p?+(4—p?)x, 4_ o2
2 12 ( z) :>p2—q2:Tpl(x—y) (3.1.11)
20, =0 +(4_q1)y

ve

4p; = p} +2(4-p7) px—(4-p7 ) px’ +2(4-p7 ) (1= )z

) (3.1.12)
40, = ¢ +2(4-6 )y —(4-7 ) oy’ +2(4-7 ) (1-|y[" )w

3 4-p} 4— p? a2
- = B P ) BBy 4B a e fae ]

(3.1.13)

yazabiliriz.

|p|<2 oldugundan, herhangi bir kisitlama olmadan t<[0,2] oldugu varsayilabilir.

Burada t =|p,|.

(3.1.8)den asagidaki esitsizligi kolayca yazariz
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1-—
|az|3( f)’k't, te[0,2], (3.1.14)

2(1+5)
dolayisiyla,
la,| < (A=a)l (3.1.15)
1+

(3.1.11) ifadesini (3.1.9)’da yerine koyar ve ftg¢gen esitsizligini kullanir ve
x| =&, |y|=n alirsak |a,| i¢in asagidaki esitsizligi yazarz
la;| <C, (t)(E+7m)+C, (1) =F(&,m), (3.1.16)

burada

C,(t)= (1_13()1|T+|(24ﬂ_)t ) LG, (1) =%t2 . te0,2]. (3.1.17)

Simdi Q:{(g,n):g,ne[o,i]} kapah karesinde F(&,n) fonksiyonunu maksimize

etmemiz gerekiyor.

F(&,n7) fonksiyonunun C,(t) ve C,(t) katsayilari t degiskeninden bagl oldugundan,
F(&,n7) fonksiyonunun maksimumunu t=0, t=2 ve te(0,2) durumlarinda

aragtirmamiz gerekmektedir.

t =0 olsun. Bu durumda,

(&+7) (3.1.18)

yazariz.

F (&,77) fonksiyonunun maksimum degerini (&,7)=(1,1) noktasinda aldig: ve

2|z|(1- )

max{F (&n): &m0} = F(11)= 30 20

(3.1.19)
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oldugu kolayca goriiliir.

t=2 i¢cin F (&,7) fonksiyonu degiskenlerin sabit fonksiyonu olup

(=)'l

. (3.1.20)
(1+ )

F(&n)=

sekildedir.
Simdi te (0, 2) olsun. Bu durumda her kayit edilmis te (0, 2) degerleri icin
max {F (&,17):&,7€[0,1]} = F(11)=2C, (t)+C, (t) (3.1.21)

yazabiliriz.

Simdi G:(0,2) »> R fonksiyonunu asagidaki gibi tanimlayalim
G(t)=2C,(t)+C,(t). (3.1.22)

C,(t) ve C,(t) nin (3.1.17)’deki degerlerini (3.1.22)"de yerine koyarsak elde ederiz

G(t)=A(a, Bi7)t* +B(a, Bi7), (3.1.23)
burada,
. 3(-a)ef __2(p)
M) a1 2p)0v 57 {'T' o G
2=l
B(a,p;7)= 31r20) (3.1.25)

Simdi (0,2) arahgnda G(t) fonksiyonunun maksimumunu arastirmaniz

gerekmektedir.

Basit hesaplamayla
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G'(t)=2A(a, B;7)t (3.1.26)
buluruz.

(3.1.26)’dan  gorildiigii  iizere, A(a,B;7)<0  oldugunda,  dolayisiyla,

7| e [0, 3 (12(1; ('18)22,6')} oldugunda G'(t) <0 esitsizliginin saglanacag: agiktir.
—a)(1+

O halde, |z‘|e(0,2’0) icin G fonksiyonu azalan bir fonksiyondur. Burada,

__20+py
° T 3—a)(1+25)
Buna gore,
. : y _2(1-a)f|
max {G(t):te(0,2)} =G (0+)=2C,(0)= A 25) (3.1.27)
Ayrica, || > 7, igin G'(t)>0 , yani G(t) fonksiyonu artan bir fonksiyondur.
Bu durumda,
. (L-a)’|
max {G(t):te(0,2)} =G(2-)=C,(2)=~———LL | (3.1.28)
(6():te(02)}=6(2-)-C, (@)=

Simdi |a,| i¢in degerlendirme bulalm. (3.1.11) ve (3.1.13) ifadelerini (3.1.10) ‘de
yerine koyar ve tiggen esitsizligini kullanarak |X|=¢, |y|=¢ alirsak |a,| i¢in asagidaki

esitsizligi elde ederiz

lag < (1)(S7+6%)+c, (1)(S +6)+c (1) =8(L15), (3.1.29)
burada,
_ (1-a)(4-t*)(t-2)[]
¢ (t) 32(1+35) , (3.1.30)
o, (1) (1-a)(4-t°)[t[5|c|(1-a)(1+38) +3(1+ B)(1+25) ] | (3130)

48(1+ B)(1+28)(1+3p)
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(o) . (@-a)(4-t)
C3(t)_16(1+3,3)t+ 8(1+38)

, te[0,2]. (3.1.32)

Simdi kapali Q:{(g,;):;,ge[o,l]} karesi iizerinde ¢:Q—>R ¢ fonksiyonunun

maksimumunu inceleyelim.

¢ fonksiyonunun ¢ (t), c,(t) ve c,(t) katsayilari t degiskeninden bagimli
oldugundan bu fonksiyonun maksimumunu t=0, t=2 ve te(0,2) durumlarinda

inceleyecegiz.

t =0 olsun. Bu durumda

B

#(5:6)=- 2(1+3p)

esitligini yazariz.

. " v . 2
¢ fonksiyonunun maksimum degerini A(¢,¢)= . (é’,g)¢gg (é’,g)—[yﬁgg (g,g)]
ifadesinin isaretine gore inceleyelim.

Basit bir hesaplama ile

1- 1-
FO22) g g)=-E2) 0 a3

¢;(§,g)=—|2(| +38) .|2(| +

ve

1—
¢¢g(§,€)=¢¢(&€)=0’¢é’;(C,G)=¢;;(é”,g)=—|27(|§+—3?),(§,g)eﬂ (3.1.35)

oldugu kolayca gortilebilir.

Boylece,

1_ 2
A(@%){%j >0 ve ¢, (£5,5,) <0, (3.1.36)
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dolayisiyla (£;,¢,)=(0,0) noktasi ¢ fonksiyonunun bir maksimum noktasidir. O halde,

t =0 durumunda

(1-a)l]
G):<, 0,1/ =¢(0,0) = ——F— 1.
max{g(.6):¢e < [0 =0(0.0) = 5 o (3.0.37)
yazariz.
t=2 icin ¢ fonksiyonu degiskenlerin asagidaki sekilli bir sabit fonksiyonudur
1-a)lr
¢(§,g)=c3(2)=( ) |. (3.1.38)

2(1+3ﬂ)
Simdi te(0,2) olsun. Bu durumunda ¢ fonksiyonunun maksimumunu
A(S.6)=¢..(S.6)d. ((,g)—[gbgg (g”,g)]z isaretine gore inceleyecegiz.

Basit bir hesaplama ile

¢ ($.6)=2¢, () +c, (1) ¢ (S 5)=2¢,(t)g +c, (1) (3.1.39)
ve
¢ (¢.6)=¢4(¢5)=0, (3.1.40)
¢ (S.6)=4.(S.5)=2¢,(1).(¢.5) e (3.1.41)
buluruz.

Dolaystyla, (é’o,go)=[_62(t) _CZ(t)J noktast  ({,.5,)eQ  durumunda ¢

2¢,(t) " 2¢,(t)

fonksiyonunun bir kritik noktasidir.

(£o:60) €2 oldugunu varsayiyoruz. A(¢,,¢,)=4c] (t)>0 ve ¢, ({,.5,) =2¢,(t) <0

oldugundan (&j,g,) noktast ¢ fonksiyonu igin maksimum noktadir.

Buna gore her t (0,2) igin
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2¢, (t)
bulunur.
Dolayistyla,
. c; (t)
<inf t)-=2>"L:te(0,2
=it -5 c(02)
yazabiliriz.

2
Simdi (0,2) araliginda ¢, (t)- : (1 ifadesinin infimumunu arastiralim.

2c,(t)
inf ¢, (t):t(0,2)] = 2554((11;0;);;' inf (¢, (1):t(0,2)} =0
¢, (t):te(0,2)} =—inf {c,(t): _l-a)
sup{—c, (t):te(0,2)} {c.(t):te(0,2)} 4(1+35)
oldugundan

Y SRR YO I B £
f{3(t) 2cl(t)'t (O’Z)}‘ 54(1+38)

O halde, (3.1.37), (3.1.38) ve (3.1.43), (3.1.46)’dan

(1-a)f| 25(1—06)|T|}_ (1-a)l|

2(1+38)" 54(1+38) | 2(1+3p)

|a4|£max{

elde ederiz.

(3.1.42)

(3.1.43)

(3.1.44)

(3.1.45)

(3.1.46)

(3.1.47)

Boylece, (3.1.15), (3.1.16), (3.1.19), (3.1.20) , (3.1.21), (3.1.27), (3.1.28) ve

(3.1.47)’den Teorem 3.1.1’in ispat1 tamamdir.
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Teorem 3.1.1°in 6zel durumlarinda asagidaki sonuglara variriz.

Sonug 3.1.1: (2.1) ile verilen f fonksiyonu, 3 («, 8,1)=Hy (a, B) simfindan olsun.

Bu durumda,

|| <

burada

ve

Sonug 3.1.2: (2.1) ile verilen f fonksiyonu Sz(a,O,r) smifindan olsun.

O halde,

|ag| <

burada

2|r(1-a)

|a2|$_—

1+

>,  eger ae[O,ao],

eger ae(al),

3(1+28)

2(1+B)

=31 2p)

l-o

FTRET)

2| < e (1-a),

3

|r|2 (1- a)2 eger |r| &7y, +),

27

eger  |7]€(0,7,),

(3.1.48)

(3.1.49)

(3.1.50)

(3.1.51)

(3.1.52)

(3.1.53)



(3.1.54)

Ve

(1)l {[5(-a)lel+ 6] (5(0-a)le +3)" 9] +3] (5(1-a) | +3)"+ 0} 459

2[5(1-a)|e]+6]

Sonug 3.1.3: (2.1) ile verilen f fonksiyonu 3 («,0,1) =R («,0) = Ny (o) smifindan

olsun. O zaman,

la,|<1-a, (3.1.56)

|

<
2| < 21-a) (1 j
, eger ae|—-,1|,

3 3

(1—0[)2, eger ae{o,

Wl

(3.1.57)

ve

<%
la,| < >

(1—a){[5(1—a)|r|+6][(5(1—a)+3)2—9}+3[(5(1_a)+3)2+9J}. (3.1.58)

' 2[5(1~a)+6]

Sonug 3.1.4: (2.1) ile verilen f fonksiyonu 3 (a,1,7),a €[0,1) smifindan olsun.

Bu durumda,

2| SM. (3.1.59)
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M, eger |r| € (O, ro),

9
las| <1, ) (3.1.60)
[ (A-a)
— eger |T|€[TO,+oo),
burada
8
= 3.1.61
"T9(1-a) (3.1.61)
ve
|a4|£(1_a)|r|

(e}

(1-a)lel{2[5(1-a)[e|+8]] (10(1-)[e|+9) ~81 |+ 6] (10(1-c)[el-+8) +81 |

64[5(1—a)[r|+9]

(3.1.62)

Sonug 3.15.: (2.1) ile verilen f fonksiyonu 3 (,1,1) =Ry (1) smifindan olsun.

O halde,
|a2|§1_7a, (3.1.63)
2
M, eger ae[O,l},
la,| < 4 9 (3.1.64)
2(1-«a) . [1 j
, eger ael|l-,1
9 9
ve
l-«a
<=5

(1—a){2[5(1—a)+9][(10(1—a)+9)2—81J+9[(10(1—a)+9)2+81}} (3.1.65)

’ 64[5(1-a)+9]’
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3.2. 3¢ (a, B,7) Fonksiyon Simifi i¢in Fekete-Szegoé Problemi

Bu boliimde, 3y («,,7) fonksiyon smifinin Fekete-Szegd problemi iizerine asagidaki

teoremi verecegiz.

Teorem 3.2.1: (2.1) ile verilen f fonksiyonu 3 («,f,7) smifindan ve u e C olsun.

Bu durumda asagidaki tahmin dogrudur

2|7|(1- o .
%, eger [1- 4 [0, 14,),
‘as_ﬂaﬂg 2 2 (3.2.1)
[ A-a) .
|1—,U|W, eger [1- 4 €[ py,+0),
2(1+B)’

burada, = .
At = S @) (1 25)

Teoremde elde edilen sonug kesindir.

Ispat3.2.1: f €3 (e, B.7),2€[0,1),8€[0,1],7reC =C—-{0} ve ueC olsun.
(3.1.8) ve (3.1.9)’dan kolayca

(1—05)2 2, r(l-a)
6(1+27

)(pz—qz). (3.2.2)

esitligini yazariz.

p, —d, i¢in (3.1.11) ifadesini (3.2.2)’de yerine yazarsak

(1-a)f , t(l-a)(4-pf)
spy * ez 7Y

a,—ua’ = (1-u) (3.2.3)

elde ederiz. Burada, xvey, sirasiyla, [x|<lve|y|<1 kosullarm saglayan

parametrelerdir.
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(3.2.3) esitligine tiggen esitsizligini uygular, t=|p|,|x|=¢&,|y|=7 alsak kolayca elde

ederiz
|, - wal|<d, (t)+d, (t)(E+n)=p(£.1), (3.2.4)
burada,
T |T|2(1—oz)2 ) _|T|(l—a)(4—t2)
d (t)=[L ﬂ|—4(1+ﬂ)2 20 ve d,(t)= 5+ 27) >0 (3.2.5)

Agikga goriiliiyor ki, ¢(&,7) fonksiyonu en biiyiik degerine (&, 1) =(1,1) noktasinda

ulastyor.

O halde,

o(&m)<max{p(&n):&ne[01]}=p(L1)=d,(t)+2d,(t) (3.2.6)

yazariz.

Simdi sabit 7eC =C-{0} icin H:[0,2] >R fonksiyonunu asagidaki gibi

tanimlayalim

H(t)=d,(t)+2d,(t). (3.2.7)

d, (t) ve d, (t) ‘nin (3.2.5)’deki ifadelerini (3.2.7)’de yerine koyarsak H fonksiyonu

icin agagidaki ifadeyi elde ederiz

H(t)=C(a, B, 1;7)t? +D(a, B, 1), (3.2.8)
burada
@)l 201 p)
e e e e N
2|7|(1-«)
Dl fir)=342p)
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Simdi [0,2] araliginda H fonksiyonunun maksimum degerini inceleyelim.

Basit bir hesaplamayla yazariz
H'(t)=2C(a,ﬁ,,u;r)t. (3.2.10)

1. C(a,B,u;t)=0 olsun. Bu durumda, H'(t)>0, dolayisiyla H artan bir

fonksiyondur.

O halde,

o 1-a)

H(t)<max{H(t):te(0,2)} =H (2)=d,(2)=[1- 4| @ py

(3.2.11)

2. Simdi C(a,pB,7;7)<0 durumunu inceleyelim. Bu durumda, H'(t)<0, yani H

azalan bir fonksiyondur.

Bu ylizden
H (t)<max{H (t):te(0,2)} =H(0)=2d,(0)= % (3.2.12)
Boylece, (3.2.8) den goriildiigii izere, eger [1— 4> p, ise
H (1) < max(H (1)t e (0,2)) <1 =) 3.2.13
W=maxfr(eo2)-poa T o2
ve eger [L— u| < y, ise
H () < max {H (t):1 (0,2)} = 21 2=2) 3.2.14

2(1+ )
3r|(1-a)(1+28)

elde edilir. Burada, 1, =

Boylece (3.2.4), (3.2.13) ve (3.2.14) esitsizliklerinden teoremde istenen tahminin

dogrulugu goriiliir.
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Simdi, teoremde elde edilen sonucun kesin oldugunu gosterelim. (3.2.2) esitliginden
gorildiigh tzere, eger p,=0 ve p,=2, 9,=0 (yada p,=0, g,=2) olursa birinci
esitsizlik esitlik olarak gerceklesir. Ayrica, yine de (3.2.2) esitliginden goriildugii lizere,

eger p, =2 ve p, =0, olursa ikinci esitsizlik esitlik olarak gerceklesir.

Bununla, Teorem 3.2.1’in ispat1 tamamdir.

Ozel durumda, Teorem 3.2.1°den asagidaki sonuglara ulasabiliriz.

Sonug 3.2.1: (2.1) seklinde verilen f fonksiyonu 3 (e, f,1) smifindanve peC

olsun. Bu durumda asagidaki degerlendirme dogrudur

2(1-« .
ﬁ, eger |1—ﬂ|€[0,ﬂ0),
i<y (3215)
—a
|1—,u|m, eger |L— u| e[y, +0),

2(1+B)’

burada, x4, = .
At = 3 a) (14 2)

Sonug 3.2.2: (2.1) seklinde verilen f fonksiyonu 3 («,0,7) smifindanve upeC
olsun. Bu durumda asagidaki degerlendirme dogrudur
2|7|(1-«)

2y — 25 < 3
L pdlel (1-a), eger 1- | e[up,+o0),

! eger 1= <[0.4), (3.2.16)

burada, g, = 3 2

rl(1-a)

Sonug 3.2.3: (2.1) seklinde verilen f fonksiyonu 3 («,1,7) simfindanve wxeC

olsun. Bu durumda asagidaki degerlendirme dogrudur
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2(1+ )

2J(1-a)

o (1-a)
4

eger |1—u|€[0,14,),

. eger [1- pl €| py,+),

(3.2.17)

4 parametresinin reel degerleri i¢in Fekete-Szegd problemi iizerine asagidaki teorem

dogrudur.

Teorem 3.2.2: (2.1) seklinde verilen f fonksiyonu 3, (a,ﬂ,r) siifindan ve ueR

olsun. Bu durumda asagidaki tahmin dogrudur

2 2
l-a

(1—/1)%, eger 1 <1-— u,,

7 (1-a)’
‘as—ﬂazz‘ﬁ (ﬂ—l)Wv eger 1+ < u,

2|7|(1-«) 5
M, egerl—,uo S,USI"‘/JO,

2(1+B)°

burada, x, =

3| (1-a)(1+28)

Teoremde elde edilen tahminler kesindir.

(3.2.18)

Ispat 3.2.2: f €3y (a,p.7),ae[01),5€[01],reC =C—-{0} ve xR olsun.

(3.1.8) ve (3.1.9)’dan kolayca bulabiliriz

a, — p1a; =(1- 1)

(e . tli-a)
4(1+ BY ' 6(1+2p)

p, —d, i¢in (3.1.11) ifadesini (3.2.2)’de yerine yazarsak
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(1-a) , 7(l-a)(4-p)

4(1+ B) e 12(1+2p)

(x—y) (3.2.20)

elde ederiz.

Burada, x vey, sirasiyla,

x| <1ve |y| <1 kosullarim saglayan parametrelerdir. (3.2.20)

esitligine tliggen esitsizligini uygular, t=|p,|,|X| = &,|y| =7 alirsak kolayca elde ederiz

la, - waj|<d, (t)+d, (t)(E+n)=w (&), (3.2.21)
burada,
d, (t)=f1- ﬂ'ﬂ((f%tz >0 ve d,(t)= |T|(112_(2(;_)t )o0 (3.2.22)

Agikga goriildiigii tizer, w(&,n) fonksiyonu en biiyik degerine (&,u)=(11)

noktasinda ulasiyor.

O halde,
(&) <max{y (&n):Ene[0d]f=p(L1)=d,(t)+2d,(t)  (3.2.23)

yazariz.

Sabit 7 e C" =C—{0} i¢in H, :[0,2] >R fonksiyonunu asagidaki gibi tanimlayalim
H,(t)=d,(t)+2d,(t). (3.2.24)

d, (t) ve d, (t) ’nin (3.2.22)’deki ifadelerini (3.2.24)’de yerine koyarsak H, fonksiyonu

icin agagidaki ifadeyi yazariz
H,(t)=C(a, B, 1;7)t* +D(a, B, 1), (3.2.25)

burada
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(=)'l 2(1+ )’

C(appir) =L - ,
3(1- 1+2
4(l+,3) ( a)|r|( +2p) (3.2.26)
D(O{, ):2|T|(1—0£)
3(1+ Zﬁ)
Simdi [0,2] araliginda H, fonksiyonunun en biiyiik degerini inceleyelim.
Basit bir hesaplamayla yazariz
H, (t)=2C(a, B u;7)t'. (3.2.27)

1. C(e,pf,4;7)>0 olsun. Bu durumda, H, (t)>0, dolayistyla H, artan bir

fonksiyondur.
O halde,

7 @-a)

Hl(t)gmaX{H (t):te(O,Z)}: H1(2):d1(2):|1_'“| (1+,3)2

(3.2.28)

2. $imdi C(e,p,7;7)<0 durumunu inceleyelim. Bu durumda, H, (t)<0, yani H,

azalan bir fonksiyondur.
Bu yiizden

_2[(t-a)

H, (t) <max{H, (t):te(0,2)} =H,(0)=2d,(0)= 31+ 25)

(3.2.29)

Boylece, (3.2.8)’den goriildiigii tizere, eger [1— > 14, yani u<1-u, yada u>1+p,

ise
(3.2.30)

ve eger [1— 4| < gy, yani 1—uy < <1+ py ise
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_2[f|(1-a)

H, (t) < max{Hl(t):te(O,Z)}_m

(3.2.31)

2(1+ B)’
3lr|(1-)(1+28)

elde edilir. Burada, 1, =

Boylece (3.2.21), (3.2.30) ve (3.2.31) esitsizliklerinden teoremde istenen tahminin

dogrulugu goriiliir.

Simdi, teoremde elde edilen sonucun kesin oldugunu gosterelim.

(3.2.19) esitliginden goriildigii tizere, eger p, =0 ve p,=2, ¢, =0 (yada p,=0,
g, = 2) olursa birinci esitsizlik esitlik olarak gergeklesiyor. Ayrica, yine de (3.2.19)
esitliginden goriildiigii tizere, eger p, =2 ve p, =, olursa ikinci esitsizlik esitlik

olarak gerceklesiyor.

Bununla, Teorem 3.2.2’nin ispat1 tamamdir.

Ozel durumda, Teorem 3.2.2°den asagidaki sonuglara ulasabiliriz.

Sonug 3.2.4: (2.1) seklinde verilen f fonksiyonu 3 («, ) smifindanve ueR

olsun. Bu durumda asagidaki degerlendirme dogrudur

N

l-o
(1-u) El+,8;2’ eger u <1-u,,
(1-a)
‘as —,uazz‘ << (u-1) (1+ﬁ)2 , eger 1+, < u, (3.2.32)
M, eger 1 — py < <1+ p,
3(1+2p)

2(1+ B)

burada, u, = 3(1-a)(1+25)
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Sonug 3.2.5: (2.1) seklinde verilen f fonksiyonu 3. (e,0,7) smifindanve ueR

olsun. Bu durumda asagidaki degerlendirme dogrudur

(1—,u)|r|2 (1—a)2, eger u <1-p,,

‘as—yazz‘s (-1 (1-a), eger 1+u,<u, (3.2.33)
2|z|(1-«) 5
T3 eger 1 — py < u <1+ p,
2(1+ BY’
burada, ﬂo :3|1(-T_2¥).

Sonug 3.2.6: (2.1) seklinde verilen f fonksiyonu 3 (e,1,7) smifindan ve peR

olsun. Bu durumda asagidaki degerlendirme dogrudur

2 2
l-«
(1—ﬂ)w, eger u <1— 1,
2 2
‘ag—,uazz‘ﬁ (ﬂ—l)M(:LT_a), eger 1+ 1, < p, (3.2.34)
2|7|(1-«) 5
9 eger 1 —u, < u <1+ py,,
2(1+ )

Teorem 3.2.2°de x =0 ve x=1 alirsak asagidaki sonuca ulasiriz.

Sonug 3.2.7: (2.1) seklinde verilen f fonksiyonu 3 (e, ,7) smifindan olsun.

Bu durumda, asagidaki degerlendirme dogrudur
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2e|(l-a) .
—_—, eger |7]€(0,7,),
NP e (3:2:35)
[ (1-a)
-, eger |r] e[y, +),
(1+ )

2045
3(1—a)(1+25)

burada, 7, =

o] < 2rl1-)

1< 30e25) (3.2.36)

Not 3.2.1: Sonug 3.2.7’nin ilk sonucu Teorem 3.1.1’in ikinci esitsizligini dogrular.
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu tez galismasinda, bi-iinivalent fonksiyonlarm 3¢ («,f,7), ae [0,1) , B=0,
reC =C- {O} sinifin1 tanimladik. Analitik fonksiyonlarin bu sinifinin baz1 geometrik

ozelliklerini inceledik.

Ayrica, tez ¢calismamizda tanimlanan siif i¢in Fekete-Szegd probleminin ¢éziimiinii de

verdik.

Tezimizde tanimlanan smif i¢in ikinci Hankel determinantinin iist sinir degerlendirmesi

ve diger geometrik 6zellikler de incelenebilir.
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