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ONSOZ

Yiikleme altindaki cisimlerin zamana bagl davrams, sinme (creep), geri doniig
(recovery) ve yumusama (relaxation) olarak incelenmektedir. Ozellikle siiﬁme davrang,
viskoleastik malzemeli elemanlar ve ingaat mihendisli§i uygulamalar agisindan
oldukca ©nem tasimaktadir. Stasyoner olmayan siinme probleminde gerilmelerin
zamana baglh olarak hesaplanmasinda, problemin fiziksel kangikhifindan c¢ok

matematiksel gii¢liiklerle kargilasiimaktadir.

Bu gahgmémn amaci, mesnet c¢Okmeleri, sicakhik degisimleri gibi etkilerden
a\rmm1§, tek boyutlu hiperstatik sistemler igin gecerlilifi gOsterilen gerilme -
deformasyon - zaman iligkisinden hareketle, viskoelastik malzemeli plaklarda stasyoner
olmayan siinme durumu i¢in gegerli gerilme - deformasyon - zaman ve moment - egrilik
- zaman iligkilerinin elde edilmesidir. Ayrica, viskoelastik malzemeli plak problemlerinin
sonlu elemanlar yontemi ile c¢oOziilebilirliginin gosterilmesi amacglanmis ve bu tir

problemlerin ¢dziimiinde kullanilabilecek formiilasyonlar elde edilmistir.
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OZET

Zorlanma etkisindeki cisimlerin davranigi, elastik, plastik ve viskoelastik olmak iizere
ic tipe ayrlabilir. Viskoelastik davramsta, yiikleme hizi sekil degistirmeleri Onemli
Olgiide etkiler. Yiikleme altindaki cisimlerin zamana bagli davramsi, siinme (creep),

geri dénilg (recovery) ve yumusama (relaxation) olarak incelenir (Findley v.d., 1989).

Ozellikle siinme davramg, viskoleastik malzemeli elemanlar ve ingaat miithendisligi
uygulamalan agisindan olduk¢a Gnem tagimaktadir. Dogrusal ve dogrusal olmayan
viskoleastik malzemeli plaklarda stasyoner olmayan siinme durumu igin gerilme -
deformasyon - zaman iligkilerinin belirlenmesi ve elde edilen iligkilerin sonlu elemanlar

yontemi ile ¢oziimii bu ¢ahiymamn amacim olugturmaktadir.

Calismada, dogrusal olmayan viskoelastik malzemeli plaklarda sabit gerilme durumu igin

gecerli gerilme - deformasyon - zaman iligkileri belirlenerek, sekil olarak Boltzmann

| siiperpozisyon ilkesine olduk¢a benzer bir ifade ile degisken gerilme durumuna

(stasyoner olmayan siinme) da uygulanabilecek hale getirilmistir. Analitik olarak elde
edilen sozkonusu iliskilerin yapilacak bazi degigikliklerle dogrusal malzemeli plaklar
icin de kullamlabilecegi gosterilmis ve dogrusal olmayan viskoelastik malzemeli
plaklarda stasyoner olmayan siinme durumunda gegerli gerilme - deformasyon - zaman

iligkilerinden yararlanilarak moment - egrilik - zaman bagmtilar: elde edilmigtir.
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Viskoelastik malzemeli plak probleminin, sonlu elemanlar yontemi ile de
coziilebileceginin gosterilmesi amaci ile s6zkonusu moment - egrilik - zaman ifadeleri
kullanilarak, dogrusal olmayan viskoelastik malzemeli plak probleminin sonlu elemanlar
yontemi formiilasyonu elde edilmig ve formiilasyondaki bazi degisikliklerle dogrusal

- viskoelastik malzemeli plak igin de gegerli hale getirilmistir.

Elde edilen bagintilarin kullanilabilirlidinin gosterilmesi amaci ile, analitik olarak
elde edilen bagintilar ve sonlu elemanlar yontemi formiilasyonu igin ayn1 ayn
hazirlanan bilgisayar programlan kullamlarak; tiniform yiiklii, basit mesnetli kare bir
plak i¢in ¢6ziim yapilmig, dogrusal ve dogrusal olmayan viskoelastik malzemeli piak
i¢in elde edilen egrilik - zaman, deformasyon - zaman, gerilme - zaman degerlerinin

degisimleri grafikler ile gésterilmistir.

Uygulama sonucunda, sonlu elemanlar yontemi ile yapilan ¢6ziimiin analitik yontem
ile elde edilen sonuglara oldukga yakin oldugu goriilmiistiir. Bu sonug, sonlu elemanlar
yonteminin viskoelastik malzemeli plak problemlerinin ¢Oziimiinde giivenle

kullanilabilecegini g&stermektedir.



SYNOPSIS

The behaviour of materials under stress can be divided into three groups, namely;
elastic, plastic and viscoelastic. In the viscoelastic behaviour, the loading rate has a great
effect on the deformations. The time-dependent behaviour of the materials under

loading are analysed in terms of creep, recovery and relaxation (Findley et al., 1989).

Especially, creep behaviour has a great importance for the elements with viscoelastic
material and civil engineering applications. To determine the relation between stress,
deformation and time for non-stationary creep of linear and nonlinear plates and obtain
the solutions giving those relations by the finite element method compose the main
intent of this study.

s

In this study, the relations between stress, deformation and time are determined for
plates with nonlinear viscoelastic material. These relations are expressed as similar to
that of the Boltzmann superposition principle, so they may be applied to the cases of
non-stationary creep. The relations obtained between stress - deformation and time for
plates with viscoelastic material are used to derive the relations between moment -

curvature and time.

These relations between moment, curvature and time are used to obtain the finite
element formulation of nonlinear viscoelastic material problemé to show the validity of
the finite element method in the problem of plates with viscoelastic materials. These

formulations are improved with some changes and made valid for the linear problem.

The analytical approach and finite element developed are applied to a uniform loaded
square plate with simple support, and the changes of curvature versus time, deformation
versus time, stress versus time for the plate with viscoelastic materials and the results

are shown grafically.

The comparison showed that, the solutions obtained by using analytical approach and
finite element developed are in good agreements and the finite element method can be

safely applied in the problems of plates with viscoelastic materials.
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1. GiRiS
1.1. Siinme Problemi

Zorlanma etkisindeki cisimlerin davranigi, elastik, plastik ve viskoelastik olmak iizere
i¢ tipe ayrilabilir. Viskoelastik davramista, yiikleme altindaki cisimde Gnce ani bir
uzama, sonra hizi zamanla azalan devamlt bir uzama goriliir. Yiik kaldirildigin-
da ise, ani bir geri doniisii, zamanla azalan bir geri doniig izler. Yiiksek sicaklikta

metaller, ahsap, plastikler ve beton bu tip davranig gosterir.

. Viskoelastik davranista, yikleme hizi sekil degistirmeleri 6nemli Olglide etkiler.
Yiikleme altindaki cisimlerin zamana bagh davrani§), siinme (creep), geri diniig

(recovery) ve yumugsama (relaxation) olarak incelenir (Findley v.d., 1989).

Ozellikle siinme davramg, viskoleastik malzemeli elemanlar ve ingaat miihendisligi
uygulamalar1 agisindan oldukga Gnem tagimaktadir. Bu caliyjmada da, dogrusal
ve dogrusal olmayan viskoleastik malzemeli plaklarin gerilme - deformasyon - zaman
iligkilerinin elde edilerek siinme davramginin belirlenmesi ve sonlu elemanlar

yontemi ile ¢Oziimii amaglanmugtir.

Stinme, sabit yik altinda malzeme deformasyonunun zamana bagli olarak
degismesidir. Makine ve yapi elemanlarmm davramsmni belirlemede malzemenin
siinmesi zaman zaman Onemli rol oynar. Ornegin, yiiksek 1s1 altindaki metal
elemanlarda siinme etkisinin genellikle g6z Oniline alinmasi gerekmektedir.
Deformasyonlarin uzun siire devam etmesi sonucunda ya eleman boyutlarinda kabul

edilemez degisiklikler ortaya ¢ikar ya da kirilma olusur.

Siinmenin en belirgin etkisi, yap1 elemanlarimn sekil ve boyutlarinda yaratacagi

degisikliklerdir. Gerilme ve sicakligin {iniform olmamasi durumunda siinme
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deformasyonlar1 elemandan elemana degisecek- ve sonugta yap: egrilecektir. Biiyiik
deformasyonlar s6z konusu oldugunda, bunlarin mertebesinin hassasiyetle
hesaplanmas1 ve yapimn Omrii siiresince emniyet smrlan iginde kalabilmesini

saglamak gerekmektedir (Patel v.d., 1962; Kaya, 1973).

Stinmenin ikinci etkisi, sistemlerin gerilme dafilminda yol agtifi degisikliklerdir
(Ting, 1970). Siinmenin 6nemli oldugu durumlarda, deformasyonlar zamana bagh
olarak degistiinden ve sadece gerilmenin o andaki degerine bagh olmadifindan,
Hooke kanunu gegerli degildir. Yapr elemanlarinda, genellikle siinme
deformasyonlan ile gerilme arasindaki iligki lineer olmamaktadir (Neis v.d., 1967).
,Bu durum gerilme dafilmmm Snemli Olgiide etkilemekte ve gerilmelerin zamana
bagh olarak hesaplanmasinda da biiyiik giicliiklere neden olmaktadir (Patel v.d.,
1962; Hult, 1962; Lin, 1962; Kaya, 1973).

Tek boyutlu elemanlar igin, sabit gerilme durumunda gegerli gerilme - deformasyon -

zaman iligkisi,

e(t) =0, {A(0y) + ) A(0y)f(2)} (11)

i-1

seklinde ifade edilmigtir. (1.1) bagntisinda, o, sabit gerilmenin degerini, €
elemamn zamana bagll olarak defisen deformasyonunu, A; malzemenin gerilme
degerine bagh mekanik Ozelliklerini, fi(t) ise siinme fonksiyonlarm belirtmektedir

(Kaya, 1973).

(1.1) denkleminden, degigken gerilme durumunda gegerli kabul edilebilecek, ve

t

«(£) - o() Afo(£) Y [o(+) Afo( T ) = f(t-©)ds (12)

i=1 o



seklinde ifade edilebilen gerilme - deformasyon - zaman iligkisine gegilebilir (Kaya,

1973).

Tek boyutlu elemanlar igin gelistirilmis olan (1.2) ifadesinden hareketle, degigsken
gerilme hali igin gecerli ve stasyoner olmayan krip olarak adlandinlan davramgi
yansitan gerilme - deformasyon - zaman iligkisinin belirlenmesi de miimkiindiir (Kaya,

1973).
1.2 Amag¢

Stasyoner olmayan siinme terimi herhangi bir sistem igerisinde, gerilme dagiliminin
zamana bagh degisimini ifade etmektedir. Dogrusal davranmayan malzemelerin
incelenmesinde, genellikle Boltzmann siiperpozisyon ilkesinden hareketle yalniz
stasyoner siinme problemine uygun c¢Oziimler getirilmigtir. Gerilme dagihminin
zamana bagh olarak degismesi (stasyoner olmayan siinme) problemi ise ancak basit
birkag hal igin ele alnmgtir. Bunun nedeni, problemin matematiksel

formiilasyonunda karsilasilan giicliiklerdir.

Degisken gerilme hali igin gegerli, uygun bir gerilme - deformasyon - zaman iligkisinin
uygulanmasi, ¢Ozlimiin pratik degerini tehlikeye diiglirecek Olgiide kangik
hesaplara yol 'agmaktadu. Diger taraftan, yalniz sabit gerilme hali i¢in gecerli
olabilecek gerilme - deformasyon - zaman iligkileri ile hesap yapmak ise, gercegi

yansitmayan sonuglar elde edilmesine yol agmaktadir.

Bu caliymanmn amaci, iki boyutlu elemanlar igin, sicakhk de§igsmeleri gbzOniine
alimmaksizin, yiizeye dik yiikler etkisi altinda olugan, stasyoner olmayan siinme ve
ic kuvvet dagiimindaki zamana bagh degisikliklerin belirlenebilmesi igin bir
yontem gelistirmek ve aym tiir problemin ¢Oziimiinde sonlu elemanlar yonteminin

kullanilabilmesi i¢in gerekli ifadeleri belirlemektir.
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Caligmada izlenen yontemin agiklanmasina gegmeden Once, genel olarak
viskoelastisite kavramm, farkli gerilme - deformasyon - zaman iligkileri ve
viskoleastisite alaninda yapilmis c¢algmalar 2. Bolimde ele ahnmis; sonlu
elemanlar yontemi ile ilgili temel bilgiler, yontemin plaklarin egilme problemine ve
viskoelastisiteye uygulanabilirlifi ile bu konuda yapilmug g¢ahgmalar 3. Bdliimde

sunulmugtur.

4. Béliimde yontem ele alinmus, 4./. boliimiinde, dogrusal olmayan viskoelastik
malzemeli plaklar icin, sabit ve de8igken gerilme durumunda gecerli gcrilmé -
deformasyon - zaman iligkileri analitik olarak elde edilmistir. 4.2. boliimiinde ise s6z
+konusu gerilme - deformasyon - zaman iligkilerinin sonlu eleman formiilasyonu elde
edilmis ve lineer elastik malzemeli plaklar icin gegerli rijitlik matrisinin baz

degisikliklerle kullanilabilirlifi gosterilmistir.

Dogrusal olmayan viskoelastik malzemeli bir plaginin davramigim yansitan gerilme
-deformasyon - zaman iligkisini belirlemek amaci ile 6nerilen yontemin matematiksel
olarak fazla karmagik olmamas: gerekmektedir. Bu amagla, 41 bdliimiinde 6nerilen
ve ayrintth olarak ele alinan yaklagim sonucu elde edilen ifadeler, Boltzmann
siiperpozisyon ilkesine olduk¢a benzer olup, degisken gerilme sartlarina
uygulanabilecek durumdadir. Formiilasyona uygun olarak gelistirilen ve Ek 2 ’de
sunulan bilgisayar programlan kullanilarak, ele alinan plak problemlerinin ¢6ziimii
miimkiindiir. 4.2. bdlimiinde sonlu elemanlar yontemi ile benzer problemlerin
¢Oziimiine yonelik formiilasyonlar geligtirilmigtir. Bu formiilasyonlara uygun olarak
geligtirilen ve Ek 2’ de sunulmug olan bilgisayar programlarnnin kullamlmasi
sonucunda, dogrusal olmayan viskoelastik malzemeli plaklarin gerilme - deformasyon
- zaman iligkilerinin sonlu elemanlar ydntemiyle de ¢Oziimiinlin miimkiin oldugu

goriilmektedir.



Yontem boéliimiinde sunulmug olan formiilasyonlarin pratik problemlere uygulanmasi
ve elde edilen sonuglarnn karsilagtinimas: amaci ile kare bir plak iizerindeki, sabit
yik altinda gerilme - deformasyon - zaman iligkilerinin degisimi incelenmis ve Ek 2’
de sunulan bilgisayar programlan yardim ile elde edilmis olan sonuglar 5. Béliimde

sunulmustur.

Elde edilmis olan sonuglarin irdelenmesi ve Oneriler ise galismamn 6. Béliimiini

olusturmaktadir.



2. VISKOELASTISITE
2.1 Girig

Zorlanma etkisindeki cisimlerin davramsg: ii¢ tipe ayrilabilir (Sekil 2.1). En basit
davramyg elastik olup, karakteristik ozelligi tersinir olugudur. Elastik davramsta, sekil
degistirme - zaman egrisi, gerilme - zaman egrisinin belirli bir 6lgekle 6telenmesi ile
elde edilebilir.

Ikinci tip davranug, plastik davramg olarak adlandirilir. Plastik davramsta, gerilmelér
belirli bir simir1 asinca baglangicta biiyiik sekil degistirmeler olugur ve kisa bir siire
senra gekil degistirmede artig gériillmemeye baglar. Ancak, yiik kaldirildiginda da, tam

bir geri donii§ olamaz, bir miktar kahci gekil degistirme goriiliir.

Ugiincii tip davramig ise viskoelastik davramsg olup, $ekil 2.1'de goriilen yiikleme
altinda, 6nce ani bir uzama, sonra hizi zamanla azalan devamli bir uzama gériiliir. Yiik
kaldinldiginda, ani bir geri doniisii zamanla azalan bir geri déniig izler. Yiiksek

sicakhikta metaller, beton, plastikler ve ahsap bu tip davranig gésterir.

Elastik ve plastik davramita, herhangi bir andaki gekil degistirme yiikleme hizina bagh
degildir. Viskoelastik davranigta ise, yiikleme hiz1 sekil degistirmeleri 6nemli 6lgiide
etkiler.

Viskoelastisite kavram ve viskoelastisite teorisinin temelleri, Boltzmann (1874) ve
Volterra (1900)Y'mn siiperpozisyon ve heredite prensiplerini ortaya koyan ve sekil
degistirmenin ge¢misteki biiyiikliiklere baglilifim1 matematik olarak ifade eden
galigmalar1 ile atilmgtir. Daha sonra Leaderman (1943) ve Alfrey (1944), elastisite
teorisindeki prensiplerden hareketle mikroelastisite teorisini daha da gelistirmiglerdir
(Onaran, 1968).



{a)

0 t Zaman
€
{(b)
N =TT iskoelastik
-
7 '/
-~ Plastik
4 4 N
& ~
e N -
Elastik | TTTTTT T
Kalict Sekil Dedgistirme

0 i} 1 Zaman

Sekil 2.1 : Zorlanma etkisindeki cisimlerin davramg bicimleri. (a) Gerilme - zaman, (b)
Sekil degistirme - zaman degigimleri.

Cisimlerin ¢esitli faktorler altinda davramglarini en iyi bigimde formiile etmek igin
siirekli ortam mekanigi kapsaminda devamli olarak ¢aba sarfedilmektedir. Cisimlerin
zamana bagli davramg, siinme (creep), geri donii§ (recovery) ve yanmusama (relaxation)

davraniglan ile karakterize edilebilir (Findley v.d., 1989).

Zamana baglh olarak degisen bu ii¢ olay agafidaki gsekilde tanimlanabilir:

Siinme (creep), sabit gerilme altinda malzemenin yavag ve siirekli sekil degistirmesidir.
Sekil 2.2'de, tipik siinme ve siinme deformasyon (gekil degistirme) hiz1 degigim egrileri
goriilmektedir. Siinme deformasyon hizimin siiratle azaldif birinci safha gegici siinme,

sabitlesip minimum oldugu ikinci safha da sabit sinme olarak adlandinhr. Bu ikinci
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Sekil 2.2 : Tipik siinme (€) ve siinme deformasyon hiz1 (€) degisim egrileri.
safha bazi malzemeler i¢in ¢ok uzun siirebilir. Deformasyon hizinin tekrar arttig1 saftha

tgtincii siinme safthasidir ve kirilmaya kadar devam eder.

Lineer malzemelerle yapilan siinme deneylerinde, herhangi bir t amindaki toplam
deformasyon (e€); t = 0 anindaki ani deformasyon (€,) ile siinme deformasyonunun

(e.) toplami olarak bulunur.

€ =¢, +€, (2.1)
Deformasyon hizi da (2.1) ifadesininin zamana gore tiirevi alinarak,

dad dt

seklinde bulunur.

Geri doniig (recovery), yiik bosaldiktan sonra, sekil degistirmenin zamanla yavag ve
devaml ézah§1dxr. Ancak, her zaman tam olarak geri donii§ meydana gelmeyebilir ve
bir miktar kalict deformasyon olugabilir. Kalict deformasyon, metaller i¢in zamana
bagli siinme deformasyonunun oldukga biiyiik bir kismini; plastikler igin ise, ¢ok kii¢iik
bir kismim igerir. Oyle ki, bazi plastiklerde yeterli zaman verilirse, tam geri déniig
goriilebilir (Sekil 2.3).



0 t Zaman

l— Sinme(Creep) —f=— Geri Donlig(Recovery)

Metaller
~
_ (AN .
r ~ Plastikler
&
|

0 ty Zaman

Sekil 2.3 : Sabit gerilme altinda, siinme ve yiik kaldirildiktan sonra geri doniig
davraniglari.

*

Yumugama (relaxation), viskoelastik malzemelerde sabit deformasyon altinda gerilmenin

zamanla azahgidir (Sekil 2.4).

€

0 Za;mn

Yumusama

0 Zc;un

Sekil 2.4 : Sabit deformasyon altinda yumugama davranig

-9-



Gergekte malzemelerin maruz kaldiklan zamana bagli olaylar, bu ii¢ olaydan (siinme,

geri donii§ ve yumusama) veya bunlarnn karigimlarindan meydana gelir (Findley v.d.,
1989).

Gerilme altinda malzemenin davramg, uygulanan gerilmenin §iddetine. bagh olarak

lineer (dogrusal) veya nonlineer (dogrusal olmayan) olarak incelenebilir.

Bir malzemeye uygulanan yiik belirli bir oranda arttirildif1 zaman, sekil degigtirmeler
de ayni oranda artarsa, o malzemeye lineer malzeme, davranisa da lineer davranis denir.
Lineer teori iizerinde genig Olgiide caligmalar yapilarak Onemli ilerlemeler
kaydedilmigtir (Gross, 1953; Bland, 1960; Fliigge, 1967; Penny v.d., 1971; Odqpvist,
1974).

Beton, ahsap, plastik tiirii malzemelerde, gerilmenin giddeti kirilma mukavemetinin
yaklagik iicte birinden az oldugu siirece, deformasyon - gerilme iligkisinin lineer oldugu
kabul edilebilir (Aroutiounian, 1957). Gerilme - deformasyon iligkisi lineer kabul
edildiginde, siiperpozisyon gegerli olacagindan, lineerlik kosulu agagidaki iki denklemle

ifade edilebilmektedir:

e[co® ] =ce[o@®] (23)

e[a® +o,t-t)l=€e[o0(®]+ e[ oy-1)] (24)

(2.3) ve (2.4) denklemlerinde c bir katsayl, e(t) ise uygulanan o(t) gerilmesi sonucu

olusan gekil degisimidir.

(2.4) denklemi, genelde Boltzmann siiperpozisyon prensibi olarak isimlendirilir
(Boltzmann, 1876). (2.3) ve (2.4) denklemlerinde sézii edilen davramg Sekil 2.5°te
gosterilmigtir. Bu durumda Hooke kanununun, zamam da bir parametre olarak igine
alan, genellestirilmig halinin gegerli oldugu diigiiniilebilir. Bu durumda sekil degistirme,

gerilme ve zamanin bir fonksiyonu olarak

-10 -



cG

G+ Gy

~¥
(@)
-~

Sekil 2.5 : Lineer (dogrusal) viskoelastik davranig ve Boltzmann siiperpozisyon

prensibinin uygulanmasi.

c=o0 (=% o+ P " , 0(m(1 , n)i (25)
E 21 Jj=1
seklinde ifade edilebilir. (2.5) denkleminde, o; ve B; gerilmenin mertebesine bagh

olmayan, malzeme zelliklerini belirleyen katsayilardir.

Lineer viskoelastik malzemenin davramgi genellikle, mekanik modeller ile benzerlikler
kurularak belirtilmeye ¢alisilmistir (Achenbach, 1962). Mekanik modeller, ideal elastik
malzeme yay, ideal viskoz malzeme de soniim kutusu ile temsil edilerek, bunlarin

gesitli sekillerde birlegtirilmesi ile olugturulmugtur. Bu modeller kullamilarak, lineer
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viskoelastik malzemeler igin gerilme - deformasyon - zaman iligkileri, lineer
diferansiyel denklemler bi¢iminde ifade edilebilir (Gross,1953; Kalsky, 1953; Lee,1960;
Bland, 1960; Findley v.d.,1989).

- Gegmiste, soz konusu iki yoldan biri segilerek lineer viskoelastik malzemeler i¢in uygun
bir siinme teorisi geligtirildikten sonra, elastik - viskoelastik benzerlik ile Laplace ve
Fourier doniigiimlerinden yararlanilarak, siinme ile ilgili birgok probleme ¢6ziim
getirilebilmigtir (Lubliner, 1962; Sackman, 1962; Corneliussen vd, 1962; Valanis, 1965;
Kaya, 1973).

Viskoelastik cisimlerde herhangi bir t amindaki gekil degistirme, gerilmenin geg¢migte
aldig: biitiin degerlere baghdir. Bu sekilde ge¢mige baglilig: ifade etmek igin en uygun
yol integral gésterim olabilir. Boltzmann siiperpozisyon ilkesi kullanilarak herhangi bir

t anindaki gekil degistirme igin,

&® = [ Je-) 9%?—) i (26)
0

ifadesi yazilabilir. Volterra (1909) tarafindan 6nerilen ve heredite integrali olarak da
adlandirilan bu tiir integralin ¢ekirdek fonksiyonu olan J(t-7), gerilmenin ge¢migini

tamimlayan bir bellek fonksiyonudur (memory function) (Findley v.d., 1989).

Gerilmelerin, km'lma mukavemetinin 1/3 iinii agmas1 halinde gerilmelerle siinme
deformasyonlan arasinda lineer olmayan bagintilarin kullanilmasi ve sabit gerilme hali
igin gecerli gerilme - deformasyon - zaman iligkilerini, siiperpozisyon iglemini
kullanmadan, degigken gerilme hali igin de gegerli olacak gekilde ifade etmek gerekir
(Aroutiounian, 1957; Kaya, 1973).

Davranig: lineer olmayan malzemeler teknik yayinlarda iki boliimde incelenmektedir:

Yan dogrusal olarak isimlendirilen malzeme grubunda, ani deformasyonun, gerilmenin
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mertebesi ne olursa olsun, gerilmeye lineer olarak bagli oldugu, ikinci grupta toplanan
malzemeler igin ise gerek ani, gerekse daha sonraki zamanlardaki gerilme -
deformasyon iligkilerinin dogrusal olmadig1 kabul edilir (Marin, 1962; Kaya, 1973).
Yapilan deneysel gézlemlerden plastiklerin genel olarak birden fazla sekil degistirme
~ bolgesinde dogrusal olmayan bir davramg gosterdigi anlagilmugtir (Stuart, 1956).
Metallerin siinmesi ise gerilmenin yiiksek dereceden dogrusal olmayan bir

fonksiyonudur. Sabit hizli ikinci siinme bolgesinde, siinme hizi,

€ =Ko (2.7)

seklinde ifade edilir. (2.6) denkleminde K ve n malzeme sabitleri olup, 3 < n < 7 dir.
(Onaran, 1968).

Dogrusal olmayan viskoelastik davramgin bilinye denklemleri icin bazi kabuller
yapilarak gesitli amprik ifadeler 6nerilmistir (Finnie v.d., 1959; Johnson,1960; Hoff,
1968). Genel olarak bu denklemler zamana baghlik 6zelligini yeterince ifade edemezler
(Onaran, 1968). Son yillarda, dogrusal olmayan viskoelastik malzemelerin davranigin
olabildigince genel iligkilerle belirlemek igin yapilan analitik c¢aligmalar, teknik
yaywnlarda genig yer tutmaktadir (Distefano v.d., 1967; Findley v.d., 1968; Pipkin v.d.,
1968). Bu ¢aligmalarda, genel olarak,

—

D=3 —17 [
0

n=1 1

(-

t
...fo(‘cl) 0(7)...0(%,) filt;TsTpensT, ) d7y d1, .. dr, (28)
0

seklinde ifade edilen gerilme - deformasyon - zaman iligkileri ile ilgilenilmektedir.
Apyrica, bu konu ile ilgili deneysel caligmalar da yapilmigtir (Lockett, 1965; Onaran v.d.,
1965; Neis v.d., 1967; Gottenberg v.d., 1969; Onaran v.d.,1971). Bununla birlikte, (2.8)
tipi gerilme - deformasyon iligkilerini uygulamada kullanmanin, genel oldugu oranda

giic olacagini da kabul etmek gerekir (Kaya, 1973).
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(2.8) denkleminde oldugu gibi, n tane gekirdek fonksiyonu ve n kath integral igeren
denklemler, modifiye edilmis siiperpozisyon yontemi (modified siiperposition method)

kullanilarak,

€r) -f(o, 1) - (29)

denklemine indirgenebilir (Findley v.d., 1955; Findley v.d., 1967; Findley v.d., 1968; Lai
v.d., 1968). (2.9) denkleminde f(o,t), gerilmenin dogrusal olmayan bir fonksiyonudur
(Findley v.d., 1989).

2.2 Siinme (Creep)
222.1 Tarihge

Siinme, sabit yiik altinda malzeme deformasyonunun zamana bagli olarak degismesidir.
Makine veya yapi elemanlarmmn davranigim belirlemede siinme olduk¢a 6nemli rol
oynar. Yiiksek 1s1 altindaki metal elemanlarda siinme etkisini genellikle gozoniine
almak gerekir. Uzun zaman degismeye devam eden deformasyonlar, sonugta ya eleman
boyutlarinda kabul edilemeyecek degigiklere yol agar ya da kirllmaya neden olur.
Buhar giiclii tinitelerde siinme, emniyet gerilmelerini belirleyen esas unsurdur. Ozellikle
siipersonik hizlarda seyreden bir ugakta olusan siinme olayr proje miihendisini

~ yakindan ilgilendiren bir konudur (Hoff, 1954; Rabotnov, 1962, Kaya, 1973).

Beton iizerinde ilk deneysel siinme caligmalani McMillan (1915) ve Smith (1917)
tarafindan yapilmugtir. Ik aragtirmalar hakkinda daha ayrintii bir rapor Davis
tarafindan 1931°de yayinlanmigtir (Davis v.d., 1931; Baradan, 1978).

Metallerdeki siinme olayl, deneysel ve metalurjik agidan, ilk olarak Norton (1929) ve
Tapsell (1931) tarafindan incelenmis, bunlann Hoff (1958), Finnie-Heller (1959),

Kachonov (1960), Lubahn-Felgar (1961), Dorn (1961), Odqvist-Hult (1962), Kennedy
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(1963), Odqvist (1966), Hult (1966), Rabotnov (1969) ve Smith-Nicholson (1971)
izlenmigtir (Findley v.d., 1989).

2.2.2. Mevcut Calismalar

Siinme olayiny, sistemli bir sekilde gozleyip ilk rapor eden Vicat'dir (Vicat, 1834). Daha
sonra, Thurstan (1895) slinme davramginin ii¢ safthada incelenebilecegini (Sekil 2.2)

gostermigtir (Findley v.d., 1989).

Siinme ile ilgili ilk sistemli aragtirmalar 1910 yillarinda Andrade tarafindan
yiiriitiilmiigtlir (Andrade, 1910). Andrade, ¢ok sayida metal ve alagim iizerinde yaptig1

deneyler sonucunda, ¢ekme etkisi altindaki bir cubugun siinme 6zelliklerinin,

L=1,(1+pBtP)er (2.10)

seklinde ifade edebilecegini géstermistir. (2./0) denkleminde / gubugun herhangi bir
t amindaki uzunlugunu, /, ise cubugun deneyin baslangi¢ anindaki (t= 0) uzunlugunu
belirtmektedir. B ve k sabitleri malzemenin 6zelliklerine, gerilmenin mertebesine ve

sicaklifa bagl katsayilardir (Kaya, 1973; Findley v.d., 1989).

Elastik problemlerin ¢dziimiinde,basit bir formiil yardimt ile belirlenebilen sabitlerle,
analitik ve sonlu eleman ¢Oziimlerinin siiperpoze edilebilecegi gosterilmistir
(Yamamoto, 1971). Daha sonra, dogrusal olmayan yap: mekanigi analizlerinde de
analitik ve sonlu elemanlar yontemi sonuglarinin siiperpoze edilebileceginin gosterildigi
bir ¢aligmada, Onerilen yontem ile zamana bagh siinme probleminin ¢dziimiinde
oldukea iyi sonuglar elde edildigi belirtilmis; konsol bir kirigin siinme deformasyonlar:
belirlenip kiyaslamalar yapilmig ve aym yontemin gerek dogrusal olmayan kabuk
problemlerinin ¢6ziimiinde, gerekse ilic boyutlu yapilar i¢in de kullanilabilecegi

belirtilmigtir (Yagawa v.d., 1977).
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Viskoelastik gerilme analizlerinde malzeme fonksiyonlarinin genelde Prony serileri ile
ifade edildiginin belirtildigi bir bagka ¢ahigmada (Taylor v.d., 1970), gerilme analizi
yonteminin bir yumugama fonksiyonu tanimim gerektirdigi belirtilmigtir. Taylor sonraki
_ bir ¢aligmasinda, Prony serilerinin tersinin etkili ve giivenilir bir gekilde alinabilecegi

bir yontem geligtirmistir (Taylor, 1973).

Cok eksenli basing altinda betonun siinme davranigi ile, Poisson oram arasindaki
iligkinin incelendigi bir ¢aliymada, sinme Poisson oramindaki degigimlerin gesitli
degiskenlere bagl olarak ifade edilebilmesi i¢in yapilan deneyler ele alinarak, sonuglar
ayrintili bir gekilde irdelenmis; tek eksenli ya da ¢ok eksenli gerilme altinda siinme
Pf)isson oraninin zamanla sistemli bir gekilde deBismedigi, ¢cok eksenli gerilme

durumunda 0.09 ile 0.17 arasinda, tek eksenli gerilme durumunda ise 0.17 ile 0.20

arasinda degerler aldii belirtilmistir (Gopalakrishnan v.d., 1969).

Sabit sicaklik ve sabit su igerigine sahip beton icin, siinme oraninin; yiikleme
stiresi, yiikleme ya§i ve betonun bulunulan andaki yasin kuvvet
fonksiyonlarinin ¢arpimu ile ifade edildigi bir siinme ifadesinin gelistirildigi bir
caligmada, betondaki slinmenin belirlenmesi igin kullamilan diger ifadelerle
kiyaslamalar yapilmig, sunulan formiilasyonun siinme tahminlerindeki hatalar
azaltmadip1; ancak siinme eprilerindeki iraksama olusumlarini 6nemli bir gekilde

azalttigs vurgulanmigtir (BaZant v.d., 1985).

Sabit nem orami ve sicaklipa sahip betonun siinme davramsi igin, lineer
siiperpozisyon prensibinden hareketle elde edilen tek eksenli gerilme - deformasyon
iligkisinin sunuldugu bir bagka ¢ahsmada, literatiirdeki deney sonuglaryla
kargilagtirmalar yapilarak soz konusu formiilasyonun dogrulugu saptanmstir (BaZant

v.d., 1983).
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Siirekli ortam mekanigi c¢ergevesinde, Maxwell ve Kelvin - Voigt viskoelastik
malzemelerinin, basit sonlu deformasyon modellemesinin gelistirildigi bir ¢aligmada,
farkli malzeme modellerinden elde edilen teorik tahminler arasinda ayrintih bir
kiyaslama yapilmig, malzemenin davramg klasik Maxwell ve Kelvin - Voigt

malzemelerinin {i¢ boyutlu genellestirilmesiyle modellenmigtir (Durban v.d., 1990).

Homojen, izotropik, viskoelastik malzemelerde sabit gerilme altinda kiigiik siinme

deformasyonlar igin kabul edilebilir gerilme durumlarinin incelendigi bir ¢aligmada,

- Stkigtinlabilir lineer malzemelerde, ayni zamanda harmonik de olan herhangi bir
dogrusal elastik gerilme durumunun;

- Stkigtinlabilir nonlineer malzemelerde, yalmz homojen gerilme durumlariming

- Stkigtinlamayan lineer malzemelerde, tiim sikistinlamayan lineer elastik gerilme
Eiurumlanmn;

- Stkistinlamayan nonlineer malzemelerde, tiim homojen gerilme durumlarvun kabul

edilebilir oldugu; burulma ve egilme gibi gegsitli kontrol edilebilir siinme deformasyon-

lanim igeren siinme deneylerinin yararli oldugu belirtilmigtir (Carroll, 1971).

Ug eksenli basing gerilmesi altinda, iki degisik sicaklikta ve degisik ortamlarda, beton
numuneler {izerinde iki y1l boyunca siirdiiriilen deneylerin sonuglarinin sunuldugu bir
¢aligmada,

- Ilk yapilan arastirmalann aksine, ¢ok eksenli gerilme altinda siinme  deformasyon-
larnimin, tek eksenli gerilme durumu icin bulunan stinme deformasyonlanna kiyasla
daha az oldugu; .

- Hidrostatik basing altinda da onemli diciide stinme olayin gerceklestigi;

- Stinme Poisson oramimin iki yil siirecince fazla degismedigi;

- Iki yil 73 °C’de tutulan numunenin elastisite modiiliiniin, 27 °C’de tutulan numunenin
elastisite modiiliiniin % 88’i mertebesinde bulundugu belirtilmistir (Hannatt, 1969;

Baradan, 1978).
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2.3 Siinme Davramg:

23.1 Siinme Davramgira Belirleyen Matematiksel Bagintilar

. Davramigi dogrusal olmayan malzemeler icin, degigik gerilmeler altinda siinme

deformasyonlan Sekil 2.6'da verilmigtir.

Gegici siinme ihmal edilebilecek kadar kisa bir siireyi kapsiyorsa, sabit siinme igin bazi
basitlegtirici kabuller yapilabilir. Ornegin, sabit siinme yaklagik olarak bir dogru
oldugundan sabit siinme dogrusunu t= 0'a kadar uzatarak (Sekil 2.6), sabit gerilme

hali i¢in, deformasyon (¢), ani deformasyon (€;) ve siinme deformasyonunun (e,)

toplamu geklinde asagidaki bigcimde ifade edilebilir:

.

€ =€ +¢, (2.11)

(2.11) denkleminde ani deformasyon (¢;) ve stinme deformasyonu (e_),

0 t

Sekil 2.6: Dogrusal olmayan malzemeler igin, degisik gerilmeler altinda siinme

deformasyonlarimin degisimi.
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¢ =F(o) (212)

€, =1G (o) (213)

olarak alinabilir. (2.13) ifadesinde G(o) siinme deformasyon hizini géstermektedir.

(2.12) ve (2.13) kullanilarak, (2.11) ifadesi;
e=F(og)+tG(g) (2.14)

biciminde yazilir.

(2.12) ve (2.14) ifadelerindeki F(o) icin en ¢ok kullamilan formiil,

F(o)=—o+(Z) (2.15)
E Cpr

olup, burada E*, k’ ve o,, malzemeye baglh katsayilardir (Hult, 1966; Kaya, 1973).
Ancak, (2.14) denklemi bu bigimi ile, degigsken gerilme durumu igin genellestirilemez.

t = t, aninda gerilmenin degeri o,'den o,'ye yiikseltildiginde, deformasyon artig1,

Ae = AF( o) +t, AG( o) (2.16)

biciminde elde edilecektir. Bununla birlikte, deneyler Ae un yaklagik olarak AF(o)
kadar olacagim gostermektedir. Bu ¢eligkiyi ortadan kaldirmak igin (2.14) denklemi

e=F(o)+fG(a)d‘c (2.17)
0

seklinde ifade edilmektedir. t = t; aminda gerilmenin deferi o,” den o, ye
yiikseltildiginde (2.17) denkleminden

Ae = AF( o) (2.18)
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bulunur ki bu denklem, deney sonuglarina da uygundur. (2.17) ifadesinin zamana goére

tiirevi alindiginda,

F(o) +G(o) (219)

de _d
dr dt

ifadesine ulagilir. (2.14) formiilasyonu tiim deformasyon teorisi, (2.17) ve (2.19) ise kismi
artig deformasyon teorisi olarak adlandiriir (Hult, 1966). Bazi durumlarda (2.14)
denklemi daha basit oldupu igin tercih edilmekle birlikte, (2.17) ya da (2.19)

yaklagiminin sistem davramgina daha uygun oldugu sdylenebilir.

Siinme hiz1 (G(o)) igin farkli bagmtilar 6nerilmistir. Ludwig (1909), sabit siinme

safhasindaki siinme hizi igin,

G(o) =kel (2.20)

bigiminde iistel bir fonksiyon 6nermistir.

Disiik gerilme altinda sabit siinme (steady creep) igin, Bailey (1929) ve Norton (1929)

tarafindan, deney sonuglar: ile olduk¢a uyumlu olan,

G(o)=ko (221)

bi¢iminde amprik bir ifade 6nerilmigtir (Kaya, 1973).

(2.20) ifadesinde, herhangi bir anda gerilme etkisi kalktiginda, siinme hiz1 sifir olarak

bulunur. (2.20) bagintisindaki bu aksaklik Soderberg tarafindan giderilerek, siinme hiz1

ifadesi

G(o)=c (e’ -1) (222)

seklinde tammlanmgtir (Soderberg, 1936).
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Nadai (1937) siinme hizim, Prandtl (1928) tarafindan Onerilen siniis hiperbolik

fonksiyonunu kullanarak ifade etmistir:

G(o)=Dsinh(—9j) (2.23)
(]

(2.20), (2.21), (2.22) ve (2.23) denklemlerinde k, p, 0¥, ¢ ve D malzemeye bagh
katsayilardir. G(o) siinme hizi ve o uygulanan gerilme olup, p degerleri tek boyutlu hal

i¢in 3 ile 7 arasinda bulunmugtur (Hult, 1966; Kaya, 1973; Findley v.d., 1989).

Gegici stinme safhasinin gézardi edilemeyecegi durumlarda ise deformasyonlar,

€=¢ +e =F(o)+G(o,1t) (2.24)

seklinde ifade edilebilir. (2.24) denkleminde €, gercek ani deformasyon degeri olup,

Y (2.25)

biciminde ifade edilebilir. (2.24) denkleminde

¢, =G(o,t) (226)

seklinde tammlanabilir. (2.26) bagintisinin zamana gore tiirevi ahindifinda, siinme hizi

p _dG(o,t)

) 0 1) - gl o, 1) (227)

bigiminde elde edilir. (2.26) ve (2.27) denklemleri arasinda zaman yok edilirse, siinme

hiz1 igin

& =h(o,¢,) (228)
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ifadesi bulunur. (2.28) denkleminde siinme hizi, gerilmenin ve toplam siinme

deformasyonunun (accumulated creep strain) fonksiyonudur.

Sabit gerilme hali igin tamamen esdeger olan (2.27) ve (2.28) denklemleri, degisken
gerilme hali i¢in farkli sonug verirler. Sekil 2.7’ den goriilecegi gibi, gerilmenin t=t,
aninda o, den o] ye yiikseltildigi kabul edildiginde; €, ve €,, sabit o, ve g, sonucu
olugan, siinme deformasyonu egrileri olarak elde edilir. t = t; amna dek sabit o,
gerilmesi altinda (2.27) ve (2.28) ifadeleri aym eprileri verir (OA egrisi). t = t,’den
sonraki zaman igin (2.27) denklemi AB egrisini verir. Bu egri EF egrisinin AE kadar
asagiya kaydirilmig seklidir. Bunun nedeni (2.27) denklemine gore, é. degerinin o ve
t'ye bagli olmasidir. Bagka bir deyisle, t = t,’den sonra siinme deformasyon hizimin
sadece o, ye ve yiiklemeden itibaren gegen siireye bagli oldugu diigiiniilmektedir. t =
t, anindan sonrasi igin ise, (2.28) denklemi AC egrisini verir. Bu egri ise, DEF egrisinin
AD kadar saga kaydirilmig geklidir. Bunun nedeni de (2.28) denklemine gére siinme
deformasyon hizinin o ve €, degerlerine bagl olmasidir. Diger bir deyigle, t = t;

anindan sonra €, yalniz o, gerilmesine ve o andaki siinme miktarina baghdir.

Gegici siinme safhasinda siinme hizinin azalmasi sertlesme olarak isimlendirilir. (2.27)
denkleminde sertlesmenin nedeni zaman faktorii olup, zaman sertlesmesi olarak

isimlendirilir.

(2.28) denkleminde ise, sertlesmenin nedeni siinme deformasyonlari olarak kabul edilir
ve bu yaklagim deformasyon sertlesmesi olarak isimlendirilir (Finnie v.d., 1959; Penny

v.d.,, 1971; Kaya, 1973; Findley v.d., 1989).

Deformasyon sertlesmesi yaklagimi gercege ¢ok yakin sonuglar verdigi halde kullanilmas:
oldukga zordur (Lin, 1962). Zaman sertlesmesi yaygin olarak kullamilmasina kargin,
biiyiik gerilme degigimleri s6z konusu olan problemlerde gergek davranigtan uzak
sonuglar verebilmektedir (Kaya, 1973). Metal ve plastiklerde ise deformasyon sertlegmesi
daha uygun sonuglar vermektedir (Findley v.d., 1955; Finnie v.d., 1959, Findley v.d.,
1989).
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Sekil 2.7 : Gerilmenin arttirlmasi durumunda zaman sertlesmesi ve deformasyon
sertlesmesi yaklagimlari.

Finnie ve Heller (1959), Manson (1961) ve Johnson (1963), siinme hizin1 gerilme,
zaman ve siinme deformasyonlarimin fonksiyonu olarak

% ot b (229)
dt

bi¢iminde ifade etmiglerdir. Birlegtirilmig teori olarak isimlendirilen (2.29) ifadesinde C,
v, § ve n malzeme sabitleridir. (2.29) ifadesinden, degisik gerilmeler altinda olugan

sinme deformasyon davranigt Sekil 2.8’ de goriilebilecegi gibi belirlenebilir (Penny v.d.,

1971).
-23.
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Sekil 2.8 : Birlestirilmig teori yaklagimi ile degisken gerilme etkisi altinda siinme
" deformasyonlari.

' Bazi teknik yayinlarda stasyoner siinme terimi sabit stinme ile ayn1 anlamda kullanilmug
ise de, gergekté stasyoner stinme, zaman iginde siinme deformasyon hizinin
degi§medigini degil, gerilme dagilimimin zamana gore sabit kaldig1 hali ifade eder
(Kaya, 1973). Cesitli yiiklemeler s6z konusu oldugunda ise; gerilme mutlak degerce
ayn1 kalmamakta, ancak gerilme dagilimi sabit kalmaktadir. Bagka bir deyigle,

gerilmeler her yerde uygulanan yiikle orantili olarak degismektedir (Penny v.d., 1971).

Stasyoner siinme problemini, elastik anolojiden yararlamlarak da ¢6zmek miimkiindiir.

Gerilme dagilimi1 zaman iginde sabit kalan bir sistem ele alindifinda, (2.26) denklemi
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€. =G(o,t) =®(a)e(t) | (230)
seklinde alinirsa, (2.24) denklemi
e=¢ +€ =F(a)+®c)oe(t) (231)

bi¢giminde elde edilir. F(o)/ #(c) orami o’ dan bagimsiz bir sabit olarak

diisiiniildiigiinde (2.31) ifadesi
e=F(a)1+ae(t)} (2.32)

seklinde tanimlanacaktir. Bu durumda sistem igindeki herhangi iki nokta arasindaki

deformasyon orami

& _ o) (2.33)
e, F(o,)
olacak, malzeme, C bir sabit olmak iizere

e=CF(o) (2.34)

seklinde elastik kabul edildiginde de aym oran gegerli olacaktir. Boylece, stasyoner
siinme problemlerinde benzer bir elastik problem ¢oziilerek, gerilme ve deformasyon
dagilimim hesaplamak miimkiindiir. Zamanin yok edildigi bu yaklagima elastik analoji

ad: verilir.

Stasyoner olmayan siinme terimi ise herhangi bir sistem icerisinde gerilme dagiliminin
zamana baglh olarak degisimini ifade eder. Genellikle bir sistemde mesnet ¢okmeleri,
sicaklik degisimleri, ve imalat hatalar1 olmadifi kabul edildigi takdirde, (2.31)
denkleminde F(o) / #(¢), o’ya bagh bir oran oldugu siirece, sistemdeki gerilme

dagiliminda zaman iginde bir dagilim s6z konusu olacaktir.
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2.3.2. Reolojik Modeller

Reolojik modellerde, elastik ve viskoz davramglar siras ile, bir yay ve bir séniim kutusu
kullamlarak temsil edilmektedir. Ideal 6zellikli bu cisimlere sirasiyla Hooke cismi ve
. Newtonyen sivisi denir. Gergekte bu mekanik elemanlar yalmzca simgesel olarak

gergek cismin gerilme - deformasyon davramgimi gostermektedir.

Yay, timiiyle bir elastik eleman olup, dogrusal elastisite teorisinin bilinen Hooke

yasasina uyar (Sekil 2.9).

S6nlim kutusu ise tiimiiyle viskoz bir elemandir ve davramgi Sekil 2.10 ‘da
goriilmektedir.

)

Viskoz davramg1 gosteren denklem;

o:n.%j.:né (2°35)

bigiminde ifade edilebilir. (2.35) ifadesinde, n viskozite katsayisidir. Newtonyen
olmayan davramgta, n katsayisinin deformasyon hizi ile degistigi Sekil 2.10'da da

goriilmektedir.

Malzemenin olasi reolojik davramigini anolojik olarak yansitabilmek icin yaylar ve
* séniim kutulan gesitli gekillerde diizenlenir. En 6nemli reolojik modeller Kelvin ve
Maxwell  modelleridir. Sekil 2.11'de, s6z konusu modeller ve davramsglar
goriilmektedir. Bu iki modelden Maxwell modeli siviy1, Kelvin modeli katiy1 daha iyi
temsil etmekte olup, iki modelin gesitli diizenlemeleri karmagik modellerin esas

elemanlarim olugtururlar.

Kelvin modeli, yay elemani ve sOniim kutusu elemaninin, paralel olarak
birlestiriimesinden olugmakta olup (Sekil 2.11(a)) yay ve s6niim kutusu i¢in gerilme -

deformasyon iligkileri,
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Sekil 2.9 : Reolojik modellerde Hooke cismi ve lineer elastik davrams.

Newtonyen

Newtonyen
Olmayan

Sekil 2.10 : Reolojik modellerde Newtonyen sivist ve viskoz davramgt
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Sekil 2.11: Reolojik modellerden (a) Kelvin ve (b) Maxwell modelleri.

6,=Ee¢ (2.36)
o, =1 ¢ (237)
seklindedir.

Kelvin modelinde toplam gerilme

G =0, +0, (2.38)

olarak elde edilebilir. (2.36), (2.37) ve (2.38) ifadelerinden o, ve o, yok edilirse, o

gerilmesi ve € deformasyonu arasinda
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e+ E oo (2.39)
1

g
n

iligkisi yazilabilir.

Siinme i¢in, t=0 aninda sabit bir o, gerilmesi altinda, (2.39) denkleminin ¢oziimii

e=fl::9(1—e'5"") (2.40 )

seklinde ifade edilebilir.

t = t, aminda o, yiiklemesi kaldirilirsa, geri doniig sirasinda (2.40) ifadesi,

A

€ = 20 B { GBI 1) (241)

seklini alir.

Sekil 2.11(a)'dan goriilecegi tizere t'nin bilyiik degerlerinde, deformasyonlar sifir olma
egilimindedir. Baz1 malzemeler kismi geri doniiy gosterirken, bazilarinda tam geri

déniig goriilmektedir (Findley v.d., 1989).

Maxwell modeli dogrusal yay elemant ile dogrusal viskoz soniim kutusu elemaninin seri
- olarak birlestirilmesinden olugsmakta olup (Sekil 2.11(b)), yay ve soniim kutusu igin

gerilme -deformasyon iligkileri

o =Ee (242)

o =1n¢€ (243)

seklinde yazilabilir. Seri bagh bu iki elemanda olugacak toplam deformasyon
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€=¢ +¢ (244)

ve deformasyon hizi,

€ =¢ +¢& . (245)

bigiminde tanimlanabilir. (2.42) ve (2.44) ifadesinden €, ve € , yok edilirse, (2.45)

ifadesi

(246)

g
+
n

ty | o

§éklini alir. Cegitli gerilme durumlannda deformasyon - zaman ya da verilen deformasyon
altinda gerilme - zaman iligkileri (2.46) ifadesindeki diferansiyel denklemin ¢6ziimii ile

elde edilir.

Sekil 2.11(a)'da goriilen o, baslangi¢ gerilmesi altinda, (2.46) denklemi t = t;, aninda

o = o, baglangi¢ kosulu ile integre edilerek, deformasyon - zaman iligkisi

e(t) =20, 20, (2.47)
E q

. seklinde elde edilebilir.

Sekil 2.11(b)'deki €, deformasyonuna baglh olarak, (2.46) denklemi ¢oziildiigiinde,
gerilme - zaman iligkisinin

o(t) =Eg, e “EBin (2.48)

oldugu goriliir.
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Yay ve soniim kutularim gesitli gekillerde diizenleyerek malzemenin gergek
davraniglarina yaklagan modeller elde etmek miimkiindiir. $ekil 2.12'de dort elemanli
bir model ve davramgi; Sekil 2.13'de ise, genellegtirilmis Maxwell ve Kelvin modelleri
- goriilmektedir (Findley v.d., 1989).
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Sekil 2.12: Dort elemanli reolojik model ve davranigi.
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Genellestirilmig paralel bagh Kelvin modeli

E, n, E n, % % [ l

E= ZE« n= 251
E
E n,
Genellestiriimis Genellestirilmig
seri bagh 7 seri bagh

é@j Kelvin modeli £,  Maxwell modeli
Ez l'\z
&% i[m .%&
h
Genellestirilmig
parale] bagh
Q [I] Maxwell modeli

Sekil 2.13 : Genellestirilmis Kelvin ve Maxwell modelleri.
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3. SONLU ELEMANLAR YONTEMIi

3.1 Tarihge

Karmagik bir sistemin davranigimin ne olacagina sistemi biitiin olarak ele alip karar
vermek yerine, onu parcalar veya elemanlar diizeyinde inceleyip, ayr ayn davraniglar
anlagildiktan sonra tekrar orijinal sisteme doniip biitliniin davranigina karar vermek

miihendisler, bilim adamlar: ve hatta ekonomistler tarafindan da kullanilan bir yoldur.

Baz1 durumlarda sistemi, sonlu sayida iyi tantmlanmig bilesene ayirmak olanaklidir. Bu
tiir problemlere aynk (discrete) problemler denir. Ancak, kimi zaman bélme iglemi
tamimsiz bir gsekilde uzar ve problem sonsuz kiiciikk bir parcanin matematiksel
benzegimiyle tanimlanabilir. Bu tiir sistemler igin siirekli terimi kullanilir. Ayrik sistemler,
eleman sayist fazla olsa da bilgisayarlar yardimu ile ¢Oziilebilir. Siirekli sistemlerin

¢6ziimii igin ise gesitli matematiksel teknikler gelistirilmektedir.

Ayrik problemlerdeki ¢oziimlerin yaklagikliginin gercek ¢ziime yakinsaklifini saglamak
icin miihendisler ve matematik¢iler zaman iginde farklilagarak gesitli ayirma
(discretization) teknikleri gelistirmektedir. Diferansiyel denklem iceren problemlere
dogrudan uygulanabilecek olan sonlu farklar yaklagimu, gesitli agirlikli kalan yontemleri
(weighted residual procedure) veya fonksiyonelleri belirlemek igin yaklagik teknikler ilk

olarak gelistirilmis genel tekniklerdir.

Baslangicta miihendisler sezgisel olarak problemlere ayrik elemanlarla, siirekli ortamin
sonlu pargalar1 arasinda bir analoji yaratmaya ¢alisarak yaklagmiglardir. Kati mekanigi
alaninda McHenry (1943), Hrenikoff (1941) ve Newmark (1949) bu yaklagimla mantikli
sonuglar alindifim gdstermiglerdir. Daha sonra, Argyris (1960) ve Turner vd. (1956),
stirekli bir ortam: kiiglik parcalar veya elemanlaria temsil etmenin basitlestirilmig ve
kullanilabilir bir yol oldugunu matematiksel olarak kanmitlamislardir. Ancak, sonlu eleman
terimini ilk kullanan Clough (1960) olmustur.

-33.



Daha sonraki yillarda sonlu eleman yéntemi gelismis, yapi miihendisleri, her bir eleman
icin kuvvet - deplasman iligkilerinden yola cikarak, tiim sisteme gegip, bilinmeyen
deplasmanlarn elde edebilmiglerdir. Benzer gekilde elektrik miihendisleri, su kaynaklari
mithendisleri de benzer bagintilann eleman igin kurup, daha sonra asil sisteme

gecmektedirler (Zienkiewicz, 1977).

Tablo 3.1 den goriilebilecegi gibi, baglangictan bugiine dek bilim adamlar1 ve
miihendisler, bir yandan ger¢e§e daha yakin sonuglar verebilecek eleman tiirleri
ararlarken, bir yandan da sonlu eleman ydnteminin teorik temelleri, varyasyonel hesap
yontemleri, kullanilan sonlu elemanin yakinsaklig1 gibi konular iizerinde durmuglardir
(Oliveria, 1968; Tong v.d., 1969; Wolf, 1973; Zienkiewicz, 1977; Stenberg, 1988).

A\

3.2 Sonlu Elemanlar Yontemine Genel Bakig

Sonlu elemanlar yontemi ile hesaplanan yap:1 sistemleri sonlu sayida ve sonlu uzakliktaki
diigiim noktalarinda temas halinde bulunan elemanlarin bir birlesimi olarak incelenir.
Bdylece, her bir elemanin davranig denklemlerinin ¢6zlilmesi sonucunda, tiim tagiyici
sistemin davramg belirlenmis olur. Sonlu Elemanlar Yonteminde ¢Oziimiin gergege

yakilg ile sistemin veya ortamin boliindiigii eleman sayis1 arasinda bir iligki vardir.

Sonlu elemanlar yonteminin yaklagik bir yontem olmasimin nedenleri

- Eleman rijitlik matrisinin yaklagik olmasi,

- Siireklilik sartlannin ve denge denklemlerinin yalnizca baglanti noktalaninda
saglanmast,

- Smr gartlanmn, yalnizea diigiim noktalannda saglanmasi,

- Sistemin lizerinde verilen yiiklerin, esdeger diigiim noktalar kuvvetlerine gevrilmesi

olarak actklanabilir.
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Sonlu Elemanlar Ydntemini

a) Deplasman yontemi,

b) Kuvvet yontemi,

. ¢) Kangik formiilasyon

olmak iizere ii¢ tipe ayirmak miimkiindiir. En yaygin olarak kullamlan y6ntem,

deplasman yontemidir. Bu ¢alismada da kullanilmig olan bu yéntemin uygulanmasinda

genelde izlenen yol su sekilde dzetlenebilir:

a) Yap: sistemi veya stirekli ortam, fiktif ¢izgiler ve yiizeylerle belirli sayida elemana
aynlir. Elemanlann birbirine baglandigi kose noktalanna diigiim noktalann  adi
verilir.

b)\Elemanlarm, sitmirlar lizerinde bulunan belirli sayida diigiim noktasinda temas
halinde oldugu varsaytir. Her diigiim noktasinda, elemamin davrarmigina uygun
olarak tarif edilen diigiim noktasi deplasmanlan, problemin asil bilin)neyen

parametrelerini olugturur.

c) Elemanin kendi igindeki deplasman durumunu tarumlamak iizere, diigiim noktast
deplasmanlart ve koordinatlanna bagh polinom tipinde fonksiyonlar (Sekil fonksiyonu)
secilir. Bu amagla secilecek polinomun terim sayisiun diigiim noktalanimn deplasman
bilesenleri sayisina (elemarin toplam serbestlik derecesine) esit olmast gerekir. Bir
sonlu elemanda diigiim noktastun deplasman bilesen sayist ne kadar bilyiikse,
deplasmanlar igin segilecek fonksiyonun derecesi de o kadar biiyiik olacaktir. Ozellikle
deplasmanlarda, stirekli ortanu bolmekten kaynaklanan hatalar azalacaktir. Buna
karsilik, bilinmeyen sayisiun artmast sonucu rijitlik matrisinin boyutlannn
biiyiimesinden dolayt hesaplamamin uzamast ve bilgisayar bellek kapasitesi gibi
sorunlar ortaya ¢ikmaktadir. Bu nedenle, eleman bilyiikliikleri ve diigiim noktalarimn

serbestlik dereceleri dengeli bir bicimde segilmelidir.
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d) Eleman igindeki deformasyon durumunu, diigiim noktalannin deplasmanlan cinsinden
tarumlayan secilmis deplasman fonksiyonlan gerekli tiirevler alinarak, malzemenin
elastik ozellikleri ile birlikte, eleman simrlannda her noktadaki gerilme durumunu

tammlarlar.

e) Digiim noktalanna yogunlaghnlan dig yiikler ile diigiim noktalanmin deplasmanlan
arasindaki iliskiyi kuran eleman rijitlik matrisleri elde edilir.

f) Eleman rijitlik matrislerinden, kodlama yontemi ile toplam sistem rijitlik matrisine gecilir.

g) Sistem rijitlik matrisi yardimyla, sistemin gercek davranmi denklemleri kurularak,
digiim noktalanmn deplasmanlan, daha sonra da sistemin sekil degistirme ve gerilme

bilesenleri elde edilir.

3.3. Sonlu Eleman Tipleri

Belirtildigi gibi, sonlu elemanlar yonteminin uygulanmasinda yapilacak ilk is, siirekli
ortami veya sistemi sonlu sayida elemana bolmektir. Sekil 3.1°de ¢ok sik kullanilan
elemanlardan bazilan verilmistir. Sonlu elemanlar yonteminin uygulanmasinda, gesitli
sayida diigiim noktasina sahip iiggen elemanlar yaygin olarak kullamlmaktadir. Bunun
' nedenlerinden biri, bu tip elemanlarin, verilen geometriye kolaylikla uyabilmesidir.

Uygun bir geometri s6z konusu oldugunda doértgen elemanlar da kullamlmaktadir.

Siirekli ortamin nasil boliinecegine dair genel bir yontem vermek olanaksiz olmakla
birlikte, bir kag¢ kural Onerilebilir:
a) Siirekli ortam olabildigince diizenli gekiller elde edilecek tarzda boliinmeli ve bir

elemamin kenan digerinden fazla uzun olmamalidir.
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DUZLEM ELEMANLAR
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Uc Duglmli Alt DUGUMIG Dikdértgen Genel Dértgen
Ucgen Eleman Ucgen Eleman Eleman Eleman

EKSENEL SIMETRIK ELEMANLAR
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Dortgen Halka Ucgen Halka
Elemani Elemant

Eksenel Simetrik
Kabuk Elemani
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—" Y/
s / ~—
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Dortgen Kabuk Ucgen Kabuk
Elemani Elemani

UC BOYUTLU ELEMANLAR

VAY

Dizgun Dortyizlu Prizmatik

Sekil 3.1 : Yaygin olarak kullanilan sonlu eleman tipleri
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b) Gerilme yigiimalannin olabilecegi bolgeler daha kiiciik elemanlara boliinmelidir.

c¢) Gergcek ¢oziimii bilinmeyen bir problem ile ilgileniliyorsa, ¢oziimiin dogruluguna karar
verebilmek icin, ayn problem farkl sayida eleman icgin ¢oziilmeli ve eleman sayisi
arttinldiginda sonuclann yakinsakhigy kontrol edilmelidir. '

3.4 Sonlu Elemanlar Yonteminde Temel Bagintilar

Sonlu elemanlar yonteminde, eleman rijitlik matrisini elde etmenin birgok yolu vardur.
Bu boliimde deplasman fonksiyonlarindan yola gikilarak rijitlik matrisinin elde edilmesi
icin izlenecek yol ele alinmigtir. Sonlu elemanlar yéntemi ile, bir elemanin veya sistemin

rijitlik matrisinin elde edilmesinde

u=(p){al (3.1)

bagintis: ile baglanir. Burada,
u : Elemanin davraniginu belirleyen genel deplasman fonksiyonu,
(p ) : x ve y’ye bagli, deplasman sayis1 kadar bilesen igeren satir vektor,

{ a } : Katsayilar vektoriidiir.

Elemamnin diigiim noktalarindaki yer degistirmeler igin ise,

{AY=141{a} (32)

ifadesi ile yazilabilir. (3.2) ifadesinde,
{A} : Elemanin diigiim noktalarindaki yerdegistirme vektorii,
[A] : {A} diigiim noktas: yer degistirme vektorii ile {a} katsayilar vektoriinii birbirine

baglayan kare matristir.

-39 -



(3.2)’den katsayilar vektorii
{aY=[4A711{A} ' (33)
biciminde elde edilir ve (3.1) ifadesinde yerlestirilirse, deplasman fonksiyonu

u=(p)[AT'{A} . (34)

seklinde bulunur. Sekil fonksiyonu
N=(p)[AT]" (35)
olarak alindiginda, (3.4) denklemi

u=(N){A} (3.6)

)

bicimini alacaktir. (3.6) ifadesinde yeralan < N > sekil fonksiyonlarin: igeren satir

vektordir.

Bazi durumlarda, problemin ¢6ziimiine deplasman fonksiyonu segilerek degil, dogrudan
sekil fonksiyonlarinin segilmesi ile baglanabilir. Bagka bir deyigle, elemanin davranigim
sekil fonksiyonlar: yardimu ile diiglim noktalarimin deplasmanlar: cinsinden ifade ederek

¢Oziime baglamak da miimkiindiir.

Izoparametrik sonlu eleman formiilasyonunda ise temel yaklagim, eleman koordinatlar
've eleman deplasmanlarini, elemanin dogal koordinat sistemini kullanarak ifade

etmektir (Zienkiewicz, 1977; Bathe, 1982).

Bundan sonra deplasman ile gekil degistirme arasindaki uygunluk sartindan

yararlanilarak, sekil degistirmeler igin

{e}=[B1{A} (3.7)
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ifadesi yazilabilir. Bu ifadede;

{€} : Bir diigiim noktasina ait olan ve {e} = {-w,, -w,, 2wxy}T seklinde tamimlanan
sekil degistirme vektorii,

[B] : Diigiim noktast deplasmanlarim gekil degistirmelere baglayan,

[B] =[-<N>, -<N>_ 2<N>_]" bigiminde tammlanan bir matristir.

Sekil degistirmeler icin elde edilen ( 3.7 ) denkleminden homojen, izotropik, lineer

elastik malzemeler igin gerilme - sekil degistirme iligkisi (Hooke kanunu),
{o}=[E]{e} (38)

seklinde yazilir. (3.8) ifadesinde
{o} : Elemana ait gerilme vektorii,

[E] : Elemana ait elastisite matrisidir.

Eleman igin, elastik sekil degistirme enerjisi ise, gerilme ve sekil degistirmelerin bir
fonksiyonu olarak,

u-1
2

f{e}T{o}dV (3.9)
| 4

seklinde ifade edilebilir. (3.9) denkleminde,

U : Elemanin sekil degistirme enerjisi,

A\ : Elemanin hacmi

{e}T : {e} vektoriiniin transpozesidir.

(3.9) ifadesinde yer alan gerilme ve gekil degistirme terimleri igin ( 3.7 ) ve ( 3.8 )
ifadeleri kullanilarak, (3.9) denklemi

U =

N |

f{A}T[B]T[E][B]{A}dV (3.10)
| 4

bi¢iminde elde edilir.
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Sekil degigtirme enerjisini tanimlayan (3.10) denkleminde {A} matrisi V’ye bagh

olmadifindan, integral digina alinabilir. Béylece (3.10) ifadesi

U= {A}Tf[B]T[E][B]dV{A} (3.11)
| 4

(SR

seklinde tammlanabilecektir.

Sekil degistirme enerjisinin (3.//) tammindan sonra, elemandaki toplam potansiyel
enerjiyi yazabilmek igin Oncelikle, dig yiiklerin potansiyel enerjisini belirlemek

gerekecektir. Eleman igin dig yiiklerin potansiyel enerjisi

W={AY{f} (3.12)

Y

seklinde olacaktir. Burada {f} elemanin diigiim noktalarinin yiik vektériidiir. Béylece,

elemandaki toplam potansiyel enerji

I=U-W (3.13)

biciminde yazilabilecektir. (3.11) ve (3.12) ifadeleri (3.13) denkleminde yerlerine

yazilacak olursa,

I= {A}Tf[B]T[E][B]dV{A} ~{AV{f) (3.14)
| 4

1
2

seklinde elde edilecektir.

Elemandaki toplam potansiyel enerji icin ( 3.14 ) ifadesi elde edildikten sonra, sistemde
geometrik smir gartlarim saglayan tiim konumlar arasinda, ger¢ek konumu yazmak
gerekecektir. Bu konum, toplam potansiyel enerjiyi minimum yapan konum olup, bunun

i¢in gerekli durum

-42 .



ol
AAY

=[BT EI[B1av{A}-(f}=0 (3.15)
| 4

sartinin saglanmasidir. Bu ifadeden yararlanilarak, { f } kuvvet vektorii;

(fY=[IBILEI[Blav{A)} (3.16)
| 4

seklinde yazilabilir. (3.16) denkleminde, elemamn rijitlik matrisi

[k1=[[BIF[E1[B]dV (3.17)
| 4

seklinde tanimlanabilir. Her bir eleman igin elde edilen [ k ] rijitlik matrislerinden,
[ K ]s sistem rijitlik matrisine gegmek amaci ile kodlama yontemi kullamlabilir. Boylece,

tiim sistem igin dig kuvvet vektorii

{F}s=[K]s{A}s (3.18)
bagintisi ile tamimlanabilir. Sisteme ait deplasmanlar ise,

{AY =[K}'{F} (3.19)

bagintisiyla bulunabilir. Bu tarz sonlu eleman formiilasyonu ile elde edilen deplasman
degerleri, gercege olduk¢a yakin cikmaktadir. Ancak, sonuglann dogrulugunun
arttirilmasi igin,

l- Eleman sayisimin arttinlmasi,

- Eleman deplasmanlan igin segilen polinomun derecesinin arttinlmasi,

- Elemanin serbestlik derecesinin, ya varolan diigiim noktalanna serbestlikler eklenerek ya

da elemana diigiim noktalan eklenerek arttinlmas: 6nerilmektedir (Petyt, 1990).

Sonlu elemanlar yonteminde, (3.19) ifadesi yardimu ile sistemdeki tiim diigiim
noktalarinin deplasmanlart bulunduktan sonra, eleman bazinda iglem yapilir. Her bir
eleman igin gekil degistirme ve gerilmeler, (3.7) ve (3.8) ifadelerinden yararlanilarak

hesaplanur.
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Ancak, pratikte elemandan elemana gegiste, gerilmelerde siireksizlikler goriilmektedir.
Eleman sayisinin arttirilmasi veya daha uygun eleman secimi ile, aym1 nokta igin elde
edilen gerilme degerleri arasindaki farkliliklar azalmaktadir. Bu sorunun ¢éziimiinde

Onerilen yollardan biri de s6z konusu gerilme degerlerinin ortalamasinin alinmasidir.

Elemandaki bazi noktalarda bulunan gerilme degerleri gercek ¢6ziime diger noktalarda
bulunan degerlerden daha yakindir (Bathe, 1982). Ornegin kenar ortalarinda da diigiim
noktasina sahip bir dikdortgen elemanda, s6z konusu diigiimler i¢in bulunan gerilme

degerleri gercek ¢oziime oldukga yakindir.

3.5 Plaklarin Egilme Probleminin Coziimii I¢in Sonlu Elemanlar Yénteminin

Kullamldlgl Caligmalar

Plaklarin egilme probleminin sonlu elemanlar yontemi ile ¢6ziimiinde en yaygin olarak
kullanilan eleman, her diiglim noktasinda ii¢ serbestlik derecesine sahip dikdortgen
elemandir ( Sekil 3.2 ). Bir diigiim noktasina ait serbestlikler ( 4, ) ve diigiim noktas:
kuvvetleri ( f; ),

{ w, 3
w; ow
8, =40 0=1 (3" (320)
ow
1 (a_x)i“
( f 3
f={ fa, (321)
k fé"
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seklinde belirlenebilir. w deplasmani icin, daha 6nce (3.1) bagintisinda belirtildigi gibi
bir deplasman fonksiyonu segilecektir (Ghali v.d., 1977; Zeinkiewicz, 1977).

.F/T?‘“ BN

) L Oy (fey)
Q
v
. K Ox (fox)
l 17 "f/
y W(fw)

. Kuvvetler ve deplasmanlar

Sekil 3.2 : Dikdortgen plak elemamna ait diigiim noktasi serbestlikleri ve diigiim

noktas1 kuvvetleri

Sekil 3.2°de goriilen dikdortgen eleman igin kullamlacak gekil fonksiyonlari Hermit
polinomlan seklinde de olabilir. Bu tarz gekil fonksiyonlarina dayanan bir eleman
Bogner v.d.,(1965) tarafindan gelistirilmis ve basariyla kullamilmigtir (Zienkiewicz,

1977).

Zienkiewicz (1977), plaklarin egilme probleminin, farklh sayida diiglim noktasina ve
farkh serbestlik derecesine sahip ii¢gen elemanlarla da ¢oziilebilecegini gdstermigtir

( Sekil 3.3 ). Bu ii¢gen elemanlarin birlestirilmesi ile i¢ serbestlik derecelerine sahip olan
veya olmayan dortgen elemanlar yaratilmistir ( Sekil 3.4 ). Ig serbestlik derecelerine
sahip elemanlarda, iicgen elemana kiyasla gergek degerlere yakinsaklifin arttifi

gosterilmistir (Clough v.d., 1968; Zienkiewicz, 1977).
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Serbestlik dereceleri
o ( ._Pi,_a_W_)_.
oY 9x )

aw 3w 2w 2w , ’a-ZW)
ox '3y ‘29X '"3YZ axayl;

Sekil 3.3 : Cesitli ticgen plak elemanlan

O G

Sekil 3.4 : Baz1 kompozit dortgen elemanlar
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S6z konusu elemanlarla, basit bir problem ¢oziiliip, elde edilen sonuglarin
kargilagtirildig1 caligmalar sonucunda, dogru sonuca yakinsama hizlar farkl olsa da, tiim
elemanlarin giivenle kullamlabilecepi gosterilmigtir (Clough v.d., 1965; Clough v.d.,
1968; Razzaque, 1972, Zienkiewicz, 1977).

Plaklann egilme probleminin ¢6ziimiinde, kargik sonlu eleman yénteminin gelistirildigi
bir ¢aligmada ise, elemandaki deplasmanlar igin polinomlar segilmig, gerilmeler de
kismen bagimsiz, kismen de deplasmanlarin fonksiyonu olarak alinmigtir. Oldukga basit
olan bu yontemde, eleman matrisleri kiigiik boyutludur. Aym ¢aligma kapsaminda,
Hermann (1967) tarafindan onerilen y6ntemle, sézii edilen galigmada gelistirilen

yontem arasindaki benzerlikler ve ayrimlar belirtilmistir (Poceski, 1975).

Plaklarin egilme probleminin sonlu eleman ydntemi ile ¢oziimii icin Gnerilen farkl
tipteki elemanlarin bir degerlendirilmesinin yapildif: bir bagka c¢aligmada, gercek
¢ozlime yakinsakliginin olumlu olarak degerlendirildigi bir ok elemanin fazla sayida
serbestlik icerdigi, bu elemanlarin genelde dogrusal sistemler icin gelistirildigi belirtilmig
ve bunlarin yerine, dogrusal sistemler i¢in oldugu kadar dogrusal olmayan sistemler igin
de basit ve etkili bir gekilde kullanilabilecek her biri iig serbestlik derecesine sahip dért
diigiim noktali dikdortgen bir eleman geligtirilerek, bu eleman bir kirig, bir de plak
probleminin ¢6ziimiinde kullanilmig ve sonuglarin yakinsakligi gosterilmigtir (Hoghes
v.d., 1977).

Ideal bir elemamn, rijitlik matrisinin niimerik integrasyona gerek duyulmadan basit bir
sekilde elde edilebilmesi, daha dogru deplasman ve gerilme degerleri vermesi; sayisal
sonuglarin giivenilir olmas:1 gibi 6zelliklere sahip olmasi gereginin belirtildigi bir
¢aligmada, bu kurallar gézoniine alinarak dortgen bir eleman gelistirilmistir. Etkili
dortgen plak egilme elemam olarak isimlendirilen bu eleman, basit mesnetli, sabit yayili
q yiikii etkisi altindaki bir plagin ¢6ziimiinde kullanilmig ve farkli sayida eleman ile

¢Oziim yapilarak elde edilen sonuglar Ming. v.d.,(1987) ve Ping v.d.,(1985) tarafindan
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yapilan ¢6ziimlerle kiyaslanarak, gelistirilen elemanin daha dogru sonuglara yakinsadig

ve yakinsaklik hizinin yiiksek oldugu gosterilmistir (He-xiang v.d., 1989).

3.6 Viskoelastik Problemlerin Coziimiinde Sonlu Elemanlar Yonteminin Kullanilmasi

ile {lgili Cahgmalar

Karmagik geometrilere sahip olan sistemlerde de, elastik durumda bagan ile kullailan
sonlu eleman yénteminin, viskoelastik problemler i¢in de kullanilabilirligi White (1958),
Zienkiewicz v.d., (1968) ve Webber (1969) tarafindan gosterilmigtir. Daha sonra,
Ca\rpenter (1972) viskoelastik problem igin, genel bir viskoelastik malzeme tanimina ve
¢ok katli integrasyon formiillerine izin veren bir formiilasyon Onermigtir

(Carpenter, 1972).

Brilla (1974), viskoelastik malzemeli iki boyutlu problemlerin ¢dziimiinde sonlu eleman
yonteminin genellestirildigi ¢aligmasinda, bir plak tizerindeki farkli noktalarin zamana

bagl deplasmanlarimi elde etmistir (Brilla. v.d.,1974).

Ince plaklarin, dogrusal olmayan stasyoner siinme egilmesi problemine sonlu eleman
yonteminin uygulandigi bir caligmada, ii¢ggen plak elemanlar1 kullanilmis; dnerilen
yontemin, gerek karmagik geometri ve yikleme durumlary, gerekse ii¢ boyutlu

problemler i¢in de kolayca kullanilabilecegi belirtilmigtir (Hrudey, 1973).

Siinme probleminin, sonlu elemanlar analizi ile ¢dziimii i¢in, mevcut yontemlerden daha
hizli bir ¢6ziim yonteminin geligtirildiginin vurgulandigt bir ¢ahgmada; plastik
deplasmanlar ihmal edilerek, deplasmanlar elastik siinme ve 1s1 deplasmanlarinin
toplami olarak ifade edilmig ve zaman integrasyonu teknigi kullanilarak elde edilen
sonuglar, Snyder v.d.,(1981) tarafindan sonlu elemanlar analizi ile bulunan sonuglarla

kiyaslanmugtir (Heaps v.d., 1986).
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Siinme probleminin, sonlu elemanlar yontemi ile ¢dziimiinde gerekli olan malzeme
modellemesi igin hizli, sayisal bir algoritmanin sunuldugu bir ¢aligmada; birinci, ikinci
veya liciincii safha siinme davramigim temsil edebilen genel bir biinye denklemi
. gelistirilmis, s6z konusu algoritmanin genig boyutlu sinir deger problemlerinin nonlineer
sonlu eleman formiilasyonu ile ¢oziimiinde de kullanilabilecegi belirtilmis, yontemin
hizli, giivenilir ve dogru oldugu ¢ok sayida sayisal 6rnek lizerinde de gdsterilmigtir
(Whirley v.d., 1992).
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4. YONTEM
4.1. Analitik Yontem

4.1.1. Dogrusal Olmayan Viskoelastik Malzemeli Plaklarda Sabit Gerilme Durumunda
Gerilme-Deformasyon-Zaman Iligkisi .

Tek boyutlu elemanlar igin, sabit gerilme durumunda gegerli kabul edilen ve

(1) =0 {dy (0)+ Y A (o) f (1)) (41)
i=1 '

seklinde ifade edilen gerilme - deformasyon - zaman iligkisi bu ¢aligmamin da temelini
olusturmaktadir. (4.1 ) ifadesinde e(t) zamanla degisen deformasyon, o, sabit gerilme
degeri, A, (i = 0, 1, 2,... n) malzemenin gerilme degerine bagh mekanik ozellikleri ve

f,(t) de siinme fonksiyonlarimin ifadesidir.

( 4.1 ) ifadesi, dogrusal olmayan viskoelastik malzemeli plak deformasyonlar: i¢in

e(1)=[ 0,0 0, Ay, (6,0,) +Y A4, (0,,0,5) f(®} (42)
i=1

e(t)=[ 0,50 0,, Il 4y (0,5,0,5) +Y A4, (0,50,) [} (43)
i=1

Y £)=0 2C 1+v) 1.1 {4y, (7, +y A, (1,0 [ (44)
i=1

seklinde ifade edilebilir.

(4.2 ), (4.3 ) ve (4.4 ) denklemlerinde €,(t), €,(t) ve v,(t) zamana bagh olarak degisen

plak deformasyonlarini, v Poisson oranini, o,

o, Ve 0,,, sabit gerilme degerlerini, A,,

Ay ve A,y (i= 0,1,2,..,n) malzemenin gerilme degerine bagh mekanik 6zelliklerini
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tammlamaktadir. Sicaklik sabit kabul edildiginden, A; malzeme katsayilan T sicaklik

degiskenini icermemektedir.

(4.2), (4.3 ) ve ( 4.4 ) ifadelerinde,

n=0 , f(t)=1
AOx(oxO’oyo)=A0x(00) ’AOy(oxO’Oyo)=A0y(°0)’ (45)
1

Aax(oo) =Aoy( 00) =ony(txyo) =E
alinarak, lineer elastik malzemeli plak igin gegerli bir iligki elde edilmis olur.( 4.5 )
ifadesinde E malzemenin elastisite modiiliinii gostermektedir. (4.2), (4.3) ve (4.4)

denklemleri n > 1 ve malzeme katsayilarn

Aix(ao) = Qg

Ay(0) =a, (=012 ..0) (46)
Ay (Tgo) = iy

olarak kabul edildiginde

ex(t)=[0xo—voyo]{a0x+£}aixfi(t)} (4.7)

=1

ey(t)'"‘[Gyo"’“xo]{“o)*fl“fyf;(t)} (48)
"ny(t)=[2(1+”)"xy]{°‘oxy+i§l°‘ixyfi(t)} (4.9)

seklinde yazilarak lineer viskoelastik malzemeli plaklar igin gegerli hale getirilmig olur.

f.(t) siinme fonksiyonlar igin, siinme deneylerinde zamana bagh davramg: oldukga iyi

yansitan,
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flt)=1, f(t)y=1-¢"% , (4.10)

_ifadeleri tamimlanabilir. (4.10)'daki q; katsayilari, saniye, dakika, saat, giin, v.b.

- boyutlarinda, her biri bir zaman aralifim1 kapsayacak sekilde segilir.

Degisik 0,9, 0,9 ve 7, degerleri igin, A;, Ay ve A, katsayilarinin alacap: degerleri
Gallerkin yontemini kullanarak elde etmek miimkiindiir. A, Ay, A, deney siiresi
boyunca ortalama hatayr minimum yapacak gekilde segilmelidir. Deneylerden elde
edilecek gergek siinme degerleri €,(t), €,(t) ve y,,(t) ve dogrusal olmayan viskoelastik

malzemeli plak igin slinme deformasyonlari

(1) = [0y - v 0,1 (A (05) + E Ay (0) f(£)) (4.11)
i=1
ely(t)=[oyo—ooo]{Aoy(oo)+§:1A,.y(oo));(t)} (412)
~y(t)=[2(1 +u)txy]{A0xy(1:xyo)+£31Aixy(1:xyo)f;(t)} 4.13)

olarak alindifinda ortalama hata degerleri ( E,, E, E,; ),

b

E = [le® -0 d (4.14)
0

E, - f [e,® -0 Pt (4.15)
0

E, = f [ Y,® - v,0 P at (4.16)
0
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seklinde ifade edilir. (4.14), (4.15) ve ( 4.16 ) denklemlerinde t;, deney siiresini

gostermekte olup, hatalarin minimum olabilmesi igin,

o E, oE
Ex:g, i1=0, it (4.17)
oA, oA, oA,

- kogullan saglanmahdur. ( 4.14 ) ifadesinin A;, e gore tiirevi alindifinda,

7 @ 4 . 418
> ij =2 f [e,® - €® ] u,, =0, j=12,.n (4.18)
elde edilir. ( 4.18 ) denklemi
) de (1) u( ) (4.19)
2 A 2 f [ e, ® Ty - &) . 1dt =0

seklinde yazlir, ( 4.19 ) un sag tarafindaki ilk terim

p
f Ix(t) Z( ) ]
0 5 (4.20)

[0, -V 0, f{Ao,‘(o0 +EA(oo)f(t)}f(t)dt

i=1

veya
A
f lx(t) Z( )
x (4.21)
[0, = v 0,12 {450 o )ff(t)dt+ZA<oo )ff(t)f(t)dt}

i=1

seklinde  elde edilir. (427 ) denklemi,
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[ £ @t = F, | (422)
o

ve

[ 10 f® dt = F, (423)
0

esitlikleri g6z6niine alindifinda

feu(t) o€, (1) dt = [ o,4-v °yo] {on( g, ) F, +ZA(00)F } (4.24)
Y aij is1

seklini alacaktir. ( 4.19 ) un sag tarafindaki ikinci terim ise

3
f () lx(t) =[oy-vo,l f () £ at (4.25)
0

seklinde ifade edilir.  ( 4.25 ) denkleminde,

»

f &) £ dt = M, (4.26)

-0

alinarak, (4.24 ) ve (4.25) denklemleri buna bagh olarak ifade edilirse (419) denklemi,

OF, - v gy, P { Ay (op F,
aA (4.27)
+E AL, )Fy) -[o,-vo,1M, =
=1
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veya
[0+ v o,]1{A4,(ay)Fy+Y Al0,)F;}=M (4.28)

i=1

~ seklinde yazilabilir. (4.28) denkleminin matris formu

,

Fy Fyy v FLA0 4, ) ( M,
| R A F A M
[ 00 - Oyo ] 10 11 1n y 1x L = xI P (4_29)
| Fpp Fpy e Fpp | 4 ) | M,

seklindedir. Buradan, F; katsayllar, f(t) fonksiyonlan, (410) da belirtildigi sekilde
ahnarak, dogrudan integrasyonla ve M,; degerleri de, bir deneyin €,(t) siinme degerleri
bilindiginde, Yamuk veya Simpson kurali gibi sayisal integrasyon teknikleri ile

hesaplanabileceginden o, ve o4 gerilmeleri i¢in Ag,, Ay, ... , Ay, katsayilari

1

(4,) =
[am-vayo]

[F11{M} (430)

denkleminden elde edilebilir.

Benzer bigimde Ay (0,) ve Ay, (7,y,) katsaylan

(4.} = 1 [FT'{M) (431)
y [0, -V 0,]

- 1 1{M) 432
) = ey [P (432)

denklemlerinden hesaplanabilir.

Bu iglemler degisik 0,;, 0,5, ... , Oy; Oy1s Oyzs s Oy V€ Togty Tyys oo 5 Ty gerilmeleri igin

yapildiginda, A;, A ve A, (i= 0, 1, 2, ... ,n) katsayilarin degisik gerilmelerdeki
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degerleri elde edilmig olur. A;,, A, ve A, katsayilarinin elde edilen tiim degerleri igin
interpolasyon yapilarak her biri igin sirasi ile en uygun A,(o), Ay(o) ve Ay (7))
fonksiyonlar1 bulunabilir.

. 4.1.2. Dogrusal Olmayan Viskoelastik Malzemeli Plaklarda Degisken Gerilme
Durumunda Gerilme - Deformasyon - Zaman Iliskisi

Degisken gerilme hali igin uygun bir gerilme - deformasyon - zaman iligkisi, (4.2 ), (4.3)

ve ( 4.4 ) denklemlerinden yararlamlarak belirlenebilir. Bu amagla, o, o, ve 7

xyl
gerilmeleri,
6, =0, + Ao, (4.33)
G, = 04 *+ Ac, (4.34)
Tyl = Tmo * Arxy (4.35)
seklinde tamimlandiginda, ( 4.2 ) ifadesi;
n
e =[o,-vo,1{4,0)+Y A0 )f(1)} (4.36)

i=1
seklini alacaktir. ( 4.36 ) denklemi, ( 4.33 ) ve ( 4.34 ) ifadelerinden yararlanilarak,
. n
e(t)=[o,~v "yo]{AOx( o,) + Y, A(0,)f )}
i=1

+{["xz"""yz]AOx(ol)"[Gxo“’“yo]AOx(oo)} (4.37)

+y {loy,-vo,14,(0)-[065-v0,14,(06,)}f(1t)
i=1

seklinde tammlamir. (4.37) denklemindeki ilk terim, o,y ve oy, deBerlerine bagh
deformasyon miktarin1 tammlamaktadir. Ikinci ve iigiincii terimlerin ise, Ao, ve Ao,

artigindan dolay1 deformasyonlardaki degigimi gosterdigi kabul edilir.
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Gerilmelerdeki Ao, ve Ao, artiginin t = 0 da uygulanmayip t = At = 7, de uygulandif
varsayildiginda,

0,0=00, 0,=00) o,=0(7), o,=0(1) (438)

kabulleri altinda, € (t) deformasyonu, H(t) birim adim fonksiyonu olmak iizere,
e(t) =[00) -va)]{A4,(00))

+Y A4, (00) f(® } HO+ { [o(z))- v o(t)] Ay,(0(z,)
P (4.39)

~[6,0)- v 6,O)] 40 +Y {[0,(r)-v 0(c)] 4,(o(z}) )
i=1
- [0,0) - v o 0)] A4, 60 ) }f(t-t, ) H(t -7, )}
seklinde ifade edilir. t = 2At, 3At, ..., kAt degerleri sirasi ile 7,, 74, ..., 7, olarak

tammlanir ve bu zamanlarda Ag, ve Ao, gerilme artiglarinin oldugu kabul edilirse (4.39)
dehklemine,

{ [ Ox(‘lij) - on(Tj) ] on(o(tj)) - [ Ox(‘tj_l) - on(Tj_l) ]

Ay (oG, ) +X 1 0,(t) - vo(s) 1 4, o(z)) (4.40 )
i=1
- Lot ) - volr, ) 14,0 o)) LAt -1, ) Y H( ¢t -7, )
| i=2,3 ..k

tipi terimlerin eklenmesi gerekecektir. Boylece (4.40) denkleminde

[ Ox(‘fj) -V O'y(‘tj) ] Aix(G(fj)) = Kix(rj) =012, .. ,n) (4°41)

olarak aliirsa, e (t) deformasyonu,

n

ex(t)={K(k(0)+z K(0)f(t)} H(t)

i=1l

+{AK0x(1:l)+§n: AK (v )f(t-< ) H(t-7) (4.42)

i=1

+w +{AK (v, )+ Y AK (v ) f(t-7 )} H(t-1,)
i=1

seklinde elde edilecektir. (4.42) denklemi At ’nin sifira yaklagmas1 durumundaki, o,(t)

ve o,(t) siirekli fonksiyonlar i¢in (441) ifadesi,
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AK (1) = 53; K (%) dv | (4.43)

seklinde olacagindan,

e = { K (0) + E K0 f®)
(4.44)

f KOx(‘c)d‘r+Ef—K(r)f(t—t)d‘c

i=1 g

bigiminde ifade edilebilir. (4.44) denklemindeki integraller kismi integrasyon ile

hesaplanacak olursa,

e® = { K,(0) +EK(0)f(t) b+ Ko (v) | 0
=l (445)

Z K f¢E - | —EfK @ f(t - 1) dr

i=1 g

seklinde elde edilir.  (4.45) denklemi, (4.41) esitligi gdozoniline alinarak,

e(t)=[o®-vo®]1{4(c®)+ A4,(c®)f(0)}

' = (4.46)
¥ - Ko -
;S_; { [ 0,(5) = v 0,6) 1 4, 0(x) ) == f( t -t ) ds

bi¢iminde yazilabilir. (4.46) denklemini f,(0) = 0 (i = 1, ... ,n ) oldufundan
e(t)=[o@ -va]A,(c0)

-Y [ Lo - v o) 1A o(t))-égt—fi(t—t)dt
0

i=1

(447)
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seklinde tanimlamak da miimkiindiir. Benzer bicimde, e(t) ve v,,(t) ifadeleri de,

e(t)=[o® -vo@]4,(s0))
nof ) (4.48)
f [ot) ~vo()]A,(0()) —f(t-t)dr
1 4 dt
0

i=

1 (£) =[2(1 +v) 1 (0 ]14,(7,0)
(449)

- f[2(1+u)rxy(t)]Am(tn(t))-Eat—f}(t—t)dt
0

n
i=1

seklinde elde edilebilir. o,, o, ve 7, gerilmelerinin zamana bagh degisimi bilindiginde,
(430), (4.31) ve (4.32) denklemleri kullanilarak A;(a(7)), Aj(o(7)) ve Ay (7,(7))
degerleri elde edilebileceginden, degisken gerilme durumunda, dogrusal olmayan
viskoelastik malzemeli plak i¢in ¢,, €,, ¥,, deformasyonlarinin zamana bagh ifadeleri

(4.47), (4.48) ve (4.49) bagintilanindan elde edilebilir.

(4.47), (4.48) ve (4.49) ifadeleri, (4.5) esitlikleri géz 6niine alindiginda,

ex(t)=%:[ox(t)—voy(t)] (4.50)
ey(t)=-%[oy(t)—uox(t)] (4.51)
A1) = [2(1+v) 5y (1)] (4.52)

seklinde Hooke kanununu ve

n>1, A(c)=«,, Aiy(o)=aiy’ Auy("xy)=°‘zxy

-59.



2, = 90,00, 9,0 = ¢,0) + :2; @, f()

2, = 9,00, @0 = 9,0 + :zx: o, £

%, = 0,0, ¢, @ = ¢, 0) + ) «, £
i=1

olarak kabul edildiginde ise, ( 4.47 ), ( 4.48 ) ve ( 4.49 ) ifadeleri,

&) = [0,0-v0,0] 9,0) +[ [ 0,D-v0,®) 1 Y &, = fe-e)ds
0

i=1

s

' 9
=[o® - vo, () 1 9,0 - { [ 0,65) = vo,(s) 1 == @(t-v) ds (451)
€,(0) =[o, (O~ va ()] ¢ 0) + f [ 0,(z) - vo ()] a—i ¢, (t-7) dt (4.52)
0
(4.53)

Yo =R 0 1 9, O[T 20 +0) 5,0 ] = 0,¢-1) d
0

seklinde lineer viskoelastik malzemeli plaklar i¢in kullanilan Boltzmann siiperpozisyon

prensibini vermektedir.
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4.1.3 Dogrusal Olmayan Viskoelastik Malzemeli Plaklarda Yumugama Fonksiyonlan
Kullarulmasi Durumunda Gerilme - Deformasyon - Zaman Iliskisi

Yumugama kavrami ile ¢ahigilmast gerektiginde €,q, €., ¥, deformasyonlan sonucu
olugan o,, 0,, 7,, gerilmelerinin zamana bagh ifadesi, deformasyonlarin mertebesine
bagh olarak malzemenin mekanik ézellikleri { By, By, B, (1=0,1,2,..n) } ve yumusama

fonksiyonlant { g(t) } cinsinden,

o () = 1 [€p + vey 1 {Byley) + fn: B (e) g} (4.54)
(1-v?) i=1
l n
?y(t) = a —vz)[ € * Ve, ] { By(ep + ;Z;Bi’(eo) g} (4.55)
T @ = —2%5[—7,,01 ( Byt + X Bt 80 ) (4.56)
i1

§eklinde tanimlanabilir. Yumugama davramgini en uygun sekilde yansitan gg(t)
fonksiyonlari,

g =et’'M g =1 g0 =1 (4.57)

seklinde segilebilir. Buna gore 6rnegin o, gerilmesinin, t=0 ve t=w"daki degeri, sirasi

ile
0, (0) = 1-—1u2 [ et ve, 1 {Bylep + Z;Bu(eo) }
o) = - _IUZ [ €0t Ve, ] Boley (4.58)

seklinde elde edilir. (4.54), (4.55) ve (4.56) ifadelerinden, 4.7.2 boliimiinde. kul-
lamilan  y6ntemin uygulanmasi halinde, de§isken deformasyon durumunda
o

v Op Ty, gerilmeleri igin,
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o @ = _102 (L +v e® 1By e®)) + iZ‘;Bu( @) )
o (4.59)
Y [Te® + v @ 1B &) )= gfe-m) ds )
i=1 T
0,0 = —— (L e +v M 1{B(e®) + Y B®)))
P -1 (4.60 )
Y[ Le® + v e® 1B e®)) = gte-s) ds )
i=1 g T
@ = = ([ =70 1{ B 1,0 ) + 3B 7,0 )
U ey Y et W Bt Y

nt (4.61)
Y[ 11,0 1 By 1,(0) -é"-’; g(t-7) dt )

i=1 ¢

seklinde gerilme - deformasyon - zaman iligkileri elde edilir.

(4.59), (4.60) ve (4.61) denklemleri, g(t)=1, B,(e)= By(€)= B,(y)= B; = sabit ve
{ By + =B, } = E olarak kabul edildiginde ise,

o = li > [ e+ ve (D]

o, = I—Ev2 [ €,® + ve() ]

B s —2 [y 0] (4.62)
T 2 vy © P

seklinde Hooke kanununu verir. ifadelerde yer alan parametre degerleri,

Bu(e) = B,x s Biy(e) = Biy ’ Bixy(ny) = ley
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ll!,(o) = pOx + E Bu ’ \Ily(O) = Boy + E p,’y . ‘lf,,(o) = Boxy + Z B,x,,

i=1 i=1 i=1

U0 = Bty By 80, W0 = By, + Y B, 80,

i=1 . i=1

ve §, (0 =B, * Y By, 80
i=1

olarak alindiginda ise, gerilme degerleri,

0, O=— e () +ue, O, 0~ { [e,5) ve ()] g:lﬂ,,,a—"’r gft=) ds )

| - juz{[ex(t)wey(t)]wx(O) _ Z [e,(v) + ve,(x)] 5‘1— W(t-1) dt } (4.63)
0= _102){ [e, (1) +ve,(1¥,(0) —'Z[ey(t)wex(t)]a—i (t-t) dr ) (4.64)
0 = 5irs (L 10 14,0 - { (1@ = ¥G-c) de ) (465)

ifadeleriile belirlenebilir.  Lineer olmayan viskoelastik malzemeli plak ¢6zlimiinde,
denge ve uygunluk denklemleri, Hooke kanunu yerine (4.47), (4.48), (4.49) ya da (4.63),
(4.64), (4.65) denklemleri ile takviye edildiginde sinir kosullan ile birlikte, problemin

¢oOziimii i¢in gerekli denklem sayis1 tamamlanmg olur.
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4.1.4 Dogrusal Olmayan Viskoelastik Malzemeli Plaklarda Moment - Egrilik - Zaman
Tligkisinin Yumusama Fonksiyonlan Kullamlarak Elde Edilmesi

~ Yiizeye dik yiikler altinda egilmeye maruz bir plagn, herhangi bir kesitindeki moment
degerleri sabit olmakla birlikte, dogrusal (lineer) olmayan viskoelastik malzemeli plakta,
gerilme dagilimi zamana bagh olarak degigir. 4.1.3. boliimiinde o, gerilmesi igin elde

edilen,

1
1-v?

0,0=—{ [0+ ve® W,0)-[ [er) + ve®] = y(e-) de ) (466)
0

seklindeki gerilme-deformasyon zaman iligkisi, Bernoulli - Navier hipotezi gegerli kabul

edilerek, deformasyon ile egrilikler arasindaki,

€, = -—zw, () , €, = -2 wyy(t) (4.67)

iligkisi kullanilarak yazilacak olursa

4

o,(® = - {[wa® + ow, (O 1 ¥,

1-v?
(4.68)

- oj [, (%) + ow, (%) ] 5‘1- W (t-7) dr }

seklini alir. (4.68) deki w,,, xz diizlemine paralel bir diizlemdeki egriligi, w,, , yz
diizlemine paralel bir diizlemdeki egriligi, z, tarafsiz ylizeyden uzakligi ve {(t) terimleri

yumugama fonksiyonlarini géstermektedir. Denge sart1 geregince, kesitteki M, momenti,

M, =[ozd (4.69)
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ifadesinden ya da (4.68) kullanilarak,

1
1 - v?

M =

X

([ {2 w® + v (-2 w1 ¥,
‘ ) (4.70)
—f[ —Zw (1) + v (-2 w”,(r) )1 9 Y (t-7) dt Yzdz})
o ot

ifadesinden elde edilir. (4.70) ifadesinde, yumusama { ¥, (1)} fonksiyonlamn,

¥ = By, . Z B, g (4.71)
i=1

seklinde alinabilir, burada;

s

Bp=E-k|e|P", g®=1, Exk|e |* , p21 (472)

B.=kl|e |7, k22X k, p2l, p, <p, (4.73 )
i=1

A, (474)

g =e

olarak tanimlanabilir. Malzeme davramgi ¢ekme ve basingta aym oldugundan, B,(¢,)

terimlerinin belirlenmesinde deformasyonlar mutlak deger olarak alinmaktadir.

- Gerilme degerini belirlemekte kullanilan (4.66) ifadesi sabit €, ve €40 deformasyonlarl\

i¢in,

L[y +ve,] 0 = —

o = -
1-v 1-v

- [ e+ vey ] B €,t) (4.75)

seklini alacaktir. (4.72) ve (4.73) ifadelerinin elde edilmesinde malzeme &zellikleri ile
ilgili yapilan kabuller,
- t degeri arttikca E(e,,t) degerinin azalmast,

- E(e,t)’nin alabilecegi en biiyiik degerin E olmas,
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- €,'in kiigiik degerleri icin E(€,, t)’nin yaklagik olarak E'ye esit olmast,

- €, degeri arttikga E(¢€,t)’nin azalmast olarak siralanabilir.

Bu ozellikleri saglayacak B, (€) ve g(t) fonksiyonlarinin farkh sekillerde belirlenmesi
‘ miimkiin olabilir. Kullanilan malzeme igin, ger¢ek malzemenin davramgini yansitan
yukaridaki Ozelliklerin saglanmamasi durumunda, gergege uymayan sonuglar elde
edilebilir. (4.72) ve (4.73) ifadelerinde p;=0 (i= 0, 1, ..., n) olarak alindifinda dogrusal

elastik malzemeli plak, p;=1 alindiginda ise, dogrusal viskoelastik malzemeli plak i¢in

gegerli katsayilar elde edilir.

(4.71) kullamlarak, oy (t - r) / 9 terimi,

n

k (-
—a—‘l’(t“ﬂ)=z—i|~zwn(1:)|p‘le(' R (4.76 )
dt i=1 A'i
seklinde elde edilir. Boylece (4.70) ifadesi, (4.71), (4.72), (4.73), (4.74) ve (4.76)
ifadeleri de kullanilarak;

M,=BLE f [~z w, ] z dz - kof[“z w01 | -z w, () | o'z dz

+ Y k[l 2w 1| 2w, |72 dz
=1

n t
-y —:i— f [f [ zw(?)] | —zw () Im-l 2 dg] e M g
[roem, (477)

+Evf[_zwyy(t)]ZdZ+ko uf[—zwyy(t)] | -z wxx(t) Ipo-lzdz

i=1

ko[ [zw,® ]| 2w, " 24z

> fA—I’ [Lflzw®]]-zw |7 zde] e dn]
i=1 i 0 z

seklinde tanimlanabilir. (4. 77) denklemi, z degigkenine bagh integrallerin ¢dziimiinde,

B, L2 (hpeoy g o 2 By (478 )
Po p¥2 2 Ao pr2 2
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olarak tammlandifinda, (integrallerin ¢Oziimleri ve (4.78) ifadeleri, Ek 1 ’de

gosterilmistir)

M, = BU-EL w0 + ky Low 0 1w @177 -3 kL ow 0w ()17
i=1

+E 4 ”if w (7)) [ w (7) LOPR Y I I v w);y(t)
-1 (4.79)

n

+ kLo vw O lw O « Yk Livw @ w7

i1
"okl v
-y L f w, (1) lw_ (@ 7 PR ED
i-1 A 0

bigiminde elde edilir. M, momentini igeren, w,, egriliginin zamana bagh ifadesi,

w (z)- M ABLEL-kL,| w0 [Pl +Ek, L, | w, |7
i=1

" k1,
P i f 0 | W) [P e g v By #y(®

E (’()) A Wl (450)
“ kI v wZ(t) wal®) 177 *Z ki 1; v wyy(t) w.@ |7
_ = ki Ipi pi-1 —(t-t)l)., -1

seklinde elde edilebilir. (4.80) de bulunan 7 degiskenine bagl integrallere, s adim sayis:

vet =s At, (s= 1,2,.., n ) olmak iizere yamuk kurali uygulanirsa,

sAt

f Wn(t) I wn(t) Ipl'l e-(t-t)llj dt = _A_t { wn(O) ] Wn(o) ng'l e—sAdli
° g (4.81)
s-1
+ 23 Wa® | wa(®) |7 () | wol) [P
k=1
ve
sAt A
f W”(t) | wxx(t) IP{“I e-(t—t)lli dt = __2_1: { wyy(o) I wxx(o) Iprl e—sA:/z,i
’ (4.82)
s-1
P23 Wy [ e [P () ) 177

ifadeleri elde edilir. Benzer bigimde,
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N

My=f°,(t)zdz ve Mxy=~f‘c”(t‘)zdz (4.83)

Z

~ bagintilarinda
o, = a ){ [e,()+ve (] ¥,(0) f[e (v)+ve, (‘r)]—q:(t 1) dv ) (4.84)
ve
O = 50, ){[ Y01 ¥,0) f (Vo] ) de ) (4385)
Yy = 22w (1) (4.86)

esitlikleri kullamlarak siras: ile

w® = M, {BLE kLo | w @ |7 + Sk L | w,® |7
i=1

k1 y Pl -GIA g Waul0)
i=1 T_(— 'of WOl () | " Pt (4.87)
w () } i w, (D) -
Tkl R 1w (t)l”“‘*?}k:’pi“mlwyy(t)l"l
yy = »
_ i ki Ipl pi-1 —(t-t)]li -1
> (t)f () | W) | dv 1)
wo® = My {BIE I, - kg Ly | wo @ | "7+ kL, | wo@ |7
i=1 (4.88)

"ok I | R
i _L_fiy () o) (77 €O g 1)
X1

_ET

i=1 i

ifadeleri elde edilecektir. (4.88) denkleminde, B,, = (1 - v ) olarak tanimlanmigtir.
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Plagin herhangi bir kesitindeki dig yiiklemeden dogan M,, M, ve M, momentleri elastik
¢bziimden elde edilebilir. Aym zamanda elastik ¢oziimden bulunan w,, Wy, Ve W,
egrilikleri (4.80), (4.87) ve (4.88) denklemleri kullanilarak, t = 0 igin yapilan iterasyonda
baglangi¢ degerleri olarak alinirsa, istenilen hassaslikta egrilikler bulunur.Bulunan bu
degerleri kullanarak yapilan iterasyon sonucunda ise t= At, ..., sAt anlaridaki
egrilikler hesaplanmug olur. Bu tiir iteratif ¢6ziim i¢in hazirlanan bilgisayar programlar
Ek 2 ’de sunulmustur.

Wy W, ve W, efriliklerinin zamana bagh ifadeleri elde edildikten sonra, kesitteki o,,

? o, ve 7, gerilme dagilimlari,

0 ® = 2= {[wy®) + v, 1 ¥,
=V
. t (4.89)
-[ ) + ow,, (r)]—w(t 1) dt }
o
I
Uy(t)—“(1 oD { W, +vw, @) 1 ¥,(0)
(4.90)
- !: [ w,,(v)+ow, (1) ]a_iw’(t_t) dt }
T,0 = 2(1 5 {2 w (0,0 f Wol®) 5= q; (t-<) dv } (491)
denklemlerinden elde edilebilir. Lineer viskoelastik malzemeli plak igin ise,
E,-E-k+Yk k-2 p-R (492)
v P AN VA T
olarak alinacak olursa, (479) denklemi
M =B{-E,|I [w(t)+vw ®1
(4.93)

+Ek I, {fw (x) e M g 4y fw (x) e M g } )
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seklinde yazilabilir. (4.93) den, zamana bagh olarak degisen egrilikler,

w () = —M{BI[E—E

e o e
i1

(4.94)
RRAI AR RE

seklinde elde edilir.

4.2, Moment - Egrilik - Zaman iligkilerinin Sonlu Eleman Yéntemi Formiilasyonu

Elemanlar: kesit momentleri olan gerilme vektorii,
{et={M, M, MV (4.95)

olarak tammlanabilir.Burada M,, M, ve M, degerleri (4.80),(4.87) ve (4.88) ifadelerinden

yazilir ve

{e@®} =1{-w W () 2w () ¥

1 - -1 ( e
e®1™ = { -w O] wo(s) |7 -w &) w &) |77 2w ()] 2w, () |* I

(™) == [w,® 1" = [w,@ "7 2w "V

(s=123,..s) (=012 ..,n)

L v 0 wy) 0 0
v 1 0
[D]-= [Y]=]| O w () O
0 0 1-v
2 0 0 0

olarak alinirsa (4.95) denklemi,
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{c}=B{EL D1l -k [ e 1™ -k L, o[ ¥]{[e]™™

+ Y RL L1+ Y Lo [Y]{[es]7)

i=1 i=1

n (4.96)
_ A ﬂ[b]{e"“""{[e(O)]”‘}
2 1A
s-1
+2 ) MM L) 17 ) + ([ e(s) 171} )
k=1

seklinde  matris formunda ifade edilir. (4.96) denkleminde,
{ € (s) } : Egrilik vektorii

[D] : Elastisite matrisidir.

.

Kare bir plak probleminin ¢6ziimii ele alindiginda ise, (4.96) denklemi,

{e})=B{ELIDI{e®)-kL,[D]1{[ec)]™
n n I
+ kL, [ D1 {[e]" - At Z-IM [D]1{e™ { [e)]™

i=1 i=1 A‘i (4'97)
s-1
+2 % e CNTEMI M e 17} + { [ e(s) 173} )
k=1
bigiminde yazilacak ve
{e(s)}=[B]1{A(s)} (4.98)

bagintist kullanilarak,
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{lo}=B{EL[D][B]1{A(s)}

kL, [DI[BI{AGP} +X KL, [D]1[B]1{[AG]")

i=1
, Az =k 1,
2 i d A

[DI[B]{e™™{[AQ© T}

+2s§j e CATEAN ML ACE) Y + {[A(s) TP )}

seklinde ifade edilebilecektir.

Elastik gekil degistirme enerjisi ( U ),

U - [{e(s)F{a}av
| %4

DN | e

ve dig yiiklerin potansiyel enerjisi ( W ),

W={A(s)Y{f}

olarak alindifinda, elemandaki toplam potansiyel enerji (I ),

I1=U-W

seklinde yazilabilecektir. (4.102) denklemi, (4.99), (4.100),

transpozesi olan

{e(s)T={A(s)V[B]

esitligi alinarak diizenlendiginde,
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(4.100)
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(4.102)
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g{A(s)}T{EI f[B]T[D][B]dV{A(s)}

- &, W{[B]’[D][B]dV{[A(S)]“

3 kL, [[BY[DI[B1av{[A@ ")
n",‘” v (4.104)
- A AL LB IDILBI AV ([ACO) )
2 o A

s-1
+2E e M “‘”“ff[B]T[D][B]dV{[A(k)]”'
k=1
+f[B]T[D][B]dV{[A(s)]p"}—{A(s)}T{f}

|4

bitiminde yazilabilir. Toplam potansiyel enerjiyi minimum yapan konumu bulmak igin

gerekli olan,

_oa _, (4.105)
A AE) Y

denkleminde
[IBFID1IBldV=[k] (4.106)
| 4

tanimu kullanilirsa, bir elemandaki diiglim noktalarina ait kuvvet vektorii

{rf}=BlkI{E] {A(s)}—k0 {[AG) P}

D kL (LAD T} 21: L e M A0 1) (4.107)
s-1
£2 % OB A@P ) + {[A® T ))
k=i

seklinde ifade edilecektir. (4.106) dan, her bir eleman igin elde edilen [Kk] rijitlik
matrisi hesaplanarak kodlama yontemi ile [K]; sistem rijitlik matrisine ge¢mek

miimkiindiir.
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Tiim sistem igin dig kuvvetler matrisi,

{FL =BLEkL{EL{A® )L - L, {[A® )

Y kL (LAO T - A > 2 K L {e ™ ([ AQ) P,  (4108)
s-1
+2 Y e AR P A P, + ([ AE PP )

i=1

bagintisi ile elde edilebilir. (4.108) bagintisindan, { A (s) }, sisteme ait deplasman

vektorii igin,

. . ko Lo ;
{ AG) IO[K], {F} + EIO{[A(S)]P}S
_.i i p, { [ AGs) }p,} . At z": ki Ipi { e-sAtll; { [ AO) ]Pt }s (4.109)
i1 2 i\ EL

s-1

+2 E e—(sAt-kAt)/lf { [ AR ]Pi }s + { [ A(S) ]Pt }s}
k=1

yazilabilir.

Lineer viskoelastik malzemeli plak i¢in, p, = p; =1 ve Iy = I, = I; olarak kabul

edildiginde gerilme vektort,

(6} =BLI{E[D]{es}- AL By {oain {0y )
2 | A (4.110)

s-1
s2 Y MR ey} 4 (e () )} ))

k=1

bigiminde belirlenebilecektir. (4.110) dan hareketle, daha once izlenen yontemle, sistem

deplasmanlarinin hesaplanabilmesi igin,
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1 -1 At « ktv ~sAt [ A
{A(s) )= [K, {FlL+ =YY ——{e '{e(0)}
B Io sﬁv 2 i=1 Ai EV ( 4.111 )
+2 Y TG TROR kY + {e(s)))
k=1

denklemi kullanilabilecektir.

Hesaplamalara t = 0 aminda baglandiginda, ilk adim olarak {A ( 0 ) }, igin elastik
gbziimden bulunan degerler alinarak iterasyona baglamak miimkiindiir. Istenen
hassasiyeti veren deger elde edilene kadar iterasyona devam edilerek, t = 0 am igin
garcek deplasman degerleri belirlenebilir. Bu degerler, t = At am1 igin baglangig degerleri
olarak kabul edilerek, iterasyon ile t = At, ..., sAt anlari i¢in { A('s ) }, deplasman
degerleri bulunabilir. Bu degerler bulunduktan sonra eleman bazinda iglem yapilarak,
{ € (s) } eleman diigiim noktalarindaki egriliklerin zamana bagl degerlerini elde etmek

mumkiindiir.
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5. UYGULAMA
5.1. Viskoelastik Malzemeli Plaklarin Analitik Yontem ile Coziimii
4.1.4 bolimiinde analitik yontem igin elde edilen ifadeler, dogrusal ve dogrusal olmayan

viskoelastik malzemeli, dort kenarindan basit mesnetli ve tniform yiikli kare plak

problemine uygulanmug ( Sekil 5.1 ), malzemeye bagh katsayilar ve kesit ozellikleri,

E = 3 * 10° kg/em?, k) = 1 * 10° kg/em?, k, = 0.75 * 10° kg/em?

A1 = 20 dak, At = 5 dakika, p, = 1.1

p, = 1.105, v =03, h = 10 cm

b, = ¢ =100 cm, q = 005 kg/cmz, M = My = 23.95 kg cm / cm

olarak almmugtir. Ifadelerin uygulanabilmesi igin gerekli parametre degerleri,

M)max = M) pax = B 9 b?, B = 0.0479
3
No_ Eh
12 (1 - v?)

alindiginda (Timoshenko, 1950), t = 0 aninda iterasyona baglama degerleri,

Z

2
w2 (0) = wS (0)- - -ﬁq—b) - —6.706%10

bulunur. Incelenen kare plak probleminde, lineer viskoelastik durum igin Po=p; =1
kabulii ile , Ek 2 ’de sunulan bilgisayar programi (iteratif yaklagim) kullamlarak
plagin orta noktasindaki egrilik, deformasyon ve gerilmelerin zamana bagh degerleri
dogrusal ve dogrusal olmayan malzemeli plak icin elde edilmig ve sonuglar Sekil 5.2,
5.3, 54, 55 ve 5.6 ’da sunulmustur. Dogrusal ve dogrusal olmayan durumda
deformasyon degerlerinin kargilagtirilabilmesi amaciyla, plagin ortasindaki kesitin
en dis lifinde olugan deformasyonlarm adim sayisina bagh olarak aldi$i degerlerin

degisimi Sekil 5.7 ’de sunulmustur.
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Basit mesnet

Lttt L2 lth ta L L LA A

\ » 1

3 4 I AT

N [ 2

3 \ 7 |2
e 3 R <IN

E N /r T hip

N : _L

P AC A S AN i S A e 3¢ B Bw B r B 20 § Plak kesitinin bir bolimu
1m

Sekil 5.1 : Viskoelastik malzemeli, iiniform yiiklii ve dért kenarindan basit mesnetli
kare plak ve kesiti

9.00

6.00

LI T B LI B B I S e S AN N N B NN B SO B B B BN S Iy (NN S B SRS S SN S TR O S NN S S IR0 N S B e |

20 40 60 80 100
Adim Sayis1 (s )

o stsaaaatel ettt ors b bl a1

Sekil 5.2 : Tammmlanmig olan kare plak igin, (@) dogrusal (b) dogrusal olmayan

durumlarda egrilik degerlerinin ( w,, W, ) adim sayisina (s) bagh olarak
degisimi
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45.00 . - 1

40.00 /”'K

_.7)

< 35.00

& 35,

= 2

I 30.00 /

»

~_25.00

g 3
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o
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Deforma
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(o]
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0.00 Frrrr—rrr——r T T T Tt T T T ﬁ_'_T"'"—'‘l—v--v—r—.—.-—T—~,—-,—,_,._T_,,_'_',_,__|
0 20 60 80 100

40
Adim Sayis1 ( s )
Sekil 5.3 : Kare plak icin, dogrusal halde, deformasyon degerlerinin adim sayisina

bagh olarak kesit boyunca degisimi (1) z = hy2, (2) z = 3n/8, (3) z = h,
(4) z = b/8

o D
&
3
4
LA S S et § I—IT4|O xxxxxxxxx 6’0' lﬁ—r_r_’_h'_fgrai—r—l-rﬁ—r—‘—h‘_ao

Adim Sayis;1i (g )
Sekil 5.4 : Kare plak i¢in, dogrusal halde, gerilme degerlerinin adim sayisina bagh

olarak kesit boyunca degisimi (1) z = b/2, (2) z = 3h8, (3) z = h/4,
(4) z=1n/8
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Sekil 5.5 : Kare plak igin, dogrusal olmayan durumda deformasyon degerlerinin adim

. sayisina bagh olarak kesit boyunca degisimi (1) z = h/2, (2) z = 3 h / 8,
(3) z= h/4, (4) z = h/8

0.90

0.80
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Q
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o
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o
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Gerilme ( kg/cm 2 )
4 g

0.00 +—V—Vrrrrrr UNRL LS L A B e | T T T T T T T T 7T T T T T T

40 60
Adim Sayis1 ( s )

Sekil 5.6 : Kare plak igin, dogrusal olmayan durumda, gerilme degerlerinin adim say1-
sma bagh olarak kesit boyunca degisimi (I) z = h/2, (2) z = 3 h/8,
(3) z= h/4, (4)z =1h/8

-179 .



46.00

44.00
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40.00
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Sekil 5.7 : Kare plak igin, deformasyon deferlerinin adim sayisina bagh olarak kesit
boyunca degisimi (z = h/2) (a) dogrusal (b) dogrusal olmayan durum

5.2. Viskoelastik Malzemeli Plaklarin Sonlu Eleman Yontemi ile Coziimii

4.2 boliimiinde viskoelastik malzemeli plaklarin ¢6ziimii icin elde edilen sonlu eleman
formiilasyonu, 5./ bdlimiinde oOzellikleri tanimlanmig olan kare plak problemine
uygulanmigtir. Sonlu eleman formiilasyonunun uygulanabilmesi amacyla (3.1)

bagintisinda, yer alan parametre degerleri,

(p)=(1 x y:x2 xy y2: 23 x% xp? : y3 x%% x?)

{a}=1{Ay Ay oy Ay )7

alinarak, deplasman fonksiyonu ve dénme degerleri,

w={(p) {a} (5.1)
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ow ve 0=——a-w—
X ay y ax

(52)

ifadeleri ile tammlanmistir. Problemin ¢Oziimii icgin, dikdértgen bir eleman

~ secildifinde ( §ekil 3.2 ), bu elemana ait { A } deplasman vektorii,

{A)Y=-{w,0,6,:w,0,06,:w,0,6,:w,0,86,1}" (53)

b7

seklinde elde edilir. { A } deplasman vektoriiniin igerdigi 6  ve ey terimleri ise,

B, = {4, + 24x + Ay + 34x% + 24y + Ay? + 34, X%y + Apy® }( 54)

B, ={4; + Ax +2 4y + Agx? + 24xy +3 Apy* + A X2 +3 Axy? }(5.5)
olarak bulunur. i j, k£ ve [ diifiim noktalarinin koordinatlari, sirasi ile ,

c by ¢

c c
2 2 2

b
(—7’__2_)’(_

b c b
’—_ v e s
2) y (2 2)

olup, (5.3), (5.4) ve (5.5) ifadelerine yerlestirildiginde,

a; = c/2 , a, = b/2 , ay = c2“/4

a,= b /4 , a;= cb/4, a.= /8

a,= b /8 , ag= ¢’b/16, ag= bc/16
b= ¢?b/8 , b,= cb¥8, by=c, by=b
bs= cb/2 , bg= 3b%/4, b,= 3cb®/8
bg= 3¢®b/8§, bg= cb/2, ¢ = 3c*/4

olmak iizere, {A} deplasman vektorii ile {a} katsayilar vektoriinii birbirine baglayan

[ A ] matrisi,
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1 -a -a, a; a5 a, -a, -b, -b, -a;, a; a
0 0 1 0 -4 -b 0 a -by, by -a; -b,
0 -1 0 b, a0 0 -¢;, -b5 -a, 0 by a,
1 -a, a, a; -a5 a, -a;, b, -b, a;, -a; -q
00 1 O -a b 0 a -by by -a, -b
0 -1 0 b, - O -¢, by -a, 0 -b, -
[A] - 3 T4 1 95 4 s ~4 (5.6)
|1 a -a a -a5 a, a; -b b, -a; -a;5 -q
0 0 1 0 a4 b O a -b, by a; b,
0 -1 0 -by a0 0 -¢, by -a, 0 by aq
1 a a a a a a; b b a a; aq
' 00 1 O a b O a b, b, a b
0 -1 0 -b; ~a, 0 -¢, -bg -a, 0 -b; -a,
seklinde bulunur. {a} katsayilar vektorii igin,
{a}-[A171{A} (5.7)
ifadesi yazilarak, (5.1) denklemi,
w=(p)[AT'{A} : (58)
seklinde tanimlanabilir ve sekil fonksiyonlar,
(N)Y=(p)[AT? (5.9)
ifadesi ile elde edilir.
Plak elemanin herhangi bir noktasindaki egrilikler ,
(ed=l-w, -w, 2w I (510)
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- olarak tammlandifinda, sekil fonksiyonlarinin gerekli tiirevlerini i¢eren [ B | matrisi,

-{N),
[B]-|-(N), (5.11)
2(N),

biciminde yazlarak, egrilikler i¢in elde edilen,

{e}=[B]1{A} (5.12)

ifadesinden de yararlanarak, eleman rijitlik matrisi [ k ],

ER 7T
[k1-———— [ [[BI"[DI[B]dsdy (5.13)
. 12 (1-v3) 35 2

bagntisi ile hesaplanir.

(5.13) ifadesinden eleman rijitlik matrisi [ k ],

A =60p%+60p*-12v + 42 A, = (20p*-4v + 4)b?
Ay=(20p%-4v+4)c? A, =30p°+12v +3
Ag=15v Ag=30p2-60p® +12v-42
A;=-30p’+3v-3 Ag=-15p? + 120 + 3

=10p*+v-1
p

B, =10p2+4v-4 B, =-60 p2 +30p® + 12 v - 42
B, =-30p2-30p*- 120 + 42 B,=15p*+3v-3
Bg =30p2 + 12 v +3 Bg=30p2-3v+3
B,=-15p2+30v-3 Bg=-15p*-12v-3

By = 5p2-v+1

C,=10p%+4v-4 C,=-10p2+v-1
C3=5p'2-v+1 =c/b
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olmak iizere,

Al
A 4
B, -A; A4,
A, A, A, A
A, Ay O -A, A,

kg N A, O B, -B, A, A,

15cb|{B, B, B, B, B, B, A4,

B, C, O -B, B, 0 A, A4,
B, 0 C, -B, 0 C, B, A5 A4,

, B, -B, B, B, -B, B, A, A, -A, A
B, B, 0 -B, C, 0 -A, A, 0 -4, A4,
-B, 0 C, -B;, 0 C, -4, O B, Bj -A, Ag{

(5.14)

seklinde simetrik bir matris olarak ifade edilir.

Ormnek olarak ele alnan kare plagin elemanlara b(’ih’imﬁ,{j diiflim noktalar1 ve
serbestlik dereceleri Sekil 5.8 *de sunulmaktadir. Ek 2 ’de yer alan APL tipi bilgisayar
programlar1 yardimi ile elde edilmig olan adim sayisina bagh olarak egrilik ve
deformasyon degerlerinin degisimleri ise, Sekil 5.9, 5.10, 5.11 ve Sekil 5.12 ’de

sunulmusgtur.

Eleman rijitlik matrisinden sistem rijitlik matrisine, §ekil 5.8de yer alan diigiim
noktalarma ait serbestlik derecelerinden yararlanarak, kodlama yontemi ile gegmek
miimkiindiir. Ornek ¢6ziimii yapilan kare plak problemi igin, APL tipinde gelistirilmis
ve Ek 2’de sunulmug olan RIJIT adli programin i¢erdii INC matrisi,
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e —

46 46 46 46 6 7 46 1 2 8 9 10

46 1 2 8 9 10 46 3 46 11 12 13
46 3 46 11 12 13 46 4 5 14 15 16
46 4 S5 14 15 16 46 46 46 46 17 18
46 6 46 46 19 8 95 10 20 21 22

8 9 10 20 21 22 11 12 13 23 46 46

11 12 13 23 46 46 14 15 16 24 25 26
14 15 16 24 25 26 46 17 18 46 46 27
46 46 19 46 28 29 20 21 22 30 31 32
20 21 22 30 31 32 23 46 46 33 34 35
23 46 46 33 34 35 24 25 26 36 37 38
24 25 26 36 37 38 46 46 27 46 39 40
* 46 28 29 46 46 46 30 31 32 46 41 42
30 31 32 46 41 42 33 34 35 46 43 46
33 34 35 46 43 46 36 37 38 46 44 45
L.36 37 38 46 44 45 46 39 40 46 46 46

INC =

seklinde elde edilmigtir.

Boliim 5.1 ’de, dogrusal ve dogrusal olmayan viskoelastik malzemeli plagin orta

noktasindaki w__egriliginin t = 0 amnda iterasyona baglama dggerleri,
w2(0) = wy0) = 0.03684 -1%

alinarak, elde edilen analitik ¢dziim degerleri ve sonlu elemanlar yontemi ile ¢6zim

sonucu bulunan degerler $ekil 5.13 ve 5.14 *de sunulmaktadir.
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33,34,35
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46,4646

46,17,18

46,4627
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@

15

@

36,37,38

u

16

®

46,39,40

16,4142

46,4346

46, L5

46,46,46

Sekil 5.8 : Kare plak problemi icin, eleman ve diifiim noktalarina ait serbestlik derece-

lerinin numaralandirilmasi
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Sekil 5.11 : Kare plak igin, dogrusal halde, egrilik degerlerinin adim sayisina
bagh olarak degisimi (a) 7 No'lu ve (b) 13 No'lu diigiim noktalar;

4.50 3

b
£.00 é//—'

-2 )

“

(3.

(o)
1

o
o
o

( x - 10™

N
4
S

s tl st q o d et g0y LIttty

Egrilik

2.00

]
1.50 Frrrrrrrrs

40
Adim Sayis1 (s )

Sekil 5.12': Kare plak igin, dofrusal olmayan durumda egrilik degerlerinin adim
sayisma  bagh olarak degigimi (@ 7No'lu ve (b) 13 Nolu diigtm
noktalarn
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40 60 80 100
Adim Sayisit ( s )
h

Sekil 5.13 : Dogrusal hal icin, plégln orta noktasindaki egrilik degerlerinin adim sayi-

sima bagh olarak degigimi (a) Analitik ¢Oziim (b) Sonlu elemaniar yOnte-
mi ile ¢dziim, '

4.50

4.40

107-2 )

LBNLINLAL L LAY VL AC AL A ML B S I T B M M s St At A sue B At coe o 2 s e

40 Ceo 80 100
Adimm Sayisi (s )

Sekil 5.14 : Dogrusal olmayan hal igin, plagin orta noktasindaki egrilik degerlerinin

adim sayisma bagh olarak degisimi (a) Analitik ¢obziim (b) Sonlu ele-
manlar yontemi ile ¢dziim
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6. SONUC ve ONERILER

Bu ¢aligmada, ilk olarak dogrusal olmayan viskoelastik malzemeli plaklarda,
stasyoner olmayan siinme durumu igin gegerli gerilme - deformasyon - zaman veﬁ
moment - egrilik -zaman iligkileri elde edilmig ve dogrusal olmayan durum i¢in en
genel halde ifade edilen bu bagntilarin igerdigi p sabitlerinin p, = 1 (i=
0, 1, ..., n) alinmasi ile dogrusal viskoleastik malzemeli plaklar igin de gegerli kabul
edilebilecek ifadeler bulunmugtur. Ikinci agamada, analitik olarak elde edilen
moment - egrilik - zaman iligkilerinden yararlanarak, kare plaklar icin gecerli sonlu
elemanlar yontemi formiilasyonu elde edilmistir. Sonlu elemanlar formiilasyonunda,
dogrusal elastik malzemeli plaklar igin elde edilmig rijitlik matrisi ve malzeme
sabitlerinin yanisira, deplasman degerlerinin geg¢misine bagh terimler de yer

almaktadir.

Analitik olarak elde edilen bagintilarin kullanilabilmesi i¢in hazirlanan ve Ek 2 ’de
sunulan bilgisayar programlari; sonlu elemanlar ydntemi formiilasyonunun
uygulanabilmesi icin ise APL tipinde hazirlanan ve Ek 2’ de sunulmus olan
bilgisayar programlari kullanilarak, 5. Bélim’de 6zellikleri tammlanmig olan, sabit
ve iiniform yiiklli, dogrusal ve dogrusal olmayan viskoelastik malzemeli kare plak
icin 6rnek ¢Oziim yapilmig ve elde edilen grafikler 5. Bélim’de sunulmugtur. Bu

grafiklerin incelenmesi ile varilan sonuclar agagida sunulmaktadir.

- 4.1 Béliimiinde elde edilmis olan moment - egrilik - zaman iliskileri, elastik ¢oziimil
biiinen, cesitli yiikleme durumlarnina ve mesnet kosullanina sahip kare ve dikdortgen

plaklar icin kullanilabilir niteliktedir.

- Omnek ¢oziim olarak sunulmug olan plagin ortasindaki kesitin en dig lifinde olusan
deformasyon degerlerinin adim sayisina bagh olarak degisimi incelendiginde (Sekil 5.7),

segilen p, ve p, degerlen: icin dogrusal olmayan viskoleastik malzemeli plaga ait
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deformasyon degerlerinin, dogrusal viskoelastik malzemeli plaga ait deformasyon
degerlerinden, baglangicta % 5 mertebesinde daha kiigiitk degerler aldigi ve adim
sayisina bagh olarak daha yavas bir degisim gosterdigi goriilmektedir. Kesitin farkll
liflerindeki deformasyon degerlerinin degisimi de benzer bir gidis gostermektedir
(Sekil 5.3 ve 5.5). '

- Gerilmeler, baglangicta yaklasik degerler almakta, ancak adim sayisina bagh
olarak degigim hizi dogrusal olmayan viskoelastik malzemeli plakta daha yavag
gerceklesmektedir (Sekil 5.4 ve 5.6).

- Sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen formiilasyonlann ayni probleme
uygulanmast ile elde edilen sonuglar incelendiginde (Sekil 5.9, 5.10, 5.11 ve 5.12)
dogrusal olmayan viskoleastik plaga ait gerek deplasman ve gerekse egrilik degerlerinin
baglangicta % 10 mertebesinde daha kii¢tik oldugu ve adim sayisina bagh olarak daha
yavd._s degistigi gorillmiigtiir.

- Sonlu elemanlar yontemi ve analitik ¢oziim sonuglan birlikte degerlendirildiginde
(Sekil 5.13 ve 5.14), dogrusal viskoelastik malzemeli plakta sonlu elemanlar
yonteminin verdigi sonuglar baglangicta % 5 mertebesinde daha bilyiik olmakla
birlikte, her iki yontemin sonuglanmin adim sayist arttkga birbirine yakinsadif
gorillmektedir. Dogrusal olmayan durumda ise, baglangicta analitik ¢oziim sonuglan
% 10 mertebesinde biiyiik degerler vermekte, ancak dogrusal hale benzer bigimde

adim sayisina bagh olarak her iki yontemin verdigi sonuglar birbirine yakinlagmaktadur.

- Caligma sonucunda elde edilen sonuglar arasinda bilyilk farkhliklar olmamasi,
dogrusal ve dogrusal olmayan viskoelastik malzemeli plaklann gerilme - deformasyon -
zaman iligkilerinin belirlenmesinde gerek analitik ydntemin, gerekse sonlu elemanlar

yonteminin kullanilabilir nitelikte oldugunu gostermigtir.

-91 -



- Calgma sirasinda, siinme davramgiun malzeme sabitlerine énemli 6lgiide bagh
oldugu ve sabitlerdeki kiiciik degisimlerin - sistem davramgim Onemli Olgiide

etkiledigi saptanmigtir.

Bu caligma kapsaminda ele alinamayan, ancak bu alanda yapilacak bundan sonraki

¢aligmalarda ele alinabilecek konular :

- Farkli malzemelere sahip plaklarda malzeme sabitlerinin [ A; (o(t)), B; (e(t)) ] sabit

sicaklik ve sicaklik degisimlerine bagh olarak deneylerle belirlenmesi;

- Analitik yontem ile elde edilen bagintilanin sicaklik degiskenini de kapsayacak

bicimde gelistirilmesi;

- Viskoleastik malzemeli kabuklar ve ii¢ boyutlu problemler icin de, ¢calismada elde

edilen iliskilere benzer gerilme - deformasyon - zaman iliskilerinin elde edilmesi;

olarak siralanabilir.

-92 -



KAYNAKCA

Achenbach, J.D.; Chao, C.C. (1962): A Three-parameter Viscoelastic Model Paritcularly
Suited for Dynamic Problems. J. Mech. Phys. Solids, Vol 10, 245 p.

Alfrey, T. (1944): Mn-homogeneous Stresses in Viscoelastic Media. Quart. Appl. Math.,
113 p.

Andrade, E.NN. de C. (1910): The Viscous Flow in Metals and Allied Phenomena.
London, Proceedings of Roy. Soc., A 84:1.

Argyris, J.H. (1960): Energy Theorems and Structural Analysis. Butterworth (reprinted
from Aircraft Engineering 1954-55).

Aroutiounian, N. Kh. (1957): Application de la Théorie du Fluage. Paris, Editions
Eyrolles.

Bailey, R.W. (1929): Creep of Steel under Simple and Compound Stresses and The Use
of High Initial Temperature in Steam Power Plants. Tokyo, Tokyo Sectional Meeting of
the World Power Conference, p. 1089.

Baradan, B. (1978): Betonun Kisa Siiredeki Siinme Davranwsi igin Reolojik Model
Parametrelerinin Aragtinlmast. 1zmir, Ege Universitesi, Miihendislik Bilimleri Fakiiltesi,
Insaat Miihendisligi B6liimii, Yap: Ana Bilim Dah Doktora Tezi.

Bathe, K.J. (1982): Finite Element Procedures in Engineering Analysis. New Jersey,
Prentice - Hall, 729 p.

Bazant, Z.P.; Tsubaki, T.; Celep, Z. (1983): Singular History Integral for Creep Rate of
Concrete. J. of Eng. Mech Vol. 109, No: 3 (June).

BaZant, Z.P.; Chern, J-C. (1985): Triple Power Law for Concrete Creep. J. of Eng. Mech.,
Vol. 111, No: 1 (January).

-93.



Biezeno, C.B.; Koch, J.J. (1923): Over een Nieuwe Methode ter Berekening van Viokke
Platen. Ing. Grav., No: 38, pp. 25 - 36.

Bland, D.R. (1960): The Theory of Linear Viscoelasticity. London, Pergamon Press, 125
p-

Bogner, F.K.; Fox, R.L.; Schmit, L.A. (1965): The Generation of Interelement-
compatible Stiffness and Mass Matricws by the Use of Interpolation Formulae. Ohio,
Proceedings of Conferance on Matrix Methods in Structural Mechanics, Air Force Inst. of
Tech., Wright Patterson A.F. Base.

Boltzman, L. (1874): Zur Theorie der Elastischen Nachwirkung. Mathematisch -

Naturwissenschaftlichen Classe der Kaiserlichen Akademic der Wissenschaften, 275 s

Boltzman, L. (1876): Zur Theorie der Elastischen Nachwirkung. Pogg. Ann. Physik, Vol.
7, 624 s.

Brilla, J.; Lichardus, S.; Neméthy, A. (1974): The Generalitization of the Finite Element
Method for the Solution of Visco-elastic Two-dimensional Problems. Sweden, Proceedings
in IUTAM Symposium Mechanics of Visco-elastic Media and Bodies (Ed: J. Hult),
Springer-Verlag.

Carpenter, W.C. (1972): Viscoelastic Stress Analysis. Int. J. for Num. Meth. in Eng., Vol.
4, pp. 357 - 366.

Corneliussen, A.H.; Lee, E.H. (1962): Stress Distrubition Analysis for Linear Viscoelastic
Materials. International Union of Theoretical and Applied Mechanics (IJUTAM).

Clough, R.W. (1960): The Finite Element in Plane Stress Analysis. Proceedings of 2nd
A.S.C.E. Conference on Electronic Computation, Pittsburg, Pa., September 1960.

Clough, R.W.; Tocher, J.L. (1965): Finite Element Stiffness Matrices for Analysis of
Plates in Bending. Ohio, Air Force Inst. of Tech., Proc. Conf. Matrix Method in Structural
Mechanics, Wright Patterson A.F. Base.

-94 .



Clough, R.W.; Felippa, CA. (1968): A Refined Quadrilateral Element for Analysis of
Plate Bending. Ohio, Air Force Inst. of Tech., Proc. 2nd Conf. Matrix Method in
Structural Mechanics, Wright Patterson A.F. Base.

Courant, R. (1943): Variational Methods for the Solution of Problems of Equilibrium and
Vibration. Bull. Am. Math. Soc., No: 49, pp. 1 - 23.

Davis, R.E.; Davis, H.E. (1931): Flow of Concrete under the Action of Sustained Loads.
Proc. ACI 27.

Distefano, J.N.; Sackman, J.L. (1967): Creep Buckling of a Nonlinearly Visco-elastic
Beam-Column. Berkeley, University of Califormia, Structural Engineering Laboratory,
Report No: 67-5, March 1967.

A

Dorn, J.E. (1961): Mechanical Behaviour of Materilas at Elevated Temperature (Editor).
New York, Mc Graw Hill Book Co.

Durban, D.; Zeitoun, D.G.; Benaim, H.E. (1990): Finite Linear Viscoelasticity. Journal of
Engineering Mechanics, Vol. 116, No: 11, pp. 2449 - 2462.

Fliigge, W. (1967): Viscoelasticity. Blaisdel Publishing Co.

Findley, W.N.; Onaran, K. (1968): Product Form of Kernel Functions for Nonlinear
Viscoelasticity of PVC Plastic under Constant Rate Stressing. Trans Society of Rheology,
Vol. 12, Issue 2, p. 217.

Findley, W.N.; Khosla, G. (1955): Application of the Superposition Principle and Theories
of Mechanical Equation of State, Strain and Time Hardening to Creep of Plastic under
Changing Loads. Journal of Applied Physics, Vol. 26, p. 821.

Findley, W.N.; Lai, J.S. (1967): A Modified Superposition Principle to Creep of Nonlinear

Viscoelastic Material under Abrupt Changes in State of Combined Stress. Trans. Society
of Rheology, Vol. 11, Issue 3, p. 361.

-95.



Findley, W.N.; Stanley, C.A. (1968): Combined Stress Creep Experiments on Rigid
Polyurethane Foam in the Nonlinear Region with Application to Multiple Integral and
Modified Superposition Theory. ASTM J. Mater., Vol. 4, p. 916.

Findley, W.N.; Lai, J.S.; Onaran, K. (1989): Creep and Relaxation of Nonlinear
Viscoelastic Materials. New York, Dover Publications, 369 p.

Finnie, I.; Heller, W.R. (1959): Creep of Engineering Materials. Mc Graw - Hill Book
Company.

Galerkin, B.G. (1915): Series Solution of Some Problems of Elastic Equilibrium of Rods
and Plates (Russian). Vestn. Inzh. Tech., No: 19, pp. 897 - 908.

dauss, C.F. (1871): Carl Friedrich Gauss Werks. Gottingen, Vol. VIL

Ghali, A.; Neville, A.M. (1983): Structural Analysis. New York, Chapman and Hall, 779
p.

Gopalakrishnan, K.S.; Neville, A.M.; Ghali, A. (1969): Creep Poisson’s Ratio of Concrete
under Multiaxial Compression. ACI Journal (December), pp. 66 - 90.

Gottenberg, W.G.; Bird, J.O.; Agrawal, G.L. (1969): An Experimental Study of a
Nonlinear Viscoelastic Solid in Uniaxial Tension. Trans. of the ASME Applied Mechanics

Division, September 1969.

Gross, B..(1953): Mathematical Structure of the Theories of Viscoelasticity. Paris, Hermann
and Co.

Hannatt, D.J. (1969): Creep and Creep Recovery of Concrete Subjected to Multiaxial
Compressive Stress. ACI Journal (May).

Heaps, C.W.; Mansfield, L. (1986): An Improved Solution Procedure for Creep Problems.
Int. J. for Num. Meth. in Eng., Vol. 23, pp. 525 - 532.

- 96 -



Hermann, L. (1967): Finite Element Bending Analysis for Plates. Journal of Engineering
Mechanics Division, ASCE, No: 93, pp. 13 - 26.

He-xiang, L.; Shu-ning, X. (1989): An Effective Quadrilateral Plate Bending Element.
International J: for Num. Meth. in Eng., Vol. 28, pp. 1145 - 1160.

Hrenikoff, A. (1941): Solution of Problems in Elasticity by the Framework Method. J.
Applied Mechanics, A8, pp. 169 - 175.

Hrudey, T.M. (1973): A Creep Bending Analysis of Plates by the Finite Element Method.
Int. Journal of Solids Structures, Vol. 9, pp. 291 - 303.

Hoff, N.J. (1954): Approximate Analysis of Structures in the Presence of Moderately Large
Creep Deformations. Quart. Appl. Math., Vol. 12, No: 1, p. 49.

Hoff, N.J. (1958): High Temperature Effects in Aircraft Structures (Editor). London,

Pergamon Press.

Hoff, N.J. (1968): Mechanics Applied to Creep Testing. The William M.Murray Lecture,
Stanford University.

Hughes, T.J.R.; Taylor, R.L.; Kanoknukulchai, W.(1977): 4 Simple and Efficient Finite
Element for Plate Bending. International Journal for Numerical Methods in Engineering,

Vol. 11, pp. 1529 - 1543,

Hult, J. (1962): Oil Canning Problems in Creep. New York, IUTAM; Creep in Structures
(Ed. by N.J. Hoff), Academic Press Inc. Publishers.

Hult, J. (1966): Creep in Engineering Structures. Blaisdell Pub. Co., Waltham, Mass.

Johnson, A.E. (1960): Complex - Stress Creep of Metals. Metalurgical Reviews, Vol 5,
No:20.

-97 -



Johnson, A.E.; Henderson, J.; Khan, B. (1963): Multiaxial Creep Strain / Complex Stress
/ Time Relations for Metallic Alloys with Some Applications to Structures. New York,
London, Paper 26, ASME [ ASTM / I. Mech. E., Proc. Int. Creep

Kachanov, L.M. (1960): Theory of Creep. Moscow, Gos. Izdat. Fis.- Mat. Lit.

Kaya, 1. (1973): Viskoelastik Malzemeler icin Gegerli bir Gerilme-Deformasyon-Zaman
Iliskisinin Tesbiti ve Uygulanmasi. Ege Universitesi, M.B.F.

Kennedy, A.J. (1963): Processes of Creep and Fatique in Metals. New York, Wiley.
Kolsky, H. (1953): Stress Waves in Solids. Oxford, Clarendon Press.

Lhi, J.S. ; Findley, W.N. (1968): Stress Relaxation of Nonlinear Viscoelastic Material under
Uniaxial Strain. Trans. Society of Rheology, Vol. 12, Issue 2, p. 259.

Lee, E.H. (1960): Viscoelastic Stress Analysis. Proceedings of First Symposium on Naval
Structural Mechanics. London, Pergamon Press, 456 p.

Leaderman, H. (1943): Elastic and Creep Properties of Filamenous Materials. Washington
D.C,, The Textile Foundation.

Lin, T.H. (1962): Bending of a Plate with Nonlinear Strain Hardening Creep. IUTAM,
Creep in Structures (Ed. by NJ. Hoff). Academic Press Inc. Publishers.

Liebman, H. (1918): Die angendherte Ermittlung: harmonischen functionen end konformer
Abbildung. Miinchen, Sitzber Math. Physik Kl. Bayer Akad. Wiss., No: 3, pp. 65 - 75.

Lockett, F.J. (1965): Creep and Stress Relaxation Experiment for Nonlinear Materials.
International Journal of Engineering Science, Vol. 3, p. 59.

Lubahn, J.D.; Felgar, R.P. (1961): Plasticity and Creep of Metals. New York, John Wiley
Book Co.

-98 -



Lubliner, J. (1962): Cylindrical Wave in a Viscoelastic Solid. Journal of yje Acoustical
Society of America, Vol. 34, No. 11, p.1706.

Ludwig, P. (1909): Elemente der Technologischen Mechanik. Berlin, Springer.
Manson, S.S. (1961): Creep under Non-steady Temperatures and Stresses. Contribution
to Mechanical Behaviour of Materials at Elevated Temperatures (Ed. J.E.Dorn), Mc Graw

Hill Book Company.

Marin, J. (1962): Mechanics of Creep and Combined Stresses. New York, ITUTAM,
Creep in Structures (Ed.by N.J.Hoff), Academic Press Inc. Publishers.

McHenry, D. (1943): A Lattice Analogy for the Solution of Plane Stress Problems. J. Inst.
Civil Engineering, No: 21, pp. 59-82.

Ming, P.G.; Fa, L.S. (1987): A New Element Used in the Non-Orthogonal Boundary Plate
Bending Theory - An Arbitrarily Quadrilateral Element. Int. J. Numer. Meth. in Eng., Vol.
24, pp. 1031 - 1042.

Nadai, A. (1937): On the creep of Solids at Elevated Temperatures. Journal of Applied
Physics, Vol. 8, p. 418.

Neis, V.V.; Sackman, J.L. (1967): An Experimental Study of a Nonlinear Material with
Memory. Trans Society of Rheology, Vol. 11, p. 307.

Newmark, N.M. (1949): Numerical Methods of Analysis in Bars Plates and Elastic
Bodies. Numerical Methods in Analysis in Engineering (Ed. L.E.Grinter). Mac Millan Book
Company.

Norton, F.H. (1929): The Creep of Steel at High Temperature. New York, Mc Graw Hill.

Odgqvist, F.K.G.; Hult, J. (1962): Creep Strenght of Metallic Materials. Berlin, Springer.

-99 .



Odgqvist, F.K.G. (1966): Mathematical Theory of Creep and Creep Rupture. London,
Oxford Mathematics Monograms.

Odgqvist, F.K.G. (1974): Mathematical Theory of Creep and Creep Rupture. London,
Oxford University Press, 200 p.

Oliveria, E.R. de A. (1968): Theoretical Foundations of the Finite Element Method.
International Journal of Solids Structures, Vol. 4, pp. 929 - 952.

Onaran, K. ; Findley, W.N. (1968): Combined Sterss Creep Experiments on a Nonlinear
Viscoelastic Materials to Determine the Kemel Functions for a Multiple Integral
Representation of Creep. Trans. Society of Rheology, Vol. 9, Part 2, p. 299.

dnaran, K. ; Findley, W.N. (1971): Expiremental Determination of Some Kernel Functions
in the Multiple Integral Method for Nonlinear Creep of Polyvinyl Chloride. Journal of
Applied Mech¢ Trans. ASME, Vol 38, p. 30.

Onaran, K. (1968): Viskoelastisite. Istanbul, Siirekli Ortamlar Mekanigi I. Yaz Okulu,
s. ITI-1, III-26.

Patel, A.S.; Vankatemann, B. (1962): On the Creep Stress Analysis of Some Structures.
New York, IUTAM; Creep in Structures (Ed. by N.J. Hoff), Academic Press Inc.
Publishers.

Penny, R.K.; Marriott, D.L. (1971): Design for Creep. London, Mc Graw-Hill Company,
291 p.

Petyt, M. (1990): Introduction to Finite Element Vibration Analysis. Cambridge University
Press.

Ping, H.; Rang, X.H. (1985): An Effective Quadrilateral Mixed/Hybrid Plate Element.
Journal Ji Ling Technical University (China), No: 3.

- 100 -



Pipkin, A.C.; Rogers, T.G. (1968): Nonlinear Integral Representation for Viscoelastic
Behaviour. Journal of Mechanics and Physics of Solids, Vol 16, p. 59.

Poceski, A. (1975): A Mixed Finite Element Method for Bending of Plates. International
Journal for Numerical Methods in Engineering, Vol. 9, pp. 3 - 15.

Prager, W.; Synge, J.L. (1947): Approximation in Elasticity Based on the Concept of
Function Space. Q. J. Appl. Math., No: §, pp. 241 - 269.

Prandtl, L. (1928): Ein Gedankenmodelll zur Kinetischen Theorie der Festen Korner.
Zeitschrift fiir Angewandte Mathematik und Mechanik, Vol. 8, s. 85.

Rabotnov, Y.N. (1962): Some Problems on the Theory of Creep. National Advisory
Committee for Aeronautics, NASA Technical Memorandum, No: 1353.

Rabotnov, Y.N. (1969): Creep Problems in Structural Members. Amsterdam, North -
Holland Pub. Co.

Rayleigh, Lord (Strutt, JW.) (1870): On the Theory of Resonance. London, Trans. Roy.
Soc., A 161, pp. 77 - 118.

Razzaque, A. (1972): Finite Element Analysis of Plates and Shells. Swansea, Univ. of
Wales, Civil Engineering Department, Ph.D. Thesis.

Richardson, L.F. (1910): The Approximate Arithmetical Solution by Finite Differences of
Physical Problems. London, Trans. Roy. Soc., A 210, pp. 307 - 357.

Ritz, W. (1909): Uber eine neue Methode zur Losung gewissen Variations - Probleme der
mathematischen Physik. J. Reine Angew. Math., No: 135, pp. 1 - 61.

Sackman, J.L. (1962): Uniformly Processing Surface Pressure an a Viscoelastic Half-
Plane. Proceedings of 4th U.S. National Congress of Applied Mechanics, Vol 2, p. 1067.

iy

Vuid
i

OGRETIM KU
p A ‘ i

1)

it



Smith, A.L; Nicolson, A.M. (1971): Advances in Creep Design (Editors). London, A.E.

Johnson Memorial Volume, Applied Science Publishers.

Snyder, M.D.; Bathe, K.J. (1981): A Solution Procedure for Thermo-elastic and Creep
Problems. Nucl. Eng. Des., Vol. 64, pp. 49 - 0.

Southwell, R.V. (1946): Relaxation Methods in Theoretical Physics, Clarendon Press.

Stenberg, R. (1988): A Family of Mixed Finite Elements for the Elasticity Problem.
Numerical Math., Vol. 53, No: 5, pp. 513 - 538.

Stuart, H.A. (1956): Die Physik der Hochpolymeren. Band I, Springer Verlag.
Tﬁpsell, H.J. (1931): Creep of Metals. Oxford University Press.

Taylor, R.L. (1973): Inversion of Prony Series Characterization for Viscoelastic Analysis.
Int. J. for Num. Meth. in Eng., Vol. 5, pp. 499 - 502.

Taylor, R.L.; Pister, K.S.; Goudreau, G.L. (1970): Thermomechanical Analysis of
Viscoelastic Solids. Int. J. for Num. Meth. in Eng., Vol. 2, pp. 45 - 59.

Thurstan, R.H. (1895): Materials of Construction. New York, John Wiley.

Timoshenko, S.P.; Woinowsky-Krieger, S. (1959): Theory of Plates and Shells. New York,
McGraw-Hill Book Company, 580 p.

Ting, E.C. (1970): Stress Analysis for a Nonlineer Viscoelastic Cylinder with Ablating Inner
Surfaces. Journal of Applied Mechanics Trans. ASME, Series E, Vol. 37, p. 44.

Tong, P.; Pian, H.H.T. (1969): Convergence of Finite Element Method in Solving Linear
Elastic Problems. Int. I. Solids Structures, Vol. 3, pp. 865 - 879.

Turner, M.J.; Clough, R.W.; Martin, H.C.; Topp, L.J. (1956): Stiffness and Deflection
Analysis of Complex Structures. J. Aero. Science, No: 23; pp. 805 - 823.

- 102 -



Valanis, K.C. (1965): Wave Propagation in Viscoelastic Solids with Measured Relaxation
or Creep Functions. New York, Proceedings of 4h Intermational Congress on Rheology,
Part II, Interscience Publ., 261 p.

Varga, R.S. (1962): Martrix Iterative Analysis. Prentice - Hall.

Vicat, L.T. (1834): Note Sur L’Allongement Progressif du Fil de Fer Sounﬁs a Diverses
Tensions. Annales, Ponts et Chaussées, Mémories et Docum., Vol 7.

Volterra, V. (1909): Sulle Equazioni Integro-differenziali della Teoria del Elasticita. Atti
della Reale Accedemia dei Lencei, 295 p.

Webber, J.P.H. (1969): Stress Analysis in Viscoelastic Bodies Using Finite Elements and
a Correspondence Rule with Elasticity. J. Strain Analysis, Vol. 4, pp. 236 - 243,

Whirley, R.G.; Henshall, A.G. (1992): Creep Deformation Analysis Using an Efficient
Numerical Algorithm. Int. J. of Num. Meth. in Eng., Vol. 35, pp. 1427 - 1442.

White, J.L. (1958): Finite Elements in Linear Viscoelasticity. Ohio, Proceedings of
Conferance on Structural Mechanics.

Wolf, J.P. (1973): Generalized Hybrid Stress Finite Element Models. AIAA Journal, Vol.
11, No: 3, pp. 386 - 388.

Yagawa, G.; Miyazaki, N.; Ando, Y. (1977): Superposition Method of Finite Element and
Analytical Solutions for Transient Creep Analysis. Int. J. for Num. Meth. in Eng., Vol. 11,
pp. 1107 - 1115.

Yamamoto, Y. (1971): Finite Element Approaches with the Aid of analytical Solutions.
Alabama, In Recent Advances in Matrix Methods of Structural Analysis and Design (Ed.
R.H. Gallanger, Y. Yamada and J.T. Oden), The University of Alabama Press.

Zienkiewicz, O.C. (1977): The Finite Element Method. London, McGraw-Hill Book
Company, p. 787.

Zienkiewicz, O.C.; Watson, M.; King, LP. (1968): 4 Numerical Method of Viscoelastic
Stress Analysis. Int. J. Mech. Sci., Vol. 10, pp. 807 - 827.

- 103 -



EK 1: INTEGRAL IFADELERININ ACIK
GOSTERIMLERI

(4.77) ifadesinde yer alan z degiskenine bagh integrallerin hesabi:

A.
k2
Cfrzwe () lzde--w, (1) [P
z ~hl2
hl2
‘ w1 E 1]
3 k2
h ( Ek 1.1
"“‘Wxx(t)[E] d1)
h3
= Ek 1.2
I 12 ( )
olarak alindiginda;
[T-z2wa(£)1zdz=-w (£)], (Ek13)

zZ

seklinde elde edilecektir.
B.

Mutlak Degerli Terimler iceren integrallerin hesaplanmasinda kullanilan isaret

fonksiyonu (Signum Function),
|F(x)l=F(x)sgn F(x)
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F(x)#0 ise sgn?F(x)=1 | (Ek 14)

seklinde tanmimlanabilir. a herhangi bir say1 ve b bir tamsay1 oldugunda, integral ifadesi,

b_tek ise b_cift ise
a+b+l a+b+1
flxl“x”dx BLE 2 bl —I—xl———sgnx (Ek 15)
a+b+1 a+b+1

seklinde elde edilebilir (Hult, 1966).

h2
Jf1- D] | - 177z dg = - | - 1) 1P71(- D) &
[[ 2w O] | -z w () 177z wxx(t)_£2 2w () 177 (~z wo(t )de
-zw, (t) =X 3 -w, (t)dz=-dX (Ek 1.6)
doniigiimleri yapildiginda,
Po+2
—L—ﬂxl"f‘xﬂdx- 1 X sgn X
Wy (1) we (1) Po+2
2 (Ek 1.7)
1 l-zw,(2)] h2
. sgn (-zw,(t)) |
w(t) Py +2 ~hi2

bigiminde tamimlanabilecektir. (Ek 1.7) ifadesinin degeri, gerek pozitif ve gerekse

negatif w__degerleri igin,
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2
Dy *+ 2

“w_ (1) (;’)”"*len(t)l”‘*“- (Ek 18)

ifadesi ile elde edilebilir. Ifadede yer alan,

2 h | py2 '
- I ..
N7 =) ” (Ek 19)

olarak alindifinda, integral ifadesi,

f[—z Wo( 1 -z wo(¢) 17 7zdAd = -w () lw ()™ L (gx110)

seklinde elde edilecektir.

[tz w (N1 2w (8) 17 2

-zw (t) =X ~-w (t) dz = dX ) (Ek 1.11)
doniisiimleri yapildifinda,
w (¢ .
-_w(_)f|xl”°1X2dX (Ek 1.12)
3,
wo('t)
w(t) | x|P*?
- 2 sgnX (Ek 1.13)

w:x(t) Py + 2
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wy(t) | -zw,(t) %

wi(t) Py +2

hi2
sgn (~=zw (t)) | (Ek 1.14)
~h12

seklinde elde edilir. (Ek 1.12) ila (Ek 1.14) ifadelerinin dederi pozitif ve negatif w_

degerleri igin hesaplandiginda, integral ifadesi,

Jlzwy (N T -zw (£) 17z de = -w(£) Iw(8) 1" Ly (gx115)

biciminde ifade edilebilir.
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EK 2: BILGISAYAR PROGRAMLARI

REM YUMUSAMA FONKSIYONLARININ KULLANILMASI ILE
*  MOMENT - EGRILIK - ZAMAN ILISKILERININ BELIRLENMESI
CLS
OPTION BASE 0
OPEN "RELAXI1L.DAT" FOR OUTPUT AS #3
PRINT "HESAPLANACAK NOKTA SAYISINI GIRINIZ"
INPUT SSON
DIM WXX(SSON), WYY(SSON), WXXI(SSON), WYYI(SSON), AWXX(SSON), AWYY(SSON)
READ MX, MY, MXY, H, NU, K0, E, DT
READ WXX(0), WYY(0), WXY(0), P(0)
DATA 23.95,23.95,0,10,.3, 100000, 300000 , 1
DATA -6.7E-7, -6.7E-7,0, 1
’ M: MALZEME INDISI
PRINT "MALZEME INDISINI GIRINIZ"
INPUT M
TK =0
AWXX(0) = ABS(WXX(0))
AWYY(0) = ABS(WYY(0))
FORI=1TOM
READ LAMDA(I), K(I), P(I)
DATA 20, 75000, 1
TK = TK + K(I)
IP(D) =2/ (B(D) +2) * (H/2) ~ ®(D) +2)
NEXT I
0=H"3/12
IPO=2/PO)+2)*H/2) ~ (PO) +2)
B=1/(1-NU "~ 2)
*  t: ZAMAN ; dt: ZAMAN ARALIGI ;s: BULUNULAN NOKTA
’ integral ifadelerinin hesabi
FOR S = 1 TO SSON
WXX(S) = WXX(S - 1)
WYY(S) = WYY(S-1)
10 SWXKT(1) = 0: SWYKT(1) = 0: INTWXX(1) = 0: INTWYY(1) =0
SWXYT(1) = 0: SWYXT(1) = 0: INTWXYT(1) = 0: INTWYXT(1) = 0

- 108 -



AWXX(S) = ABS(WXX(S))
AWYY(S) = ABS(WYY(S))
T=S*DT
WXKIPO = KO * IPO * AWXX(S) ~ (P(0) - 1)
WYKIPO = KO * IPO * AWYY(S) ~ (P(0) - 1)
R MALZEME DONGUSU
FORI=1TOM
KWX(I) = K(I) * IP(I) / (LAMDA(]) * WXX(S))
KWY(I) = K(I) * IP(I) / (LAMDA(I) * WYY(S))
KWXIY(D). = K(I) * IP(I) * NU / (LAMDA(I) * WXX(S))
KWYIY(I) = K(I) * IP(I) * NU / (LAMDA(]) * WYY(S))
IF $ > 1 THEN GOTO 100
INTWXT(I) = .5 * DT * (WXX(0) * AWXX(0) ~ (P(I) - 1) * EXP(-S * DT/ LAMDA(I)) + (WXX(S)
* AWXX(S) ~ (P(D) - 1))
INTWYT(I) = .5 * DT * (WYY(0) * AWYY(0) ~ (P(]) - 1) * EXP(-S * DT/ LAMDA(I)) + (WYY(S)
' * AWYY(S) © (P() - 1))
GOTO 110
100 FORK=1TOS-1
SWXKT(I) = SWXKT(I) + WXX(K) * AWXX(K) ~ (P(I) - 1) * EXP(-(S * DT - K * DT) /
LAMDAC(I))
SWYKT(I) = SWYKT(I) + WYY(K) * AWYY(K) ~ (P() - 1) * EXP(-(S * DT - K * DT) /
LAMDAC(I))
SWXYT(I) = SWXYT(I) + WYY(K) * WXX(K) * AWXX(K) ~ (P(]) - 1) * EXP((S * DT - K * DT)
/ LAMDA(I))
SWYXT(D) = SWYXT(I) + WXX(K) * WYY(K) * AWYY(K) ~ (P(D) - 1) * EXP(-(S * DT -K * DT)
/ LAMDA(I))
NEXT K
INTWXT(I) = .5 * DT * (WXX(0) * AWXX(0) ~ (P() - 1) * EXP(-S * DT / LAMDA(D) + 2 *
SWXKT(I) + (WXX(S) * AWXX(S) ~ (P(I) - 1)))
INTWYT(I) = .5 * DT * (WYY(0) * AWYY(0) ~ (P(J) - 1) * EXP(-S * DT / LAMDA(l)) + 2 *
SWYKT(I) + (WYY(S) * AWYY(S) ~ (P(]) - 1))
INTWXYT(I) = .5 * DT * (WYY(0) * WXX(0) * AWXX(0) ~ (P(I) - 1) * EXP(-S * DT/ LAMDA(I))
+ 2 * SWXYT(I) + (WYY(S) * WXX(S) * AWXX(S) ~ (P(D) - 1))
INTWYXT(I) = .5 * DT * (WXX(0) * WYY(0) * AWYY(0) ~ (P() - 1) * EXP(-S * DT / LAMDA(I))
+ 2 * SWYXT(D) + (WXX(S) * WYY(S) * AWYY(S) ~ (P(D) - 1))
110 NEXT I
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SUMXX = 0: SUMXY = 0: SUMYY = 0: SUMYX = 0
SWXKP = 0: SWYKP = 0: SWXKY = 0: SWYKY = 0
FORI=1TOM

UP1 = P(I) - 1
 SUMXX = SUMXX + KWX(I) * INTWXT(I)
SUMXY = SUMXY + KWXIY() * INTWXYT(I)
SUMYY = SUMYY + KWY(l) * INTWYT(I)
SUMYX = SUMYX + KWYTY(I) * INTWYXT(I)
SWXKP = SWXKP + K(I) * IP(I) * AWXX(S) ~ UP1
SWYKP = SWYKP + K(I) * IP(I) * AWYY(S) ~ UP1
SWXKY = SWXKY + K(I) * IY(I) * AWXX(S) ~ UP1
SWYKY = SWYKY + K(I) * IY(I) * AWYY(S) ~ UP1
NEXTI
KNX = K0 * NU * WYY(S) * IY0 * AWXX(S) ~ (P(0) - 1)
KNY = K0 * NU * WXX(S) * IYO * AWYY(S) ~ (P(0) - 1)
REM
g ( TUM TERIMLER HESAPLANDI )
, EGRILIK DEGERLERININ HESABI
REM
WYWX = WYY(S) / WXX(S)
WXWY = WXX(S) / WYY(S)
WXXI(S) = -MX / (B * (E * I0 - WXKIPO + SWXKP - SUMXX + E * NU * WYWX * I0 - KNX +
NU * WYY(S) * SWXKY - SUMXY))
WYYI(S) = -MY / (B * (E * I0 - WYKIPO + SWYKP - SUMYY + E * NU * WXWY * I0 - KNY +
NU * WXX(S) * SWYKY - SUMYX))
DELWXX = ABS(WXX(S) - WXXI(S))
DELWYY = ABS(WYY(S) - WYYI(S))
IF DELWXX < .0000001# AND DELWYY < .0000001# THEN GOTO 210
WXX = WXX(S): WYY = WYY(S)
WXX(S) = WXXI(S): WYY(S) = WYYI(S): GOTO 10
210 WXX(S) = WXXI(S): WYY(S) = WYYI(S)
PRINT #3, USING " ### ###A### #EAFREH S; WXX(S) * 10 ~ 7; WYY(S) * 10 ~ 7
PRINT USING " ### ###£#4## #ERAR#EH" S; WXX(S) * 10 ~ 7; WYY(S) * 10 ~ 7
NEXT S
END
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REM ~ YUMUSAMA FONKSIYONLARININ KULLANILMASI ILE
’ MOMENT - EGRILIK - ZAMAN ILISKILERININ BELIRLENMESI
> EGRILIK DEGERLERINDEN GERILME ve DEFORMASYON DEGERLERINE GECIS
CLS

OPTION BASE 0
OPEN "RELAX.DAT" FOR INPUT AS #1
INPUT "CIKTI KUTUGUNUN ADINI GIRINIZ (UZANTISIZ)==> ", CIKS$
CIKS$ = CIKS + "DAT"
OPEN CIKS$ FOR OUTPUT AS #3
INPUT "HESAPLANACAK ADIM SAYISINI GIRINIZ ==> ", SSON
DIM WXX(SSON), WYY(SSON), WXY(SSON), WYX(SSON), AWXX(SSON), AWYY(SSON),
DIM SIGX1(SSON), SIGX2(SSON), SIGX3(SSON), SIGX4(SSON), SIGY1(SSON), SIGY2(SSON),
DIM SIGY3(SSON), SIGY4(SSON), SXBI(SSON), SYBI(SSON), SXYBI(SSON), SYXBI(SSON),
DIM INTWXT(SSON), INTWYT(SSON), INTWXYT(SSON), INTWYXT(SSON), SUMXX(SSON),
DIM SUMYY(SSON), BOY(SSON), BOX(SSON), BIX(SSON), BIY(SSON), XFIO(SSON), YFIO(SSON)
REM KULLANILAN DATA KUTUGUNE BAGLI PARAMETRE DEGERLERI
NU = .3: E = 300000: P(0) = 1.1: P(1) = 1.105: H = 10
KO0 = 100000: K(1) = 75000: LAMDA(1) = 20
WXX(0) = -6.7E-07: WYY(0) = -6.7E-07: DT = 1
INPUT "MALZEME INDISINI GIRINIZ ==> ", M
INPUT " HESAP YAPILACAK KESITIN YUKSEKLIGINI H CINSINDEN GIRINIZ ==> ", Z

FOR I = 1 TO SSON

INPUT #1, J, WXX(I), WYY(I)
WXXM) = WXXT) *Z*10 ©~ (-7)
WYY() = WYY(D) *Z*10 ~ (-7)

NEXT I

B=1/(1-NU"2)
REM integral ifadelerinin hesabi

SXBI(1) = 0: SYBI(1) = 0: INTWXT(1) = 0: INTWYT(1) = 0

SXYBI(1) = 0: SYXBI(1) = 0: INTWXYT(1) = 0: INTWYXT(1) = 0

SUMXX(1) = 0: SUMYY(1) = 0

FOR S = 1 TO SSON

AWXX(S) = ABS(WXX(S))
AWYY(S) = ABS(WYY(S))
T=S8S*DT
WXY(S) = WXX(S) + NU * WYY(S)
WYX(S) = WYY(S) + NU * WXX(S)
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BOX(S) = E - KO * AWXX(S) ~ (P(0) - 1)

BOY(S) = E - KO * AWYY(S) ~ (P(0) - 1)

REM MALZEME DONGUSU

FORI=1TOM

~BIX(S) = K(I) * AWXX(S) ~ (P(]) - 1)

BIY(S) = K(I) * AWYY(S) ~ (P(D) - 1)

G = EXP(-T / LAMDA(Y))

XFI0 = BOX(S) + BIX(S)

YFIO = BOY(S) + BIY(S)

IF S > 1 THEN GOTO 100

INTWXT(S) = .5 * DT * (WXX(0) * AWXX(0) ~ (P(I) - 1) * EXP(-S * DT / LAMDA(I)) +

(WXX(S) * AWKX(S) ~ (P(I) - 1))

INTWYT(S) = .5 * DT * (WYY(0) * AWYY(0) "~ (P(I) - 1) * EXP(-S * DT / LAMDA(l)) +

(WYY(S) * AWYY(S) ~ (P() - 1)))

INTWXYT(S) = .5 * DT * (WYY(0) * AWXX(0) ~ (P(I) - 1) * EXP(-S * DT / LAMDA()) +

(WYY(S) * AWYY(S) © (P(D) - 1)))

INTWYXT(S) = .5 * DT * (WXX(0) * AWYY(0) ~ (P(I) - 1) * EXP(-S * DT / LAMDA(l)) +

(WYY(S) * AWYY(S) ~ (P() - 1)))

GOTO 110

100 FORK=1TOS-1

SXBI(K) = SXBI(K) + WXX(K) * AWXX(K) ~ (P(]) - 1) * EXP(-(S * DT - K * DT) / LAMDA(L))

SYBI(K) = SYBI(K) + WYY(K) * AWYY(K) ~ (P(l) - 1) * EXP(-(S * DT - K * DT) / LAMDA(I)

SXYBI(K) = SXYBI(K) + WYY(K) * AWXX(K) ~ (P(]) - 1) * EXP(S * DT - K * DT) /
LAMDA(D))

SYXBI(K) = SYXBI(K) + WXX(K) * AWYY(K) ~ (P(I) - 1) * EXP(-(S * DT - K * DT) /
LAMDA(I))

NEXT K

INTWXT(S) = .5 * DT * (WXX(0) * AWXX(0) ~ (P(I) - 1) * EXP(-S * DT / LAMDA(D) + 2 *
SXBI(S) + (WXX(S) * AWXX(S) ~ (P(I) - 1)))

INTWYT(S) = .5 * DT * (WYY(0) * AWYY(0) ~ (P(I) - 1) * EXP(-S * DT / LAMDA()) + 2 *
SYBI(S) + (WYY(S) * AWYY(S) ~ (B(D) - 1)))

INTWXYT(S) = .5 * DT * (WYY(0) * AWXX(0) ~ (P(I) - 1) * EXP(-S * DT / LAMDA(I)) + 2 *

- SXYBI(S) + (WYY(S) * AWXX(S) ~ (P(]) - 1)))

INTWYXT(S) = .5 * DT * (WXX(0) * AWYY(0) ~ (P(l) - 1) * EXP(-S * DT / LAMDA(I)) + 2 *
SYXBI(S) + (WXX(S) * AWYY(S) ~ (P() - 1)))

110 SUMXX(S) = SUMXX(S) + K(I) / LAMDA(]) * (INTWXT(S) + NU * INTWXYT(S))

SUMYY(S) = SUMYY(S) + K(I) / LAMDA(I) * (INTWYT(S) + NU * INTWYXT(S))
NEXT I
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’ ( TUM TERIMLER HESAPLANDI )
! DEFORMASYON VE GERILME DEGERLERININ HESABI

SIGX1(S) = B * (WXY(S) * XFI0 - SUMXX(S))

SIGY1(S) = B * (WYX(S) * YFIO - SUMYY(S)) .

PRINT #3, USING " ### #####ER FRERARE REBFHRHE  FREAFHH S; SIGX1(S);
SIGY1(S); WXX(S) * 10 ~ 7; WYY(S) * 10 ~ 7

PRINT USING " ### ###EA#H HRFRERE BEXBBRE BHESFHEH S; WXX(S) * 10
~ 7; WYY(S) * 10 ~ 7; SIGX1(S); SIGYI(S)

NEXT S

END
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[ 0] DEPV

11 H<10

[2] DT « 1

[3] 0-(H*3)+12

[4] PO« 1.1

[5] P1« 1105

[6] IPO«(2+(PO+2)x((H=+2)*(P0+2))

[7] IP1«(2+(P1+2)x((H=+2)*(Pl+2)

[8] E « 3ES

[9] KO« 1E5

[10] K1 «.7SES

[11] KOX « (KOxIPO)+ (ExI0)

[12] KIX « (K1xIP1)+ (ExI0)

[13] DV1 « DEP

[14] S « 0

[15] DVD « DV1

[16] L1: DV1 « DVD

[17] S « S+1 )

[18] DVD « DEP + (K0X x (DV1x |DV1 * (P0-1)))) +
(-KIX x (DV1 x |DV1 * ( P1-1))))

[19] FR « (N+1) 1p 0

[20] FR « |[DVD - DV1

[21] F«(N+1)1p ((N+1) p 1E9

[22] +(~x/,(F2FR)) /L1

[23] DV1 « DVD

[24] V
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10
[1]
[2]
[3]
[4]
[3]
[6]
[7]
[ 8]
(9]
[10]
[11]
[12]
[13]
[14]
[15]
(16]
[17]
[18]
[19]
[20]
[21]

DEPV1

LD « 20

KIXL « (K1xIP1)+(LDxExI0)
SM«<1(N+1)1p0

DPE « 1 (N+1) 1 p DEP
DVE « 1 (N+1) 1 p DV1

DP « 1 (N+1) 1 p DEP

DP « DPE x (|DPE * (P1-1))
S«0

VD « DVE

L1:DVE « VD

DV0 « DVE x (|DVE * (PO - 1))
DVI « DVE x (|DVE * (P1-1))
SM«.5xDT xKIXL x ((* (-DT + LD )) x DP) + DVI)
VD « DPE + (KOX xDV0) + (-1) x KIXx DVI ) + SM
S«S+1

FR «1(N+1)1p 0

FR « |DVE - VD
F<1(N+1)1p IE9
-(~x/,(F2FR)) /L1
DVE « VD

v
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[0]
1
[2]
[ 3]
[4]
[5]
[ 6]
[7]
[ 8]
[9]
[10]
[11]
[12]
[13]
[14]
[15]
[16]
[17]
[18]
[19]
[20]
[21]
[22]
[23]
[24]
[25]
[26]
[27]
[28]
[29]
[30]
[31]

DEPV 2

T « 100

SM «T (N+1) 1 p SM

DVI « T (N+1) 1 p DVI

DV0 « T (N+1) 1 p DVE

DVI « T (N+1) 1 p DVE

VD « T(N+1) 1 p VD

DVE « T (N+1) 1 p DVE

I<1

SMK « T(N+1)1p 0

11:1«1+1

S«0

VDIL;] < DVE[IL;]

ITE1 : DVE[L;] « VD[I;]

S«S+1

K«0

SMK[I;;] « 0

12:K «K+1

IK+(KxDT)-(IxDT))+1D

SMK[I;;] < SMKJI;;] + (( * (IK)) x DVE[K};] x (IDVE[K,,] *(P1-1)))
(K< (1)) /12

DVO[I;;] « DVE[I;] x (|DVE[I;] * (PO - 1))

DVI[L;] « DVE[L;] x (| DVE[L;] * (P1-1))

DP[I;;] « ( * (-1x DT + LD )) x DPE[1;;] x (| DPE[I;;] * (P1-1))
SMI[I;;] « .5 x DT x KIXL x ( DP[13;] + (2 x SMK([I;;]) + DVI[L;]
VDII;;] « DPE[1;;] + ( KOX x DVO[I;;] ) + (-KIX x DVI[I;;] ) + SMJL;]
FR«T(N+1)1p0

FR[L;] « | VD[I;] - DVE[L;]

F«T(N+1)1p (T(N+1)1p 1E9)

- (~x /, (F[I;] 2 FR[I;] )) / ITE1

+~(I<T)/L1

v
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[0] STIFF

[1] GB«BIP + x([]K)

[2] CB+«11212p GB

[3] R<0

[4 D1«T121p0

[5] EG«(Tx16)121p0
[6] L2:R «R+1

[7] S«0

[8] L3:S«S + 1

[ 9] DI[S;;] « VD[S; INC [R;] ; 1]
[10] T« (Tx(R-1)) +S

[11] EG[J;] « GBI1;;] + x DI[S;]
[12] » (S < T) /L3

[13] » (R < 16) / L2

[14] v

[ 0] RUIT

[1] SR« (N+1)(N+1)p 0
[2] SRIN+1;N+1]«1

[3] S1«1

[4] L2:S2«S1

[5] A1 «INC = S1

[6] L1: A2 «INC = 82

[7] SR[S1;S2] « + /(11 0O( Al + x(KK + x0O A2)))
[ 8] SR[S2;S1] « SR[S1;S2]
[9] »L1xIN2>S2«82+1
[10] = L2x N 2S1«S1 + 1
[11] RS «[JSR

[12] DEP «RS + xQ

[13] v
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[0] STIFF1

[1] X«4p(-B+2),(-B+2),(B+2),(B=+2)

[2] Y«d4p(-C+2),(C+2),(-C+2),(C=+2)

[3] 1«0

[4 BB<4312p0

[5] L1:1«1+ 1

[6] Bl«(3p0),(2),0,0,(-6xX[I]),(2xY[]),0,0,(-6xX[I]xY[I]),O0
[7] BL«BL(Gp0),(-2),0,0,(-2x X[I]), (-6x Y[I]), 0, (-6 x X[ x Y[I]), 4 p 0
[8] BI«BIL 20,0, (4xX[]),(&x Y], 0, (6 x(X[I]*2)), ( 6 x (Y[I]*2))

[9] BI«3 12 p BI

[10] BB[I;] « BI

[11] - (I<4) /L1

[12] BIP « 12 12 p BB

(4] v
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