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OZET

BEYIN TUMORLERININ MATEMAT IKSEL MODELLENMES ve
ANAL 1zZI

Tellioglu, Reyhan

Uygulamali Materkat tiksek Lisans Programi
Tez Damani: Yard. Dog¢. Dr. Ersin Ogurlu

Haziran, 2011, 90 sayfa

Bu calsmada, beyin tumorlerinin matematiksel modellenmesineden ihtiyag
duyuldysu, modellenmenin nasil yapilagg olusan modelin ¢6zim ve analizinin nasil
yapilabilecginin aciklanmasi amaclanghr.

Tezin ilk boliuminde timor , tumoriun sgeri, beyin timord , tghis yontemlerinin ne
oldugu bilgileri aktariimstir.

Beyin timaoriandn buyimesi problemini 1-boyutlu sidgger problemi olarak ele alip,
yaklasik ¢o6zumi sonlu farklar metotlari ve ortaya aikaneer olmayan denklem
sistemleri de Newton-Raphson metodu ile ¢ozgtinl Sonlu fark metotlarindan
Acik Ileri Euler, Kapali Geri Euler ve Crank-Nicolsoretddu kullaniimgtir.  Model,
lineer ve lineer olmayan iki durum icin incelersti

Lineer durum icin, Fourier dorimleri yardimiyla kararlilk kgulu Von Neumann
analizi yardimiyla yapilmstir. Tam ¢6zUmu bilinen bir denklem icin, bu médot
kullanilarak hata mukayesesi yapgme grafikleri cizilmgtir.  Lineer olmayan
durum icin yukarida adi gecen sonlu fark metotirgulanip sayisal ¢ézumler elde
edilip grafikleri verilmitir.

Anahtar Kelimeler: Matematiksel Modelleme, Sonlu Fark MetotlarpriVNeumann
Analizi, Euler Metodu, Crank-Nicolson Metodu.



ABSTRACT
MATHEMATICAL MODELLING OF BRAIN TUMORS and ANALYSIS
Tellioglu, Reyhan
Graduate Program of Applied Mathematic

Supervisor: Assistant Professor Ersin @alu

June, 2011, 90 pages

This research presents the reasons behind thefae#de mathematical modeling of brain
tumors and the implementation way of the studiedlet® The solution and analysis of the
models studied are also intended to explain.

The information about tumors, types of tumor, braimor and the diagnostic method for
tumors are discussed in the first part of dissertat

The growth in brain tumor is examined as a one-dsimal boundary value problem and the
finite difference methods such as explicit forwd&dler method, implicit backward Euler
method and Crank-Nicolson method are used for apaie solution. For the non-linear
problem, after applying these finite difference estles, we obtain a system of non-linear
equations and these were solved by the Newton-Rapim&thod. The models are analyzed
for linear and non-linear cases.

For the linear case, the Fourier transforms arel dse the stability condition in the Von
Neumann analysis.

For the non-linear case, the same process is madallf three finite difference models
mentioned above, and the solution graphs are desmnell. In error comparison, the linear
part of the problem is considered since the exatitisn is known. The corresponding
solution graphs are drawn.

Keywords. Mathematical Model, Finite Difference Methods, VNeumann Analysis, Euler
Method, Crank-Nicolson Method.
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1 GIRIS

Tiimor; hiicrenin kontrol edilemeyen bir sekilde biiyiimesi ve cogalmasi
sonucu meydana gelen olugsuma verilen isimdir; iyi huylu ve kotii huylu
olmak iizere ikiye ayrilir. Iyi huylu tiimorler, olustuklar: bolge ile simrhdirlar
ve bagka bolgelere yayilmazlar. Kotii huylu tiimorler ise; olugtuklar: bolgede
biiyiirler ve bagka dokulara da yayilabilirler. K6tii huylu tiimorlerin diger bir
ismi de kanserdir. Kanserli tiimorler bir veya birden fazla hiicre mutasyonu
meydana getirir ve genellikle hizli kontrol edilemeyen biiyiime gecirir. Boylece

normal doku fonksiyonu bozulur (Murray 2003, p.538).

Viicudun birgok yerinde tiimorler olusmaktadir. Bu ¢aligmada sadece beyin
tiimorlerinin kontrolsiiz bir gekilde yayilip, cogalmasi incelenecektir. Beyin
tiimorleri; dort evreden olusmaktadir. Dordiincii ve en kotii evre olan
gliyomlar, tiimorlerin en oliimciil olanidir. Beyin kanserlerinin %50 den
fazlasim gliyomlar olugturur (Roniotis et al. 2010, pp.501-508). Gliyomlar
yiiksek derecede yayilimci ve dokuyu cevreleyip icine sizan tiimorlerdir.
Bu tiimorlerin teghisi igin Bilgisayarh Beyin Tomografisi(BBT), Magnetik
Rezonans Goriintiileme(MRG), biyopsi gibi yontemler kullanmilir. Gliyomanin

teshisinden sonra tedavi gereklidir.

"Gliyomlarin nasil yayildigi problemi’ tedavi igin teshis ile ortaya c¢ikan
onemli sorunlardandir. Bunun anlami, goriintiilenen tiimoriin 6tesinde
hiicredeki yayilmadir ve yayilma gériintiileme teknikleri ile farkedilemeyebilir.
Bundan dolay1 aragtirmacilar, gliyomlarin biiyiimesini anlamaya odaklandilar

(Roniotis et al. 2010, pp.501-508).



Timor biiyiime modelleri, gliyom ¢aligmalarinda yeni ortaya ¢ikan bir caligma
alani oldu. Arastirmacilar, matematiksel modeller bulmak ve bu modeller ile
gliyom biiyiime prosediiriinii agiklamak i¢in ¢aligtilar (Roniotis et al. 2010,

pp.501-508).

Matematiksel modeller, geligen siire¢ ve hastaliklar1 analiz ederken, karmagik
olan yapiy1 anlamak icin kullanihir (Swanson et al. 2002, pp.14-18). Optimum

tedavi yontemini bulmak icin modellemeler yapilmaktadir.

Bu caligmada, diferansiyel denklemleri kullanarak hiicrenin yogunlugunun
degigsim  miktary, hiicredeki biiyiime ve hiicredeki yayilma ile
agiklanacaktir. Matematiksel modelin nasil olugturulacagr ve kullanilan
paremetrelerin ne anlama geldigi ifade edilecektir. Olugsan modelin ¢6ziimii
icin, sonlu fark metotlarindan ileri fark, geri fark ve merkezi fark formdiilleri
kullanilacaktir. Kullanilan metodlar i¢in kararlilik, yakinsaklik ve tutarlilik
tanimlar yapilacaktir. Model, lineer ve lineer olmayan iki durum igin de
incelenecektir. Lineer oldugu durumda Fourier analizi ve Von Neumann
analizlerine yer verilecektir. Lineer olan durumda tam ¢oziimii bilinen
bir 6rnek icin, Acik Ileri Euler Metodu, Kapali Geri Euler Metodu ve
Crank-Nicolson Metodu ile yaklagik ¢oziimler bulunarak maksimum hata
hesaplanacaktir. Lineer olmayan durumda ise ayni metodlar kullanilarak,
bir parametre tanimlanacak ve bu parametrenin farkl degerleri i¢in ¢oziim

grafikleri cizdirilecektir.



2 MATEMATIKSEL MODELLEME

Matematiksel model, bir sistemi aciklamak icin kullanilan matematiksel
dildir. Gliyom durumunda ise, bilimsel aragtirmalar altinda gliyomlarin
nasil biiytidiigii bir matematiksel tanimlamadir. Ik gliyom biiyiime modeli,
Murray in modeli olarak bilinen bir yayinim modelidir. Murray bu modeli
1989 yilinda ortaya koymugtur (Murray 1989). Murray’ in yayimim modelini
sistematik bir sekilde ifade edersek:

Biyolojik Siireg
Y
Baslangic Biyolojik Durum

4

Denklem

Y

Parametre Tahmini

4

Biyolojik Modelleme Siireci

4

Dogrulama, Onaylama

RN

Etkili  Etkisiz



Tepki-yayinim denklemini ¢ozebilmek icin sayisal yontemler kullanilir.
Clinkii ¢6ziim i¢in direk bir formiil yoktur. Model ilk olarak ger¢ek biyolojik
siire¢ ile baglar. Baglangictaki biyolojik durum anlagilip, ayrigtirilir. Bunun
anlami, bu adimlar ve gercek biyolojik parametreler izole edilir. Bir
mekanizmanin  ayrigtirilmasi  icin - bu  gereklidir. Bu adimlar ve
parametreler simulasyon yapilabilir. Ozellikle, bu mekanizma bir denklem ile
tanimlanabilir. Sonraki adim ise bu matematiksel model ile caligmaktir.
Gergek baglangic ve sinir kogullar1 da modele dahil edilir. Teorik sonuglar:
elde ettikten sonra onemli olan biyolojik siirece geri doniip, deneyler i¢in
teoriye bagh tahminlere, yorumlara, onerilere bakilip ya modelden emin
olu-nur ya da model ciiriitiiliir. Bu asamada, model siireci teorinin ve

deneyin birlegtirilmesine bagimlidir (Roniotis et al. 2010, pp. 501-508).

1995 yilinda Tracqui, hiicre konsantrasyonunun geligimi iizerine c¢aligt1
ve tliimoriin biliylimesinin iki parametresini kullandi: ¢ogalma ve yayinim

(Tracqui 1995).

2000 yilina kadar, aragtirmacilar beynin anatomisini hesaba katmadilar.
Halbuki, beynin maddeleri ¢ok oOnemlidir. Ciinkii yayimmim beyaz ve gri
maddede farklilik gostermektedir. Beyaz maddede yaymim gri maddeden
daha hizhidir. Bu nedenle, gliyom modelleri beynin heterojen olan yapisini
hesaba katmalidir. 2000 yilinda Swanson, problemde degisiklik yapmis ve
yaymim katsayisina beyaz ve gri maddeyi de dahil etmigtir (Swanson 2000).
2005 yilinda, Jbabdi et al. yayinim modellemelerinde beyin doku esyonsiizliik
(anisotropy) baglatt1 (Jbabdi et al. 2005). Buna gore, gliyom hiicre yaymimi
beyaz madde liflerinin y6nii boyunca kolaylagtirlmigtir (Beilen et al. 1999;
Giese et al. 2003) . Bu gozlemler yayinim tensér magnetik rezons goriintiileme

ile desteklenebilir.

Literatiirde  beyin  gliyomlarinin  biiyiimesinin = modellenmesi  igin
tepki-yaymmim  tiimor  biiyiime  modelleri  kullanilmaktadir.  Son
zamanlarda, literatiirde kabul edilen ve oldukca ilgi gbren

4



makroskobik 6zellikle anatomik ve yayinim goriintiileri vasitasiyla modellerin
spesifik bir tipi, tepki-yayinim modelleri, gliyom biiyiime modelleri ile
medikal goriintiiller arasinda baglanti kurmak icin girisimde bulundular
(Tracqui 1995, Swanson 2000, Clatz 2005, Jbabdi 2005, Hogea 2007,
Mandonnet 2008). Bu son tarihlerdeki modeller, ozellikle anatomik ve
yayinim goriintiileri vasitasiyla, medikal goriintiilerden gelen bilgileri
birlegtirir. Bu birlestirme, matematiksel modellerin klinik uygulamalar:
transferinde ¢ok 6nemlidir. Medikal goriintiiler teghis ve klinik rutinde hasta

takibi i¢in kullanmilir (Konukoglu et al. 2009).

2.1 MODELIN ELDE EDILMESI

1-boyutta modelin nasil olugtuguna bakmak igin: c¢(z,t); hiicrenin ¢
zamaninda ve x konumundaki yogunlugu olsun, burada ¢ € [0,00) ve z €
olsun. Hiicrenin yaymnimi ve cogalmasina 1-boyutta bakilacagi icin, hiicre
ya saga dogru ya da sola dogru yaymim gosterecektir. Bu nedenle, sola
veya saga yayinim olasiliklart A\; ve A, olsun. ); ile hiicrenin sola dogru Ax
kadar yer degigtirme olasiligi ve A, ile hiicrenin saga dogru Az kadar yer

degistirme olasilig1 gosterilsin, boylece 0 < A\, + X\, < 1.

At zaman adim uzunlugunda, hiicrenin yogunlugunu ¢ zamaninda ve x

konumunda su gekilde yazilir:

c(t,x) = (1= A\ = N)e(t — At,x) + Ne(t — Atz + Ax)
+ Ac(t — Aty — Ax)
(2.1)

esitligin sag tarafinda, ilk terim hiicre yogunlugunun x konumunda kalma
oranini, ikinci terim hiicre yogunlugunun sola dogru (x + Az ’den x’e)
yer degigtirme orani ve son terim ise hiicre yogunlugunun saga dogru

(x — Az ’den x’e) yer degistirme oranidir. Eger bu durum tarafsiz ise saga

3



ve sola dogru yer degistirme olasiliklar: egittir. Boylece, \; = A, = % Esitlik

yeniden yazilirsa;
1 1
c(t,z) = §c(t — Atz + Az) + ic(t — Atz — Ax) (2.2)

esitligin her iki tarafindan c(t — At, x) gkartilip, At’ ye boliiniirse;

c(t,z) — c(t — At, x) (Az)? ot — At,z + Ax)

At = oar L (Az)?
—2¢(t — Aty x) + c(t — Aty x — Am)]
(Ax)?

(2.3)

esitligin sol tarafinda sonlu bir fark denklemi goriilmektedir ve bu denklem
% ile ifade edilebilir. Aym sekilde sag taraf da g—;‘j ile ifade edilebilir. Boliim

3’ de sonlu fark denklemleri ile ilgili detayh bilgi yer almaktadir. D yayimnim

katsayist olsun. Eger At — 0, Az — 0 ve % — D ise denklemin son hali
su sekildedir :
dc 0c
—=D— 2.4
ot Ox? (2.4)
Cogalma parametresi i¢in denkleme pc(1 — ¢) ifadesini de eklenirse;
dc 0?c
—=D— 1-— 2.5
e (2.5)

elde edilir (Allen 2007, pp.309-310).

Beyin yarikiirelerinin i¢ kisminda, iki madde vardir. Bunlar gri madde ve
beyaz maddedir. Gri madde, beynin kabuk bdélgesinde ve yarikiirenin icinde
bazi bolgelerde yer alan c¢ekirdeklerde bulunur. Gri madde bolgeleri, sinir
hiicrelerinin govdelerini iceren mielinsiz alanlardir. Beyaz madde ise beyin
yarikiirelerinin geri kalan alanlarimi kaplar. Tiimér hiicrelerinin yayinimi

beyaz maddede ve gri maddede farklilik gostermektedir.

Beyin  tiimorlerinin = yayilmasini  tamimlamak icin  iki  parametre

kullanilmaktadir: ¢ogalma ve yaymmim. Burada yaymmim olarak kullanilan
6



parametre, tiimor hiicrelerinin aktif olarak hareket etmesi anlamina gelir.
Onceki modellerde goriilmiistiir ki, hayatta kalmayi belirlemede yaymim

parametresi cogalma parametresinden daha 6nemlidir.

Beyin tiimoriiniin biiyiimesi problemini asagida ifadesi verilen 1—boyutlu
sinir deger problemi olarak ele alip, yaklasik ¢o6ziimii sonlu farklar
metodlar1 ve ortaya c¢ikan lineer olmayan denklem sistemleri de
Newton-Raphson metodu ile ¢oziilecektir. Problemin denklemi ve ¢oziim

bolgesi asagida verilmektedir:

0 0 0
e ) = S(D@)e) +  pel—c)  (26)
GH kons. degisim orani GH net yayimnimi GH net ¢ogalmas:

c(0,t) = By 0<t<T
cla,t) = By, 0<t<T
c(0,z) = f(x), 0<z<a (2.7)

burada GH, glioma hiicrelerinin kisaltilmigini, ¢(x,t), z konumunda ve ¢
zamanindaki hiicrelerin sayisini; D(x), hiicrelerin yaymim katsayisini; p,
hiicrelerin net c¢ogalma oranini gostermektedir. Bu denklem 1—boyutlu
parabolik tipten bir kismi diferansiyel denklemdir. Burada B; ve Bs, ug
noktalardaki hiicre sayisimi gosterir. f fonksiyonu, + = 0 dan z = «a
noktasina kadar basglangic hiicre sayisinin dagilimi olarak diigiliniilebilir.
Eger f fonksiyonu [0,a] kapal araligimmda siirekli ise (2.6) smir deger
probleminin ¢6ziimii tektir (Caglyan ve Celebi 2010).

Yaymim katsayisi olan D(x), beyaz ve gri maddede farkh oldugundan beyaz
maddede D, gri maddede D, seklinde yazlabilir. Bu ¢alismada problem

1—boyutta incelecenecektir.

Problemin 2—boyuttaki denklemleri goyle verilmektedir:

|

o}

\.&l
~

~—
|

= V.(D(Z)Ve) + pc(l — ¢) (2.8)
7



burada

- | Dy Z beyaz bolgede
D(#) = { D, T gri bolgede }
Simir kogulu
i.(D(£)Ve) =0 &€ 0QC R? (2.9)

ve baglangi¢ kosulu

(2.10)

2.2 BOYUTSUZLASTIRMA

Sistemdeki etkili paramatre sayisini azaltmak icin boyutsuzlagtirma yapilir.

1-boyutta incelenecek (2.6) denklemini boyutsuzlagtirmak igin:

LT
rT=—, t=pt
a

olsun. 0 < x < a iken 0 < £ < 1. Bu takdirde yeni degigkenler ile yeni ¢ ve f

tanimlanir:

Zincir kuralindan |, R
_dc 0cot  de
“Tot " oiot "oi
Jc 0coxr 10¢
“ = 0r 0idr a0
1 9%
a? 0i2

CII‘ -

denklemde
¢t = Dcgy + pe(1 —¢) =

yerine konulursa;

oc D¢ R .
Poi = 2o pé(l—¢), 0<z<1
8



denklemini elde edilir. Eger D* = 2 secilirse,
pa

a¢ L0%¢ . N
E:Day—kc(l—c), 0<z<1

Baslangic ve siir kogullari da yeniden yazilarak

elde edilir. Problemin genelligi bozmadan D* = 1 alinir. (Rockne 2009)



3 SONLU FARK METODU (SFM)

Sonlu fark metodlarma (x,t) diizleminde ag noktalarmni tanimlayarak
baglanacaktir. h ve k pozitif sayilar olsun, bu takdirde ag noktasi keyfi n
ve m tamsaylar icin (x,,,t,) = (mh,nk) olup, aym1 zamanda x—ekseni
tizerindeki adim uzunlugu h = Az ve zaman adim uzunlugu k£ = At
olarak anlagilacaktir. Ag iizerinde tanimh bir v fonksiyonu igin (z,,t,)
ag noktasindaki degerini v, ile gosterilecektir. Benzer gekilde (x,t)’ye gore
stirekli olan bir u fonksiyonunun da (z,,,t,) ag noktasindaki degerini u, ile
gosterilecektir. Sabit bir n degeri i¢in (x,,,t,) noktalar kiimesine n. ag
diizeyi denilecektir. Bu ¢aligmada kii¢ciik h ve k degerlerine sahip aglarla

ilgilenilecektir. Benzer gekilde

clxit,) = ¢
c(xi,t, + At) =
c(z; + Az, t,) =
c(z; — Ax,t,) = (3.1)

Sonlu fark denklemlerindeki temel fikir tiirev ifadesini sonlu farklarla ifade

edebilmektir. Bu bir ¢ok sekilde yapilabilir; 6rnegin

h k) —
@(mh, nk) =~ u(mh, (n+1)k) — u(mh, nk)
ot 2
@(mh, nk) ~ u(mh, (n + 1)k) — u(mh, (n — 1)k)
ot ok
Bu ifadelerin gecerli oldugu su formiillerden de goriilebilir:
t+e) —u(w,t
%(xv t) = lim u(z,t +¢) —u@,?)
ot e—0 €
ou o u(xt+e) —ulz,t—e)
a(% ) = 15% 2e

(3.2)

Benzer ifadeler u fonksiyonunun z e gore tiirevleri icin de yazilabilir.

1. mertebeden hiperbolik kismi diferansiyel denklemlerin en basit hali
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1—boyutlu dalga denklemidir:
u + auy =0 (3.3)

Yukaridaki yaklagimlar kullamilarak (3.3) dalga denklemi igin agagidaki beg

farkl sonlu fark denklemi elde edilir:

u:;jlk— Un avﬁmh— Um _ (3.4)
v,’;“k— vy, n avfn _hvgnl —0 (3.5)
vf,flk— U, i G/U’V?}l-‘rl Q_hU;Lz—l -0 (3.6)
U%HQ_]{:U%l N aU%HQ_hU%l _ 0 (3.7)

ol — %(vifl + o) g Umt 2_]17)211 —0 (3.8)

(3.4) algoritmas: ileri-zaman (forward-time) ileri-uzay (forward-space) olarak
adlandirihir ¢iinkii hem zamana hem de uzay degiskenine gore ileri-fark
formiilii kullanilmigtir. Benzer gekilde (3.5) ve (3.6) swasiyla ileri-zaman
geri-uzay (backward-space) ve ileri-zaman merkezi-uzay (central-space)
olarak adlandirihrlar. (3.7) algoritmasi kurbaga usulii ziplamaya benzer
ag noktalarini temsil ettigi icin, "leapfrog" olarak adlandirihr ve (3.8)

algoritmasi1 da Laz-Friedrichs olarak anilir.

3.1 YAKINSAKLIK, TUTARLILIK ve KARARLILIK

Diferansiyel denklemlerin sonlu farklar yontemi ile ¢Oziimiinii vermeden
once yakinsaklik, kararlilik ve tutarlbilik ifadelerinin tamimlart verilecektir

(Strikwerda 1989, pp. 1-53).

TANIM 3.1 Yakinsaklik: Kismi diferansiyel denklemi yaklasik olarak ifade
eden bir adimly sonlu fark algoritmasinin yakinsak olmasi ile diferansiyel

denklemin ¢ozimi u(x,t) ve sonlu fark denkleminin ¢ozimi vl ise

0 ~ug(z) mh—x
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vy, Rw,t)  (mh,nk) — (x,t), (h,k) =0

m

olarak algilanar.

Bu tanim, v ifadesinin yakmsaklhgindan ne anladigimizi tam olarak
agiklayamamaktadir. Clinkii v7 ag iizerinde tanimli olmasina karsilik u(x,t)
ifadesi (z,t)’ye gore siirekli olan bir ifadeyi temsil etmektedir, yani biri ayrik
digeri siirekli bir fonksiyondur. Dolayisiyla yakinsaklik ifadesini biraz daha

acmadan once tutarhlik kavrami verilir.

TANIM 3.2 Tutarlhilik: Bir kismi lineer diferansiyel denklemi Pu = f
ve sonlu fark denklemi olarak da Ppiv = f wverilmis olsun. Sonlu fark
denklemimizin verilen kismi diferansiyel denklem ile tutarh olmast icin her

mertebeden tirevi sirekli bir ¢(x,t) fonksiyonu i¢in h,k — 0 iken
P¢ — Ph,k¢ — 0

olmasiny  anlasilmaktadir. Burada her a noktasinda olan noktasal

yakinsakliktan bahsedilmektedir.

Sonlu fark denkleminin kararhgindan bahsetmeden 6nce gu belirtilmelidir ki
eger bir sonlu fark algoritmas: yakinsak ise v?, ifadesi u(z,t)’ye yakimsar, bu
ise v; ifadesinin smirh olmasi durumunda bir anlam ifade eder. Bu smirhilik

biiyiik énem tagir.

Ornek 1: ileri-zaman Ileri-uzay sonlu fark denklemi
Bir yonlii dalga denklemini (3.3) ele almirsa, bu denklem igin P operatorii
9 +aZ dir, dyle ki

Pgb = ¢t + agbx'

Bu denkleme (3.4) ileri-zaman ileri-uzay sonlu fark metodu uygulanirsa;

12



P, operatorii

Gu' — Om O~ O

P p—
b k N

seklinde verilir ve
O = G(mh, nk).

Tutarlihg gostermek icin ¢(x,t) fonksiyonunun (x,,,t,) civarmmda Taylor
serisine acilir.

1

¢nm+1 = (b:ln + koy + §k2¢tt +0 (l{}g)
1
(3.9)

burada esitligin sag tarafindaki tiirev ifadeleri (z,,t,) noktasinda hesap

edilir, oyle ki
1 1 9 5
Ph,k¢:¢t+a¢z+§k¢tt+§ah¢m+0(h )+ 0 (k).
Bundan dolay1 (h, k) — 0 iken

Pp — Py = —(%kqﬁtt + %ah@x) +0 (h*)+0 (k)
— 0

(3.10)

Boylece secilen sonlu fark metodunun "tutarh" oldugu goriildii. Bagka bir
deyigle sonlu fark yaklasim denklemlerinin verilen diferansiyel denklemle
tutarli olmasi i¢in kesme hatasi teriminin At — 0 ve Az — 0 iken sifira

gitmesi gerekir.

Tutarhilign analiz  ederken biiyiik O ve kiicik o terimlerinin
kullanilmas1  yukaridaki  ornekten de  goriilecegi {izere islemleri
kolaylagtirmaktadir. Genelde, eger F ve G fonksiyonlart o ya bagh

fonksiyonlar iseler a’min biitiin kii¢iik degerleri ve sabit K degeri icin,

F

—| <K

ol <
13



sart1 altinda o« — 0 iken
F=0(G)

seklinde yazilacaktir. Benzer gekilde, eger F'/G ifadesi « — 0 iken sifira
yaklasiyorsa, a — 0 iken
F=0(G)

seklinde yazilacaktir. Ozellikle, bir biiyiikliige kiiciik h degerleri icin A"
nin sabit bir terimle c¢arpimi olarak yazilabiliyor ve smirli kaliyorsa,
O (k") smfindandir denilecektir. Bir biiyiikliik belirtilmeyen oranda sifira

yakimsiyorsa bu takdirde o (1) dir.

Tutarhilik yakinsaklik icin gerek bir kosuldur ancak bazi sonlu fark
denklemleri tutarh olmalarma kargilik yakinsak degildirler (Strikwerda 1989).

TANIM 3.3 Kararhlik: P, ,v;, = 0 sonlu fark denklemininin bir kararlilk
bolgesi A olsun. Bir birinci mertebeden homojen kismi diferansiyel denklem

ejer 3J € Z wve hg, kg > 03 VT >0 3dCy >

o9 J 00
WS P <orhy ST ol (3.11)
m=—o00 7=0 m=—o0
0 < nk < T ve (hk) € A gartlarin1 saglarsa A iizerinde kararhdir denir.
Sonlu fark denklemleri i¢in kararlilik kavrami kismi diferansiyel denklemlerde
baglangi¢c deger problemlerinin iyi-konumlanmig olmasi ile yakindan ilgilidir.

Bu bir tanimla daha acik bir hale getirilsin.

TANIM 3.4 Iyi-konumlanmis problem: Bir birinci mertebeden Pu = 0
homojen kismi diferansiyel denklemin YT > 0 i¢in u(x,t) ¢ozimi ICr dyle
ki

/OO u(z, t)|*dz < Cyp /OO lu(z,0)[?dz, 0<t<T. (3.12)

o0 —00

esitsizligini sagliyor ise denkleme iyi-konumlanmigtir denir.
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TEOREM 3.1 Lax-Richtmyer Denklik Teoremi Baslangi¢c deger
problemi iyi-konumlanmas olarak verilen bir kismi diferansiyel denklem i¢in
tutarly bir sonlu fark denklemi yakinsaktir ancaek ve ancak bu sonlu fark

denklemi kararlidar.

3.2 SFM ANALIZi

3.2.1 Fourier Analizi

Kararhlik ve iyi-konumlanmig konularimi caligirken en iyi ara¢ Fourier
analizidir. Fourier analizini hem reel eksende hem de tam sayilar ag
kiimesinde, bagka bir deyisle hZ = {hm : m € Z} iizerinde kullanacagiz. Reel
eksen tizerinde tanimh bir u(z) fonksiyonu i¢in, Fourier doéniigiimiinii @ (w)

ile gosterip soyle tanimlanir:

~ 1 > —lwx
w(w) = Nr /_OO e "u(z)dx (3.13)

u nun Fourier doniisiimii w reel degigkenine bagh bir fonksiyondur ve sadece
u ile belirlenir. v hakkindaki baz bilgiler %’den de elde edilebilir. Ornegin,
nun biiylik w degerleri i¢in degisim oraninin azalmasi u fonksiyonunun kag

kere tiiretilebilecegi ile yakindan ilgilidir.

Ters Fourier formiilii,

1 - TWT
u(z) = E/_we t(w)dw (3.14)

ile verilir ve bu egitlik w'nun « ile nasil elde edilebilecegini gosterir. Ters
Fourier formiilii u fonksiyonunun e ile temsil edilen dalgalarin bir iist iiste
ekleme prensibi olarak farkhi @(w) genlikleri ile ifade edilebilmesine olanak
saglar. Burada u(z) reel bir fonksiyon olsa bile, @ (w) kompleks bir fonksiyon
olabilir. Benzer gekilde, eger v biitiin m tam say1 degerleri i¢in taniml bir ag

fonksiyonu ise, v nin Fourier doniigiimii

~ 1 —im.
1}(5):\/—2_7T Z e U, (3.15)



ile verilir, burada & € [—m, 7] ve 0(—n) = 0(m). Ters Fourier formiilii

— L " img 5
vm—m/ﬂe 0(&)d¢ (3.16)

ile verilir.

Sonlu fark denklemlerini ¢aligirken v, ag fonksiyonlari ile baglamak ve (3.16)
formiiliinii ag fonksiyonunu temsil eden bir denklem gibi gérmek dogal bir

adimdir.

Eger ag noktalar1 arasindaki adim uzunlugu h ise, degisken doniigiimii ile

(3.15) formiilii yerine

0(&) = \/% i he™ ™"y, (3.17)

yazilabilir, burada & € [—7/h, w/h] ve ters Fourier formiilii de

= / " i ag (3.18)
" Var |

dir, u fonksiyonunun L? normu
- 2
lalf = (| Jutw)az)
—0o0

@(w) fonksiyonunun L? normu ile ayn1 olup, bagka bir deyisle

| @pds = [ i) P (3.19)

o0 o0

dir. Ayrica, ayrik doniisiimler icin de L? normunu soyle tanimlanir:

w/h 0
16112 = / DORdE= S Jomlh = [0l (3.20)

—m/h m=—oc0

(3.19) ve (3.20) esitlikleri Parseval egitligi olarak bilinir. Bu konuda daha
ayrintih  bilgiyi Titchmarsh (1965) ve Goldberg (1965) de bulabiliriz.

Parseval’ in egitligi kararlilik caligmalarinda yogun olarak kullanilmaktadir,
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ayrica ag fonksiyonunun doniigiimii igin (3.12) taniminda verilen kararhlik

esitsizlikleri yerine ona denk olan

J
16715 < C7 ) 11&°1ln (3.21)
j=0

ayrik doniiglim egitsizligini verir.

3.2.2 Fourier Analizi ve Kismi Diferansiyel Denklemler

Bu béliim kismi diferansiyel denklemlerini ¢alismak icin Fourier analizini bir
arag olarak kullanarak sonlandirilacaktir. Bir sonraki béliimde de sonlu fark
denklemlerinin kararliligini ¢aligmak icin benzer araclar kullanilacaktir. Eger

(3.14) ters Fourier formiiliiniiniin tiirevi alimirsa

%(x) = \/%_77 /_OO " jwi(w)dw

ve (3.13) Fourier doniigiimiinii kullanarak

du

— = Wi 3.22

(G (w) = iwit(w) (3.22)
elde edilir. (3.22) egitligi Fourier doniigiimiiniin = gercek  giiciini
gostermektedir; bagka bir deyisle, doniigiim altinda tiirev operatorii ¢carpim

operatoriine doniigiir.

(3.22) esitliginin 6nemli bir sonucu da u(x) fonksiyonunun r. mertebeden
L? anlaminda integralinin olabilmesi gerek ve yeter sartini Parseval esitligi

yardimiyla
/ (1 + |wf?) () Pdw < o0 (3.23)

o0

seklinde verilecegini ifade etmesidir.

H" fonksiyonlar uzaymi r nin her negative olmayan degeri igin L?*(R)
uzaymdaki fonksiyonlarin kiimesi olarak tanmimlanir ve fonksiyonlar
uzaymdaki normu da

lullgr = (/_00(1 + )" |i(w) Pdw)? < oo

o0

17



olacak sekilde tanimlanir. H° iizerindeki norm ile L? normunun ayni oldugu
gozlemlenir. Ayrica ||D"u|| normu da

. o0 8r 2
D"l :/ 19 @) de

o 027

- / jwl? 4(w) Pduw

o0

seklini alir, burada x {izerindeki integral sadece r tam say1 iken tanimhdair,
fakat || D"u|| normunu tamimlayan 2. integral r tam say1 olmasa da tanimlhidar.

Simdi Fourier analizini 1— boyuttaki dalga denklemine (3.33) uygulansin.

Déniigiim sadece uzay degiskenine uygulayarak baglansin. Bu takdirde @(w, t)
icin
U = —iawi (3.24)

denklemini elde edelir ki bu da ¢ ye gore adi diferansiyel denklemdir. Baglangig

verisi kullanilarak bu denklem kolayca ¢oziiliir ve ¢Oziimii
i(w,t) = e " "“"ig(w)

seklinde yazilir. Parseval esitligini ve |e~“!| = 1 oldugunu kullanarak

/_OO (e, t)[2de = /_OO faw, £)[2dw

_ / ety () 2w — / g (1) P
_ / o () P (3.25)

oldugunu elde edilir. Bu da gosteriyor ki (3.33) denklemi igin verilen
baglangi; deger problemi iyi-konumlanmigtir. (3.25) metodu daha genel kismi

diferanisyel denklemlerinin sonuclarini ispatlamak icin kullanilabilir.

3.2.3 Von Neumann Analizi

Fourier analizinin 6nemli bir uygulamasi sonlu fark metotlarinin karar-
liliginin von Neumann analiz yontemidir. Fourier analizi yardimiyla sonlu fark

metotlarinin kararlihigi i¢in gerek ve yeter kosullar1 bulunabilir.
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Ozel bir 6rnek alarak bunun nasil uygulandigi goriilebilir. 1. mertebeden
lineer homojen kismi diferansiyel denklem olarak adlandirilacak 1—boyutlu
dalga denklemi ele alinsin.

us + auy, = 0.

Bu denklemi ileri-zaman ve geri-uzay sonlu fark denklemi olarak yazilirsa:

UZL+1 —n v

k h

=l — (3.26)

burada h = Az ve k = At i¢in kullanilmistir, bu denklem diizenlenirse su

hali alir:

v = (1 — aA)v + a\v? (3.27)

m

burada A = k/h. v" icin (3.18) ters Fourier formiiliinii kullanilirsa,

zmh{ An d
\/% /;w/h 5) 5

ve bu ifadeyi (3.27) de v}, ve v} terimleri igin yerine koyulursa,

n+1

" Wor /—w/h

Bu ifade ters Fourier formiilii ile karsilagtirilirsa

eME[(1 — aX) + ade o™ (€)dE . (3.28)

Un+1

" Ver /ﬂ-/h

ve Fourier doniigiimiiniin tek oldugu gergegini kullanihirsa, (3.28) ifadesinin

zmhfﬁn-‘rl (§)d§

integrandinin ters formiildeki integrand ile ayni oldugu sonucu ¢ikarilir. Bu

takdirde
THE) = (1= a)) + are ()
= g(h&) () (3:29)
burada
g(he) = (1 - a) +are™".

(3.29) formiilii gosteriyor ki algoritmada bir zaman adim ilerlemek, ¢6ziim
fonksiyonunun Fourier doniigiimiinii genlik faktori g(h€) ile carpmaya
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denktir. Genlik faktorii olarak adlandirilmasinin sebebi de ¢oziimiin bir
zaman adiminda ilerlemesi 0"(§) ¢oziimiindeki her bir frekansin aymni
biiyiikliikte biiyiimesi ile iligkilidir. (3.29) denkleminden énemli bir formiil

elde edelir:
0" (&) = [g(h&)]"0°(€) (3.30)

Bu formiilde ¢ iizerindeki n zaman adimini gosterirken g(h&) tizerindeki n ise
kuvveti gostermektedir. Fourier doniigiimii yardimiyla her bir-adim metodu

(3.30) sekline doniigtiiriilebilir.

(3.30) ifadesini kullanilarak sonlu fark algoritmalarmin kararhligmi ve
dogruluk derecesini incelemek icin kullanilacaktir. Ozellikle g(h&) genlik

faktori kullanilan algoritma ile ilgili cok bilgi icermektedir.

Simdi  (3.30) formiiliinii kullanarak (3.26) ile verilen algoritmanin
kararliligin1 analiz edilecektir. Bu analiz kismi diferansiyel denklemlerde
baglangi¢ deger problemlerinin iyi-konumlanmig olup olmadiginin analizi ile
benzerlik gosterir. Parseval esitligini, (3.20), ve (3.30) ifadelerini kullanarak,

o0 w/h
O SR NGRS

m=—00 —7/h

7/h ) 9
- / g (hE)[2" 50 (€) P

—m/h
elde edilir. Bundan dolay:r (3.11) kararhlik egitsizligi, J = 0 halinde, eger
|g(h&)[*" smirh ise saglanir. ||g(RE)||*" < 1 iken

o w/h
Rl < [ ol

M= — 00 —m/h

o¢]
= b 30 il

m=—00
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TEOREM 3.2 Sabit katsayils 1—adimle sonlu fark denklemi bir kararbiik
bilgesi N’da kararlidur denilecektir ancak ve ancak 3K sabiti (6 = h&, k,
ve h degerlerinden bagimsiz) ve Tko, ho pozitif ag araliklary éyle ki V0,

0<k<ky veO<h<hgy i¢cin
9(0, k. h)| <1+ Kk (3.31)

ise. Eger g(0,k,h), h ve k dan bagimsiz ise, bu takdirde (3.31) kararhilik
kosulu su hali alwr
lg(8,k,h)| <1 (3.32)

Bu teorem sonlu fark algoritmasinin kararhiligini belirlemek icin sadece
g(h&) genlik faktoriini goz oniine alinmasi gerektigini gosteriyor. Bu analiz,
von Neumann tarafindan ortaya atildigi icin von Neumann analizi olarak

adlandirilir.

Von Neuman analizini yapmak i¢in (3.18) integrallerini agik¢a yazilmasina
gerek yoktur, sadece v” ifadesini algoritmada her n ve m igin g"e™’ ile
yer degistirilmesi yeterli olacaktir. Elde edilen denklemden genlik faktori
¢oziiliir. Yalniz suna dikkat edilmeli ki, burada v? = g"e¢™ demekle sadece

vy ifadesinin geklinin ‘bu formda’ oldugunu sdylemeye ¢aligilmaktadir.

Tabii ki bir diferansiyel denklem icin bir¢ok algoritma verildikten sonra
en Onemli soru hangi algoritma hangi problem i¢in daha uygun oldugu
sorusudur. Ozellikle problemin fiziksel yapisina bagli olacak sekilde A =
% ifadesini sayisal olarak ele alirken, 6rnegin (3.3) dalga denkleminde a
dalganin hizim1 gostermektedir ve a ile A arasindaki iligki baz1 sonlu fark
denklemlerinde ¢éziimiin yakinsayip yakinsamadigini gosterir. Ozellikle dalga

denkleminde
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esitsizligi Courant kararlilik kosulu olarak bilinir. Burada a dalganin
ilerleme hizinm1 gosterirken Az /At sonlu fark denkleminin ilerleme hizini
gostermektedir. Bundan dolay1 su sylenebilir ki sayisal yontemimizin hiz
orijinal dalga denklemimizin hizindan biiyiik olmak zorundadir. Bu da
sayisal hesaplamalarda

At < —
a

kogsulunu getirir, bagka bir deyisle At ¢ok biiyiik olamaz, aksi takdirde
yaklagim metodu kararsiz olur. Bu yeter bir gsarttir ancak gerek bir

kosul degildir.

3.3 SFM MERTEBE BELIRLENMESI

Sonlu fark algoritmalarinda bir yontemi diger bir yontemle kiyaslama kriteri
metodlarin mertebesi ile belirlenir. Once sonlu farklarda mertebede icin bir

ornek verilecek, sonra da tanimi verilecektir.

Ornek 2: 1-boyutta verilen dalga denklemini gozoniine alinsin.

w4 aug, = f (3.33)

burada u = u(z,t), u = % ve u, = 9% (3.33) ile verilen kismi diferansiyel

denklemini sonlu farklar denklemi olarak yazabilmek icin Crank-Nicolson
formiilasyonu kullanilacaktir. Bunun i¢in (z,¢ + 1/2At) noktasi civarinda
uy degerini su sekilde hesaplanir:

u(z,t + At) — u(z,t)
At

+0 (A7) . (3.34)

U =
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Benzer gekilde agsagidaki egitlik de kullanilir:

ug(, t + At) + ug(z,t)

ug(z,t + 1/2At) = 5 + 0 (At?)
u(r + Az, t + At) — u(z — Az, t + At)
= 1/2]
2Az
u(z + Az, t) —u(x — Az, t)]
2Az
+ O(A?)+0(Az”) . (3.35)

Bu ifadeleri u; + au, = f ifadesinde (z,t + 1/2At) noktas: civarinda uygu-
lanirsa, su denklemler elde edilir:
n n+1 n+1

1 n n
ot — L T S VI AR

At 4Ax 2

Bundan dolay1 Crank-Nicolson metodunun mertebesi hem zamana gore
O(AtQ) hem de koordinat degigkenine gore de O(sz) dir, kisaca
Crank-Nicolson (2,2) duyarlilk mertebesindedir. Simdi bir sonlu fark

denkleminin mertebesinin formal tanimi verilebilir.

Tanim: Verilen bir Pu = f kismi diferansiyel denklemi ile tutarli olan bir
sonlu fark denklemi P, ;v = Ry, f, zamana gore p. mertebeden ve koordinat
degigkenine gore ¢. mertebedendir denir eger her tiirevlenebilir siirekli ¢(x, )

fonksiyonu icin asagidaki esitlik saglaniyorsa:
Ph,kgb - RhJCPgb =0 (Atp) + 0 (Al‘q) (337)

burada h = Ax, ve & = At. Bu durumda kullanilan sonlu fark
denklemi (p, q) mertebesinde duyarlidir diyecegiz. Py, ¢ — R, . P¢ ifadesi
kullanilan metodun kesme hatas: terimi olarak adlandirilir. Bunlara ilaveten,
Py, ifadesinin P ile tutarlh olabilmesi i¢in, Rjj operatoriiniin birim

operatore, iyi bir yaklagim olmasi gerekir (Strikwerda 1989, pp. 1-55).
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4 SFM ORNEKLERI VE KARARLILIK

Probleme lineer olmayan terimin etkisini gorebilmek ve c¢oziimii bilinen

lineer problemlerle kiyaslayabilmek amaciyla § parametresi ilave edildiginde

0 0, ., 0c
gc(x,t) = %(D %) + Be(1 =) (4.1)

sinir ve baglangic kosullar da

C(O,t) = B 0<t<T
C(].,t) = By, 0<t<T
c(0,z) = f(x), 0<z<1 (4.2)

boyutsuz olarak elde edilir. (4.1) denkleminde pozitif T degerleri icin
0 <z < 1,0 <t < T esitsizligi ile tanimlanan xt—diizlemindeki bir

dikdortgensel R bdlgesini, bagka bir deyigle,
R={(x,t)] 0<z<l, 0<t<T}

bolgesini yatay ve dikey cizgilerle birbirinden her biri Ax ve At uzakliklarinda
olan aglara bdliinsiin. Ax uzunluguna adim uzunlugu ve At’ye de zaman

adimi uzunlugu denir. Dikey ve yatay cizgilerin kesigsim noktasi
cl = c(iAx,nAt)

olsun. Bu noktalara ag (grid, i1zgara) yada latis noktalar1 denir. Burada
0<i<Mve0<n<N; M,NeZ". Budurumda eger
1-0 T—-0

Ar=-—— At=——
A s N

olacak gekilde M ve N pozitif tamsayilar secilirse, yatay ve dikey 1zgara

cizgileri

r;=1Azx, i=0,1,.... M
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t,=nAt, n=0,1,...,N

olarak tanimlanir.

(4.1) denkleminde D* =1, T = 0.1, B; = By = 0, ve f(z) = sin(rz)
almsm. B = 0 durumunda tam c¢oziimiin u(z,t) = sin(rz)e ™' oldugu
gosterilebilir. Asagidaki sonlu fark metodlarimi mukayese edebilmek icin bu
gercek ¢Oziimiin miimkiin oldugu hallerde hatanin mertebesini bulabilmek

icin t, = nAt zamanindaki hata goyle tanimlansin:

Hata(t,) = |Ju(.,t,) —o"||x

= \/(hz (2, t) — 1) (4.3)

burada toplam, biitiin ag noktalarinda yapilmaktadir.

Simdi (4.1) denkleminin yaklagik ¢6ziimiinii 3 farkh sonlu fark metod ile
¢oziip, bu yontemlerin ne zaman kararl yaklagik ¢6ziim verdiklerini genlik

faktorlerini bularak incelenecektir.

1. Acik Ileri Euler
2. Kapali Geri Euler

3. Crank-Nicolson

Her bir yontemde ortaya cikan denklem sistemi lineer olmadigi i¢in, bu
denklem sistemlerini Newton-Raphson metodu ile c¢oziilecektir. Simdi

sirasiyla bu metodlart ve metodlarin varsa yakinsakhigi icin kararlilik

2

0“ch o e .
% degerini sol ug

kogullarini problemin 3 = 0 hali igin ele alinacaktir. -

smir degerinde, i = 0 i¢in Tablo (4.2) ile verilen ileri fark formiiliinii; sag
ug sinir degerinde, i = M igin Tablo (4.2) ile verilen geri fark formiiliinii

kullanarak yazilacaktir (Rao 2002, pp. 514-515).
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Tablo

4.1: Sonlu Fark Formiilleri

Yaklagim tipi Formiil Kesme Hatas1
ileri farklar fl= fz(+1 )fz) O(Ax)
f// _ (fixa=2fir1+f)
i (Az)?
fr = (fi+3—=3fit2+3fir1—fi)
i (Ax)3
f//// _ (fixa=4fit3+6firo—4fix1+Si)
_ (Az)
geri farklar fl= (Af;) 1) O(Ax)
f// _ (fi—2fic1t+fi2)
(Lz)?
f/// _ (fi=3fi1+3fi—2—fi_3)
(Az)3
f//// _ (fimAfio1+6fi—o—4fi—s+fi—4)
P (Lz)?
merkezi farklar | f/ = % O(Az?)
f// _ (fixr=2fitfi-1)
i (Ax)?
f/// _ (figa—2fira+2fi1—fi—2)
P = 2(5)?
f//// _ (fixo—4fir1+6fi—4fi_1+fi_2)
P (Az)t

Tablo 4.2:

Yiiksek Mertebeden Sonlu Fark Formiilleri

Yaklagim tipi Formiil Kesme Hatasi
Tars 1 (=firo+4fit1-3fi) 2
ileri farklar fl= Shx O(Ax)
f// _ (=firs+4firo—5fit1+2fi)
(Ax)?
f/// _ (=3fiqat14fiy3—24fi42+18fi11—5f:)
P = 3(on)?
f//// _ (=2fiys+11fi1a—24fi13+26fi12—14fi11+3fi)
— (Lz)t
. / Bfi—4fi_1+fi2 2
geri farklar fl= %@f) O(Ax?)
f// _ (fi=5fi1+4fi2—fi3)
(Ax)?
f/// _ (5fi—18fi_1+24fi_2o—14fi_3+3fi—4)
P = 2(5n)?
f//// _ (Bfi—14fi 1426f; _2—24f; 3+11f; 4—2fi_5)
— (Az)t
merkezi farklar | f/ = f’+2+8fg(lA§)f"1+f“2) O(Ax)*
f// _ (=figo+16fi41—30f;+16f;_1—fi—2)
12(Ax)?
f/// _ (=fiy3+8fita—13fit1+13fi1—8fi_2+fi—3)
i = 8(Aa)
f//// _ (=fit3+12fi10—39fi11+56fi—39fi—1+12fi_o—fi—_3)
i = 6(8a)"
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4.1 LINEER DURUM

(4.1) denkleminde 3 = 0 alinarak, Acik ileri Euler metodu, Kapal Geri Euler
metodu ve Crank-Nicolson metodu ile olugacak lineer denklemler agagida

sirasiyla incelenecektir.

4.1.1 Acik Ileri Euler Metodu

Bu yontemde (2.6) denkleminde egitligin solundaki 1.mertebeden olan ifadeyi
ileri-fark yaklagimiyla ve sagindaki 2. mertebeden ifade de merkezi-fark
yaklagimiyla yer degistirilirse, agagidaki ifade elde edilir:

n+1 n no__ n n
G G G~ 260+l

7 7

At (Azx)?

+ B (1 —=c})

Bu ifade de asagida Acik Ileri Euler Metodu dedigimiz ardisik metod ile

coziilebilir:
AT =N +A) + (1 =20 + AtB (1 — ) . (4.4)

burada A = (AA—;)Q, ve i = 1,2,...,M — 1. Burada p = 0 durumunda

algoritmanin kararlilik kogulunu bulmak icin, von Neumann analizi ile

n _ n,ijo
i =g"e

ifadesini (4.4) dekleminde koyarsak su ifade bulunur:

g=Me" +e7) + (1 —2)\) = 2\(1 — cos(|])) . (4.5)

Yakisaklik igin |g| < 1 kogulu saglanmasi gerektiginden, kararlilik kogulu su
sekli alir:

At
<

A= (Az)? —

(4.6)

DO | —

Bu kosul ise Ax degerini daha duyarli sonu¢ icin azaltildiginda, zaman
adimi At degerini de kararlilik kosulu saglansin diye daha fazla igslem yapma
maliyetinde kiigiiltiilmesi gerektigini soyliiyor.
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Acik ileri Euler Metodu

0,0008
0,0007

0,0006 /
0,0005

0,0004 /

0,0003

0,0002 /

0,0001 /

0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1 0,12

Hata

t (Zaman)

Sekil 4.1: At = %, Ax = 2—10 ve A = 0.4 icin hata grafigi (AIEM)

Sekil 4.1’ den goriilecegi iizere, Az = 1/20, zaman adim1 At = 0.1/100

alindiginda
At

(Az)?
olmakta ve kararhlik kogulunu (A < 1/2) saglamaktadir. Bu da kabul

A=

=04<

N | —

edilebilir bir hataya sahiptir. Maksimum hata 7.5 x 10~ dir.
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Acik ileri Euler Metodu

0,8

0,7
0,6

0,5

0,4
0,3 l
/
0,1

_/

0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1 0,12

Hata

t (Zaman)

Sekil 4.2: At = &L Az = L ve A = 0.625 i¢in hata grafigi (AIEM)

Sekil 4.2” de, Az = 1/25, zaman adimi At = 0.1/100 alindiginda A = 0.625

olup, kararhlik koslulu ihlal edilip, Sekil 4.4 ¢6ziim grafiginde de sapmanin
cok yiiksek oldugu goriilmektedir.
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Acik ileri Euler Metodu

0,0012

0,001

0,0008 /
0,0006 /

0,0004 /

0,0002 /

0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

Hata

t (Zaman)

(Szl;ghé/l[)ii At = % Azx = 2—15, A = 0.625 i¢in yakinlagtirilmig hata grafigi

Sekil 4.3, 0 ile 0.008 araliginda Sekil 4.2 grafigi yakinlagtirilarak cizdirilmigtir.
Hatanin dagiliminin daha net bir gekilde gosterilmesi saglanmigtir. Kararlilik

kogulu ihlal edilmigtir.
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Agik lleri Euler Metodu

c(x,t) (Yogunluk)

0.04

x (Konum) t (Zaman)

Sekil 4.4: At = %, Ax % ve A = 0.625 igin ¢oziim grafigi (AIEM)

Sekil 4.4, Acik Tleri Euler Metodu kullanilarak, At = %, Ax = %, A =0.625
alimarak, ¢oziim grafigi ¢izdirilmistir. Grafikte de goriilmektedir ki t(zaman)

degeri sifirdan uzaklagtikca sapmalar olugmustur.
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Acik ileri Euler Metodu

0,0012
0,001

0,0008 /

0,0006 /

0,0004 /

0,0002 /

0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1 0,12

Hata

t (Zaman)

Sekil 4.5: At = % Az = - ve A = 0.5208 icin hata grafigi (AIEM)
Sekil 4.5, Az = 1/20, zaman adim1 At = 0.1/77 alindiginda A = 0.5208 olup,
kararlilik kogulu ihlal edilmesine kargin hata hala kabul edilebilir bir oranda

olup bu da kararlilik kogulunun yeter bir kosul oldugunu ama gerek

bir kosul olmadigini gostermektedir.
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Agik ileri Euler Metodu

. 0.8
é 0.6
§ 0.4 7 o .
& i “""”7 N i;x_
o2 .[”7” 7? \\\\\ \\\\\\\\ \\ \\\\\\ \\\\\\\\\\\\\\\\
0 =i

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ _

x (Konum)

-

t (Zaman)

Sekil 4.6: At = %1 Az = & ve A = 0.5208 icin ¢Oziim grafigi (AIEM)

Sekil 4.6, Az = 1/20, zaman adim1 At = 0.1/77 ve A = 0.5208 alinarak, Acik

Ileri Euler Metodu kullanilarak ¢oziim grafigi cizdirilmistir. Kararhlik kogulu
ihlal edilmistir.
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4.1.2 Kapal Geri Euler Metodu

Bu boéliimde (4.1) denkleminde, esitligin solundaki 1.mertebeden olan ifade
geri-fark yaklagimiyla ve sagindaki 2. mertebeden ifade de merkezi-fark
yaklagimiyla degistirilirse, agagidaki ifade elde edilir:

- _ Gy — 26ty

At (Azx)?

+ B (1 —=ct) . (4.7)

Bu ifade diizenlenirse, Acik Ileri Euler Metodu dedigimiz ardigik metot su

hali alir:

=G + (1420 — Ay, — At (1 —¢f) = At (4.8)

()

burada A = (AA—;)Q, ve i = 1,2,...,M — 1 dir. Burada 8 = 0 durumunda
algoritmanin kararlilik kosulunu bulmak igin, von Neumann analizini

kullanarak
cj = gre'’ (4.9)

ifadesini (4.7) dekleminde koyulursa su ifade bulunur:

1
1+ 2X(1 — cos(0))

1 . .
= XL (142)) =X, g =

; (4.10)

Buradan her A ve 6 degerleri igin |g| < 1 oldugu goriiliir.
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Kapali Geri Euler Methodu
0,002
0,0018

0,0016 /
0,0014
0,0012 /
0,001 /
0,0008
0,0006 /
0,0004 /
0,0002 /

Hata

0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1 0,12

t (Zaman)

Sekil 4.7: At = %10, Ax = % ve A = 0.4 igin hata grafigi (KGEM)

Sekil 4.7 de, Az = 1/20, zaman adim1 At = 0.1/100 alinarak, Kapali Geri

Euler Metodu kullanilmistir. Maksimum hata 1.8 x 1072 olarak bulunmustur.
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Kapali Geri Euler Metodu

0,002
0,0018

0,0016 /

0,0014

0,0012 / /

0,001 //

0,0008 // — A o4
oioooe // — A o6
0,0004 /

0,0002 /

0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1 0,12

Hata

t (Zaman)

Sekil 4.8: At = %L, A = 0.4 ve A = 0.625 i¢in hata grafigi (KGEM)

Sekil 4.8" de, Ax = 1/20 ve Az = 1/25, zaman adim
At = 0.1/100 almdiginda hatalar arasindaki fark goriilmektedir.
Az = 1/20 iken maksimum hata 1.8 x 1073, Az = 1/20 iken

maksimum hata 1.6 x 1073 olarak bulunmustur.
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Kapall Geri Euler Metodu

0.5 2

cx, ) (Yodunluk)

\\
\\\\ \\\\\ \\\\\\\\\\\\\\\\\\\

T W \\
e \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\QQ\\\\\\\\\\\
0.1

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
\\\\\\\\\\\\\\\\

0.5

x (Konum) t (Zaman)

Sekil 4.9: At = OT Axr = 20, A = 0.4 i¢in ¢oziim grafigi (KGEM)

: . _ 01 _ 1
Sekil 4.9, Kapal Geri Euler Metodu kullanilarak, At = 35, Ar = 55 ve
N =

0.4 alinarak, ¢oziim grafigi cizdirilmigtir. Grafik her t degeri i¢in

cizdirilmigtir.
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4.1.3 Crank-Nicolson Metodu

Adim, bu yontemi 20. yiizyihn ortalarinda bulan John Crank ve Phyllis
Nicolson” dan alan bu metotda, zaman tiirevi ileri fark formiilii kullanilarak,
konum tiirevi ise probleme uygun olan fark formiilleri ile yazilan n ve n + 1
adim tiirevlerinin ortalamasi alinarak elde edilir. Bu boélimde (4.7)
denklemine geri doniip bu metodu iyilestirmeye caligilacaktir. Simdiki haliyle,
yontemde, eger  merkezi  fark = denkleminde  yaklagimi = zaman
adimi1 olarak % aldindiginda  egitligin  sagindaki ifade n zaman
adimindaki ~ degere  gore, sol  tarafindaki  denklem  de n
ile n — 1 =zaman adimlan  arasindaki fark  yaklagimlarini
vermektedir. Bu da tutarsizlik gostermekdir. Bunun yerine denklemin
sag tarafinda n ile n + 1 adimlar arasinda dengeyi kurabilmek amaciyla
orta nokta alimr. Bunu yapabilmek i¢in (4.7) denkleminin sag tarafinda

merkezi farklarin n ile n+1 adimlar: arasinda ortalamas: alinir. Bu durumda

agagidaki denklem elde edilir:

Attt —en 1 = 2ar +
1 (Az)?
Ciy1 — 26 + ity
Az
HB(E + ) /2(1 = (] + ) /2) (4.11)

—/\c?fll +2(1+ /\)cq.IJrl — /\CI.L_Jrl1 = A +2(1 = AN + Ay (4.12)

(2

(4.9) denklemini (4.12) denkleminde yerine koyulursa:
2g(1 + A1 —cos(0))) = 2(1 — A(1 — cos(6))) (4.13)

Buradan da

1= X1 —cos(0))
14+ — cos(0))’

g (4.14)

lg| < 1 egitsiziligi her kogulda saglandigindan elde edilen sistemin kogulsuz
kararli oldugu soylenir.
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Crank-Nicolson Metodu

0,0006
0,0005 //_
0,0004
i / L
= 0,0003
= =

/ / — A -oa
0,0002 // — /] =0.625
0,0001

0,02 0,04 0,06 0,08 0,1 0,12

o

t (Zaman)

Sekil 4.10: At = 555, Az = 55, A = 0.4 ve XA = 0.625 icin hata grafigi (CNM)

Sekil 4.10° da, farkli A degerleri i¢in hata grafigi goriilmektedir. Maksimum
hata grafikten de goriildiigii gibi diger metotlarla elde edilen hatalardan daha
kii¢iiktiir. Bu durum Crank-Nicolson yonteminin diger yontemlerden daha iyi
calistigini gosterir. Maksimum hata A\ = 0.4 iken 5.2 x 1074, X\ = 0.625 iken
3.3 x 107* ” diir.

A =0.4ve A =0.625 i¢in ¢oziim grafiklerine de bakilabilir:
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Crank-Nicolson Metodu

c(x,t) (Yogunluk)

L \\ \\\\\\\\\\\\\\\\

\\\\\\\\\\

t (Zaman)

Sekil 4.11: At = ?—(')}), Axr = 20, A = 0.4 i¢in ¢oziim grafigi (CNM)

Sekil 4.11, Crank-Nicolson Metodu kullamilarak, At = Ar = 2

160 20 V¢
A = 0.4 alimarak, ¢oziim grafigi ¢izdirilmigtir. t(zaman) sifirdan uzaklagtikca

coziimdeki degigim grafikte goriilmektedir.
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Crank-Nicolson Metodu

clx,t) (Yogunluk)

\\\\\\

\\\\\\\\\\\\\\\\\
\\\\\\\\\\\\\ \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
\\ L \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

S \\\\\\\\\

A

01

0
x (Konum) 0 t (Zaman)

Sekil 4.12: At = OT Axr = 25, A = 0.625 i¢in ¢oziim grafigi (CNM)

(oziim grafikleri de gostermektedir ki Crank-Nicolson metodu daha iyi sonug

vermektedir. A nin her degeri i¢in bu metot ¢aligmaktadir.
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4.2 LINEER OLMAYAN DURUM

B # 0 oldugu durumda, 1-boyutlu simir deger problemini, yaklagik ¢6ziimii
sonlu farklar metodu ve ortaya cikan lineer olmayan denklem sistemleri de
Newton-Raphson metodu ile ¢oziilerek ¢oziim grafikleri elde edildi. Newton-
Raphson metodunda duyarliik 10~7 olarak alindi. Farkli 3 # 0 degerleri icin

herbir metot ile olugan grafikler asagida yer almaktadir.

4.2.1 Acik Ileri Euler Metodu

g = 0.006, B = 100, 8§ = 250 ve 8 = 500 degerleri kullanilarak
¢oziim grafikleri olugturulmustur. Bu grafikleri ¢izmek icin once fortran
programinda yazilan kod ile degerler olugturulmugtur. Olugan degerler
ile matlab programinda mesh komutu kullanilarak coziim grafikleri elde

edilmigtir. Bu grafikler sirasiyla asagida yer almaktadir:
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B = 0.006 i¢in :

Acik ileri Euler Metodu

o
o

o
o

cx.b) (Yodunluk)

0.1
63 o
0.04
0.02
x (Konum) ° 0 t (Zaman)
Sekil 4.13: At = %, Ax = %, A =04 ve f = 0.006 i¢in ¢oziim grafigi

(ATEM)

Sekil 4.13, Acik Ileri Euler Metodu kullanilarak, At = %, Ax = %, A=04

ve = 0.006 alinarak, ¢oziim grafigi ¢izdirilmigtir. Olusan grafikte baglangic

kogulunun ve sinir kogullarinin etkisi de goriilmektedir.
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B =100 igin :

Acik lleri Euler Metodu

-

o
[

o
o

c(x,t) (YoJunluk)
o
oy

/

=

=
— /
=
=
=
=

<
o

N \\\\\

-0
i

0.06
0.04
0.02

X (Konum) t (Zaman)

Sekil 4.14: At = 3=, Aw = 55, A = 0.4 ve f = 100 i¢in ¢dziim grafigi (AIEM)

Sekil 4.14, Acik Ileri Euler Metodu kullanilarak, At = ?—(')}), Ax = %,
A = 0.4 ve § =100 alinarak, ¢éziim grafigi ¢izdirilmigtir. Grafik her t degeri
icin ¢izdirilmigtir. 5 degerinin artmasi ¢oziimii etkilemektedir. Grafikte de

goriilmektedir ki ¢oziim 1’ den fazla deger almamaktadir.
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250 i¢in :

8=

Acik ileri Euler Metadu

«© © = ™
o o [=] o

(injunBoA) (°x)o

0.1

0.08

0.06

0.5

0.04

0.02

t (Zaman)

x (Konum)

0.4 ve 3 = 250 icin ¢oziim grafigi (AIEM)

A:

1
7A$_2_07

01
100

Sekil 4.15: At

0.1
100°

Sekil 4.15, Acik Ileri Euler Metodu kullanilarak, At =

A= 04ve

250 alinarak, ¢oziim grafigi cizdirilmigtir. Grafik her t

degeri i¢in ¢izdirilmistir. t(zaman) sifirdan uzaklagtik¢a ¢oziim her t degeri

icin degigsmektedir.
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Acik Ileri Euler Metodu
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— [t} (=
o

GinunBoA) (32

0.5

X (Konum)

0.4 ve 3 = 500 icin ¢oziim grafigi (AIEM)

A:

1
) 1317__ 20°

01
100

Sekil 4.16: At

Sekil 4.16, Acik Ileri Euler Metodu kullanilarak, At

ve § = 500 alinarak, ¢éziim grafigi ¢izdirilmigtir.

Farkli 8 degerleri kullanilarak cizdirilen grafiklerde de goriilmiigtiir ki [

degerinin artmasi c(hiicre konsantrasyonu)’ nin zamana gore degisimini

etkilemektedir.
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4.2.2 Kapali Geri Euler Metodu

Kapali Geri Euler Metodu ile § = 0.006, 8 = 100, = 250 ve § = 500
degerleri kullanilarak ¢oziim grafikleri olugturulmugtur. Bu grafikleri ¢izmek
icin Once fortran programinda yazilan kod ile degerler olugturulmus, olusan
degerler ile matlab programinda mesh komutu kullanilarak ¢oziim grafikleri

elde edilmistir. Bu grafikler sirasiyla agagida yer almaktadir:
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B = 0.006 i¢in :

Kapall Geri Euler Metodu

1 Bl |

05— 7

c{x,t) (Yogunluk)
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L o

_— ""‘“‘“\\\\\\\\\\\\ -

0.5

X (Konum)

Sekil 4.17: At = 4L

1060 AT =
(KGEM)

20’

Sekil 4.17, Kapali Geri Euler Metodu kullanilarak, At =

A=04ve =

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
MRS

\\\\
\\\\\\

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\QQ\\\\\\\\\\\\

\\\\\\\\\\\\\\\

0.08
0.06

0.1 _
1007 AZ’ =

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

0.1

A =04 ve g = 0.006 i¢in ¢oziim grafigi

1
20°

0.006 alinarak, ¢oziim grafigi ¢izdirilmigtir. Grafik her t

degeri i¢in ¢izdirilmigtir. t(zaman) sifirdan uzaklagtikga ¢oziim her t degeri

icin degigmektedir.
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B =100 igin :

Kapali Geri Euler Metodu

iy \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ \\\\\\\\\\\
\\\\\\\\\\\\\ \\\\\\\\\\\\\\\\\ \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ 0.1
0.5 0.06 008
X (Konum) 0 0 -

t (Zaman)

Sekil 4.18: At = 24, Az = 5, A = 0.4 ve 3 = 100 i¢in ¢dziim grafigi (KGEM)

Sekil 4.18, Kapali Geri Euler Metodu kullanilarak, At = %, Ax = %,
A = 04 ve B = 100 alinarak, coziim grafigi cizdirilmigtir. Baglangic
kosulunun parabolik etkisi goriilmektedir ve t(zaman) degeri sifirdan

uzaklagtikca ¢oziimdeki degisim grafikte goriilmektedir.
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B = 250 igin :

Kapal Geri Euler Metodu

25~
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Sekil 4.19: At = 24, Az = 5, A = 0.4 ve 3 = 250 i¢in ¢dziim grafigi (KGEM)

: ) _ 01 _ 1
Sekil 4.19, Kapali Geri Euler Metodu kullanilarak, At = 35, Ar = 55,

A = 0.4 ve 8 = 250 alinarak, ¢oziim grafigi ¢izdirilmigtir. S degerinin artmasi

¢oziim grafigini etkilemektedir.
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500 i¢in :
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Kapall Geri Euler Metodu
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0
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Sekil 4.20, Kapali Geri Euler Metodu kullanilarak, At

A

0.4 ve 8 = 500 alnarak, ¢oziim grafigi cizdirilmigtir.
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4.2.3 Crank-Nicolson Metodu
Crank-Nicolson Metodu ile g = 0.006, § = 100, § = 250 ve 8 = 500

degerleri kullanilarak ¢oziim grafikleri olugturulmugtur. Bu grafikleri ¢izmek
icin once fortran programinda yazilan kod ile degerler olusturulmustur.
Olugan degerler ile matlab programinda mesh komutu kullanilarak ¢6ziim
grafikleri elde edilmigtir. Grafiklerde de en iyi sonucun Crank-Nicolson
Metodu ile alindig1 goriilmektedir. Bu grafikler sirasiyla agagida yer almak-
tadir:
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B = 0.006 i¢in :

Crank-Nicolson Metodu
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Sekil 4.21: At = {5, Ar = 20, A =04 ve g = 0.006 i¢in ¢oziim grafigi

(CNM)

Sekil 4.21, Crank-Nicolson Metodu kullanilarak, At = 2L Az = 2

100° 20°
A =04 ve § = 0.006 alinarak, ¢oziim grafigi ¢izdirilmigtir. Grafikte sinir

ve baglangig kogullarimin etkisi goriilmektedir. Grafik her t(zaman) degeri

icin cizdirilmigtir.
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Sekil 4.23, Crank-Nicolson Metodu kullanmilarak, At =

A=04vef

250 alinarak, ¢oziim grafigi ¢izdirilmigtir. t(zaman) sifirdan

uzaklagtik¢a ¢oziimdeki degisim grafikte goriilmektedir.
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Sekil 4.24, Crank-Nicolson Metodu kullanilarak, At

ve 3

gi ¢izdirilmigtir.

, ¢Oziim grafi

500 alinarak

(izdirilen grafiklerde de goriilmiigtiir ki en iyi sonu¢ Crank-Nicolson metodu

ile alinmaktadar.
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4.2.4 Crank-Nicolson Metodu ile Olusan Lineer Olmayan
Denklem Sisteminin Sayisal C6ziimii

(4.1) denklemine Crank-Nicolson metodun uygulandiginda (4.15) denklemi

elde edilir. Denklem yeniden yazilirsa:

gt —¢ 1l =260 + g
A 3 (Az)2
Cip — 26 TGy
B
HH(E 4+ /2010 = (¢ + ) /2)
2(0?“ -c) = )‘(C?jll - 20?“ + C?—Jrll +cty —2¢] + 1)

+BAHET 4 ) (2 — T — ) (4.15)

)

i degerleri (4.15) denkleminde yerine koyulursa [0, 1] araliginda N+1 tane

nokta i¢in N+1 tane lineer olmayan denklem tanimlanir :

i = 0 i¢in:
Al d™ ) =@ =0=0
i =1 icin:
1 1 1 1
f2(08+ 7C?+ ,...,CR{F ) = 2(6711+ _6711)

— At =2 p et - — 2e) + )
FOAH AT + ) (2 = T = )

=0
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i = N-1 i¢in:

fN(CBH_l, C?+17 sy CRT—’_I) = 2(67]?_—11 - CR/—I)
_/\(CRI—H - QC}IVJF—ll + CT]tf—’——IQ +cy — 2cj 4 + o)
—|—5At(c§i,+_11 + )2 — C7]if+—11 —Cn_1)

=0

i = N icin:

n+1 n+1 n+1\ _ n+1 _
fvaa (e i ) =y —0=0

et sol smir degerini |, ¢! ise sag siir degerini vermektedir. Smir kogullar:

olarak her ikisi de sifir alinmigtir.

Bu sistemin ¢6ziimii i¢in Newton-Raphson yontemi kullanilacaktir. Bélim 5’

de yontem ve algoritmasi yer almaktadir.

Newton-Raphson yonteminde kullanilacak N +1 x N +1 lik bir tane Jacobian

matris olugturulur.

of of Af1
dco dcy Tt Qe
of2 af2 9fz
3 3 3
C(X) — (&) :Cl CN
Ofny1  Ofnt1 OfNt1
dco Ocy T den

Bu olugan matris ve boliim 5’ de kullanilacak J(#) matrisidir.
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5 LINEER OLMAYAN DENKLEM SISTEM-
LERININ SAYISAL COZUMU

5.1 NEWTON-RAPHSON METODU

Lineer olmayan denklem sistemlerinin ¢Oziimii igin, sabit nokta
iterasyonundan daha genel ve algoritmik bir yontem verilecektir. Bir

boyutlu uzay icin sabit nokta iterasyonunda

9(x) =z — ¢(z) f(z)

ozelligini saglayan ve g nin p sabit noktasina ikinci dereceden yakinsakligini
veren bir ¢ fonksiyonu bulunur. Newton yontemteminde ¢(z) = ﬁ olarak
secilir. Burada f'(z) # 0 dir. Benzer yontem kullamlarak n— boyutlu uzay

i¢in a;;(z) elemanlar1 RN™ den R’ ye fonksiyon olan

CL11(@ alz(@ aln(@
Alx) = ‘Clgl(fﬂ) a22.(33) o .azn(x)
1 (Z)  apa(Z) ... app(T)

matrisi yazilir. Bu durumda problem, G nin p'sabit noktasinda tekil olmayan

ve F (¥) = 0 ¢oziimiine ikinci dereceden yakimsayan

G(T) =7 — A@)'F(D) (5.1)
ozelligini saglayan A(Z) matrisini bulmaya indirgenir.
TEOREM 5.1 Kabul edelim ki, p , bazs G = (g1,92,..,9n)" : R" —

R fonksiyonlary i¢in G(Z) =& denkleminin bir ¢ozimi olsun. Bagka bir

deyisle,

G<x1ax2> s ,an) = (gl(xl,xQ, s 7xn)792($17x27 s 7-Tn)7 s agn<x1ax2> s 7xn))t
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91,92, - - - » Gn fonksiyonlarina G ’nin koordinat fonksiyonlary denir.
Eger,
1. Herbiri=1,2,...,nvej=1,2,....,n i¢in % tiirevs
J
N5 = {7 : || — p]| < &} dzerinde strekli

2. Her biri = 1,2,...n , 7 = 1,2,...,n ve k = 1,2,....n olmak tizere
0%gi(x)/(0x;0x;) tirevi , tiim x € Ny igin sirekli ve baze M sabiti igin
0% i) (9,0,)| < M ise

3. Her biri=1,2,..,nvej=12...n i¢n 0g(p)/(0x;) =0

olacak sekilde 6 > 0 sayist varsa, bu durumda oyle bir 6 <9 sayLst

vardur ki, herhangi bir 2 icin
170 —pl <6

olmasi kosulu ile

7)) — G(f(k—l))

dizisi p’ ye ikinci dereceden yakinsar.
Bundan bagka k£ > 1 igin

n*M
2

175 = Pl < 179 — P2

seklindedir.

A(Z), n x n tipinde tekil olmayan bir matris ve b;Z, A~!(Z) matrisinin .

satir ve j. siitununun kesigtigi yerdeki elemani olsun.

oldugundan,
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fonksiyonun kismi tiirevleri

agxf):{l—zy (@) (@) + [EFE@E) i }

Oy, =Y b (DG (@) + [(@) 5@ i Ak
seklindedir.
5.1 Teoremine gore her bir ¢« = 1,2,....,.n ve j = 1,2,...,n i¢in

0gi(p)/(0x;) = 0 olmast gerekir. Bu demektir ki, ¢ = & i¢in ,

me 2250

ya da

0
Z b (P 7) = 1 (5.2)
dir. k£ # i icin
O—Zb” 8fﬂ 5),

n

me

j=1

ya da

(ﬁ) =0 (5.3)

dir. 1—boyutlu Newton formiiliindeki tiirev ifadesi yerine J(¥) ile gosterilen

n x n Jacobian matrisi gelir:

3f1 ofi(@)  0fi(2) 0f1(&)
ox e ox
oty ogs 8>(7)
J(x—_») _ ‘ awl 69.52 e . Oxn
0fn(E)  0fn(2) Ofn(Z)
ox1 Oxo e O0xn,

Bu denklemlerden
(A~ D)) J(p) = 1
olmasi gerektigi goriiliir. Buradan

A(p) = J(p)

elde edilir. Yani A(Z) uygun bir se¢im, Teorem 5.1'in in (d77) kosulu
saglanacak gekilde A(Z) = J(Z) olmasidir.
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G fonksiyonu

G() =7 — (J7'(2))F (@)
olarak tanimlanir, fonksiyonel iterasyon icin x(*) baglangic degeri secilir ve
k > 1 icin iterasyon

#® = G(F*F V) = g+ — (JHERD)F (k) (5.4)

seklinde elde edilir.

Bu yontem lineer olmayan denklem sistemleri i¢cin Newton-Raphson yon-
temi olarak bilinir. Eger baglangi¢ kogulu yeterince dogru ve (J~1(p)) mevcut
ise, (5.4) dizisi verilen denklem sisteminin sabit noktasina ikinci dereceden

yakinsar.

Newton-Raphson yonteminin genellikle biiylik denklem sistemlerinin
¢oziimiinde tercih edilmemesinin nedeni her iterasyonda J(Z) ve
J71(#) matrislerinin hesaplanmasidir. Bu olumsuzluktan kurtulmak
icin J(Z®)) 7 = —F (&™) olacak sekilde 7 vektérii bulunur. Z*+1 degerini

hesaplamak icin bu defa i vektorii 2 ile toplanir.

Bununla ilgili algoritma agagida verilmistir (Bayram 2009, ss. 401-405).

5.1.1 Newton-Raphson Algoritmasi

Bu algoritma & baglangig kogulu verilen F(Z) = 0 lineer olmayan denklem

sisteminin yaklagik ¢o6ziimiinii bulur.
Girdi
n: denklem ve bilinmeyen sayist;

7= (21, ..., 2,)" baglangig degerleri ;
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TOL: tolerans ;

N: maksimum iterasyon sayisi.

CIKTI

—

T = (x1,...,7,)" yaklagik ¢oziimii ya da maksimum iterasyondan sonra

algoritmanin bagarisiz olduguna ait mesaj.

1.Adim : k£ = 1 aliniz.

2.Adim : k£ < N oldugu siirece 3-7. Adimlar tekrarlayiniz.

3.Adim : F(Z) ve J(Z) degerlerini hesaplayiniz. Burada 1 < 4,5 < n i¢in
J(Z)ij = (0£:(7)/0;).

4.Adim : n x n tipindeki J(7)y = —F(Z) lineer denklem sistemini ¢oziiniiz.
5.Adim : ¥ = ¥ + ¢ aliniz.

6.Adm : Eger ||y]| < TOL ise ,CIKTI (Z);

(iterasyon bagariyla tamamlandi).

DUR

7.Adim : kK =k + 1 aliniz.
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8. Adim : CIKTI (maksimum iterasyondan sonra iglem bagarisizlikla sonug-

land.)

DUR (Bayram 2009, ss. 401-405).
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6 TARTISMA

Problem 1-boyutta sonlu fark metotlar1 ile lineer ve lineer olmayan
durumlarda incelendi. Denklemin lineer oldugu durumda Fourier analizi
yardimiyla sonlu fark metotlarinin kararhihig: icin gerek ve yeter kosullari
bulundu. Acik Ileri Euler Metodu icin A\ = (AA—;)Q < % kosulu bulundu.
Bu kosul ise Az degerini daha duyarli sonuc¢ icin azaltildiginda, zaman
adimi At degerini de kararlilik kogulu saglansin diye daha fazla iglem yapma
maliyetinde kiiciiltiilmesi gerektigini soylemektedir. Ayrica, kararlilik kogulu
ihlal edilmesine kargin hata hala kabul edilebilir bir oranda olabilir. Bu da
kararlilik kogulunun yeter bir kosul oldugunu ama gerek bir kosul olmadigini
soylemektedir. Kapali Geri Euler Metodunda ayni gekilde Fourier analizi
yardimiyla kararlilik kogulunu bulunmaya calisilmigtir. Ancak bu metot igin
bir kararlilik kogulu bulunmamaktadir. Farkli A degerleri icin yaptilan hata
analizlerinde ise A\ degeri biiyiidiikge hata degerinin kiigiildiigii goriilmektedir.
Crank-Nicolson metodunda ise kararhlik i¢in hi¢bir kogul bulunmamaktadir.
Her A degeri i¢in metot caligmakta ve en iyi sonuclar1 vermektedir. Crank-
Nicolson metodu ile hata analizi yapildiginda hatalarin ¢ok kii¢iik oldugu

goriilmektedir. Asagidaki maksimum hata tablosunda her metodun farkli A

degerleri i¢cin maksimum hatalar1 verilmigtir.

Tablo 6.1: Maksimum Hata

Metod A= (AA—;)Q degerleri | Maksimum Hata
Acik Tleri Euler Metodu 0.4 7.5 x 1074

0.625 72 x 1071

0.5208 1.09 x 1073
Kapali Geri Euler Metodu | 0.4 1.8 x 1073

0.625 1.6 x 1073
Crank-Nicolson Metodu 0.4 5.2 x 10~*

0.625 3.3 x 1071

B # 0 oldugu durumda, 1-boyutlu sinir deger problemi, yaklagik ¢oziimii

sonlu farklar metotlar1 ve ortaya ¢ikan lineer olmayan denklem sistemleri de
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Newton-Raphson metodu ile ¢oziilerek ¢oziim grafikleri elde edildi. Newton-
Raphson metodunda duyarliik 10~7 olarak alindi. Farkli 3 # 0 degerleri icin

herbir metot ile grafikler olugturuldu.
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7 SONUC

Beyin tiimorii problemi 1-boyutta bir sinir deger problemi olarak ele alinip
ve yaklasik ¢oziimii sonlu farklar metotlar1 ve ortaya cikan lineer olmayan
denklem sistemleri de Newton-Raphson metodu ile c¢oziildi. Bunun
neticesinde en iyi sonuglar Crank-Nicolson metoduyla elde edildi. Probleme

yeni parametreler eklenebilir ve 2-boyutta caligmalara devam edilebilir.
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EKA.1

Acik Ileri Euler Metodunun fortran programinda yaziladkaagida verilmitir.
IMPLICIT REAL*8 (A-F,0-2)

COMMON /JUNK!/ PIS,zero,one,two,three,rho
COMMON /JUNK1/ N

COMMON /JUNKZ2/ deltat,deltax,E,xlamda,epsi
DOUBLE PRECISION PIS,zero,one,two,three,rho
DOUBLE PRECISION Pl,ac,GG,A1(12)

DOUBLE PRECISION FF(0:501)

DOUBLE PRECISION X(0:500)

DOUBLE PRECISION RHS(0:501)

DIMENSION A(501,501)

DIMENSION LV(501)

DOUBLE PRECISION EPSILON,epsi

DOUBLE PRECISION WOLD(0:501)

DOUBLE PRECISION WNEW(0:501)

DOUBLE PRECISION U(0:501)

DOUBLE PRECISION ERROR, SUM,SUM1
INTEGER ITER,N,NIN

PARAMETER (EPSILON = 0.0000001D0)
PARAMETER (NIN = 15)
OPEN(UNIT=NIN,STATUS="UNKNOWN',FILE="1st gtation’)
OPEN(UNIT=7,STATUS="UNKNOWN',FILE="error")
OPEN(UNIT=8,STATUS="UNKNOWN',FILE="hata_lIx)
OPEN(UNIT=9,STATUS="UNKNOWN',FILE="initiafile")
OPEN(UNIT=10,STATUS="UNKNOWN',FILE="err_#@l)
OPEN(UNIT=11,STATUS="UNKNOWN',FILE="t valg®
OPEN(UNIT=12,STATUS="UNKNOWN',FILE="x_valgg
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OPEN(UNIT=13,STATUS="UNKNOWN',FILE='w_valsg
OPEN(UNIT=14,STATUS="UNKNOWN',FILE="errorlamda_dtdx")
rewind(7)
rewind(8)
rewind(9)
rewind(10)
rewind(11)
rewind(12)
rewind(13)
rewind(NIN)
epsi =0.01D0
zero=0.0d0
one=1.0d0
two=2.0d0
three=3.0d0
rho=1.050d0
rho=0.010d0
rho=zero
ikey =1
msay=0
Pl = 4.0D0O*DATAN(one)
P1S=2.0D0 * PI
ipiv=0
prec=0.d0
ind A=1
write(6,*) 'enter N for deltax value'
read(5,*) N

write(6,*) 'enter deltat value'
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read(5,*) deltat
write(6,*) 'enter N for deltax value'

ntp=n+1

ntp=n

nt = 501

time=0.0d0
write(11,3) time
deltax=one/N
xlamda=deltat/(deltax*deltax)
write(8,88) zero,zero
write(6,*) time,'delta t'
write(6,*) deltax,'deltax’
write(6,*) xlamda,'xlamda'
write(6,*) rho,'rho’
itime=100
ifi=0
time=zero
DOI1=0,N
x(i)=i*deltax
u(i)=sin(pi*x(i))
write(6,*) wold(i),'wold at t=0 ',i
wold(i)=0.00010d0+u(i)
write(6,*) x(i),’x i
write(12,3) x(i)
write(13,3) u(i)
enddo
u(0)=zero

u(n)=zero
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wold(0)=zero

wold(n)=zero

sume=zero

zdiff=zero

do mm=0,N
xexact=sin(pi*x(mm))*exp(-pi*pi*time)
sume=sume-+(xexact-u(mm))*(xexact-u(mm))
88 format(f12.8,1x,f12.8)

enddo

doi=1,n+1

do j=1,n+1

a(i,j)=zero

enddo

enddo

time=time+deltat

write(6,*) ' ITERATION NUMBER ="' ITER
write(6,*) ' ERROR ="', ERROR
write(6,*) 'E ="E

write(6,*) 'time t ='time

write(6,*) 'deltax and deltat =", delidealtat
write(6,*) 'xlamda ve rho =" xlamd®
write(6,*) " ---------m-mm oo ", NIN-+Hi
write(7,*) ' ITERATION NUMBER ="' ITER
write(7,*) ' ERROR ="', ERROR
write(7,*) 'E ='E

write(7,*) 'time t ='time

write(7,*) 'deltax and deltat =", deldeltat
write(7,*) 'xlamda ve rho =" xlamdo
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write(7,*) ' --------mm-mme oo '
DO I=0,N
write(9,41) x(i),u(i),wold(i),xlamda,dekaho
+ NIN+ifi

enddo

close(9)

666 ERROR = 0.01D0

do j=1,itime

DO I=1,N-1

FF(l) = F(I,WOLD,U)

enddo

sume=zero
zdiff=zero
do mm=1,N-1
xexact=sin(pi*x(mm))*exp(-pi*pi*time)
sume=sume-+(xexact-FF(mm))*(xexact-FF(mm))
u(mm)=FF(mm)
wold(mm)=0.00010d0+u(mm)
enddo
u(0)=zero
u(n)=zero
wold(0)=zero
wold(n)=zero
write(11,3) time
write(8,88) time,dsqgrt(deltax*sume)
write(14,888) time,dsqrt(deltax*sume),dettaltax,xlamda
DO I=0,N
write(13,3) u(i)
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enddo

3 format(f12.8)

time=time+deltat
if(time.gt.0.1) goto 9999
enddo
888 format(f10.8,1x,f12.8,1x,f10.8,1Qf8,1x,f10.8)
19 format(2f20.15)
20 format(2f20.10)
40 format(4f20.10)
41 format(2f15.10,1x,f5.2,1x,f8.4,1x48 x
+ ,18.4,1x,i4)
51 format(4f13.8)
9999  close(233)
close(10)
close(9)
STOP
END
SUBROUTINE MATINV(A,NN,NDIM,LIG,PREC,IOP)
IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-2)
DIMENSION A(NDIM,NN)
DIMENSION LIG(NN)
ZERO=0.D0
UN=1.DO
DO 12 L=1,NN
LIG(L)=0
PIVOT=DABS(A(L,L))
DO 2 K=L,NN
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Z=DABS(A(L,K))

IF (Z-PIVOT) 2,2,1

1 LIG(L)=K

PIVOT=Z

2 CONTINUE

IF (IOP) 4,4,3

3 PRINT 200,L,PIVOT

4 IF (PIVOT-PREC) 900,900,5

5 K=LIG(L)

IF (K) 8,8,6

6 DO 7 I=1,NN
Z=A(l,L)
A(IL,L)=A(I,K)

7 A(,K)=Z

8 Z=A(L,L)
A(L,L)=UN

DO 9 K=1,NN

9 A(L,K)=A(L,K)/Z
DO 12 I=1,NN

IF (I-L) 10,12,10
10 Z=A(l,L)
A(I,L)=ZERO

DO 11 K=1,NN
11 A(LK)=A(1,K)-Z*A(L,K)
12 CONTINUE
DO 15 J=1,NN
I=NN+1-J
L=LIG(l)
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IF (L) 15,15,13

13 DO 14 K=1,NN

Z=A(L,K)

A(L,K)=A(I,K)

14 A(1,K)=Z

15 CONTINUE

RETURN

900 PRINT 290,PIVOT,PREC

IOP=900

RETURN

200 FORMAT (10X,'PIVOT NUMBER',13,'=',D13.6)
290 FORMAT (10X,'MATRIX SINGULAR....PIVOT=",D4.6,'SMALLER
1THAN PREC=',D13.6)

END

DOUBLE PRECISION FUNCTION F(l,wWOLD,U)
IMPLICIT REAL*8 (A-F,0O-2)

COMMON /JUNK!/ PIS,zero,one,two,three,rho
COMMON /JUNK1/ N

COMMON /JUNKZ2/ deltat,deltax,E,xlamda,epsi
COMMON /JUNK3/ xsi_old,xsi_new

DOUBLE PRECISION PIS,zero,one,two,three,rho
DOUBLE PRECISION U(0:501)

DOUBLE PRECISION WOLD(0:501)

DOUBLE PRECISION zt,zav,zxn,zx0,zx1n,zx10
DOUBLE PRECISION zxxn,zxx0,z1x,z1b,zn,znb,#3,z
DOUBLE PRECISION clamda,xlamda,elamda,alamda
INTEGER I, J,N

u(0)=zero
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u(N)=zero

z1 = (one-two*xlamda)*u(i)
z2 = xlamda*(u(i+1)+u(i-1))
z3=u(i)
z4 = deltat*rho*z3*(one-z3)
f=z1+z2+z4

RETURN
END
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