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ÖZET 

 

BEYİN TÜMÖRLERİNİN MATEMAT İKSEL MODELLENMESİ ve 
ANAL İZİ 

 

Tellioğlu, Reyhan 

 

                                 Uygulamalı Matematik Yüksek Lisans Programı 
                                Tez Danışmanı: Yard. Doç. Dr. Ersin Özuğurlu 
 

                                                          Haziran, 2011,  90 sayfa 

 

Bu çalışmada, beyin tümörlerinin matematiksel modellenmesine neden ihtiyaç 
duyulduğu,  modellenmenin nasıl yapılacağı , oluşan modelin çözüm ve analizinin nasıl 
yapılabileceğinin açıklanması amaçlanmıştır.  

Tezin ilk bölümünde tümör , tümörün  çeşitleri, beyin tümörü , teşhis yöntemlerinin ne 
olduğu bilgileri aktarılmıştır. 

Beyin tümörünün büyümesi problemini 1-boyutlu sınır değer problemi olarak ele alıp, 
yaklaşık  çözümü  sonlu  farklar metotları ve ortaya çıkan  lineer   olmayan   denklem  
sistemleri  de  Newton-Raphson metodu ile çözülmüştür. Sonlu fark  metotlarından  
Açık İleri  Euler, Kapalı Geri Euler  ve Crank-Nicolson Metodu kullanılmıştır.   Model,  
lineer ve lineer olmayan iki durum için incelenmiştir.  

Lineer durum için, Fourier  dönüşümleri yardımıyla kararlılık koşulu Von Neumann 
analizi yardımıyla yapılmıştır.  Tam çözümü bilinen bir denklem için, bu metotlar 
kullanılarak  hata  mukayesesi  yapılmış ve grafikleri   çizilmiştir.   Lineer olmayan   
durum için yukarıda adı geçen sonlu fark metotları uygulanıp sayısal çözümler elde 
edilip grafikleri verilmiştir. 

Anahtar Kelimeler :  Matematiksel Modelleme,  Sonlu Fark Metotları, Von Neumann 
Analizi,  Euler Metodu,  Crank-Nicolson Metodu. 
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ABSTRACT 
 

MATHEMATICAL MODELLING OF BRAIN TUMORS and ANALYSIS 
 

Tellioğlu, Reyhan 
 

Graduate Program of Applied Mathematic 
 

Supervisor: Assistant Professor Ersin Özuğurlu 
 
 

June, 2011, 90 pages 
 

 
This research presents the reasons behind the need for the mathematical modeling of brain 
tumors and the implementation way of the studied models. The solution and analysis of the 
models studied are also intended to explain. 
 
The information about tumors, types of tumor, brain tumor and the diagnostic method for 
tumors are discussed in the first part of dissertation. 
 
The growth in brain tumor is examined as a one-dimensional boundary value problem and the 
finite difference methods such as explicit forward Euler method, implicit backward Euler 
method and Crank-Nicolson method are used for approximate solution. For the non-linear 
problem, after applying these finite difference schemes, we obtain a system of non-linear 
equations and these were solved by the Newton-Raphson method. The models are analyzed 
for linear and non-linear cases. 
 
For the linear case, the Fourier transforms are used for the stability condition in the Von 
Neumann analysis. 
 
For the non-linear case, the same process is made for all three finite difference models 
mentioned above, and the solution graphs are drawn as well. In error comparison, the linear 
part of the problem is considered since the exact solution is known. The corresponding 
solution graphs are drawn. 
 
Keywords: Mathematical Model, Finite Difference Methods, Von Neumann Analysis, Euler 
Method, Crank-Nicolson Method. 
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1 G�R��

Tümör; hücrenin kontrol edilemeyen bir ³ekilde büyümesi ve ço§almas�

sonucu meydana gelen olu³uma verilen isimdir; iyi huylu ve kötü huylu

olmak üzere ikiye ayr�l�r. �yi huylu tümörler, olu³tuklar� bölge ile s�n�rl�d�rlar

ve ba³ka bölgelere yay�lmazlar. Kötü huylu tümörler ise; olu³tuklar� bölgede

büyürler ve ba³ka dokulara da yay�labilirler. Kötü huylu tümörlerin di§er bir

ismi de kanserdir. Kanserli tümörler bir veya birden fazla hücre mutasyonu

meydana getirir ve genellikle h�zl� kontrol edilemeyen büyüme geçirir. Böylece

normal doku fonksiyonu bozulur (Murray 2003, p.538).

Vücudun birçok yerinde tümörler olu³maktad�r. Bu çal�³mada sadece beyin

tümörlerinin kontrolsüz bir ³ekilde yay�l�p, ço§almas� incelenecektir. Beyin

tümörleri; dört evreden olu³maktad�r. Dördüncü ve en kötü evre olan

gliyomlar, tümörlerin en ölümcül olan�d�r. Beyin kanserlerinin %50 den

fazlas�n� gliyomlar olu³turur (Roniotis et al. 2010, pp.501-508). Gliyomlar

yüksek derecede yay�l�mc� ve dokuyu çevreleyip içine s�zan tümörlerdir.

Bu tümörlerin te³hisi için Bilgisayarl� Beyin Tomogra�si(BBT), Magnetik

Rezonans Görüntüleme(MRG), biyopsi gibi yöntemler kullan�l�r. Gliyoman�n

te³hisinden sonra tedavi gereklidir.

'Gliyomlar�n nas�l yay�ld�§� problemi' tedavi için te³his ile ortaya ç�kan

önemli sorunlardand�r. Bunun anlam�, görüntülenen tümörün ötesinde

hücredeki yay�lmad�r ve yay�lma görüntüleme teknikleri ile farkedilemeyebilir.

Bundan dolay� ara³t�rmac�lar, gliyomlar�n büyümesini anlamaya odakland�lar

(Roniotis et al. 2010, pp.501-508).



Tümör büyüme modelleri, gliyom çal�³malar�nda yeni ortaya ç�kan bir çal�³ma

alan� oldu. Ara³t�rmac�lar, matematiksel modeller bulmak ve bu modeller ile

gliyom büyüme prosedürünü aç�klamak için çal�³t�lar (Roniotis et al. 2010,

pp.501-508).

Matematiksel modeller, geli³en süreç ve hastal�klar� analiz ederken, karma³�k

olan yap�y� anlamak için kullan�l�r (Swanson et al. 2002, pp.14-18). Optimum

tedavi yöntemini bulmak için modellemeler yap�lmaktad�r.

Bu çal�³mada, diferansiyel denklemleri kullanarak hücrenin yo§unlu§unun

de§i³im miktar�, hücredeki büyüme ve hücredeki yay�lma ile

aç�klanacakt�r. Matematiksel modelin nas�l olu³turulaca§� ve kullan�lan

paremetrelerin ne anlama geldi§i ifade edilecektir. Olu³an modelin çözümü

için, sonlu fark metotlar�ndan ileri fark, geri fark ve merkezi fark formülleri

kullan�lacakt�r. Kullan�lan metodlar için kararl�l�k, yak�nsakl�k ve tutarl�l�k

tan�mlar� yap�lacakt�r. Model, lineer ve lineer olmayan iki durum için de

incelenecektir. Lineer oldu§u durumda Fourier analizi ve Von Neumann

analizlerine yer verilecektir. Lineer olan durumda tam çözümü bilinen

bir örnek için, Aç�k �leri Euler Metodu, Kapal� Geri Euler Metodu ve

Crank-Nicolson Metodu ile yakla³�k çözümler bulunarak maksimum hata

hesaplanacakt�r. Lineer olmayan durumda ise ayn� metodlar kullan�larak,

bir parametre tan�mlanacak ve bu parametrenin farkl� de§erleri için çözüm

gra�kleri çizdirilecektir.
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2 MATEMAT�KSEL MODELLEME

Matematiksel model, bir sistemi aç�klamak için kullan�lan matematiksel

dildir. Gliyom durumunda ise, bilimsel ara³t�rmalar alt�nda gliyomlar�n

nas�l büyüdü§ü bir matematiksel tan�mlamad�r. �lk gliyom büyüme modeli,

Murray '�n modeli olarak bilinen bir yay�n�m modelidir. Murray bu modeli

1989 y�l�nda ortaya koymu³tur (Murray 1989). Murray' �n yay�n�m modelini

sistematik bir ³ekilde ifade edersek:

Biyolojik Süreç

⇓

Ba³lang�ç Biyolojik Durum

⇓

Denklem

⇓

Parametre Tahmini

⇓

Biyolojik Modelleme Süreci

⇓

Do§rulama, Onaylama

↙ ↘

Etkili Etkisiz
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Tepki-yay�n�m denklemini çözebilmek için say�sal yöntemler kullan�l�r.

Çünkü çözüm için direk bir formül yoktur. Model ilk olarak gerçek biyolojik

süreç ile ba³lar. Ba³lang�çtaki biyolojik durum anla³�l�p, ayr�³t�r�l�r. Bunun

anlam�, bu ad�mlar ve gerçek biyolojik parametreler izole edilir. Bir

mekanizman�n ayr�³t�r�lmas� için bu gereklidir. Bu ad�mlar ve

parametreler simulasyon yap�labilir. Özellikle, bu mekanizma bir denklem ile

tan�mlanabilir. Sonraki ad�m ise bu matematiksel model ile çal�³makt�r.

Gerçek ba³lang�ç ve s�n�r ko³ullar� da modele dahil edilir. Teorik sonuçlar�

elde ettikten sonra önemli olan biyolojik sürece geri dönüp, deneyler için

teoriye ba§l� tahminlere, yorumlara, önerilere bak�l�p ya modelden emin

olu-nur ya da model çürütülür. Bu a³amada, model süreci teorinin ve

deneyin birle³tirilmesine ba§�ml�d�r (Roniotis et al. 2010, pp. 501-508).

1995 y�l�nda Tracqui, hücre konsantrasyonunun geli³imi üzerine çal�³t�

ve tümörün büyümesinin iki parametresini kulland�: ço§alma ve yay�n�m

(Tracqui 1995).

2000 y�l�na kadar, ara³t�rmac�lar beynin anatomisini hesaba katmad�lar.

Halbuki, beynin maddeleri çok önemlidir. Çünkü yay�n�m beyaz ve gri

maddede farkl�l�k göstermektedir. Beyaz maddede yay�n�m gri maddeden

daha h�zl�d�r. Bu nedenle, gliyom modelleri beynin heterojen olan yap�s�n�

hesaba katmal�d�r. 2000 y�l�nda Swanson, problemde de§i³iklik yapm�³ ve

yay�n�m katsay�s�na beyaz ve gri maddeyi de dahil etmi³tir (Swanson 2000).

2005 y�l�nda, Jbabdi et al. yay�n�m modellemelerinde beyin doku e³yönsüzlük

(anisotropy) ba³latt� (Jbabdi et al. 2005). Buna göre, gliyom hücre yay�n�m�

beyaz madde li�erinin yönü boyunca kolayla³t�r�lm�³t�r (Beilen et al. 1999;

Giese et al. 2003) . Bu gözlemler yay�n�m tensör magnetik rezons görüntüleme

ile desteklenebilir.

Literatürde beyin gliyomlar�n�n büyümesinin modellenmesi için

tepki-yay�n�m tümör büyüme modelleri kullan�lmaktad�r. Son

zamanlarda, literatürde kabul edilen ve oldukça ilgi gören
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makroskobik özellikle anatomik ve yay�n�m görüntüleri vas�tas�yla modellerin

spesi�k bir tipi, tepki-yay�n�m modelleri, gliyom büyüme modelleri ile

medikal görüntüler aras�nda ba§lant� kurmak için giri³imde bulundular

(Tracqui 1995, Swanson 2000, Clatz 2005, Jbabdi 2005, Hogea 2007,

Mandonnet 2008). Bu son tarihlerdeki modeller, özellikle anatomik ve

yay�n�m görüntüleri vas�tas�yla, medikal görüntülerden gelen bilgileri

birle³tirir. Bu birle³tirme, matematiksel modellerin klinik uygulamalar�

transferinde çok önemlidir. Medikal görüntüler te³his ve klinik rutinde hasta

takibi için kullan�l�r (Konuko§lu et al. 2009).

2.1 MODEL�N ELDE ED�LMES�

1-boyutta modelin nas�l olu³tu§una bakmak için: c(x, t); hücrenin t

zaman�nda ve x konumundaki yo§unlu§u olsun, burada t ∈ [0,∞) ve x ∈ <

olsun. Hücrenin yay�n�m� ve ço§almas�na 1-boyutta bak�laca§� için, hücre

ya sa§a do§ru ya da sola do§ru yay�n�m gösterecektir. Bu nedenle, sola

veya sa§a yay�n�m olas�l�klar� λl ve λr olsun. λl ile hücrenin sola do§ru 4x

kadar yer de§i³tirme olas�l�§� ve λr ile hücrenin sa§a do§ru 4x kadar yer

de§i³tirme olas�l�§� gösterilsin, böylece 0 ≤ λr + λl ≤ 1.

4t zaman ad�m uzunlu§unda, hücrenin yo§unlu§unu t zaman�nda ve x

konumunda ³u ³ekilde yaz�l�r:

c(t, x) = (1− λr − λl)c(t−4t, x) + λlc(t−4t, x+4x)

+ λrc(t−4t, x−4x)

(2.1)

e³itli§in sa§ taraf�nda, ilk terim hücre yo§unlu§unun x konumunda kalma

oran�n�, ikinci terim hücre yo§unlu§unun sola do§ru (x + 4x 'den x'e)

yer de§i³tirme oran� ve son terim ise hücre yo§unlu§unun sa§a do§ru

(x − 4x 'den x'e) yer de§i³tirme oran�d�r. E§er bu durum tarafs�z ise sa§a
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ve sola do§ru yer de§i³tirme olas�l�klar� e³ittir. Böylece, λl = λr = 1
2
. E³itlik

yeniden yaz�l�rsa;

c(t, x) =
1

2
c(t−4t, x+4x) +

1

2
c(t−4t, x−4x) (2.2)

e³itli§in her iki taraf�ndan c(t−4t, x) ç�kart�l�p, 4t' ye bölünürse;

c(t, x)− c(t−4t, x)

4t
=

(4x)2

24t
[c(t−4t, x+4x)

(4x)2

−2c(t−4t, x) + c(t−4t, x−4x)

(4x)2
]

(2.3)

e³itli§in sol taraf�nda sonlu bir fark denklemi görülmektedir ve bu denklem
∂c
∂t

ile ifade edilebilir. Ayn� ³ekilde sa§ taraf da ∂2c
∂x2

ile ifade edilebilir. Bölüm

3' de sonlu fark denklemleri ile ilgili detayl� bilgi yer almaktad�r. D yay�n�m

katsay�s� olsun. E§er 4t→ 0, 4x→ 0 ve (4x)2

24t → D ise denklemin son hali

³u ³ekildedir :
∂c

∂t
= D

∂2c

∂x2
(2.4)

Ço§alma parametresi için denkleme ρc(1− c) ifadesini de eklenirse;

∂c

∂t
= D

∂2c

∂x2
+ ρc(1− c) (2.5)

elde edilir (Allen 2007, pp.309-310).

Beyin yar�kürelerinin iç k�sm�nda, iki madde vard�r. Bunlar gri madde ve

beyaz maddedir. Gri madde, beynin kabuk bölgesinde ve yar�kürenin içinde

baz� bölgelerde yer alan çekirdeklerde bulunur. Gri madde bölgeleri, sinir

hücrelerinin gövdelerini içeren mielinsiz alanlard�r. Beyaz madde ise beyin

yar�kürelerinin geri kalan alanlar�n� kaplar. Tümör hücrelerinin yay�n�m�

beyaz maddede ve gri maddede farkl�l�k göstermektedir.

Beyin tümörlerinin yay�lmas�n� tan�mlamak için iki parametre

kullan�lmaktad�r: ço§alma ve yay�n�m. Burada yay�n�m olarak kullan�lan
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parametre, tümör hücrelerinin aktif olarak hareket etmesi anlam�na gelir.

Önceki modellerde görülmü³tür ki, hayatta kalmay� belirlemede yay�n�m

parametresi ço§alma parametresinden daha önemlidir.

Beyin tümörünün büyümesi problemini a³a§�da ifadesi verilen 1−boyutlu

s�n�r de§er problemi olarak ele al�p, yakla³�k çözümü sonlu farklar

metodlar� ve ortaya ç�kan lineer olmayan denklem sistemleri de

Newton-Raphson metodu ile çözülecektir. Problemin denklemi ve çözüm

bölgesi a³a§�da verilmektedir:

∂

∂t
c(x, t)︸ ︷︷ ︸

GH kons. de§i³im oran�

=
∂

∂x
(D(x)

∂c

∂x
)︸ ︷︷ ︸

GH net yay�n�m�

+ ρc(1− c)︸ ︷︷ ︸
GH net ço§almas�

(2.6)

c(0, t) = B1 0 < t < T

c(a, t) = B2, 0 < t < T

c(0, x) = f(x), 0 < x < a (2.7)

burada GH, glioma hücrelerinin k�salt�lm�³�n�, c(x, t), x konumunda ve t

zaman�ndaki hücrelerin say�s�n�; D(x), hücrelerin yay�n�m katsay�s�n�; ρ,

hücrelerin net ço§alma oran�n� göstermektedir. Bu denklem 1−boyutlu

parabolik tipten bir k�smi diferansiyel denklemdir. Burada B1 ve B2, uç

noktalardaki hücre say�s�n� gösterir. f fonksiyonu, x = 0 dan x = a

noktas�na kadar ba³lang�ç hücre say�s�n�n da§�l�m� olarak dü³ünülebilir.

E§er f fonksiyonu [0, a] kapal� aral�§�nda sürekli ise (2.6) s�n�r de§er

probleminin çözümü tektir (Ça§l�yan ve Çelebi 2010).

Yay�n�m katsay�s� olan D(x), beyaz ve gri maddede farkl� oldu§undan beyaz

maddede Dw, gri maddede Dg ³eklinde yaz�labilir. Bu çal�³mada problem

1−boyutta incelecenecektir.

Problemin 2−boyuttaki denklemleri ³öyle verilmektedir:

∂

∂t
c(~x, t) = ∇.(D(~x)∇c) + ρc(1− c) (2.8)

7



burada

D(~x) =

{
Db : ~x beyaz bölgede
Dg : ~x gri bölgede

}
S�n�r ko³ulu

~n.(D(~x)∇c) = 0 ~x ∈ ∂Ω ⊂ R2 (2.9)

ve ba³lang�ç ko³ulu

c(0, ~x) = f(~x) (2.10)

2.2 BOYUTSUZLA�TIRMA

Sistemdeki etkili paramatre say�s�n� azaltmak için boyutsuzla³t�rma yap�l�r.

1-boyutta incelenecek (2.6) denklemini boyutsuzla³t�rmak için:

x̂ =
x

a
, t̂ = ρt

olsun. 0 < x < a iken 0 < x̂ < 1. Bu takdirde yeni de§i³kenler ile yeni ĉ ve f̂

tan�mlan�r:

ĉ(x̂, t̂) = c(x, t), f̂(x̂) = f(x)

Zincir kural�ndan ,

ct =
∂c

∂t
=
∂ĉ

∂t̂

∂t̂

∂t
= ρ

∂ĉ

∂t̂

cx =
∂c

∂x
=
∂ĉ

∂x̂

∂x̂

∂x
=

1

a

∂ĉ

∂x̂

cxx =
1

a2

∂2ĉ

∂x̂2

denklemde

ct = Dcxx + ρc(1− c) ⇒

yerine konulursa;

ρ
∂ĉ

∂t̂
=
D

a2

∂2ĉ

∂x̂2
+ ρĉ(1− ĉ), 0 < x̂ < 1
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denklemini elde edilir. E§er D∗ = D
ρa2

seçilirse,

∂ĉ

∂t̂
= D∗

∂2ĉ

∂x̂2
+ ĉ(1− ĉ), 0 < x̂ < 1

Ba³lang�ç ve s�n�r ko³ullar� da yeniden yaz�larak

ĉ(x̂, 0) = f̂(x̂), 0 < x̂ < 1

ĉ(1, t̂) = B1, t̂ > 0

ĉ(0, t̂) = B2, t̂ > 0

elde edilir. Problemin genelli§i bozmadan D∗ = 1 al�n�r. (Rockne 2009)
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3 SONLU FARK METODU (SFM)

Sonlu fark metodlar�na (x, t) düzleminde a§ noktalar�n� tan�mlayarak

ba³lanacakt�r. h ve k pozitif say�lar olsun, bu takdirde a§ noktas� key� n

ve m tamsay�lar� için (xm, tn) = (mh, nk) olup, ayn� zamanda x−ekseni

üzerindeki ad�m uzunlu§u h = ∆x ve zaman ad�m uzunlu§u k = ∆t

olarak anla³�lacakt�r. A§ üzerinde tan�ml� bir v fonksiyonu için (xm, tn)

a§ noktas�ndaki de§erini vnm ile gösterilecektir. Benzer ³ekilde (x, t)'ye göre

sürekli olan bir u fonksiyonunun da (xm, tn) a§ noktas�ndaki de§erini unm ile

gösterilecektir. Sabit bir n de§eri için (xm, tn) noktalar kümesine n. a§

düzeyi denilecektir. Bu çal�³mada küçük h ve k de§erlerine sahip a§larla

ilgilenilecektir. Benzer ³ekilde

c(xi, tn) = cni

c(xi, tn + ∆t) = cn+1
i

c(xi + ∆x, tn) = cni+1

c(xi −∆x, tn) = cni−1 (3.1)

Sonlu fark denklemlerindeki temel �kir türev ifadesini sonlu farklarla ifade

edebilmektir. Bu bir çok ³ekilde yap�labilir; örne§in

∂u

∂t
(mh, nk) ≈ u(mh, (n+ 1)k)− u(mh, nk)

k
∂u

∂t
(mh, nk) ≈ u(mh, (n+ 1)k)− u(mh, (n− 1)k)

2k

Bu ifadelerin geçerli oldu§u ³u formüllerden de görülebilir:

∂u

∂t
(x, t) = lim

ε→0

u(x, t+ ε)− u(x, t)

ε
∂u

∂t
(x, t) = lim

ε→0

u(x, t+ ε)− u(x, t− ε)
2ε

(3.2)

Benzer ifadeler u fonksiyonunun x e göre türevleri için de yaz�labilir.

1. mertebeden hiperbolik k�smi diferansiyel denklemlerin en basit hali
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1−boyutlu dalga denklemidir:

ut + aux = 0 (3.3)

Yukar�daki yakla³�mlar kullan�larak (3.3) dalga denklemi için a³a§�daki be³

farkl� sonlu fark denklemi elde edilir:

vn+1
m − vnm

k
+ a

vnm+1 − vnm
h

= 0 (3.4)

vn+1
m − vnm

k
+ a

vnm − vnm−1

h
= 0 (3.5)

vn+1
m − vnm

k
+ a

vnm+1 − vnm−1

2h
= 0 (3.6)

vn+1
m − vn−1

m

2k
+ a

vnm+1 − vnm−1

2h
= 0 (3.7)

vn+1
m − 1

2
(vn+1
m + vn−1

m )

k
+ a

vnm+1 − vnm−1

2h
= 0 (3.8)

(3.4) algoritmas� ileri-zaman (forward-time) ileri-uzay (forward-space) olarak

adland�r�l�r çünkü hem zamana hem de uzay de§i³kenine göre ileri-fark

formülü kullan�lm�³t�r. Benzer ³ekilde (3.5) ve (3.6) s�ras�yla ileri-zaman

geri-uzay (backward-space) ve ileri-zaman merkezi-uzay (central-space)

olarak adland�r�l�rlar. (3.7) algoritmas� kurba§a usulü z�plamaya benzer

a§ noktalar�n� temsil etti§i için, "leapfrog" olarak adland�r�l�r ve (3.8)

algoritmas� da Lax-Friedrichs olarak an�l�r.

3.1 YAKINSAKLIK, TUTARLILIK ve KARARLILIK

Diferansiyel denklemlerin sonlu farklar yöntemi ile çözümünü vermeden

önce yak�nsakl�k, kararl�l�k ve tutarl�l�k ifadelerinin tan�mlar� verilecektir

(Strikwerda 1989, pp. 1-53).

TANIM 3.1 Yak�nsakl�k: K�smi diferansiyel denklemi yakla³�k olarak ifade

eden bir ad�ml� sonlu fark algoritmas�n�n yak�nsak olmas� ile diferansiyel

denklemin çözümü u(x, t) ve sonlu fark denkleminin çözümü vnm ise

v0
m ≈ u0(x) mh→ x
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vnm ≈ u(x, t) (mh, nk)→ (x, t), (h, k)→ 0

olarak alg�lan�r.

Bu tan�m, vnm ifadesinin yak�nsakl�§�ndan ne anlad�§�m�z� tam olarak

aç�klayamamaktad�r. Çünkü vnm a§ üzerinde tan�ml� olmas�na kar³�l�k u(x, t)

ifadesi (x, t)'ye göre sürekli olan bir ifadeyi temsil etmektedir, yani biri ayr�k

di§eri sürekli bir fonksiyondur. Dolay�s�yla yak�nsakl�k ifadesini biraz daha

açmadan önce tutarl�l�k kavram� verilir.

TANIM 3.2 Tutarl�l�k: Bir k�smi lineer diferansiyel denklemi Pu = f

ve sonlu fark denklemi olarak da Ph,kv = f verilmi³ olsun. Sonlu fark

denklemimizin verilen k�smi diferansiyel denklem ile tutarl� olmas� için her

mertebeden türevi sürekli bir φ(x, t) fonksiyonu için h, k → 0 iken

Pφ− Ph,kφ→ 0

olmas�n� anla³�lmaktad�r. Burada her a§ noktas�nda olan noktasal

yak�nsakl�ktan bahsedilmektedir.

Sonlu fark denkleminin kararl�§�ndan bahsetmeden önce ³u belirtilmelidir ki

e§er bir sonlu fark algoritmas� yak�nsak ise vnm ifadesi u(x, t)'ye yak�nsar, bu

ise vnm ifadesinin s�n�rl� olmas� durumunda bir anlam ifade eder. Bu s�n�rl�l�k

büyük önem ta³�r.

Örnek 1: �leri-zaman �leri-uzay sonlu fark denklemi

Bir yönlü dalga denklemini (3.3) ele al�n�rsa, bu denklem için P operatörü
∂
∂t

+ a ∂
∂x

dir, öyle ki

Pφ = φt + aφx.

Bu denkleme (3.4) ileri-zaman ileri-uzay sonlu fark metodu uygulan�rsa;
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Ph,k operatörü

Ph,kφ =
φn+1
m − φnm

k
+ a

φnm+1 − φnm
h

³eklinde verilir ve

φnm = φ(mh, nk).

Tutarl�l�§� göstermek için φ(x, t) fonksiyonunun (xm, tn) civar�nda Taylor

serisine aç�l�r.

φn+1
m = φnm + kφt +

1

2
k2φtt +O

(
k3
)

φnm+1 = φnm + hφx +
1

2
h2φxx +O

(
h3
)

(3.9)

burada e³itli§in sa§ taraf�ndaki türev ifadeleri (xm, tn) noktas�nda hesap

edilir, öyle ki

Ph,kφ = φt + aφx +
1

2
kφtt +

1

2
ahφxx +O

(
h2
)

+O
(
k2
)
.

Bundan dolay� (h, k)→ 0 iken

Pφ− Ph,kφ = −(
1

2
kφtt +

1

2
ahφxx) +O

(
h2
)

+O
(
k2
)

→ 0 .

(3.10)

Böylece seçilen sonlu fark metodunun "tutarl�" oldu§u görüldü. Ba³ka bir

deyi³le sonlu fark yakla³�m denklemlerinin verilen diferansiyel denklemle

tutarl� olmas� için kesme hatas� teriminin ∆t → 0 ve ∆x → 0 iken s�f�ra

gitmesi gerekir.

Tutarl�l�§� analiz ederken büyük O ve küçük o terimlerinin

kullan�lmas� yukar�daki örnekten de görülece§i üzere i³lemleri

kolayla³t�rmaktad�r. Genelde, e§er F ve G fonksiyonlar� α ya ba§l�

fonksiyonlar iseler α'n�n bütün küçük de§erleri ve sabit K de§eri için,

|F
G
| ≤ K

13



³art� alt�nda α→ 0 iken

F = O (G)

³eklinde yaz�lacakt�r. Benzer ³ekilde, e§er F/G ifadesi α → 0 iken s�f�ra

yakla³�yorsa, α→ 0 iken

F = O (G)

³eklinde yaz�lacakt�r. Özellikle, bir büyüklü§e küçük h de§erleri için hr

nin sabit bir terimle çarp�m� olarak yaz�labiliyor ve s�n�rl� kal�yorsa,

O (hr ) s�n�f�ndand�r denilecektir. Bir büyüklük belirtilmeyen oranda s�f�ra

yak�ns�yorsa bu takdirde o (1 ) dir.

Tutarl�l�k yak�nsakl�k için gerek bir ko³uldur ancak baz� sonlu fark

denklemleri tutarl� olmalar�na kar³�l�k yak�nsak de§ildirler (Strikwerda 1989).

TANIM 3.3 Kararl�l�k: Ph,kvnm = 0 sonlu fark denklemininin bir kararl�l�k

bölgesi Λ olsun. Bir birinci mertebeden homojen k�smi diferansiyel denklem

e§er ∃J ∈ Z ve h0, k0 > 0 3 ∀T > 0 ∃CT 3

h
∞∑

m=−∞

|vnm|
2 ≤ CTh

J∑
j=0

∞∑
m=−∞

|vjm|
2

(3.11)

0 ≤ nk ≤ T ve (h, k) ∈ Λ ³artlar�n� sa§larsa Λ üzerinde kararl�d�r denir.

Sonlu fark denklemleri için kararl�l�k kavram� k�smi diferansiyel denklemlerde

ba³lang�ç de§er problemlerinin iyi-konumlanm�³ olmas� ile yak�ndan ilgilidir.

Bu bir tan�mla daha aç�k bir hale getirilsin.

TANIM 3.4 �yi-konumlanm�³ problem: Bir birinci mertebeden Pu = 0

homojen k�smi diferansiyel denklemin ∀T ≥ 0 için u(x, t) çözümü ∃CT öyle

ki ∫ ∞
−∞
|u(x, t)|2dx ≤ CT

∫ ∞
−∞
|u(x, 0)|2dx, 0 ≤ t ≤ T. (3.12)

e³itsizli§ini sa§l�yor ise denkleme iyi-konumlanm�³t�r denir.
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TEOREM 3.1 Lax-Richtmyer Denklik Teoremi Ba³lang�ç de§er

problemi iyi-konumlanm�³ olarak verilen bir k�smi diferansiyel denklem için

tutarl� bir sonlu fark denklemi yak�nsakt�r ancak ve ancak bu sonlu fark

denklemi kararl�d�r.

3.2 SFM ANAL�Z�

3.2.1 Fourier Analizi

Kararl�l�k ve iyi-konumlanm�³ konular�n� çal�³�rken en iyi araç Fourier

analizidir. Fourier analizini hem reel eksende hem de tam say�lar a§

kümesinde, ba³ka bir deyi³le hZ = {hm : m ∈ Z} üzerinde kullanaca§�z. Reel

eksen üzerinde tan�ml� bir u(x) fonksiyonu için, Fourier dönü³ümünü û(w)

ile gösterip ³öyle tan�mlan�r:

û(w) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

e−iwxu(x)dx (3.13)

u nun Fourier dönü³ümü w reel de§i³kenine ba§l� bir fonksiyondur ve sadece

u ile belirlenir. u hakk�ndaki baz� bilgiler û'den de elde edilebilir. Örne§in, û

nun büyük w de§erleri için de§i³im oran�n�n azalmas� u fonksiyonunun kaç

kere türetilebilece§i ile yak�ndan ilgilidir.

Ters Fourier formülü,

u(x) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

eiwxû(w)dw (3.14)

ile verilir ve bu e³itlik u'nun û ile nas�l elde edilebilece§ini gösterir. Ters

Fourier formülü u fonksiyonunun eiwx ile temsil edilen dalgalar�n bir üst üste

ekleme prensibi olarak farkl� û(w) genlikleri ile ifade edilebilmesine olanak

sa§lar. Burada u(x) reel bir fonksiyon olsa bile, û(w) kompleks bir fonksiyon

olabilir. Benzer ³ekilde, e§er v bütün m tam say� de§erleri için tan�ml� bir a§

fonksiyonu ise, v nin Fourier dönü³ümü

v̂(ξ) =
1√
2π

∞∑
m=−∞

e−imξvm (3.15)
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ile verilir, burada ξ ∈ [−π, π] ve v̂(−π) = v̂(π). Ters Fourier formülü

vm =
1√
2π

∫ π

−π
eimξv̂(ξ)dξ (3.16)

ile verilir.

Sonlu fark denklemlerini çal�³�rken vm a§ fonksiyonlar� ile ba³lamak ve (3.16)

formülünü a§ fonksiyonunu temsil eden bir denklem gibi görmek do§al bir

ad�md�r.

E§er a§ noktalar� aras�ndaki ad�m uzunlu§u h ise, de§i³ken dönü³ümü ile

(3.15) formülü yerine

v̂(ξ) =
1√
2π

∞∑
m=−∞

he−imhξvm (3.17)

yaz�labilir, burada ξ ∈ [−π/h, π/h] ve ters Fourier formülü de

vm =
1√
2π

∫ π/h

−π/h
eimhξv̂n(ξ)dξ (3.18)

dir, u fonksiyonunun L2 normu

||u||22 = (

∫ ∞
−∞
|u(x)|2dx) ,

û(w) fonksiyonunun L2 normu ile ayn� olup, ba³ka bir deyi³le

∫ ∞
−∞
|u(x)|2dx =

∫ ∞
−∞
|û(w)|2dw (3.19)

dir. Ayr�ca, ayr�k dönü³ümler için de L2 normunu ³öyle tan�mlan�r:

||v̂||2h =

∫ π/h

−π/h
|v̂(ξ)|2dξ =

∞∑
m=−∞

|vm|2h = ||v||2h (3.20)

(3.19) ve (3.20) e³itlikleri Parseval e³itli§i olarak bilinir. Bu konuda daha

ayr�nt�l� bilgiyi Titchmarsh (1965) ve Goldberg (1965) de bulabiliriz.

Parseval' in e³itli§i kararl�l�k çal�³malar�nda yo§un olarak kullan�lmaktad�r,
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ayr�ca a§ fonksiyonunun dönü³ümü için (3.12) tan�m�nda verilen kararl�l�k

e³itsizlikleri yerine ona denk olan

||v̂n||h ≤ C∗T

J∑
j=0

||v̂j||h (3.21)

ayr�k dönü³üm e³itsizli§ini verir.

3.2.2 Fourier Analizi ve K�smi Diferansiyel Denklemler

Bu bölüm k�smi diferansiyel denklemlerini çal�³mak için Fourier analizini bir

araç olarak kullanarak sonland�r�lacakt�r. Bir sonraki bölümde de sonlu fark

denklemlerinin kararl�l�§�n� çal�³mak için benzer araçlar kullan�lacakt�r. E§er

(3.14) ters Fourier formülününün türevi al�n�rsa

∂u

∂x
(x) =

1√
2π

∫ ∞
−∞

eiwxiwû(w)dw

ve (3.13) Fourier dönü³ümünü kullanarak

ˆ
(
∂u

∂x
)(w) = iwû(w) (3.22)

elde edilir. (3.22) e³itli§i Fourier dönü³ümünün gerçek gücünü

göstermektedir; ba³ka bir deyi³le, dönü³üm alt�nda türev operatörü çarp�m

operatörüne dönü³ür.

(3.22) e³itli§inin önemli bir sonucu da u(x) fonksiyonunun r. mertebeden

L2 anlam�nda integralinin olabilmesi gerek ve yeter ³art�n� Parseval e³itli§i

yard�m�yla ∫ ∞
−∞

(1 + |w|2)r|û(w)|2dw <∞ (3.23)

³eklinde verilece§ini ifade etmesidir.

Hr fonksiyonlar uzay�n� r nin her negative olmayan de§eri için L2(R)

uzay�ndaki fonksiyonlar�n kümesi olarak tan�mlan�r ve fonksiyonlar

uzay�ndaki normu da

||u||Hr = (

∫ ∞
−∞

(1 + |w|2)r|û(w)|2dw)
1
2 <∞
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olacak ³ekilde tan�mlan�r. H0 üzerindeki norm ile L2 normunun ayn� oldu§u

gözlemlenir. Ayr�ca ||Dru|| normu da

||Dru||2 =

∫ ∞
−∞
| ∂

r

∂xr
u(x)|

2

dx

=

∫ ∞
−∞
|w|2r|û(w)|2dw

³eklini al�r, burada x üzerindeki integral sadece r tam say� iken tan�ml�d�r,

fakat ||Dru|| normunu tan�mlayan 2. integral r tam say� olmasa da tan�ml�d�r.

�imdi Fourier analizini 1− boyuttaki dalga denklemine (3.33) uygulans�n.

Dönü³üm sadece uzay de§i³kenine uygulayarak ba³lans�n. Bu takdirde û(w, t)

için

ût = −iawû (3.24)

denklemini elde edelir ki bu da t ye göre adi diferansiyel denklemdir. Ba³lang�ç

verisi kullan�larak bu denklem kolayca çözülür ve çözümü

û(w, t) = e−iawtû0(w)

³eklinde yaz�l�r. Parseval e³itli§ini ve |e−iawt| = 1 oldu§unu kullanarak∫ ∞
−∞
|u(x, t)|2dx =

∫ ∞
−∞
|û(w, t)|2dw

=

∫ ∞
−∞
|e−iawtû0(w)|2dw =

∫ ∞
−∞
|û0(w)|2dw

=

∫ ∞
−∞
|u0(x)|2dx (3.25)

oldu§unu elde edilir. Bu da gösteriyor ki (3.33) denklemi için verilen

ba³lang�ç de§er problemi iyi-konumlanm�³t�r. (3.25) metodu daha genel k�smi

diferanisyel denklemlerinin sonuçlar�n� ispatlamak için kullan�labilir.

3.2.3 Von Neumann Analizi

Fourier analizinin önemli bir uygulamas� sonlu fark metotlar�n�n karar-

l�l�§�n�n von Neumann analiz yöntemidir. Fourier analizi yard�m�yla sonlu fark

metotlar�n�n kararl�l�§� için gerek ve yeter ko³ullar� bulunabilir.
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Özel bir örnek alarak bunun nas�l uyguland�§� görülebilir. 1. mertebeden

lineer homojen k�smi diferansiyel denklem olarak adland�r�lacak 1−boyutlu

dalga denklemi ele al�ns�n.

ut + aux = 0.

Bu denklemi ileri-zaman ve geri-uzay sonlu fark denklemi olarak yaz�l�rsa:

vn+1
m − vnm

k
+ a

vnm − vnm−1

h
= 0 (3.26)

burada h = ∆x ve k = ∆t için kullan�lm�³t�r, bu denklem düzenlenirse ³u

hali al�r:

vn+1
m = (1− aλ)vnm + aλvnm−1 (3.27)

burada λ = k/h. vn için (3.18) ters Fourier formülünü kullan�l�rsa,

vnm =
1√
2π

∫ π/h

−π/h
eimhξv̂n(ξ)dξ

ve bu ifadeyi (3.27) de vnm ve vnm−1 terimleri için yerine koyulursa,

vn+1
m =

1√
2π

∫ π/h

−π/h
eimhξ[(1− aλ) + aλe−ihξ]v̂n(ξ)dξ . (3.28)

Bu ifade ters Fourier formülü ile kar³�la³t�r�l�rsa

vn+1
m =

1√
2π

∫ π/h

−π/h
eimhξv̂n+1(ξ)dξ

ve Fourier dönü³ümünün tek oldu§u gerçe§ini kullan�l�rsa, (3.28) ifadesinin

integrand�n�n ters formüldeki integrand ile ayn� oldu§u sonucu ç�kar�l�r. Bu

takdirde

v̂n+1(ξ) = [(1− aλ) + aλe−ihξ]v̂n(ξ)

= g(hξ) v̂n(ξ) (3.29)

burada

g(hξ) = (1− aλ) + aλe−ihξ.

(3.29) formülü gösteriyor ki algoritmada bir zaman ad�m� ilerlemek, çözüm

fonksiyonunun Fourier dönü³ümünü genlik faktörü g(hξ) ile çarpmaya
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denktir. Genlik faktörü olarak adland�r�lmas�n�n sebebi de çözümün bir

zaman ad�m�nda ilerlemesi v̂n(ξ) çözümündeki her bir frekans�n ayn�

büyüklükte büyümesi ile ili³kilidir. (3.29) denkleminden önemli bir formül

elde edelir:

v̂n(ξ) = [g(hξ)]nv̂0(ξ) (3.30)

Bu formülde v̂ üzerindeki n zaman ad�m�n� gösterirken g(hξ) üzerindeki n ise

kuvveti göstermektedir. Fourier dönü³ümü yard�m�yla her bir-ad�m metodu

(3.30) ³ekline dönü³türülebilir.

(3.30) ifadesini kullan�larak sonlu fark algoritmalar�n�n kararl�l�§�n� ve

do§ruluk derecesini incelemek için kullan�lacakt�r. Özellikle g(hξ) genlik

faktörü kullan�lan algoritma ile ilgili çok bilgi içermektedir.

�imdi (3.30) formülünü kullanarak (3.26) ile verilen algoritman�n

kararl�l�§�n� analiz edilecektir. Bu analiz k�smi diferansiyel denklemlerde

ba³lang�ç de§er problemlerinin iyi-konumlanm�³ olup olmad�§�n�n analizi ile

benzerlik gösterir. Parseval e³itli§ini, (3.20), ve (3.30) ifadelerini kullanarak,

h
∞∑

m=−∞

|vnm|
2 =

∫ π/h

−π/h
|v̂(ξ)|2dξ

=

∫ π/h

−π/h
|g(hξ)|2n|v̂0(ξ)|2dξ

elde edilir. Bundan dolay� (3.11) kararl�l�k e³itsizli§i, J = 0 halinde, e§er

|g(hξ)|2n s�n�rl� ise sa§lan�r. ||g(hξ)||2n ≤ 1 iken

h

∞∑
m=−∞

|vnm|
2 ≤

∫ π/h

−π/h
|v̂0(ξ)|2dξ

= h
∞∑

m=−∞

|v̂m0|2 .
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TEOREM 3.2 Sabit katsay�l� 1−ad�ml� sonlu fark denklemi bir kararl�l�k

bölgesi Λ'da kararl�d�r denilecektir ancak ve ancak ∃K sabiti (θ = hξ, k,

ve h de§erlerinden ba§�ms�z) ve ∃k0, h0 pozitif a§ aral�klar� öyle ki ∀θ,

0 < k ≤ k0, ve 0 < h ≤ h0 için

|g(θ, k, h)| ≤ 1 +Kk (3.31)

ise. E§er g(θ, k, h), h ve k dan ba§�ms�z ise, bu takdirde (3.31) kararl�l�k

ko³ulu ³u hali al�r

|g(θ, k, h)| ≤ 1 (3.32)

Bu teorem sonlu fark algoritmas�n�n kararl�l�§�n� belirlemek için sadece

g(hξ) genlik faktörünü göz önüne al�nmas� gerekti§ini gösteriyor. Bu analiz,

von Neumann taraf�ndan ortaya at�ld�§� için von Neumann analizi olarak

adland�r�l�r.

Von Neuman analizini yapmak için (3.18) integrallerini aç�kça yaz�lmas�na

gerek yoktur, sadece vnm ifadesini algoritmada her n ve m için gneimθ ile

yer de§i³tirilmesi yeterli olacakt�r. Elde edilen denklemden genlik faktörü

çözülür. Yaln�z ³una dikkat edilmeli ki, burada vnm = gneimθ demekle sadece

vnm ifadesinin ³eklinin `bu formda' oldu§unu söylemeye çal�³�lmaktad�r.

Tabii ki bir diferansiyel denklem için birçok algoritma verildikten sonra

en önemli soru hangi algoritma hangi problem için daha uygun oldu§u

sorusudur. Özellikle problemin �ziksel yap�s�na ba§l� olacak ³ekilde λ =

∆x
∆t

ifadesini say�sal olarak ele al�rken, örne§in (3.3) dalga denkleminde a

dalgan�n h�z�n� göstermektedir ve a ile λ aras�ndaki ili³ki baz� sonlu fark

denklemlerinde çözümün yak�nsay�p yak�nsamad�§�n� gösterir. Özellikle dalga

denkleminde
a

∆x
∆t

≤ 1
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e³itsizli§i Courant kararl�l�k ko³ulu olarak bilinir. Burada a dalgan�n

ilerleme h�z�n� gösterirken ∆x/∆t sonlu fark denkleminin ilerleme h�z�n�

göstermektedir. Bundan dolay� ³u söylenebilir ki say�sal yöntemimizin h�z�

orijinal dalga denklemimizin h�z�ndan büyük olmak zorundad�r. Bu da

say�sal hesaplamalarda

∆t ≤ ∆x

a

ko³ulunu getirir, ba³ka bir deyi³le ∆t çok büyük olamaz, aksi takdirde

yakla³�m metodu karars�z olur. Bu yeter bir ³artt�r ancak gerek bir

ko³ul de§ildir.

3.3 SFM MERTEBE BEL�RLENMES�

Sonlu fark algoritmalar�nda bir yöntemi di§er bir yöntemle k�yaslama kriteri

metodlar�n mertebesi ile belirlenir. Önce sonlu farklarda mertebede için bir

örnek verilecek, sonra da tan�m� verilecektir.

Örnek 2: 1-boyutta verilen dalga denklemini gözönüne al�ns�n.

ut + aux = f (3.33)

burada u = u(x, t), ut = ∂u
∂t

ve ux = ∂u
∂x
. (3.33) ile verilen k�smi diferansiyel

denklemini sonlu farklar denklemi olarak yazabilmek için Crank-Nicolson

formülasyonu kullan�lacakt�r. Bunun için (x, t + 1/2∆t) noktas� civar�nda

ut de§erini ³u ³ekilde hesaplan�r:

ut =
u(x, t+ ∆t)− u(x, t)

∆t
+O

(
∆t2

)
. (3.34)
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Benzer ³ekilde a³a§�daki e³itlik de kullan�l�r:

ux(x, t+ 1/2∆t) =
ux(x, t+ ∆t) + ux(x, t)

2
+O

(
∆t2

)
= 1/2[

u(x+ ∆x, t+ ∆t)− u(x−∆x, t+ ∆t)

2∆x

+
u(x+ ∆x, t)− u(x−∆x, t)

2∆x
]

+ O
(
∆t2

)
+O

(
∆x2

)
. (3.35)

Bu ifadeleri ut + aux = f ifadesinde (x, t + 1/2∆t) noktas� civar�nda uygu-

lan�rsa, ³u denklemler elde edilir:

vn+1
m − vnm

∆t
+ a

vn+1
m+1 − vn+1

m−1 + vnm+1 − vnm−1

4∆x
=
vn+1
m − vnm

2
. (3.36)

Bundan dolay� Crank-Nicolson metodunun mertebesi hem zamana göre

O
(
∆t2

)
hem de koordinat de§i³kenine göre de O

(
∆x2

)
dir, k�saca

Crank-Nicolson (2, 2) duyarl�l�k mertebesindedir. �imdi bir sonlu fark

denkleminin mertebesinin formal tan�m� verilebilir.

Tan�m: Verilen bir Pu = f k�smi diferansiyel denklemi ile tutarl� olan bir

sonlu fark denklemi Ph,kv = Rh,kf , zamana göre p. mertebeden ve koordinat

de§i³kenine göre q. mertebedendir denir e§er her türevlenebilir sürekli φ(x, t)

fonksiyonu için a³a§�daki e³itlik sa§lan�yorsa:

Ph,kφ−Rh,kPφ = O (∆tp ) +O (∆xq ) (3.37)

burada h = ∆x, ve k = ∆t. Bu durumda kullan�lan sonlu fark

denklemi (p, q) mertebesinde duyarl�d�r diyece§iz. Ph,kφ−Rh,kPφ ifadesi

kullan�lan metodun kesme hatas� terimi olarak adland�r�l�r. Bunlara ilaveten,

Ph,k ifadesinin P ile tutarl� olabilmesi için, Rh,k operatörünün birim

operatöre, iyi bir yakla³�m olmas� gerekir (Strikwerda 1989, pp. 1-55).
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4 SFM ÖRNEKLER� VE KARARLILIK

Probleme lineer olmayan terimin etkisini görebilmek ve çözümü bilinen

lineer problemlerle k�yaslayabilmek amac�yla β parametresi ilave edildi§inde

∂

∂t
c(x, t) =

∂

∂x
(D∗

∂c

∂x
) + βc(1− c) (4.1)

s�n�r ve ba³lang�ç ko³ullar� da

c(0, t) = B1 0 < t < T

c(1, t) = B2, 0 < t < T

c(0, x) = f(x), 0 < x < 1 (4.2)

boyutsuz olarak elde edilir. (4.1) denkleminde pozitif T de§erleri için

0 < x < 1, 0 < t < T e³itsizli§i ile tan�mlanan xt−düzlemindeki bir

dikdörtgensel R bölgesini, ba³ka bir deyi³le,

R = {(x, t)| 0 < x < 1, 0 < t < T}

bölgesini yatay ve dikey çizgilerle birbirinden her biri ∆x ve ∆t uzakl�klar�nda

olan a§lara bölünsün. ∆x uzunlu§una ad�m uzunlu§u ve ∆t'ye de zaman

ad�m� uzunlu§u denir. Dikey ve yatay çizgilerin kesi³im noktas�

cni = c(i∆x, n∆t)

olsun. Bu noktalara a§ (grid, �zgara) yada latis noktalar� denir. Burada

0 ≤ i ≤M ve 0 ≤ n ≤ N ; M,N ∈ Z+. Bu durumda e§er

∆x =
1− 0

M
, ∆t =

T − 0

N

olacak ³ekilde M ve N pozitif tamsay�lar� seçilirse, yatay ve dikey �zgara

çizgileri

xi = i∆x, i = 0, 1, . . . ,M
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tn = n∆t, n = 0, 1, . . . , N

olarak tan�mlan�r.

(4.1) denkleminde D∗ = 1, T = 0.1, B1 = B2 = 0, ve f(x) = sin(πx)

al�ns�n. β = 0 durumunda tam çözümün u(x, t) = sin(πx)e−π
2t oldu§u

gösterilebilir. A³a§�daki sonlu fark metodlar�n� mukayese edebilmek için bu

gerçek çözümün mümkün oldu§u hallerde hatan�n mertebesini bulabilmek

için tn = n∆t zaman�ndaki hata ³öyle tan�mlans�n:

Hata(tn) = ||u(., tn)− vn||h

=

√
(h
∑
m

|u(xm, tn)− vnm|
2) (4.3)

burada toplam, bütün a§ noktalar�nda yap�lmaktad�r.

�imdi (4.1) denkleminin yakla³�k çözümünü 3 farkl� sonlu fark metod ile

çözüp, bu yöntemlerin ne zaman kararl� yakla³�k çözüm verdiklerini genlik

faktörlerini bularak incelenecektir.

1. Aç�k �leri Euler

2. Kapal� Geri Euler

3. Crank-Nicolson

Her bir yöntemde ortaya ç�kan denklem sistemi lineer olmad�§� için, bu

denklem sistemlerini Newton-Raphson metodu ile çözülecektir. �imdi

s�ras�yla bu metodlar� ve metodlar�n varsa yak�nsakl�§� için kararl�l�k

ko³ullar�n� problemin β = 0 hali için ele al�nacakt�r. ∂2cni
∂x2

de§erini sol uç

s�n�r de§erinde, i = 0 için Tablo (4.2) ile verilen ileri fark formülünü; sa§

uç s�n�r de§erinde, i = M için Tablo (4.2) ile verilen geri fark formülünü

kullanarak yaz�lacakt�r (Rao 2002, pp. 514-515).
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Tablo 4.1: Sonlu Fark Formülleri
Yakla³�m tipi Formül Kesme Hatas�
ileri farklar f ′i = (fi+1−fi)

(4x)
O(4x)

f ′′i = (fi+2−2fi+1+fi)
(4x)2

f ′′′i = (fi+3−3fi+2+3fi+1−fi)
(4x)3

f ′′′′i = (fi+4−4fi+3+6fi+2−4fi+1+fi)
(4x)4

geri farklar f ′i = (fi−fi−1)
(4x)

O(4x)

f ′′i = (fi−2fi−1+fi−2)
(4x)2

f ′′′i = (fi−3fi−1+3fi−2−fi−3)
(4x)3

f ′′′′i = (fi−4fi−1+6fi−2−4fi−3+fi−4)
(4x)4

merkezi farklar f ′i = (fi+1−fi−1)
2(4x)

O(4x2)

f ′′i = (fi+1−2fi+fi−1)
(4x)2

f ′′′i = (fi+2−2fi+1+2fi−1−fi−2)
2(4x)3

f ′′′′i = (fi+2−4fi+1+6fi−4fi−1+fi−2)
(4x)4

Tablo 4.2: Yüksek Mertebeden Sonlu Fark Formülleri
Yakla³�m tipi Formül Kesme Hatas�
ileri farklar f ′i = (−fi+2+4fi+1−3fi)

2(4x)
O(4x)2

f ′′i = (−fi+3+4fi+2−5fi+1+2fi)
(4x)2

f ′′′i = (−3fi+4+14fi+3−24fi+2+18fi+1−5fi)
2(4x)3

f ′′′′i = (−2fi+5+11fi+4−24fi+3+26fi+2−14fi+1+3fi)
(4x)4

geri farklar f ′i = (3fi−4fi−1+fi−2)
2(4x)

O(4x2)

f ′′i = (2fi−5fi−1+4fi−2−fi−3)
(4x)2

f ′′′i = (5fi−18fi−1+24fi−2−14fi−3+3fi−4)
2(4x)3

f ′′′′i = (3fi−14fi−1+26fi−2−24fi−3+11fi−4−2fi−5)
(4x)4

merkezi farklar f ′i = (−fi+2+8fi+1−8fi−1+fi−2)
12(4x)

O(4x)4

f ′′i = (−fi+2+16fi+1−30fi+16fi−1−fi−2)
12(4x)2

f ′′′i = (−fi+3+8fi+2−13fi+1+13fi−1−8fi−2+fi−3)
8(4x)3

f ′′′′i = (−fi+3+12fi+2−39fi+1+56fi−39fi−1+12fi−2−fi−3)
6(4x)4
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4.1 L�NEER DURUM

(4.1) denkleminde β = 0 al�narak, Aç�k �leri Euler metodu, Kapal� Geri Euler

metodu ve Crank-Nicolson metodu ile olu³acak lineer denklemler a³a§�da

s�ras�yla incelenecektir.

4.1.1 Aç�k �leri Euler Metodu

Bu yöntemde (2.6) denkleminde e³itli§in solundaki 1.mertebeden olan ifadeyi

ileri-fark yakla³�m�yla ve sa§�ndaki 2. mertebeden ifade de merkezi-fark

yakla³�m�yla yer de§i³tirilirse, a³a§�daki ifade elde edilir:

cn+1
i − cni

∆t
=
cni+1 − 2cni + cni−1

(∆x)2
+ βcni (1− cni ) .

Bu ifade de a³a§�da Aç�k �leri Euler Metodu dedi§imiz ard�³�k metod ile

çözülebilir:

cn+1
i = λ(cni+1 + cni−1) + (1− 2λcni ) + ∆tβcni (1− cni ) . (4.4)

burada λ = ∆t
(∆x)2

, ve i = 1, 2, . . . ,M − 1. Burada ρ = 0 durumunda

algoritman�n kararl�l�k ko³ulunu bulmak için, von Neumann analizi ile

cnj = gneijθ

ifadesini (4.4) dekleminde koyarsak ³u ifade bulunur:

g = λ(eiθ + e−iθ) + (1− 2λ) = 2λ(1− cos(|θ|)) . (4.5)

Yak�nsakl�k için |g| ≤ 1 ko³ulu sa§lanmas� gerekti§inden, kararl�l�k ko³ulu ³u

³ekli al�r:

λ =
∆t

(∆x)2
≤ 1

2
. (4.6)

Bu ko³ul ise ∆x de§erini daha duyarl� sonuç için azalt�ld�§�nda, zaman

ad�m� ∆t de§erini de kararl�l�k ko³ulu sa§lans�n diye daha fazla i³lem yapma

maliyetinde küçültülmesi gerekti§ini söylüyor.
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Açık İleri Euler Metodu

�ekil 4.1: ∆t = 0.1
100

, ∆x = 1
20

ve λ = 0.4 için hata gra�§i (A�EM)

�ekil 4.1' den görülece§i üzere, ∆x = 1/20, zaman ad�m� ∆t = 0.1/100

al�nd�§�nda

λ =
∆t

(∆x)2
= 0.4 ≤ 1

2

olmakta ve kararl�l�k ko³ulunu (λ ≤ 1/2) sa§lamaktad�r. Bu da kabul

edilebilir bir hataya sahiptir. Maksimum hata 7.5× 10−4 dir.
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�ekil 4.2: ∆t = 0.1
100

∆x = 1
25

ve λ = 0.625 için hata gra�§i (A�EM)

�ekil 4.2' de, ∆x = 1/25, zaman ad�m� ∆t = 0.1/100 al�nd�§�nda λ = 0.625

olup, kararl�l�k ko³lulu ihlal edilip, �ekil 4.4 çözüm gra�§inde de sapman�n

çok yüksek oldu§u görülmektedir.
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�ekil 4.3: ∆t = 0.1
100

∆x = 1
25
, λ = 0.625 için yak�nla³t�r�lm�³ hata gra�§i

(A�EM)

�ekil 4.3, 0 ile 0.008 aral�§�nda �ekil 4.2 gra�§i yak�nla³t�r�larak çizdirilmi³tir.

Hatan�n da§�l�m�n�n daha net bir ³ekilde gösterilmesi sa§lanm�³t�r. Kararl�l�k

ko³ulu ihlal edilmi³tir.
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�ekil 4.4: ∆t = 0.1
100

, ∆x = 1
25

ve λ = 0.625 için çözüm gra�§i (A�EM)

�ekil 4.4, Aç�k �leri Euler Metodu kullan�larak, ∆t = 0.1
100

, ∆x = 1
25
, λ = 0.625

al�narak, çözüm gra�§i çizdirilmi³tir. Gra�kte de görülmektedir ki t(zaman)

de§eri s�f�rdan uzakla³t�kça sapmalar olu³mu³tur.
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Açık İleri Euler Metodu

�ekil 4.5: ∆t = 0.1
77
, ∆x = 1

20
ve λ = 0.5208 için hata gra�§i (A�EM)

�ekil 4.5, ∆x = 1/20, zaman ad�m� ∆t = 0.1/77 al�nd�§�nda λ = 0.5208 olup,

kararl�l�k ko³ulu ihlal edilmesine kar³�n hata hala kabul edilebilir bir oranda

olup bu da kararl�l�k ko³ulunun yeter bir ko³ul oldu§unu ama gerek

bir ko³ul olmad�§�n� göstermektedir.
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�ekil 4.6: ∆t = 0.1
77
, ∆x = 1

20
ve λ = 0.5208 için çözüm gra�§i (A�EM)

�ekil 4.6, ∆x = 1/20, zaman ad�m� ∆t = 0.1/77 ve λ = 0.5208 al�narak, Aç�k

�leri Euler Metodu kullan�larak çözüm gra�§i çizdirilmi³tir. Kararl�l�k ko³ulu

ihlal edilmi³tir.
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4.1.2 Kapal� Geri Euler Metodu

Bu bölümde (4.1) denkleminde, e³itli§in solundaki 1.mertebeden olan ifade

geri-fark yakla³�m�yla ve sa§�ndaki 2. mertebeden ifade de merkezi-fark

yakla³�m�yla de§i³tirilirse, a³a§�daki ifade elde edilir:

cni − cn−1
i

∆t
=
cni+1 − 2cni + cni−1

(∆x)2
+ βcni (1− cni ) . (4.7)

Bu ifade düzenlenirse, Aç�k �leri Euler Metodu dedi§imiz ard�³�k metot ³u

hali al�r:

−λcni−1 + (1 + 2λ)cni − λcni+1 −∆tβcni (1− cni ) = cn−1
i (4.8)

burada λ = ∆t
(∆x)2

, ve i = 1, 2, . . . ,M − 1 dir. Burada β = 0 durumunda

algoritman�n kararl�l�k ko³ulunu bulmak için, von Neumann analizini

kullanarak

cnj = gneijθ (4.9)

ifadesini (4.7) dekleminde koyulursa ³u ifade bulunur:

1

g
= −λe−iθ + (1 + 2λ)− λeiθ, g =

1

1 + 2λ(1− cos(θ))
. (4.10)

Buradan her λ ve θ de§erleri için |g| ≤ 1 oldu§u görülür.
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20

ve λ = 0.4 için hata gra�§i (KGEM)

�ekil 4.7' de, ∆x = 1/20, zaman ad�m� ∆t = 0.1/100 al�narak, Kapal� Geri

Euler Metodu kullan�lm�³t�r. Maksimum hata 1.8×10−3 olarak bulunmu³tur.
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�ekil 4.8: ∆t = 0.1
100

, λ = 0.4 ve λ = 0.625 için hata gra�§i (KGEM)

�ekil 4.8' de, ∆x = 1/20 ve ∆x = 1/25, zaman ad�m�

∆t = 0.1/100 al�nd�§�nda hatalar aras�ndaki fark görülmektedir.

∆x = 1/20 iken maksimum hata 1.8 × 10−3, ∆x = 1/20 iken

maksimum hata 1.6× 10−3 olarak bulunmu³tur.
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�ekil 4.9: ∆t = 0.1
100

, ∆x = 1
20
, λ = 0.4 için çözüm gra�§i (KGEM)

�ekil 4.9, Kapal� Geri Euler Metodu kullan�larak, ∆t = 0.1
100

, ∆x = 1
20

ve

λ = 0.4 al�narak, çözüm gra�§i çizdirilmi³tir. Gra�k her t de§eri için

çizdirilmi³tir.
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4.1.3 Crank-Nicolson Metodu

Ad�n�, bu yöntemi 20. yüzy�l�n ortalar�nda bulan John Crank ve Phyllis

Nicolson' dan alan bu metotda, zaman türevi ileri fark formülü kullan�larak,

konum türevi ise probleme uygun olan fark formülleri ile yaz�lan n ve n + 1

ad�m türevlerinin ortalamas� al�narak elde edilir. Bu bölümde (4.7)

denklemine geri dönüp bu metodu iyile³tirmeye çal�³�lacakt�r. �imdiki haliyle,

yöntemde, e§er merkezi fark denkleminde yakla³�m� zaman

ad�m� olarak ∆t
2

ald�nd�§�nda e³itli§in sa§�ndaki ifade n zaman

ad�m�ndaki de§ere göre, sol taraf�ndaki denklem de n

ile n − 1 zaman ad�mlar� aras�ndaki fark yakla³�mlar�n�

vermektedir. Bu da tutars�zl�k göstermekdir. Bunun yerine denklemin

sa§ taraf�nda n ile n + 1 ad�mlar� aras�nda dengeyi kurabilmek amac�yla

orta nokta al�n�r. Bunu yapabilmek için (4.7) denkleminin sa§ taraf�nda

merkezi farklar�n n ile n+1 ad�mlar� aras�nda ortalamas� al�n�r. Bu durumda

a³a§�daki denklem elde edilir:

cn+1
i − cni

∆t
=

1

2
[
cn+1
i+1 − 2cn+1

i + cn+1
i−1

(∆x)2

+
cni+1 − 2cni + cni−1

(∆x)2
]

+β(cn+1
i + cni )/2(1− (cn+1

i + cni )/2) (4.11)

−λcn+1
i+1 + 2(1 + λ)cn+1

i − λcn+1
i−1 = λcni+1 + 2(1− λ)cni + λcni−1 (4.12)

(4.9) denklemini (4.12) denkleminde yerine koyulursa:

2g(1 + λ(1− cos(θ))) = 2(1− λ(1− cos(θ))) (4.13)

Buradan da

g =
1− λ(1− cos(θ))
1 + λ(1− cos(θ))

, (4.14)

|g| ≤ 1 e³itsizili§i her ko³ulda sa§land�§�ndan elde edilen sistemin ko³ulsuz

kararl� oldu§u söylenir.
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�ekil 4.10: ∆t = 0.1
100

, ∆x = 1
20
, λ = 0.4 ve λ = 0.625 için hata gra�§i (CNM)

�ekil 4.10' da, farkl� λ de§erleri için hata gra�§i görülmektedir. Maksimum

hata gra�kten de görüldü§ü gibi di§er metotlarla elde edilen hatalardan daha

küçüktür. Bu durum Crank-Nicolson yönteminin di§er yöntemlerden daha iyi

çal�³t�§�n� gösterir. Maksimum hata λ = 0.4 iken 5.2 × 10−4, λ = 0.625 iken

3.3× 10−4 ' dür.

λ = 0.4 ve λ = 0.625 için çözüm gra�klerine de bak�labilir:
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�ekil 4.11: ∆t = 0.1
100

, ∆x = 1
20
, λ = 0.4 için çözüm gra�§i (CNM)

�ekil 4.11, Crank-Nicolson Metodu kullan�larak, ∆t = 0.1
100

, ∆x = 1
20

ve

λ = 0.4 al�narak, çözüm gra�§i çizdirilmi³tir. t(zaman) s�f�rdan uzakla³t�kça

çözümdeki de§i³im gra�kte görülmektedir.
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�ekil 4.12: ∆t = 0.1
100

, ∆x = 1
25
, λ = 0.625 için çözüm gra�§i (CNM)

Çözüm gra�kleri de göstermektedir ki Crank-Nicolson metodu daha iyi sonuç

vermektedir. λ n�n her de§eri için bu metot çal�³maktad�r.
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4.2 L�NEER OLMAYAN DURUM

β 6= 0 oldu§u durumda, 1-boyutlu s�n�r de§er problemini, yakla³�k çözümü

sonlu farklar metodu ve ortaya ç�kan lineer olmayan denklem sistemleri de

Newton-Raphson metodu ile çözülerek çözüm gra�kleri elde edildi. Newton-

Raphson metodunda duyarl�l�k 10−7 olarak al�nd�. Farkl� β 6= 0 de§erleri için

herbir metot ile olu³an gra�kler a³a§�da yer almaktad�r.

4.2.1 Aç�k �leri Euler Metodu

β = 0.006, β = 100, β = 250 ve β = 500 de§erleri kullan�larak

çözüm gra�kleri olu³turulmu³tur. Bu gra�kleri çizmek için önce fortran

program�nda yaz�lan kod ile de§erler olu³turulmu³tur. Olu³an de§erler

ile matlab program�nda mesh komutu kullan�larak çözüm gra�kleri elde

edilmi³tir. Bu gra�kler s�ras�yla a³a§�da yer almaktad�r:
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β = 0.006 için :

�ekil 4.13: ∆t = 0.1
100

, ∆x = 1
20
, λ = 0.4 ve β = 0.006 için çözüm gra�§i

(A�EM)

�ekil 4.13, Aç�k �leri Euler Metodu kullan�larak, ∆t = 0.1
100

, ∆x = 1
20
, λ = 0.4

ve β = 0.006 al�narak, çözüm gra�§i çizdirilmi³tir. Olu³an gra�kte ba³lang�ç

ko³ulunun ve s�n�r ko³ullar�n�n etkisi de görülmektedir.
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β = 100 için :

�ekil 4.14: ∆t = 0.1
100

, ∆x = 1
20
, λ = 0.4 ve β = 100 için çözüm gra�§i (A�EM)

�ekil 4.14, Aç�k �leri Euler Metodu kullan�larak, ∆t = 0.1
100

, ∆x = 1
20
,

λ = 0.4 ve β = 100 al�narak, çözüm gra�§i çizdirilmi³tir. Gra�k her t de§eri

için çizdirilmi³tir. β de§erinin artmas� çözümü etkilemektedir. Gra�kte de

görülmektedir ki çözüm 1' den fazla de§er almamaktad�r.
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β = 250 için :

�ekil 4.15: ∆t = 0.1
100

, ∆x = 1
20
, λ = 0.4 ve β = 250 için çözüm gra�§i (A�EM)

�ekil 4.15, Aç�k �leri Euler Metodu kullan�larak, ∆t = 0.1
100

, ∆x = 1
20
,

λ = 0.4 ve β = 250 al�narak, çözüm gra�§i çizdirilmi³tir. Gra�k her t

de§eri için çizdirilmi³tir. t(zaman) s�f�rdan uzakla³t�kça çözüm her t de§eri

için de§i³mektedir.
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β = 500 için :

�ekil 4.16: ∆t = 0.1
100

, ∆x = 1
20
, λ = 0.4 ve β = 500 için çözüm gra�§i (A�EM)

�ekil 4.16, Aç�k �leri Euler Metodu kullan�larak, ∆t = 0.1
100

, ∆x = 1
20
, λ = 0.4

ve β = 500 al�narak, çözüm gra�§i çizdirilmi³tir.

Farkl� β de§erleri kullan�larak çizdirilen gra�klerde de görülmü³tür ki β

de§erinin artmas� c(hücre konsantrasyonu)' nin zamana göre de§i³imini

etkilemektedir.
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4.2.2 Kapal� Geri Euler Metodu

Kapal� Geri Euler Metodu ile β = 0.006, β = 100, β = 250 ve β = 500

de§erleri kullan�larak çözüm gra�kleri olu³turulmu³tur. Bu gra�kleri çizmek

için önce fortran program�nda yaz�lan kod ile de§erler olu³turulmu³, olu³an

de§erler ile matlab program�nda mesh komutu kullan�larak çözüm gra�kleri

elde edilmi³tir. Bu gra�kler s�ras�yla a³a§�da yer almaktad�r:
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β = 0.006 için :

�ekil 4.17: ∆t = 0.1
100

, ∆x = 1
20
, λ = 0.4 ve β = 0.006 için çözüm gra�§i

(KGEM)

�ekil 4.17, Kapal� Geri Euler Metodu kullan�larak, ∆t = 0.1
100

, ∆x = 1
20
,

λ = 0.4 ve β = 0.006 al�narak, çözüm gra�§i çizdirilmi³tir. Gra�k her t

de§eri için çizdirilmi³tir. t(zaman) s�f�rdan uzakla³t�kça çözüm her t de§eri

için de§i³mektedir.
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β = 100 için :

�ekil 4.18: ∆t = 0.1
100

, ∆x = 1
20
, λ = 0.4 ve β = 100 için çözüm gra�§i (KGEM)

�ekil 4.18, Kapal� Geri Euler Metodu kullan�larak, ∆t = 0.1
100

, ∆x = 1
20
,

λ = 0.4 ve β = 100 al�narak, çözüm gra�§i çizdirilmi³tir. Ba³lang�ç

ko³ulunun parabolik etkisi görülmektedir ve t(zaman) de§eri s�f�rdan

uzakla³t�kça çözümdeki de§i³im gra�kte görülmektedir.
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β = 250 için :

�ekil 4.19: ∆t = 0.1
100

, ∆x = 1
20
, λ = 0.4 ve β = 250 için çözüm gra�§i (KGEM)

�ekil 4.19, Kapal� Geri Euler Metodu kullan�larak, ∆t = 0.1
100

, ∆x = 1
20
,

λ = 0.4 ve β = 250 al�narak, çözüm gra�§i çizdirilmi³tir. β de§erinin artmas�

çözüm gra�§ini etkilemektedir.
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β = 500 için :

�ekil 4.20: ∆t = 0.1
100

, ∆x = 1
20
, λ = 0.4 ve β = 500 için çözüm gra�§i (KGEM)

�ekil 4.20, Kapal� Geri Euler Metodu kullan�larak, ∆t = 0.1
100

, ∆x = 1
20
,

λ = 0.4 ve β = 500 al�narak, çözüm gra�§i çizdirilmi³tir.
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4.2.3 Crank-Nicolson Metodu

Crank-Nicolson Metodu ile β = 0.006, β = 100, β = 250 ve β = 500

de§erleri kullan�larak çözüm gra�kleri olu³turulmu³tur. Bu gra�kleri çizmek

için önce fortran program�nda yaz�lan kod ile de§erler olu³turulmu³tur.

Olu³an de§erler ile matlab program�nda mesh komutu kullan�larak çözüm

gra�kleri elde edilmi³tir. Gra�klerde de en iyi sonucun Crank-Nicolson

Metodu ile al�nd�§� görülmektedir. Bu gra�kler s�ras�yla a³a§�da yer almak-

tad�r:
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β = 0.006 için :

�ekil 4.21: ∆t = 0.1
100

, ∆x = 1
20
, λ = 0.4 ve β = 0.006 için çözüm gra�§i

(CNM)

�ekil 4.21, Crank-Nicolson Metodu kullan�larak, ∆t = 0.1
100

, ∆x = 1
20
,

λ = 0.4 ve β = 0.006 al�narak, çözüm gra�§i çizdirilmi³tir. Gra�kte s�n�r

ve ba³lang�ç ko³ullar�n�n etkisi görülmektedir. Gra�k her t(zaman) de§eri

için çizdirilmi³tir.
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β = 100 için :

�ekil 4.22: ∆t = 0.1
100

, ∆x = 1
20
, λ = 0.4 ve β = 100 için çözüm gra�§i (CNM)

�ekil 4.22, Crank-Nicolson Metodu kullan�larak, ∆t = 0.1
100

, ∆x = 1
20
, λ = 0.4

ve β = 100 al�narak, çözüm gra�§i çizdirilmi³tir. β de§erinin artmas� her

t(zaman) için çözümü etkilemektedir.
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β = 250 için :

�ekil 4.23: ∆t = 0.1
100

, ∆x = 1
20
, λ = 0.4 ve β = 250 için çözüm gra�§i (CNM)

�ekil 4.23, Crank-Nicolson Metodu kullan�larak, ∆t = 0.1
100

, ∆x = 1
20
,

λ = 0.4 ve β = 250 al�narak, çözüm gra�§i çizdirilmi³tir. t(zaman) s�f�rdan

uzakla³t�kça çözümdeki de§i³im gra�kte görülmektedir.
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β = 500 için :

�ekil 4.24: ∆t = 0.1
100

, ∆x = 1
20
, λ = 0.4 ve β = 500 için çözüm gra�§i (CNM)

�ekil 4.24, Crank-Nicolson Metodu kullan�larak, ∆t = 0.1
100

, ∆x = 1
20
, λ = 0.4

ve β = 500 al�narak, çözüm gra�§i çizdirilmi³tir.

Çizdirilen gra�klerde de görülmü³tür ki en iyi sonuç Crank-Nicolson metodu

ile al�nmaktad�r.
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4.2.4 Crank-Nicolson Metodu ile Olu³an Lineer Olmayan
Denklem Sisteminin Say�sal Çözümü

(4.1) denklemine Crank-Nicolson metodun uyguland�§�nda (4.15) denklemi

elde edilir. Denklem yeniden yaz�l�rsa:

cn+1
i − cni

∆t
=

1

2
[
cn+1
i+1 − 2cn+1

i + cn+1
i−1

(∆x)2

+
cni+1 − 2cni + cni−1

(∆x)2
]

+β(cn+1
i + cni )/2(1− (cn+1

i + cni )/2)

2(cn+1
i − cni ) = λ(cn+1

i+1 − 2cn+1
i + cn+1

i−1 + cni+1 − 2cni + cni−1)

+β∆t(cn+1
i + cni )(2− cn+1

i − cni ) (4.15)

i de§erleri (4.15) denkleminde yerine koyulursa [0, 1] aral�§�nda N+1 tane

nokta için N+1 tane lineer olmayan denklem tan�mlan�r :

i = 0 için:

f1(cn+1
0 , cn+1

1 , ..., cn+1
N ) = cn+1

0 − 0 = 0

i = 1 için:

f2(cn+1
0 , cn+1

1 , ..., cn+1
N ) = 2(cn+1

1 − cn1 )

−λ(cn+1
2 − 2cn+1

1 + cn+1
0 + cn2 − 2cn1 + cn0 )

+β∆t(cn+1
1 + cn1 )(2− cn+1

1 − cn1 )

= 0
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...

i = N-1 için:

fN(cn+1
0 , cn+1

1 , ..., cn+1
N ) = 2(cn+1

N−1 − c
n
N−1)

−λ(cn+1
N − 2cn+1

N−1 + cn+1
N−2 + cnN − 2cnN−1 + cnN−2)

+β∆t(cn+1
N−1 + cnN−1)(2− cn+1

N−1 − c
n
N−1)

= 0

i = N için:

fN+1(cn+1
0 , cn+1

1 , ..., cn+1
N ) = cn+1

N − 0 = 0

cn+1
0 sol s�n�r de§erini , cn+1

N ise sa§ s�n�r de§erini vermektedir. S�n�r ko³ullar�

olarak her ikisi de s�f�r al�nm�³t�r.

Bu sistemin çözümü için Newton-Raphson yöntemi kullan�lacakt�r. Bölüm 5'

de yöntem ve algoritmas� yer almaktad�r.

Newton-Raphson yönteminde kullan�lacak N+1×N+1 lik bir tane Jacobian

matris olu³turulur.

C(x) =


∂f1
∂c0

∂f1
∂c1

. . . ∂f1
∂cN

∂f2
∂c0

∂f2
∂c1

. . . ∂f2
∂cN

...
...

...
∂fN+1

∂c0

∂fN+1

∂c1
. . . ∂fN+1

∂cN


Bu olu³an matris ve bölüm 5' de kullan�lacak J(~x) matrisidir.
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5 L�NEER OLMAYAN DENKLEM S�STEM-
LER�N�N SAYISAL ÇÖZÜMÜ

5.1 NEWTON-RAPHSON METODU

Lineer olmayan denklem sistemlerinin çözümü için, sabit nokta

iterasyonundan daha genel ve algoritmik bir yöntem verilecektir. Bir

boyutlu uzay için sabit nokta iterasyonunda

g(x) = x− φ(x)f(x)

özelli§ini sa§layan ve g nin p sabit noktas�na ikinci dereceden yak�nsakl�§�n�

veren bir φ fonksiyonu bulunur. Newton yöntemteminde φ(x) = 1
f ′(x)

olarak

seçilir. Burada f ′(x) 6= 0 d�r. Benzer yöntem kullan�larak n− boyutlu uzay

için aij(x) elemanlar� <n den < ' ye fonksiyon olan

A(x) =


a11(~x) a12(~x) . . . a1n(~x)
a21(~x) a22(~x) . . . a2n(~x)
...

...
...

an1(~x) an2(~x) . . . ann(~x)


matrisi yaz�l�r. Bu durumda problem, G nin ~p sabit noktas�nda tekil olmayan

ve ~F (~x) = 0 çözümüne ikinci dereceden yak�nsayan

G(~x) = ~x− A(~x)−1F (~x) (5.1)

özelli§ini sa§layan A(~x) matrisini bulmaya indirgenir.

TEOREM 5.1 Kabul edelim ki, p̃ , baz� G = (g1, g2, ...., gn)t : Rn →

R fonksiyonlar� için G(~x) = ~x denkleminin bir çözümü olsun. Ba³ka bir

deyi³le,

G(x1, x2, . . . , xn) = (g1(x1, x2, . . . , xn), g2(x1, x2, . . . , xn), . . . , gn(x1, x2, . . . , xn))t
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g1, g2, . . . , gn fonksiyonlar�na G'nin koordinat fonksiyonlar� denir.

E§er,

1. Her bir i = 1, 2, ..., n ve j = 1, 2, ..., n için ∂gi
∂xj

türevi

Nδ = {~x : ||~x− ~p|| < δ} üzerinde sürekli

2. Her bir i = 1, 2, ..., n , j = 1, 2, ..., n ve k = 1, 2, ..., n olmak üzere

∂2gi(x)/(∂xj∂xj) türevi , tüm x ∈ Nδ için sürekli ve baz� M sabiti için

|∂2gi(x)/(∂xj∂xj)| ≤M ise

3. Her bir i = 1, 2, ..., n ve j = 1, 2, ..., n için ∂gi(p)/(∂xj) = 0

olacak ³ekilde δ > 0 say�s� varsa, bu durumda öyle bir δ̂ ≤ δ say�s�

vard�r ki, herhangi bir ~x(0) için

||~x(0) − p|| < δ̂

olmas� ko³ulu ile

~x(k) = G(~x(k−1))

dizisi ~p ye ikinci dereceden yak�nsar.

Bundan ba³ka k ≥ 1 için

||~x(k) − ~p||∞ ≤
n2M

2
||~x(k) − ~p||2∞

³eklindedir.

A(~x), n × n tipinde tekil olmayan bir matris ve bij~x, A−1(~x) matrisinin i.

sat�r ve j. sütununun kesi³ti§i yerdeki eleman� olsun.

G(~x) = ~x− A−1(~x)F (~x)

oldu§undan,

gi(~x) = xi −
n∑
j=1

bij(~x)fj(~x)
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fonksiyonun k�smi türevleri

∂gi(~x)

∂xk
=

{
1−

∑n
j=1 bij(~x)

∂fj
∂xk

(~x) + fj(~x)
∂bij
∂xk

(~x) : i = k

−
∑n

j=1 bij(~x)
∂fj
∂xk

(~x) + fj(~x)
∂bij
∂xk

(~x) : i 6= k

}

³eklindedir.

5.1 Teoremine göre her bir i = 1, 2, . . . , n ve j = 1, 2, . . . , n için

∂gi(p)/(∂xj) = 0 olmas� gerekir. Bu demektir ki, i = k için ,

0 = 1−
n∑
j=1

bij(~p)
∂fj
∂xi

(~p),

ya da
n∑
j=1

bij(~p)
∂fj
∂xi

(~p) = 1 (5.2)

dir. k 6= i için

0 =
n∑
j=1

bij(~p)
∂fj
∂xi

(~p),

ya da
n∑
j=1

bij(~p)
∂fj
∂xi

(~p) = 0 (5.3)

dir. 1−boyutlu Newton formülündeki türev ifadesi yerine J(~x) ile gösterilen

n× n Jacobian matrisi gelir:

J(~x) =


∂f1(~x)
∂x1

∂f1(~x)
∂x2

. . . ∂f1(~x)
∂xn

∂f2(~x)
∂x1

∂f2(x)
∂x2

. . . ∂f2(~x)
∂xn

...
...

...
∂fn(~x)
∂x1

∂fn(~x)
∂x2

. . . ∂fn(~x)
∂xn


Bu denklemlerden

(A−1(~p))J(~p) = I

olmas� gerekti§i görülür. Buradan

A(~p) = J(~p)

elde edilir. Yani A(~x) uygun bir seçim, Teorem 5.1'in in (iii) ko³ulu

sa§lanacak ³ekilde A(~x) = J(~x) olmas�d�r.
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G fonksiyonu

G(~x) = ~x− (J−1(~x))F(~x)

olarak tan�mlan�r, fonksiyonel iterasyon için x̃(0) ba³lang�ç de§eri seçilir ve

k ≥ 1 için iterasyon

~x(k) = G(~x(k−1)) = ~x(k−1) − (J−1(~x(k−1)))F(~x(k−1)) (5.4)

³eklinde elde edilir.

Bu yöntem lineer olmayan denklem sistemleri için Newton-Raphson yön-

temi olarak bilinir. E§er ba³lang�ç ko³ulu yeterince do§ru ve (J−1(~p)) mevcut

ise, (5.4) dizisi verilen denklem sisteminin sabit noktas�na ikinci dereceden

yak�nsar.

Newton-Raphson yönteminin genellikle büyük denklem sistemlerinin

çözümünde tercih edilmemesinin nedeni her iterasyonda J(~x) ve

J−1(~x) matrislerinin hesaplanmas�d�r. Bu olumsuzluktan kurtulmak

için J(~x(k))~y = −F(~x(k)) olacak ³ekilde ~y vektörü bulunur. ~x(k+1) de§erini

hesaplamak için bu defa ~y vektörü ~x(k) ile toplan�r.

Bununla ilgili algoritma a³a§�da verilmi³tir (Bayram 2009, ss. 401-405).

5.1.1 Newton-Raphson Algoritmas�

Bu algoritma ~x ba³lang�ç ko³ulu verilen F (~x) = 0 lineer olmayan denklem

sisteminin yakla³�k çözümünü bulur.

Girdi

n: denklem ve bilinmeyen say�s�;

~x = (x1, ..., xn)t ba³lang�ç de§erleri ;
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TOL: tolerans ;

N : maksimum iterasyon say�s�.

ÇIKTI

~x = (x1, ..., xn)t yakla³�k çözümü ya da maksimum iterasyondan sonra

algoritman�n ba³ar�s�z oldu§una ait mesaj.

1.Ad�m : k = 1 al�n�z.

2.Ad�m : k ≤ N oldu§u sürece 3-7. Ad�mlar� tekrarlay�n�z.

3.Ad�m : F (~x) ve J(~x) de§erlerini hesaplay�n�z. Burada 1 ≤ i, j ≤ n için

J(~x)ij = (∂fi(~x)/∂xj).

4.Ad�m : n x n tipindeki J(~x)y = −F (~x) lineer denklem sistemini çözünüz.

5.Ad�m : ~x = ~x+ ~y al�n�z.

6.Ad�m : E§er ||~y|| < TOL ise ,ÇIKTI (~x);

(iterasyon ba³ar�yla tamamland�).

DUR

7.Ad�m : k = k + 1 al�n�z.
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8.Ad�m : ÇIKTI (maksimum iterasyondan sonra i³lem ba³ar�s�zl�kla sonuç-

land�.)

DUR (Bayram 2009, ss. 401-405).
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6 TARTI�MA

Problem 1-boyutta sonlu fark metotlar� ile lineer ve lineer olmayan

durumlarda incelendi. Denklemin lineer oldu§u durumda Fourier analizi

yard�m�yla sonlu fark metotlar�n�n kararl�l�§� için gerek ve yeter ko³ullar�

bulundu. Aç�k �leri Euler Metodu için λ = ∆t
(∆x)2

≤ 1
2
ko³ulu bulundu.

Bu ko³ul ise ∆x de§erini daha duyarl� sonuç için azalt�ld�§�nda, zaman

ad�m� ∆t de§erini de kararl�l�k ko³ulu sa§lans�n diye daha fazla i³lem yapma

maliyetinde küçültülmesi gerekti§ini söylemektedir. Ayr�ca, kararl�l�k ko³ulu

ihlal edilmesine kar³�n hata hala kabul edilebilir bir oranda olabilir. Bu da

kararl�l�k ko³ulunun yeter bir ko³ul oldu§unu ama gerek bir ko³ul olmad�§�n�

söylemektedir. Kapal� Geri Euler Metodunda ayn� ³ekilde Fourier analizi

yard�m�yla kararl�l�k ko³ulunu bulunmaya çal�³�lm�³t�r. Ancak bu metot için

bir kararl�l�k ko³ulu bulunmamaktad�r. Farkl� λ de§erleri için yapt�lan hata

analizlerinde ise λ de§eri büyüdükçe hata de§erinin küçüldü§ü görülmektedir.

Crank-Nicolson metodunda ise kararl�l�k için hiçbir ko³ul bulunmamaktad�r.

Her λ de§eri için metot çal�³makta ve en iyi sonuçlar� vermektedir. Crank-

Nicolson metodu ile hata analizi yap�ld�§�nda hatalar�n çok küçük oldu§u

görülmektedir. A³a§�daki maksimum hata tablosunda her metodun farkl� λ

de§erleri için maksimum hatalar� verilmi³tir.

Tablo 6.1: Maksimum Hata
Metod λ = 4t

(4x)2
de§erleri Maksimum Hata

Aç�k �leri Euler Metodu 0.4 7.5× 10−4

0.625 7.2× 10−1

0.5208 1.09× 10−3

Kapal� Geri Euler Metodu 0.4 1.8× 10−3

0.625 1.6× 10−3

Crank-Nicolson Metodu 0.4 5.2× 10−4

0.625 3.3× 10−4

β 6= 0 oldu§u durumda, 1-boyutlu s�n�r de§er problemi, yakla³�k çözümü

sonlu farklar metotlar� ve ortaya ç�kan lineer olmayan denklem sistemleri de
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Newton-Raphson metodu ile çözülerek çözüm gra�kleri elde edildi. Newton-

Raphson metodunda duyarl�l�k 10−7 olarak al�nd�. Farkl� β 6= 0 de§erleri için

herbir metot ile gra�kler olu³turuldu.
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7 SONUÇ

Beyin tümörü problemi 1-boyutta bir s�n�r de§er problemi olarak ele al�n�p

ve yakla³�k çözümü sonlu farklar metotlar� ve ortaya ç�kan lineer olmayan

denklem sistemleri de Newton-Raphson metodu ile çözüldü. Bunun

neticesinde en iyi sonuçlar Crank-Nicolson metoduyla elde edildi. Probleme

yeni parametreler eklenebilir ve 2-boyutta çal�³malara devam edilebilir.
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        EK A.1  

        Açık İleri Euler Metodunun fortran programında yazılan kodu aşağıda verilmiştir. 

        IMPLICIT REAL*8 (A-F,O-Z)  

        COMMON /JUNK/ PIS,zero,one,two,three,rho 

        COMMON /JUNK1/ N 

        COMMON /JUNK2/ deltat,deltax,E,xlamda,epsi 

        DOUBLE PRECISION PIS,zero,one,two,three,rho 

        DOUBLE PRECISION PI,ac,GG,A1(12) 

        DOUBLE PRECISION FF(0:501) 

        DOUBLE PRECISION X(0:500) 

        DOUBLE PRECISION RHS(0:501) 

        DIMENSION A(501,501) 

        DIMENSION LV(501) 

        DOUBLE PRECISION EPSILON,epsi 

        DOUBLE PRECISION WOLD(0:501) 

        DOUBLE PRECISION WNEW(0:501) 

        DOUBLE PRECISION U(0:501) 

        DOUBLE PRECISION ERROR, SUM,SUM1 

        INTEGER ITER,N,NIN  

        PARAMETER (EPSILON = 0.0000001D0) 

        PARAMETER (NIN = 15) 

        OPEN(UNIT=NIN,STATUS='UNKNOWN',FILE='1st_iteration') 

        OPEN(UNIT=7,STATUS='UNKNOWN',FILE='error') 

        OPEN(UNIT=8,STATUS='UNKNOWN',FILE='hata_icin') 

        OPEN(UNIT=9,STATUS='UNKNOWN',FILE='initial_file') 

        OPEN(UNIT=10,STATUS='UNKNOWN',FILE='err_file') 

        OPEN(UNIT=11,STATUS='UNKNOWN',FILE='t_values') 

        OPEN(UNIT=12,STATUS='UNKNOWN',FILE='x_values') 
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        OPEN(UNIT=13,STATUS='UNKNOWN',FILE='w_values') 

        OPEN(UNIT=14,STATUS='UNKNOWN',FILE='error_xlamda_dtdx') 

            rewind(7) 

 rewind(8) 

 rewind(9) 

 rewind(10) 

 rewind(11) 

 rewind(12) 

 rewind(13) 

 rewind(NIN) 

           epsi = 0.01D0 

            zero=0.0d0 

            one=1.0d0 

            two=2.0d0 

           three=3.0d0 

           rho=1.050d0 

           rho=0.010d0 

           rho=zero 

 ikey = 1 

            msay=0 

  PI = 4.0D0*DATAN(one) 

 PIS= 2.0D0 * PI 

            ipiv=0 

            prec=0.d0 

            ind_A = 1 

        write(6,*) 'enter N for deltax value' 

        read(5,*) N 

        write(6,*) 'enter deltat value' 
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        read(5,*) deltat 

        write(6,*) 'enter N for deltax value' 

         ntp = n + 1 

 ntp = n 

            nt = 501 

 time=0.0d0 

        write(11,3) time 

        deltax=one/N 

        xlamda=deltat/(deltax*deltax) 

        write(8,88) zero,zero 

        write(6,*) time,'delta t' 

        write(6,*) deltax,'deltax' 

        write(6,*) xlamda,'xlamda' 

        write(6,*) rho,'rho' 

        itime=100 

        ifi=0 

        time=zero 

        DO I = 0,N 

        x(i)=i*deltax 

        u(i)=sin(pi*x(i)) 

        write(6,*) wold(i),'wold at t=0 ',i        

        wold(i)=0.00010d0+u(i) 

        write(6,*) x(i),'x ',i        

        write(12,3) x(i) 

        write(13,3) u(i) 

        enddo 

        u(0)=zero 

        u(n)=zero 
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        wold(0)=zero 

        wold(n)=zero 

       sume=zero 

        zdiff=zero 

        do mm=0,N 

        xexact=sin(pi*x(mm))*exp(-pi*pi*time) 

        sume=sume+(xexact-u(mm))*(xexact-u(mm)) 

       88    format(f12.8,1x,f12.8) 

        enddo 

        do i=1,n+1 

        do j=1,n+1 

        a(i,j)=zero 

        enddo 

        enddo 

        time=time+deltat 

        write(6,*) ' ITERATION NUMBER    = ', ITER 

        write(6,*) ' ERROR               = ', ERROR 

        write(6,*) 'E                    = ',E 

        write(6,*) 'time t               = ',time 

        write(6,*) 'deltax and deltat    = ',deltax,deltat 

        write(6,*) 'xlamda ve rho        = ',xlamda,rho 

        write(6,*) ' -----------------------',NIN+ifi 

        write(7,*) ' ITERATION NUMBER    = ', ITER 

        write(7,*) ' ERROR               = ', ERROR 

         write(7,*) 'E                    = ',E 

         write(7,*) 'time t               = ',time 

         write(7,*) 'deltax and deltat    = ',deltax,deltat 

         write(7,*) 'xlamda ve rho        = ',xlamda,rho 
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         write(7,*) ' -----------------------' 

        DO I=0,N 

         write(9,41) x(i),u(i),wold(i),xlamda,deltax,rho 

         +  ,NIN+ifi 

          enddo 

          close(9) 

          666 ERROR = 0.01D0  

           do j=1,itime 

           DO l=1,N-1 

           FF(l) = F(l,WOLD,U) 

           enddo 

           sume=zero 

        zdiff=zero 

        do mm=1,N-1 

        xexact=sin(pi*x(mm))*exp(-pi*pi*time) 

        sume=sume+(xexact-FF(mm))*(xexact-FF(mm)) 

        u(mm)=FF(mm) 

        wold(mm)=0.00010d0+u(mm) 

        enddo 

        u(0)=zero 

        u(n)=zero 

        wold(0)=zero 

        wold(n)=zero 

        write(11,3) time 

        write(8,88) time,dsqrt(deltax*sume) 

        write(14,888) time,dsqrt(deltax*sume),deltat,deltax,xlamda 

        DO I=0,N 

        write(13,3) u(i) 
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        enddo 

        3     format(f12.8) 

 

        time=time+deltat 

        if(time.gt.0.1) goto 9999 

        enddo 

         888    format(f10.8,1x,f12.8,1x,f10.8,1x,f10.8,1x,f10.8) 

         19  format(2f20.15) 

         20  format(2f20.10) 

         40  format(4f20.10) 

         41    format(2f15.10,1x,f5.2,1x,f8.4,1x,f8.4,1x 

         +  ,f8.4,1x,i4) 

         51  format(4f13.8) 

         9999 close(233) 

         close(10) 

         close(9) 

      STOP 

      END 

     SUBROUTINE MATINV(A,NN,NDIM,LIG,PREC,IOP)   

      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z)  

      DIMENSION A(NDIM,NN) 

      DIMENSION LIG(NN) 

      ZERO=0.D0  

      UN=1.D0 

      DO 12 L=1,NN 

      LIG(L)=0   

      PIVOT=DABS(A(L,L)) 

      DO 2 K=L,NN 
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      Z=DABS(A(L,K)) 

      IF (Z-PIVOT) 2,2,1 

      1 LIG(L)=K   

      PIVOT=Z 

      2 CONTINUE   

      IF (IOP) 4,4,3 

      3 PRINT 200,L,PIVOT  

      4 IF (PIVOT-PREC) 900,900,5  

      5 K=LIG(L)   

      IF (K) 8,8,6   

      6 DO 7 I=1,NN 

      Z=A(I,L)   

      A(I,L)=A(I,K)  

      7 A(I,K)=Z   

      8 Z=A(L,L)   

      A(L,L)=UN  

      DO 9 K=1,NN 

      9 A(L,K)=A(L,K)/Z 

      DO 12 I=1,NN 

      IF (I-L) 10,12,10  

      10 Z=A(I,L)   

      A(I,L)=ZERO 

      DO 11 K=1,NN 

      11 A(I,K)=A(I,K)-Z*A(L,K) 

      12 CONTINUE   

      DO 15 J=1,NN 

      I=NN+1-J 

      L=LIG(I)   
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      IF (L) 15,15,13 

      13 DO 14 K=1,NN 

      Z=A(L,K)   

      A(L,K)=A(I,K)  

      14 A(I,K)=Z   

     15 CONTINUE   

     RETURN 

     900 PRINT 290,PIVOT,PREC   

     IOP=900 

     RETURN 

     200 FORMAT (10X,'PIVOT NUMBER',I3,'=',D13.6)   

     290 FORMAT (10X,'MATRIX SINGULAR....PIVOT=',D13.6,'SMALLER 

     1THAN PREC=',D13.6) 

     END 

     DOUBLE PRECISION FUNCTION F(I,WOLD,U) 

     IMPLICIT REAL*8 (A-F,O-Z)  

     COMMON /JUNK/ PIS,zero,one,two,three,rho 

     COMMON /JUNK1/ N 

     COMMON /JUNK2/ deltat,deltax,E,xlamda,epsi 

     COMMON /JUNK3/ xsi_old,xsi_new 

     DOUBLE PRECISION PIS,zero,one,two,three,rho 

     DOUBLE PRECISION U(0:501) 

     DOUBLE PRECISION WOLD(0:501) 

     DOUBLE PRECISION zt,zav,zxn,zxo,zx1n,zx1o 

     DOUBLE PRECISION zxxn,zxxo,z1x,z1b,zn,znb,z3,z4 

     DOUBLE PRECISION clamda,xlamda,elamda,alamda 

     INTEGER I, J,N 

     u(0)=zero 
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     u(N)=zero 

     z1 = (one-two*xlamda)*u(i) 

     z2 = xlamda*(u(i+1)+u(i-1)) 

    z3=u(i) 

    z4 = deltat*rho*z3*(one-z3) 

    f=z1+z2+z4 

    RETURN  

    END 
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