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OZET

DAGILIMLI GECIKMELI BiR AV-AVCI SISTEMINDE HOPF
CATALLANMA VE KARARLILIK ANALIZI

Degirmenci Emine
Tez Danigmani: Dog. Dr. Canan Celik Karaaslanlt

Eylil, 2011, 78 sayfa

Bu tez caligmasinda dinamik sistemler ve matematiksel biyoloji dallarinda biiyiik 6nem
tastyan bir dagilimli gecikmeli bir av-ave1 denklemi incelenmistir. Bu denklemde 6zel
olarak avci dinamigi lojistik ayrica tasima kapasitesi av popiilasyonu ile orantili

alinmistir. i1k olarak gecikme parametresi 7, catallanma parametresi olarak secilerek

sistemin baz1 7 degerlerinde Hopf ¢atallanmaya sahip oldugu gosterilmis, bu analize ek
olarak, Poincaré Normal Form ve Center Manifold Teoremi kullanilarak g¢atallanma
degerinde periyodik ¢dziimiin yonii, kararlilig1 ve periyodu hesaplanmistir. Ayrica elde
edilen bu teorik sonuglar niimerik simiilasyonlar ile desteklenmistir

Anahtar Kelimeler: Av-avci sistemi, Gecikmeli diferansiyel denklem, Catallanma,
Hopf ¢atallanma, Kararlilik.
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ABSTRACT

HOPF BIFURCATION AND STABILITY ANALYSIS FOR DISTRIBUTED
DELAYED PREY-PREDATOR SYSTEMS

Degirmenci,Emine

Supervisor: Associate Professor Dr. Canan Celik Karaaslanl

September, 2011, 78 pages

In this thesis, Hopf bifurcation of a predator-prey system with distributed delay which has an
important role for dynamical systems and mathematical biology is investigated. In this
system, specifically the predator dynamics is logistic with the carrying capacity proportional

to prey population. First, by choosing the delay time 7 as a bifurcation parameter, it has been

shown that Hopf bifurcation can occur as the delay time 7 passes some critical values and in
addition to this analysis, the direction, stability and period of a periodic solution of a system is
evaluated at bifurcation value by using Poincaré Normal Form and Center Manifold Theorem.
Moreover, these thereotical results are supported by some numerical simulation.

Keywords: Prey-predator system, Delayed differential equation, Bifurcation, Hopf
bifurcation, Stability.
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1. GIRIS

1.1 AV-AVCI POPULASYON MODELI

Insanlar karsilastiklar1 doga olaylarini agiklamak icin 6zellikle son yiizyilda bilime
dayanarak bir¢ok calisma yapmislardir. Bu ise matematik, fizik gibi temel bilimlerin
one ¢ikmasini saglamis ve zamanla bu bilimler bir noktada birleserek kendi aralarinda
etkilesim i¢inde olan biofizik, matematiksel biyoloji gibi alanlarin dogmasina sebep
olmustur. Genel olarak uygulamali matematik altinda toplanan bu alanlar, matematiksel
modelleme teknikleri kullanarak doga olaylarin anlamaya ve bunlar1 agiklamaya
calismiglardir.

Bir matematiksel model olusturma stireci asagidaki basamaklar ile incelenebilir.

i. Calisilan olay1 yansitacak bir matematiksel ifadenin olusturulmasi: Gergek bir
problem ele alindiginda yapilmasi gereken ilk sey probleme ait bagimli ve bagimsiz
degiskenleri belirlemek ve matematiksel olarak problemi ifade eden modeli
olusturmaktir.

ii. Modelin davranigini anlayabilmek i¢cin matematiksel tekniklerin kullanilmasi:
Analiz, diferansiyel denklemler teorisi gibi matematik bilgileri modele uygulanir ve
matematiksel sonuglar elde edilir.

iii. Modelin analizinden elde edilen sonuglarin yorumlanmasi

iv. Modelin problem ile karsilagtiriimasi
Yukaridaki yontemler ile bulunan matematiksel sonuglar ve yapilan tahminler, toplanan
gercek verilerle karsilastirilmalidir.

Dinamik sistemler; matematiksel modeller, zaman ve konum gibi etkenlere bagl olarak
degistiginden fark denklemleri, adi diferansiyel denklemler veya kismi diferansiyel
denklemler kullanilarak olusturulurlar. Bu tip sistemler zamanin model {izerindeki
etkisine gore kesikli ve siirekli sistemler olmak iizere ele almir. Ornegin; kesikli
sistemler doga olaylarinin fark denklemleri yardim ile modellenmesine yarar, siirekli

sistemler ise diferansiyel denklemler kullanilarak modelleme yapilmasini saglar.

Son yillarda dinamik sistemlerde biyolojik modeller bilhassa 6ne ¢ikmistir. En c¢ok



caligmalar ise popililasyon modelleri lizerinedir. Bunlardan bazilari, ayni cevreyi
paylasan iki yada daha ¢ok biyolojik popiilasyon arasindaki etkilesimi icerir. ki tiir
iceren av-avci sistemleri incelenirse avci olarak tanimlanan bir tiir, av olarak tanimlanan
diger tiirli yiyerek beslenir. Avlar ise ortamda bulunan baska yiyecekler ile beslenir.
Bunun bilinen Orneklerinden biri, ormanda yasayan tilkiler ve tavsanlarin
popiilasyonudur. Tavsanlar ormanda belirli bitkileri yerken, avci olarak tabir edilen
tilkiler av olarak tabir edilen tavsanlar1 yer. Bu 6rnekler daha da ¢ogaltilabilir. Bunlar;
kopek balig1 (aveil) ve yenen balik (av), ugur bocegi (avcil) ve yaprak (av) gibi daha
bir¢ok canlilar arasindaki etkilesiminden bahsedilebilir.

1920'de av-avcr iligkisinin klasik matematiksel modeli, Adriyatik Denizi'nde, kdpek
balig1 ve yenen balik popiilasyonunda gozlenen dongiisel degisiklikleri analiz etmek
icin Italyan Matematik¢i Vito Volterra (1978) tarafindan gelistirildi. Béyle bir model
olusturmak i¢in x(t) ile t anindaki avlarin popiilasyon yogunlugu, y(t) ile t anindaki

avcilarin popiilasyon yogunlugu gosterilmek sart1 ile asagidaki kabuller yapilir.

dx
i) Aver popiilasyonunun yoklugunda; av popilasyonu @ — (0 | a>0 ile dogal

oranda biiyiiyecek,

il) Av popiilasyonunun yoklugunda, avci popiilasyonu % = —by(1) , b>0 ile dogal
oranda azalacaktur.

iil) Avcilarin ve avlarin her ikisinin de mevcut oldugu durumda, biiylime ve azalma
dogal oranlarindaki birlesimde iki tiirin bireyleri arasindaki karsilasmalarin siklik
oranina gore av popiilasyonunda bir azalma ve avci popiilasyonunda bir biiyiime vardir.
Ayrica, boyle bir karsilagma sikligmin xy carpim ile orantilt oldugu kabul edilir. Ciinkii
herhangi bir popiilasyonun iki katina ¢ikmasi karsilasma sikligint da iki katina ¢ikartir
ve boylece her iki popiilasyonun iki kat artmasi1 kargilasma sikligin1 dort katina ¢ikartir.

Sonug olarak, avcilar tarafindan yok edilmesi ;
* X av poplilasyonunda -pxy azalmasinin bir etkilesim orani,

* y avcl poplilasyonunda gxy artmasinin bir etkilesim orani ile sonuglanir.
X av popiilasyonu i¢in -pxy etkilesim orani ile ax dogal oran1 ve y avci popiilasyonu i¢in

gxy etkilesim orant ile -by dogal oran1 birlestirildigi zaman ,
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av-avci sistemi elde edilir. Burada a,b,p,q pozitif sabitlerdir.

1.2 GECIKMELI SISTEMLERE GENEL BAKIS

Popiilasyon dinamiginde daha ger¢ek¢i modeller, popiilasyon dinamiginin ge¢mis
durumlarini, yasadiklari ¢cevrenin popiilasyon tizerindeki etkisini de icermelidir. Bunun
yan1 sira bu alanda bir¢cok calismada onemli olan "Sistemin bir parametresi degisirken
sistemin dinamigi nasil degisir? " sorusuna cevap vermektir. Catallanma teorisi, bu
soruya cevap vermeye calisir. Ozellikle av-avei sistemleri, kimyasal tepkime gibi
etkilesim i¢inde bulunan sistemlerde gecikme parametresi catallanma parametresi
alinarak yapisinda meydana gelen degisimler gozlenmistir. Parametre degistikge
sistemin niteliksel yapis1 da degisir yani yeni denge noktalar ortaya ¢ikabildigi gibi
denge noktalarinin kararlilk yapilar1 da degisebilir. Bu niteliksel degisimlere
catallanma ve bu degisimin meydana geldigi parametre degerine ¢atallanma noktasi
denir.

Dinamik sistemlerde kendini tekrar eden siirecler s6z konusudur. Boyle bir durumda
sistem periyodik ¢dzlimlere sahiptir. Periyodik ¢oziimlerin varligii inceleyen teoriler
arasinda en Onemlilerinden biri E.Hopf tarafindan gelistirilmistir. Hopf, parametreye
bagli bir diferansiyel denklemin hangi kosullar altinda periyodik ¢oziimler verdigini

incelemis ve Hopf Catallanma Teoremi olarak bilinen teoremi 6ne siirmiistiir.

1.3 LITERATURDE GECIKMELI SISTEMLER

Dinamik sistemlerde yogunlugun ge¢mis degerlere bagli en basit ifadesi

x(t) = F(t,x(t),x(t - 7)) (1.1)

ile gosterilen gecikmeli fonksiyonel diferansiyel denklemdir. Wright Denklemi yada
Gecikmeli Lojistik Denklem olarak adlandi



N _ x(t - ‘L')
x(t) = rx(t)[l z } (1.2)

Hutchinson Denklemi, bunun en bilinen érneklerindendir. Lord Cherwell, (1.2)
denklemi ile asal sayilarin dagilimi i¢in olasilik metotlarmin kullaniminda
kargilagmistir. Ayni zamanda bu denklem, tek tiirden olusan bir toplulugun biiylimesinin
zaman gecikmesi igeren modeli olarak da degerlendirilebilir.

May (1973),

x(t) = x|, —a, x(t —1) - a, y(t)]
(1.3)
y(6) = Y@=, + a5, x(£) = ay (1)]

gecikmeli av-avci sistemini ortaya koymus ve incelemistir. Burada x(t) ve »(?)
sirastyla av ve avemnin t anindaki popiilasyon yogunluklarini ifade eder. 7= 0 avin
kendi tiirii igindeki gecikme parametresidir. 71 > 0 av popiilasyonundaki biiyiime
orani, 72 > 0 ise aveiun 6liim oranmni vermektedir. 4i(i.j = 1,2)  parametrelerinin

hepsi pozitif sabitlerdir. (1.3) sistemi, avei tiirii olmaksizin

X(0) =x@r —anx(-1)]

gecikmeli lojistik denklemindeki av popiilasyonunun tiiriiniin zamana gore degisimini

vermektedir.

Yan ve Lie (2006), (1.3) sisteminin ikinci denklemindeki avci popiilasyon

yogunluguna 7 gecikme parametresi eklemisler

x(t) = x(t)[l”l _anx(t _T)_any(t)]
(1.4)
()= y(t)[_ r +a21x(t)—a22y(t _T)]



ve (1.4) sistemini elde etmisler. Sistemin tek pozitif denge noktas: mutlak kararli
olarak bulunmus, bu denge noktasinin kararliligmnin degisip kararsizlifa gectigi ve
tekrar kararli oldugu goriilmiistiir. Ayrica Normal Form Teorisi ve Center Manifold
Teoremi kullanilarak ¢atallanmanin periyodik ¢éziimlerinin 6zellikleri belirlenmistir.
Yan ve Lie (2007), calismalarinda sistemi genisleterek seklinde mutualist yasayan iki
tiirlin popiilasyon yogunlugunu incelemisler. Bu sistemde, bir tiirlin yogunluk oraninin
biiyiimesi digerinin biiyiimesine ve bir tiirlin yogunluk oraninin azalmasi digerinin de
azalmasmna bagh olarak degisir. Yapilan ¢aligmada, pozitif denge noktasinin
kararliligmin bozulup kararsiz hale gegtigi ve Hopf ¢atallanma olustugu gosterilmis ve
catallanan periyodik ¢oziimlerin kararlilig1 incelenmistir.

C.Xu, M.Liao ve X.He (2011) c¢alismalarinda av ve avciya farkli iki gecikme

parametresi yiikleyerek

x(t) = x(t)[rl _anx(t_fl)_alzy(t_fz )]
1.6)

()= y(t)[_ r +a21x(t _Tz)_azzy(t_fl )]

sistemini ¢alismuslardir. Yine burada da x(¢) ve »(?) sirastyla t anindaki av ve avemin
popiilasyon yogunlugu , a;(i,j = 1,2) pozitif sabitler , 71 > 0 sabiti avin biiyiime
orani, 72 > 0 sabiti avcinin liim oranini vermektedir. 71 > 0 av ve avcilarin gebelik

siiresi, 72 > 0 birinci denklemde aveinin avlamasidaki gecikmeyi, ikinci denklemde
ise avcinin olgunlagsma siiresindeki gecikme terimini ifade etmektedir. Bu caligmada
sistemin kararliligi ve Hopf catallanmada olusan periyodik c¢oziimlerin kararliligi

incelenmistir.



1.4 TEZ CALISMASININ AMACI

Av-avcl popiilasyon yogunlugunun her ikisine de 7 gecikme parametresi eklenirse,

asagidaki gecikmeli av- avci sistemi elde edilir.

det(t) = PN (t)— eP(t—7)N (1)
> (0 ) (1%)
P (t ¢

T: P(t)[rz—WI_QF(t_T)P(T)dT]

olusan (1%) sisteminde

* N(#) := Avin t anindaki popiilasyon yogunlugu

* P(f) ;= Avemn t amindaki popiilasyon yogunlugu

* r1 > 0:= Av popiilasyonunun biiylime orani

* Avci popiilasyonu, sadece av sayisiyla sinirlandirilmamigtir. 72 > 0 biiyiime orani

sabitinin yani swra av bagina diisen avci sayisiyla smirlandirilarak lojistik denklem

. P
halinde incelenmistir. Iste bu % , avci sayisinin av sayisina orant seklindeki ifadeye
"Ratio Dependent" modeller denir. Bu kapasite, biyolojik ¢evre iizerinde maksimum fert
sayistyla smirhidir. Tabi ki buna diisman tiirlerin disinda yiyecek, yasam kosullari, su

vb. dis gevre faktorleri de etkilidir.

*0 >0 ve €>0 sabitlerdir.

* 7> 0 av-avel yogunlugundaki gecikme parametresidir.

Bu c¢aligmada, gecikmeli av-avci sistemi olan ( 1* ) sistemi incelenmistir. Bu

¢ahismanm amaci , (17) sisteminin dinamigini ve 7 gecikme parametresinin bu
sisteme olan etkilerini incelemektir. Sistem analiz edilirken, ilk Once sistemin

karakteristik denkleminin denge noktasinin kararliligi incelendi ve gecikme

parametresini de iceren genel kararlilik kriterleri bulundu. Sonra, 7  gecikme
parametresinin ¢atallanma parametresi olarak secilmesiyle, pozitif denge noktasinin
kararliligmi kaybettigi ve Hopf catallanma meydana geldigi gozlenmistir. Daha sonra,

Hassard tarafindan analiz edilen normal Form Teori ve Center Monifold Teoreminden

yararlanilarak, (1%) sisteminin Hopf catallanma 6zelliklerini tanimlayan catallanma



sabitleri elde edildi. Hopf catallanmanin kararliligi, yonii, tiirii ve belirli kosullar altinda
catallanan periyodik ¢oziimlerin kararsiz oldugu tespit edildi. Son olarak, bu teorik
sonuglar1 desteklemek i¢in niimerik simiilasyonlar yapildi.

Bu tezin akis1 sirasiyla,

* 1. boliimde, ele alman problem hakkinda genel bilgiler verilmistir. Bu kapsamda
yapilmig olan ¢aligmalardan bahsedilmis ve kisaca gecikmeli diferansiyel denklemlere
deginilmistir.

* 2.boliimde, tezin temel teorisi olan Hopf catallanma teorisi detaylica incelenmistir. 11k
olarak, catallanmanin genel tanimi verilmis, daha sonra fark denklemleri ve adi
diferansiyel denklemleri igin ¢atallanma tiplerinden, 6zel olarak da Hopf catallanmadan
bahsedilmig ve Center Monifold Teoremi ifade edilmistir.
* 3. boliimde, sistemin denge noktasinin kararlilig1 ve Hopf ¢atallanmasi belirlenmistir.
* 4, boliimde, Center Monifold Teoremi ve Poincare Normal Form Teorisi kullanilarak
bu tip modelde Hopf catallanmanin goriilmesi i¢in gerekli kosullar verilmis,
catallanmanin kararliligi, tiirii ve yonii belirlenmistir.

* 5.boliimde, kararlilik sonuglarini destekleyen niimerik simiilasyonlar yapilmigtir.

*Son olarak 6. bolimde, teoriden ve niimerik caligmalardan elde edilen bulgular
degerlendirilmistir. Ayrica bu tezde elde edilen sonuglar daha 6nce bu denklem iizerine

yapilmig caligmalardan elde edilen sonuglarla karsilastirilmistir.



2. CATALLANMA VE HOPF CATALLANMA TEORISi

2.1 CATALLANMA TEORISi

Catallanma, bir sistemde sistemin pozitif denge noktasi etrafinda segilen catallanma

parametresindeki kii¢iik degisikligin, sistemin davranigindaki topolojik degisime sebep

oldugunda ortaya ¢ikar. Sistemin durum degiskeni x € R" ve parametresi 7 € R”

olmak iizere ¢atallanmalara hem

x - flx,7)

tipinde kesikli hem de

x(0) = flx,7)

tipinde siirekli sistemlerde (adi, kismi, gecikmeli diferansiyel denklemler ile tanimlanan

sistemler) karsilagilmaktadir. Verilen dinamik sistemlerin 7 parametresi degistikge
topolojik yapisinda meydana gelen degismeler, parametre degisirken faz portresini
degistirir. Bu taktirde iki durum s6z konusudur. Ya sistem topolojik olarak ilk sisteme

denktir ya da sistemin topolojisi degisir.

Tamim: Parametre degisimi altinda topolojik olarak denk olmayan faz portrelerinin
ortaya ¢ikmasina "catallanma' denir.

Bu boliimde bazi ¢atallanma tipleri ve onlarin siiflandirilmasi anlatilacaktir.

2.1.1 Kesikli Sistemler i¢in Catallanma Teorisi

Bu kisimda X1 = f{x;) birinci mertebeden fark denklemlerinin 7 parametresine

olan bagliligini

X =f(x,.7) (2.1)



ile gosterecegiz ve bu fark denkleminin dinamigi goz Oniine alinacaktir. Denge
noktalarinin 7 baglihgmiise X(7) ile ifade edilecektir. Fark denklemlerinin davranis
7 degistikce degismektedir. Davranisin degistigi bu 7 degerlerine "c¢atallanma
degeri" ve bu (7,X(7)) noktalar ise "catallanma noktas1" olarak adlandirilir.

(2.1) ile verilen fark denklemi i¢in olusabilecek ¢atallanma tipleri f(x(7)) = 1
denklemi ile belirlenmektedir. Bu denklemler icin dort farkli tipte catallanma soz
konusudur. Bunlar,

1)Fold (saddle node, tangant) ¢atallanma,
2)Trrmik (pitchfork) catallanma,
3)Transkritik (transcritical) ¢atallanma,

4)Period-doubling (flip) ¢atallanma.

ik ¢ tipe /(F(T)) =1 ve son catallanma tipinde ise /' (F (7)) =-1
denklemlerinin saglanmasi ile olusur. Bu dort tip catallanma asagidaki tanim ve

sekillerle ifade edilebilir.
* Yatay eksen, 7 c¢atallanma parametresini
* Dikey eksen, sistemin denge noktalarini
* Kesikli egriler, kararsiz denge noktalarini

* Kesiksiz egriler, kararli olan denge noktalarini

ifade eder.

1) Fold Catallanma: Kritik ¢atallanma degeri gecilirken biri kararli digeri kararsiz

olmak tiizere iki denge noktas1 kaybolur.



Sekil 2.1 : Fold ¢atallanma

2) Tirmik Catallanma: Kritik ¢atallanma degeri gegilirken, bir kararsiz denge noktasi
tarafindan ayrilan iki kararli denge noktasi olmak iizere {i¢ denge noktas1 meydana gelir.
Bu tip catallanmaya "stiperkritik tirmik c¢atallanma" denir. Bunun tam tersine, bir
kararli denge noktasi tarafindan ayrilan iki kararsiz denge noktasi meydana geliyor ise

bu tip catallanmaya da "subkritik tirmik ¢atallanma" denir.

Sekil 2.2 : Siiperkritik tirmik ¢atallanma
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3) Transkritik Catallanma: Bu ¢atallanma tiiriinde bir kararh bir kararsiz iki denge

noktasi, catallanma parametresi gecilirken kararlilik yapilarini degistirirler. Yani, kararli

olan kararsiz, kararsiz olan kararl hale gelir.

x(r)

Sekil 2.3 : Transkritik ¢catallanma

4) Flip Catallanma: Kritik ¢atallanma degeri ge¢ilirken, kararli denge noktas1 kararsiz

olur ve kararl 2-devir ortaya ¢ikar. Bu tipine "stiperkritik flip ¢atallanma" denir. Tam

tersine ise yani ortaya ¢ikan 2-devir kararsiz ise de "subkritik flip ¢atallanma" adini alir.
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Sekil 2.4 : Flip catallanma

2.1.2 Siirekli Sistemler icin Catallanma Teorisi
Kesikli sistemlerde oldugu gibi siirekli sistemlerde de 7 catallanma parametresinin

sergiledigi degisime bagl olarak

% = flx.7) 2.2)

tipindeki adi diferansiyel denklemin dinamik yapisinda degisiklikler meydana
gelmektedir.  (2.2)  denklemi i¢in de fold, trmuk transkritik catallanmalar soz

konusudur. Kesikli sistemlerden farkli olarak (2.2) icin Hopf catallanma da
goriilebilmektedir. 1lk ii¢c tip catallanma hem skaler denklemlerde hem de denklem
sistemlerinde goriiliirken Hopf ¢atallanma, skaler denklemler periyodik ¢oztimlere sahip
olmadigindan skaler diferansiyel denklemlerde meydana gelmez. Bu denklemlere

gecikme parametresinin de eklenebildigi goriiliir.
Siirekli sistemler icin de 7 catallanma parametresi ve X(7), 7 ya bagl denge

noktast olmak iizere  (2.2) denklem iizerinden ¢atallanma tiplerinden kisaca

bahsedilebilir.
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1)Fold Catallanma: Catallanma parametresi ¢atallanma degerini gecerken iki denge
noktas1 kaybolur. Kaybolmadan 6nce bu iki denge noktasindan biri kararli digeri

kararsizdir.

I e

f

'f.f/ \ - 4/ /

re( r=0 r>0

+JL

Sekil 2.5 : Fold Catallanma, 7 =0 catallanma degeridir.

2)Tirmik Catallanma: Bir kararsiz denge noktasi tarafindan ayrilan iki kararli denge
noktasi vardir. Catallanma parametresi gec¢ildiginde sadece bir kararli denge noktasi
varsa ¢atallanmanin tipi "stiperkritik tirmik ¢atallanma" aksi halde ise "subkritik trmik

catallanma" dur.

3)Transkritik Catallanma: Biri kararl biri kararsiz olan iki denge noktas1 vardir ve bu
iki denge noktasi ¢atallanma noktasindan gecerken kararlilik yapilarinm degistirirler;

kararli olan kararsiz, kararsiz olan ise kararli olur.

4)Hopf Catallanma: iki veya daha fazla birinci mertebeden diferansiyel denklem
iceren sistemlerde meydana gelen c¢atallanma tiirline "Hopf Catallanma" denir. Ayni
zamanda, Fransiz matematik¢i Jules Henri Poincare (1854-1912), Rus matematik¢i
Alexander A. Andrnov (1901-1952) ve Alman matematik¢i Heinz Hopf’un (1894-1971)
bu teoriyi gelistirmek i¢in yaptiklar1 katkilardan dolayr Poincare-Andronov-Hop

catallanma olarak da anilir.
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2.2 Hopf Catallanma

2.2.1 Hopf Catallanma Teoremi

/ ve &, T catallanma parametresine bagl fonksiyonlar olmak {izere

dx

- = f(x’ y,Z)

d 2.3)
P glun)

dt T

diferansiyel denklem sistemi ele alindiginda kabul edilsin ki (¥(7),¥(7)) (2.3)
sisteminin denge noktas1 ve @(7) £iB(7), bu denge noktasinda hesaplanan Jakobian
matrisin 6z degerleri olsun. Ayrica a@(7") =0 olmak iizere kararhlik yapisindaki
degisim 7 = 7" da meydana gelsin.

(2.3) diferansiyel denkleminin periyodik ¢oziimlerin varligmi saglayabilmesi igin ilk
once sirf sanal 6z degere sahip olacak sekilde denge noktasi orijin ve 7 parametresi

7" = 0 olacak sekilde degisken degistirmeleri yapilarak

%: all(r)x+a12(f)y + /1(5,3,7)
(2.4)
dy

E = azl(T)x+a22(T)y +g (x, Vs T)

sistemine doniistiiriilir. Hopf Catallanma Teoremi olarak bilinen bu teorem, (2.3)

diferansiyel denklem sistemi i¢in asagidaki gibi verilebilir.
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Teorem (Hopf Catallanma Teoremi):
(2.4) sistemindeki /1 ve &1 fonksiyonlar1 x ve » degiskenlerine gore iigiincii
mertebeden siirekli tiirevlere sahip olmak iizere yeteri kadar kiiciik [7] lar icin

(0,0),(2.4) denkleminin bir denge noktas1 ve

a1 (r) ap(r)

J(1) =
© a (t) ax(r)

matrisinin sistemin Jakobian matrisi oldugu kabul edilsin. Ayrica @(0) = 0,w(0) # 0

d :
ve ar |70 * 0 olmak iizere a(z) £ iw(r) , J(z) Jakobian matrisinin 6z degerleri

olsun. Bu takdirde R? uzayimda orijini kapsayan herhangi U agik kiimesinde 7o > 0

icin |7k| < 7o degeri vardir 6yle ki (2.4) diferansiyel denklemi 7 = 74 icin U'da

_ 2z

periyodik ¢ozlimlere sahiptir. (periyod yaklagik olarak = w(0) dir.)

2.2.2 Hopf Catallanma Tiirleri

Hopf Catallanma Teoremi 7 = 7 i¢in periyodik ¢dziimlerin varligi adina yeterli olan

kosullar1 vermektedir. 7 catallanma parametresi, 7 ise ¢atallanma degeridir.
Sistemin parametresinin degeri degisirken sistemin dinamigi kararli spiralden merkeze,

merkezden de kararsiz spirale doniisiir. Buna gore iki tiir Hopf ¢atallanma goriiliir.

1) Siiperkritik Hopf Catallanma: Sistemin kararli denge noktasi asimtotik olarak

kararli bir limit dongiisiine doniisiirse olusan ¢atallanmaya denir.
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X2

Fol

Sekil 2.6 : Stiperkritik hopf ¢atallanma

2)Subkritik Hopf Catallanma: Sistemin kararli denge noktasi kararsiz bir limit

dongiistine doniisiirse olusan ¢atallanmaya denir.

X3

=
b3

Sekil 2.7 : Subkritik hopf ¢atallanma

2.2.3 Hopf Catallanma Teorisi

iy
N
5

=0

F diizgiin bir fonksiyon, 7 ¢atallanma parametresi ve x€R" olmak {izere

i=f(xr)

16
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otonom adi diferansiyel denklem sistemini ele alalim. Bu sistem icin Hopf
catallanmanin hangi kosullar altinda ortaya ¢iktigini, catallanmanin yoniinii, periyodik

¢ozlimlerinin periyodunu ve bu ¢dziimlerin kararlilik yapisini adim adim inceleyelim.

1) Kapali fonksiyon teoreminden 4 =0 Jakobian matrisin dzdegeri olmadigindan,

yeteri kadar kiigiik |7| icin orijinin baz1 komsulugunda, sistemin xo (7) denge

noktas1 vardir. Koordinat degisikligi yapilmasiyla, denge noktasi orijine tagmir. O halde

genellikten birsey kaybetmeden kabul edilebilir ki, yeterince kiigik [7] igin x=0

sistemin denge noktasidir. Bu denge noktasindaki Jakobian matrisi

A(r) = {%ﬁ(xo(r),r);i,Jz 1,2,...n}

ile ifade edilsin. Bu matrise karsilik gelen 6z degerleri hesaplansin. Bunlar;

ReA>Red; 2....2 Red, olacak sekilde siralansin 3 boyutlu sistem igin bu

ao(t) bo(r) co(r)
A7) = ai(z) bi(r) c(7)

ax(t) by(7) c2(7)
olsun.
2) a(0)=0 ve w(0)=+0 olmak iizere A(7) matrisinin 6z degerleri
M) = a(z) +iw(r) seklindedir. Bu 6zdegerler Z/_Z [0 # 0 olmak iizere sanal
eksenden gegen 41(7) = A(z), 12(7) = A(T) du.
Bu taktirde (1) ve (2) kosullar1 altmda X0(7) denge noktasinda Hopf catallanmanin
gorlildiigli bir sistemin tasidigir ozellikler elde  edilmis olur. Bundan sonra verilen

adimlar H2,P2 vers  degerlerinin  hesaplanmasinda izlenilmesi gereken yolu

vermektedir.

3) LER jein T=7r+ U ve

17



)Cl(t) ZN(tT)—NO
x,(t) = P(tt) — Pg
)C3(t) ZS(I‘L')—SO

degisken degistirmeleri yapilirsa sistem C([-1,0LR?)  ge fonksiyonel denklem

sekline doniisir Ln : C - R*,[:RxC—Rved = (1,¢2,¢3) € C icin

api +bodr +cofs
Lup = (xi+w)| aidy +b1¢r +ci195

ar)@i +br¢, +cr3

ve
app191 +bodp1dr +cop193
S d) = | ai¢,¢01 +b1¢2¢, +c1205
a3 d1 + badss + 20393
elde edilir.

4) Riesz Teoremine gore ¢ € [-1,0] icin elemanlar smirl degigimli 3 x 3 tipinde bir

n(0, 1) matris fonksiyonu vardir 6yle ki

peCisinLug= [ dn©,0p0)

seklinde yazilabilir. 7(0,1) fonksiyonu, 6 = Dirac Delta Fonksiyonu olmak iizere,

a b c j k1
n@,n) = (r+w)| de f |00)-(@e+p)| m n o [6(60+1)
g h i p rs

seklinde segilirse 9 € C'([-1,0L,R?) i¢in
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~EY L 0e[-1,0)

A(w¢ = 0
|-, dn(u.s)¢(s) . 6=0

veE

0, 6el[-1,0)
R =
e {f(u,d)) , eo}

seklinde tanimlanir. Boylece sistem

Xe = A(Wx: + R(w)x:

formunda yazilir. Burada 0€[-1,0) icin x/(0) = x(#+0) dr.

weC'([-1,01,(R*)*) icin

——d";(:) ,  se€(0,1]

A*y(s) = o
[ C A" (@0 (1), s =0.
ve 1(0) =n(0,0) iken bilineer i¢ ¢arpim

W6.60) = PO - [ [ (- 0)dn@) (@)

olarak tanimlanir. 4(0) ve A* adjoint operatérleridir. 4(0) m iwz; 6z degerlerine

karsilik gelen 6z vektorii p(s) dir. {¢7(5),q(0)) =1 ve (g7(s),q(0)) = 0 olmak

uzere

A(0)q(0) = iwtq(0)
vEe

A*p(s) = —iwtp(s)
yazilir.

5) Center Manifold Teoremi kullanilarak n-boyutlu sistem 2 boyutlu sisteme indirgenir.

19



2
xo= (e,

(3)>
1=0 iken Co center manifoldunu tanimlamak igin, Y1 sistemin

¢Oziimii olmak iizere, z ve Z , C, center manifoldun q ve p yoniindeki lokal

koordinatlar1 belirlenir. C, center manifoldu iizerinde

W(t,0) = W(z(t),z(t),0) = x; — 2Rez(t)q(0)

2 =2
w(t,0) = Wzo(@)% + W11(0)zz + Wy, (9)27 +...
dr. x; € Cy ¢oziimii igin, 4 =0 iken X = A(0)x,+ R(0)x; dr. Bu indirgeme islemi
sirasinda verilen sistemin Poincare Normal Formunun
z2=Az+g(2,7Z)

seklinde oldugu goriiliir. Bu durumda
gzz)=¢g i+g Z+g 2 g2,
. 202 11 022 821 5 T
iken
g(Z,?) = é*(O)fo(Z,E)

elde edilir ve Hopf teoremini uygulayabilmek icin €(z,Z) esitliklerinin her ikisinin de

sag taraflarinin karsilastirilmasiyla £20,811,802,821 katsayilar: bulunur.
2 =2
H(z.2,0) = Hyo(0)5- + H11 (0)ZZ + Hop (0)5- +...

olmak tzere
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WZ)'C, _Zq‘|‘Z_q

= A(0)x, + RO)x, - 2Re{ [ iwriz(t) + P(0)fo (z(0),2(0) ) ]9 (0) }

= AO)[w(1,0) + 2Re{z(1)g(0)} 1+ R(O)x, - 2Re{iw2()q(8) } - 2Re{p(0)fo (2(1),2(0) )q(6) }

= A0)w(z,0) + 2Re{z(£)A4(0)q(0) } + R(0)x, — 2Re{iwrkz(t)q(9) — 2Re{p(0)fs (z(t),z(_t)>q(9)}}
= A(0)w(z,0) + R(@)x; — 2Re {mfo (z(t),z(_t)>q(9)}

AW =2Re{G*(0)foq(0)},  0e[-1,0)
AW = 2Re{g*(0)foq(0)} +fo 0 =0,
= AO)(1,0) + H(z(1),=(1),0)

dr. Buradan
A(O)W(tag) - W = —H(Z,Z,_g)
yazilir.
W=Wz;+W:z
= Wzo(Q)ZZ + Wi (9)(27 + Z?) +...
= Wy (0)z(iwtiz+ 2(z,Z)) + w1 (0)[iwtiz + g(2,Z2)]Z + z[-iwt, Z + 22, Z) ] +... }

2
= 2IWT Woo (9)27 +...

Y&
AO)w(2.6) = A0)wa (9)% + A0y, (0)2F +...
oldugundan
A)YW(t,0) — W = [4(0) — 2iwrk]W20(9)§ + A0 2 +...
dr. Buradan

[4(0) - 2iwrk]w20(0)§ + A0y (0)2F +...= —H20(0)§ — Hy,(0)2% — Hy, (9)772. 5
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elde edilir. Yukaridaki esitligin her iki tarafinin katsayilar1 karsilastirilirsa

[4(0) — 2iwty Jwyo(0) = —H>((0)
A0)w11(0) = -H11(0)

ve 0 € [-1,0] i¢in

H(z 7,0) = 2Re{P(0)fo=(0), Z()q(0)}
= BOYo 1), Z)a(0) ~ pOfo (), 71)7))
- -8 7)9(0) - 2 D7)
~ ~(2204(0) + B, TO)5- — (€119(0) + T, T ()77 +..

oldugundan

Hy(0) = —g209(0) — 2024(0)

Hi1(0) = —g119(0) —g11q(0)
ve 4A(0)" m tanimindan

W0 (0) = 210t Wi (0) — g209(0) — 8023(6)
Wll(e) = gIIQ(O) + gllq(g)

1 2) -G 1 2) -G
bulunur. £1 = (Eg ),Eg ),Eg ))€R3 ve E2= (Eg ),Eg ),Eg ))€R3 sabit vektorler

olmak tizere

WZO(Q) = lgiq(o)eiamﬂ gOZ —(O)eﬂmke +E1621w1k0

[J%0) 314

Wll(e) _ lgll (0) 1w‘rk0+ gll —(0) —ioT 0 +E2

seklinde hesaplanir. E1,E> leri bulmak igin 4(0) m tanim ve q(0)' n A(0) 1n

6zvektorii oldugunun bilinmesinden dn = 1(8,0) olmak iizere
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" dn@W206) = 200 W20(0) - Han(0)

iga [° — 70 . |
- £x L dn(0)q(0) + % L dn(0)q(©) + | o), e

_ 1220 Q(O)+ 1202

. 0 .
o () + [ dn(O)E e

~ ~g20q(0) + E250) + [ dn©)F, e
ve benzer sekilde
0 [
| n©@mi10) = 1190 +z1a@ + [ dnO)E>
elde edilir.
0 .
- £200(0) ~ g + (20we, ~ [ dn©)e2 ) E, = 10 0)

Ve
~£14) ~gg@ - | dnO)E: = Hyy (0)

yazilarak E; ve E; bulunur. Buradan wii(0) ve w20(0) degerlerinin

bulunmasiyla 8i katsayilar1 belirlenir.

6) Boylece center manifoldda 7, kritik degerlerinde olusan Hopf catallanmanin

yoniinii, catallanmanin periyodik c¢oziimiin kararliligint ve c¢atallanan ¢Oziimiin

periyodunu belirleyen #2,82,T> katsayilari

_ i o 2 Jg02? g1

CI(O)_2wrk(g20g” 2|g1] 3 )+ >
:_Re{cl(o)}
Re{A (t1)}

B2 = 2Re{c(0)}

7 _Im{ei )} + polm{2 (@)
2= T

denklemleri yardim ile bulunur.
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Yukarda verilen analizden asagidaki sonuglar elde edilir.

Yardimer Teorem 2.1: (2,Z,7) nin diizgiin bir fonksiyonu g = O(Jz *) olmak iizere,

z kompleks degiskeni kullanilarak, yeterince kiigiik 7| icin, (2.2) sistemi asagidaki
gibi yazilir;

z=M1)z + g(z,;,r) (2.6)

ispat : A1) nm A() 5zdegerine karsilik gelen dzvektorii ¢(@) € C* olsun. O
halde,

A(7)q(7) = A(1)q(7)

dr ve 47(t) nm A(®) ozdegerine karsilik gelen dzvektorii p(7) € C* olsun. O

halde,
AT(@)p(r) = AD)p(7)
dir. (-,-»C* de standart skaler carpma ve
P.q) = P1q1 +P29>
olmak ilizere P nin ¢ ya gdre normalize edilmesi
P(1),q(7)) = 1

seklindedir. Herhangi bir x € R? vektorii,

x=2zq(t)+ zq(7) (2.7)

seklinde tek olarak tanimlanabilir. z yitanimlayan ac¢ik formiil
z = (p(1),x)
seklindedir. Bu formiilii gerceklemek i¢in, (2.7) denkleminin her iki yan 2 ile skaler

carpilir ve P(7),q(7)) = 0 oldugunun gosterilmesi gerekir.
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ve buradan

(- B

dir. Yeterince kiigiik her |z| i¢in w(z) >0 oldugundan A # A dir. Bdylece
(P, 9) =0 oldugu goriiliir. Buradan z kompleks degiskeni asagidaki denklemi saglar.

z = M1)z + (p(r), Flzq(2) + 2q(7), 7)

oldugu goriiliir ve bdylece ispat tamamlanmis olur.

Yardimel Teorem 2.2: A(7) = a(r) £ if(r) , u(0) = 0,w(0) = wo > 0 ve

g, =&;,() olmak lizere
. z? B z2 3
z=ﬂ.z+g20?+g“zz+g027+0 z| (2.8)

denklemi, yeterince kiiciik her 7| igin

hoo hoy —
z=wt = —20002 4 By W + §2w2

parametreye bagl kompleks koordinat degisimiyle, kuadratik terim icermeyen
W= Aw+O(w]?)

denklemine doniisiir.

Ispat:

_ . _hy 72 _he -2
w=z-= —hyzZ ) +O0(z*)

ifadesinden

W = Z.—hz()ZZ.—hll(ZE-i-Z?)—h022_2+...
_Z,Z-i-(gzo ﬂ,hzo)z +(g11—kh11—ﬂ,h11)22+( Ahoz)
2 2

= Aw + %(gzo — Ahoo)w? + (g1 — Ahi )ww + (go2 — Q4 — A)hoa)W? + O(w|*)
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elde edilir.

hoo = B2 hyy = £k hgy = 22—

yazilmasiyla (2.8) denklemindeki tiim kuadratik terimler yok olur. w, >0, A(O) =iw,

iken, yeterince kiiciik her || icin paydalar sifirdan farkli oldugundan yukaridaki

esitlikler dogrudur ve bdylece ispat tamamlanmis olur.

Yardimer Teorem 2.3 @ A(7) = a(z) £iw(z) | a(0) = 0,w(0) =wo >0 ve

g, = g;(r) olmak tizere

3 2= -2 =3
Z = /12+g30% +g21% +g12% +g03% +0(|z[*)

denklemi, yeterince kiiciik her 7| igin

hao 3 Py o i o Doy o3
Z=WH—W + —WW+ —=Www + —w
6 2 2 6

parametreye bagl kompleks koordinat degisimiyle, ¢1 = ¢1(7) olmak iizere yalmzca

bir kiibik terim igeren
W= Aw+ciw?w+ O(lw[*)

denklemine doniisiir.

Ispat:

w=2ZzZ— z

hso 3 hor oo R o hes s 3
G ? >z 5 72 6Z+O(|Z|)

ifadesinden
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v hs0 a. Moy o 2y Minoo n =y hes o
W=Z-—rriie = (2zz2+z°2) > (Zz° + 2zzZ) Y2t
- &0 Al s &21 _ Ao \ o=
—)Lz+(6 > )z +(2 Ahyy > z°Z
g2 Ahin 5 ) 2 go3 Ahos _3
+ (—2 > Ahyy |zZ7 + %6 "2 Z° 4.,

= Aw + %(gm —2Ah30)w? + %(gZI — (A + A)hy )W

+ 2(g12 = 22 )wiv? + £(gos + (4 = 32)ho3 ) + O(w )

elde edilir.

g30 g12 £03
hyg = &=, h;p = ==, hpz = —=——
30 o7 12 Y 03 YY)

yazilmasiyla w?Ww terimi digindaki tiim kiibik terimler yok olur. Yeterince kiigiik her

| igin paydalar sifirdan farkli oldugundan yukaridaki esitlikler dogrudur. w?w

teriminin yok edilmesi i¢in

21
oy = 821
]

yazilir. Fakat @ = 0 iken yukaridaki denklemin paydast A(0) + 2(0) = iwo —iwg = 0
dir. @ yabagli bir doniisiim elde etmek igin /721 = 0 yazilmasiyla

_ &
2

Cl

bulunur.
Uyar: Kalan w?W  kiibik terimi "rezonant terim" olarak adlandirilir. Bu terimin

katsayist, orijinal denklemdeki z 2Z kiibik teriminin katsayisiyla aynidir.

Yardimel Teorem 2.4 : (Hopf Catallanma i¢in Poincare Normal Form)

Mz) = a(r) £iw(r) | a(0) = 0,w(0) =wo >0 ve & = & = &i(T) olmak iizere

Z=Az+ z Lgk,zk’lvaO(|z|4) (2.9)

2tz k!
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denklemi, yeterince kiiciik her 7| igin

h _ L hop o h h _ hos -
z=w+—§°w2+h11ww+ §2w2+ g°w3+ 212WW2+—603W3

parametreye bagl kompleks koordinat degisimiyle, ¢1 = ¢1(7) olmak iizere yalmzca

bir kiibik terim igeren

W =Aw+ e w'w + O(w'|) (2.10)
denklemine doniisiir.

Ispat: Yardime1 Teorem 2.2 de,

820 £11 202
hy = == h = = ,hpp = =—
20 A 8 A 0 21 -4

iken

h —  hy, —
z=w+%wzJrhllwar%w2 (2.11)

seklinde tanimlanan doniisiim, tiim kuadratik terimleri yok etmekle birlikte kiibik
_ . L . 15
terimlerin katsayilarin1 da degistirir. w?W nin katsayis1 2821 yerine 2812 olur ve

1 ~
Yardimci Teorem 2.3 deki doniisiimle de, katsayis1 2812 olan rezonant terim

digindaki tiim kiibik terimler yok olur.

Boylece, (2.11) kuadratik doniisiimiiyle, bulunmasi gereken ¢ katsayis, Ww*w

teriminin yeni katsayisi %é 12 dir.
z,w ve W cinsinden iki sekilde ifade edilebilir. (2.11) denklemi, (2.9) orijinal

denkleminde yerine yazilir veya (2.9) un (2.10) a doniistiiriilebildigi bilindiginden, 2z,

(2.11) in tiirevlenmesi ile hesaplanabilir.
Z=W+ hzoWW + hll(WW + WW) + h02W

ve (2.9) kullanilarak W ve kompleks eslenigi yerlerine yazilir. Yukarda /20,/11 ve
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hoz leri igeren ifadede kuadratik terimlerin katsayilarmin karsilastirilmasiyla ve wiwl|®

teriminin katsayilarinin esitlenmesiyle

_ 21182024 + 1) N g1 |? + |802|2_ 4 821
2|/1|2 A 2QA - 1) 2

C1

elde edilir. 7 =0 g¢atallanma parametresi degerinde yukaridaki denklem

c1(0) = ﬁ(gngzo —2lgn|? —%|g02|2) +%

denklemine indirgenir.

Yardimer Teorem 2.5: a(0) = 0,w(0) = wo > 0 olmak iizere

% = (a(2) + iw(@))w + c1 (@ww[* + O(w[*)

denklemi ele alinsin. Kabul edelim ki, '(0) #0 ve Reci(0) =0 olsun. Denklem,
parametreye bagli lineer koordinat doniisiimii, yeni zaman 6l¢egi ve lineer olmayan yeni

zaman parametrizasyonu ile

du _ . 2 4
10 (B+ Du + suju|” + O(|ul*)

formuna doniigiir. s = signReci(0) =1, u yeni kompleks koordinat, 0 ve B

sirastyla yeni zaman ve yeni zaman parametresini gosterir.

Ispat:
1.Adm: (Lineer zaman o6lgegi) Yeni zaman parametresi ¥ = w(7)f  seklinde

tammlanir. Yeterince kiiciik her [7| igin, w(7) > 0 oldugundan zaman korunur.

Buradan,

B = p@) = a(r) d\(B) = c1(z(B))

w(z)’ ~ w(@(B))

olmak tzere

DL = B+ Dyw+ dy (B + O(wl*)

elde edilir.
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a'(0)

pO) = 0. f0) = L5 # 0
oldugundan yeni B parametresi
_ _ m@) _ a@P)
B =B = S i) = T

olarak almnabilir ve ters fonksiyon teoremi, 7 ya bagh S fonksiyonunun lokal
varhigini garanti eder. Ayrica di1 kompleks bir fonksiyondur.

2.Adim: (Lineer olmayan zaman parametresi) €1(8) = Imd,(f) igin
do = (1+ e (B)\w|*)dy

olmak iizere, yeni zaman parametresi 6 = 0(7,B) seklinde tanimlanarak orbitler
boyunca zaman parametresi degisir. Zamandaki degisim orijinin kiicik bir

komsulugunda 6zdeslik doniislimiidiir. Zamanm yeni parametresinin kullanilmasiyla,

[i(B) = Redi(B) — Pe1(B) gergel olmak iizere

D 5y iy 1y (Bywiel + Ol

Ve

Rec, (0)

1,(0)= w(0)

(2.12)

elde edilir.
3.Adim: (Lineer koordinat 6lgegi) # yeni kompleks degisken olmak iizere,

Wwe U

(B

dr. Reci(0) # 0 oldugundan /1(0) # 0 dr. Denklem, s = sign/;(0) = signRec;(0)

olmak tlizere

% = (ﬂ+ Z)M + |511 Eg; u|u|2 + O(|M|4) — (ﬂ+ Z)M +SM|M|2 + O(|u|4)

formunda yazilir.

Tamm : /1(B) fonksiyonu ‘birinci Lyapunov katsayist' olarak adlandirilir.
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(2.12) denkleminden, B =0 daki birinci Lyapunov katsayisi

1 .
1,(0)= 2 Re(lgugzo +W0g21) (2.13)
2wy
seklinde hesaplanir.

Béylece, catallanma noktasmndaki /1(0) 1n hesaplanmasi icin sag taraftaki ikinci ve
liglincii mertebeden tiirevlerin bilinmesi gerekir. /1(0) mn degeri P ve ¢ oz
degerlerinin normalizasyonuna baghdrr ve bu degerin isareti, P.q) =1

normalizasyonunu saglayan P.¢ degerlerine invaryanttir.

Asagidaki teoremle, elde edilen sonuglar 6zetlenir.

Teorem 2.1:

%:f(x,r), xeR* reR (2.14)

iki boyutlu sistemi, yeterince kiiciik her [7| icin x = 0 denge noktasina ve

a(0) = 0,w(0) = wo > 0 olmak iizere

212(0) = a(@) + iw(@)
Ozdegerlerine sahiptir.
Asagidaki kosullar saglandiginda;

(B.1) a'(0) =0

(B.2) I birinci Lyapunov katsayis1 olmak iizere, /i (0) # 0

Koordinat parametre degisimiyle ve zaman doniisiimilyle, (2.14) sistemi

Y1 B -1 i Y1
o : + (7} +3) +O(ly11*)
Y\ » L p 2 2

olur.
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Teorem 2.2: (Hopf Catallanma icin topolojik normal form)
x = flx,7)
bir parametreli, iki boyutlu sistemi, 7 =0 da x = 0 denge noktasina ve

/11,2(0) = tiwg, wo > 0

Ozdegerlerine sahiptir ve asagidaki normal formlardan bir tanesine orijin civarinda lokal

topolojik esdegerdir.
Y1 p -1 Y1 Yi
£ - 07 +13) + Oyl
Y\ »2 1 B Y2 Y2

Teorem 2.1, Teorem 2.2 ve (2.13) denklemi, iki boyutlu sistemlerde Hopf catallanma

analizi i¢in tiim gereksinimleri saglar.

2.3 CENTER MANIFOLD TEOREMIi

f(0) = 0 iken,

x=f(x), xeR" (2.15)

dinamik sistemi igin, Xo = 0 denge noktasmda A Jakobian matrisinin 6zdegerleri
At,A2,...,A,  olsun, Kabul edilsin ki, 6z degerlerinin gergel kismi sifir olsun ve
ReA > 0 oldugunda sayilabilir goklukta 7+ 06z degerleri, ReA =0 oldugunda 7o
0z degerleri ve© ReA < 0 oldugunda ise 7- 06z degerleri olsun. T sanal eksen
tizerindeki 7o 0z degerlerinin birlesimine karsilik gelen lineer 6z vektdr uzayi olsun.
Sanal eksen iizerindeki 6zdegerler (Red =0) T¢ 5z vektor uzaymnda oldugu gibi

genellikle kritik 6z deger olarak adlandirilir. @ fonksiyonu (2.15) esitligine karsilik

gelen aki olarak tanimlansin.
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Yukaridaki kabullerle asagidaki teorem verilir.

Teorem: (Center Manifold Teoremi) (2.15) sisteminin #o boyutlu Wipe(0)
invaryant manifoldu, x =0 da T° 6z vektor uzayma tegettir. Ayrica, Xo = 0 1 bir
U komsulugunda, her >0 (¢<0) icin (9)x € U jse 1>+ (¢t > —0) icin

(p")x — Wy, .(0) dir.

Tanmmm: "), manifoldu "center manifold' olarak adlandirilir.
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3. KARARLILIK ANALIZI VE HOPF CATALLANMA

Bu tezde

aN@ _ 1N(t)—eP(t—7)N(¢)

dP(r) _

" Ob—ﬁ——jFarw@m

stirekli ve gecikmeli diferansiyel denklem sistemi incelenecektir. Burada

F(s) =ae™, a>0

negatif olmayan, sinirli "Kernel Fonksiyonu"
I: F(s)ds =1
olacak sekilde secildiginde
J:O F(t—1)P(7)dr
ifadesi

() = j’ a2 P(s)ds

—00

esitligine doniisiir. Bu durumda (1%) sistemi

ANO _ . Ny - ePONG)
S()
N(@-7)
— aP(f)—aS(1)

P(t)( ) —0———

dp(f) 50 (1)

ds()
dt

ile elde edilen kesikli gecikme denklem sistemine doniisiir. Burada yapilan doniisiim

(1") ve (1) sistemlerinin kararlilik yapilar1 arasinda hicbir farka sebebiyet
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vermemektedir.
(17) sisteminin tek pozitif denge noktasi olan £ = (No,Po,So),

dN _ o dP _ o dS _
dt O’dt O’dt 0

esitliklerinden faydalanarak

Or, 1 1
E, :(NO’PO’SO):(;l’;I’;IJ
2

seklinde elde edilir. Yine bu esitliklerden

ry = ¢ePy, ngi(? ve Pp—S9 =0

ri,r2,Po ve So 1n esitligi elde edilmis olur. (1) sisteminde

n(t) = N(t) — Ny
p(t) = P(1) - Py
s(t) = S@) - So

degisken degisimi uygulanirsa

% = (N, +n)(r, —&(B, + p(t —7)))
dp [0S +s)
- (B, + p)(r, (No +n(t—7)j) 3.D

-§=m%+m—m&+@

sistemi elde edilir. Bu degisken degisimi ile (No,P0,S0) denge noktas1 (0,0,0)

noktasma tasinmis olur. (3.1) sisteminin  (0,0,0) noktasinda lineerlestirilmesi

sonucu

35



% = (No +n)(r1 —&(Po +p)) = % = ~eNop(0)

dp _ 0(So + s) B _ oS s
dr (Po+p)r2 = (No +n(t—r))) = Potp)r Ny +n(0t—r) Ny +n(t—r))

) B 0S ~ Os(t)
(P°+p)<r2 No(1+?’§’v(f)) No(1+%’))>

0S5, 1 0s(t) 1
( 0 p)(f'z Ny (1 4 n(t-) Ny (1 n n(t-t)

T No “No

geometrik serinin agilimini kullanarak

~ 6S. n(t—1) n*(t-1) Os(t) n(t—1) n*(t-1)
_(P() +p)<}"2— N(:) (1— NO + N(2) )- NO (1— N() + N(2) ))

seklinde sonug olarak

dn _

i = —eN,p(?)

Z—‘t’ - rz—’j)n(t—r)—eﬂzs(t) 32
ds

- op(t)—as(t)

(3.2) denklem sistemi elde edilir. Burada (1*) sistemi ile lineerlestirilmis yapidaki

(3.2) sisteminin ayni kararlilik yapismi sergiledigi unutulmamalidir.

a = arp
b=r1r2a
C=rr

olmak iizere lineerlestirilmis sistemin karakteristik denklemi

A +al’ +al+(b+cA)e =0 (3.3)

ile verilir. 7 =0 oldugu durumda yani sistemde gecikmenin olmadig:1 durumda (3.3)
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denklemi
M ral?+(a+c)A+b=0

seklinde bir denklemdir.

a>0, b>0 ve a(a+c)>b

oldugundan Routh-Hurwitz kriterine gore (3.3) denkleminin koklerinin hepsi negatif

veya kokleri negatif gercel kisma sahiptir. Bu yiizden 7 =0 iken (3.2) sisteminin

denge noktasi asimtotik kararhdir.
(3.2)  lineer sisteminin (0,0,0)  noktasindaki kararhiligi, (3.3) karakteristik

denkleminin koklerine baghdir. Bu nedenle (3.3)  transandantal denkleminin

koklerinin durumu incelenir ise bu koklerin siirekli bagimliligindan ve Routh-Hurwitz
kriterinden en az bir 7o > 0 vardir ki 7 € [0,70) i¢in Re(r) <0 dr. ReA(z) =0
oldugunda E* asimtotik kararliligini kaybettiginden ReA(z") = 0 olacak sekilde bir

z* > 0 m olup olmadig1 incelenir. Yani, (3.3) denkleminin sirf sanal olan koklerinin

olup olmadig: arastirilir.
Bu boliimde ilk olarak denge noktasinin lokal kararlihigi incelenir. 7 =7* igin w > 0

gergel olmak lizere A = iw kabul edildiginde asagidaki yardime1 teorem elde edilir.

Yardimer Teorem 3.1: (3.1) sistemi i¢in, (3-3) transandantal denklemi sirf sanal

koke sahiptir.

Ispat: 7 =17" ve w gercel olmak iizere A =iw , (3.3) transandantal denkleminde

yerine yazilirsa genellikten birsey kaybetmeden w > 0 aliabilir. Boylece,
(i0)? + a(in)? + a(wi) + (b + icw)e ™7 = 0
elde edilir. Yani,
—aw? + bcos2wt + ewsin2wrt + i[-w?3 + aw — bsin2wt + cwcos2wz] = 0

dir. Bu esitligin gergel ve sanal kisimlarini ayr1 ayr1 yazarsak

aw® =bcos2mt + cosin 20t (3.4)
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—®® +aw = bsin 207 — cowcos2wT (3.5

elde edilir. (3.4) ve (3.5) esitliklerinin her iki tarafinin karelerini almip taraf tarafa

toplandiginda
0® + (0? = 2a)w* + (a*> - c)w?> -b> =0

esitligi elde edilir. Bu denklemde z = w? yazildiginda

p=a’>-2a
q = (a*>=c?)
r = —b?

olmak tizere

f2) =22 +pz2 +qz+7r=0
denklemi elde edilir.
lim __ f(z)=0 ve r=-b*><0 oldugundan bu denklemin en az bir tane pozitif
koki vardir. O halde genellikten birsey kaybetmeden bu pozitif koklerden birisine 2z
yani Wk = JZk diyelim.
T, y1 bulabilmek icin ilk etapta sinot; yicekelim. (3.4) denklemi cwy ile, (3.5)

denklemi b ile garpip taraf tarafa toplandiginda

abw; — (b - ac)w;

2wi + b?

SN2w ;T = +2km,k =0,1,2...

seklinde bulunur. cos207; y1 bulmak icin ise (3-4)ii b ile, (3.5)i —icw, ile

carpip taraf tarafa toplandiginda

cwy +wi(ab — ac)

b* + w3

COS2W) T = +2krm,k =0,1,2...

seklinde bulunur. O halde

abo — (b - ac)w;

(ab — ac)o? + co}

tan2w ;T = +2krm,k =0,1,2...
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seklinde bulunur. Buradan 7, y1 ¢cekersek

T, = L{arctan(

abo; — (b - ac)o; "
2C()k

kr
k=0,1,2...
(ab — ac)wi + coy wi !

yukaridaki gibi bulmus oluruz. Boylelikle (3.3) denkleminin sirf sanal koke sahip

oldugu bulunmus olur. Béylece Yardimei Teorem 3.1 in ispat tamamlanir.

(I*) sisteminde 7 =7x , k=0,1,2... iken (3.3) denkleminin kokii, @(zx) =0 ve
o(74) = @y oldugunun kabulii ile

A(T) = a(r) + io(7)

seklinde tanimlanir. Bu ise asagidaki sonucu dogurur.

Yardima Teorem 3.2: f (z1) #0 oldugunu varsayalim, bu durumda asagidaki

transversalite durumu elde edilir;

dRMT) ok~ 0,1,2...
dr
dReA(ti) N
ve f (1) ve dr ayni isarete sahiptir. Yani, (1")  sistemi igin

t=1,,k=0,1,2... iken E* = (No.Po,So) pozitif denge noktasinda Hopf gatallanma

olur.

Ispat: w gergel ve genellikten birsey kaybetmeden w > 0 almarak A =iw y1
t=1, i¢in (3.3) denkleminin bir kokii olarak alalim. (3.3) karakteristik

denkleminin 7 ya gore tiirevi alinirsa,

di _ qy2dA dir | dA 72/11( di ) (@ 20 72/11( di )):
i 32 dT+a2/'LdT+adT be ZTdT+2/'L +c dre Ae ZTdT+2/'L 0

elde edilir. Yani,

%(3/12 + 20 + a — 2the?** + ce?* — 2cAre ™) = 2Abe T + 2)% ce T
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1se

dL _ 2Ae 2 (b + Ac)
dt (322 +20A + a) + ce™*™ = 21e7 (b + Ac)

bulunur ve buradan da

(@)—1 _ 3\’ +2ah+a ce _ 2ze?M(b+ Ac)
dr 2072 (b+Ac)  2Ae P (b+Ac)  2Ae (b + Ac)
(BA?% +2aA + a)e*’* c

n T
22(b + Ac) 22(b+2c) A

elde edilir. Boylece,

Re(%)fl iy = Re|: (3(iw)? + 2a(iw) + a)(cos2wt + isin2wr) :|

2(iw)(b + c(iw))

T

* Re[ 2@+ () J +Re 55

esitliginde
4 B(iw)? + 2a(iw) + a)(cos 2wt + isin2wr)
a 2(iw) (b + c(iw))
B = C
2(iw)(b + (iw)c)

notasyonlar kullanilirsa
Re(%)’l i = Re(4) + Re(B) + Re(C)

bulunur ve bdylece.

w'6cco2wt +w (dcasin2wr —6bsin2we ) +w (- 2ac+4abco2wt +w2absin2wr )

Retd= WA + WD
20w

RO =i racw

Re©)=0

oldugundan (* *) hesaplanirken (3.4) ve (3.5) esitliklerinden faydalanarak,
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@)71 | a=iw = 1 2w2[Bw* = 2(a? = 2a)w? + (a* — c?)]

dr 4w?(c*w? + b?)
a1 = 4w2(czv1v2 SR
bulunur.
1 2w? >0

4w?(c*w? + b?)

dAy-1
oldugundan Re(7)™ = pin isareti f'(z) nin isaretiyle ayn1 hareketi gosterecektir.

Boylece catallanmanin son kosulu da ispat edilmis olur. Elde edilen sonuclar
Ozetlenecek olursa sistemin kararliligi ve Hopf catallanmasi asagidaki teoremle

verilebilir.

Teorem 3.1: (1) sistemi icin

i) Eger 7 € [0,70) ise sistemin £ = (No,P0,S0) denge noktasi asimtotik kararls,
ii) Eger 7 > 7o ise sistemin E* = (No,P0,S0) denge noktasi kararsiz,

iii) Eger 7 = 7x(k = 0,1,2...) ise sistemin £* = (No,P0,50) denge noktasinda Hopf

catallanma meydana gelir.
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4. HOPF CATALLANMANIN YONU VE KARARLILIGI

Bu bolimde Normal Form teorisi ve Center Manifold teoremi kullanilarak Hopf

catallanmanin yonii ve periyodik ¢Oziimlerin kararlilif1 incelenecektir. Burada Hopf
gatallanmanin ~ (1*)  sisteminin 7=7, ig¢in E* = ®No,P0,S0) pozitif denge
noktasmna sahip oldugu kabul edilecektir ve W >0  olmak lizere A =iw |,
E* = (Ny,Po,S0) pozitif denge noktasinda karakteristik denklemin sirf sanal kokiidiir.
peER cin T=Tc+p yazilwsa =0 da (17) sisteminin Hopf gatallanma
parametresi olur.

x1(t) = N(zt) — No,
x,(t) = P(tt) — Py
)C3(t) = S(Tt)—So

degisken degistirilmesi yapilirsa (1) sistemi

x,(0) = T(N, +n(t)\r, —&(B, + plt=1))| = —eN, p(t 1)

o (0, +s0))|__erS, 6
X, =1(F+ p(t){r2 (No +n(t—l)ﬂ T Ng nit-1)—t N, s(1) 4.1

X ()= 1l pt) =s(0)) = Top(t) —T0s(?)

C([-1,0L.R%) e fonksiyonel diferansiyel denklem sekline doniisiir.

L,:C->R3 f:RxC->R>ve ¢ =(41,¢2,¢3) € Cigin
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00 0 ¢1(0)

Lu@) = @+w)| 0 0 S0 1 $,(0)
0 a —-a ¢3(0)

0 -eNyg O $1(=1)
+ (25 + 1) HPN—‘%&) 0 0 $2(-1)

0 0 0 ¢3(=1)

Ve
Su
S(u,9) =, + )| fio (4.2)
0
S = —€¢1(0)p2(-1)
PyS P S
fi2=-0 ](\)](3)0 ¢1(=D¢:1(-1) + 9N—%¢3(0)¢1(—1) + 9N—%¢2(0)¢1 -1 - Ni0¢2(0)¢3(0)

fi3=0

elde edilir. Riesz Gosterim Teoremine gore 0 € [-1,0] igin, elemanlar1 smirl

degisimli 3 x 3 tipinde bir 7(0, 1) matris fonksiyonu vardir dyle ki,
0
Lup = | dn(0,0)9(0), peC

seklinde yazilabilir. 7(6, ) fonksiyonu, 6 = Dirac Delta Fonksiyonu olmak iizere,

00 O 0 -eNy O
0. = (| 00 T 8O - @+ TEE 0 0 |5@+1)
0 a —a 0 0 0

seklinde segilirse, ¢ € C'([-1,0L,R?) i¢in
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de¢(9)
TR 0e[-1,0)

A(w¢ = 0
[~ dn(us)¢(s), 0 =0.

vE

R — 0,0¢[~1,0)
3 At $).0 = 0.

formunda tanimlanir. Boylece (4.1) sistemi
X, = A(u)x, + R(u)x, (4.3)
seklinde yazilir. Burada 0€[-1,0) icin x/(0) =x(1+0) dr.
yeC' ([-1,0],(R*)")
icin
—d"'—(s), se(0,1]

ds

A"y (s) = o
[ C AT (@0 (1), s=0.

ve 1(0) = n(0,0) iken bilineer i¢ garpim
(W(5).9(0)) =7 OO~ [ [ 7(E=0)an©O)p(&)de (4.4)

olarak tammlanir. 4(0) ve 4" operatorleri arasindaki baglant1 asagidaki yardimei

teorem ile verilir.
Yardimc1 Teorem 4.1: A(0) ve 4* adjoint operatdrlerdir.

Ispat: ¢ € C'([-1,0LR?) ye v e C'([-1,0,(R*)*) jken (4.4), A(0) ve A*

m tanimindan

(W (5),4(0)p(0)) = A"y (5),0(0))

oldugu gosterilirse,
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W (©.4090)) = 7O400) - [ [ 7 - 00O
o O 6
=70 [ e - [ [ vE- 0O
o o
= 7O [ dn)e) - | [7(E - 0@,
N =ONE
&=0

- [* weoamowo - [° [ (D o

O 0
= ATOO) - [ [ ATE- 0O
= Uy (5).(0)

esitligi bulunur. Boylece 4(0) ve A* 1 adjoint operatdrleri oldugu gosterilmis ve

ispat tamamlanmais olur.
Ayrica *iwty | A(0) i bzdegerleridir. A(0) m iwr, Szdegerine karsilik gelen

ozvektorii 9(0) ve 4* m —iwr; Ozdegerine karsilik gelen 6zvektorii ¢ (s) dur.

Yani,

A(0) g(0) = iwtq(0)

ve
A*q*(s) = —iwtrq™(s)

dir. O halde 9(0) ve ¢*(s) 6zvektorleri bulunur.

(i) 90) icin;

A4(0) q(0) = iwtq(0) > A(0) q(0) = iwtq(0)

esitliginde 4(0) ve q(0) degerleri yerine yazilirsa

iw eNge " 0 1 0
So  —i . P
-0 PoSo e Tk w o= —
Tk N% No ﬂ 0
0 a w+a 4 0
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denklemi ¢oziildiigiinde

, T
. - SneMtk 2 ,iwtk .

= (1 T ,iwti0 =11 w 0 _w-e w0
q(e) ( 9ﬂ3 }/) e - Q(Q) ( ) 8N0€7iw‘[k 5 NO EPOQ e

bulunur.
(ii) ¢*(s) igin;
A*q*(s) = —iwtrq*(s) » A*q*(0) = —iwt,q*(0)

esitliginde 4* ve ¢*(0) degerleri yerine yazilirsa,

—iw —OP;/—‘;Oe”'W” 0 0
Tkl eNge ™ —iw a q*(0) = 0
0 0;—2 —iw+a 0
denklemi ¢oziildiigiinde
. —iwNZe™™ WIN3e™h N emvTk .
* — K aK) o TIWTES ok — _ —iWT ks

bulunur.

(q7(s),q(0)) = 1 olabilmesi i¢in bilineer i¢ ¢arpimin tanimindan

@ 6q) = DU TN [7 [ D7 E @1,
- {1+ pp 77 - [ QB0 an o), |

D{l + ﬁB* +y7* + 14 (—eNoﬁ + %B*)emk}

0

D 1
L B+ 77+ m(-aNop + 228 Jertm
0

seklinde D elde edilmis olur. Yani, (¢(5),9(0)) =1 ve (¢*(s),q(0)) = 0 esitlikleri
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elde edilmis olur.

# =0 iken center manifoldu tanimlamak igin 6nce koordinatlar hesaplanmali. Bunun

igin dnce
2(t)=(q".x,) (4.5)

Ve
W(t,0) = x, - 2Re z(£)q(6) (4.6)

esitliklerini tanimlayalim. z,Z ve ¢.4" vektdrleri yoniinde Co center manifoldunun

lokal koordinatlar1 olmak tizere

2 =2

W(t,0) = W(z(1),2(t),0) = W,, (0)% + W (0)2Z + W, (0)% +o (4.7)

(4.7) esitligi hesaplamir. (4.1) sisteminin # =0 iken x, € Co ¢oziimii igin (4.3)
denkleminden

= A(O)xt + R(O)xt

dir. R(#) nin tanimindan, Yardimer Teorem 4.1 den, (4.5) ve (4.6) dan

2)=(q".%,)=(q", Ax, + Rx,)
= (a7 4x, )+ (¢" Rx,)
= (4°¢",%,)+ T ORx, 0 [ [ 7" - 0)dn(©O)Rx, (£)de

= iwyz +q"(0)1(x,(0), u)
2(t) = iw,z(0) + 7 (0) £, (2(0), Z(D)) (4.8)

elde edilir.
Kuznetsov'dan hatirlanacagi tizere Hopf ¢atallanmanim normal formunun
z = iotz(t) + g(z,2)
seklinde oldugu bilinmektedir. Burada
72 2z

_ 72
glz,z) = gon +g1122+g027 +g21% +..
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dir. Bu durumda
g(z.2) = g7 (0)fo (2(1),2(1))
esitligi gecerlidir. Simdi de W(%,0) hesaplanirsa

W(t,0) = x,— 2Rez(t)q(0)
W(t,0) = %, — 2Rez(t)q(0)
= [Ax: + Ree] = 2Re([iwoz(t) + g* (0)f0 (2,2)19(0))

= A[w(1,0) + 2Re{z(t)g(0) } ] + Rx; — 2Re(iwoz(1)g(0)) — 2Re(g" (0)fy (2,2)4(0))

= Aw +2Re(z4¢(0)) + Rx, — 2Re(iwoz(1)q(0)) —2Re(G*(0)fo(z,2)q(0))
= Aw + 2Re(ziwoq(0)) + Rx: = 2Re(iwoz(1)¢(0)) —2Re(g"(0)/0(2,2)q(0))

= Aw + Rx, — 2Re(g*(0)fo(z,2)q(0))

i iy AV IR ©f,90) 0e-10)
DTN S oRe@ 0 /190 + £, =0,

olarak bulunur.

2 2

H(zZ,0)=H,, (0)% +H, (0)2% + H,, (0)% _

olmak tzere

W =AW + H(zz,0)

AW —W =-H(z.z,60)

seklinde tanimlansin.

W(1.0) = W((1).2(1).0) = Wy (0)§ W () + W ((ﬂ% .

oldugu bilinmektedir. Bunu kullanarak w(t,0) yeni bir formda hesaplansin.

W=Wz:+W.z.

(%) ifadesi z ve Z 'a gore tiirevlendirilirse
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2

W, = Wm(e)z%l(e)z%o(e)%+...
W =W,0)z+W,(0)z (%)

elde edilir. (* *) ifadelerini (*) da yerine yazildiginda

W= Wy (0)zZ + W (0)(ET +22.) + Wor (9)Z2.+. .
= W10(0)z{iwoz + g(z,2)} + W11 (0)[Z(iwoz + g(2,2)) +z(iwoZ + g(2,2))] +...

2
= 272ZW() Wso (9) +...

elde edilir. Wi ve Hj katsayilar1 arasinda bir iliski kurabilmek icin (4.12)

esitliginin sag tarafi hesaplanir.

2 =2

AW (1,0) = AW, (t,@)% + AW, (t,0)zz + AW,, (t,@)% i

2

AW (1,0)—W = (A - 2iwm)W,, %+ AW, 22 +...

seklinde olur. O halde

(A=2iowr, )W, (0)=—H,(0)
(4.13)
AVVH(Q) = _Hll(e)

seklinde katsaylar esitlenebilir. (4.9) da verilen ifadelerden ise 0€[~1,0) icin

H(z.2,0) = —[§*(0)foq(0) + 7" (0)foq(0) ]
= —[g(2,2)q(0) + g(2,2)q(0)]
= |:(1(9) (gz()% +g1122+g02% +~) + 51(9)(&0% + §1125+§02§ +.. ) :|

= —[q(0)g20 + f](@)goz]% - [q@)g11 +q(0)g11 122 - [q(0)goa + q(e)gzo]% —.

esitliginden
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Hzo (0) = _[Q(Q)gzo + q(e)goz ]
H,(0) = -{90¢, +70)g,,] (4.14)
Hy, ()= —[q(0) g0, +7(0)Z 5 ]

seklinde elde edilir. Hi(0) katsayilarini belirleyebilmek igin i V¢ gj katsayilar1

hesaplanmali. Daha dnceden gosterildigi gibi

g(z,2) = g*(0)fo(z(1),2(2))
idi. Oyleyse

s _ z’ _ z? 2’z
g(z,2)=q (O)fo(z,z)=g20?+g1122+g027+g217+___ (4.15)
Seklinde yazilabilir. (4.5) ve (4.6) y1 kullanarak

x; = (x1,(0),x2,0),x5,(0)) = W(t,0) +zq(0) +Z;(9) . q0) = (LByTe™ ye
£1(0) = 2+ 2+ WROF + MY + WROF + 0(EH1)
x2(0) = fr+ BT+ WR O + W OZ+ WROF + 012
x3(0) = 72+ 7T+ W O 5 + W OZ + W 05+ 0(ED)P)
xi(-1) = ze 0 1 264 WD+ WDz + W CDE + 0(E D)

—iot 10 N— iorT 2 — 72 -
x2,(=1) = zBe ™ + Bzeiond 4 Wgzo’(—l)z7 + W (-1)z + Wffz)(—l)% +0((z2))

esitlikleri saglanir. f(4,X:) nin tammindan

M
g(Z,?) = é*(O)fo(Z,E) = Z_)Tk(laﬁ*’7*) f(l)z = Erk[f?l +F*f(l)2]
0

esitligini

f(l)l = —&x1,(0)x2,(-1)
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= —9’]}05%“( D 1)+N%x3t(0)xn( 1)+70x2t(0)x1t( D = ox03(0)

kullanarak yazabiliriz. Buna gore,

- v, 0P
8(e.) = Drifemy (O (1) + B (-0 (-1 1)+ s O (1)
0 0
+ %x%w)xu(—l) - 0 (0]
_gﬁe—iwrkﬁ_F*Ltg&)e—Ziwrkﬁ_l_ ﬁ 9P20 }/e_lWTkG‘FF*@iZOe_iWWG
= E‘L’k{Zz 0 ] N +
B

—eﬁemk@ _ eﬁe‘mk@ _ B* 0P¢So F* 0PS n F*&yemk@

— Mo Ny Ng
Z
*GPO— —iwr@ [R* 650 niwtid | R* S0/ —iwtid _ P*_0_ _pR*0
et + et 1 et - Ly Ly
_gﬁeiwrkﬁ ﬁ* 9?\(])50 elerkG + ﬁ* 9P20 7elW’L’k9 + F*%Beiwrkﬁ
_|_72 0 0
B -B7
% 0PyS 1) wr T *oP 3) wt
(OBt B e B (0
[ - +
2 2 2
[*0s 2) vt = =% 9 H *ﬂ_ D,
F TR0 B Lyrio) P AL B D)
2 2 2 2
7% 08g —17A1) 7 ¥ 0PySo 77A1) iwri
Bogp1)y  BrESe pAD(pygin
e S e e,
2 2 2

seklinde bulunur.

= Z2 = z2 2%z
2(z,7) = §7(0)fo(2,2) ve &(2:2) = &0 +&11ZZ+ g0 + 82157 +--. denklemlerinin
sag taraflar1 birbirine esitlendiginde;
= _ *QP()S() o2tk | B* 0Py  _iv0 *QSO —iwr,0 0O
— 2DT —¢ wtid wtid e Wt + WT ) v
220 k( Pe B I p A Y B No N, Py

51



—= — _ *QPS —x OP ; —=x 0Py _ _;
— wtrd iwt 0 O 0 0 iwt 0 0 iwt ;0
811 —(2ka—8ﬂe , ﬁ , 2ﬁ ﬁ Né ye , +ﬁ Né Ye ,
ek QSO iwti® ;| R * QSO n—iwti0 _ A 0 o+ 0 f;
+p N pe™ ™’ + p N Pe B NP7 B7 - B Ny By)

0 0

w0 * 0PoSo 2iwri0 * OPo — iwr® , @ * 050 T iwri0
—&fe™* — e ¢ eM + B —> fe™k
[ R s

02 = k

g21 = Do, (el (0)Beim - /3*9[;250 e+ L oy
0
ORI e AORY S L ORS oy L

*QSo—ngg( - /3*9[) o0 ) - 1>efok9—eW§?(—1>

0

katsayilar1 bulunmus olur.
221 itammlayabilmek igin W20(0) ve W11(0) y1hesaplamak gerekir. (4.12),(4.13)

ve A4 'ni tanimindan
W20 (0) = 2ioT, Wi (0) — g209(0) — 802(0)

dir. 9(0) = g(0)e"™’ geklinde tanimlandiginda

Wao(0) = 2i0t W0 (0) — 209(0)e™™’ — g3(0)e ™+

e 20 (W0 (0) — 2i0T, Wao(0)) = €270 (—g20q(0)e™ ¥ — g2 §(0)e ™7+9)

L2002 ™) = [(~g20q(0)e ™™ — 202G(0)e ™)

52



) —iwt ;0 - -3iwr 0
W20(0)e 0 = ~g20g(0) s — 502G (0) s +
WZO (0) — lgz() q(O)eink9 + lgOZ q(o)e*iw‘rk‘g +EleZiWTk9 (4.16)
L@ 3rka)

- 1 72 70 3
Er = (E ETLE ) € R sabit vektoridiir. Benzer yollarla,

AWy = -Hyi = q@)g11 +q@0)g11 @) = q(0)e g, + g(0)e g,

J.Wll = IQ(O)eimkegu +q(0)e ™ mbg,

W (0) . (0) eiwrkG _ _(0)_ e*iw‘rke E
11 =q\)g11 W q\Y)g11 Wi 2
,,(0) =21 g(0)e™™ + B g(0)e ™ + E, (4.17)

T,0 T, 0

E, = (Egl)’Eg)’E?)) € R cabit vektorii olmak iizere (4.17) denklemi de bulunur.
Simdi £1 ve E» bulunmali. 4 'nin tanimmdan ve (4.13) den

[ dn@,,(6) = 2iar W,y (0) ~ H, (0) (4.18)
ve

[ an@yw, 0)=-m,(0) (4.19)

dn(0) = n(0,0) olmak iizere (4.18) ve (4.19) denklemleri bulunur. (*) ve (4.9)

dan
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_ 8,36 —iwT,0

Hy(0) = =q(0)g2 ~q(0)g,, +27,| — e ™" +- 5 e 4 Bee

N2 N2 €
0
\%
P Re‘{ lBe—inkG }
H,,(6)=—4(0)g,, —q(0)g,, 2, | — GPSO + i Re{ o } %Re‘{ﬁeﬁwfk

0

seklinde yazilir. (4.18) ve (4.20) 'den;

(ia)rkl— jol ei“”’fedn(O))q(O) ~0

(—iankl— [ 01 ei“”’fedn(e))q(O) ~0

yardimt ile

(iwe, 1 - e an(®))E,

—iot, 0
—gfle”
_ ORySy —2iwt, 0 OFy —iwt,0 oS, —m)‘rk@
=27, | ——5"e +e +t5e — - Br
0
0
yani
. —2iwt,0
2iw eN, e " 0
_ ORS, —lior,6 . Ry
e 2iw e E,
0 - 2io+a
—iot, 0
—gfle”
_ ORySy —2iwt, 0 OFy —iwt,0 9S0 —m)‘rkG
—2Tk ——5-e +N_§e +— - ﬁ}/
0

elde edilir. E1¢ bulmak igin bu sistem ¢oziildiigiinde;
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(4.20)
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—ion,0 =2iwT, 0
—gfe eN e
1 2 -0RS, —2iwt,0 OF, —i07.0 8, —iwt,0 .
Ef)z——NOSOe Oy e 0 e — L By 2iw
1 0 0 0
0 -a
. —ioT,0
2iw —&fe
2) _ l -0RS, —2iot,0 -6RS, -2iot® , ORy —iwtb + 05, ot g
£ = N? ¢ I ¢ + NZ N? Ny
1
0 0
. —2iwt,0 —iwt,0
2iw eNe ™% —gfe ™
3) 2 -0RS, 2iwt,0 . -0RS, —2iwt,0 ORy —iot,0
EP = = |7 ‘ 2iw — +—
1 1 N2 ¢ N; N2 N2
0 - 0

bulunur. Burada

2iw eNe 2iotk0
—0P0So i .
A4, =| —"e 2iwty 2im
NO
0 —a

= —4w?Qiw + o) + a2iw

0P,

Ny

0

0P,
No

2io + «a

_ QP()S() <

—4iot) 2 +
No e Qiw + o)

dir. Benzer sekilde (4.17),(4.19) ve (4.21) yardimuiile

iwr,0
0 N, e 2
79P02S0 6721‘(01,(9 0
NO
0 -a
—7, 9
-€ Re{ﬁe T }
=2 K
0
—20P(Sy
K = 202
Ny

0

OF,

Ny
o

E,

OPoy. iot;0 S0 ot _ _0_ —
I Refyelont) + 85 Re (e 7} — L Re{f7}

edilir. £2 'yi bulmak i¢in bu sistem ¢6ziildiigiinde
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0

R

NO
2iw+a

0

%
NO

2iw+a

+% e—la)‘[,ﬁ 0

Ny

(4.22)

olmak tzere elde



2
O
B =
2
B Re{ﬁeﬂ'w‘rk‘g } gNOefzi(m'kG 0
orR,
0 2
0 Y o
2
(2) _
B
2
0 —& Re{ﬁe*iw‘rkg } 0
ﬁ —2iwt,0 on,
vz € K o
0 0 o
g -2
) =
2
0 gNOe*Zin;{Q — Re{ﬁeﬂ'(m’k@
*9P0250 o 2ion? 0
NO
0 _a .
bulunur. Burada
0 gNO e72iwrk0 0
0PySo —2iwti0 0P,
A v 22
0 v
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-&ff &N, 0
2
1 )
W3 (0) = lgzoq(O) +igngO) 5 —+-| 0 2w 0
b U0 —a 2imtal
2io —¢f 0
1 1 2
2 . — —
VVz(o)(O):lgzoqm)—"'lgozq (0)3—"'; 0 0 0 (4.24)
W YA o 0 2iwtdf
2io &N, -—¢
2
3 )
VVz(o)(O) lgzo‘](o) +1g,q (O) Z 0 2w 0
Tk 3wr, o —g 0
— PoSo 721w‘rk _ Poy iwry  So oty + 1
dir. (4.16) ve (4.22) esitliklerinden N v < e Py
olmak tizere ve
Wzg) (=1) = ig,,q(0) +1g,4(0)
wrt, 3wz,
_gﬁei(m’k gNOeZi(m’k 0
+e 2T Ai L 2iw -
! 0 —a 2Qiw+a
) e*iwrk o iwt,
Wz(()Z) (=1 = ig,,q(0)—— +ig,q(0)
wrt, 3wr,
2io  —gPe’ ™ 0
+e Ai A e L - (4.25)
! 0 0 2iw+a
Wz(os) (-D= lgon(O) +ig4,4(0)
‘ 3wr,
2io &N, —gfe™
+672iwrk i PO_S;OeZi(m'k 2lW L
A |
0 - 0
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elde edilir. Benzer sekilde, (4.17) ve (4.23)'den ayni mantikla ngl) (0), Wgzl) 0),
w0), WYED WD, ve WD) degerleri bulunur. (4.24) ve (4.25)

esitliklerinden &i katsayilar1 belirlenir. Boylece Center Manifoldda 7  kritik

degerindeki catallanan periyodik ¢oziimlerin ¢atallanma katsayilar1

. 2
c1(0) = =+—(g20811 — 2lg11|? —%)WL%

207
__ Re{c,(0)}
Hy = T
Re{A (z4)}
B> = 2Re{c1(0)}
7, - Imie @} + palmi2 (o)

Ty

seklinde belirlenir. Burada u,; Hopf gatallanmanin yoniinii, S2; catallanan periyodik

¢Oziimiin kararlihiginm ve 72; ¢atallanan ¢oziimiin periyodunu ifade eder. Bu bilgilerle

asagidaki teorem verilir.

Teorem 4.1: Hopf catallanmanin ydniinii belirleyen H2 igin; eger #2 > 0 ise T > 7o
icin catallanan periyodik ¢dziim vardir ve Hopf catallanma siiperkritiktir, #2 <0 ise
7 <79 i¢in ¢atallanan periyodik ¢O6ziim vardr ve Hopf catallanma subkritiktir.
Catallanan periyodik ¢dziimiin kararliligin belirleyen B2 igin; B2 <0 ise catallanan
periyodik ¢oziim kararli, B2 > 0 ise kararsizdir. Catallanan ¢dziimiin periyodunu ifade

eden T2 igin; T2 <O iken periyod artar, 7> > 0 iken periyod azalir.
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5. NUMERIK SIMULASYONLAR

Bu boliimde, onceki bdliimlerden elde edilen teorik sonug¢lar MATLAB programi

kullanilarak niimerik simiilasyonlar ile gosterilecektir. Gecikmeli av- avci sisteminde

r1r =0.45
rn =20.1
0 =0.05
£=0.03
a=1

almarak (1%) sistemi

‘Z_]tv — 0.45N (1) - 0.03N (1) P(t —7)

dP 0.05
—=P@)|0.1-————=S(¢ 5.1
P (){ Mo )} (5.1
ds
—= Plt)-S(¢
5 _ b5t

sistemine  doniigiir. (5.1) sisteminin  tek  pozitif ~denge noktast

E* = (No,Po,So) = (7.5,15,15) dir. Daha onceki boliimlerdeki algoritmalardan
7o = 1.1094 , flz) =2° +pz> +qz+7 denkleminin pozitif koklerinden
z1 = 0.0442 ve zi =wi den W1 =421 =0.2103  £(z) =0.0845 > 0 olarak
bulunur. Teorem 3.2 den E* denge noktas1 7 € [0,79) = [0,1.1094) iken asimtotik
kararhidir ancak 7 > 1.1094  iken kararsizdr. 7 =179 = 1.1094  de ise Hopf

catallanma meydana gelir. Eger (5.1) sistemi icin Hopf catallanma parametreleri

hesaplanirsa;
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. 2
c1(0) 2a§rk (220811 — 2lgn1 ? —%%Lg% = 0.251 - 0.0055;

1 = _Redei@F _ ) 5050
Re{A (1)}
B> = 2Re{c,(0)> = 0.0502

~ Im{c,(0)} +,u21m{/1/(fk)}
- o ~ 0.0253

elde edilir. Buradan goriiliir ki,

Uz = —0.5050 < 0, B, = 0.0502 >0, T, = 0.0253 > 0

dir. Boylece (5.1) sisteminde 7o = 1.1094 iken olusan Hopf catallanma subkritiktir.

7, 7o 1 soluna gectiginde periyodik ¢dziim catallanir ve asagidaki sekillerden de

goriildiigi iizere olusan catallanan periyodik ¢6ziim kararsizdur.

Burada yapilan niimerik simiilasyonlarda, baslangic noktas1  (50,25,25)  olarak
almmustrr. Sekil 5.1, sekil 5.2 ve sekil 5.3 gosteriyor ki, E*  denge noktasi
7 €[0,1.1094) iken asimtotik kararhidir. ilk olarak, 7 = 0.009 < 7o alindiginda,
N(@),P(t) ve S({) yogunluk fonksiyonlarmimn grafikleri sekil 5.1, sekil 5.2 ve sekil

5.3 de gosterilmigtir. Burada 7 <7o igin E* denge noktasmin kararh oldugu

dogrulanmaistir.
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0 50 100 180 200 280 a00 380 400

Time(t)

Sekil 5.1 : 7=0.009 <79 ig¢in (No,PoSo) = (50,25,25) paslangic kosullari

altinda av popiilasyon yogunlugunun zamana gore grafigi

35 ; ; ; !

i 1 i i 1 i 1
u] =] 100 150 200 250 300 350 400
Tirme(t)

Sekil 5.2 : 7=0.009 <79 ig¢in (No,PoSo) = (50,25,25) paslangic kosullari

altinda avci popiilasyon yogunlugunun zamana gore grafigi
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* ! ; ! :

1 1 I i I ] ]
0 a0 100 150 200 260 300 350 400
Time(t)

Sekil 5.3: 7 =0.009 < 79 icin (NO,P(),SO)=(50,25,25) baslangic kosullari altinda

S(t) fonksiyonunun zamana gore grafigi

Pty o o N

Sekil 5.4 : Gecikme parametresi tekrar 7 = 0.009 < 7o alinarak av popiilasyon

yogunluguna karsilik gelen avcl popiilasyon yogunlugunun grafigi
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Burada {i¢ boyutta, £* denge noktasmin asimtotik kararli oldugu gergeklenmistir.
Sekil 5.5, sekil 5.6 ve sekil 5.7 de 7 =1.000 < 7o igin niimerik simiilasyonlar

yapilmistir ve bu sekiller gosterir ki, E* denge noktasi kararliligim kaybeder ve
sistemde hopf catallanma meydana gelir. Bunun sonucunda ise denge noktasi etrafinda

kararsiz periyodik ¢oziimler meydana gelir.

i 1 i 1 i |
50 100 150 200 280 300 350 400
Time(t)

Sekil 5.5: 7=1.000<7, icin (No,P0.S0) = (50,25,25) baglangi¢c kosullar altinda

av popiilasyon yogunlugunun zamana gore grafigi
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150 200 250 300 340
Time(t)

Sekil 5.6 : 7=1.000<7, icin (No,PoSo) = (50,25,25) paslangic kosullar: altinda

avcl popiilasyon yogunlugunun zamana gore grafigi

35 ! ; ; :

i i i i 1
150 200 250 300 350 400
Time(t)

Sekil 5.7 : 7=1.0000<7, icin (No,PoSo) = (50,25,25) paglangic kosullar:

altinda S(t) fonksiyonunun zamana gore grafigi

64



S S

o
=

100

Pt Nit)

Sekil 5.8 : 7=1.0000<7, icin (No,PoSo) = (50,25,25) paglangi¢ kosullart

altinda avci popiilasyonunun av popiilasyonuna gore faz portresi

Boylece, analitik ¢aligmalardan elde edilen, gecikme parametresindeki degisimin, denge

noktasinin kararliligi tizerindeki etkisi, nlimerik simiilasyonlarla da desteklenmis olur.
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6. SONUCLAR

Dinamik sistemleri matematiksel olarak ifade ederken gerg¢ege yakin bir model
kurabilmek i¢in gecikmeli diferansiyel denklemlere ihtiya¢ duyulmaktadir. Ayni
zamanda bu tiir sistemlerde mutlaka bir parametre bulundugundan parametrenin
degisiminin sistem iizerinde yaratt1g1 etki merak edilmektedir.

May (1973) tarafindan ortaya konulan gecikmeli diferansiyel denklem sistemini, Song
ve Wei (1999) analiz etmisler, av popiilasyonundaki gecikme teriminin etkilerini
incelemiglerdir. Yan ve Lie (2006), bu sistemde avci popiilasyonuna gecikme terimi
eklemigler ve sistemin pozitif denge noktasinin kararhiligindaki degisimi
incelemigslerdir. Ayrica Normal Form Teorisi ve Center Manifold Teoremi kullanilarak
periyodik ¢oziimlerin 6zelliklerini belirlemislerdir. Yan ve Zang (2007), calismalarinda
av-avcl sistemindeki tiim av ve avci popiilasyonlarina gecikme terimi eklemislerdir.
Burada pozitif denge noktasinin kararliligini kaybettigi ve Hopf catallanma olustugu
gosterilmis ve Normal Form Teorisi, Center Manifold Teoremi kullanilarak Hopf
catallanmanin  yonii, periyodu, kararliligt ve catallanan periyodik ¢Oziimler
incelenmistir.

Giiniimiizde ise iilkemizde bu caligmalar destekleyen problemi ile Canan Celik
Karaaslanli yapmustir. Yakimn tarihte yaymlanan c¢alismasinda Karaaslanli (2011)
gecikmeli lojistik diferansiyel denklem sistemini incelemistir.Bu ¢aligmada kesikli ve
dagilimli gecikmeler g6z Oniine almnarak farkli popiilasyonlar iizerindeki gecikme

etkisinin sistemin kararliligmi nasil etkiledigi incelenmistir. Bdylece yapilan teorik
analizle lineerlestirilmis sistemin lokal kararlilig1 incelenmis 7 gecikme parametresi,

Hopf catallanma parametresi olarak secilerek 7 i¢in belirlenen kosullar altinda
sistemin tek pozitif denge noktasmin kararliligmi kaybettigi ve Hopf catallanma
olustugu gosterilmistir. Baska bir ifadeyle periyodik ¢oziimiin pozitif denge noktasi
etrafinda ¢atallandig1 ispatlanmistir. Ayrica Normal Form Teorisi ve Center Manifold
Teoremi kullamlarak 7'nun kritik degerinde ¢atallanan periyodik ¢oziimiin kararlilig,

yonii ve periyodu bulunmustur.
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Bu caligmada ise Karaaslanli'nin ¢aliymasindaki problemde av sistemine, avci sistemine

ve avci sistemindeki kernel fonksiyonuna 7 gecikme terimi eklenerek sistemin pozitif
denge noktasinin kararhiligindaki degisim incelenmistir. Bu yeni problemin teorik
kararlilik ve catallanma analizi yapilmis ve son olarak teorik caligmalar1 desteklemek

amac1 ile niimerik bazi simiilasyonlar (MATLAB kullanilarak) yapilmis ve sonuclar

grafiklerle gosterilmigtir. Burada 71 = 0.45 | r, =0.1 | 6 =0.05 |, £€¢=0.03 ve
o =1 alnarak 7o = 1.1094 bulundu ve H2 degerinin bulunmasiyla Hopf

catallanmanin yonii ve tiirii, B2 degerinin bulunmasiyla periyodik ¢ziimiin kararliligi,

T> degerinin bulunmasiyla ¢atallanan ¢6ziimiin periyodu elde edilmistir.
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