1 GIRIS

Opsiyonlar bir takim onkosgullart olan ve finansal varlhiklar iizerine yazilan finansal tiirev
araclaridir. Opsiyonlarin prim fiyatlar bir takim varsayimlari olan, Fischer Black ve My-
ron Scholes tarafindan geligtirilmig olan Black-Scholes ( Black-Scholes’un kisaltmasi i¢in BS
kullanacagiz.) ¢oztimii dedigimiz formiil ile hesaplanir (Hull 2009). Bu ¢aligmada, ilk 6nce
Black-Scholes modeli altinda vanilla opsiyonlarinin prim fiyatlarinin hesaplanma yontemleri,
dort farkli matematksel yontem; Indirgeme metodu (Briys et al.1999), Martingale Yontemi
(Shreve 2004), Risk Notral Parametrelerin Kullanilmasi (Joshi 2010) ve Diferansiyel Denk-
lemler Metodu (Wilmott 1995) kullanilarak Black-Scholes formiiliiniin elde edilisi incelen-
migtir.

Daha sonra ise vanilla opsiyonlarinin prim fiyatlarini hesaplamak icin kullanilan yontem-
lerden Martingale yontemi ve Diferansiyel Denklemler yontemi, matematigi daha karmasik
olan Bariyer opsiyonlarina uygulanarak Bariyer opsiyonlarinin prim fiyatlar icin agik for-
miiller elde edilmigtir.

Bariyer opsiyonlar1 yay bagimli opsiyonlarin en basit yapilisi olarak diigiiniilebilir. Bu op-
siyonlarin ayirt edici 6zelligi, 6deme fonksiyonunun sadece hisse senedinin son fiyatina degil,
ayni zamanda hisse senedi fiyatinin bariyeri agip asmamasina veya dokunup dokunmamasaina
da bagh olmasidir. Digart Bariyer opsiyonu (knock-out option) opsiyonun iizerine yazilmig
oldugu hisse senedi fiyatinin vade sonundan Once bariyere dokunmasi durumunda degersiz
hale gelen Bariyer opsiyonu tiiriidiir. Bu durumda opsiyon sahibine (alicisina) rebate 6demesi
denen opsiyon fiyatindan daha az olan bir miktar 6denebilir (anlagmada varsa). Iceri Bariyer
opsiyonu (knock-in) sadece hisse senedi fiyatinin vadeden 6nce bariyere dokunmasi duru-
munda deger kazanan Bariyer opsiyonu tiiriidiir. Bariyer seviyesi hisse senedinin baglangic
fiyatinin {istiinde bir seviye ise bu tiir opsiyonlara yukar: opsiyonlar hisse senedi seviyesinin
altinda ise agsagr opsiyonlar denir. O halde Avrupa tipi bariyer opsiyonlarini sekiz kategoride
inceleyebiliriz; Agagi-Digar1 alim opsiyonu (Down-and -Out call) , Yukari-Digar1 alim op-
siyonu (Up-and-Out call), Asagi-Iceri satim opsiyonu (Down-and-In put), Yukari-Igeri satim
opsiyonu (Up-and-In put) v.s. (Kwok 2008, p.182) Tiim bunlar tek bariyerli opsiyon tipleridir
ve biz bu caligmamizda bu opsiyonu tiplerinin hepsinin formal tanimini yapip matematiksel
yontemlerle prim fiyatlari i¢in analitik formiiller bulacagiz. Bunlarin yam sira ¢ift bariyerli
bariyer opsiyonlar1 da vardir. Bu opsiyonlarda hisse senedinin baglangic fiyatinin hem al-
tinda hem de iistiinde bariyer mevcuttur bu yiizden de bunlarin fiyatlarinin hesaplanmasi
daha karmagik bir problemdir. Bu tiir opsiyonlarin deger kazanmasi yada degersizlesmesi
hisse senedinin zaman icerisinde her iki bariyere de dokunup dokunmamasina bagh olacak-
tir. Luo (2001) ve Kolkiewicz (2002) ¢ift bariyerli Bariyer opsiyonlarinin bir ¢ok gesiti igin
detayl bilgi vermigtir (Kwok 2008, p.195).

Bariyer opsiyonlari neden énemli? Bu sorunun cevabi igin Chesney et al. (1997) ve Kwok’un
(2008) detayh ¢aligmalar1 vardir. Opsiyon alicis1 agisindan diigiiniirsek standart vanilla op-
siyonu icin Odeyecegi prim fiyatinin ¢ok altinda bir fiyatla tahmininin dogru cikacagi du-



rumunda ayni opsiyon 6zelligi tagiyan bir opsiyona sahip olmasi onun igin bir avantajdir.
Mesela, bir Asagi-Disar1 alim opsiyonu alicisi hisse senedi fiyatinin opsiyonun vadesi bo-
yunca belli bir seviyenin altina diismeyecegine inaniyorsa opsiyonu alirken hisse senedinin
s0z konusu seviyenin altina diismes durumunda opsiyonun "knock-out" olmasi sartimi da
anlagmaya ekleyerek ddeyecegi prim fiyatini azaltabilir. Veya bagka bir Bariyer opsiyonu
olan Yukari-Digsar1 opsiyonunu diigiinelim. Hem opsiyon alicis1 hem de opsiyon saticist bu
opsiyonun yapisindan nasil ekstra avantaj saglayabilirler? Hisse senedinin fiyatinin iist ba-
riyerin ¢ok c¢ok iistiine ¢ikmasi durumunda opsiyon alicisi az miktar rebate karsihiginda cok
biiyiik kar elde edebilir. Diger yandan opsiyon saticisi da cok biiyiik bir zarar: {istlenmemis
olur.Genel olarak Bariyer opsiyonlar1 yatirimciya hisse senedinin hareketi ile ilgili 6ngoriile-
rini ifade etmek i¢cin daha fazla esneklik saglarlar. Bunlarin yani sira Bariyer opsiyonlarinin
dezavantajlar1 da vardir. Bariyerden dolay1 dogal olarak siireksiz (kesikli) bir yapida olma-
lar1 riskten koruma (hedging) sorunlarima neden oluyor. Hisse senedi fiyat1 bariyer seviyesinin
civarindayken opsiyonu riskten korumak opsiyon saticisi acisindan oldukca zordur. Bariyer
opsiyonlarun riskten korunmasi konusunda Linetsky’nin (1999) ve Hsu'nun (1997) detayh
caligmalar incelenebilir (Kwok 2008 pp. 182-183).

Bariyer opsiyonlarmin prim fiyatlarinin analitik formiilleri ile ilgili ilk ¢aliyma Merton (1973)
tarafindan yapilmigtir. Prim fiyatlar1 bir cok matematiksel tekniklerle bulunabilir, Martin-
gale yontemi ve Diferansiyel denklemler metodu yaygin olan metotlardandir.

Martingale yontemi ile Bariyer opsiyonlarindan Yukari-Digari(Up and Out),Asagi-Digari(Down
and Out) Yukari-Iceri (Up and In) ve Agagi-Disar1 (Down and In) alim opsiyonlarmin fiyatlar:
Elliott and Robert (1998, pp.180-182) tarafindan hesaplanmig fakat detaylandirilmamigtir.
Bu calismada o ¢oziimler detaylandirilmis ve acik formiiller elde edilmis ayrica, ayni teknik
ve teoremler kullanilarak ayni gesit Bariyer satim opsiyonlarinin fiyatlari hesaplanilmig ve
acgik formiiller verilmigtir.

Prim fiyatlarnin agik formiilleri i¢in bulunan bu sonuglar Rubenstein and Reiner (1991)
tarafindan farkli yontemle elde edilmis sonuclarla kargilagtirarak dogrulanmigtir. Son olarak
da Diferansiyel denklemler metodu kullanilarak Asgagi-Digari ve A@agl—igeri alim opsiyonla-
rinin fiyatlar: igin acik formiil elde edilmigtir.(Wilmott, Dewynne and Howison 1993)



2 BLACK-SCHOLES (BS) DENKLEMI VE OPSIYON-

2.1

LAR

OPSIYONLAR ve KULLANILMA NEDENLERI

Tanimm 2.1 Alim (Call) opsiyonu opsiyon alicisina (buyer) vade sonunda hisse senedini on-
ceden belirlenmis olan egzersiz fiyatindan satin alma hakkr veren finansal bir tirev aracidar.

Tanim 2.2 Satvm (Put) opsiyonu opsiyon alicisina (buyer) vade sonunda hisse senedini on-
ceden belirlenmais olan egzersiz fiyatindan satma hakky veren finansal bir tirev aracidar.

Opsiyonlarin Kullanilma Nedenleri:

1.

Bir opsiyonu sentetik olarak elde etmek bono ve hisse senedi portfoyii ile elde etmek de
miimkiinken bazi nedenlerden dolay: her zaman miimkiin olmayabilir.Ornegin volatili-
tedeki ya da karpaymmdaki degisim opsiyon fivatlarinda degisime neden olurken, hisse
senedi ve bono portfdyiinde herhangi bir degisime neden olmaz. Yine hisse senedi fiyat-
larinda 6nemli azalma oldugunda bir satin alma opsiyonunun ugrayacagl zarar sadece
opsiyon primidir.

Opsiyonlar daha uygun bor¢ alma ve bor¢ verme oranlari sunarlar.

Opsiyonlar baz1 bilgiler kullanilarak kar elde edilmesini saglayabilir. Agir1 degerlenmig
veya eksik degerlenmis opsiyonu secerek hisse senetleri hakkinda da bazi 6zel bilgilere
sahipsek yiiksek performansa sahip bir portféy olusturabiliriz. Ornegin bir firmanin
yeni bir yatirim yapacagini biliyorsak bu yatirimin hisse senedi fiyatin1 hangi yonde
etkiyecegini bilmemize gerek yoktur. Clinkii her iki durumda da volatilite artacaktir
buda alim ve satim opsiyonlar1 pozisyonlarimiza kar yazdiracaktir.

Opsiyonlar teminat kisitlar1 konusunda daha uygun araclardir.Bir satim opsiyonu al-
mak veya bir alim opsiyonu satmak yerine aciga satig ve bor¢ verme portféyii de olus-
turulabilir. Fakat bu durumda agiga satig kisitlamalar: ayni miktar opsiyon 6demesini
zorlagtiracaktir. Bir alim opsiyonu alisinda bile ayni sey gecerlidir. Ciinkii alternatif
olarak borclanarak hisse senedi alirken de teminat yiikiimliiliikleri s6z konusu olacak-
tar.

. Opsiyonlar hisse senedi volatilitesindeki degisikliklerin negatif sonuclarini 6nlemekte

kullanilir.Belirsizligin yiiksek oldugu durumlarda hisse senedi almak yerine opsiyon
pozisyonlar1 beklenmedik volatilite artigina kargi koruma sagladigi igin tercih edilirler.

Opsiyonlar bir firmanin karpayr dagitimindaki beklenmedik degisikliklere karsi da ko-
ruma saglarlar. Hisse senedinden olusan ve yiiksek oranda karpayi dagitan bir yatirim
fonuna yatirim yaptigimiza ve bir firmanin karpay1 dagitimi yapmayacagi konusunda
ciddi bir politika degisikligi yaptigini diisiinelim. Bu durumda bir call ve agiga satig-
tan olusan bir portfoy olugturmus olsaydik karpaylarinin azalmasina karsi kendimizi
korumus olurduk ve olusabilecek diger risklere kargi da korunma saglamig olacaktik.



7. Opsiyonlar agiga satiglarda olusabilecek olumsuzluklarin agilmasinda da ige yarar bir
aractir. Ornegin diigen bir piyasada aciga satig yapabilmek icin hisse senedi fiyatla-
rimin tekrar yiikselmesini beklemek gerekir. Yani ard arda diigen giinlerde agiga satig
yapamama gibi durumla kargi karsiya kalabiliriz. Veya belirli bir hisse senedini araci
kurumdan bor¢lanmak miimkiin olmayabilir. Bu tiir durumlarda opsiyonlarla sentetik
olarak aciga satig iiretilebilir.

2.2 BLACK-SCHOLES MODELININ VARSAYIMLARI

1. Hisse senedi log-normal dagilima sahiptir.
2. Risksiz faiz haddi ve hisse senedinin volatilitesi zamanin bilinen bir fonksiyonudur.

3. Piyasada arbitraj (sifir sermaye ile elde edilen, kaybetme riski sifir ve kazanma olasiligy
pozitif olan kar) olanag yoktur.

4. Karpay1 dagitimi yoktur. Ama bu varsayim ihmal edilebilir.
5. Islem maliyetleri sifirdir.
6. Aciga satis ilizerinde herhangi bir kisitlama yoktur.
Bir alim opsiyonunun prim fiyati
o K : egrersiz fiyat1
e S : hisse senedinin guanki fiyati
e o : hisse senedinin volatilitesi

e 1 : piyasadaki risksiz faiz orani

T : vadeye kadar kalan siire

gibi degiskenlere baghdir.

Bu degigskenlerden S, r,o ve T opsiyon fiyati ile pozitif korelasyona sahipken K negatif ko-
relasyona sahiptir. O halde Opsiyonunun degerini V' (S, T, K, o, ) ile veya kisaca V (S, T)ile
gostere biliriz.

2.3 BLACK-SCHOLES KDD’NIN ELDE EDILiSI VE YORUMU

Degeri V'(S,t) olan bir opsiyon ele alahm. (Bu agamada alim veya satim opsiyonu olarak
ayirmamiz gerekmiyor.)Ve bir tane opsiyonda kisa pozisyon, A kadar hisse senedinde ise
uzun pozisyon alalim. (Finansta bir finansal varlik igin kisa pozisyon almak o finansal varlig
satmak, uzun pozisyon almak demek ise o varligi satin almak demektir). Bu durumda olugan
portfoyiin degerini

II=V(S,t)— AS
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ile ifade edelim. Hisse senedi fiyatini1 ise agsagidaki stokastik diferansiyel denklem ile ifade
edelim.
dS = pSdt + o SdW (2.1)

Burada W Brown Devinimini belritmekte ve S Geometrik Brown siireci ile verilmigtir. O
halde, portfoy degerindeki toplam degigim

dIl = dV (S, t) — AdS (2.2)

ile verilmig olur. Dikkat edilirse A'nin degisimden etkilenmedigi, sabitmis gibi davrandigi
goriiliir. Bunun neden bdyle oldugunu ileride agiklayacagiz.

Taylor acihmu ve ito Lemma’dan (EKLER, Teorem 4.3) V’deki toplam degisim

ov ov 10%V
dV(S, If) = Edt + %dS + 5@6&92

olur. Bunu (2.2)’de yerine yazarsak

ov oV 102V
M= ""dt + —dS + -~ —dS* — A 2.
Al = —dt + = dS + oo dS® — AdS (2.3)

elde ederiz. Ayrica (2.1)'den
dS? = pi2S%dt* + o*S2dW? + 2S* uodWdt (2.4)

Simdi (2.1) ve (2.4)’ii (2.3)’te yerine yazarsak ve Brown Deviniminin 6zelliklerinden dt? — 0,
dWdt — 0 ve dW? — dt oldugunu gozoniinde bulundurursak

ov ov ov 1 0*V
dll = — —A|d —dt —— + —0%S*——dS* — pAS | dt 2.
O’S(as ) W+(8t +uSaS+2US 557 S*—p S) (2.5)

elde ederiz. Son denklemde A = 2Y olarak alirsak denklemdeki belirsizlik terimi olan dW

s
sifirlanir ve denklem asapidaki deterministik denkleme doniisiir.
ov 1 0?V
dll = [ = + =0?S*—— | dt 2.6
((‘% SN 052) (2:6)
Belirsizlik terimini ortadan kaldirarak riski ortadan kaldirmig oluyoruz. Dolaysiyla A = ‘g—‘g

alinarak riski elimine edilmig bir portféy olugturmusg oluyoruz. Bu yonteme literatiirde "delta
hedging" veya delta korumasi denir. Ve bu koruma dinamik bir korumadir. Portfoy siirekli
giincellenerek miikemmel korunma saglanabilir.

IT portfoyiine yapilan yatirnmla tamamen risksiz bir varhiga (devlet tahvili gibi) veya bir
banka mevduat hesabina yapilmis yatirimdan elde edilen kara esit olmalidir. Aksi takdirde
arbitraj imkan1 dogmus olur. Bu ise BS-vasayimlariyla celigir. Bu yiizden agagidaki denklemi
yazabiliriz;

dIl = rIdt (2.7)



Yani,

ov. 1, N ov
— ] = _
(875 Sas)dt r 7’<V aSS)d

Buradan da dt’leri yok edersek,

Zﬂ/ 1 ;2 282 oV
z - 2.
875 S 552 TS@S rV =0 (2.8)

lineer parabolik Black-Scholes kismi diferansiyel denklemini elde ederiz.

Denklemin 6zel ve tek ¢oziimii olabilmesi i¢in sinir kogullarinin verilmesi gerekmektedir. BS
denklemi geriye dogru denklem olup smir kogulu opsiyonun 6deme (payoff) fonksiyonudur.
Dikkat edilirse BS denklemini olugtururken protféy degerinin diferansiyelini alirken "delta"
degerinin anlik degisimi sifir olarak kabul edildi. Yani, zamana bagh olarak gostermek ister-
sek A; = dgf olarak belirtmig portfdydeki toplam degigimi ise zamana bagh yazarsak dII; =
dVy(S,t) — AydS; olarak belirtmigtik. Halbuki toplam diferansiyeli dIl; = dV,(S,t) — d(A.S;)
olarak yazdigimizda d(A;Sy) = dA.S; + AydS; elde etmemiz gerekir. Yani BS "delta" dege-
rini sabit varsaymaktadir. Bundan bagka hisse senedi fiyatlar1 pratikte log-normal dagilima
sahip olmayabilir, fiyatlarda sicramalar (jumps) olabilir, faiz oranlar degigebilir ve dinamik
bir korumanin saglanmasi gerekir. Biitiin bunlar Black-Scholes modelinin asilabilir de olsa
kusurlu yanlaridir.

2.4 KENDINI FINANSE EDEN PORTFOY VE BLACK-SCHOLES

V(S,t) degeri zamana ve hisse senedi fiyatina bagh olarak degigen bir finansal varlik olsun
ve V’nin Black-Scholes modelinin varsayimlar:1 altinda Black-Scholes denklemi dedigimiz
agagidaki lineer parabolik kismi diferansiyel denklemi sagladigini varsayalim.

oV N 1, 20V 0?V oV

e 0 532 7’5% —rV =0 (2.9)

IT icerisinde A kadar hisse senedi ve § kadar banka hesabi olan bir portféy olsun. Yani,

ov
= =95 St 2.10
555 TAS.H)B (2.10)
Burada dikkat edilmesi gereken husus 6 = ﬁ olarak secilmesi ve G(S,t)'nmn her ¢t < T

aninda V'nin degerinin hisse senedi fiyatina gore degigimini (6 = ‘W) kompanse edecek sekilde
seciliyor olmasidir. O halde portféydeki toplam degisim sadece S’teki toplam degigimle banka
hesabindaki toplam degisime bagh olacaktir. Yani,

ov
dll = —dS St 2.11
5545 +A(5,1)dB (211)
Simdi, baglangi¢ aninda portfoy degerini finansal varligin degeri ile ayni secersek bu dengenin
her ¢ < T" aninda korundugunu gérecegiz. Yani portfdylimiiz kendi kendini finanse edecek-
tir. Bunun icin asagidaki iglemleri yapalim. Once V’deki toplam degisimi hesaplayalim. to



Lemma’y1 (Ek Boliim, Teorem 4.3) uygularsak

ov ov 10°V

ov 1 2 282V A% ov
dt + —oSd
(65“5 5 o5 615) T g7
Ayrica,
dB = rBdt

Simdi,bu degeri agagidaki denklemde dikkate alarak igslem yaparsak.

d(Il — V) = dIl — dV

ov ov 1 82V ov oV

=—d t)dB — 0?5? dt — —o0Sd
gg o+ S <as“5 S o5 675) il
oV av oV 1, L0V 9V

OV 1,00
o (% LYV

oV
(53 oS - V) dt = r(Il — V)dt

Dolaysi ile,
dIl = V) =rII—-V)dt

elde ederiz. Bu adi diferansiyel denklemin ¢oziimiinden
(I =V)(t) = (I = V)(0)e"
buradan da (II — V)(0) = 0 oldugundan
(= V)(t) =0

elde ederiz.

2.5 NIHAI (SINIR) KOSULLAR

Yukaridaki denklemi elde ederken opsiyonun ne tiir bir opsiyon oldugundan bagimiz elde
etmigtik. Ayrica bu denklemden vadeye kalan siireyi, egzersiz fiyatim1 da ¢ikartamayiz. Do-
laysiyla opsiyon fiyatini hesaplamak i¢in bu degigkenleri de hesaba katabilecegimiz bagka bir
formiile daha ihtiyacimiz vardir. Bu da sinir kosullaridir. Ornegin opsiyon bir satin alma opsi-
yonu ise sinir kogulu V' (S, T') = max(Sr— K, 0), satma opsiyonu ise V (S, T") = max(K —Sr,0)
olacaktir.

Denklemin lineer olusu iki ¢6ziimiin bulunmasi halinde bunlarin toplamlarinin da ¢oziim

oldugu anlamina gelir. Parabolik olusu ise 1s1 difiizyon denklemlerinden yararlanilabilcegi
anlamina gelir. Denklemin p’ye bagl olmamasi nedeni ile bir tesadiifi degigkeni bir portfoy
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olugturarak korumak isterken bu korumanin getirisi ¢ kadar olmamalidir. Yani hem riskten
korunup hem de p kadar getiri elde etmek hem teorik olarak hem de pratik olarak miimkiin
degildir. Dolaysiyla yatirimcilarin g oraninda anlasmalar sart degildir. Ancak getiri tah-
minleri farkli olsa da BS fiyatinin belirlenebilmesi icin difiizyon terimi o iizerinde anlagmak
gerekir.



3 BLACK-SCHOLES FORMULUNUN ELDE EDILISI

BLack-Scholes ¢oziimiiniin 4 farkli gsekilde elde edilisini 6zetleyecegiz. Bu ¢oziimleri;
1. Indirgeme Metodu
2. Martingale Metodu
3. Dogrudan Lognormal Parametrelerin Kullanilmasi
4. Kismu Diferansiyel Denklem ile Coziim

olarak 4 gruba ayirdik.

3.1 INDIRGEME METODU

V(S,t) opsiyonun bugiinkii degerini, U(S,t) ise T" anindaki degerini gosterecek olursa opsi-
yonun bugilinkii degeri
V(S,t) = exp(—r(T —1))U(S,1)

ile ifade edilmig olur. Buradan iki tarafin da diferansiyelini alirsak

oV ou oU
e —r(T—t) t —r(T—t) 2~ _ —r(T—t) 2~
5 = ¢ U(S,t)+e 5 rV +e 5
elde ederiz. Bunu BS denkleminde yerine yazarsak
ou 10°U oU
r(T—t) r(T—t) 0252 r(1-t),g% _ s —
rV e 8t+€ 3552° S4+e™" S@S r 0
elde ederiz. Buradan da U 12U o
2 @2
4z — = 1
o Taas7 0 T (3.1)
yazabiliriz. Simdi 7 = T — t dersek, d7 = —dt olur. O halde
oUu  10°U 5262 ou
- - - 2
or ~ 209527 0 %3 (3.2)

yazabiliriz. BS modelinin varsayimlarindan S’in lognormal dagilima sahip oldugunu biliyoruz.
Bunu ¢ = log S ve dolaysiyla S = exp ¢ olarak gosterelim. Ve U = U((, 7) i¢in S’e gore kismi
tiirevleri hesaplayalim.

oU (¢, ) U O _ U dlogs) UL _ U _,

dS acas — ac oS acs _ acc
Ur) 0 U o) FUK ¢ WO ¢ U o U
PRE 95\ a¢ a2 9s° ac 9S°© RIS aC

Simdi bu degerleri (3.2)’de yerine yazarsak

oU  10°U , 5 o 10U , o, ou _.
5 28<2056 28C o“S%e +7“58—Ce



S =exp(’den e ¢ = { ve e2 = & olur. Bu degerleri de son denklemde yerne yazarsak

or 202 ol 20¢ "
buradan da
oU B 1 2(92U

12
ar ~ 2% gz T3

U oU
ac 89S’

yazabiliriz.

¢ =logS ve 0 <5 < oo oldugundan —oo < ¢ < oo yeni kisit kogulu elde etmig oluruz.

X=C+(r— 302)7 (3.3)

gibi bir degigken doniiglimii yapalim. Bu degisken doniigiimii ile (3.2) denklemini Isi denkle-
mini elde edinceye kadar sadelestirmis olacagiz.

Simdi U = W(X,7) yazip kismi tiirevlerini alirsak ve 2% = 1 oldugunu da dikakte alir-

oW
sak;

ou owox ow

o7~ oxor T or
ou _ oW ox
oC 90X oC

OU _ 0 OWOX, OW 09X, WX
(2 9C 90X OC’  9X2 o 0X 0C2

elde ederiz. Ayrica (3.3)’den dolay1
dX =d¢ ve &£ = (r — 10?)

Tiim bunlar (3.2)’de yerine yazarsak

oU 1 ,0°U 1, 0U

- = __2_
or ~ 3% o T3 )¢

ve

ow 1 ow owox., 1, O*W 0xX 3_W82X

1
ax " a7 T o =) Gx g a7 [axe (o) ax

elde ederiz. Fakat 22X =0 oldugundan

¢z
ow 1, ow 1, oW 1 ,0°U
ox T2 T 3 ex 37 axe
olur. Buradan da o L oW
oW _ 1 2
or 27 ax? (3:4)
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elde edilir.

Ozel bir ¢dziim icin W (X,7) = Taf(XT;ﬁxl) seklinde bir ¢6ziime bakalim. X’ herhangi bir
keyfi sabit, W(x, 1, 2") 6zel bir ¢6ziim olsun.

Simdi W (X, 7) fonksiyonunun kismi tiirevlerini alip (3.4)’de yerine yazarsak

J[BPHX = XD oW 1 L0PW

a—1 — — _
art =T 728 ~or 27 axz
Ote yandan
ow 1+, *;Pw o,
ax ol Y axz = !

oldugundan n = (XT}XI) degisken doniisiimii yapilarak

d 1 d?
f _ _0_27_0172,8_-]?

a—1 a1 -
elde edilir. Buradan da
_ df gl L d°f
a—1 _ a—28 2
P Hafn) - inGl) = et

Son denklemin ¢6ziimii olabilmesi i¢in &« — 1 = o — 23 olmahdir. Buradan da § = % bulunur.

Simdi W(X,7) = To‘f(XT_BX,) 0zel ¢Oziimii i¢in bu fonksiyonun X’e gore integralini aldigi-
mizda ffooo rof(X _BX/)dX olur. Bu integralin 1’e esit olmasim istiyoruz. Yukaridaki degigken

T

doniigiimlerini kullanarak

dX = dnr? ve [77_ 7P f(n)dn yazip a = —1/2 degeri i¢in (3.5)’i yeniden diizenlersek

U _ hP il L

_ —n-2L = 3.6
f(n) —n o= ar e (3.6)
elde ederiz. Son denklemde iki tarafin da integralini alirsak
d*f
77f + 02_ = a,
dn?
(a-sabit) elde ederiz. a = 0 ahrsak % = —ﬁndn olur. Buradan da [ % = —0—12 [ ndn veya
log f = —=n? buradan da f = be2? elde edilir. b = #ﬁ secersek
X -X —n? 1 =2 1 (X - X’ )2)
W(X,r)=1" = 7%e 2?2 = 7% €207 = exp | ———
(X,7) K T8 ) ovV2m oV 2T p( 20°T

standart normal dagilhim yogunluk fonksiyonuna doniigiir. O halde
o0 o X _ X/
/_ OOT f( = )dX =1
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olur. Dolaysi ile 6zel ¢éziim igin

W(X,7) = o HCE) (3.7)

elde ederiz.

Simdi opsiyon fiyatinin bugiinkii degerini elde etmek i¢in sinir kogullarini da saglamamiz
gerekir. Siir kosulumuz 7 = 7' — ¢ anindaki opsiyon degeridir. 7" anindaki opsiyon degerini
V(S,T) = f(S) (6deme fonksiyonu) olarak gésterelim. O zaman W igin bunu W(X, 1) =
W(X,0) = f(eX) olarak gdsterebiliriz.

Simdi V(S,t)’yi 6deme fonksiyonunun bugiinkii beklenen degeri olarak bulursak opsiyon
fiyatim hesaplamig olacagiz. W (X, 7) fonksiyonunu her X’ degerine tekabiil eden getiri fonk-
siyonu f(eX') icin hesaplamamiz gerekir. Yani, 6deme fonksiyonunu bir olasilik dagilimi fonk-
siyonu ile ¢arparsak beklenen degerini bulmus oluruz. Bunun matematiksel anlami (—oo, 00)
araliginda integralini almaktir.

Odeme fonksiyonu: V(S,T) igin f(S), W(X,0) igin f(eX')’tir. Sonug olarak

1 ( (X—X’)2
exp(————
oV 2rT P o1

Wf(X,T): )

bir olasilik yogunluk fonksiyonu olmak iizere

1

o\ 27T

W(X,r) =

/ WX, 75 X)f(eX)dX'
olarak ifade edebiliriz. Buradan
V(S,t)=e""W(X,71)
veya
1 *° /
V(S,t) = —”T—“—/ WX, X') f(eX)dX' 3.8
(S =T — [ WX () 3.8)
yazilabilir.
Alim opsiyonu igin édeme fonksiyonunun f(S') = S’ — K ve X' = log S’ oldugunu gozo-
niinde bulundurursak X’ =1log S, S’ = €X', S’ = K ve integralin alt sinir1 &’dan baglarsa
1 * X' —(r—o?/2)(T —t) -1 2
v(57 t) — e—T(T—t)—/ eXp (_( (T’ g /2 )( ) OgS) ) (S/ _ K)dX/
oV2mT J log K 20%(T —t)

elde edilir. Buradan da integrain 6zelliginden

I | > (X' —(r—0?/2)(T —t) —10g.5)*\ | xr\ ;1

V(S,t) = e )—J\/%/_logKeXp <_ o >(e )X
| > (X' — (r—0?/2)(T —t) —log 5)? )
— Ke( )U—\/ﬁ/_logKexp (— 202 (T — 1) )dX

12




Simdi y = X'—log$ ;%/ 2)(T=1) degisken doniigtimii yapalim. Bu durumda integralin alt sinir1
Cdy = —BEAC/DT) qosorinden basglayacaktir ve dy = —X oldugundan ikinci teri
o = i gerinden baglayacaktir ve dy = —%7—= oldugundan ikinci terim

exp(—r(T — t))K/OO Ay
V2T —dy

formuna doniigmiis olur. Veya simetriden dolayi

T [* 2
\ 2T o

2
ve de \/Lﬂ ffio e=% dy = ®(dy) oldugundan ikinci terim
—e "I K (dy)
olarak yazilabilir.

Birinci terim igin ise iistel fonksiyonlar1 bir araya toplayip, paydalar esitlersek ve X' ye-
rine log K yazarsak;

exp (—r(T - —X'+1logS + (r —a?/2)(T — t)? N X’)

202(T — 1)

log( £ +(r+02/2)(T—1))

elde edilir. Tiim terimleri kare alarak ve payda esitleyerek yazip, —d; = — ST
degigken déniigiimii yaptiktan sonra elde edilen denklemi e 1°%% ve €185 ile carparsak integral

o0
elog S

1
V2T —d

halini alir. Buradan da birinci terimi S®(d;) buluruz. Dolaysiyla Avrupa alim opsiyonunun
prim fiyati,

2
e‘dey

V(S,t) =C = S®(dy) — e "TVKD(dy)

olarak bulunur.

Put-Call paritesinden S 4+ P — C' = Ke "T=) Avrupa tipi satim (put) opsiyonunun prim
fiyat1 ise
V(S,t) =P =e"TOKD(—dy) — S®(—d,)

olur.

3.2 MARTINGALE METODU

Tanim 3.1 Martingale: Herhangi bir X (t):>o stokastik siireci asaqidaki kosullar saglorsa
bu stokastik siirece martingale denir.
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2. EIXy|F(s)]=Xs, V 0<s<t

(Shreve 2004) Risk-notr olasilik 6lgiisii altinda risksiz faiz oran ile iskonto edilmis finansal
varliklar bir "Martingale" olustururlar. Hisse senedi fiyatin1 [P olasilik 0l¢iisii altinda .S; ile,
risk-nétral olasilik 6lciisii P? altinda ise S ile gosterelim. Iskonto edilmis finansal varliklar
risk-notr olasilik Olciisii altinda martingale olduklarindan

Ste = G_Tt St

yazabiliriz. Bu denklemde iki tarafin diferansiyelini alarak stokastik diferansiyel denklemini
yazalim;

dS? = —re " S,dt + e7"dS, = —re " S dt 4 (uSydt + oS dW,) = e S [(1 — r)dt + odW]

yani

ds® = S°(u — r)dt + adW]
elde edilir.

Girsanov teoreminden (EKLER Teorem 5.4) W% = W + @t olacak sekilde yeni bir Brown
Devinimi olugturabiliriz ve bu sayede P oalsilik dlciisiinden P? olasilik dlciisiine gecebiliriz.
Bu esitligi son denklmde yerine yazarsak

S’ = S(p — r)dt + o(dW — E=Lyat) = SPod v’

[

elde ederiz. Bu denklem S? siirecinin drift terimin sifir oldugunu ve dolaysi ile bir Martingale
oldugunu soyler. Ito Lemma’dan(Ek Boliim Ito Doeblin Formiilii)

9() 1co , 10°C) ;0
d(logS):wdS +§Wd52+...

elde ederiz.
Diger terimlerde dt’nin kuvvetleri 1’den biiyiik oldugundan sifira yakinsarlar.Bu yiizden
m%szaﬂm—%ﬁﬁ
yazabiiriz. Son denklemde iki tarafin da integralini alirsak
log S? —1log S§ = oW/ — %0225
buradan da

1
S8 = S8 exp(aW/ — 50215)

elde ederiz. Simdi opsiyona gecelim. Alim opsiyonunu ele alalim, dolayisi ile sinir kogulunu
f(Sr) = (St — K)* = max(Sr — K,0) alahm. Opsiyonun fiyat1 terminal getirinin (F;)
filtrelemesine uyumlu ve bagl degeridir. Matematiksel olarak sdylersek

Vo= E°[e7 "0 f(Sp)| A (3.9)
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T vadesi i¢in Sp'nin degeri
1
Sl = Sy exp(aWh — EUQT)
olur, buradan da

% = exp {U(Wf{ W - %O’Q(T - t)}
t

Sonug olarak,
STefrT

1
0 6 2
WZGXP{O’(WT—Wt)—QO' (T—t)}

veya
1
Sp = STV exp {U(WQQ — W - 502(T - t)} (3.10)

elde edilir. Simdi, S7’nin bu degerini (3.9)’de yerine yazarsak

V= E°

o (T—1) (st exp {a(Wg‘l - %&(T - t)} - K) 1 (3.11)

Son denklmede Y = — \/wat ve 7 = T —t degisken doniisiimii yaparsak, Y standart normal

dagilima sahip olur ve

V(sS,t) = E’

o (s s o))

7wl

integrandin pozitif olmasi i¢in gerek ve yeter kogul:

1 +
e T (Stexp{—a\/;y_f_ (T— 50.2)7_} _K) 6_%y2dy

y < L\/_ {log f{t, +(r— 302)71 =d_ (3.12)

olmasidir. Dolayas: ile

1 d_ 1 + .
V(Si,t) = Von /_Oo e " (St exp {—U\/?y + (r — 502)7} — K) e~2¥" dy
1 - y? ot 1 [9- .
T~ —_—— — - o T K e 1Y
V2m /—oo e { 2 oVTy 2 } W 27 /_oo ‘ ey
S d- 1
- \/2t—ﬂ /Oo Sy exp {_5(?4 + U\/F)Q} dy — Ke7""®(d-)

St d_+o\T 22 .,
:\/_Q_W/_oo Stexp{—g}dy—l(e P (d_)
= 5:P(dy) —e""K®P(d-)

Burada

1
log S + (r + =07

== \F{ KUt

af [logi—i—(r—%a) }—l—cr\/_—

15



3.3 RISK NOTRAL DAGILIM PARAMETRELERI METODU

Hisse senedi fiyatinin log-normal dagilima sahip oldugu varsayimini ve
dS = pSdt + o SdW

stokastik diferansiyel denklemi ile verilen bir stokastik siire¢ oldugunu hatirlayalim. Bu denk-
leme Taylor a¢ilimi ve Ito Lemma’y1r (EKLER Teorem 5.3) uyguladigimizda asagidaki gibi
bir ¢6ziimii buluruz.

S(t) = Sexp |(1n— 502)7 +oW(r) (3.13)

veya buna denk olan
S 1
10527 = (4~ So?)r + oW ()

logaritmik formda da yazilabilir.

Buradan W standart Brown siireci oldugundan yani E[W(7)] = 0 ve Var(W (7)) = E[W?] =

7 oldugundan hisse senedinin logaritmik getirisinin, log Sg),
log S 1 S
E[ OgS<T>] = (u— 502)7' ve Var(log g)) = o’

beklenen deger ve varyansla dagildigini goriiyoruz. O halde alim opsiyonunun getirisinin
beklenen degeri:

E[C] — /0 " max(S(r) — K, 0)dG(S(r))

olarak gosterilebilir. Veya sadece pozitif olan kismini alirsak yani S(7) > K i¢in
E[C] = / max(S(7) — K,0)dG(S(7)) (3.14)
K

Burada G(S(7)), 7 vadesindeki birikimli dagihm fonksiyonudur. Simdi z = log % olarak
gosterirsek buradan S(7) = Se” yazabiliriz. Yani ihtimal fonksiyonu S’ye degil z’e bagh
olacaktir. Bu durumda

dG(S(r)) = f(x)dx
yani ihtimal dagilhim fonksiyonumuz standart normal dagilim fonksiyonu olacaktir. O zaman

beklenen getiri

E[C] = /100 max(Se” — K,0) f(x)dx

ogK/S

sekline doniigsmiig olur.

Risk nétral parametrelerimiz de = degiskeni cinsinden yazarsak

Bl = BP0 =y = (u = 507
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ve

S
Var(z) = Var(log éT)) =0’ =01
_(W_HI)Q ( _ )
olur. Olasilik yogunluk fonksiyonunda f(z) = \/21—26 i u = B2 ve dolayisiyla
du = g—f doniigiimleri kullanilarak f(u) = \/%e_ﬁ standart lognormal yogunluk fonksi-

yonuna doniigmiig olur.
Integralin alt sinirt log &/ S’ten bagladigina gore

(log — ) (log % +px)  (log g + (= %5)7)

Oy Oy N o\/T

veya
(log % + (1= F)7)

NG

u=—d; = — (3.15)

yazabiliriz. O halde integralin ikinci terimi

ol /°° 1
—K—— e
V2mJ_a_

olarak yazilabilir. Veya standart normal dagilimin simetrikliginden

1 d- _ 1,2
e 2

2r ) o

Daha diizgiin ifade edersek
—K®(dy)

olur.

o0

Simdi integralin birinci terimi olan flog K/S Se*f(x)dz’i hesaplayalim.

Tekrar u = (z — p,) /0, doniigiimiin yaparak f(x)’ten f(u)’va gecersek

oo

S " f(x)dx = S/oo ele o=t f(u)du
—d;

log K/S

yazilabilir. Buradan da f(u)'nun degerini de yerine yazarsak

[NIES

]_ 1_2 o 2
S—e‘“ﬂ%/ e 2(u=o2)" gy
\ 2T —d;

elde ederiz. Son terimde y = u — 0, dontigimii yaparsak pu, = (u — %02)7' degerini yerine

yazarsak
Se’”i/ e 2V dy
27-(_ —d1 -0y
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elde edilir. Yine normal dagilimin simetrikliginden bunu da

p 1 d_+o 7ly2
Se 7 e 2¥ dy

—00

yazip p yerine risksiz faiz orani olan r’yi yazarsak ve d;+o, = dy doniisiimii yaprsak integralin
birinci terimini su sekilde yazanbiliriz.

L (2 i,
Se”—/ e 2V dy = Se"P(d
o . Yy ( 2)
O halde alim opsiyonunun beklenen degerini
E[C] = Se""®(dy) — K®(dy)

olarak yazabiliriz. Sonug olarak alim opsiyonunun bugiinkii fiyat1 beklenen degerin iskonto

e r—ﬁ T og 2 1 (r i T
edilmis hali oldugundan d; = “EEIU=T g, = PEEEOEDT glma) uzere
C = SD(dy) — e "TKD(dy) (3.16)

olur.

3.4 DIFERANSIYEL DENKLEM METODU

Bu béliimde Black-Scholes kismi diferansiyel denklemini ve onun sinir kogullarini énce dog-
rudan sonra da degisken doniigiimii yolu ile ¢6zecegiz. Detayli bilgi icin Wilmott et al. (1995)
incelenebilir.

3.4.1 Dogrudan Coziim

Bu metotla sinir kogulu
C(S,T) = max(S — K, 0)

olan

oc 1 ,.,0°C  _OC B
E—I—EO’S@‘FTS% rC =0

Black-Scholes denklemine ¢oziim aramaktayiz. Aradigimiz ¢6ziimiin

C(S,t) = f(t)y(u, ug);

formunda oldugunu ve u; = uy(S,t), ug = us(S,t) oldugunu varsayalim. Simdi bu fonksiyo-
nun t’ye ve S’ye gore kismi giirevlerini alip Black-Scholes denkleminde yerine yazalim.

oC of dy Ju Oy Ou

% Ey(ul’uz)—i_f(t)@_ula_tl f( )8_1128_152

oc Oy Ouq Oy Ous

a5 ~ W a5 T/ W5, a5

9*C B 0%y Ouy , Oy 0%uy 0%y Ouy Ouy 0%y  Ousy 5 Oy 0%uy

o (t)[ﬁu%(85> duy 052 ' Buiduy 08 s T/ (t)[aug(as) duy 052
n 0%y Ousy 8u1]

8u18uQ 85 85
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Simdi bunlar1 denklemde yerine yazarsak

0%y Ouy 5 N Oy 0%, ) 0%y Ouy Ouy n 0%y  Ousy 9

— Zg2G2
B S )[ <8S> Ouy 05? Ou10uy 0S 0S 8u§( 85) ]
ay 8u1 0y Ous
t t 1
+rsf()[f()a G5 S (317)
af dy 8u1 dy Ous
+ v+ SO 5T+ O F S = Oyl )
denklemini elde ederiz. Buradan Ey(ul, ug) — rf(t)y(uy, ug) = 0 denklemini gekersek
0
a_{y<ula us) = rf(t)y(ur, us)
yazabiliriz. 7 = T — t tanimlarsak 0t = —07 oldudgundan % = —r07 buradan da integral
alirsak
f(t) =erT=0 (3.18)

elde ederiz. Black-Scholes kismi diferansiyel denklemi ikinci dereceden lineer parabolik denk-
lem oldugundan bu denklemi ¢6zmenin en kolay yolu denklemi 1s1 denklemi dedigimiz ve
¢ozlimii bilinen kismi diferansiyel denkleme indirgemektri. Bu yiizden bizim de burada ulag-
maya c¢aligtigimiz 1s1 denklemi

oy 0%y

(‘3u2 N 81@
denklemdir. Bunu (3.17)’de dikkate alirsak

1 5 ,0% Oup, Oy 1 2 , 0% Ouy  Ouy
—o°S S S 3.19
275 52 95t 9u, 127 55 T 555 + o) (3.19)
denklemini elde ederiz. % = 0 varsayarsak 1s1 denkleminin egitligi
1 2 2 8U1 8U2
R i
1
252(?;;1) % durumunda miimkiindiir.
Simdi 5 5
1 2 U1 U2
SQ a2
(55 08 )= or
yazip integral alirsak.
uy(t) = a*(T —t) (3.20)

denklemini elde ederiz. Bununla da (3.17) denkleminden 4 terim daha yok etmig oluruz.
Kalan terimleri %f(t)’ye bolerek

1

_0252 0%uy ouy  Ouy

052 "% tar (3.21)
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ouq Ous __ .2 LR R
1)? = &2 — o2 esitliginden

aul \/_ — (3.22)

denklemini yazabilliriz. Slmdl = 252(

yazip uygulama fiyat1 K’dan hisse senedi fiyat1 S’ye kadar entegre edersek
= ﬁ% log S/ K + b(t) (3.23)

fonsksiyonunu elde etmig oluruz. Simdi (3.22),(3.22)’in S’ye gore tiirevi ve (3.23) denklem-
lerini (3.21)’de yerine yazip S’leri sadelegtirirsek

1 2
—§ax/§a + r\/b_a +V(t)=0 (3.24)

denklemini elde ederiz. Buradan da yine integral alirsak ve denklemi diizenlersek

/b’(t) — b(t) = ‘“f( 2/9 — )(T —t) (3.25)

yazilabilir. Dolayis ile

[log S/K + (r — o®/2)(T — t)] (3.26)

Uy =

av/2
o

elde edilir.

Simdi (3.18), (3.26) ve (3.20) denklemlerinde ¢t = T alirsak u; = %ilog Sr/K, ug = 0

ve f(T') = 1 olur. Ve bu degerleri C(S,t) = f(t)y(u1,us) ¢oziimiinde yerine yazarsak

c(s,T) = y(\/ig log S7/K,0) bir sinir kogulu olmug olur ve diferansiyel denklemi sagla-

mas1 gerekir.

Bir 1s1 denkleminin Fourier ¢oziimiiniin

_(w—up)?
y(u,uz) tuy
( ’ 2\/7‘(“2
veya
l(('/-“1)>2
2 2u
y(ug, ug) = vz ) dy

2,/7TU2
oldugunu biliyoruz (Strauss 2008). Buradan ¢ = '\’/% ve dq = dv/+/2usy degisken doniiglimii
yaparsak

1 e 10
y(ug, ug) = NG /_OO f(ur 4+ gv2u2)e 27 dg (3.27)
olur. Ve v = uq + gy/2us buradan da us, = 0 icin v = u; = %x/ﬁlog St/K buradan ise

St/K = exp( =

7 (3.28)
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elde edilir.

Integrali alimacak fonksiyon simr deger kosulunu da saglamasi gerekir. Yani T vadesinde
f(v) = C = max(Sr— K, 0) olmalidir. v"yu sifir yapan deger — 2 (3.27)’teki integralin alt
sinir1 olacaktir. Dolaysi ile

1 o 1
y(un, up) = 2ﬁ/ » flur + qv 2U2)€_§q2dq
T 2uy

olur. Buradan

C(S,t) = f(t)yur,u) = ¢~ ur + v/Tu)eHdg

1 /°°
—r(T=t)___ £

V2 -
veya

C(S,t)=e" St — K)e’%‘qu

(Tt)L/OO (
vem -

Son denklemde S7’nin (3.28)’deki degerini yerine yazip K parantezine alirsak

1 o0 ov
C(S,t) = e_T(T_t)—/ K(evae — 1)6_%q2dq
V2 —

vey v degigskenini tekrar yerine koyarak

1 [ P
C(S, t) = eT(Tt)\/?/ ) K(e\/?a( 1+qv2u2) — 1)67%q2dq
7‘(‘ _ u

integralini elde ederiz.

Simdi bagtaki iistel terimi gérmezlikten gelip integrali iki integral toplami seklinde diisii-
nelim ve Once ikinci terimi hesaplayalim. ¢ = — \/1;172 doniigtimiinde u; ve us degerlerini

yerine yazarsak

L w __ﬁa/o(logst/KqL(T—UQ/Q)(T—t)
TV 2T — t)a

Buradan da baz1 cebirsel diizenlemeler yaparak

= log Si/K + (r —o?/2)(T - t) (3.29)

o/2(T —t)a

integralin alt sinirini elde etmig oluruz. Buna —d_ diyelim. Dolaysi ile ikinci terim

1 & 1.2 1 d- 1.2
— ’“<Tf>K—/ “20dg = — T(Tt)K—/ “27dq (simetriden dolayi
(& e e e simetriaen dolayil
5 ). q 5 ) q ( yi)
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formunda olur. Bu ise bize kiimulatif normal dagihmin d_’deki degerini verir. Yani ikinci
terim

—e"TDKO(d_)  dir.

Simdi integralin ilk terimini hesaplayalim.

C(S t) — (Tt e\/%a(er(J\/%)ef%qqu

m/ N

_ e_T(T_t > / Keﬁ(ﬂa/alog St/K+\/§a/0'(r70'2/2)(T7t)+q\/2a2(T—t)) 6_%q2dq
m

Integralin igerisinde bazi basit cebirsel iglemler yaptiktan sonra
/OO Ké(e(r—a2/2)(T—t)+q0\/(T—t))e—%quq
4 K
sekline doniigiir. Iskonto terimi ile ¢carparsak
C(S,t) = stzi / (-7 /DT=0+a9\/(T=0)y o=34% g (3.30)
™ J_a_
denklemini elde ederiz.

Buradan da iistel ifadeleri toplarsak ve —1(¢*—2qo /T — t+0*(T'—t)) = —2(q—0+/(T — t))?
oldugunu gozoniinde bulundurursak

gl / NG
d_—

denklemine ulagiriz. p = (¢ —o+/(T — t)) degisken doniigiimii yaparsak dp = dq ve integralin
alt sininn —d_ — o+/T — ¢ olur. Yani

1 [~ 12
C(S,t) = St—/ e2? dp
21 ) _(a_+ovTh)
veya simetriden dolay1
1 (di4+o0v/T—t) -
C(S,t) = S— e2? dp = S;®(dy)

2

logSt/K+(r+02/2)( —t)
dy=dy +ovT —
2 L ov1T —t
elde ederiz. O halde opsiyonun bugiinkii prim fiyati
log S/ K + (r —o?/2)(T —t) & — log S/ K + (r + o2 /2)(T —t)
oVl —t ’ ? oVl —t

d1:

olmak koguluyla
C(S,t) = S,®(dy) — e " TV Kd(dy)

olur.
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3.4.2 Degisken Doniigtimii Ile Coziim
Avrupa tipi alm opsiyonun i¢in Black-Scholes denklemini hatirlayahm.

aC 1, ,?C  .OC B
W—FﬁaSa—Sz—l—TS%—TC—O

Simdi bu lineer parabolik kismi diferansiyel denklemi C'(0,t) = 0; S — oo, C(S,t) = S smr
kogullariyla beraber ¢ozmeye calisacagiz. Bunun i¢in

S=Ke"; t=T-21/c ve C=Kv(x,T)

doniigiimlerini kullanacagiz. Bu doniigiimlerden C' = Kv(x,7)nin S’ye ve t'ye gore kismi
tiirevlerini alip denklemde yerine yazalim.

oC K@V(:U,T) _ K(?I/(:C,T) or 1 @02

ot ot or ot 2 or
(2r = —0%/2  oldugundan)

3.terim igin

oC ov(z,T) Ov Ox Oz 1
_— = K — K—— —_— — = — l &
aS 53 0295 ‘¢ 95 " Ke g Cldugundan
oC ov
"S5 = e

yazabiliriz.

2.terim icin bir kez daha tiirev alirsak

000 FC_ ot or, o
05 0SS’ 9S? 0x?2° 08 Ox 052
Buradan da
1 5.0 0C 1 g [0Pv, 1., Ovil 1 50 0% 1 4 5 Ov
“0252 L (Tt (T (22 Y | S22 P Y D g T
27 a5'95) 37 K aeas) “aesr| T3 Y Ko T30 5 Ky,

elde ederiz. Tiim bu denklemler Black-Scholes denkleminde yerine yazilip ortak terimler yok

edildiken sonra
1 2(9V+ 8V+ 1 ,0°%v 1 ,0v 0
-V — -0 — A+ r—+ - —— — -0 — =
2 Or or 2 0x2 2 Oz
veya
2r +27’8V+621/ dv v
0'2]/ o20xr  Ox2 Oz Ot

elde edilir. Buradan da k£ = % doniigiimii yaparak

v o 0%
E = (k}—l)%—f—@—]ﬂ/—}— (331)
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denklemine ulagiriz. Bu durumda sinir kogulumuz da
v(xz,0) = max(e” —1,0) olur.

Simdi v(z,7) = e** Ty (x, 7) formunda bir ¢6ziim bulmaya calisalm. Bunun icin v(x,7) =
e BTy (2, 7)’in tiirevlerini alip (3.31)’de yerine yazalim.

—kv = —kexp(-)u
(k:—l)@ = (k—1)(aexp(-)u + ex ()@)
or P P o
v ou
5. = Hexp(Jutexp()z
v ou, ou 0*u
92 [@eXP(')U+eXP(')%] = a”exp(-)u + QOCGXP(')% +6XP(')@
exp(-)’li terimler yok edildikten denklemin sadelegtirilmis hali
ou ou  0*u du
ﬁu—%gzau—l—Za%—%@—kujL(k—l)(au—l—%) (3.32)
denklemi elde edilir. Bu denklemin g—ﬁ = % T >0, —oo < x < oo geklinde bir 1s1

denklemine doniigtiirmek icin diger terimleri sifirlamamiz gerekir bunun igin
B=a*+(k—1a—k ve 2a+(k—1)=0

olmalidir. Yani ) .
a=—5(k=1), f=-(k+2

Burdan da
viz,7) = e_%(k_l)x_%(kﬂ)%u(x, T) (3.33)
elde ederiz. Buradan da
u(z,7) = e%(k_l)z_i(kﬂ)%y(x, T) ve
up(z) = u(x,0) = e%(k_l)wl/(x,O)

= 2 D7 max(e” — 1, 0)

_ max(e%(k’l)zex _ e%(kq)z’ 0)

= max(ez*TD7 _ gak-Dz () (3.34)

denklemini elde ederiz. Is1 denkleminin ¢6ziimiiniin

1 o 2
u(z, ) = \/%/ ug(s)e” =97/ (3.35)

oldugunu biliyoruz (Strauss 2008).

y = (s — x)/v27 degigken doniigiimii yaparsak v/27dy = ds olur ve
1 o 1,2
u(e,7) = — ug(x +yv2r)e 2¥ d
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denklemini elde ederiz.ug’in (3.34)’deki degerini integralde yerine yazarsak

u(z, T) (e2WHDEHVETY) _ o3 (k=D tv2ry))o=av® g
Var
3 (k1) (z+v21y) o= 59 7, _ / L(k—1)(z4+v27y)\ ,— Ly?
ez 2 ez e 2¥d
27T Y ) /27.r ) Y
=1 - 12

elde ederiz. Simdi I; ve I, integrallerini ayr1 ayr1 hesaplayalim. [; i¢in iistel fonksiyonun igini
kare agilimi geklinde yazip (y — %(k +1)v/27)? = z doniisiimiinii ve birikimli normal dagihm
fonksiyonunun simetriligini kullanarak

I=— e3 D@V =30 gy

V2T
Lk+1)z 00
_ ezt / A2 OV g

6%(k+1)x+%(k+1)27 /oo )
= e 2% dz
V2m — 2 L (kH1)VET
o3 (k+1)a+5 (k+1) S+ 3 (k1)V2T ,
= e 2% dz
2T S

elde ederiz. Burada

T 1 1 1.2

dy = —=+z(k+1)V2Tr ve P(x :—/ e 2% ds

1= =tV () = —= -
L=+ 7, ez (k=D (@+v279) 0=39” ynin hesaplanmasi da I ile ayni sadece (k + 1) yerine

I

burada (k — 1) alinacaktir. Dolaysi ile

I = ex-Dati =01 (g,), gy = ¢ 1(k —1V2r

Vor o 2

olur. Simdi u(z, 7)’nun bu degerini (3.33)’te yerine yazarsak

V(I,T) — e —1(k—1)z—X(k—1)r <e%(k+1)x+i(k+l)27q)<d1) . eé(kfl):eri(kfl)Q‘r(I)(dQ)) _ ezq)<d1)_€fk‘rq)<d2>

(3.36)
elde ederiz. Son denklemde de bagta yaptigimiz doniigiimlerden

1
=logS/K, 1= 502(T —t), k=2r/oc* ve C=Kv(z,7)
degerleini yerine yazarsak

p _logS/K+(7“+%02)(T—t). p log S/K + (r — 36®)(T — 1)
L ovT —7 C T oT — 7
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ve

C = S®(dy) — Ke"T9d(dy)

Black-Scholes formiiliinii elde ederiz.

26



4 BARIYER OPSIYONLARI

Bariyer Opsiyonlar1 en basit ve en ¢ok alinip-satilan siirekli zamanlh egzotik opsiyonlardan-
dir. Vanilla alim veya satim opsiyonlariyla ayni 6deme fonksiyonuna (payoff) sahiptirler fakat
odeme fonksiyonlari ¢ok tesadiifidir. Tesadiifilik hisse senedinin bariyeri gecip ge¢memesine
baglidir. Neden Bariyer Opsiyonlar1? Koruma amaclh herhangi bir 6zel avantajlar saglamazlar
(daha komplike egzotik opsiyonlarin korunmasi harig). Fakat bu opsiyonlar vanilla opsiyon-
larindan daha ucuzdurlar. Dolaysi ile spekiilatoriin hisse senedi fiyatinin yiikselecegi veya
diisecegi konusunda kuvvetli bir tahmini varsa bariyer opsiyonlar: ile daha ¢ok kar elde eder.
Ornegin hisse senedinin biiyiik oranda yiikselecegini ve bir miiddet diismeyecegini tahmin
eden spekiilator Asagi-Digar1 alim opsiyonu satin alabilir.(Joshi 2010)

4.1 BAZI TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu kisimda bariyer opsiyonlarini prim fiyatlarini hesaplamak ic¢in gerekli olan bazi tanim ve
teoremler verilecektir (Elliott and Kopp 1998, pp.172-179).

(Q, F,P) olasilik uzay: tizerinde tanimh bir (B;);>¢p Brown devinimini ele alalim. %’nin

standart normal dagilima sahip oldugunu biliyoruz ve

P(Bé@:@(%),

burada

1 z t2
q)(.ill) = \/_Q_W/ e 2dt

standart normal dagilimin kiimiilatif yogunluk fonksiyonunu gosterir. Dolay1si ile,

P(Btzx)zl—P(Btgx)=1—@(%>:cb(-%) (4.1)

(normal dagilimin simetrikliginden.)

Simdi gercel degerli herhangi bir X stokastik siirecinin maksimum ve minimumlarini si-
rasiyla,

M = max X,, m; = min X,
0<s<t 0<s<t

ile ifade edelim.
1 ve o sabit parametreler olmak iizere X stokastik siireci agagidaki gibi tanimlanirsa,
Xt = ,U/t + O'Bt (42)

(aritmetik Brown Devinimi)

P(B, <) = (xg_\/’;t>



olur. Ayrica
—Xy=(-p)t+o(=B)
oldugundan ve (—B;) de bir Brown devinimi oldugundan —X ve X ayni forma sahip ras-

sal(stokastik) siireclerdir.

Ayrica, herhangi bir y € {X,:0<s <t} i¢in y < M oldugundan —M* < —y yani
— M7 = m;* olur. Bagka bir deyisle

mX — _MX
olur. Bu yiizden sadece M*-i ele almak yeterlidir.
Simdi,
{Br <b,ME >c}, T>0

olaymi ele alalim. "Yansima ilkesi" nden dolay1 T zamanindan 6nce ¢ seviyesine degip T
aninda b seviyesinin altinda kalan her yol (path) i¢in 7" aninda c¢ seviyesini gecen ve 2¢ — b
seviyesinin tizerinde bir seviyeye gelen bagka bir yol vardir. Dolaysiyla, (4.1)in yardimiyla

b—2c
P(BTgb,M;?>c):]P(BT>2c—b)=¢( T )

olur.

Simdi, By ve MZE-nin bilesik olasiik dagihim foknsiyonunu hesaplayalim.

FP(T,b,c) =P (Br < b,M7 <c)
=P (Br <b) —P(Br <b,MJ > )

b b—2c
BN L W
ORI
c<0veb<O0igin FB(T,b,c)=0vec>0, B>cign

FE(Tb,c) = (%) e (_%)

olur. (B’nin siirekliliginden.)

Buradan da b’ye ve c’ye gore tiirev alirsak (BT, MZE )’nin olasilik yogunluk fonksiyonu

FB(T,b,c) = 2(;7;% (Qi/%b) (4.3)

olur.
2
Burada, ¢(x) = \/LQ?GT standart normal dagihmin olasilik yogunluk fonksiyonudur.
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Simdi, X; = ut + B, formiilii ile verilmig X stokastik siirecini ele alalim.
Zy = exp{—pB, — 1/2p°t} = exp {—pX; + 1/2p°t}
iistel stire¢ olsun. Yeni olasilik 6l¢iimii de P
dpPH
R

ile verilmig olsun ve ¢ > 0 ve b < 0 oldugunu varsayalim. Girsanov Teoreminden X,, P*
altinda standart Brown devinimidir ve (X7, M7*)’in  P* altindaki dagihmu ile ( By, MF) nin
P altindaki dagilimi aynidir. Bu durumda, P*’ye gore beklenen degeri E* [-] ile gosterilirse
A= {Xt <b,MX < c} olay1 icin

— 7,

FX(T,b,c) =E[I4] =E" [Z;:'14] = E* [exp {uXr — 1/20°T'}|

olur. f(z) (4.3) denklemi ile verilmigse

X(T,b,¢) // exp{,uz——u }szydzdy
S B R )
Fenfpora- ) () (2572

~ exp {ub - 1,HT} (W(b) — W(b— 20))

2

burada,

()
_ \/Qlﬁ_T _Oooexp{,uz— (b;Z>2}dz
T Py

Sonug olarak,

Tekrar b’ye ve c’ye gore tiirev alirsak (XT, MZF )’in yogunluk fonksiyonu

FB(T.b,c) = 2(;%% (%/;’) o 2T (4.5)
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olur. Simdi de,
Y, = ,U,t + O'Bt, c>0

siirecini ele alalim ve FY (T,b,c) =P (Yt <b, MY < c) seklinde ifade edelim.

~

X :—Yt —t—l—Bt

olsun. O halde (4.4)’ti kullanarak

FY(T,b,c) =P (Yr < b,My <c)

P
b
P th_aMTS

SHES

o

b— T 2 b—2c—ul

o ( i ) — eer g (#) (4.6)
ovT oVT

elde ederiz. Ayrica, (YT, MY )’in bilesik yogunluk fonksiyonu da

olur.

Lemma 4.1 T;/ =inf>o {t : Y: >y} "ilk ¢carpma an” olsun. O zaman,
—pT 2y —y—pT
P(r >T _q>(’y 4 )—ex {_}@(_

( Yy ) o /T 1% 0-2 o /T

{w:T;/(w)>t}:{w:MtY(w)<y}

ispat:

oldugu aciktir. O halde,

P(T;/>T):P(w MY (w y)
=P w.YT<y,MT <y)
=F" (T.y,y)

O

Simdi de buraya kadar yaptiklarimizi hisse senedi fiyatlar i¢in yapalim. Hisse senedi
fiyatlarunin Geometrik Brown Devinimi ile verildigini varsayalim.! S(¢) hisse senedinin ¢
anindaki fiyat1 olsun. O halde, S(t) agsagidaki stokastik diferansiyel denklemi saglar.

dS (t) = pS (t)dt + oS (t) dB (t)

Burada By, (2, F,P) olasilik uzay1 iizerinde tamimh standart Brown Devinimidir.

'Hisse senedi fiyat1 yerine herhangi bir finansal varligin fiyat1 da alina bilir.
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P? risk-nétr olasihk Slciimii ve W9, P? altindaki Brown devinimi olsun ve B, ile iligkisi
su sekilde verilmis olsun

dW? = gdt +dB,, 9="""

g

O zaman, PY altinda
dSy = rS,dt + oS, dW/

olur. Buradan da,

2
Sy = Soexp{(r— %) t—i—an} = Sopel

o2
Y, = (r—?)t—i-an
olur. Simdi, S;-nin maksimum ve minimumlarini sirasiyla,
M7 =max{S;:0<t<T}, mf=min{S,:0<t<T}
ile gostrelim. Eger,
MY =max{Y;:0<t<T} ve mp=min{¥;:0<¢t<T}

olursa,
Y Y
M2 = SpeMr  m3 = Syemr

oldugu aciktir.
Lemma 4.2 (i)H > K > 0 ig¢in

P(Sp < K, M§ < H) = ® (bg(s%) _\/(T_ ”—)T) B (%)”H@ (bg(,;%o) . %2)T>

[\

ve

(1)H < K igin

P (Sp < K, M5 < H) = @ <log(sﬂo) —\/(;— %)T> - (g)”H@ (log(%) _(r— %)T>

olur.

Ispat: (i) Brown Deviniminin siireklilgini ve

K
STSK@SOeggKﬁYTglog(§>
0

H
0
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bagintilarini gbz 6niinde bulundurursak,

K a
P’ (Sr < K, M7 <H)=P'(Sp <K,Mj <H) =P <YT < log (§>,M;<1og (s_))
0 0

Buradan da (4.6)'da b = log (S—Ig>, log <sﬂo) ve = (r— "72) alirsak sonug ¢ikar.

(ii) Eger H < K olursa, o zaman
P’ (Sr < K,M7 <H) =P (S < H M} <H)
0zel durumuna doniisiir. Buradan da kolaylikla sonuca ulagilir. 0

Lemma 4.3 (i) K > H igin,
ar 2 3
P (Sp > K,m¥ > H) = (bg(%) + (r = %)T) ) (E) ca <log = ?)T>
> K,mp > d
(i) K < H igin

oz gz -o (RTINS

olur.
ispat: () K > H
K H
PY(Sp > K,m3 > H) =P’ <YT > 1og(S—),m§ > log(S—))
0 0
S, ~ S,
= P'(~Yr < log(%), MzY < log(ﬁo)),

=Y, = (—r+ %2)15 + o0(—B;) ve (—B;) de standart Brown Devinimi oldugundan Y; ile —Y;
ayn1 formdadir. Dolaysiyla (4.6)’da,

o= <—r + %2>, b =log (%), c = log (%) alinirsa sonu¢ ¢ikar

(ii) K < H durumu i¢in (4.6)da K = H alirsak sonug ¢ikar. O

Lemma 4.4 (i)H > K > 0 igin,

’ [ (@) DT ey (el — 0+ %)
= tcngon] - [s (ST - (5) o (25

(i)H < K igin,
o[ (log() — (r+ )T B\ _ (log(5) — (r + )T
B Sty <anpmy] = Soe [(D( T )‘ (§> @< VT )

32




Ispat: (i) ['(t) = exp {oW} — 1%t} olsun ve yeni olasilik dlgiimiinii
ap’
e Fr =T1()

seklinde tamimlayalim. Girsanov teoremine gore

AW = dW? — odt

diferansiyel denklemi ile verilmig (W) siireci P? altinda standart Brown devinimidir. Sonug

olarak IP? altinda,
2

Y(t)=(r+ %)t + aWe(t).

olur. Doalyisi ile A = {Sr < K, M7 <H} , B = {YT <log(£), My < log(sﬂo)} olaylar

icin

REP[SpI4] = Spe™ E° [[(T)Ip]

= S()erTEU[IB]
= S()eTTIPU(B)
31’den sonug cikar.
(ii) bir 6nceki kissmda H = K alinirsa sonug gikar. O

Lemma 4.5 (i) K > H igin,

o | (log(3) + (r+ 2T H\'"*%  (log(E2)+ (r+ )T
B [StT(5,2 2] = Soe H VT >_(§> q’( ST )

(ii)) K < H igin,

o log($2) + (r + 2T H\ ot log(£) + (r + T
B Sr Lo 2 gy = Soe [q) ( NG ) ) (5) ) ( T )

Ispat: Ispat1 bir énceki Lemmayla aymdir. O

4.2 BARIYER OPSIYONLARININ MARTINGALE YONTEMI ILE
FIYATLANDIRILMASI

Bu kisimda bariyer opsiyonlarinin Martingale yontemi kullanilarak fiyatlandirilmasi yapi-
lacaktir. Alim Bariyer opsiyonlarimin prim fiyatlar1 Elliott and Kopp (1998, pp.180-182)
tarafindan hesaplanmig, satim opsiyonlar icin ¢6ziim yontemi 6nerilmig fakat yapilmamigtir.
Biz bu kisimda alim opsiyonlarinin fiyatlarini detaylandirdik satim opsiyonlarinin fiyatlarini
ise Elliott and Robert tarafindan verilen teknikleri kullanarak kendimiz iirettik.
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4.2.1 Asagi-Digar1 Alim Opsiyonu

Agagi-Digar1 (Down and Out) Alim opsiyonunu ele alalim oénce. Egzersiz fiyati K vadeye
kadar kalan siire T" ve bariyer seviyesi H olsun. Bu opsiyon tiirii hisse senedi fiyatinin vade
sonuna kadar H seviyesinin altina diigmemesi durumunda vade sonunda opsiyon aliciscina
opsiyonu onceden belirlenmis olan K fiyatindan alma hakki verir. Ama zorunluluk yiiklemez.
Aksi durumda yani hisse senedi fiyat1 vade sonuna kadar bir kere bile H’in altina diigerse
opsiyon alicis1 sadece '"rebate" alir. Simdi bu opsiyonun prim fiyatini hesaplayalim. Eger
"rebate" 6demesi sifir olursa bu opsiyonun vade sonundaki prim fiyati

V(T) = max(Sr — K, O)[{m§2H}
olur. U = {ST > K, m% > H} olsun. O halde "rebate"i sifir ve vadeye kadar kalan siiresi T
olan "Asagi-Digar1" opsiyonunun suanki beklenen fiyati
Vao(0) = E[e TV (T)| Fo]

=E’[e"TV(T)]

— o TR? [(ST — K)]{STEKW’V;ZH}]

=e " [E° (Srly) — E° (K1y)]

= e TR [Sply] — e TR [K I]

olur. Risk-notral olasilik 6l¢iisii altinda risksiz faiz orani ile iskonto edilmis finansal varliklar
martingale olusturduklarindan yukaridaki denklemde kogullu beklenen degerden beklenen
degere gectik. Jimdi K’ > H ve K < H durumlarin ayr ayri inceleyelim.

LDurum: K > H Lemma 3.3(i) ve lemma 3.5(i)’den dolay1
log (52 )—I—(T+"—;)T> <H)1+§5@ (log(KH—)—i-(r—i-%Q)T)

S

T log(52) + (r — %Q)T H\="1 (log KH—é + (r— U_;)T
—e K | —| = )
oVT S oT
log(%) + (r+ %Q)T H\ et log(%) + (r + %2>T
= S, |® — (= o 0
ovT S oVT
g | (o8GR + = ITY _ (HNFET (e + (= 5)T
—e K| — | = )
ovT S oVT
II.Durum: K < H Bu durumda da Lemma 3.3(éi) ve lemma 3.5(i7)’den yaralanirsak
log Sﬁ 7)T (H) A log(£) + (r + %Q)T
(= i 0
So oVT
o2 2r H o2
_ TTK[ i <T_7>T —<£)02 r log (#) + (1= %) T
o

VT

Vio =e TSy | D —
d(K>H) 0 [ < O'\/T O’\/T

Vdo K<H)
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Simdi de "rebate" 6demesinin sifir olmadigi duruma bakalim: Bu durumda eger T zamanin-
dan Once herhangi bir anda hisse senedi H’in altina diigerse opsiyon alicisi o andan itibaren
hakkim kaybeder ve dnceden belirlenmis olan "rebate" 6demesini alir sadece. Bu yiizden
"rebate"’i hesaplaya bilmek i¢in duraklama ammnin (first passage time)olasilik yogunluk fonk-

siyonuna ihtiyacimiz var.

Tanim 4.1 Ik Carpma Ani: X (t) bir rassal siireg ve a herhangi bir sabit olsun. X 'in a’ya
ilk geldigi an
X = inf {t: X, =a}

0<s<t

ile gasterilir.
Ik carpma aninin olasilik yogunluk fonksiyonu ise Lemma 3.1°de tiirev alirsak

1 _30r—w)?
hT) = ———e o7

B OTV 27T

elde ederiz. Bu durumda rebate’in bugiinkii degeri:
T
Vi = / Re™""h(T)dt
0
olur. Bu integrali ¢ozersek

(o (2057) - (4 o (=27

VeR=R

elde ederiz. O halde "rebate" 6demesi sifir omayan bir "Agagi-Digar1" alim opsiyonunun prim
fiyat1

Cao(k>1) = Vio(x>m) + VR

B log(52) + (r + "—;)T H\'# log(KH—;)) + (r+ %Q)T
bipan o e

i | g (18R =T (E)ig_l o [ 108 At (r=)T
oVT S

(g)@ . <log(f\)/—%— BT) . (g)a o (10g(§);ﬁT>

+R
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elde edilir. Ikinci durum icin ise

Cao(k<ty = Vao(k<m) + Vr

S o2 r H o2 \
T

olur.

4.2.2 A§a§1-igeri Alim Opsiyonu

Asagi-Iceri alim opsiyonu, hisse senedi fiyat1 herhangi bir t < T' zamaninda 6nceden belirlen-
mig bariyer seviyesi olan H'in altina diigmesi durumunda opsiyon alicisina vade sonunda yani
T zamaninda hisse senedini "vade sonu fiyat1" diye adlandirilan K fiyatindan alma hakk:
saglar, fakat zorunluluk yiiklemez. Aksi durumda opsiyon alicisi sadece "rebate" alir. Bunu
da R ile gosterecegiz. Jimdi, bu opsiyonun prim fiyatini hesaplayalim. Eger hisse senedi en
az bir kere bariyer seviyesi olan H’in altina diiserse, opsiyon standart Avrupa tipi alim op-
siyonuna doniigiir ve dolaysiyla vade sonundaki prim fiyat1 max(Sr — K, 0) olur.

Simdi icerisinde aym hisse senedi iizerine yazilmig ayni egzersiz fiyatina,ayni bariyer seviye-
sine ve ayni vadeye sahip birer Asagi-Iceri ve Asagi-Digar1 alim opsiyonlar olan bir portféy
diigiinelim. Ve her iki opsiyonun da rebate 6demelerini sifir oldugunu kabul edelim ilk bagta.
Bu durumda vade sonunda iki opsiyondan sadece bir tanesi "hayatta" iken digeri "knock
out" olmus olacaktir. Ciinkii hisse senedi vade sonuna kadar bariyerin altina hi¢ diismezse
Asagi-Iceri opsiyonu hic deger kazanmazken Asagi-Disar1 opsiyonunun fiyat: vade sonu fiya-
tina yani max(Sr— K, 0) esit olacaktir. Eger vade sonundan 6nce herhangi bir anda bariyerin
altina diiserse Asagi-Disar1 opsiyonu knock out olurken Asagi-Iceri opsiyonu deger kazanir
ve fiyat1 etik vade sonundaki fiyata baglh olur. Yani bu durumda da fiyat max(Sr — K,0)
olur. O halde, Bu iki opsiyonu fiyatlar1 arasinda agagidaki gibi bir bagint1 vardir.

CZVdo"“/;li
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burada C' Standart Avrupa Alim Opsiyonunun fiyati’dir. Buradan da K > H durumu igin

Vaixsm) = C — Vao(x>m)

B 10g(5—[§) + (r+ %Q)T o log(%) + (r — %Q)T
= Sy ( T > —Ke™™O < )

0 o? % H? a?
5 (log(%) + (r+ 7)T> 5 (£> - HcI) (log(KSO) +(r+5% )T>

oVT

K < H durumu i¢in

Viaik<my = C — Vao(k <)

B log(52) + (r + %Q)T Lo [log(32) + (r — %2)T
(R ET) )

log(%) + (r+ %Q)T H\ 2t log(sﬁo) +(r+%5)T
e

log(52) + (r — )T H\="' (log(&) + (r—5)T
e K[q’( T )‘(?) ‘I’( T )

%+ (log(&) + (r+ 2)T -1 (log(d)+(r—%)T
SO(H) @(og(&]) (r 2))_6_@[((5) o S ( 2)

So oVT ovVT

Asagi-Iceri alim opsiyonu icin rebate sifirdan farklh olursa, vade sonuna kadar hisse senedi
fivat1 bariyerin altina hi¢ diigmemis olursa opsiyon alicisi opsiyonu alamaz sadece onceden
belirlenmis olan rebate 6demesini almis olur. Bu durumda rebate’i sifir olmayan Asagi-Iceri
alim opsiyonunun suanki prim fiyatina rebate’i de ekelememiz gerekir. Hisse senedi fiyatinin
H’in altina hi¢ diismemesi durumu {m% > H} olayina denktir. Dolayis1 ile, R # 0 rebate
degerine sahip Asagi-Iceri alim opsiyonunun suanki prim fiyati

Caite>m) = Vaixesm) + E (efrTRI{mizHQ
Cuire<tny = Vaire<i) + E° [efrTR[{m%ZH}]

olur. Ayrica,
{mi>H}={S>Hmj>H}
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olur.

K < H durumu ic¢in de ayni preosediirii uygularsak

27 2 o I .2
H\ =" (log(&)+ (r+%)T g\t [log(g)+(r—%)T
Cai(xe<m) = So ( > ® ( 8lo) + i +5) > —e 'K (_> o 5o ( 2)

S0
log(52) + (r — )T H\A (log(&)+ (r—2)T
¢ ( oVT ) B (S_0> ¢ ( oVT )

4.2.3 Yukari-Disar1 Alim Opsiyonu

+ Re™ T

Yukari-Digar1 alim opsiyonu hisse senedi fivatinin vade sonuna kadar yiikselerek bariyeri
agsmamasl durumunda vanilla alim opsiyonu gibi davranan,yani opsiyon alicicisina hisse se-
nedini onceden belirlenmis olan uygulama fiyati dedigimiz K fiyatindan alma hakki veren
fakat vade igerisinde {ist bariyeri agmasi durumunda sifirlanan veya sadece "rebate" (rebate
sifirdan farklhysa) 6deyen Avrupa tipi bir opsiyondur. Simdi bu opsiyon tiiriiniin bugiinkii
prim fiyatim1 yine yukaridaki yontemle bulmaya calisacagiz. Diger opsiyonlarda yaptigimiz
gibi bu opsiyonun da once sifir rebate’li olaninin fiyatini hesaplayalim. Bu durumda opsiyo-
nun vade sonundaki (7" anindaki) fiyat1 ve bugiinkii beklenen fiyat1 sirasiyla

V(T) = max(Sy — K, 0y py ve V(0)=E’ [e"V(T)|F(0)]
olur. Buradan da
V(0) = E [e—rT max(Sr — K, 0Ly pry I F (0)}
= ¢ TR’ |:(ST —-K )]{STEK,M&?SH}}

= T [Srlig i san | — KeTE | Tgs s (4.9)
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Simdi V' = {ST > K, M7 < H} olsun. O zaman
Iy = I{MﬁgH} - I{STgK,MggH} - I{STgH,MggH} - I{STSK,M;SH}
olur. O zaman
0
E [ST[{STZK,MQSSH}] = E9 [ST[{STSH,MgﬁH}} — Ea [STI{STSK,MggH}}
0 0 0
B srzpem)] = B sznagen] =B [senonzem]

olur. Bu denklemleri (4.9)’de yerine yazip Lemma 3.2 ve Lemma 3.4’ kullanirsak H > K
ve H < K durumlar i¢in ayr1 prim fiyatlarin1 hesaplayabiliriz.

(i) H > K durumu igin.
Vorsr) = e " <]E0 [STI{STSH,MggH}] —E° [ST[{STSK,M%H}D
K (B I, ez — B [Hsocrsen))
log(#) — (r+ )T\  (H\=""_ [log(5) - (r+ )T

oVT oT
5+ o (log(sflé() —(r+ é)T)

+ Ke T | ®

elde ederiz. Eger rebate sifirdan farkli olmus olursa bu durumda Asagi-Digar1 alim opsiyo-
nunda hesapladigimiz rebate’in bugiinkii beklenen degerini de opsiyon fiyatina eklememiz
gerekir. Yani rebate sifirdan farkli olursa

C’uo(H>K) = Vuo(H>K) + VR
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Buradan da

Cutiro =1 | () 0 (10g Gk BT) (1) (bg ) ﬁT)
[ 10g(sﬂ) —(r+ %Z)T> (H) =R <log(%) (r + ”—;)T)
v 5 |0 ( NEAT
ovT So oV'T
| log(g;) — (r + %Q)T) (H) A <log(sﬁlé{) —(r+ C’;)T)
— Sy | D ( — | = P
oVT So ovT
L [ (loelE) = (r = é)T) (H> A (m(%) o 2—2>T>
— Ke < — | = P
oVT So oV<T
+ e (log<§o> - %>T) (I <log<%zé<> s §>T>

elde edilir.

Simdi H < K durumunu ele alalim. Bu durumda vade sonunda hisse senedi fiyatinin uygu-
lama fiyatinin yani K’in iizeriinde bir deger almasi icin bariyer seviyesini de agmig olmasi
gerekir fakat bu durumda opsiyon degersiz hale geldiginden opsiyon alicisi sadece rebate
odemesini alir veya rebate sifirsa opsiyona basta 6demis oldugu primi tamamen yanmig olur.

Dolaysi ile
(8) o () (8) o+ (=)

C’uo(HSK) =R

olur.

4.2.4 Yukarl-igeri Alim Opsiyonu

Yukari-Iceri alim opsiyonu hisse senedi fiyatinin yiikselerek bariyer seviyesini asmasi duru-
munda deger kazanarak vanilla alim opsiyonuna doniigtiigii aksi durumda yani vade sonuna
kadar bariyer seviyesinin iistiine cikamamasi durumunda ise kontratta rebate sifirdan farkh
degilse eger opsiyon alicisina sadece rebate kazandiran Avrupa tipi opsiyon tiiriidiir. Bu op-
siyon tiiriiniin prim fiyatin1 (C,;) hesaplamak igin daha énce Asagi-Disari ve Asagi-Iceri
opsiyonlar arasinda belirttigimiz bagintiyr kullancagiz. Ayni vadeye, uygulama fiyatina ve
Bariyer seviyesine sahip rebate’leri sifir olan Yukari-Iceri ve Yukari-Disar1 alim opsiyonlarin-
dan vade sonunda sadece bir tanesi degerli olabileceginden

Vuo + Vuz =C
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olur. Yani

Viicask)y = C — Vio(a>k)

B log(%2) + (r + Z)T o log(%2) + (r — )T
e =1

[ log(sﬂo) —(r+ %Q)T

ve

ovT ovT

(4.12)
Simdi de rebate degerinin sifirdan farkli oldugunu varsayalim. Bu durumda vade sonuna
kadar hisse senedi bariyer seviyesinin hep altinda kalirsa (M3 < H) o zaman opsiyon deger
kazanmamig olur ve opsiyon alicisi sadece rebate 6demesi ile yetinmek zorunda kalir. O halde
rebate degeri sifirdan farkli olan opsiyonun prim fiyatina rebate’i de eklememiz gerekir. Hisse
senedi fiyatinin H’i agmamasi durumu {Mﬁ <H } olayina denktir. Dolayisi ile R # 0 rebate
degerine sahip Yukari-Iceri alim opsiyonunun guanki prim fiyat:

log(52) + (r + )T log(52) + (r — Z)T
Vui(H<K):C_Vuo(H<K):O_0:C:SO¢)(Og(K) (r+%) e TK® og(R)+(r—%)

Cuirsy = Vaigesm) + E° (6_TTRI{M;§H})

Cuir<m = Vi< +E [eirTR[{MJS«SH}}

olur. Ayrica,
{MP <H}={S < H M <H}

ve buradan

B [T Rlpys oy | = R P Iy iy

log(£L) — (r — )T H\-=""  (log(%) - (r — )T
q’( T )‘(K) ‘D< T )

— Re—rT
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olur. Buradan da

— S |

o <1og<s%> - <;— 7>T> . (55) s (m(%) - ¢(T - %)T)
)+t %)T) . (bg(%) +(r— %)T)
ovT oT
log(&) — (r+ %)T) ) (g) A <1og<5—,;> —(r+ %>T>
a\/T So ovT
log(g) — (r +5)T (g A (o) — (r+ )T
oVT So oVT

|
~

+ Re™ T

log(£)—(r—=5)T\ (H
* ( VT ()
—(r—z

e N

o <log(s—’ﬁ)

7 N

3|
~

oVT

Prim fiyatlarini elde etmis oluruz.

o <1og<%> —(r— “;)T)
oVT
log(55) — (r — 2)T
©< T )
%) —(r—2

Simdi de satim opsiyonlarini inceleyelim. Satim opsiyonlari (put) opsiyon alicisina hisse se-
nedini vade sonunda 6nceden belirlenmis olan uygulama fiyatindan satma hakk: verir fakat
zorunluluk yiiklemez. O halde Standart Avrupa tipi satim opsiyonunun vade sonundaki fi-
yati V(T) = max(K — Sr,0) olur. Buraya kadar inceledigimiz tiim bariyer opsiyonlarinin
put versiyonlar1 da mevcuttur ve simdi onlarin fiyatlarini hesaplamaya calisacagiz.

4.2.5 Asagi-Digar1 Satim Opsiyonu

Asagi-Disar satim opsiyonu vade sonuna kadar hisse senedi fiyatinin bariyerin altina diisme-
mesi durumunda standart satim opsiyonuna doniigen aksi durumda deger kazanmayan veya
sadece rebate 6deyen opsiyonlardir. Eger rebate sifir olursa Agagi-Digar1 satim opsiyonunun

vade sonu fiyati

olur. Buradan

Udo(T) = HlaX(K - ST7 O)[{m§2H}

max(K — S7,0) {mj > H}) = max(Sr — K,0) {m§ > H} — (Sr — K) {m} > H}
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yazabiliriz. Bu yiizden

Uao(0) = B [ Uso(T)]

= [k [e max(K — S, )]{mS>H}}

= EG |:e max ST — K 0)[{ S>H}] [eirT(ST — K)[{nﬁzH}]

Y (0) — e TR [STI{mng}} e TR [I{mgz H}} (4.14)
[{STZH,m%?ZH} oldugundan n = 1 veya n = 0 i¢in

E’ [(ST)n]{mng}] =E’ [(ST)HI{STEH,mng}}
olur buradan da Lemma-3.5’1 kullanarak

TR [StTpm ] = S0 [q) <1Og(%);\/(;+ %2)T> B (g) A (log(s%)

ve [{m§2H} =

So
TRE o) = 7K [cp <log(ﬁ0> - Ué)T) - (

H\ 2t 10g(sﬁo) + (r— %Q)T
T 5) ( )

elde edilir. Bu degerleri de (4.14)’de yerine yazarsak
Uso(0) = Vio(0) — [ ( _)T> - (E) e <log<5£0) +H+ )T

So

ovT )
o T log(52 %Q)T H\="_ (log(&L)+(r—<
: [(D ( 7 ) -(5)" ( VT

So

(4.15)
elde ediliri. Buradan da H > K ve H < K durumlar i¢in V,'in degerleri yerine yazarsak

log (52 a2\ 1+25 log(H2) 4 (r 4 2T
Usstiiory = T 5e' |0 (B F)T) (5) o (o8 + r+ %)
oT o/ T
0.2
—e "TK | ® <log ?0 (r— 7)T> .




2r

ok e <1og(%) +(r— §)T> - (ﬁ) sl o <1og(sﬁo) +(r— %)T)
oV’T So oVvT
elde ederiz. Asagi-Disar1 alim opsiyonlarinda oldugu gibi Agagi-Digsar1 satim opsiyonunda da
rebate 6demesi (sifirdan farkli ise) hisse senedi fiyat1 bariyere ¢arptigi anda 6denir. Yani hisse
senedi fiyati bariyerin altina diistiigli andan itibaren opsiyon gecerliligini kaybeder dolaysi
ile ya knock-out olur tamamen yada opsiyon alicisi rebate 6demesini alir sadece. Bu yiizden
satim opsiyonlarmin da rebate sifirdan farkli olanlarina Asagi-Digar1 alim opsiyonundaki
rebate miktarimin aynisi eklenir.

4.2.6 A§a§1-igeri Satim Opsiyonu

Asagi-Iceri satim opsiyonu vade sonuna kadar hisse senedi fiyatinin bariyerin altina diigmesi
durumunda standart satim opsiyonuna doniigen aksi durumda deger kazanmayan veya sadece
rebate ddeyen opsiyonlardir. Eger rebate sifir olursa Asagi-Iceri satim opsiyonunun vade sonu
fiyati

Ugi(T) = max(K — Sy,0) {m§ < H}

olur. Agagi-Iceri satim opsiyonunun prim fiyat1 icin alim opsiyonlarimda kullandigimiz teknigi
kullanacagiz. Soyle ki igerisinde ayni hisse senedi iizerine yazilmig vadeye kalan siiresi ve
egzersiz fiyat1 aym ve rebate 6demesi sifir olan bir tane Asagi-Yukar1 ve bir tane de Asagi-
Iceri satim opsiyonu olan bir portféy diisiinelim. Bu portfoyiin degeri vanilla satim opsiyonu
ile ayni olacaktir. Ciinkii vade sonunda opsiyonlardan bir tanesi knock-out olurken digeri "in
money" olacaktir. Dolayst ile

P =Ug, + Uy

buradan da
Usiresmy = e " TK®(—dy) — SO(—dy) — Uso(resm)

Udik<m) = €_T(T_t)KCI)(—d2) — SO(—dy) — Ugo(x<n)
elde edilir.

4.2.7 Yukari-Digar1 Satim Opsiyonu

Yukari-Digar1 satim opsiyonu, hisse senedi fiyatinin vade sonuna kadar yiikselerek bariyeri
agsmamas1 durumunda vanilla satim opsiyonu gibi davranan,yani opsiyon alicicisina hisse se-
nedini 6nceden belirlenmis olan uygulama fiyvat1 dedigimiz K fiyatindan satma hakk: veren,
hisse senedi fiyatinin vade icerisinde iist bariyeri asmasi durumunda ise sifirlanan veya sadece
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"rebate" (rebate sifirdan farkliysa) 6deyene Avrupa tipi bir opsiyondur. Simdi bu opsiyon
tiiriintin bugilinkii prim fiyatini yine yukaridaki yéntemle bulmaya calisacagiz. Diger opsiyon-
larda yaptigimiz gibi bu opsiyonun da once sifir rebate’li olaninin fiyatini hesaplayalim. Bu
durumda opsiyonun vade sonundaki (7" anindaki) fiyat1 ve bugiinkii beklenen fiyati sirasiyla

V(T) = max(K — ST70)I{M§§H} ve V(0)=E’[e""V(T)|F(0)]
olur. Buradan da
max(K — Sp,0) { M7 < H}) = max(Sy — K,0) {M7 <H} — (S — K){M7 < H}

yazabiliriz. Bu yiizden

|
=’ [eiTT max(Sy — K, O)I{M%;SH}] — E° [efrT(ST - K)I{MﬁgH}}
= V,(0) — e " TE’ [ST]{M%H}] + e TKE? []{M%H}] (4.16)

ve ]{M;‘gg} = ]{STSH,M;?gH} oldugundan n = 1 veya n = 0 icin

B (50" aspeny] =B |50 s cmargemy]

olur buradan da Lemma 3.3 ve Lemma 3.5 yardimiyla

log(52) + (r + gi)T) - (H> S+l o <1og(5£0) +(r+ ff;)T>

o
ovT

o—TTRY [ST[{MIL?SH}} =5

¢ TRE Iy | = ¢ 7K :q> <1°g(%l>:\/(;— §)T> _ (E) "o (bg(sﬁo) +(r - %)T)

elde edilir. Bu degerleri de (4.16)’de yerine yazarsak

los(3) + (r + %)T) (3 e (k’g(s%) Ht %2>T>

oVT
log(%2) + (r — 5)T H\>7' (log(&) + (r— )T
v ( T > -(5)" @ ( T )

elde edilir. Buradan da H > K ve H < K durumlari i¢in Vg, in degerleri yerine yazilarak
sonu¢ elde edilir.

Uuo(o) = Vuo(o) - SO [(D (

+e " TK

(4.17)
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4.2.8 Yukari-Igeri Satim Opsiyonu

Yukari-Iceri satim opsiyonu vade sonuna kadar hisse senedi fiyatimn yiikselerek bariyerin
istiine ¢cikmasi durumunda standart satim opsiyonuna doniisen aksi durumda deger kazan-
mayan veya sadece rebate 6deyen opsiyonlardir. Eger rebate sifir olursa Yukari-Iceri satim
opsiyonunun vade sonu fiyati

Uui(T) = max(K — Sr, O)I{M;ZH}

Az 6nce Asagi-Disar1 ve Asagi-Iceri satim opsiyonlar icin uyguladigimiz denklemi burada da

uygularsak
Uvi(k>H) = e "TIKQ(—dy) — SO(—dy) — Uvo(k>H)

Uvi(k<m) = e_r(T_t)K@(—dz) — S®(—dy) — Unox<n)

elde ederiz.

4.3 BARIYER OPSIYON FiYATLARININ DIFERANSIYEL DENK-
LEM YOLU ILE HESAPLANMASI

4.3.1 Asagi-Digsar1 Alim Opsiyonu

Eger hisse senedi fiyat1 Bariyer seviyesini vade boyunca ge¢mezse vade sonunda alim opsiyonu
gibi davranir ve 6deme fonksiyonu max(Sy — K) olur. Eger vade sonuna kadar en az bir kere
bariyeri gecerse ve "rebate" sifirsa o zaman opsiyon bariyeri gectigi anda degersiz hale gelir.
Simdi K > H durumunu inceleyelim. S > H oldugu miiddetge bu opsiyon alim opsiyonu
ile ayn1 6demeye sahip olacagindan Black-Scholes denklemini saglayacaktir ve V(S,T) =
max(S — K,0), S — oo,V (S,t) = S olacaktir. Bu opsiyon tiiriiniin fiyatinin vanilla alim
opsiyonundan tek fark: ikinci siir deger kosuludur. Yani V(0,t) = 0 yerine V(H,t) =
0 olacaktir. Agik bir fiyat formiilii i¢in yine daha Once yaptigimiz degisken doéniisumlerini
yapacaglz.

2
S=Ke", t=T-— 0—72_, V =Kv(z,7) ve v(z,7)=e"""Tu(z, 1)
oyle ki, @« = —1(k — 1), 8 = —3(k + 1)? ve k = 2;. Bu yeni degiskenlerle bariyer de
xo = log H/K formuna doniigiir. Ve Black-Scholes diferansiyel denklemi de
ou D%u
- = 4.1
or Ox? (4.18)
u(z,0) = max ((3%(/“1)”J — ezl 0) = wuo(z),x > w9 (4.19)
u(z,t) ~ VT g s (4.20)
u(zo,t) = 0 (4.21)

haline gelir. Bu (4.21)’in 1s1 transferi cinsinden kargihg yari-sonsuz bir ¢ubuk iizerinde
x = log H/K noktasindaki sicaklik akigi 0 sicaklikta sabitlenmesidir.
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Cubuk iizerindeki 1s1 dagilimi kullamlan kordinat sisteminden etkilenmez bu yiizden (4.21)
denklemi z’ten x+x( olan 6teleme veya z’ten —x’e olan yansima altinda degismezdir(invariant).
Dolaysiyla eger u(z,7) (4.18)’in bir ¢6zlimii ise herhangi bir zy sabiti i¢in u(z + zo,7)
ve u(—x + xg,7) da birer ¢éziimdiirler. Goriintiiler (images) yontemiyle yari-sonsuz (semi-
infinite) problemin ¢oziimiine 6nce egit ve zit baglangig sicaklik dagilimina sahip iki yari-
sonsuz problemden olugan sonsuz problemi ¢ézerek bagliyoruz. Toplam etki birlesme nokta-
sinda sifirlaniyor.

Bu metodu bariyer opsiyonlarina uygulayabiliriz. Baslangig veriyi zo = log H/K (iki
cubugun birlesme noktasi) noktasima gore yansitarak coziiyoruz. Dolaysi ile (4.18)-(4.21)’u
xo < = < oo gozmek yerine (4.18)’i biitiin x’ler i¢in fakat

u(z,0) = ug(x) — up(2x9 — )
baglangi¢ koguluna gore ¢ozecegiz. Yani

(k+D)z _ L(k—1)z
(@, 0) = { max(e ez ,0) x> 1

Bu yolla u(zo,0) = 0'i garantilemis oluyoruz. Simdi
C(8,t) = Ke®™ Py (x, 1) (4.22)

denkleminin ayn1 uygulama fiyat1 ve vadeye sahip vanilla opsiyonunun (bariyersiz) fiyati
oldugunu varsayalim. O halde bu deger Black-Scholes denklemi ile verilir ve wui(x,7) 181
denkleminin ¢6ziimiidiir. Bu yiizden

uy(x,7) = e Py (2, 7)O(S, )| K
olur. Simdi de bariyer opsiyonunun degerini
V(S,t) = Kea“BT(ul(x,T) + ug(z, 7))

seklinde yaziyoruz. Burada wus(z, 7) antisimetrik verilerle verilmig problemin ¢6ziimiidiir. Bu
problemin ¢oziimii de (4.18)’in 6teleme ve yansima altinda degismezligi kullanilarak u; cin-
sinden bulunabilir. Bunun i¢in

uy (7, 7) = —uy (2w — 7, T)
= —emRlos(H/K)~log(S/K))=BT /(X2 /S #) | K

olmalidir. Ciinkii x yerine 2zy — z yazmakla S yerine H?/S yazmak aynidir. Sonug olarak
tiim bunlar1 bir araya getirirsek ve ¢oziimii tamamen S ve t cinsinden yazarsak

g —(k-1)
V(S,t) = C(S,t) — (ﬁ> C(H?/S,t)
Buradan V(H,t) = 0 oldugu agikardir. Bu denklemin 1s1 denklemini ve sinir kogullarini

sagladig1 da kolaylikla dogrulanabilir.

47



4.3.2 A§ag1—igeri Alim Opsiyonu

Asagi-Iceri Alim Opsiyonu hisse senedi fiyatiin vade sonuna kadar bariyer seviyesinin altina
hi¢ diismemesi durumunda degersiz olan bu seviyeyi bir kere gectigi durumunda vanilla alim
opsiyonu gibi davranan opsiyon tiiriidiir.

Simdi Avrupa tipi agagi-iceri alim opsiyonunun fiyatim hesaplayalim ve bu fiyat1 yine V' (S, t)
ile, aym1 vadeye ve uygulama fiyatina sahip vanilla alim opsiyonunun fiyatimi da C(S,t) ile
gosterelim. Agagi-Iceri alim opsiyonu da Black-Scholes denklemini saglayacaktir sadece nihai
ve sinir kosullar1 farkl olacaktir.

Bariyer seviyesi kirildigi andan itibaren opsiyon vanilla alim opsiyonuna ddéniisecektir ve
Black-Scholes denklemini saglayacaktir. Eger S — oo ise opsiyon degeri sifirdir ¢iinkii S’in
degeri biiyiidiikce bariyerin altina diigsme olasiligi sifira yaklagir. Bu yiizden siir kosullarin-
dan bir tanesi

S —o00 ise V(S,t)—0

kosulu,

Eger vade sonuna kadar S > H olursa opsiyon degersiz olarak sonuglanir. Bu yiizden bagka
bir stir kosulumuz da 2

V(S,T)=0
kogulu,

Son olarak eger herhangi bir ¢ < T aninda S < H olursa o zaman da opsiyon vanilla
alim opsiyonuna doniigiir yani bu durumda da

V(H,t)=C(H,t)

koguludur.

Sonug olarak agagi-igeri alim opsiyonunun prim fiyatinin agik formiilii

V(S,t) = C(S,t) — V(S,1)

seklindedir. Black-Scholes denklemi ve siir kosullar lineer oldugundan V’nin

V(S,T)=C(S,T)-V(S,T)=C(S,T) = max(S — K,0)
nihai kogulu ve
V(S,t) =C(S,t)-V(S,t) =~ S—0=25, S— oV (H t)=C(H,t)-V(Ht) =C(H,t)—C(H,t)=0

sinir kogullar1 ile Black-Scholes denklemini sagliyor olmasi gerekir. Bu da asagi-digar1 bariyer
opsiyon fiyatin1 verir. Dolaysiyla ayni vadeye ve uygulama sahip asagi-disari ve asagi iceri
opsiyon fiyatlarinin toplami vanilla alim opsiyonunun fiyatimi verir. Finansal bakig agisin-
dan da bunun nedeni iki opsiyonlardan sadece bir tanesinin vade sonunda aktif olabilecegi
gercegidir.

2Eger kontratta Z # 0 bir "rebate" belirtilmigse o halde V' (S,T) = Z olur.
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5 SONUC

Bu caligmada opsiyonlar ile ilgili temel tanmimlar yapildi, opsiyonlarin finans piyasasindaki
oneminden bahsedildi sonra opsiyonlarin fiyatlandirilmasinda 6nemli yere sahip olan Black-
Scholes modelinin varsayimlar: ve bu modeli etkileyen parametreler incelendi, Black-Scholes
modeli varsayimlari altinda Black-Scholes denklemi denen lineer, parabolik kismi diferansiyel
denklemini saglayan her hangi bir finansal varligin kendini finanse ettigi gosterildi.

Dort farklh matematiksel yontem; martingale yontemi, diferansiyel denklemler, indirgeme
metodu ve risk notral parametreler metodu ile Black-Scholes formiiliiniin elde edilisi ince-
lendi. Bu yontemler finansal acidan degil matematiksel agidan ele alindi. Yani, amag¢ bu
yontemleri bir biri ile kiyaslayip daha etkili olanina karar vermek degil bir problemin bir kag
farkli matematiksel yontemle ¢oziilebildigini géstermekti.

Daha sonra ise temel Bariyer opsiyonlarinin tanimlari yapildi standart vanilla opsiyonlari
ile aralarindaki farklardan bahsedildi, Bariyer opsiyonlarinin finans piyasasindaki 6nemin-
den bahsedildi. Tek bariyerli bariyer opsiyonlarimin prim fiyatlari iki farklh matematiksel
yontemle hesaplandi. Martingale yontemi ile Bariyer opsiyonlarinin tamaminin prim fiyat-
lar1 icin analitik formiiller elde edilirken diferansiyel denklemler yolu ile sadece Asagi-Disari
ve Asagi-Iceri alim opsiyonlarinin prim fiyatlar hesaplamldi. Biz bu yontemlerden martin-
gale yontemini inceledigimiz kaynaklrda eksik birakilmig problemlere, satim opsiyonlarina da
uygulayarak hem Bariyer alim hem de Bariyer satim opsiyonlarinin tamaminin prim fiyat-
lar1 icin analitik formiiller elde ettik ve inceledigimiz bagka kaynaklarlardaki sonuclarla kendi
sonuclarimizi kiyasladik.

Diferansiyel denklemler metodu da kullanilarak yukar: alim ve tiim satim Bariyer opsiyonlari
icin analitik formiiller elde edilebilir. Ayrica, s6z konusu tekniklerle iki ve ikiden fazla bariyeri
olan Bariyer opsiyonlarinin prim fiyatlar: icin analitik formdiiller elde edilebilir.
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EKLER
Ek A.1

Temel Tanimlar ve Teoremler

Tanimm 5.1 (Q, F,P) olasilik uzayr olsun. Eger w’ya baglh W (t),t > 0 sirekli fonksiyonu
asagrdaki kosullary sagliyorsa W (t) ye Brown Devinimi veya Brown Hareketi denir.

1. W(0)=0
2. Her 0=ty <t; <--- <t icin
Wi(ty) = W(tr) = W(to), W(ta) = W(t1), ..., W(tm) = W(tm-1)
farklary bagimsizdirlar.
3. Bu farklarin her biri beklenen degeri ve varyansi sirasiyla
E[W(t;) —W(tie1)] =0, Var[W(t;) —W(ti_1)] =t —ti
olan normal dagilima sahiptir.

(Shreve 2004)

Tanim 5.2 (Q, F,P) bir olasilik uzays ve W (t),t > 0 bu uzay tzerinde tanvmly bir Brown de-
vinimi olsun. Eger {F},, o-algebralar koleksiyonu asagidaki kosullary saglyorsa {F},, ye
W (t),t > 0 icin bir filtireleme denir.

1. (Bilgi Biriktirme Ozelligi) Her 0 < s < t icin F(s) C F(t)
2. (Uygunluk Ozelligi)Her t > 0 i¢in W, , F(t) dlgimlidir.
3. (Gelecek Artislardan Bagimsizik Ozelligi) 0 < s < t i¢in W(t) — W(s) F(s)’den

bagimsizdar.

Tanim 5.3 (X;);>o bir stokastik siire¢ ve {F},5 bu siireg igin verilmis bir filtreleme olsun.

Eger her s > 0 i¢in
E[ X4 | F(2)] = X

esitligi saglanirsa X, strecine martingale denir.
Teorem 5.1 Brown devinimi bir martingale’dir.

Tanim 5.4 A(t),t > 0 F; uyumlu bir stokastik siireg ve Wy de bir Brown devinimi olmak
kosuluyla

t
I(t) = / A(u)dW (u)
0
denklemsi ile veirlen integrale Ito integrali denir.

Teorem 5.2 [to integrali bir martingale’dir.



Teorem 5.3 (Ito Lemma) Ito integrali bir martingale’dir. W (t) bir Brown devinimi ve f
herhangi tirevlenebilir bir fonksiyon olmak tizere f(W (t)) nin diferansiyeli asagidaki formiil
ile verilir.

A OV(0) = § W)W (1) + "V (1)

Teorem 5.4 W (t) bir Brown devinimi ve f(t,x) fi, fo ve foo stirekli kismi tirevlere sahip
bir fonksiyon olsun. O zaman her T' > 0 i¢in

df (t, W(t)) = fe(t, W(t))dt + f.(t, W(t))dW (t) + %fmx(t, W (t))dt

Tanim 5.5 (Radon-Nikodym) (Q, F,P) bir olasilik uzay: tuzerinde tanwmb, E[Z] = 1 ko-
sulunu saplayan ve negatif olmayan herhangi bir Z rassal degiskeni i¢in

B(A) = / Z(@)dP(w), VAeF (5.1)
A
de bir olasilik 6lcimidir ve N
dP
7 -
dP

tirevine Radon-Nikodym tirevi denir.

Teorem 5.5 (Girsanov) (0, F,P) bir olasilik uzay,W(t),0 < t < T bu uzay tzerinde
tanamly bir Brown devinimi ve F(t),0 < t < T de bu Brown devinimi i¢in bir filtreleme
olsun. ©(t),0 <t < T de F(t) uyumlu her hangi bir stokastik sire¢ olsun.

Z(t) = exp {—/Ot@(u)dW(u) - %/Ot @2(u)du}

W(t) = W(t) + / t@(u)du

tanamlanmas olsun. O zaman Z = Z(T) olursa B[Z] = 1 ve (5.1) ile verilmis P olasilik lgiisii
altinda W (t),0 <t < T siireci bir Brown devinimidir.
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