
1 G�R��

Opsiyonlar bir tak�m önko³ullar� olan ve �nansal varl�klar üzerine yaz�lan �nansal türev
araçlar�d�r. Opsiyonlar�n prim �yatlar� bir tak�m varsay�mlar� olan, Fischer Black ve My-
ron Scholes taraf�ndan geli³tirilmi³ olan Black-Scholes ( Black-Scholes'un k�saltmas� için BS
kullanaca§�z.) çözümü dedi§imiz formül ile hesaplan�r (Hull 2009). Bu çal�³mada, ilk önce
Black-Scholes modeli alt�nda vanilla opsiyonlar�n�n prim �yatlar�n�n hesaplanma yöntemleri,
dört farkl� matematksel yöntem; �ndirgeme metodu (Briys et al.1999), Martingale Yöntemi
(Shreve 2004), Risk Nötral Parametrelerin Kullan�lmas� (Joshi 2010) ve Diferansiyel Denk-
lemler Metodu (Wilmott 1995) kullan�larak Black-Scholes formülünün elde edili³i incelen-
mi³tir.

Daha sonra ise vanilla opsiyonlar�n�n prim �yatlar�n� hesaplamak için kullan�lan yöntem-
lerden Martingale yöntemi ve Diferansiyel Denklemler yöntemi, matemati§i daha karma³�k
olan Bariyer opsiyonlar�na uygulanarak Bariyer opsiyonlar�n�n prim �yatlar� için aç�k for-
müller elde edilmi³tir.

Bariyer opsiyonlar� yay ba§�ml� opsiyonlar�n en basit yap�l�s� olarak dü³ünülebilir. Bu op-
siyonlar�n ay�rt edici özelli§i, ödeme fonksiyonunun sadece hisse senedinin son �yat�na de§il,
ayn� zamanda hisse senedi �yat�n�n bariyeri a³�p a³mamas�na veya dokunup dokunmamasa�na
da ba§l� olmas�d�r. D�³ar� Bariyer opsiyonu (knock-out option) opsiyonun üzerine yaz�lm�³
oldu§u hisse senedi �yat�n�n vade sonundan önce bariyere dokunmas� durumunda de§ersiz
hale gelen Bariyer opsiyonu türüdür. Bu durumda opsiyon sahibine (al�c�s�na) rebate ödemesi
denen opsiyon �yat�ndan daha az olan bir miktar ödenebilir (anla³mada varsa). �çeri Bariyer
opsiyonu (knock-in) sadece hisse senedi �yat�n�n vadeden önce bariyere dokunmas� duru-
munda de§er kazanan Bariyer opsiyonu türüdür. Bariyer seviyesi hisse senedinin ba³lang�ç
�yat�n�n üstünde bir seviye ise bu tür opsiyonlara yukar� opsiyonlar hisse senedi seviyesinin
alt�nda ise a³a§� opsiyonlar denir. O halde Avrupa tipi bariyer opsiyonlar�n� sekiz kategoride
inceleyebiliriz; A³a§�-D�³ar� al�m opsiyonu (Down-and -Out call) , Yukar�-D�³ar� al�m op-
siyonu (Up-and-Out call), A³a§�-�çeri sat�m opsiyonu (Down-and-�n put),Yukar�-�çeri sat�m
opsiyonu (Up-and-In put) v.s. (Kwok 2008, p.182) Tüm bunlar tek bariyerli opsiyon tipleridir
ve biz bu çal�³mam�zda bu opsiyonu tiplerinin hepsinin formal tan�m�n� yap�p matematiksel
yöntemlerle prim �yatlar� için analitik formüller bulaca§�z. Bunlar�n yan� s�ra çift bariyerli
bariyer opsiyonlar� da vard�r. Bu opsiyonlarda hisse senedinin ba³lang�ç �yat�n�n hem al-
t�nda hem de üstünde bariyer mevcuttur bu yüzden de bunlar�n �yatlar�n�n hesaplanmas�
daha karma³�k bir problemdir. Bu tür opsiyonlar�n de§er kazanmas� yada de§ersizle³mesi
hisse senedinin zaman içerisinde her iki bariyere de dokunup dokunmamas�na ba§l� olacak-
t�r. Luo (2001) ve Kolkiewicz (2002) çift bariyerli Bariyer opsiyonlar�n�n bir çok çe³iti için
detayl� bilgi vermi³tir (Kwok 2008, p.195).

Bariyer opsiyonlar� neden önemli? Bu sorunun cevab� için Chesney et al. (1997) ve Kwok'un
(2008) detayl� çal�³malar� vard�r. Opsiyon al�c�s� aç�s�ndan dü³ünürsek standart vanilla op-
siyonu için ödeyece§i prim �yat�n�n çok alt�nda bir �yatla tahmininin do§ru ç�kaca§� du-



rumunda ayn� opsiyon özelli§i ta³�yan bir opsiyona sahip olmas� onun için bir avantajd�r.
Mesela, bir A³a§�-D�³ar� al�m opsiyonu al�c�s� hisse senedi �yat�n�n opsiyonun vadesi bo-
yunca belli bir seviyenin alt�na dü³meyece§ine inan�yorsa opsiyonu al�rken hisse senedinin
söz konusu seviyenin alt�na dü³mes durumunda opsiyonun "knock-out" olmas� ³art�n� da
anla³maya ekleyerek ödeyece§i prim �yat�n� azaltabilir. Veya ba³ka bir Bariyer opsiyonu
olan Yukar�-D�³ar� opsiyonunu dü³ünelim. Hem opsiyon al�c�s� hem de opsiyon sat�c�s� bu
opsiyonun yap�s�ndan nas�l ekstra avantaj sa§layabilirler? Hisse senedinin �yat�n�n üst ba-
riyerin çok çok üstüne ç�kmas� durumunda opsiyon al�c�s� az miktar rebate kar³�l�§�nda çok
büyük kar elde edebilir. Di§er yandan opsiyon sat�c�s� da çok büyük bir zarar� üstlenmemi³
olur.Genel olarak Bariyer opsiyonlar� yat�r�mc�ya hisse senedinin hareketi ile ilgili öngörüle-
rini ifade etmek için daha fazla esneklik sa§larlar. Bunlar�n yan� s�ra Bariyer opsiyonlar�n�n
dezavantajlar� da vard�r. Bariyerden dolay� do§al olarak süreksiz (kesikli) bir yap�da olma-
lar� riskten koruma (hedging) sorunlar�na neden oluyor. Hisse senedi �yat� bariyer seviyesinin
civar�ndayken opsiyonu riskten korumak opsiyon sat�c�s� aç�s�ndan oldukça zordur. Bariyer
opsiyonlar��n riskten korunmas� konusunda Linetsky'nin (1999) ve Hsu'nun (1997) detayl�
çal�³malar� incelenebilir (Kwok 2008 pp. 182-183).

Bariyer opsiyonlar�n�n prim �yatlar�n�n analitik formülleri ile ilgili ilk çal�³ma Merton (1973)
taraf�ndan yap�lm�³t�r. Prim �yatlar� bir çok matematiksel tekniklerle bulunabilir, Martin-
gale yöntemi ve Diferansiyel denklemler metodu yayg�n olan metotlardand�r.

Martingale yöntemi ile Bariyer opsiyonlar�ndan Yukar�-D�³ar�(Up and Out),A³a§�-D�³ar�(Down
and Out) Yukar�-�çeri (Up and In) ve A³a§�-D�³ar� (Down and In) al�m opsiyonlar�n�n �yatlar�
Elliott and Robert (1998, pp.180-182) taraf�ndan hesaplanm�³ fakat detayland�r�lmam�³t�r.
Bu çal�³mada o çözümler detayland�r�lm�³ ve aç�k formüller elde edilmi³ ayr�ca, ayn� teknik
ve teoremler kullan�larak ayn� çe³it Bariyer sat�m opsiyonlar�n�n �yatlar� hesaplan�lm�³ ve
aç�k formüller verilmi³tir.

Prim �yatlar�n�n aç�k formülleri için bulunan bu sonuçlar Rubenstein and Reiner (1991)
taraf�ndan farkl� yöntemle elde edilmi³ sonuçlarla kar³�la³t�rarak do§rulanm�³t�r. Son olarak
da Diferansiyel denklemler metodu kullan�larak A³a§�-D�³ar� ve A³a§�-�çeri al�m opsiyonla-
r�n�n �yatlar� için aç�k formül elde edilmi³tir.(Wilmott, Dewynne and Howison 1993)
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2 BLACK-SCHOLES (BS) DENKLEM� VE OPS�YON-
LAR

2.1 OPS�YONLAR ve KULLANILMA NEDENLER�

Tan�m 2.1 Al�m (Call) opsiyonu opsiyon al�c�s�na (buyer) vade sonunda hisse senedini ön-
ceden belirlenmi³ olan egzersiz �yat�ndan sat�n alma hakk� veren �nansal bir türev arac�d�r.

Tan�m 2.2 Sat�m (Put) opsiyonu opsiyon al�c�s�na (buyer) vade sonunda hisse senedini ön-
ceden belirlenmi³ olan egzersiz �yat�ndan satma hakk� veren �nansal bir türev arac�d�r.

Opsiyonlar�n Kullan�lma Nedenleri:

1. Bir opsiyonu sentetik olarak elde etmek bono ve hisse senedi portföyü ile elde etmek de
mümkünken baz� nedenlerden dolay� her zaman mümkün olmayabilir.Örne§in volatili-
tedeki ya da karpay�ndaki de§i³im opsiyon �yatlar�nda de§i³ime neden olurken, hisse
senedi ve bono portföyünde herhangi bir de§i³ime neden olmaz. Yine hisse senedi �yat-
lar�nda önemli azalma oldu§unda bir sat�n alma opsiyonunun u§rayaca§� zarar sadece
opsiyon primidir.

2. Opsiyonlar daha uygun borç alma ve borç verme oranlar� sunarlar.

3. Opsiyonlar baz� bilgiler kullan�larak kar elde edilmesini sa§layabilir. A³�r� de§erlenmi³
veya eksik de§erlenmi³ opsiyonu seçerek hisse senetleri hakk�nda da baz� özel bilgilere
sahipsek yüksek performansa sahip bir portföy olu³turabiliriz. Örne§in bir �rman�n
yeni bir yat�r�m yapaca§�n� biliyorsak bu yat�r�m�n hisse senedi �yat�n� hangi yönde
etkiyece§ini bilmemize gerek yoktur. Çünkü her iki durumda da volatilite artacakt�r
buda al�m ve sat�m opsiyonlar� pozisyonlar�m�za kar yazd�racakt�r.

4. Opsiyonlar teminat k�s�tlar� konusunda daha uygun araçlard�r.Bir sat�m opsiyonu al-
mak veya bir al�m opsiyonu satmak yerine aç�§a sat�³ ve borç verme portföyü de olu³-
turulabilir. Fakat bu durumda aç�§a sat�³ k�s�tlamalar� ayn� miktar opsiyon ödemesini
zorla³t�racakt�r. Bir al�m opsiyonu al�³�nda bile ayn� ³ey geçerlidir. Çünkü alternatif
olarak borçlanarak hisse senedi al�rken de teminat yükümlülükleri söz konusu olacak-
t�r.

5. Opsiyonlar hisse senedi volatilitesindeki de§i³ikliklerin negatif sonuçlar�n� önlemekte
kullan�l�r.Belirsizli§in yüksek oldu§u durumlarda hisse senedi almak yerine opsiyon
pozisyonlar� beklenmedik volatilite art�³�na kar³� koruma sa§lad�§� için tercih edilirler.

6. Opsiyonlar bir �rman�n karpay� da§�t�m�ndaki beklenmedik de§i³ikliklere kar³� da ko-
ruma sa§larlar. Hisse senedinden olu³an ve yüksek oranda karpay� da§�tan bir yat�r�m
fonuna yat�r�m yapt�§�m�z� ve bir �rman�n karpay� da§�t�m� yapmayaca§� konusunda
ciddi bir politika de§i³ikli§i yapt�§�n� dü³ünelim. Bu durumda bir call ve aç�§a sat�³-
tan olu³an bir portföy olu³turmu³ olsayd�k karpaylar�n�n azalmas�na kar³� kendimizi
korumu³ olurduk ve olu³abilecek di§er risklere kar³� da korunma sa§lam�³ olacakt�k.



7. Opsiyonlar aç�§a sat�³larda olu³abilecek olumsuzluklar�n a³�lmas�nda da i³e yarar bir
araçt�r. Örne§in dü³en bir piyasada aç�§a sat�³ yapabilmek için hisse senedi �yatla-
r�n�n tekrar yükselmesini beklemek gerekir. Yani ard arda dü³en günlerde aç�§a sati³
yapamama gibi durumla kar³� kar³�ya kalabiliriz. Veya belirli bir hisse senedini arac�
kurumdan borçlanmak mümkün olmayabilir. Bu tür durumlarda opsiyonlarla sentetik
olarak aç�§a sat�³ üretilebilir.

2.2 BLACK-SCHOLES MODEL�N�N VARSAYIMLARI

1. Hisse senedi log-normal da§�l�ma sahiptir.

2. Risksiz faiz haddi ve hisse senedinin volatilitesi zaman�n bilinen bir fonksiyonudur.

3. Piyasada arbitraj (s�f�r sermaye ile elde edilen, kaybetme riski s�f�r ve kazanma olas�l�§�
pozitif olan kar) olana§� yoktur.

4. Karpay� da§�t�m� yoktur. Ama bu varsay�m ihmal edilebilir.

5. �³lem maliyetleri s�f�rd�r.

6. Aç�§a sat�³ üzerinde herhangi bir k�s�tlama yoktur.

Bir al�m opsiyonunun prim �yat�

• K : egzersiz �yat�

• S : hisse senedinin ³uanki �yat�

• σ : hisse senedinin volatilitesi

• r : piyasadaki risksiz faiz oran�

• T : vadeye kadar kalan süre

gibi de§i³kenlere ba§l�d�r.

Bu de§i³kenlerden S, r,σ ve T opsiyon �yat� ile pozitif korelasyona sahipken K negatif ko-
relasyona sahiptir. O halde Opsiyonunun de§erini V (S, T,K, σ, r) ile veya k�saca V (S, T )ile
göstere biliriz.

2.3 BLACK-SCHOLES KDD'N�N ELDE ED�L��� VE YORUMU

De§eri V (S, t) olan bir opsiyon ele alal�m. (Bu a³amada al�m veya sat�m opsiyonu olarak
ay�rmam�z gerekmiyor.)Ve bir tane opsiyonda k�sa pozisyon, ∆ kadar hisse senedinde ise
uzun pozisyon alal�m. (Finansta bir �nansal varlik için k�sa pozisyon almak o �nansal varl�§�
satmak, uzun pozisyon almak demek ise o varl�§� sat�n almak demektir). Bu durumda olu³an
portföyün de§erini

Π = V (S, t)−∆S
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ile ifade edelim. Hisse senedi �yat�n� ise a³a§�daki stokastik diferansiyel denklem ile ifade
edelim.

dS = µSdt+ σSdW (2.1)

Burada W Brown Devinimini belritmekte ve S Geometrik Brown süreci ile verilmi³tir. O
halde, portföy de§erindeki toplam de§i³im

dΠ = dV (S, t)−∆dS (2.2)

ile verilmi³ olur. Dikkat edilirse ∆'n�n de§i³imden etkilenmedi§i, sabitmi³ gibi davrand�§�
görülür. Bunun neden böyle oldu§unu ileride aç�klayaca§�z.

Taylor aç�l�m� ve �to Lemma'dan (EKLER, Teorem 4.3) V 'deki toplam de§i³im

dV (S, t) =
∂V

∂t
dt+

∂V

∂S
dS +

1

2

∂2V

∂S2
dS2

olur. Bunu (2.2)'de yerine yazarsak

dΠ =
∂V

∂t
dt+

∂V

∂S
dS +

1

2

∂2V

∂S2
dS2 −∆dS (2.3)

elde ederiz. Ayr�ca (2.1)'den

dS2 = µ2S2dt2 + σ2S2dW 2 + 2S2µσdWdt (2.4)

�imdi (2.1) ve (2.4)'ü (2.3)'te yerine yazarsak ve Brown Deviniminin özelliklerinden dt2 → 0,
dWdt→ 0 ve dW 2 → dt oldu§unu gözönünde bulundurursak

dΠ = σS

(
∂V

∂S
−∆

)
dW +

(
∂V

∂t
dt+ µS

∂V

∂S
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
dS2 − µ∆S

)
dt (2.5)

elde ederiz. Son denklemde ∆ = ∂V
∂S

olarak al�rsak denklemdeki belirsizlik terimi olan dW
s�f�rlan�r ve denklem a³ap�daki deterministik denkleme dönü³ür.

dΠ =

(
∂V

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2

)
dt (2.6)

Belirsizlik terimini ortadan kald�rarak riski ortadan kald�rm�³ oluyoruz. Dolays�yla ∆ = ∂V
∂S

al�narak riski elimine edilmi³ bir portföy olu³turmu³ oluyoruz. Bu yönteme literatürde "delta
hedging" veya delta korumas� denir. Ve bu koruma dinamik bir korumad�r. Portföy sürekli
güncellenerek mükemmel korunma sa§lanabilir.

Π portföyüne yap�lan yat�r�mla tamamen risksiz bir varl�§a (devlet tahvili gibi) veya bir
banka mevduat hesab�na yap�lm�³ yat�r�mdan elde edilen kara e³it olmal�d�r. Aksi takdirde
arbitraj imkan� do§mu³ olur. Bu ise BS-vasay�mlar�yla çeli³ir. Bu yüzden a³a§�daki denklemi
yazabiliriz;

dΠ = rΠdt (2.7)
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Yani, (
∂V

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2

)
dt = rΠ = r

(
V − ∂V

∂S
S

)
dt

Buradan da dt'leri yok edersek,

∂V

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
+ rS

∂V

∂S
− rV = 0 (2.8)

lineer parabolik Black-Scholes k�smi diferansiyel denklemini elde ederiz.

Denklemin özel ve tek çözümü olabilmesi için s�n�r ko³ullar�n�n verilmesi gerekmektedir. BS
denklemi geriye do§ru denklem olup s�n�r ko³ulu opsiyonun ödeme (payo�) fonksiyonudur.
Dikkat edilirse BS denklemini olu³tururken protföy de§erinin diferansiyelini al�rken "delta"
de§erinin anl�k de§i³imi s�f�r olarak kabul edildi. Yani, zamana ba§l� olarak göstermek ister-
sek ∆t = ∂Vt

∂St
olarak belirtmi³ portföydeki toplam de§i³imi ise zamana ba§l� yazarsak dΠt =

dVt(S, t)−∆tdSt olarak belirtmi³tik. Halbuki toplam diferansiyeli dΠt = dVt(S, t)− d(∆tSt)
olarak yazd�§�m�zda d(∆tSt) = d∆tSt + ∆tdSt elde etmemiz gerekir. Yani BS "delta" de§e-
rini sabit varsaymaktad�r. Bundan ba³ka hisse senedi �yatlar� pratikte log-normal da§�l�ma
sahip olmayabilir, �yatlarda s�çramalar (jumps) olabilir, faiz oranlar� de§i³ebilir ve dinamik
bir koruman�n sa§lanmas� gerekir. Bütün bunlar Black-Scholes modelinin a³�labilir de olsa
kusurlu yanlar�d�r.

2.4 KEND�N� F�NANSE EDEN PORTFÖYVE BLACK-SCHOLES

V (S, t) de§eri zamana ve hisse senedi �yat�na ba§l� olarak de§i³en bir �nansal varl�k olsun
ve V 'nin Black-Scholes modelinin varsay�mlar� alt�nda Black-Scholes denklemi dedi§imiz
a³a§�daki lineer parabolik k�smi diferansiyel denklemi sa§lad�§�n� varsayal�m.

∂V

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
+ rS

∂V

∂S
− rV = 0 (2.9)

Π içerisinde ∆ kadar hisse senedi ve β kadar banka hesab� olan bir portföy olsun. Yani,

Π =
∂V

∂S
S + β(S, t)B (2.10)

Burada dikkat edilmesi gereken husus δ = ∂V
∂S

olarak seçilmesi ve β(S, t)'n�n her t ≤ T
an�nda V 'nin de§erinin hisse senedi �yat�na göre de§i³imini (δ = ∂V

∂S
) kompanse edecek ³ekilde

seçiliyor olmas�d�r. O halde portföydeki toplam de§i³im sadece S'teki toplam de§i³imle banka
hesab�ndaki toplam de§i³ime ba§l� olacakt�r. Yani,

dΠ =
∂V

∂S
dS + β(S, t)dB (2.11)

�imdi, ba³lang�ç an�nda portföy de§erini �nansal varl�§�n de§eri ile ayn� seçersek bu dengenin
her t ≤ T an�nda korundu§unu görece§iz. Yani portföyümüz kendi kendini �nanse edecek-
tir. Bunun için a³a§�daki i³lemleri yapal�m. Önce V 'deki toplam de§i³imi hesaplayal�m. �to
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Lemma'y� (Ek Bölüm, Teorem 4.3) uygularsak

dV =
∂V

∂t
dt+

∂V

∂s
dS +

1

2

∂2V

∂S2
(dS)2

=

(
∂V

∂S
µS +

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
+
∂V

∂t

)
dt+

∂V

∂S
σSdW

Ayr�ca,
dB = rBdt

�imdi,bu de§eri a³a§�daki denklemde dikkate alarak i³lem yaparsak.

d(Π− V ) = dΠ− dV

=
∂V

∂S
dS + β(S, t)dB −

(
∂V

∂S
µS +

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
+
∂V

∂t

)
dt− ∂V

∂S
σSdW

=
∂V

∂S
(µSdt+ σSdW ) + βrBdt− ∂V

∂t
dt− ∂V

∂S
µSdt− 1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
dt− ∂V

∂S
σSdW

=

(
βrB −

(
∂V

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2

))
dt

= r

(
βB +

∂V

∂S
S − V

)
dt = r(Π− V )dt

Dolays� ile,
d(Π− V ) = r(Π− V )dt

elde ederiz. Bu adi diferansiyel denklemin çözümünden

(Π− V )(t) = (Π− V )(0)ert

buradan da (Π− V )(0) = 0 oldu§undan

(Π− V )(t) = 0

elde ederiz.

2.5 N�HA� (SINIR) KO�ULLAR

Yukar�daki denklemi elde ederken opsiyonun ne tür bir opsiyon oldu§undan ba§�m�z elde
etmi³tik. Ayr�ca bu denklemden vadeye kalan süreyi, egzersiz �yat�n� da ç�kartamay�z. Do-
lays�yla opsiyon �yat�n� hesaplamak için bu de§i³kenleri de hesaba katabilece§imiz ba³ka bir
formüle daha ihtiyac�m�z vard�r. Bu da s�n�r ko³ullar�d�r. Örne§in opsiyon bir sat�n alma opsi-
yonu ise s�n�r ko³ulu V (S, T ) = max(ST−K, 0), satma opsiyonu ise V (S, T ) = max(K−ST , 0)
olacakt�r.

Denklemin lineer olu³u iki çözümün bulunmas� halinde bunlar�n toplamlar�n�n da çözüm
oldu§u anlam�na gelir. Parabolik olu³u ise �s� difüzyon denklemlerinden yararlan�labilce§i
anlam�na gelir. Denklemin µ'ye ba§l� olmamas� nedeni ile bir tesadü� de§i³keni bir portföy
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olu³turarak korumak isterken bu koruman�n getirisi µ kadar olmamal�d�r. Yani hem riskten
korunup hem de µ kadar getiri elde etmek hem teorik olarak hem de pratik olarak mümkün
de§ildir. Dolays�yla yat�r�mc�lar�n µ oran�nda anla³malar� ³art de§ildir. Ancak getiri tah-
minleri farkl� olsa da BS �yat�n�n belirlenebilmesi için difüzyon terimi σ üzerinde anla³mak
gerekir.
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3 BLACK-SCHOLES FORMÜLÜNÜN ELDE ED�L���

BLack-Scholes çözümünün 4 farkl� ³ekilde elde edili³ini özetleyece§iz. Bu çözümleri;

1. �ndirgeme Metodu

2. Martingale Metodu

3. Do§rudan Lognormal Parametrelerin Kullan�lmas�

4. K�sm� Diferansiyel Denklem ile Çözüm

olarak 4 gruba ay�rd�k.

3.1 �ND�RGEME METODU

V (S, t) opsiyonun bugünkü de§erini, U(S, t) ise T an�ndaki de§erini gösterecek olursa opsi-
yonun bugünkü de§eri

V (S, t) = exp(−r(T − t))U(S, t)

ile ifade edilmi³ olur. Buradan iki taraf�n da diferansiyelini al�rsak

∂V

∂t
= re−r(T−t)U(S, t) + e−r(T−t)

∂U

∂t
= rV + e−r(T−t)

∂U

∂t

elde ederiz. Bunu BS denkleminde yerine yazarsak

rV + e−r(T−t)
∂U

∂t
+ e−r(T−t)

1

2

∂2U

∂S2
σ2S2 + e−r(T−t)rS

∂U

∂S
− rV = 0

elde ederiz. Buradan da
∂U

∂t
+

1

2

∂2U

∂S2
σ2S2 + rS

∂U

∂S
= 0 (3.1)

yazabiliriz. �imdi τ = T − t dersek, dτ = −dt olur. O halde

∂U

∂τ
=

1

2

∂2U

∂S2
σ2S2 + rS

∂U

∂S
(3.2)

yazabiliriz. BS modelinin varsay�mlar�ndan S'in lognormal da§�l�ma sahip oldu§unu biliyoruz.
Bunu ζ = logS ve dolays�yla S = exp ζ olarak gösterelim. Ve U = U(ζ, τ) için S'e göre k�smi
türevleri hesaplayal�m.

∂U(ζ, τ)

∂S
=

∂U

∂ζ

∂ζ

∂S
=
∂U

∂ζ

∂(logS)

∂S
=
∂U

∂ζ

1

S
=
∂U

∂ζ
e−ζ

∂2U(ζ, τ)

∂S2
=

∂

∂S
(
∂U

∂ζ
e−ζ) =

∂2U

∂ζ2
∂ζ

∂S
e−ζ +

∂U

∂ζ

∂

∂S
e−ζ =

∂2U

∂ζ2
e−2ζ − ∂U

∂ζ
e−2ζ

�imdi bu de§erleri (3.2)'de yerine yazarsak

∂U

∂τ
=

1

2

∂2U

∂ζ2
σ2S2e−2τ − 1

2

∂U

∂ζ
σ2S2e−2τ + rS

∂U

∂ζ
e−τ



S = exp ζ'den e−ζ = 1
S
ve e−2ζ = 1

S2 olur. Bu de§erleri de son denklemde yerne yazarsak

∂U

∂τ
=

1

2

∂2U

∂ζ2
σ2 + r

∂U

∂ζ
− 1

2

∂U

∂ζ
σ2,

buradan da
∂U

∂τ
=

1

2
σ2∂

2U

∂ζ2
+ (r − 1

2
σ2)

∂U

∂ζ

∂U

∂S
,

yazabiliriz.

ζ = logS ve 0 ≤ S ≤ ∞ oldu§undan −∞ ≤ ζ ≤ ∞ yeni k�s�t ko³ulu elde etmi³ oluruz.

X = ζ + (r − 1

2
σ2)τ (3.3)

gibi bir de§i³ken dönü³ümü yapal�m. Bu de§i³ken dönü³ümü ile (3.2) denklemini Is� denkle-
mini elde edinceye kadar sadele³tirmi³ olaca§�z.

�imdi U = W (X, τ) yaz�p k�smi türevlerini al�rsak ve ∂U
∂W

= 1 oldu§unu da dikakte al�r-
sak;

∂U

∂τ
=

∂W

∂X

∂X

∂τ
+
∂W

∂τ
∂U

∂ζ
=

∂W

∂X

∂X

∂ζ

∂2U

∂ζ2
=

∂

∂ζ
(
∂W

∂X

∂X

∂ζ
) =

∂2W

∂X2
(
∂X

∂ζ
)2 +

∂W

∂X

∂2X

∂ζ2

elde ederiz. Ayr�ca (3.3)'den dolay�

dX = dζ ve ∂X
∂τ

= (r − 1
2
σ2)

Tüm bunlar� (3.2)'de yerine yazarsak

∂U

∂τ
=

1

2
σ2∂

2U

∂ζ2
+ (r − 1

2
σ2)

∂U

∂ζ

ve
∂W

∂X
(r − 1

2
σ2) +

∂W

∂τ
= (r − 1

2
σ2)(

∂W

∂X

∂X

∂ζ
) +

1

2
σ2

[
∂2W

∂X2
(
∂X

∂ζ
)2 +

∂W

∂X

∂2X

∂ζ2

]
elde ederiz. Fakat ∂2X

∂ζ2
= 0 oldu§undan

∂W

∂X
(r − 1

2
σ2) +

∂W

∂τ
= (r − 1

2
σ2)

∂W

∂X
+

1

2
σ2 ∂

2U

∂X2

olur. Buradan da
∂W

∂τ
=

1

2
σ2∂

2W

∂X2
(3.4)
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elde edilir.

Özel bir çözüm için W (X, τ) = ταf(X−X
′

τβ
) ³eklinde bir çözüme bakal�m. X ′ herhangi bir

key� sabit, Wf (x, τ, x
′) özel bir çözüm olsun.

�imdi W (X, τ) fonksiyonunun k�smi türevlerini al�p (3.4)'de yerine yazarsak

ατα−1f− τα
[
βτβ−1(X −X ′)f′

τ 2β

]
=
∂W

∂τ
=

1

2
σ2∂

2W

∂X2

öte yandan
∂W

∂X
=
τα

τβ
f ′ ve

∂2W

∂X2
=

τα

τ 2β
f ′′

oldu§undan η = (X−X
′

τβ
) de§i³ken dönü³ümü yap�larak

ατα−1f(η)− τα−1βη df
dη

=
1

2
σ2τα−2β

d2f
dη2

(3.5)

elde edilir. Buradan da

τα−1(αf(η)− βη df
dη

) = τα−2β
1

2
σ2d

2f

dη2

Son denklemin çözümü olabilmesi için α− 1 = α− 2β olmal�d�r. Buradan da β = 1
2
bulunur.

�imdi W (X, τ) = ταf(X−X
′

τβ
) özel çözümü için bu fonksiyonun X'e göre integralini ald�§�-

m�zda
∫∞
−∞ τ

αf(X−X
′

τβ
)dX olur. Bu integralin 1'e e³it olmas�n� istiyoruz. Yukar�daki de§i³ken

dönü³ümlerini kullanarak

dX = dητβ ve
∫∞
−∞ τ

α+βf(η)dη yaz�p α = −1/2 de§eri için (3.5)'i yeniden düzenlersek

−f(η)− η df
dη

= σ2 d
2f
dη2

=
ηf
η

+ σ2 d
2f
dη2

(3.6)

elde ederiz. Son denklemde iki taraf�n da integralini al�rsak

ηf + σ2d
2f

dη2
= a,

(a-sabit) elde ederiz. a = 0 al�rsak df
f

= − 1
σ2ηdη olur. Buradan da

∫
df
f

= − 1
σ2

∫
ηdη veya

log f = − 1
σ2η

2 buradan da f = be
−η2

2σ2 elde edilir. b = 1
σ
√
2π

seçersek

W (X, τ) = ταf(
X −X ′

τβ
) = ταbe

−η2

2σ2 = τα
1

σ
√

2π
e
−η2

2σ2 =
1

σ
√

2πτ
exp

(
−(X −X ′)2

2σ2τ

)
standart normal da§�l�m yo§unluk fonksiyonuna dönü³ür. O halde∫ ∞

−∞
ταf(

X −X ′

τβ
)dX = 1
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olur. Dolays� ile özel çözüm için

W (X, τ) =
1

σ
√

2πτ
e
− 1

2

(
X−X′
σ
√
τ

)2

(3.7)

elde ederiz.

�imdi opsiyon �yat�n�n bugünkü de§erini elde etmek için s�n�r ko³ullar�n� da sa§lamam�z
gerekir. S�n�r ko³ulumuz τ = T − t an�ndaki opsiyon de§eridir. T an�ndaki opsiyon de§erini
V (S, T ) = f(S) (ödeme fonksiyonu) olarak gösterelim. O zaman W için bunu W (X, τ) =
W (X, 0) = f(eX) olarak gösterebiliriz.

�imdi V (S, t)'yi ödeme fonksiyonunun bugünkü beklenen de§eri olarak bulursak opsiyon
�yat�n� hesaplam�³ olaca§�z. W (X, τ) fonksiyonunu her X ′ de§erine tekabül eden getiri fonk-
siyonu f(eX

′
) için hesaplamam�z gerekir. Yani, ödeme fonksiyonunu bir olas�l�k da§�l�m� fonk-

siyonu ile çarparsak beklenen de§erini bulmu³ oluruz. Bunun matematiksel anlam� (−∞,∞)
aral�§�nda integralini almakt�r.

Ödeme fonksiyonu: V (S, T ) için f(S), W (X, 0) için f(eX
′
)'tir. Sonuç olarak

Wf (X, τ) =
1

σ
√

2πτ
exp(−(X −X ′)2

σ2τ
)

bir olas�l�k yo§unluk fonksiyonu olmak üzere

W (X, τ) =
1

σ
√

2πτ

∫ ∞
−∞

Wf(X, τ ;X ′)f(eX
′
)dX ′

olarak ifade edebiliriz. Buradan

V (S, t) = e−rτW (X, τ)

veya

V (S, t) = e−r(T−t)
1

σ
√
sπτ

∫ ∞
−∞

Wf (X, τ ;X ′)f(eX
′
)dX ′ (3.8)

yaz�labilir.

Al�m opsiyonu için ödeme fonksiyonunun f(S ′) = S ′ − K ve X ′ = logS ′ oldu§unu gözö-
nünde bulundurursak X ′ = logS, S ′ = eX

′
, S ′ = K ve integralin alt s�n�r� K'dan ba³larsa

V (S, t) = e−r(T−t)
1

σ
√

2πτ

∫ ∞
− logK

exp

(
−(X ′ − (r − σ2/2)(T − t)− logS)2

2σ2(T − t)

)
(S ′ −K)dX ′

elde edilir. Buradan da integrain özelli§inden

V (S, t) = e−r(T−t)
1

σ
√

2πτ

∫ ∞
− logK

exp

(
−(X ′ − (r − σ2/2)(T − t)− logS)2

2σ2(T − t)

)
(eX

′
)dX ′

− Ke−r(T−t)
1

σ
√

2πτ

∫ ∞
− logK

exp

(
−(X ′ − (r − σ2/2)(T − t)− logS)2

2σ2(T − t)

)
dX ′
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�imdi y = X′−logS−(r−σ2/2)(T−t)
σ
√
T−t de§i³ken dönü³ümü yapal�m. Bu durumda integralin alt s�n�r�

−d2 = − log( S
K
+(r−σ2/2)(T−t))
σ
√
T−t de§erinden ba³layacakt�r ve dy = dX′

σ
√
T−t oldu§undan ikinci terim

exp(−r(T − t))√
2π

K

∫ ∞
−d2

e
1
2
−y2dy

formuna dönü³mü³ olur. Veya simetriden dolay�

exp(−r(T − t))√
2π

K

∫ d2

−∞
e−

y2

2 dy

ve de 1√
2π

∫ d2
−∞ e

− (y2

2 dy = Φ(d2) oldu§undan ikinci terim

−e−r(T−t)KΦ(d2)

olarak yaz�labilir.

Birinci terim için ise üstel fonksiyonlar� bir araya toplay�p, paydalar� e³itlersek ve X ′ ye-
rine logK yazarsak;

exp

(
−r(T − t)− −X

′ + logS + (r − σ2/2)(T − t)2

2σ2(T − t)
+X ′

)
elde edilir. Tüm terimleri kare alarak ve payda e³itleyerek yaz�p, −d1 = − log( S

K
+(r+σ2/2)(T−t))
σ
√
T−t

de§i³ken dönü³ümü yapt�ktan sonra elde edilen denklemi e− logS ve elogS ile çarparsak integral

1√
2π
elogS

∫ ∞
−d1

e−
y2

2 dy

halini al�r. Buradan da birinci terimi SΦ(d1) buluruz. Dolays�yla Avrupa al�m opsiyonunun
prim �yat�,

V (S, t) = C = SΦ(d1)− e−r(T−t)KΦ(d2)

olarak bulunur.

Put-Call paritesinden S + P − C = Ke−r(T−t) Avrupa tipi sat�m (put) opsiyonunun prim
�yat� ise

V (S, t) = P = e−r(T−t)KΦ(−d2)− SΦ(−d1)

olur.

3.2 MART�NGALE METODU

Tan�m 3.1 Martingale: Herhangi bir X(t)t≥0 stokastik süreci a³a§�daki ko³ullar� sa§l�orsa
bu stokastik sürece martingale denir.

1. E[|Xt|] <∞

13



2. E[Xt|F(s)] = Xs, ∀ 0 ≤ s ≤ t

(Shreve 2004) Risk-nötr olas�l�k ölçüsü alt�nda risksiz faiz oran� ile iskonto edilmi³ �nansal
varl�klar bir "Martingale" olu³tururlar. Hisse senedi �yat�n� P olas�l�k ölçüsü alt�nda St ile,
risk-nötral olas�l�k ölcüsü Pθ alt�nda ise Sθt ile gösterelim. �skonto edilmi³ �nansal varl�klar
risk-nötr olas�l�k ölçüsü alt�nda martingale olduklar�ndan

Sθt = e−rtSt

yazabiliriz. Bu denklemde iki taraf�n diferansiyelini alarak stokastik diferansiyel denklemini
yazal�m;

dSθ = −re−rtStdt+ e−rtdSt = −re−rtStdt+ (µStdt+ σStdWt) = e−rtSt[(µ− r)dt+ σdWt]

yani
dSθ = Sθ[(µ− r)dt+ σdW ]

elde edilir.

Girsanov teoreminden (EKLER Teorem 5.4) W θ = W + (µ−r)
σ
t olacak ³ekilde yeni bir Brown

Devinimi olu³turabiliriz ve bu sayede P oals�l�k ölçüsünden Pθ olas�l�k ölçüsüne geçebiliriz.
Bu e³itli§i son denklmde yerine yazarsak

dSθ = Sθ[(µ− r)dt+ σ(dW − µ− r
σ

)dt] = SθσdW θ

elde ederiz. Bu denklem Sθt sürecinin drift terimin s�f�r oldu§unu ve dolays� ile bir Martingale
oldu§unu söyler. Ito Lemma'dan(Ek Bölüm Ito Doeblin Formülü)

d(logS) =
∂(·)
∂Sθ

dSθ +
1

2

∂2(·)
∂Sθ2

dSθ2 + · · ·

elde ederiz.

Di§er terimlerde dt'nin kuvvetleri 1'den büyük oldu§undan s�f�ra yak�nsarlar.Bu yüzden

d logS = σdWt −
1

2
σ2dt

yazabiiriz. Son denklemde iki taraf�n da integralini al�rsak

logSθt − logSθ0 = σW θ
t −

1

2
σ2t

buradan da
Sθt = Sθ0 exp(σW θ

t −
1

2
σ2t)

elde ederiz. �imdi opsiyona geçelim. Al�m opsiyonunu ele alal�m, dolay�s� ile s�n�r ko³ulunu
f(ST ) = (ST − K)+ = max(ST − K, 0) alal�m. Opsiyonun �yat� terminal getirinin (Ft)
�ltrelemesine uyumlu ve ba§l� de§eridir. Matematiksel olarak söylersek

Vt = Eθ[e−r(T−t)f(ST )|Ft] (3.9)
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T vadesi için ST 'nin de§eri

SθT = S0 exp(σW θ
T −

1

2
σ2T )

olur, buradan da
SθT
Sθt

= exp

{
σ(W θ

T −W θ
t )− 1

2
σ2(T − t)

}
Sonuç olarak,

ST e
−rT

Ste−rt
= exp

{
σ(W θ

T −W θ
t )− 1

2
σ2(T − t)

}
veya

ST = Ste
−r(T−t) exp

{
σ(W θ

T −W θ
t )− 1

2
σ2(T − t)

}
(3.10)

elde edilir. �imdi, ST 'nin bu de§erini (3.9)'de yerine yazarsak

Vt = Eθ

[
e−r(T−t)

(
St exp

{
σ(W θ

T −W θ
t )− 1

2
σ2(T − t)

}
−K

)+
]

(3.11)

Son denklmede Y = −W θ
T−W

θ
t√

T−t ve τ = T − t de§i³ken dönü³ümü yaparsak, Y standart normal
da§�l�ma sahip olur ve

V (S, t) = Eθ

[
e−rτ

(
St exp

{
−σσ
√
τY + (r − 1

2
σ2)τ

}
−K

)+
]

=
1√
2π

∫ ∞
−∞

e−rτ
(
St exp

{
−σ
√
τy + (r − 1

2
σ2)τ

}
−K

)+

e−
1
2
y2dy

integrand�n pozitif olmas� için gerek ve yeter ko³ul:

y <
1

σ
√
τ

[
log

St
K

+ (r − 1

2
σ2)τ

]
= d− (3.12)

olmas�d�r. Dolayas� ile

V (St, t) =
1√
2π

∫ d−

−∞
e−rτ

(
St exp

{
−σ
√
τy + (r − 1

2
σ2)τ

}
−K

)+

e−
1
2
y2dy

=
1√
2π

∫ d−

−∞
St exp

{
−y

2

2
− σ
√
τy − σ2τ

2

}
dy − 1

2π

∫ d−

−∞
e−rτKe−

1
1
y2dy

=
St√
2π

∫ d−

−∞
St exp

{
−1

2
(y + σ

√
τ)2
}
dy −Ke−rτΦ(d−)

=
St√
2π

∫ d−+σ
√
τ

−∞
St exp

{
−z

2

2

}
dy −Ke−rτΦ(d−)

= StΦ(d2)− e−rτKΦ(d−)

Burada

d2 =
1

σ
√
τ

[
log

St
K

+ (r − 1

2
σ2)τ

]
+ σ
√
τ =

1

σ
√
τ

[
log

St
K

+ (r +
1

2
σ2)τ

]
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3.3 R�SK NÖTRAL DA�ILIM PARAMETRELER� METODU

Hisse senedi �yat�n�n log-normal da§�l�ma sahip oldu§u varsay�m�n� ve

dS = µSdt+ σSdW

stokastik diferansiyel denklemi ile verilen bir stokastik süreç oldu§unu hat�rlayal�m. Bu denk-
leme Taylor aç�l�m� ve Ito Lemma'y� (EKLER Teorem 5.3) uygulad�§�m�zda a³a§�daki gibi
bir çözümü buluruz.

S(τ) = S exp

[
(µ− 1

2
σ2)τ + σW (τ)

]
(3.13)

veya buna denk olan

log(
S(τ)

S
) = (µ− 1

2
σ2)τ + σW (τ)

logaritmik formda da yaz�labilir.

Buradan W standart Brown süreci oldu§undan yani E[W (τ)] = 0 ve V ar(W (τ)) = E[W 2] =

τ oldu§undan hisse senedinin logaritmik getirisinin, log S(τ)
S
,

E[
logS(τ)

S
] = (µ− 1

2
σ2)τ ve V ar(log

S(τ)

S
) = σ2τ

beklenen de§er ve varyansla da§�ld�§�n� görüyoruz. O halde al�m opsiyonunun getirisinin
beklenen de§eri:

E[C] =

∫ ∞
0

max(S(τ)−K, 0)dG(S(τ))

olarak gösterilebilir. Veya sadece pozitif olan k�sm�n� al�rsak yani S(τ) > K için

E[C] =

∫ ∞
K

max(S(τ)−K, 0)dG(S(τ)) (3.14)

Burada G(S(τ)), τ vadesindeki birikimli da§�l�m fonksiyonudur. �imdi x = log S(τ)
S

olarak
gösterirsek buradan S(τ) = Sex yazabiliriz. Yani ihtimal fonksiyonu S'ye de§il x'e ba§l�
olacakt�r. Bu durumda

dG(S(τ)) = f(x)dx

yani ihtimal da§�l�m fonksiyonumuz standart normal da§�l�m fonksiyonu olacakt�r. O zaman
beklenen getiri

E[C] =

∫ ∞
logK/S

max(Sex −K, 0)f(x)dx

³ekline dönü³mü³ olur.

Risk nötral parametrelerimiz de x de§i³keni cinsinden yazarsak

E[x] = E[
logS(τ)

S
] = µx = (µ− 1

2
σ2)τ
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ve

V ar(x) = V ar(log
S(τ)

S
) = σ2

x = σ2τ

olur. Olas�l�k yo§unluk fonksiyonunda f(x) = 1√
2πσ2

x

e
− (x−µx)2

2σ2x u = (x−µx)
σx

ve dolay�s�yla

du = dx
σx

dönü³ümleri kullan�larak f(u) = 1√
2π
e−

1
2u2 standart lognormal yo§unluk fonksi-

yonuna dönü³mü³ olur.

�ntegralin alt s�n�r� logK/S'ten ba³lad�§�na göre

u =
(log K

S
− µx)

σx
= −

(log S
K

+ µx)

σx
= −

(log S
K

+ (µ− σ2

2
)τ)

σ
√
τ

veya

u = −d1 = −
(log S

K
+ (µ− σ2

2
)τ)

σ
√
τ

(3.15)

yazabiliriz. O halde integralin ikinci terimi

−K 1√
2π

∫ ∞
−d−

e−
1
2
u2

olarak yaz�labilir. Veya standart normal da§�l�m�n simetrikli§inden

−K 1

2π

∫ d−

−∞
e−

1
2
u2

Daha düzgün ifade edersek
−KΦ(d1)

olur.

�imdi integralin birinci terimi olan
∫∞
logK/S

Sexf(x)dx'i hesaplayal�m.

Tekrar u = (x− µx)/σx dönü³ümün yaparak f(x)'ten f(u)'ya geçersek

S

∫ ∞
logK/S

exf(x)dx = S

∫ ∞
−d1

eµx+σxuf(u)du

yaz�labilir. Buradan da f(u)'nun de§erini de yerine yazarsak

S
1√
2π
eµx+

1
2
σ2
x

∫ ∞
−d1

e−
1
2
(u−σx)2du

elde ederiz. Son terimde y = u − σx dönü³ümü yaparsak µx = (µ − 1
2
σ2)τ de§erini yerine

yazarsak

Seµτ
1

2π

∫ ∞
−d1−σx

e−
1
2
y2dy

17



elde edilir. Yine normal da§�l�m�n simetrikli§inden bunu da

Seµτ
1

2π

∫ d−+σx

−∞
e−

1
2
y2dy

yaz�p µ yerine risksiz faiz oran� olan r'yi yazarsak ve d1+σx = d2 dönü³ümü yaprsak integralin
birinci terimini ³u ³ekilde yazanbiliriz.

Serτ
1√
2π

∫ d2

−∞
e−

1
2
y2dy = SerτΦ(d2)

O halde al�m opsiyonunun beklenen de§erini

E[C] = SerτΦ(d2)−KΦ(d1)

olarak yazabiliriz. Sonuç olarak al�m opsiyonunun bugünkü �yat� beklenen de§erin iskonto

edilmi³ hali oldu§undan d1 =
log S

K
+(r−σ

2

2
)τ

σ
√
τ

, d2 =
log S

K
+(r+σ2

2
)τ

σ
√
τ

olmak uzere

C = SΦ(d2)− e−rτKΦ(d1) (3.16)

olur.

3.4 D�FERANS�YEL DENKLEM METODU

Bu bölümde Black-Scholes k�smi diferansiyel denklemini ve onun s�n�r ko³ullar�n� önce do§-
rudan sonra da de§i³ken dönü³ümü yolu ile çözece§iz. Detayl� bilgi için Wilmott et al. (1995)
incelenebilir.

3.4.1 Do§rudan Çözüm

Bu metotla s�n�r ko³ulu
C(S, T ) = max(S −K, 0)

olan
∂C

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2C

∂S2
+ rS

∂C

∂S
− rC = 0

Black-Scholes denklemine çözüm aramaktay�z. Arad�§�m�z çözümün

C(S, t) = f(t)y(u1, u2);

formunda oldu§unu ve u1 = u1(S, t), u2 = u2(S, t) oldu§unu varsayal�m. �imdi bu fonksiyo-
nun t'ye ve S'ye göre k�smi gürevlerini al�p Black-Scholes denkleminde yerine yazal�m.

∂C

∂t
=

∂f

∂t
y(u1, u2) + f(t)

∂y

∂u1

∂u1
∂t

+ f(t)
∂y

∂u2

∂u2
∂t

∂C

∂S
= f(t)

∂y

∂u1

∂u1
∂S

+ f(t)
∂y

∂u2

∂u2
∂S

∂2C

∂S2
= f(t)[

∂2y

∂u21
(
∂u1
∂S

)2 +
∂y

∂u1

∂2u1
∂S2

+
∂2y

∂u1∂u2

∂u2
∂S

∂u1
∂S

] + f(t)[
∂2y

∂u22
(
∂u2
∂S

)2 +
∂y

∂u2

∂2u2
∂S2

+
∂2y

∂u1∂u2

∂u2
∂S

∂u1
∂S

]
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�imdi bunlar� denklemde yerine yazarsak

0 =
1

2
σ2S2f(t)[

∂2y

∂u21
(
∂u1
∂S

)2 +
∂y

∂u1

∂2u1
∂S2

+ 2
∂2y

∂u1∂u2

∂u2
∂S

∂u1
∂S

+
∂2y

∂u22
(
∂u2
∂S

)2]

+ rsf(t)[f(t)
∂y

∂u1

∂u1
∂S

+ f(t)
∂y

∂u2

∂u2
∂S

] (3.17)

+
∂f

∂t
y(u1, u2) + f(t)

∂y

∂u1

∂u1
∂t

+ f(t)
∂y

∂u2

∂u2
∂t
− rf(t)y(u1, u2)

denklemini elde ederiz. Buradan ∂f
∂t
y(u1, u2)− rf(t)y(u1, u2) = 0 denklemini çekersek

∂f

∂t
y(u1, u2) = rf(t)y(u1, u2)

yazabiliriz. τ = T − t tan�mlarsak ∂t = −∂τ oldud§undan ∂f
f(t)

= −r∂τ buradan da integral
al�rsak

f(t) = e−r(T−t) (3.18)

elde ederiz. Black-Scholes k�smi diferansiyel denklemi ikinci dereceden lineer parabolik denk-
lem oldu§undan bu denklemi çözmenin en kolay yolu denklemi �s� denklemi dedi§imiz ve
çözümü bilinen k�smi diferansiyel denkleme indirgemektri. Bu yüzden bizim de burada ula³-
maya çal�³t�§�m�z �s� denklemi

∂y

∂u2
=
∂2y

∂u21

denklemdir. Bunu (3.17)'de dikkate al�rsak

1

2
σ2S2 ∂

2y

∂u21
(
∂u1
∂S

)2 +
∂y

∂u2
[
1

2
σ2S2∂

2u2
∂S2

+ rS
∂u2
∂S

+
∂u2
∂t

] (3.19)

denklemini elde ederiz. ∂u2
∂S

= 0 varsayarsak �s� denkleminin e³itli§i

1

2
σ2S2(

∂u1
∂S

)2 = −∂u2
∂t

veya

1

2
σ2S2(

∂u1
∂S

)2 =
∂u2
∂τ

durumunda mümkündür.

�imdi
1

2
σ2S2(

∂u1
∂S

)2 =
∂u2
∂τ

= a2

yaz�p integral al�rsak.
u2(t) = a2(T − t) (3.20)

denklemini elde ederiz. Bununla da (3.17) denkleminden 4 terim daha yok etmi³ oluruz.
Kalan terimleri ∂y

∂u1
f(t)'ye bölerek

1

2
σ2S2∂

2u1
∂S2

+ rS
∂u1
∂S

+
∂u1
∂t

(3.21)
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denklemini yazabilliriz. �imdi 1
2
σ2S2(∂u1

∂S
)2 = ∂u2

∂τ
= a2 e³itli§inden

∂u1
∂S

=
√

2
a

σS
(3.22)

yaz�p uygulama �yat� K'dan hisse senedi �yat� S'ye kadar entegre edersek

u1 =
√

2
a

b
logS/K + b(t) (3.23)

fonsksiyonunu elde etmi³ oluruz. �imdi (3.22),(3.22)'in S'ye göre türevi ve (3.23) denklem-
lerini (3.21)'de yerine yazip S'leri sadele³tirirsek

−1

2
σ
√

2a+ r

√
2a

b
+ b′(t) = 0 (3.24)

denklemini elde ederiz. Buradan da yine integral al�rsak ve denklemi düzenlersek∫
b′(t) = b(t) =

a
√

2

σ
(σ2/2− r)(T − t) (3.25)

yaz�labilir. Dolay�s� ile

u1 =
a
√

2

σ
[logS/K + (r − σ2/2)(T − t)] (3.26)

elde edilir.

�imdi (3.18), (3.26) ve (3.20) denklemlerinde t = T al�rsak u1 = a
√
2

σ
logST/K, u2 = 0

ve f(T ) = 1 olur. Ve bu de§erleri C(S, t) = f(t)y(u1, u2) çözümünde yerine yazarsak
C(S, T ) = y(

√
2 a
σ

logST/K, 0) bir s�n�r ko³ulu olmu³ olur ve diferansiyel denklemi sa§la-
mas� gerekir.

Bir �s� denkleminin Fourier çözümünün

y(u1, u2) =
1

2
√
πu2

∫ ∞
−∞

f(ν)e
− (ν−u1)

2

4u2 dν

veya

y(u1, u2) =
1

2
√
πu2

∫ ∞
−∞

f(ν)e
− 1

2

(
(ν−u1)√

2u2

)2

dν

oldu§unu biliyoruz (Strauss 2008). Buradan q = ν−u1√
2u2

ve dq = dν/
√

2u2 de§i³ken dönü³ümü
yaparsak

y(u1, u2) =
1

2
√
π

∫ ∞
−∞

f(u1 + q
√

2u2)e
− 1

2
q2dq (3.27)

olur. Ve ν = u1 + q
√

2u2 buradan da u2 = 0 icin ν = u1 = a
σ

√
2 logST/K buradan ise

ST/K = exp(
σν√
2a

) (3.28)
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elde edilir.

�ntegrali al�nacak fonksiyon s�n�r de§er ko³ulunu da sa§lamas� gerekir. Yani T vadesinde
f(ν) = C = max(ST −K, 0) olmal�d�r. ν'yu s�f�r yapan de§er − u1√

2u2
(3.27)'teki integralin alt

s�n�r� olacakt�r. Dolays� ile

y(u1, u2) =
1

2
√
π

∫ ∞
− u1√

2u2

f(u1 + q
√

2u2)e
− 1

2
q2dq

olur. Buradan

C(S, t) = f(t)y(u1, u2) = e−r(T−t)
1√
2π

∫ ∞
− u1√

2u2

f(u1 + q
√

2u2)e
− 1

2
q2dq

veya

C(S, t) = e−r(T−t)
1√
2π

∫ ∞
− u1√

2u2

(ST −K)e−
1
2
q2dq

Son denklemde ST 'nin (3.28)'deki de§erini yerine yaz�p K parantezine al�rsak

C(S, t) = e−r(T−t)
1√
2π

∫ ∞
− u1√

2u2

K(e
σν√
2a − 1)e−

1
2
q2dq

vey ν de§i³kenini tekrar yerine koyarak

C(S, t) = e−r(T−t)
1√
2π

∫ ∞
− u1√

2u2

K(e
σ√
2a

(u1+q
√
2u2) − 1)e−

1
2
q2dq

integralini elde ederiz.

�imdi ba³taki üstel terimi görmezlikten gelip integrali iki integral toplam� ³eklinde dü³ü-
nelim ve önce ikinci terimi hesaplayal�m. q = − u1√

2u2
dönü³ümünde u1 ve u2 de§erlerini

yerine yazarsak

q = − u1√
2u2

= −
√

2a/σ(logSt/K + (r − σ2/2)(T − t)√
2(T − t)a

Buradan da baz� cebirsel düzenlemeler yaparak

q = − logSt/K + (r − σ2/2)(T − t)
σ
√

2(T − t)a
(3.29)

integralin alt s�n�r�n� elde etmi³ oluruz. Buna −d− diyelim. Dolays� ile ikinci terim

−e−r(T−t)K 1√
2π

∫ ∞
−d−

e−
1
2
q2dq = −e−r(T−t)K 1√

2π

∫ d−

−∞
e−

1
2
q2dq (simetriden dolayi)
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formunda olur. Bu ise bize kümulatif normal da§�l�m�n d−'deki de§erini verir. Yani ikinci
terim

−e−r(T−t)KΦ(d−) dir.

�imdi integralin ilk terimini hesaplayal�m.

C(S, t) = e−r(T−t)
1√
2π

∫ ∞
− u1√

2u2

K(e
σ√
2a

(u1+q
√
2u2)e−

1
2
q2dq

= e−r(T−t)
1√
2π

∫ ∞
−d−

Ke
σ√
2a

(√
2a/σ logSt/K+

√
2a/σ(r−σ2/2)(T−t)+q

√
2a2(T−t)

)
e−

1
2
q2dq

Integralin içerisinde baz� basit cebirsel i³lemler yapt�ktan sonra∫ ∞
−d−

K
St
K

(e(r−σ
2/2)(T−t)+qσ

√
(T−t))e−

1
2
q2dq

³ekline dönü³ür. Iskonto terimi ile çarparsak

C(S, t) = St
1

2π

∫ ∞
−d−

(e(−σ
2/2)(T−t)+qσ

√
(T−t))e−

1
2
q2dq (3.30)

denklemini elde ederiz.

Buradan da üstel ifadeleri toplarsak ve −1
2
(q2−2qσ

√
T − t+σ2(T−t)) = −1

2
(q−σ

√
(T − t))2

oldu§unu gözönünde bulundurursak

C(S, t) = St
1

2π

∫ ∞
−d−

e
1
2
(q−σ
√

(T−t))2dq

denklemine ula³�r�z. p = (q−σ
√

(T − t)) de§i³ken dönü³ümü yaparsak dp = dq ve integralin
alt s�n�r� −d− − σ

√
T − t olur. Yani

C(S, t) = St
1

2π

∫ ∞
−(d−+σ

√
T−t)

e
1
2
p2dp

veya simetriden dolay�

C(S, t) = St
1

2π

∫ (d1+σ
√
T−t)

−∞
e

1
2
p2dp = StΦ(d2)

d2 = d1 + σ
√
T − t =

logSt/K + (r + σ2/2)(T − t)
σ
√
T − t

elde ederiz. O halde opsiyonun bugünkü prim �yat�

d1 =
logSt/K + (r − σ2/2)(T − t)

σ
√
T − t

; d2 =
logSt/K + (r + σ2/2)(T − t)

σ
√
T − t

olmak ko³uluyla
C(S, t) = StΦ(d2)− e−r(T−t)KΦ(d1)

olur.
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3.4.2 De§i³ken Dönü³ümü �le Çözüm

Avrupa tipi al�m opsiyonun için Black-Scholes denklemini hat�rlayal�m.

∂C

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2C

∂S2
+ rS

∂C

∂S
− rC = 0

�imdi bu lineer parabolik k�smi diferansiyel denklemi C(0, t) = 0; S →∞, C(S, t) = S s�n�r
ko³ullar�yla beraber çözmeye çal�³aca§�z. Bunun için

S = Kex; t = T − 2τ/σ ve C = Kν(x, τ)

dönü³ümlerini kullanaca§�z. Bu dönü³ümlerden C = Kν(x, τ)'nin S'ye ve t'ye göre k�smi
türevlerini al�p denklemde yerine yazal�m.

∂C

∂t
= K

∂ν(x, τ)

∂t
= K

∂ν(x, τ)

∂τ

∂τ

∂t
= −1

2
K
∂ν

∂τ
σ2

(∂τ
∂t

= −σ2/2 oldu§undan)

3.terim için

∂C

∂S
= K

∂ν(x, τ)

∂S
= K

∂ν

∂x

∂x

∂S
ve

∂x

∂S
=

1

Ke2
=

1

S
oldu§undan

rS
∂C

∂S
= rK

∂ν

∂x

yazabiliriz.

2.terim için bir kez daha türev al�rsak

∂

∂S
(
∂C

∂S
) =

∂2C

∂S2
= K

[
∂2ν

∂x2
(
∂x

∂S
)2 +

∂ν

∂x

∂2x

∂S2

]
Buradan da

1

2
σ2S2 ∂

∂S
(
∂C

∂S
) =

1

2
σ2S2K

[
∂2ν

∂x2
(

1

∂S
)2 − ∂ν

∂x

1

S2

]
=

1

2
σ2S2K

∂2ν

∂x2
− 1

2
σ2S2K

∂ν

∂x

elde ederiz. Tüm bu denklemler Black-Scholes denkleminde yerine yaz�l�p ortak terimler yok
edildiken sonra

−rν − 1

2
σ2∂ν

∂τ
+ r

∂ν

∂x
+

1

2
σ2∂

2ν

∂x2
− 1

2
σ2∂ν

∂x
= 0

veya

−2r

σ2
ν +

2r

σ2

∂ν

∂x
+
∂2ν

∂x2
− ∂ν

∂x
=
∂ν

∂τ

elde edilir. Buradan da k = 2r
σ2 dönü³ümü yaparak

∂ν

∂τ
= (k − 1)

∂ν

∂x
+
∂2ν

∂x2
− kν+ (3.31)
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denklemine ula³�r�z. Bu durumda s�n�r ko³ulumuz da

ν(x, 0) = max(ex − 1, 0) olur.

�imdi ν(x, τ) = eαx+βτu(x, τ) formunda bir çözüm bulmaya çal�³al�m. Bunun için ν(x, τ) =
eαx+βτu(x, τ)'in türevlerini al�p (3.31)'de yerine yazal�m.

−kν = −k exp(·)u

(k − 1)
∂ν

∂x
= (k − 1)(α exp(·)u+ exp(·)∂u

∂x
)

∂ν

∂τ
= β exp(·)u+ exp(·)∂u

∂τ
∂2ν

∂x2
= [α exp(·)u+ exp(·)∂u

∂x
]′ = α2 exp(·)u+ 2α exp(·)∂u

∂x
+ exp(·)∂

2u

∂x2

exp(·)'li terimler yok edildikten denklemin sadele³tirilmi³ hali

βu+
∂u

∂τ
= α2u+ 2α

∂u

∂x
+
∂2u

∂x2
− ku+ (k − 1)(αu+

∂u

∂x
) (3.32)

denklemi elde edilir. Bu denklemin ∂u
∂τ

= ∂2u
∂x2

τ > 0, −∞ < x < ∞ ³eklinde bir �s�
denklemine dönü³türmek için di§er terimleri s�f�rlamam�z gerekir bunun için

β = α2 + (k − 1)α− k ve 2α + (k − 1) = 0

olmal�d�r. Yani
α = −1

2
(k − 1), β = −1

4
(k + 2)2

Burdan da
ν(x, τ) = e−

1
2
(k−1)x− 1

4
(k+1)2τu(x, τ) (3.33)

elde ederiz. Buradan da

u(x, τ) = e
1
2
(k−1)x− 1

4
(k+1)2τν(x, τ) ve

u0(x) = u(x, 0) = e
1
2
(k−1)xν(x, 0)

= e
1
2
(k−1)x max(ex − 1, 0)

= max(e
1
2
(k−1)xex − e

1
2
(k−1)x, 0)

= max(e
1
2
(k+1)x − e

1
2
(k−1)x, 0) (3.34)

denklemini elde ederiz. Is� denkleminin çözümünün

u(x, τ) =
1√
2πτ

∫ ∞
−∞

u0(s)e
−(x−s)2/4τds (3.35)

oldu§unu biliyoruz (Strauss 2008).

y = (s− x)/
√

2τ de§i³ken dönü³ümü yaparsak
√

2τdy = ds olur ve

u(x, τ) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

u0(x+ y
√

2τ)e−
1
2
y2dy
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denklemini elde ederiz.u0'in (3.34)'deki de§erini integralde yerine yazarsak

u(x, τ) =
1√
2π

∫ ∞
− x√

2τ

(e
1
2
(k+1)(x+

√
2τy) − e

1
2
(k−1)(x+

√
2τy))e−

1
2
y2dy

=
1√
2π

∫ ∞
− x√

2τ

(e
1
2
(k+1)(x+

√
2τy)e−

1
2
y2dy − 1√

2π

∫ ∞
− x√

2τ

e
1
2
(k−1)(x+

√
2τy))e−

1
2
y2dy

= I1 − I2

elde ederiz. �imdi I1 ve I2 integrallerini ayr� ayr� hesaplayal�m. I1 için üstel fonksiyonun içini
kare aç�l�m� ³eklinde yaz�p (y− 1

2
(k+ 1)

√
2τ)2 = z dönü³ümünü ve birikimli normal da§�l�m

fonksiyonunun simetrili§ini kullanarak

I1 =
1√
2π

∫ ∞
− x√

2τ

e
1
2
(k+1)(x+

√
2τy)e−

1
2
y2dy

=
e

1
2
(k+1)x

√
2π

∫ ∞
− x√

2τ

e
1
4
(k+1)2τe−

1
2
(y− 1

2
(k+1)

√
2τ)2dy

=
e

1
2
(k+1)x+ 1

4
(k+1)2τ

√
2π

∫ ∞
− x√

2τ
− 1

2
(k+1)

√
2τ

e−
1
2
z2dz

=
e

1
2
(k+1)x+ 1

4
(k+1)2τ

√
2π

∫ x√
2τ

+ 1
2
(k+1)

√
2τ

−∞
e−

1
2
z2dz

= e
1
2
(k+1)x+ 1

4
(k+1)2τΦ(d1)

elde ederiz. Burada

d1 =
x√
2τ

+
1

2
(k + 1)

√
2τ ve Φ(x) =

1√
2π

∫ x

−∞
e−

1
2
s2ds

I2 = 1√
2π

∫∞
− x√

2τ

e
1
2
(k−1)(x+

√
2τy)e−

1
2
y2dy'nin hesaplanmas� da I1 ile ayn� sadece (k + 1) yerine

burada (k − 1) al�nacakt�r. Dolays� ile

I2 = e
1
2
(k−1)x+ 1

4
(k−1)2τΦ(d2); d2 =

x√
2τ

+
1

2
(k − 1)

√
2τ

olur. �imdi u(x, τ)'nun bu de§erini (3.33)'te yerine yazarsak

ν(x, τ) = e−
1
2
(k−1)x− 1

4
(k−1)2τ

(
e

1
2
(k+1)x+ 1

4
(k+1)2τΦ(d1)− e

1
2
(k−1)x+ 1

4
(k−1)2τΦ(d2)

)
= exΦ(d1)−e−kτΦ(d2)

(3.36)
elde ederiz. Son denklemde de ba³ta yapt�g�m�z dönü³ümlerden

ex = logS/K, τ =
1

2
σ2(T − t), k = 2r/σ2 ve C = Kν(x, τ)

de§erleini yerine yazarsak

d1 =
logS/K + (r + 1

2
σ2)(T − t)

σ
√
T − τ

; d2 =
logS/K + (r − 1

2
σ2)(T − t)

σ
√
T − τ
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ve

C = SΦ(d1)−Ke−r(T−t)Φ(d2)

Black-Scholes formülünü elde ederiz.
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4 BAR�YER OPS�YONLARI

Bariyer Opsiyonlar� en basit ve en çok al�n�p-sat�lan sürekli zamanl� egzotik opsiyonlardan-
d�r. Vanilla al�m veya sat�m opsiyonlar�yla ayn� ödeme fonksiyonuna (payo�) sahiptirler fakat
ödeme fonksiyonlar� çok tesadü�dir. Tesadü�lik hisse senedinin bariyeri geçip geçmemesine
ba§l�d�r. Neden Bariyer Opsiyonlar�? Koruma amaçl� herhangi bir özel avantajlar sa§lamazlar
(daha komplike egzotik opsiyonlar�n korunmas� hariç). Fakat bu opsiyonlar vanilla opsiyon-
lar�ndan daha ucuzdurlar. Dolays� ile spekülatörün hisse senedi �yat�n�n yükselece§i veya
dü³ece§i konusunda kuvvetli bir tahmini varsa bariyer opsiyonlar� ile daha çok kar elde eder.
Örne§in hisse senedinin büyük oranda yükselece§ini ve bir müddet dü³meyece§ini tahmin
eden spekülatör A³a§�-D�³ar� al�m opsiyonu sat�n alabilir.(Joshi 2010)

4.1 BAZI TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu k�s�mda bariyer opsiyonlar�n� prim �yatlar�n� hesaplamak için gerekli olan baz� tan�m ve
teoremler verilecektir (Elliott and Kopp 1998, pp.172-179).

(Ω,F ,P) olas�l�k uzay� üzerinde tan�ml� bir (Bt)t≥0 Brown devinimini ele alal�m. Bt√
t
'nin

standart normal da§�l�ma sahip oldugunu biliyoruz ve

P (Bt ≤ x) = Φ

(
x√
t

)
,

burada

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−

t2

2 dt

standart normal da§�l�m�n kümülatif yo§unluk fonksiyonunu gösterir. Dolay�s� ile,

P (Bt ≥ x) = 1− P (Bt ≤ x) = 1− Φ

(
x√
t

)
= Φ

(
− x√

t

)
(4.1)

(normal da§�l�m�n simetrikli§inden.)

�imdi gerçel de§erli herhangi bir X stokastik sürecinin maksimum ve minimumlar�n� s�-
ras�yla,

MX
t = max

0≤s≤t
Xs, mX

t = min
0≤s≤t

Xs

ile ifade edelim.

µ ve σ sabit parametreler olmak üzere X stokastik süreci aça§�daki gibi tan�mlan�rsa,

Xt = µt+ σBt (4.2)

(aritmetik Brown Devinimi)

P (Bt ≤ x) = Φ

(
x− µt
σ
√
t

)



olur. Ayr�ca
−Xt = (−µ) t+ σ (−Bt)

oldu§undan ve (−Bt) de bir Brown devinimi oldu§undan −X ve X ayni forma sahip ras-
sal(stokastik) süreçlerdir.

Ayr�ca, herhangi bir y ∈ {Xs : 0 ≤ s ≤ t} için y ≤ MX
t oldu§undan −MX

t ≤ −y yani
−MX

t = m−Xt olur. Ba³ka bir deyi³le

mX = −MX

olur. Bu yüzden sadece MX-i ele almak yeterlidir.

�imdi, {
BT ≤ b,MB

T > c
}
, T > 0

olay�n� ele alal�m. "Yans�ma ilkesi" nden dolay� T zaman�ndan önce c seviyesine de§ip T
an�nda b seviyesinin alt�nda kalan her yol (path) için T an�nda c seviyesini geçen ve 2c − b
seviyesinin üzerinde bir seviyeye gelen ba³ka bir yol vardir. Dolays�yla, (4.1)'�n yard�m�yla

P
(
BT ≤ b,MB

T > c
)

= P (BT > 2c− b) = Φ

(
b− 2c√

T

)
olur.

�imdi, BT ve MB
T -nin bile³ik olas�l�k da§�l�m foknsiyonunu hesaplayal�m.

FB (T, b, c) = P
(
BT ≤ b,MB

T ≤ c
)

= P (BT ≤ b)− P
(
BT ≤ b,MB

T > c
)

= Φ

(
b√
T

)
− Φ

(
b− 2c√

T

)

c < 0 ve b < 0 için FB (T, b, c) = 0 ve c > 0, B ≥ c için

FB (T, b, c) = Φ

(
c√
T

)
− Φ

(
− c√

T

)
olur. (B'nin süreklili§inden.)

Buradan da b'ye ve c'ye göre türev al�rsak
(
BT ,M

B
T

)
'nin olas�l�k yo§unluk fonksiyonu

fB (T, b, c) =
2(2c− b)
T
√
T

φ

(
2c− b√

T

)
(4.3)

olur.

Burada, φ(x) = 1√
2π
e
−x2
2 standart normal da§�l�m�n olas�l�k yo§unluk fonksiyonudur.
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�imdi, Xt = µt+Bt formülü ile verilmi³ X stokastik sürecini ele alal�m.

Zt = exp
{
−µBt − 1/2µ2t

}
= exp

{
−µXt + 1/2µ2t

}
üstel süreç olsun. Yeni olas�l�k ölçümü de Pµ

dPµ

dP
|Ft = Zt

ile verilmi³ olsun ve c ≥ 0 ve b ≤ 0 oldu§unu varsayal�m. Girsanov Teoreminden Xt, Pµ
alt�nda standart Brown devinimidir ve

(
XT ,M

X
T

)
'in Pµ alt�ndaki da§�l�m� ile

(
BT ,M

B
T

)
'nin

P alt�ndaki da§�l�m� ayn�d�r. Bu durumda, Pµ'ye göre beklenen de§eri Eµ [·] ile gösterilirse
A =

{
Xt ≤ b,MX

t ≤ c
}
olay� için

FX (T, b, c) = E [IA] = Eµ
[
Z−1T IA

]
= Eµ

[
exp

{
µXT − 1/2µ2T

}]
olur. f(x) (4.3) denklemi ile verilmi³se

FX (T, b, c) =

∫ c

0

∫ b

−∞
exp

{
µz − 1

2
µ2T

}
f (T, z, y) dzdy

=

∫ b

−∞
exp

{
µz − 1

2
µ2T

}
1√
T

[
φ

(
z√
T

)
− φ

(
z − 2c√

T

)]
=

∫ 0

−∞
exp

{
µ (b+ z)− 1

2
µ2T

}
1√
T

[
φ

(
b+ z√
T

)
− φ

(
b+ z − 2c√

T

)]
= exp

{
µb− 1

2
µ2T

}
(Ψ(b)−Ψ(b− 2c))

burada,

Ψ(b) =
1√
T

∫ 0

−∞
exp {µz}φ

(
b+ z√
T

)
dz

=
1√
2πT

∫ 0

−∞
exp

{
µz −

(
b+ z

T

)2
}
dz

= exp

{
−µb+

1

2
µ2T

}
Φ

(
b− µT√

T

)

Sonuç olarak,

FX (T, b, c) = Φ

(
b− µT√

T

)
− e2µcΦ

(
b− 2c− µT√

T

)
(4.4)

Tekrar b'ye ve c'ye göre türev al�rsak
(
XT ,M

X
T

)
'in yo§unluk fonksiyonu

fB (T, b, c) =
2(2c− b)
T
√
T

φ

(
2c− b√

T

)
eµb−

1
2
µ2T (4.5)
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olur. �imdi de,
Yt = µt+ σBt, σ > 0

sürecini ele alal�m ve F Y (T, b, c) = P
(
Yt ≤ b,MY

T ≤ c
)
³eklinde ifade edelim.

X̂t =
1

σ
Yt =

µ

σ
t+Bt

olsun. O halde (4.4)'ü kullanarak

F Y (T, b, c) = P
(
YT ≤ b,MY

T ≤ c
)

= P
(
X̂t ≤

b

σ
,M X̂

T ≤
c

σ

)
= Φ

(
b− µT
σ
√
T

)
− e2µcσ−2

Φ

(
b− 2c− µT

σ
√
T

)
(4.6)

elde ederiz. Ayr�ca,
(
YT ,M

Y
T

)
'in bile³ik yo§unluk fonksiyonu da

fY (T, b, c) =
2(2c− b)
σT
√
T

φ

(
2c− b
σ
√
T

)
e(µb−

1
2
µ2T)σ−2

(4.7)

olur.

Lemma 4.1 τYy = inft≥0 {t : Yt ≥ y} "ilk çarpma an�" olsun. O zaman,

P
(
τYy > T

)
= Φ

(
y − µT
σ
√
T

)
− exp

{
2µy

σ2

}
Φ

(
−y − µT
σ
√
T

)
�spat: {

ω : τYy (ω) > t
}

=
{
ω : MY

t (ω) < y
}

oldu§u aç�kt�r. O halde,

P
(
τYy > T

)
= P

(
ω : MY

T (ω) < y
)

= P
(
ω : YT < y,MY

T < y
)

= F Y (T, y, y)

�

�imdi de buraya kadar yapt�klar�m�z� hisse senedi �yatlar� için yapal�m. Hisse senedi
�yatlar��n�n Geometrik Brown Devinimi ile verildi§ini varsayal�m.1 S(t) hisse senedinin t
an�ndaki �yat� olsun. O halde, S(t) a³a§�daki stokastik diferansiyel denklemi sa§lar.

dS (t) = µS (t) dt+ σS (t) dB (t)

Burada Bt, (Ω,F ,P) olas�l�k uzay� üzerinde tan�ml� standart Brown Devinimidir.

1Hisse senedi �yat� yerine herhangi bir �nansal varl�§�n �yat� da al�na bilir.
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Pθ risk-nötr olas�l�k ölçümü ve W θ, Pθ alt�ndaki Brown devinimi olsun ve Bt ile ili³kisi
³u ³ekilde verilmi³ olsun

dW θ
t = θdt+ dBt, θ =

µ− r
σ

O zaman, Pθ alt�nda
dSt = rStdt+ σStdW

θ
t

olur. Buradan da,

St = S0 exp

{(
r − σ2

2

)
t+ σW θ

t

}
= S0e

Y
t ,

Yt =

(
r − σ2

2

)
t+ σW θ

t

olur. �imdi, St-nin maksimum ve minimumlar�n� s�ras�yla,

MS
T = max {St : 0 ≤ t ≤ T} , mS

T = min {St : 0 ≤ t ≤ T}

ile göstrelim. E§er,

MY
T = max {Yt : 0 ≤ t ≤ T} ve mY

T = min {Yt : 0 ≤ t ≤ T}

olursa,
MS

T = S0e
MY
T mS

T = S0e
mYT

oldu§u aç�kt�r.

Lemma 4.2 (i)H > K > 0 için

Pθ(ST ≤ K,MS
T ≤ H) = Φ

(
log(K

S0
)− (r − σ2

2
)T

σ
√
T

)
−
(
H

S

) 2r
σ2
−1

Φ

(
log(KS0

H2 )− (r − σ2

2
)T

σ
√
T

)
ve

(ii)H ≤ K için

Pθ
(
ST ≤ K,MS

T ≤ H
)

= Φ

(
log(H

S0
)− (r − σ2

2
)T

σ
√
T

)
−
(
H

S

) 2r
σ2
−1

Φ

(
log(S0

H
)− (r − σ2

2
)T

σ
√
T

)

olur.

�spat: (i) Brown Deviniminin süreklil§ini ve

ST ≤ K ⇔ S0e
Y
T ≤ K ⇔ YT ≤ log

(
K

S0

)

MY
T ≤ H ⇔ S0e

MY
T ≤ H ⇔MY

T ≤ log

(
H

S0

)
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ba§�nt�lar�n� göz önünde bulundurursak,

Pθ
(
ST ≤ K,MS

T ≤ H
)

= Pθ
(
ST < K,MS

T < H
)

= Pθ
(
YT < log

(
K

S0

)
,MY

T < log

(
H

S0

))
Buradan da (4.6)'da b = log

(
K
S0

)
, log

(
H
S0

)
ve µ = (r − σ2

2
) al�rsak sonuç ç�kar.

(ii) E§er H ≤ K olursa, o zaman

Pθ
(
ST ≤ K,MS

T ≤ H
)

= Pθ
(
ST ≤ H,MS

T ≤ H
)

özel durumuna dönü³ür. Buradan da kolayl�kla sonuca ula³�l�r. �

Lemma 4.3 (i) K > H için,

P θ
(
ST ≥ K,mY

T ≥ H
)

= Φ

(
log(S0

K
) + (r − σ2

2
)T

σ
√
T

)
−
(
H

S

) 2r
σ2
−1

Φ

(
log H2

KS0
+ (r − σ2

2
)T

σ
√
T

)
(ii) K ≤ H için

Pθ
(
ST ≥ K,mS

T ≥ H
)

= Φ

 log
(
S0

H

)
+
(
r − σ2

2

)
T

σ
√
T

−(H
S

) 2r
σ2
−1

Φ

 log
(
H
S0

)
+
(
r − σ2

2

)
T

σ
√
T


olur.

�spat: (i)K > H

Pθ(ST ≥ K,mS
T ≥ H) = Pθ

(
YT ≥ log(

K

S0

),mY
T ≥ log(

H

S0

)

)
= P θ(−YT ≤ log(

S0

K
),M−Y

T ≤ log(
S0

H
)),

−Yt = (−r + σ2

2
)t + σ(−Bt) ve (−Bt) de standart Brown Devinimi oldu§undan Yt ile −Yt

ayn� formdad�r. Dolaysiyla (4.6)'da,

µ =
(
−r + σ2

2

)
, b = log

(
S0

K

)
, c = log

(
S0

H

)
al�n�rsa sonuç ç�kar

(ii) K ≤ H durumu için (4.6)da K = H al�rsak sonuç ç�kar. �

Lemma 4.4 (i)H > K > 0 için,

Eθ
[
ST I{ST≤K,MS

T≤H}
]

= S0e
rT

[
Φ

(
log(K

S0
)− (r + σ2

2
)T

σ
√
T

)
−
(
H

S

)1+ 2r
σ2

Φ

(
log(KS0

H2 )− (r + σ2

2
)T

σ
√
T

)]
(ii)H ≤ K için,

Eθ
[
ST I{ST≤K,MS

T≤H}
]

= S0e
rT

[
Φ

(
log(H

S0
)− (r + σ2

2
)T

σ
√
T

)
−
(
H

S

)1+ 2r
σ2

Φ

(
log(S0

H
)− (r + σ2

2
)T

σ
√
T

)]
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�spat: (i) Γ(t) = exp
{
σW θ

t − 1
2
σ2t
}
olsun ve yeni olas�l�k ölçümünü

dP σ

dP θ
|Ft = Γ(t)

³eklinde tan�mlayal�m. Girsanov teoremine göre

dW σ = dW θ − σdt

diferansiyel denklemi ile verilmi³ (W σ) süreci Pσ alt�nda standart Brown devinimidir. Sonuç
olarak Pσ alt�nda,

Y (t) = (r +
σ2

2
)t+ σW σ(t).

olur. Doaly�s� ile A =
{
ST ≤ K,MS

T ≤ H
}
, B =

{
YT ≤ log(K

S0
),MY

T ≤ log(H
S0

)
}

olaylar�
için

Eθ[ST IA] = S0e
rTEσ [Γ(T )IB]

= S0e
rTEσ[IB]

= S0e
rTPσ(B)

31'den sonuç ç�kar.

(ii) bir önceki k�s�mda H = K al�n�rsa sonuç ç�kar. �

Lemma 4.5 (i) K > H için,

Eθ
[
ST I{ST≥K,mST≥H}

]
= S0e

rT

[
Φ

(
log(S0

K
) + (r + σ2

2
)T

σ
√
T

)
−
(
H

S

)1+ 2r
σ2

Φ

(
log( H2

KS0
) + (r + σ2

2
)T

σ
√
T

)]

(ii) K ≤ H için,

Eθ
[
ST I{ST≥K,mST≥H}

]
= S0e

rT

[
Φ

(
log(S0

H
) + (r + σ2

2
)T

σ
√
T

)
−
(
H

S

)1+ 2r
σ2

Φ

(
log(H

S0
) + (r + σ2

2
)T

σ
√
T

)]

�spat: Ispat� bir önceki Lemmayla ayn�d�r. �

4.2 BAR�YER OPS�YONLARININMART�NGALE YÖNTEM� �LE
F�YATLANDIRILMASI

Bu k�s�mda bariyer opsiyonlar�n�n Martingale yöntemi kullan�larak �yatland�r�lmas� yap�-
lacakt�r. Al�m Bariyer opsiyonlar�n�n prim �yatlar� Elliott and Kopp (1998, pp.180-182)
taraf�ndan hesaplanm�³, sat�m opsiyonlar� için çözüm yöntemi önerilmi³ fakat yap�lmam�³t�r.
Biz bu k�s�mda al�m opsiyonlar�n�n �yatlar�n� detayland�rd�k sat�m opsiyonlar�n�n �yatlar�n�
ise Elliott and Robert taraf�ndan verilen teknikleri kullanarak kendimiz ürettik.
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4.2.1 A³a§�-D�³ar� Al�m Opsiyonu

A³a§�-D�³ar� (Down and Out) Al�m opsiyonunu ele alal�m önce. Egzersiz �yat� K,vadeye
kadar kalan süre T ve bariyer seviyesi H olsun. Bu opsiyon türü hisse senedi �yat�n�n vade
sonuna kadar H seviyesinin alt�na dü³memesi durumunda vade sonunda opsiyon al�c�sc�na
opsiyonu önceden belirlenmi³ olan K �yat�ndan alma hakk� verir. Ama zorunluluk yüklemez.
Aksi durumda yani hisse senedi �yat� vade sonuna kadar bir kere bile H'�n alt�na dü³erse
opsiyon al�c�s� sadece "rebate" al�r. �imdi bu opsiyonun prim �yat�n� hesaplayal�m. E§er
"rebate" ödemesi s�f�r olursa bu opsiyonun vade sonundaki prim �yat�

V (T ) = max(ST −K, 0)I{mST≥H}

olur. U =
{
ST ≥ K,mS

T ≥ H
}
olsun. O halde "rebate"i s�f�r ve vadeye kadar kalan süresi T

olan "A³a§�-D�³ar�" opsiyonunun ³uanki beklenen �yat�

Vdo(0) = Eθ[e−rTV (T )|F0]

= Eθ[e−rTV (T )]

= e−rTEθ
[
(ST −K)I{ST≥K,mST≥H}

]
= e−rT

[
Eθ (ST IU)− Eθ (KIU)

]
= e−rTEθ [ST IU ]− e−rTEθ [KIU ]

olur. R�sk-nötral olas�l�k ölçüsü alt�nda risksiz faiz oran� ile iskonto edilmi³ �nansal varl�klar
martingale olu³turduklar�ndan yukar�daki denklemde ko³ullu beklenen de§erden beklenen
de§ere geçtik. �imdi K > H ve K ≤ H durumlar�n� ayr� ayr� inceleyelim.

I.Durum: K > H Lemma 3.3(i) ve lemma 3.5(i)'den dolay�

Vdo(K>H) = e−rTS0e
rT

[
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(
log(S0

K
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= S0

[
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(
log(S0
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√
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−
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− e−rTK
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)]
II.Durum: K ≤ H Bu durumda da Lemma 3.3(ii) ve lemma 3.5(ii)'den yaralan�rsak

Vdo(K≤H) = S0

[
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�imdi de "rebate" ödemesinin s�f�r olmad�§� duruma bakal�m: Bu durumda e§er T zaman�n-
dan önce herhangi bir anda hisse senedi H'�n alt�na dü³erse opsiyon al�c�s� o andan itibaren
hakk�n� kaybeder ve önceden belirlenmi³ olan "rebate" ödemesini al�r sadece. Bu yüzden
"rebate"'i hesaplaya bilmek için duraklama an�n�n (�rst passage time)olas�l�k yo§unluk fonk-
siyonuna ihtiyac�m�z var.

Tan�m 4.1 �lk Çarpma An�: X(t) bir rassal süreç ve a herhangi bir sabit olsun. X'in a'ya
ilk geldi§i an

τXa = inf
0≤s≤t

{t : Xt = a}

ile gösterilir.

�lk çarpma an�n�n olas�l�k yo§unluk fonksiyonu ise Lemma 3.1'de türev al�rsak

h(τ) =
1

στ
√

2πτ
e
−

1
2 (r−µτ)2

σ
√
τ

elde ederiz. Bu durumda rebate'in bugünkü de§eri:

VR =

∫ T

0

Re−rτh(τ)dτ

olur. Bu integrali çözersek

VR = R

[(
H

S

)α+

Φ

(
log
(
H
S

)
+ βT

σ
√
T

)
+

(
H

S
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(
log
(
H
S

)
− βT

σ
√
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)]
(4.8)

β =

√(
r − σ2

2

)2

+ 2rσ2, α± =
r − σ2

2
± β

σ2

elde ederiz. O halde "rebate" ödemesi s�f�r omayan bir "A³a§�-D�³ar�" al�m opsiyonunun prim
�yat�

Cdo(K>H) = Vdo(K>H) + VR

= S0

[
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elde edilir. Ikinci durum için ise

Cdo(K≤H) = Vdo(K≤H) + VR

= S0
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√
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olur.

4.2.2 A³a§�-�çeri Al�m Opsiyonu

A³a§�-�çeri al�m opsiyonu, hisse senedi �yat� herhangi bir t ≤ T zaman�nda önceden belirlen-
mi³ bariyer seviyesi olan H'�n alt�na dü³mesi durumunda opsiyon al�c�s�na vade sonunda yani
T zaman�nda hisse senedini "vade sonu �yat�" diye adland�r�lan K �yat�ndan alma hakk�
sa§lar, fakat zorunluluk yüklemez. Aksi durumda opsiyon al�c�s� sadece "rebate" al�r. Bunu
da R ile gösterece§iz. �imdi, bu opsiyonun prim �yat�n� hesaplayal�m. E§er hisse senedi en
az bir kere bariyer seviyesi olan H'�n alt�na dü³erse, opsiyon standart Avrupa tipi al�m op-
siyonuna dönüçür ve dolays�yla vade sonundaki prim �yat� max(ST −K, 0) olur.

�imdi içerisinde ayn� hisse senedi üzerine yaz�lm�³ ayn� egzersiz �yat�na,ayn� bariyer seviye-
sine ve ayn� vadeye sahip birer A³a§�-�çeri ve A³a§�-D�³ar� al�m opsiyonlar� olan bir portföy
dü³ünelim. Ve her iki opsiyonun da rebate ödemelerini s�f�r oldu§unu kabul edelim ilk ba³ta.
Bu durumda vade sonunda iki opsiyondan sadece bir tanesi "hayatta" iken di§eri "knock
out" olmu³ olacakt�r. Çünkü hisse senedi vade sonuna kadar bariyerin alt�na hiç dü³mezse
A³a§�-�çeri opsiyonu hiç de§er kazanmazken A³a§�-D�³ar� opsiyonunun �yat� vade sonu �ya-
t�na yani max(ST−K, 0) e³it olacakt�r. E§er vade sonundan önce herhangi bir anda bariyerin
alt�na dü³erse A³a§�-D�³ar� opsiyonu knock out olurken A³a§�-�çeri opsiyonu de§er kazan�r
ve �yat� et�k vade sonundaki �yata ba§l� olur. Yani bu durumda da �yat max(ST − K, 0)
olur. O halde, Bu iki opsiyonu �yatlar� aras�nda a³a§�daki gibi bir ba§�nt� vard�r.

C = Vdo + Vdi
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burada C Standart Avrupa Alim Opsiyonunun �yati'd�r. Buradan da K > H durumu için

Vdi(K>H) = C − Vdo(K>H)

= S0Φ
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K ≤ H durumu için

Vdi(K≤H) = C − Vdo(K≤H)
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A³a§�-�çeri al�m opsiyonu için rebate s�f�rdan farkl� olursa, vade sonuna kadar hisse senedi
�yat� bariyerin alt�na hiç dü³memi³ olursa opsiyon al�c�s� opsiyonu alamaz sadece önceden
belirlenmi³ olan rebate ödemesini alm�³ olur. Bu durumda rebate'i s�f�r olmayan A³a§�-�çeri
al�m opsiyonunun ³uanki prim �yat�na rebate'i de ekelememiz gerekir. Hisse senedi �yat�n�n
H'�n alt�na hiç dü³memesi durumu

{
mS
T ≥ H

}
olay�na denktir. Dolay�s� ile, R 6= 0 rebate

de§erine sahip A³a§�-�çeri al�m opsiyonunun ³uanki prim �yat�

Cdi(K>H) = Vdi(K>H) + Eθ
(
e−rTRI{mST≥H}

)
Cdi(K≤H) = Vdi(K≤H) + Eθ

[
e−rTRI{mST≥H}

]
olur. Ayr�ca, {

mS
T ≥ H

}
=
{
ST ≥ H,mS

T ≥ H
}
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ve

Eθ
[
e−rTRI{mST≥H}

]
= Re−rTPθ(I{mST≥H})

= Re−rT
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oldu§undan
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olur.

K ≤ H durumu için de ayn� preosedürü uygularsak
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4.2.3 Yukar�-D�³ar� Al�m Opsiyonu

Yukar�-D�³ar� al�m opsiyonu hisse senedi �yat�n�n vade sonuna kadar yükselerek bariyeri
a³mamas� durumunda vanilla al�m opsiyonu gibi davranan,yani opsiyon al�c�c�s�na hisse se-
nedini önceden belirlenmi³ olan uygulama �yat� dedi§imiz K �yat�ndan alma hakk� veren
fakat vade içerisinde üst bariyeri a³mas� durumunda s�f�rlanan veya sadece "rebate" (rebate
s�f�rdan farkl�ysa) ödeyen Avrupa tipi bir opsiyondur. �imdi bu opsiyon türünün bugünkü
prim �yat�n� yine yukar�daki yöntemle bulmaya çal�³aca§�z. Di§er opsiyonlarda yapt�§�m�z
gibi bu opsiyonun da önce s�f�r rebate'li olan�n�n �yat�n� hesaplayal�m. Bu durumda opsiyo-
nun vade sonundaki (T an�ndaki) �yat� ve bugünkü beklenen �yat� s�ras�yla

V (T ) = max(ST −K, 0)I{MS
T≤H} ve V (0) = Eθ

[
e−rTV (T )|F(0)

]
olur. Buradan da

V (0) = Eθ
[
e−rT max(ST −K, 0)I{MS

T≤H}|F(0)
]

= e−rTEθ
[
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]
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[
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]
−Ke−rTEθ

[
I{ST≥K,MS

T≤H}
]

(4.9)
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�imdi V =
{
ST ≥ K,MS

T ≤ H
}
olsun. O zaman

IV = I{MS
T≤H} − I{ST≤K,MS

T≤H} = I{ST≤H,MS
T≤H} − I{ST≤K,MS
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olur. O zaman
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]

olur. Bu denklemleri (4.9)'de yerine yaz�p Lemma 3.2 ve Lemma 3.4'ü kullan�rsak H > K
ve H ≤ K durumlar� için ayr� prim �yatlar�n� hesaplayab�l�r�z.

(i) H > K durumu için.
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(4.10)

elde ederiz. E§er rebate s�f�rdan farkl� olmu³ olursa bu durumda A³a§�-D�³ar� al�m opsiyo-
nunda hesaplad�§�m�z rebate'in bugünkü beklenen de§erini de opsiyon �yat�na eklememiz
gerekir. Yani rebate s�f�rdan farkl� olursa

Cuo(H>K) = Vuo(H>K) + VR
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Buradan da
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elde edilir.

�imdi H ≤ K durumunu ele alal�m. Bu durumda vade sonunda hisse senedi �yat�n�n uygu-
lama �yat�n�n yani K'in üzeründe bir de§er almas� için bariyer seviyesini de a³m�³ olmas�
gerekir fakat bu durumda opsiyon de§ersiz hale geldi§inden opsiyon al�c�s� sadece rebate
ödemesini al�r veya rebate s�f�rsa opsiyona ba³ta ödemi³ oldu§u primi tamamen yanm�³ olur.
Dolays� ile
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olur.

4.2.4 Yukar�-�çeri Al�m Opsiyonu

Yukar�-�çeri al�m opsiyonu hisse senedi �yat�n�n yükselerek bariyer seviyesini a³mas� duru-
munda de§er kazanarak vanilla al�m opsiyonuna dönü³tü§ü aksi durumda yani vade sonuna
kadar bariyer seviyesinin üstüne ç�kamamas� durumunda ise kontratta rebate s�f�rdan farkl�
de§ilse e§er opsiyon al�c�s�na sadece rebate kazand�ran Avrupa tipi opsiyon türüdür. Bu op-
siyon türünün prim �yat�n� (Cui) hesaplamak için daha önce A³a§�-D�³ar� ve A³a§�-�çeri
opsiyonlar aras�nda belirtti§imiz ba§�nt�y� kullanca§�z. Ayn� vadeye, uygulama �yat�na ve
Bariyer seviyesine sahip rebate'leri s�f�r olan Yukar�-�çeri ve Yukar�-D�³ar� al�m opsiyonlar�n-
dan vade sonunda sadece bir tanesi de§erli olabilece§inden

Vuo + Vui = C
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olur. Yani

Vui(H>K) = C − Vuo(H>K)

= S0Φ
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(4.11)

ve

Vui(H≤K) = C−Vuo(H≤K) = C−0 = C = S0Φ

(
log(S0

K
) + (r + σ2

2
)T

σ
√
T

)
−e−rTKΦ

(
log(S0

K
) + (r − σ2

2
)T

σ
√
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)
(4.12)

�imdi de rebate de§erinin s�f�rdan farkl� oldu§unu varsayal�m. Bu durumda vade sonuna
kadar hisse senedi bariyer seviyesinin hep alt�nda kal�rsa (MS

T < H) o zaman opsiyon de§er
kazanmam�³ olur ve opsiyon al�c�s� sadece rebate ödemesi ile yetinmek zorunda kal�r. O halde
rebate de§eri s�f�rdan farkl� olan opsiyonun prim �yat�na rebate'i de eklememiz gerekir. Hisse
senedi �yat�n�n H'i a³mamas� durumu

{
MS

T ≤ H
}
olay�na denktir. Dolay�s� ile R 6= 0 rebate

de§erine sahip Yukar�-�çeri al�m opsiyonunun ³uanki prim �yat�

Cui(K>H) = Vui(K>H) + Eθ
(
e−rTRI{MS

T≤H}
)

Cui(K≤H) = Vui(K≤H) + Eθ
[
e−rTRI{MS

T≤H}
]

olur. Ayr�ca, {
MS

T ≤ H
}

=
{
ST ≤ H,MS

T ≤ H
}

ve buradan

Eθ
[
e−rTRI{MS

T≤H}
]

= Re−rTPθ(I{MS
T≤H})

= Re−rT

[
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(
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(
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(4.13)
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olur. Buradan da

Cui(H≤K) = S0Φ
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Prim �yatlar�n� elde etmi³ oluruz.

�imdi de sat�m opsiyonlar�n� inceleyelim. Sat�m opsiyonlar� (put) opsiyon al�c�s�na hisse se-
nedini vade sonunda önceden belirlenmi³ olan uygulama �yat�ndan satma hakk� verir fakat
zorunluluk yüklemez. O halde Standart Avrupa tipi sat�m opsiyonunun vade sonundaki �-
yat� V (T ) = max(K − ST , 0) olur. Buraya kadar inceledi§imiz tüm bariyer opsiyonlar�n�n
put versiyonlar� da mevcuttur ve ³imdi onlar�n �yatlar�n� hesaplamaya çal�³aca§�z.

4.2.5 A³a§�-D�³ar� Sat�m Opsiyonu

A³a§�-D�³ar� sat�m opsiyonu vade sonuna kadar hisse senedi �yat�n�n bariyerin alt�na dü³me-
mesi durumunda standart sat�m opsiyonuna dönü³en aksi durumda de§er kazanmayan veya
sadece rebate ödeyen opsiyonlard�r. E§er rebate s�f�r olursa A³a§�-D�³ar� sat�m opsiyonunun
vade sonu �yat�

Udo(T ) = max(K − ST , 0)I{mST≥H}
olur. Buradan

max(K − ST , 0)
{
mS
T ≥ H

}
) = max(ST −K, 0)

{
mS
T ≥ H

}
− (ST −K)

{
mS
T ≥ H

}
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yazabiliriz. Bu yüzden

Udo(0) = Eθ
[
e−rTUdo(T )

]
= Eθ

[
e−rT max(K − ST , 0)I{mST≥H}

]
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]
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]
= Vdo(0)− e−rTEθ

[
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]
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[
I{mST≥H}

]
(4.14)

ve I{mST≥H} = I{ST≥H,mST≥H} oldu§undan n = 1 veya n = 0 için

Eθ
[
(ST )nI{mST≥H}

]
= Eθ
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(ST )nI{ST≥H,mST≥H}

]
olur buradan da Lemma-3.5'i kullanarak

e−rTEθ
[
ST I{mST≥H}

]
= S0

[
Φ

(
log(S0

H
) + (r + σ2

2
)T

σ
√
T

)
−
(
H

S0

) 2r
σ2

+1

Φ

(
log(H

S0
) + (r + σ2

2
)T

σ
√
T

)]

e−rTKEθ
[
I{mST≥H}

]
= e−rTK

[
Φ

(
log(S0

H
) + (r − σ2

2
)T

σ
√
T

)
−
(
H

S0

) 2r
σ2
−1

Φ

(
log(H

S0
) + (r − σ2

2
)T

σ
√
T

)]
elde edilir. Bu degerleri de (4.14)'de yerine yazarsak

Udo(0) = Vdo(0)− S0
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(4.15)

elde ediliri. Buradan da H > K ve H ≤ K durumlar� için Vdo'�n de§erleri yerine yazarsak
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Udo(K≤H) = S0

[
Φ

(
log(S0

H
) + (r + σ2

2
)T

σ
√
T

)
−
(
H

S0

) 2r
σ2

+1

Φ

(
log(H

S0
) + (r + σ2

2
)T

σ
√
T

)]

− e−rTK

Φ

 log
(
S0

H

)
+
(
r − σ2

2

)
T

σ
√
T

− (H
S0

) 2r
σ2
−1

Φ

 log
(
H
S0

)
+
(
r − σ2

2

)
T

σ
√
T


− S0

[
Φ

(
log(S0

H
) + (r + σ2

2
)T

σ
√
T

)
−
(
H

S0

) 2r
σ2

+1

Φ

(
log(H

S0
) + (r + σ2

2
)T

σ
√
T

)]

+ e−rTK

[
Φ

(
log(S0

H
) + (r − σ2

2
)T

σ
√
T

)
−
(
H

S0

) 2r
σ2
−1

Φ

(
log(H

S0
) + (r − σ2

2
)T

σ
√
T

)]

elde ederiz. A³a§�-D�³ar� al�m opsiyonlar�nda oldu§u gibi A³a§�-D�³ar� sat�m opsiyonunda da
rebate ödemesi (s�f�rdan farkl� ise) hisse senedi �yat� bariyere çarpt�§� anda ödenir. Yani hisse
senedi �yat� bariyerin alt�na dü³tü§ü andan itibaren opsiyon geçerlili§ini kaybeder dolays�
ile ya knock-out olur tamamen yada opsiyon al�c�s� rebate ödemesini al�r sadece. Bu yüzden
sat�m opsiyonlar�n�n da rebate s�f�rdan farkl� olanlar�na A³a§�-D�³ar� al�m opsiyonundaki
rebate miktar�n�n ayn�s� eklenir.

4.2.6 A³a§�-�çeri Sat�m Opsiyonu

A³a§�-�çeri sat�m opsiyonu vade sonuna kadar hisse senedi �yat�n�n bariyerin alt�na dü³mesi
durumunda standart sat�m opsiyonuna dönü³en aksi durumda de§er kazanmayan veya sadece
rebate ödeyen opsiyonlard�r. E§er rebate s�f�r olursa A³a§�-�çeri sat�m opsiyonunun vade sonu
�yat�

Udi(T ) = max(K − ST , 0)
{
mS
T ≤ H

}
olur. A³a§�-�çeri sat�m opsiyonunun prim �yat� için al�m opsiyonlar�nda kulland�§�m�z tekni§i
kullanaca§�z. �öyle ki içerisinde ayn� hisse senedi üzerine yaz�lm�³ vadeye kalan süresi ve
egzersiz �yat� ayn� ve rebate ödemesi s�f�r olan bir tane A³a§�-Yukar� ve bir tane de A³a§�-
�çeri sat�m opsiyonu olan bir portföy dü³ünelim. Bu portföyün de§eri vanilla sat�m opsiyonu
ile ayn� olacakt�r. Çünkü vade sonunda opsiyonlardan bir tanesi knock-out olurken di§eri "in
money" olacakt�r. Dolays� ile

P = Udo + Udi

buradan da
Udi(K>H) = e−r(T−t)KΦ(−d2)− SΦ(−d1)− Udo(K>H)

Udi(K≤H) = e−r(T−t)KΦ(−d2)− SΦ(−d1)− Udo(K≤H)

elde edilir.

4.2.7 Yukar�-D�³ar� Sat�m Opsiyonu

Yukar�-D�³ar� sat�m opsiyonu, hisse senedi �yat�n�n vade sonuna kadar yükselerek bariyeri
a³mamas� durumunda vanilla sat�m opsiyonu gibi davranan,yani opsiyon al�c�c�s�na hisse se-
nedini önceden belirlenmi³ olan uygulama �yat� dedi§imiz K �yat�ndan satma hakk� veren,
hisse senedi �yat�n�n vade içerisinde üst bariyeri a³mas� durumunda ise s�f�rlanan veya sadece
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"rebate" (rebate s�f�rdan farkl�ysa) ödeyene Avrupa tipi bir opsiyondur. �imdi bu opsiyon
türünün bugünkü prim �yat�n� yine yukar�daki yöntemle bulmaya çal�³aca§�z. Di§er opsiyon-
larda yapt�§�m�z gibi bu opsiyonun da önce s�f�r rebate'li olan�n�n �yat�n� hesaplayal�m. Bu
durumda opsiyonun vade sonundaki (T an�ndaki) �yat� ve bugünkü beklenen �yat� s�ras�yla

V (T ) = max(K − ST , 0)I{MS
T≤H} ve V (0) = Eθ

[
e−rTV (T )|F(0)

]
olur. Buradan da

max(K − ST , 0)
{
MS

T ≤ H
}

) = max(ST −K, 0)
{
MS

T ≤ H
}
− (ST −K)

{
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}

yazabiliriz. Bu yüzden
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]
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(4.16)

ve I{MS
T≤H} = I{ST≤H,MS

T≤H} oldu§undan n = 1 veya n = 0 için
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olur buradan da Lemma 3.3 ve Lemma 3.5 yard�m�yla
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elde edilir. Bu degerleri de (4.16)'de yerine yazarsak

Uuo(0) = Vuo(0)− S0
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(4.17)

elde edilir. Buradan da H > K ve H ≤ K durumlar� için Vdo'�n de§erleri yerine yaz�larak
sonuç elde edilir.
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4.2.8 Yukar�-�çeri Sat�m Opsiyonu

Yukar�-�çeri sat�m opsiyonu vade sonuna kadar hisse senedi �yat�n�n yükselerek bariyerin
üstüne ç�kmas� durumunda standart sat�m opsiyonuna dönü³en aksi durumda de§er kazan-
mayan veya sadece rebate ödeyen opsiyonlard�r. E§er rebate s�f�r olursa Yukar�-�çeri sat�m
opsiyonunun vade sonu �yat�

Uui(T ) = max(K − ST , 0)I{MS
T≥H}

Az önce A³a§�-D�³ar� ve A³a§�-�çeri sat�m opsiyonlar� için uygulad�§�m�z denklemi burada da
uygularsak

Uui(K>H) = e−r(T−t)KΦ(−d2)− SΦ(−d1)− Uuo(K>H)

Uui(K≤H) = e−r(T−t)KΦ(−d2)− SΦ(−d1)− Uuo(K≤H)

elde ederiz.

4.3 BAR�YER OPS�YON F�YATLARININ D�FERANS�YEL DENK-
LEM YOLU �LE HESAPLANMASI

4.3.1 A³a§�-D�³ar� Al�m Opsiyonu

E§er hisse senedi �yat� Bariyer seviyesini vade boyunca geçmezse vade sonunda al�m opsiyonu
gibi davran�r ve ödeme fonksiyonu max(ST −K) olur. E§er vade sonuna kadar en az bir kere
bariyeri geçerse ve "rebate" s�f�rsa o zaman opsiyon bariyeri geçtigi anda de§ersiz hale gelir.
�imdi K > H durumunu inceleyelim. S > H oldugu müddetçe bu opsiyon al�m opsiyonu
ile ayn� ödemeye sahip olaca§�ndan Black-Scholes denklemini sa§layacakt�r ve V (S, T ) =
max(S − K, 0), S → ∞, V (S, t) = S olacakt�r. Bu opsiyon türünün �yat�n�n vanilla al�m
opsiyonundan tek fark� ikinci s�n�r de§er ko³uludur. Yani V (0, t) = 0 yerine V (H, t) =
0 olacakt�r. Aç�k bir �yat formülü için yine daha önce yapt�§�m�z de§i³ken dönü³umlerini
yapacag�z.

S = Kex, t = T − 2τ

σ2
, V = Kν(x, τ) ve ν(x, τ) = eαx+βτu(x, τ)

oyle ki, α = −1
2
(k − 1), β = −1

4
(k + 1)2 ve k = 2r

σ2 . Bu yeni de§i³kenlerle bariyer de
x0 = logH/K formuna dönü³ür. Ve Black-Scholes diferansiyel denklemi de

∂u

∂τ
=

∂2u

∂x2
(4.18)

u(x, 0) = max
(
e

1
2
(k+1)x − e

1
2
(k−1)x, 0

)
= u0(x), x ≥ x0 (4.19)

u(x, t) ≈ e(1−α)x−βτ , x→∞ (4.20)

u(x0, t) = 0 (4.21)

haline gelir. Bu (4.21)'in �s� transferi cinsinden kar³�l�§� yar�-sonsuz bir çubuk üzerinde
x = logH/K noktas�ndaki s�cakl�k ak�³� 0 s�cakl�kta sabitlenmesidir.
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Çubuk üzerindeki �s� da§�l�m� kullan�lan kordinat sisteminden etkilenmez bu yüzden (4.21)
denklemi x'ten x+x0 olan öteleme veya x'ten−x'e olan yans�ma alt�nda de§i³mezdir(invariant).
Dolays�yla e§er u(x, τ) (4.18)'in bir çözümü ise herhangi bir x0 sabiti için u(x + x0, τ)
ve u(−x + x0, τ) da birer çözümdürler. Görüntüler (images) yöntemiyle yar�-sonsuz (semi-
in�nite) problemin çözümüne önce e³it ve z�t ba³lang�ç s�cakl�k da§�l�m�na sahip iki yar�-
sonsuz problemden olu³an sonsuz problemi çözerek ba³l�yoruz. Toplam etki birle³me nokta-
s�nda s�f�rlan�yor.

Bu metodu bariyer opsiyonlar�na uygulayabiliriz. Baslang�ç veriyi x0 = logH/K (iki
çubu§un birle³me noktas�) noktas�na göre yans�tarak cözüyoruz. Dolays� ile (4.18)-(4.21)'u
x0 < x <∞ çözmek yerine (4.18)'i bütün x'ler için fakat

u(x, 0) = u0(x)− u0(2x0 − x)

ba³lang�ç ko³uluna göre çözece§iz. Yani

u(x, 0) =

{
max(e

1
2
(k+1)x − e 1

2
(k−1)x, 0) x > x0

− max(e
1
2
(k+1)(x0− 1

2
x) − e 1

2
(k−1)(x0− 1

2
x), 0) x < x0

Bu yolla u(x0, 0) = 0'i garantilemi³ oluyoruz. �imdi

C(S, t) = Keαx+βτu1(x, τ) (4.22)

denkleminin ayn� uygulama �yat� ve vadeye sahip vanilla opsiyonunun (bariyersiz) �yat�
oldu§unu varsayal�m. O halde bu de§er Black-Scholes denklemi ile verilir ve u1(x, τ) �s�
denkleminin çözümüdür. Bu yüzden

u1(x, τ) = e−αx−βτu1(x, τ)C(S, t)/K

olur. �imdi de bariyer opsiyonunun de§erini

V (S, t) = Keαx+βτ (u1(x, τ) + u2(x, τ))

³eklinde yaz�yoruz. Burada u2(x, τ) antisimetrik verilerle verilmi³ problemin çözümüdür. Bu
problemin çözümü de (4.18)'in öteleme ve yans�ma alt�nda de§i³mezli§i kullan�larak u1 cin-
sinden bulunabilir. Bunun için

u2(x, τ) = −u1(2x0 − x, τ)

= −e−α(2 log(H/K)−log(S/K))−βτC(X2/S, t)/K

olmal�d�r. Çünkü x yerine 2x0 − x yazmakla S yerine H2/S yazmak ayn�d�r. Sonuç olarak
tüm bunlar� bir araya getirirsek ve çözümü tamamen S ve t cinsinden yazarsak

V (S, t) = C(S, t)−
(
S

H

)−(k−1)
C(H2/S, t)

Buradan V (H, t) = 0 oldu§u a³ikard�r. Bu denklemin �s� denklemini ve s�n�r ko³ullar�n�
sa§lad�§� da kolayl�kla do§rulanabilir.
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4.3.2 A³a§�-�çeri Al�m Opsiyonu

A³a§�-�çeri Al�m Opsiyonu hisse senedi �yat�n�n vade sonuna kadar bariyer seviyesinin alt�na
hiç dü³memesi durumunda de§ersiz olan bu seviyeyi bir kere geçti§i durumunda vanilla al�m
opsiyonu gibi davranan opsiyon türüdür.

�imdi Avrupa tipi a³a§�-içeri al�m opsiyonunun �yat�n� hesaplayal�m ve bu �yat� yine V (S, t)
ile, ayn� vadeye ve uygulama �yat�na sahip vanilla al�m opsiyonunun �yat�n� da C(S, t) ile
gösterelim. A³a§�-�çeri al�m opsiyonu da Black-Scholes denklemini sa§layacakt�r sadece nihai
ve s�n�r ko³ullar� farkl� olacakt�r.

Bariyer seviyesi k�r�ld�§� andan itibaren opsiyon vanilla al�m opsiyonuna dönü³ecektir ve
Black-Scholes denklemini sa§layacakt�r. E§er S → ∞ ise opsiyon de§eri s�f�rd�r çünkü S'in
de§eri büyüdükçe bariyerin alt�na dü³me olas�l�§� s�f�ra yakla³�r. Bu yüzden s�n�r ko³ullar�n-
dan bir tanesi

S →∞ ise V (S, t)→ 0

ko³ulu,

E§er vade sonuna kadar S > H olursa opsiyon de§ersiz olarak sonuçlan�r. Bu yüzden ba³ka
bir s�n�r ko³ulumuz da 2

V (S, T ) = 0

ko³ulu,

Son olarak e§er herhangi bir t < T an�nda S ≤ H olursa o zaman da opsiyon vanilla
al�m opsiyonuna dönü³ür yani bu durumda da

V (H, t) = C(H, t)

ko³uludur.

Sonuç olarak a³a§�-içeri al�m opsiyonunun prim �yat�n�n aç�k formülü

V (S, t) = C(S, t)− V (S, t)

³eklindedir. Black-Scholes denklemi ve s�n�r ko³ullar lineer oldu§undan V 'nin

V (S, T ) = C(S, T )− V (S, T ) = C(S, T ) = max(S −K, 0)

nihai ko³ulu ve

V (S, t) = C(S, t)−V (S, t) ≈ S−0 = S, S →∞V (H, t) = C(H, t)−V (H, t) = C(H, t)−C(H, t) = 0

s�n�r ko³ullar� ile Black-Scholes denklemini sa§l�yor olmas� gerekir. Bu da a³a§�-d�³ar� bariyer
opsiyon �yat�n� verir. Dolays�yla ayn� vadeye ve uygulama sahip a³a§�-d�³ar� ve a³a§� içeri
opsiyon �yatlar�n�n toplam� vanilla al�m opsiyonunun �yat�n� verir. Finansal bak�³ aç�s�n-
dan da bunun nedeni iki opsiyonlardan sadece bir tanesinin vade sonunda aktif olabilece§i
gerçe§idir.

2E§er kontratta Z 6= 0 bir "rebate" belirtilmi³se o halde V (S, T ) = Z olur.
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5 SONUÇ

Bu çal�³mada opsiyonlar ile ilgili temel tan�mlar yap�ld�, opsiyonlar�n �nans piyasas�ndaki
öneminden bahsedildi sonra opsiyonlar�n �yatland�r�lmas�nda önemli yere sahip olan Black-
Scholes modelinin varsay�mlar� ve bu modeli etkileyen parametreler incelendi, Black-Scholes
modeli varsay�mlar� alt�nda Black-Scholes denklemi denen lineer, parabolik k�smi diferansiyel
denklemini sa§layan her hangi bir �nansal varl�§�n kendini �nanse etti§i gösterildi.

Dört farkl� matematiksel yöntem; martingale yöntemi, diferansiyel denklemler, indirgeme
metodu ve risk nötral parametreler metodu ile Black-Scholes formülünün elde edili³i ince-
lendi. Bu yöntemler �nansal aç�dan de§il matematiksel aç�dan ele al�nd�. Yani, amaç bu
yöntemleri bir biri ile k�yaslay�p daha etkili olan�na karar vermek de§il bir problemin bir kaç
farkl� matematiksel yöntemle çözülebildi§ini göstermekti.

Daha sonra ise temel Bariyer opsiyonlar�n�n tan�mlar� yap�ld� standart vanilla opsiyonlar�
ile aralar�ndaki farklardan bahsedildi, Bariyer opsiyonlar�n�n �nans piyasas�ndaki önemin-
den bahsedildi. Tek bariyerli bariyer opsiyonlar�n�n prim �yatlar� iki farkl� matematiksel
yöntemle hesapland�. Martingale yöntemi ile Bariyer opsiyonlar�n�n tamam�n�n prim �yat-
lar� için analitik formüller elde edilirken diferansiyel denklemler yolu ile sadece A³a§�-D�³ar�
ve A³a§�-�çeri al�m opsiyonlar�n�n prim �yatlar� hesaplan�ld�. Biz bu yöntemlerden martin-
gale yöntemini inceledi§imiz kaynaklrda eksik b�rak�lm�³ problemlere, sat�m opsiyonlar�na da
uygulayarak hem Bariyer al�m hem de Bariyer sat�m opsiyonlar�n�n tamam�n�n prim �yat-
lar� için analitik formüller elde ettik ve inceledi§imiz ba³ka kaynaklarlardaki sonuçlarla kendi
sonuçlar�m�z� k�yaslad�k.

Diferansiyel denklemler metodu da kullan�larak yukar� al�m ve tüm sat�m Bariyer opsiyonlar�
için analitik formüller elde edilebilir. Ayr�ca, söz konusu tekniklerle iki ve ikiden fazla bariyeri
olan Bariyer opsiyonlar�n�n prim �yatlar� için analitik formüller elde edilebilir.
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EKLER

Ek A.1

Temel Tan�mlar ve Teoremler

Tan�m 5.1 (Ω,F ,P) olas�l�k uzay� olsun. E§er ω'ya ba§l� W (t), t ≥ 0 sürekli fonksiyonu
a³a§�daki ko³ullar� sa§l�yorsa W (t)'ye Brown Devinimi veya Brown Hareketi denir.

1. W (0) = 0

2. Her 0 = t0 < t1 < · · · < tm için

W (t1) = W (t1)−W (t0),W (t2)−W (t1), . . . ,W (tm)−W (tm−1)

farklar� ba§�ms�zd�rlar.

3. Bu farklar�n her biri beklenen de§eri ve varyans� s�ras�yla

E [W (ti)−W (ti−1)] = 0, V ar [W (ti)−W (ti−1)] = ti − ti−1

olan normal da§�l�ma sahiptir.

(Shreve 2004)

Tan�m 5.2 (Ω,F ,P) bir olas�l�k uzay� ve W (t), t ≥ 0 bu uzay üzerinde tan�ml� bir Brown de-
vinimi olsun. E§er {F}t≥0 σ-algebralar koleksiyonu a³a§�daki ko³ullar� sa§l�yorsa {F}t≥0'ye
W (t), t ≥ 0 için bir �ltireleme denir.

1. (Bilgi Biriktirme Özelli§i) Her 0 ≤ s < t için F(s) ⊂ F(t)

2. (Uygunluk Özelli§i)Her t ≥ 0 için Wt , F(t) ölçümlüdür.

3. (Gelecek Art�³lardan Ba§�ms�zl�k Özelli§i) 0 ≤ s < t için W (t) − W (s) F(s)'den
ba§�ms�zd�r.

Tan�m 5.3 (Xt)t≥0 bir stokastik süreç ve {F}t≥0 bu süreç için verilmi³ bir �ltreleme olsun.
E§er her s > 0 için

E[Xt+s|F(t)] = Xt

e³itli§i sa§lan�rsa Xt sürecine martingale denir.

Teorem 5.1 Brown devinimi bir martingale'dir.

Tan�m 5.4 ∆(t), t ≥ 0 Ft uyumlu bir stokastik süreç ve Wt de bir Brown devinimi olmak
ko³uluyla

I(t) =

∫ t

0

∆(u)dW (u)

denklemi ile veirlen integrale Ito integrali denir.

Teorem 5.2 Ito integrali bir martingale'dir.



Teorem 5.3 (�to Lemma) Ito integrali bir martingale'dir. W (t) bir Brown devinimi ve f
herhangi türevlenebilir bir fonksiyon olmak üzere f(W (t))'nin diferansiyeli a³a§�daki formül
ile verilir.

df(W (t)) = f ′(W (t))dW (t) +
1

2
f ′′(W (t))dt

Teorem 5.4 W (t) bir Brown devinimi ve f(t, x) ft, fx ve fxx sürekli k�smi türevlere sahip
bir fonksiyon olsun. O zaman her T ≥ 0 için

df(t,W (t)) = ft(t,W (t))dt+ fx(t,W (t))dW (t) +
1

2
fxx(t,W (t))dt

Tan�m 5.5 (Radon-Nikodym) (Ω,F ,P) bir olas�l�k uzay� üzerinde tan�ml�, E[Z] = 1 ko-
³ulunu saplayan ve negatif olmayan herhangi bir Z rassal de§i³keni için

P̃(A) =

∫
A

Z(ω)dP(ω), ∀A ∈ F (5.1)

de bir olas�l�k ölçümüdür ve

Z =
dP̃
dP

türevine Radon-Nikodym türevi denir.

Teorem 5.5 (Girsanov) (Ω,F ,P) bir olas�l�k uzay�,W (t), 0 ≤ t ≤ T bu uzay üzerinde
tan�ml� bir Brown devinimi ve F(t), 0 ≤ t ≤ T de bu Brown devinimi için bir �ltreleme
olsun. Θ(t), 0 ≤ t ≤ T de F(t) uyumlu her hangi bir stokastik süreç olsun.

Z(t) = exp

{
−
∫ t

0

Θ(u)dW (u)− 1

2

∫ t

0

Θ2(u)du

}
W̃ (t) = W (t) +

∫ t

0

Θ(u)du

tan�mlanm�³ olsun. O zaman Z = Z(T ) olursa E[Z] = 1 ve (5.1) ile verilmi³ P̃ olas�l�k ölçüsü
alt�nda W̃ (t), 0 ≤ t ≤ T süreci bir Brown devinimidir.
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