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ONSOZ

Bana her zaman destek olan ve tizerimde biiylik emekleri bulunan canim annem Nermin
SAHIN’e ve canim babam Barbaros SAHIN’e; cok uzaklardan beni her zaman
caligmaya tesvik eden, sevgisini ve destegini lizerimden hi¢ eksiltmeyen sevgili
kardesim Halil Ibrahim SAHIN’e ve aileme bana verdikleri sevgi ve deger icin
tesekkiirler ederim. Kisa zaman once aralarina katildigim kocaman bir aile olmamizi
saglayan, yardim ve desteklerini esirgemeyen esimin ¢ok degerli ailesine, beni kizlari
olarak bagirlarina basan, manevi katkilarini her zaman hissettigim kaymbabam Seyhan
MUSTAFA ve kaymvalidem Sevgi MUSTAFA’ya da sevgi ve siikranlarimi sunarim.
Ve benim kocaman yiirekli, sabirli, anlayisli hayat arkadasim, biricik esim Akay
SEICHAN OGLOU’ na galismalarim siiresince bana verdigi moral ve destek, gosterdigi

sabir ve anlayistan dolay1 ¢ok tesekkiir ederim.

Bu tez ¢alismam boyunca bana yardimci olan, bu alanda ¢alismam i¢in beni tesvik eden
ve destegini esirgemeden Onerileri ile beni yonlendiren tez danismanim degerli hocam
Yrd. Dog. Dr. Siireyya AKYUZ’e ve beraber calismalar vyiiriittigiimiiz irem
KARADUMAN’a ¢ok tesekkiir ederim. Ayrica Yrd. Dog. Dr Atabey KAYGUN, Yrd.
Dog. Dr. Semra AGRALI ve Ogr. Gér. Burcu GUNGOR’e de 6nerileri ve katkilarindan

dolay1 tesekkiir ederim.

Son olarak, yiiksek lisans 6grenimim ve tez hazirligt asamasinda beni anlayisla
karsilayan ve destekleyen can dostlarima, yardimlarini esirgemeyen Matematik boliim
hocalarim ve donem arkadaslarima, ISOV — Dingkdk Teknik ve Endiistri Meslek

Lisesi’ndeki ¢calisma arkadaslarima da tesekkiir ederim.



OZET

COK KERNELLI EN BUYUK ARALIK OBEKLEMESI PROBLEMININ YARI —
SONSUZ OPTIMIZASYON iLE MODELLENMESI

Giilnur SEICHAN OGLOU

Matematik Ana Bilim dali
Uygulamali Matematik

Tez Danismani: Yrd. Dog. Dr. Siireyya 0ZOGUR AKYUZ

Nisan 2012, 105 sayfa

Makine 6grenmesi, yapay zeka bilim dalinin alt konusu olup, ¢ok sayida verinin insan
kapasitesi ile analiz edilemeyecedi durumlarda, veri analizinde ve veriden anlaml
davraniglar ve kurallar c¢ikararak ileriye dogru tahminler yapabilen, algoritmalar
gelistiren bilim dalidir. Gilintimiizde teknolojinin verdigi kolaylik ile ¢ok sayida veri
elde edilebilmekte ve problemi ¢6zmek i¢in farkli kaynaklardan verilere ihtiyag
duyulmaktadir. Kernel algoritmalar1 verinin kendi i¢inde benzerligini d&lgen
yontemlerdir. Kernel yontemleri ile o6grenme algoritmalarmin siniflandirma ve
Obekleme problemlerinde basarili olduklari, literatiirde gercel veri {iizerinde
kanitlanmustir.

Bu tezin konusu olan egiticisiz 6grenme yontemlerinden biri olan 6bekleme yontemi
kernel algoritmalar1 ve optimizasyon teorisi ile gelistirilmistir. Farkli kaynaklardan
gelen verinin 6beklenmesinde, ¢oklu kernellerden yararlanilarak en biiyiik aralik ile
obekleme problemi yar1 — sonsuz programlama kullanilarak modellenmistir. Bu ¢alisma
literatiire iki farkli katkida bulunmustur: 1) Cok kernelli en biiyiik aralik ile 6bekleme
probleminde kernel katsayilari [, — norma kisitlanarak seyrek (sparse) ¢oziimler
tiretebilirken, agirlik vektorleri [, — norma cezalandirilmstir. 2) En biiyiik aralik ile ¢ok
kernelli 6bekleme problemi Yari — Sonsuz Programlama ile modellenmistir.

Anahtar Kelimeler: Makine Ogrenmesi, Obekleme, Destek Vektor Makineleri, En
Biiyiik Aralik ile Siiflandirma, Kernel, Optimizasyon, Yar1 — Sonsuz Programlama,
Cok Kernelli Ogrenme.



ABSTRACT

MAXIMUM MARGIN MULTIPLE KERNEL CLUSTERING by SEMI - INFINITE
PROGRAMMING

Giilnur SEICHAN OGLOU

Department of Mathematics
Applied Mathematics

Thesis Supervisor: Yrd. Dog. Dr. Siireyya OZOGUR AKYUZ

April 2012, 105 pages

Machine learning is the subfield of the artifical intelligence which finds the significant
behaviours or functions from the data for future predictions where the human capacity
does not allow to do. With the development of the high technology large number of data
can be obtained and data from different sources are needed to model the real world
problems. Kernel methods and learning algorithms are proven to be successful on real
world data for the classification and clustering problems.

In this thesis, kernel clustering method is developed which is one of the unsupervised
learning methods by using optimization theory. For the clustering of the data which
come from different sources, maximum margin clustering is modelled with multiple
kernel learning by using Semi — Infinite Programming. This study has two major
contribution to the literature: 1) In maximum margin clustering by multiple kernel
learning, kernel coefficients are constrained to [, — norm to produce a sparse solution
while the weight vectors are penalized to [, — norm, 2) Maximum margin clustering by
multiple kernel learning problem is modelled via Semi-infinite Programming.

Keywords: Machine Learning, Clustering, Support Vector Machines, Maximum
Margin Classification, Kernel, Optimization, Semi — Infinite Programming, Multiple
Kernel Learning.
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SEMBOLLER
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1. GIRIS

Makine Ogrenmesi, Ogrenme isinin bilgisayar tarafindan gerceklesmesinin
saglanmasidir. Boylece, 0grenen makine gelecege ait olaylari, gecmis yasanmisliklar
inceleyerek karar verebilir. O halde makine 6grenmesinin temelinde, gegmis bilgi ve

gozlemlerden hareketle, gelecek hakkinda bilgi vermek vardir.

Yeterince biiyikk veri ve parametrelerin varliginda, makine &grenmesi, insanlar
tarafindan goriilemeyen kurallari, kisitlar1 ¢ikarabilir. Bu da tez calismasinda, neden
makine O6grenmesi yontemlerinin kullanildiginin sebebi olarak belirtilebilir. Makine
O0grenmesi, tipta viicuttan alinan biyolojik isaretlerin analizinde, telefonlarda veya
bilgisayarlarda ses tanima diizeneklerinde, yiiz, retina veya parmak izi tantyan giivenlik
sistemlerinde, gorerek objeleri taniyan ve islem yapan robot veya otomatlarda, uzaktan

algilanan goriintiilerin analizinde, siklikla kullanilmaktadir.

Egiticili ve egiticisiz Ogrenme, makine O&grenmesinin tekniklerindendir. Egiticisiz
O0grenme yoOntemi olan Obekleme, bir egiticiye ihtiya¢c olmadan ve verilerin smif
etiketleri bilinmeden, 6bek icindeki benzerliklerin fazla, 6bek disindaki benzerliklerin
az olma prensibine gore calisir. Obekleme algoritmalari, biiyiik olgekteki gen
datalarinda, mikro dizi veri analizlerinde yaygin olarak kullanilan bir yontemdir. Bu
tezin konusu olan en biyiikk aralik ile Obekleme problemini modellerken, ikili
simniflandirma problemi Destek Vektér Makineleri (DVM)’nden yola ¢ikilmistir. Bu
nedenle, makine 6grenmesi yontemlerinden biri olan DVM iizerinde yogunlasilmis,
lineer ve lineer olmadigi durumlarda ¢6ziim yollar1 hakkinda bilgiler verilmistir.
Sonrasinda ¢ok kernel ile smiflandirma problemi tamtilmistir. Ikili siiflandirma
problemi olan DVM’de siniflar arasi araligin maksimum olmasi ile daha iyi sonuglar
alindig1 gozlemlenmistir. Buradan hareketle ¢ok kernelli en biiyiik aralik obekleme

problemi olusturulmus, yar1 — sonsuz programlama (optimizasyon) ile modellenmistir.

Bu tez c¢aligmasi ile Zhao ve dig. (2009) tarafindan Onerilen ¢ok kernelli dbekleme
yontemi gelistirilmis ve Yari-sonsuz Programlama (YSP) ile modellenmistir.

Bahsedilen calismada Zhao ve arkadaslar1 gelistirilen optimizasyon problemini kesen



diizlem (cutting plane) metodu ile ¢6zmiiglerdir. Bu tezde yari sonsuz olarak
modellenen problem i¢in en iyilik kosullari incelenmistir. Bu inceleme sonucunda
Ansatz azaltict gerek kosulu saglandigi goriilmiis, problem sonlu optimizasyon
problemine doniistiiriilmiistiir. Problemi saglayan yerel minimum noktasinin bulunmasi

i¢in algoritmanin kaynak kodu Boliim 4’de Algoritma 1 ile verilmistir.

Calismanin ikinci boliimiinde matematiksel hazirlik olarak optimizasyon teorisi
hatirlatilmistir.  Tezin konusu olan problemin ¢6zlimiinde yararlanilan Lagrange
fonksiyonlari, optimizasyon probleminin dual formu, yar1 sonsuz optimizasyon ve kisit

kosullar1 da bu boliimiin altinda incelenmistir.

Ugiincii béliimde makine &grenmesi, makine Ogrenmesi tekniklerinden egiticili ve
egiticisiz 6grenme hakkinda bilgi verilmistir. Alt boliimlerde ise siniflandirma ve
obekleme tanitilmistir. Siniflandirma yontemlerinden bu tezin modellenmesinde 6nemli
rol oynayan Destek Vektor Makineleri ve optimizasyon probleminin ¢oziim yollari
detayli bir sekilde anlatilmistir. Son olarak tezdeki problemin ana konusu olan

obeklemenin tanimi ve 6bekleme yontemlerinin bir kismi1 incelenmistir.

Dordiincii boliimde ¢ok kernelli siniflandirma problemi en biiylik aralik ile 6bekleme
prensibi kullanilarak modellenmistir. Problem, smirli degiskene ve sonsuz kisita sahip
oldugundan optimizasyon yontemlerinden yar1 — sonsuz programlama ile ifade edilip,
lineer bagimsiz kisit kosulu, Karush Kuhn Tucker (KKT) kosulu ve ikinci dereceden
kosullar incelenmistir. Problemi saglayan algoritmanin kaynak koduna da yine bu

boliimde yer verilmistir.

Besinci boliimde ise sonug ve tartisma yer almaktadir.



2. MATEMATIKSEL ALTYAPI

Bu boliimde, Bolim 3 ve Boliim 4’e hazirlik amacglh bazi temel kavramlar, tanim ve
teoremlere yer verilmistir. Obekleme probleminin modellenmesinde yararlanilacak,
optimizasyon teorisinden, Lagrange teorisinden, yari-sonsuz programlamadan

bahsedilmistir.

2.1 OPTIMIiZASYON TEORIiSi

Optimum, kelimesi latince nihai, ideal anlamina gelmektedir. Optimizasyon ise bir
problemde belli kosullar altinda miimkiin olan alternatifler icinden en iyisini se¢gmektir.
Diger bir ifade ile optimizasyon, verilen kisitlar altinda fonksiyonun maksimumunu
veya minimumunu bulmaktir. Optimizasyon modelleri, bir problemin en iyi ¢dziimiinii
bulmay1 amaglamaktadir. Bu, bir firmanin karin1 maksimize etmek, zarari veya riski

minimize etmek olabilir.

Optimizasyon teorisi, problemlerin ¢ézlimlerini karakterize etme {izerine yogunlasan ve
onlar i¢in verimli algoritmalar, modellemeler gelistiren uygulamali matematigin bir
dalidir. Dolayisiyla makine &grenmesi problemi, optimizasyon teorisinin c¢ergevesi
icinde analiz edilecek hale gevrilmistir. Optimizasyon teorisi bize sadece algoritmik
teknikler saglamakla kalmaz, ¢6ziim i¢in gerekli ve yeterli sartlar1 da aciklar.
Optimizasyon problemleri kisitli veya kisitsiz optimizasyon problemleri olmak iizere

ikiye ayrilir.

Bu tezdeki problemin kisitli olmasindan dolayr bu bolimiin devaminda kisith
optimizasyon hakkinda bilgi verilecektir. Optimizasyon problemlerinin ¢6zim

yollarindan bahsetmeden 6nce konu ile ilgili bazi temel tanim ve teoremler verilecektir.

Tammm 2.1.1: Reel tanmli f : R™ — R olacak sekilde bir f = f (xq, X3, ..., Xy )

fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyonun ekstremumunun (maksimum veya minimum)
olmast igin gerek sart veya birinci mertebeden sart, Vf;(x*) = % =0(@0=1,...,n)

esitligini saglayan x* € R™ noktasinin var olmasidir. Bu sarti saglayan noktaya f



fonksiyonunun duragan (stationary) noktasi veya kritik noktas: adi verilir (Chiang
1999).

Tamim 2.1.2: Bir A, n x n boyutlu simetrik matrisinin pozitif tanimli omasi i¢in gerek
sart x = (xq, X3, ..., %, )T olmak iizere, Vx # 0 i¢in x’Ax > 0 olmasidir. Benzer
sekilde pozitif yar1 tanimlilik, negatif tanimlilik ve negatif yar1 tanimlilik da
tanimlanabilir. Buna gore,

a) Vx # 0 vektorii icin xT A x > 0 ise pozitif tammlidir.

b) Vx # 0 vektorii icin xT A x = 0 ise pozitif yar1 tanimlidir.

¢) Vx # 0 vektorii igin x7 A x < 0 ise negatif yar1 tanimlidir.

d) Vx # 0 vektorii icin xT A x < 0 ise negatif tanimlidr.

e) Bazi x # 0 vektorii igcin xT Ax > 0ve geri kalan x # 0 vektorii icin xT Ax < 0
ise tanimsizdir (Nash & Sofer 1996).

Teorem 2.1.3.’de belirtildigi gibi simetrik matrisin 6z degerlerinden yararlanarak da

matrisin pozitif, negatif veya yari tanimli olup olmadig1 bulunabilir.

Teorem 2.1.3: A, n x n boyutlu simetrik matris olsun. Buna gore,
a) A matrisinin 6z degerlerinin tiimii pozitif ise pozitif tanimlidur.
b) A matrisinin 6z degerlerinin timii negatif degil ise pozitif yari tanimlidur.
€) A matrisinin 6z degerlerinin tiimii negatif ise negatif tanimlidir.
d) A matrisinin 6z degerlerinin tiimii pozitif degil ise negatif yar1 tanimlidur.

e) A matrisi i¢inde en az bir negatif ve en az bir pozitif 6zdeger varsa tanimsizdir.

Jakobyan ve Hessian matrisi kullanilarak asagidaki teoreme ulasilmaktadir.

Teorem 2.1.4: Ikinci dereceden tiirevlenebilen f(x) fonksiyonunun (f : R™ — R)
kritik noktas1 x* olsun ve V2f (x), f (x) fonksiyonunun Hessian matrisi olsun. Bu
sartlar altinda x* ,

a) V2f (x) pozitif yar1 tanimli ise, f(x) icin mutlak (global) minimumdur.

b) V2f (x) pozitif tammbh ise, f(x) igin kesin mutlak (global) minimumdur.

) V2f (x) negatif yar1 tammli ise, f(x) i¢in mutlak (global) maksimumdur.



d) V2f (x) negatif tanimli ise, f(x) i¢in kesin mutlak (global) maksimumdur.

e) VZf (x) tammsiz ise, f (x) in biikiim (eyer) (saddle point) noktasidur.

Teorem 2.1.5: Reel tanimli f : R — R fonksiyonunun kritik noktasi x*, D < R™
bolgesinde bir i¢ nokta olmak {lizere, Oyle pozitif & sayis1 vardir ki, her x €
R ve |[x—x"||< e i¢in f(x) =f(x*) oluyorsa, bu nokta yerel (local)
minimumdur. Eger Ve >0,x € R™ vex # x" igin f (x*) < f (x) ise x* noktasina

f ’nin kesin yerel (strict local) minimumu denir.

Teorem 2.1.4 ve Teorem 2.1.5°de agiklanan yerel ve mutlak minimumlar1 Sekil 2.1°de

incelemek mimkiindiir.

Sekil 2.1: Yerel ve mutlak minimum

5

A A;, Ay, A; : Yerel maksimum
A, : Mutlak maksimum
B, B, > Yerel minimum
B; : Mutlak minimum

» X

Kaynak: KAYMAZ, Atatiirk Unv. Miih. Fak. Ders Notlar1 Béliim 3

2.1.1 Konveks Fonksiyonlar

Bu boliimde optimizasyon teorisinde onemli yeri olan konveks fonksiyonun tanimi
verilmistir. Konvekslik varsayimi, bizi fonksiyonlarin Hessian matrislerinin yapisini
inceleme zorlugundan Kkurtarir (bknz Teorem 2.1.7). Konveks fonksiyon tanimindan

once konveks kiimeyi tanimlayalim.



Tanmm 2.1.3: C € R™nin i¢ noktas: olan her A ve G noktalar1 i¢in, bu noktalar
birlestiren dogru pargasi Sekil 2.2.(a)’da gosterildigi gibi C bolgesinin i¢inde kaliyorsa
konveks kiimedir. Aksi halde konveks kiime degildir (Bknz Sekil 2.2.(b)).

Tammm 2.1.4: Konveks kiime C < R™ ve f:C — R fonksiyonu verilsin. Eger,
Vx,y €C,0 < 1<1 igin

fOAx+ A-Dy) = )+ A=-DfB) (2.1)
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.

Yukarida verilen Tanim 2.1.3 ve Tanim 2.1.4’i R™ uzayinda yazacak olursak esitsizlik
(2.1)’1 asagida esitsizlik (2.2)’de belirtildigi gibi yazmak miimkiindiir. Negatif olmayan

A1y ey Ay, sayilan igin ¥, 2; = 1 ve x; € R™ de olmak iizere,

f <Zkzﬂixi> < Zk:/li f(x) (2.2)

esitsizligini yazabiliriz (Bertsimas & Tsitsiklis 1997).

Sekil 2.2(a): Konveks kiime Sekil 2.2(b): Konveks olmayan kiime

AN

Teorem 2.1.6: Farzedelim ki f konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda herhangi bir
yerel minimumu x* aym zamanda f’nin bir mutlak minimumudur. Eger f
fonksiyonunun tiirevi mevcut ise f’nin herhangi bir kritik noktasi ayni zamanda bir

mutlak minimumudur (Nocedal & Wright 1999).

Optimal noktay1 bulmak adina bazi tanim ve teoremler, kisitli optimizasyon problemleri

icin Boliim 2.2.1” de verilecektir.



2.2  KISITLI OPTIiMiZASYON

Giinliik hayatta karsilasilan bir firmanin Karin1t maksimum veya tirettigi malin maliyetini
minimum yapma ya da bir tilkenin biiylime hizin1 maksimum yapma vs. gibi problemler
kisitlara bagli problemlerdir. Kari maksimum yapma probleminde iiretim zamani bir
kisit, iiriin i¢in talep miktar1 da diger bir kisit olarak yazilabilir. Farkli problemler i¢in
isgiicli, finansman gibi kosullar kisit 6rnekleri olarak verilebilir (Alan ve Yesilyurt
1994). Amag, degisik kisitlar altinda maksimizasyon veya minimizasyon yapmaktir. Bu
islemler, “en iyiyi aramak” anlaminda optimizasyon genel basligi altinda toplanabilir.
Bu bolimde kisitli optimizasyon problemi hakkinda bilgi verilecek, optimal noktay1

bulma kosullar1 ve dualite problemleri incelenecektir (Chiang 1999).

2.2.1 Kisith Optimizasyon Problemi

Fonksiyonun verilen kisitlar altinda maksimumunu ya da minimumunu hesaplamak,
kisith optimizasyon problemi olarak adlandirilir (Nicholson 1995, Cristianini & Taylor

2000). Genel bir optimizasyon probleminin matematiksel ifadesi

mn () P)
kisitlar hix)=0 (i=1,2,..,m),
gix) =0 (j=12,..,p)

ile gosterilir (Luenberger & Ye 2007).

Yukarida (P) ile tanimlanan optimizasyon probleminde x € R™, n boyutlu bir
vektordiir, x bilinmeyen olmak iizere karar degiskenini gosterir. Optimize edilecek
(maksimum veya minimum) olan problemin amag¢ fonksiyonu f:R™ — R ile
tanimlanir. Reel degerli tanimlanan, h; : R™ — R esitlik kisit fonksiyonunu ve g; :
R™ — R eyitsizlik kusit fonksiyonunu ifade eder. Kisitlar1 saglayan x € R™ vektorleri
arasindan amag fonksiyonunu en kiigiik yapacak x* vektorii bulabilirsek bu degere

optimum deger ad1 verilir.



Kisitlar1 saglayan herhangi bir noktaya uygun nokta (feasible point) denir. Amag
fonksiyonunun tanimli oldugu ve tiim kisitlarin saglandigi, (biitin uygun noktalarin

olusturdugu) esitlik (2.3) ile verilen kiimeye uygun bolge (feasible region) denir:
M={x:x€ R, hi(x)=0,9;(x) <0 (@(=12...m)G=12..,p)} (2.3)

Bir optimizasyon probleminde amag fonksiyonu, esitlik ve esitsizlik kisitlar1 lineer
fonksiyon ise bu probleme Lineer Programlama, eger amag fonksiyonu karesel ve tim

kasitlar lineer ise bu probleme Karesel Programlama adi verilir.

Kisith optimizasyonda temel kavramlardan biri de aktif kisit kavramidir. Eger ¢6ziim x*
ise, x* uygun noktasmin aktif olabilmesi i¢in gerek sart, esitsizlik kisitinin g;(x*) = 0
(j =1,2,..,p) esitliginin saglamasidir. Eger g;(x*) > 0 ise esitsizlik kisitina aktif
degildir denir. O halde, tanima gore optimizasyon problemlerindeki h;(x*) = 0
(i=12,..,m) esitlik kisitlarinin her biri uygun noktada her zaman aktiftir. Bir
esitsizlik kisitin esitlik kisitina doniistiirmek i¢in gevsek degisken olarak adlandirilan &

degiskenlerinden yararlanilir:

gix) 20 & gix)+¢&=0, & =20, j=12,..,.p. (2.4)

Tamim 2.2.1: Bir x” noktas1 h;(x*) = 0ve g;(x*) < 0 kisitlarn1 gergekleyen nokta,
Jise g;(x*) = 0 kosulunu saglayan j indislerinin aktif kiimesi olsun. x*’in diizgiin
(regular) bir nokta olmasr i¢in gerek sart, Vh; (x*) , Vg; (x*) ifadelerinin (1 <i < m,

j € J) lineer bagimsiz olmasidir (Luenberger & Ye 2007).

Teorem 2.2.2: Esitlik kisit1 h;(x) = 0(i =1,2,...,m) ile tanimlanan uygun bolge
M ‘nin igindeki bir x* diizgiin noktasindaki teget uzay1

T = {y:ZVhi(x*)y - 0} (2.5)

ile tanimlanir.



Onerme 2.2.3: Bir x* noktas1, h;(x) = 0 (i = 1,2,...,m) kisitinin diizgiin noktas:
(bknz Tanim 2.2.1) ve esitlik kisitlarina sahip bir optimizasyon probleminin yerel

ekstremum (minimum yada maksimum) noktasi olsun. O halde Vy € R™ i¢in
Vh (x)Ty=0 ve Vf@x)HTy =0

olmalidir.

2.2.2 Lagrange Teorisi

Lagrange carpanlart yontemi optimizasyon teorisinde Onemli bir yer tutmaktadir.
Lagrange carpan1 metodu kisitli optimizasyon problemlerinin ¢dziim yOntemlerinden

birisidir (Nicholson 1995).

Teorem 2.2.4: Esitsizlik kisitlarinin ve esitlik kisitlarinin birarada verildigi problem (P)
icin Lagrange fonksiyonu, amag¢ ve kisit fonksiyonlarini igerecek bigcimde denklem

(2.6)’da verildigi gibi yazilir:

P
1ig;(x). (2.6)
j=1

L A= £ ()= ) Ay -

Denklem (2.6)’da, A; katsayilar1 esitlik kisitinin, u; katsayilari ise esitsizlik kisitinin
Lagrange carpanlari, h; (x*) = 0 (i =12,..,m) esitlik kisitlar1 ve g;(x*) =0
(i = 1,2, ...,p) esitsizlik kisitlaridir.

Optimizasyon teorisi, her problemin gercekte 6zgiin (primal) ve dual olmak tizere iki
problemden ibaret oldugunu belirtmektedir. Her maksimizasyon modeline karsilik bir
minimizasyon, her minimizasyon modeline karsilik bir maksimizasyon modeli vardir.
Ozgiin (primal) ve dual problem arasindaki tiim iliskiler simetrik olmalidir. Ciinkii dual
problemin duali, 5zgiin (primal) problemdir. ilk ele alian modele 6zgiin problem, buna
karsilik gelen modele de dual model denir. Dolayisiyla 6zgiin (primal) problemi
¢ozmek belli kosullar altinda dualinin ¢6ziimii ile ayni sonucu verecektir. Temel
problemin en iyi (optimum) degeri her zaman i¢in dual problemin en iyi degerinden

biiyiik veya ona esittir. Eger kesin esitsizlik durumu olusursa, dual aralik (duality gap)



olustugu soylenir. Dual aralik (duality gap) ile ilgili detayli bilgi i¢in Dattorro, 2005,
Convex Optimization & Euclidean Distance Geometry, Mepoo, incelenebilir.

Teorem 2.2.5 (ikinci Mertebeden Gerek Sart): Ikinci dereceden tiirevlenebilir siirekli
fonksiyonlar f,g,h € C?ve x* diizgiin bir nokta olsun. Eger x* noktas: problem (P)

i¢in bir yerel minimumuiseA € R™veu € RP, 1 = 0, u = 0 vektorleri igin,

m p
VFGD)+ D TR )+ ) Vg () = 0,
i=1 j=1

pig; (x’) =0,
kosullar1 saglanir. Lagrange denkleminin Hessian fonksiyonu

m p
VELGe)i= V()= ) AP () = )y 7Py ()
i=1 j=1

ile yazilmis olur. Esitsizlik kisitlarm Hessian matrisi V2 gj(x*) olmak iizere, x*

noktasindaki aktif kisitlar teget alt uzayinda pozitif yar1 tanimli olmalidir.

Teorem 2.2.6 (ikinci Mertebeden Yeter Sart): Ikinci dereceden tiirevlenebilir siirekli
fonksiyonlar f,g,h € C? olsun. x* noktasmin problem (P) igin yerel minimum
olmasi igin yeter sart, A € R™ ve u € RP vektorleri igin,

n =0,

pig; (x’) =0,
m 14

VFG) = ) AR ()= ) Vg ) = 0
i=1 j=1

ve indis kiimesi | ={j: g;(x) = 0, u; >0} olmak iizere Lagrange denkleminin

Hessian matrisi

m 14
VLG = VI () = ) A VPR () = )y PGy (),
i=1 =1
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tanjant uzay1 T = { y: Vh (x")y =0, Vgi(x)y =0, vj €] } iizerinde pozitif tanimli

olmalidir.

Teorem 2.2.7 (Karush Kuhn Tucker Kosullari): Farz edelim ki x* noktas1 problem
(P)’nin minimumu ve verilen kisitlar iizerinde diizgiin bir nokta olsun. O halde

Oyle 1 € R™ ve u € RP vektorleri vardir ki,
ayu =0,

m b
b) Vf (1) = D A Vh )= D w; Vg () = 0,
i=1 j=1

o ujgix) =0

olmalidir.
2.3 YARI SONSUZ PROGRAMLAMA - YSP (Semi — Infinite Programming)

Boliim 4.2.3’de obekleme problemi, yari sonsuz problem ile modellenecegi igin bu
boliimde Yari-Sonsuz Programlama (YSP) tamitilmig, gerekli tanim ve teoremlerden
bahsedilmistir. YSP optimizasyon problemlerinin bir smifi olup, “Yari-sonsuz”

isminden de anlasilacagi gibi sonsuz sayida kisitlar: ve sonlu sayida degiskenleri vardir.

Tamim 2.3.1: Yar1 sonsuz programlama (YSP) sonlu tane esitlik kisitlar ve sonsuz tane
esitsizlik kisitlar1 tarafindan tanimlanan ve sonlu boyutlu degiskene (x € R™) sahip olan

bir optimizasyon problemidir:

rr;in f (%) (Ysp)
kisitlar h;(x)=0 (i el
glx,y) 20 (v €Y).

Burada, f:R"—=R, g:R"x R™ - R, [:= {1,2,...,s} sonlu indeks kiimesi,

X © R™, Y S R™ sonsuz indeks kiimesi Ve y:= (V1,V2,...,Vm)" dir.

11



M uygun (feasible) kiimeyi gostermek iizere,
M:={xeR"| hj(x)=0 (i€el) ve glx,y) =20 (y€Y)} (2.7)

(YSP) probleminin minimum degerlerinin olusturdugu kiime G :={x* € M | f(x*) =

v} ve optimum deger v := inf {f(x)|x € M } ile gosterilsin.

Kisit kosullar:

Bu alt boliimde, Sonlu Programlama (SP), Yari-Sonsuz Programlama (YSP) ve Lineer
Yari-Sonsuz Programlama’nin (LYSP) uygun kiimeleri (feasible set) M tanimlanmus,
sonlu programlama ve yari1 sonsuz programlama arasindaki farki gostermek igin her

ikisinin de kisit kosullarindan bahsedilmistir.

Yari1 sonsuz programlamada (YSP), uygun kiime M,

M= {xeR"| hi(x)=0(G(el) gy =0 (yeVY)} (2.8)

seklinde tanimlanir.

Problem (YSP)’de verilen I’ nin sonlu indeks kiimesi, ¥ < R™ ise sonsuz indeks

kiimesini ifade eder. Farz edelim ki g € C2:R™ X R™ - Rve h € C%:R™ - R olsun.

Lineer yari-sonsuz programlama — LYSP (Linear semi — infinite programming-LSIP)

da uygun kiime M,

M={xeR™ | alx=b,(yeV)} (2.9)
seklinde tanimlanir.
Denklem (2.9)’day € Y, a, € R" ve b, € R fonksiyonlariyla birlikte Y < R™ sonsuz

indeks kiimesidir. Yukarida denklem (2.9) ile verilen tanimda, esitlik kisitlar1 problem

taniminin disinda tutulmustur.

12



Sonlu progralamada (SP) ise uygun kiime M, denklem (2.10) ile tanimlanir:

M={xeR" | h(x)=0(G€eD ve gj(x) =0 (€]}, (2.10)

oyle ki ] ={1,2,...,m} ve I ={1,2,...,s} sonlu indeks kiimeleri ve h; (i €I) ve

gj+R"™ > R (j € ]) ikinci dereceden tiirevlenebilir siirekli fonksiyonlardir.

Simdi sonlu ve yari sonsuz programlama i¢in kisit kosullarini tanimlayalim.

2.3.1 Sonlu Programlamada (SP) Kisit Kosullar:

Tamm 2.3.2: Eger x* € M ve Vh(x") (€D, Vgi(x*) ( € Jo(x7)),
gradyant vektorleri lineer bagimsiz bir aileden ise, Lineer Bagimsiz Kisit Kosullar

(LBKK) uygun bir x* noktasinda saglanir. Burada J,( x*) aktif indeks kiimesi

Jo(x?):= {j € J|g;(x*) = 0}, (2.11)
ile tanimlanir.

2.3.2 Yari Sonsuz Programlamada (YSP) Kisit Kosullar:

Eger x* € M noktasinda, Vh;(x*) (i € 1), V,g(x",y) (y € Yo(x*)) vektorleri,

lineer bagimsiz bir aileden ise LBKK saglanir. Oyle ki, aktif indeks kiimesi

o(x):={y €Y |g(x"y) = 0} (2.12)

ile tanimlanir. Dikkat edelim ki LBKK x* noktasindan saglanirsa, aktif Y,(x*)
kiimesinin n sayida elemandan daha fazlasin1 bulunduramayacagini biliyoruz. Burada

n, R™ vektor uzayinin boyutudur.

Asagida Bolim 2.3.4’de, YSP’nin ilk optimum kosullari ig¢in yerel ve mutlak
kiiciiltiiciilerin  tanimlar1 ve YSP igin Optimal noktanin varligini Ansatz Azaltict
kosullar1 ile garantileyen ve YSP problemini sonlu probleme indirgeyerek ¢ézmemizi

saglayacak teorem ile devam edecegiz (Weber 1992, Still 2004).
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2.3.3 Birinci Dereceden En lyilik Kosullar (First — Order Optimality Conditions)

Tamm 2.3.3: Eger baz1 ¢ > 0 ve x* € M uygun (feasible) noktas1 igin (|||l 6klid

normu olmak iizere),
fx)— f(x*) =20 XEM ve |lx—x"ll,<e Vx*eM (2.13)

ise, x* noktas1 YSP’ nin yerel minimumu olarak adlandirilir.

Tamim 2.3.4: Eger denklem (2.13) herhangi bir ¢ > 0 igin saglaniyorsa, x* mutlak

minimumdur.

Tanmm 2.3.5: Kritik nokta x* € M,p > 0olmak fzere, f(x) — f(x*) =
qgllx— x*1,°, vx € Mve || x — x* |I,< ¢ esitsizliklerini saglayacak baz1 ¢ > 0 ve

e > 0varise x* € M problem (YSP)’nin mutlak yerel minimumudur.

Teorem 2.3.6 (Birinci Dereceden Yeterlilik Kosulu — First-Order Sufficient
Condition): Varsayalim ki, x* € M, problem (YSP) i¢in uygun nokta olsun dyle Ki

asagidaki kosulu karsilayan 0 # d € R™ vektorii var olmasin:

Vf(x)d <0, Vin(x)d=0@G € ), WVl g(x,y)d =0 (y € Yo(x)).
O zaman x*, problem (YSP)’ nin p = 1 i¢in kesin yerel minimumudur.

Teorem 2.3.7 (Birinci Dereceden Gereklilik Kosulu — First-Order Necessary
Condition): Varsayalim ki, x* € M, (YSP)’nin lokal minimumu olsun. O halde takip
eden KKT kosulu asagidaki ifade ile verilebilir.

KKT Kosulu: Eger Mangasarian Fromovitz Kisit Yeterliligi (MFCQ) (Mangasarian
Fromovitz Constraint Qualification) (Hettich & Kortanek 1993, Weber 2003, Still
2004) x* € M noktasinda saglaniyor ise, mevcut ¢arpanlar A4, A,,...,4; ER ve

Ui, Uy U =0VE V1,V5,..., Yk € Yo(x¥), kK < nolmak lizere,

14



s k
Pr(x) = D AW R = ) g(xy;) = 0 (2.14)
i=1 j=1
esitligi saglanir.

2.3.4 1lkinci Dereceden Uygunluk Kosullar1 — IUK (Second-Order Optimality
Conditions — SOC)

Bu alt boliimde, indirgeme (reduction) yaklasimini uygulayarak problem (YSP)’de
verilen yar1 — sonsuz denklemler icin Ikinci Derece Uygunluk Kosulu (IUK)

tanitilacaktir.

Problem (YSP)’nin uygun noktasi x* € M oldugunu varsayalim oyle ki u, v, f,g,h €
C? ve sonsuz indeks kiimesi Y, u; esitlik fonksiyonu, v; esitsizlik fonksiyonlar: ile

birlikte ¢oziim kiimesi olarak agagidaki gibi tanimlansin:
Y ={y e R"| () =0k eK),n(y) =200 €L)}. (2.15)

Burada K := {1,2,...,r} ve L:= {1,2,...,q} olmak iizere tanim geregi, Y,( x*) dan
her hangi bir aktif y* noktasi asagida denklem (2.16) ile gosterilen parametrik

optimizasyon probleminin bir mutlak minimumudur:
min - g(x"y) Q(x")

kisitlar u,(y) = 0(k € K), vy(y) = 0 (I € L). (2.16)

Problem Q(x™) diisiik diizeyli problem (lover level problem) olarak adlandirilir. Burada
x* parametresine bagl aktif indeks kiimesi L,( y*) ile gosterilsin ve problem Q(x*) in

aktif kisitlarinmn kiimesi olarak tanimlansin. Ornegin,

Lo(y*) = {L € L|v(y") = 0}.

Her x* € M noktasi ve y* € Y,(x™) olmak iizere y* diisik diizey (lower level)

15



probleminin lokal minimumu iken Q (x*) i¢in Lagrange fonksiyonunu yazalim:

Ly Epi= 90y = ) G = D ywm®) (2.17)

keK le Lo(y*)

oyle ki, § (k € K)vey, (L € Ly(y*)) Lagrange carpanlari olsun.

Simdi, optimum ve tek bir ¢oziim elde etmek i¢in ¢ok Gnemli varsayimlar igeren Ansatz

Azalticis1 (Reduction Ansatz) tanimlanacaktir.

Tammm 2.3.8 (Ansatz Azalticis1 (Reduction Ansatz)): Herhangi bir y* € Y,(x")
olmak tizere problem Q(x*)’in yerel minimumu y* iken tek optimum noktanin varlig

icin agagidaki Ansatz Azaltict kosullar1 saglanmalidir:

i. LBKK (LICQ): Wu,(y*), v (y*) (k € K), L€ Lo(y*) lineer bagimsiz

kiimedir,

ii. KKT Kosillari: LBKK (LICQ) nin saglanmasi durumunda,
VyL(x* ;y*;{*;y*) =0

esitligini saglayan tek bir {* ve 0 < y* € ROl carpanlari vardir (Burada

varsayalim ki, y; > 0 (1l € Ly(y*) ) olsun (kesin tiimleyici gevseklik)),

iii. Ikinci mertebe uygunluk kosulu (IUK) (SOC): Ozellik ii.’deki y* ile
ntvEL(x*,y", 0,y )n >0,  her n € T(y*)\{0} i¢in saglanr,

oye ki y* noktasinda tanjant uzayi,
T(y) ={y eR™ Bu(y =0k eK), Wu(yIn=0 (L€ L(y))}

ile tanimlanir.

Ansatz Azalticisindaki varsayimlar altinda asagidaki teoremi verebiliriz (Hettich &
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Jongen 1978, Hettich & Kortanek 1993, Hettich & Zencke 1982, Weber 2003, Still
2004).

Teorem 2.3.9 (Hettich & Jongen 1978, Hettich & Kortanek 1993, Hettich & Zencke
1982, Weber 2003, Still 2004, Wetterling 1970): Ansatz Azaltici kosullar1 uygun x*
noktasinda problem (YSP) icin Y,( x*) aktif indeks kiimesinde ya da baska bir ifade ile
problem Q(x*)’in yerel minimum kiimesinde saglanmis olsun. Problem (2.15)’de

verilen Y sonsuz indeks kiimesi tikiz (compact) ise asagidaki sonuglar elde edilir:

1. Yo(x*):= {yi, v5,...,yr} aktif indeks kiimesinin sonlu sayida elemani vardir

Ve sirast ile x* ve y; nin mevcut komsulart Uy- ve Vny vardir. Bunlara karsilik gelen

Lagrange carpanlar {; ve yy igin,
Yj ¢ Uy —>Vy;,«, ile y(x)=y; (j=12,..., ),

Ot Uy = R, Ql(x*) = & (k € K) ve

yj iUy = R ile ¥/ (x*) = v, (1 € Lo(x"))

bagintilar1 saglanir.
Boylece, Lagrange ¢arpim vektorleri ylj(x) ve {,{(x) ile her x € Uy igin y;(x)

degeri Vy;f komsulugunda Q (x)’in benzersiz (tek) yerel minimumudur.

2. Birinci kosulda elde edilen fonksiyonlarla birlikte x € U,- n M problem
(YSP)’nin yerel minimumudur ancak ve ancak x, indirgenmis problem (P,..q( x*))’in

yerel ¢oziimii ise:
Minyey . f(x) (Prea(x™)

kisitlar, h;(x) =0 (i €),

gj(x):= g(x,y,-(x)) >0 (G =12...,7).

3. hi(x)(@ €I) ve Gi(x) = g(xy;(x)) (j = 1,2,...,7) fonksiyonlar: U,
de (yadaiginde) C? — fonksiyonlaridur.
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3. MAKINE OGRENMESI

Bu bdliimde, makine dgrenmesi kavrami iizerinde durularak, 6grenme stratejilerinden
genel olarak bahsedilmistir. Bundan sonraki boliimlerde, vektorlerin gosterimi kalin

harf ile yapilacaktir.

3.1 GIRIS

Bilgisayarlar1 akilli yapma bilimi diye kisaca 6zetleyebilecegimiz yapay zeka (Artificial
Intelligence), Bilgisayar Bilimleri, Psikoloji, Felsefe, Dilbilim, Noroloji vb. bilimsel
disiplinlerin ortak c¢alisma alanidir. Makine Ogrenmesi ise bilgisayarlara (makine)
Ogrenme yetisi kazandirma amagli algoritmalar gelistiren akademik disiplin ve yapay

zekanin bir alt alamidir.

1945 yillinda 1. nesil bilgisayarlarin ortaya ¢ikmasiyla bilim insanlar1 makinelerin zeka
ile donatilmasiyla ilgilenmeye bagsladilar. 1950'de matematik¢i Alan Mathison Turing,
‘Makineler diisiinebilir mi?” sorusu i¢in gelistirdigi Turing testi ile bilgisayarlarin
diistinme yetileri konusunda bir kriter ne siirmiistiir. Boylece Turing makinesi denilen

algoritma ile modern bilgisayarlarin kavramsal temeli atilmistir (Nabiyev 2005).

Makine 6grenmesindeki ilk arastirmalar daha ¢ok oriintii tamma alam ile ilgiliydi. Tlk
ogrenen makine modeli Perceptron adi ile bilinen tek katmanli ilk Yapay Sinir Ag
(YSA) modelidir. Basit noron modellerine dayali hesaplama modeli olup 1950’lerde

Frank Rosenblatt tarafindan onerilmistir (Rosenblatt 1959).

1965°de ise ilk makine dgrenmesi kitabi yaymlanmistir (Nilson 1965). 1968 yilinda
Vapnik ve Chervonenkis (VC) Istatistiksel grenme teorisini gelistirmis, (Sriintii tanima
problemi i¢in) VC entropi ve VC boyutu temel kavramlari, gosterge (indikator)
fonksiyonlar kiimesi i¢in tamitilmistir (Vapnik & Chervonenkis 1968). 1971’de bu
kavramlar kullanilarak, fonksiyonel uzayda biiyiik sayilar kanunu bulunmus, 6grenme

islemiyle iliskisi tanimlanmastir.
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1972’1lerde farkli disiplinlerle ¢alisan elektrik miihendisi Kohonen ve noéropsikolojist
Anderson daha sonra gelistirilecek egiticisiz 6grenmenin temeli olan ¢agrisimli bellek
(associative memory) konusunda birbirine benzer ¢alismalar yayinlamiglardir (Kohonen
1972, Anderson 1972). 1975 — 1980 déneminde bilim insanlari, dil, biyoloji ve psikoloji
gibi diger bilim alanlarindan da faydalanabileceklerini gérmiisler ve yapay zeka da 1987
yilinda bilim dali haline gelmistir. Glinlimiizde ekonomik olarak daha uygun yazilimlar

ve araglar sayesinde, daha genis kullanim alanlar1 ortaya ¢ikmustir.

1982 yilinda Kohonen kendi kendine 6grenme nitelik haritalar1 (Self organzinig feature
maps - SOM) konusunda ¢alisma yaymlamistir. 1982 ve 1984 yillarinda Hopfield,
YSA'larin genellestirilebilecegi ve ¢oziimii zor problemlere ¢oziim iiretebilecegini
gostermis, geleneksel Gezgin Satici Problemini (Travelling Salesman Problem)
¢ozmistir (Hopfield 1982). 1988 yilinda, Broomhead ve Lowe Radyal Tabanli
Fonksiyonlar Modelini (Radial Basis Functions RBF) gelistirmigler ve 06zellikle
filtreleme konusunda basarili sonuglar elde etmislerdir (Broomhead & Lowe 1988).
Daha sonra Specht, bu aglarin daha gelismis sekli olan Probabilistik Aglar (PNN) ve
Genel Regresyon Aglarini (GRNN) gelistirmistir (Specht (1988) ve (1991)), (Oztemel
2003).

3.1.1 Ogrenme Nedir?

Ogrenme, giiniimiizde hala ¢ok yonlii arasgtirmalarin yapildign merak konusudur.
Ogrenme, anlama ve zeka birbirleri ile ilintili kavramlar oldugundan dgrenmenin tanimi
yapilirken biraz zekddan da bahsetmek gerekir. Latince “intellectus” kelimesinin
karsiligr olan zekayi, Lenat ve Feigenbaum, genis arama alani iginde gizlenmis olan
¢Ozlimii, hizli bulabilen gii¢ olarak tanimlarken (Kocabas 1991), Feigenbaum buna ek
olarak; “Zeka arama yapmaktan ziyade belli bir ama¢ i¢in gereken yararli bilgileri
kurabilme anlamina, yani “bilgi kurma” anlamima gelmektedir” der (Kocabas 1991).
Fatmi ve Young ise zekay1 fiziksel ve biyolojik agidan degerlendirip, “Zeka, daha dnce
diizensiz algilanan bir sistemi diizenli bir sekilde algilayabilme yetenegidir.” seklinde
tanimlarlar (Kocabas 1991). Zekayi, biyologlar gevreye uyum kabiliyeti, egitimciler
ogrenme, psikologlar iligkileri anlama, bilgisayarcilar bilgiyi isleme kabiliyeti seklinde

degerlendirmislerdir.
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Ogrenmenin tanimi1 bilim insanlarinca farkli sekillerde yapilmistir. Michalski:
”Deneyimlerin gosterim bigimlerini olusturma ve bunlar1 degistirmeye 6grenme denir.”
derken, Simon Ogrenmeyi, “zaman ig¢inde yeni bilgilerin kesfedilmesi yoluyla
davraniglarin iyilestirilmesi siireci” olarak tanimlar (Simon 1983). Zaman iginde
iyilesmeden kasit, bilgisayarn da insan gibi zamanla tecriibe kazanmasidir. Insan
ogrenmesi ile makine Ogrenmesi benzerdir. Makine 6grenmesi (Machine Learning)
onceki o6rnekleri ve sonuglari inceler, bu isleri nasil yeniden yapacagini d6grenip yeni

durumlar hakkinda genellemeler yapar.

Sistemin Onceden bilmedigi islemleri, egitimden sonra yapabiliyor olmasi, sistemin
ogrendigini diisiindiiriir. Bu da 6grenmenin hiyerarsik yapiya sahip oldugunu gosterir.
Makine o6grenimi genis bir sahadir, sadece Orneklerden Ogrenme degil takviyeli
O0grenme Ve egiticisiz 6grenme de bu sahaya girmektedir. Makine 6grenim sistemi tek
bir gézlemleyici kullanmaz. Egitim kiimesi ad1 verilen bir sistem kullanir. Bu kiime
icinde Ornek gozlem kodlar1 bulunan ve makine tarafindan okunabilen bazi formlar

bulunur.

Makine 6grenmesi, “bilgisayarin bir olay ile ilgili bilgileri ve tecriibeleri ogrenerek,
gelecekte olusacak benzer olaylar hakkinda kararlar verebilmesi ve problemlere

coziimler tiretebilmesidir”’ denilebilir.

Makine 6grenmesi, istatistik, olasilik kurami, veri madenciligi, Oriintii tanima, yapay
zeka, gibi alanlarla iliskilidir. Makine 6grenimi algoritmalarinda 6nemli bir unsur da
verinin ifade ya da gosterim bicimidir. Ayrik geometrik sekiller, 6zellikle verinin

dogrusal olarak ayrilabilirligi makine 6grenimi yontemlerinde 6énemli rol oynamaktadir.

Makine Ogrenmesinin temelinde; ge¢mis bilgiler ve gozlemlerden yararlanarak
gelecekte bagimiza gelecekler hakkinda bilgiye ulagma, gelecege ait durumlari gegmiste
karsilagtigimiz durumlart inceleyerek karar verme yatmaktadir. Karar vermede en
gerekli unsur bilgidir. Bilgi, bir amaca yo6nelik islenmis veridir. Verinin bilgiye veya
anlamli  hale doniistiirilmesi noktasinda da veri madenciligi kavrami ile

karsilasilmaktadir. Veriyi bilgiye ¢evirmeye de veri analizi denir. Veri Madenciligi
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(VM), verideki gizli kurallar veya Oriintiilerin bulunmasi ile ilgilenir. Bagimsiz
degisken sayisinin ¢ok fazla oldugu verilerde, VM veya makine 6grenmesi teknikleri
siklikla kullanilmaktadir. Makine 6grenimi, istatistik ve VM arasinda yakinlik vardir.
Makine 6grenimi yontemleri, VM algoritmalarinda kullanilan yontemlerin ¢ekirdegini

olusturur.

J. Han ve M. Kamber’e gore veri madenciligi; (KDD-Knowledge Discovery in
Databases — Veri Tabanlar1 Bilgi Kesfi — VTBK) veri tabanlarinda, veri ambarlarinda
veya diger veri depolarindaki biiyiik miktarlardaki veri i¢indeki ilging bilgileri kesfetme
strecidir (Han & Kamber 2006).

Veri madenciligi, Sekil 3.1°de de gosterildigi gibi veritabani teknolojisi, istatistik,
makine 6grenmesi, oriintii tanima, yapay sinir aglari, verilerin gorsellestirmesi, uzaysal
veri analizi gibi farkli disiplinlerde yer alan tekniklerin birlesimini igermektedir.
Kuskusuz bunlar igerisinde en biiyiik katkiy1 istatistik, makine 6grenmesi ve veri tabani

teknolojisi saglamaktadir.

Sekil 3.1: Veri madenciligi ile diger disiplinlerin gosterimi

\
o
&
Yapay Veri Uzman
Zeka Madenciligi Sistemler
Q&
N
.\%\’0\\

[statistigin amaci ana kiitle hakkinda anlaml1 bilgiler elde etmek ve yorum yapmak, veri
madenciliginin amaci da anlamh bilgiler elde etmek ve bunu eyleme doniistiirecek

kararlar i¢in kullanmaktir.
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Veri madenciligi, veri tabani teknolojisi, istatistik, yapay zeka (artificial intelligence),
makine dgrenmesi (machine learning), oriintii tanimlama (pattem recognition) ve veri
gorsellestirmesi (data visualization) gibi pek ¢ok teknik alan arasinda koprii gorevi
goren ¢ok disiplinli bir alandir. Veri madenciligi astronomi, biyoloji, finans, pazarlama,

sigorta, tip gibi bir¢ok dalda uygulanmaktadir.

Makine Ogrenmesinin giinlik yasamdaki baslica uygulama alanlari; kredi riski
hesaplamasi, astronomik goriintiilerin kataloglanmasi, iiretim hatalarinin tespiti, teknik
direktorler i¢cin sporcu performansi analizi, Oriintii tanima, arama motorlari, DNA
dizilerinin siniflandirilmasi, borsa ¢oziimlemesi, konusma ve el yazisi tanima,
bilgisayarli gormede nesne tanima, irisin sahibini bulma, yazilim miihendisligi,
Biyoinformatik, test sonug¢larinin tahmini, iriin gelistirme, tibbi teshiste, tedavi

stirecinin belirlenmesi vs. dir.

3.2 MAKINE OGRENMESININ CESITLERI

Makine 6grenmesinin yanitlamaya c¢alisti§i sorulardan birisi de ge¢cmis deneyimleri
ogrenmede nasil kullaninz sorusudur. Gelecek boliimde O6grenme tiirlerinden

bahsederken bu soruya da yanit bulmus olacagiz.

Makine ogrenmesi, kullandigi algoritmalar1 G6grenim yontemlerine gore (egitim
verisinden 6grenmek i¢in) egiticili 6grenme, egiticisiz 0grenme, yar1 egiticili 6grenme,
takviyeli 6grenme, 0diilli 6grenme, 6grenme ile 6grenme, uyum saglama ile 6grenme

olmak iizere alt gruplara ayrilir.

Farkli uygulamalarda fakli beklentiler olabilmektedir. Makine 6grenmesi yontemlerini
bu beklentilere gore de Siniflandirma, Sbekleme, egri uydurma (regresyon), iliski
belirleme vs. seklinde guruplamak miimkiindiir (Alpaydin 2004).

Bu tezin konusu olan 6bekleme problemini modellerken, siniflandirma yontemlerinden

yola ¢ikildigl i¢in, bu boliimiin alt basliklar1 olarak sadece egiticili ve egiticisiz

O0grenmeye yer verilecektir.
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3.3  EGITICILIi OGRENME (SUPERVISED LEARNINIG)

Egiticili 6grenmede, sistemin 0grenmesine disardan bir egitici miidahale etmektedir.
Egitici, sistemin 6grenmesi igin ilgili 6rnekleri girdi — ¢ikt1 kiimesi ile vermektedir.
Burada amag; girdi ve ¢ikt1 degerleri arasindaki iligkiyi 6grenmektir. Boylece yeni girdi
degeri i¢in ¢ikti degeri tahmin edilebilmektedir. Girdi — ¢ikt1 islevselliginin 6rnekleri
egitim verilerini gostermektedir. Egiticili ogrenmede tim egitim verisi etiketlenmistir.
Girilen deger ve istenen deger arasindaki fark, hata degeri olarak dnceden belirlenen
degerden kiiciik oluncaya dek egitime devam edilir. Sistem girdiler igin istenen

dogruluga ulastig1 zaman, egitim isi tamamlanmis olur ve siire¢ sona erer.

Siniflandirma algoritmalari, regresyonun dahil oldugu geleneksel istatistik teknikleri,
yapay sinir aglari, destek vektdr makineleri, egiticili 6grenmeye Orneklerdir. Bu tiir
O0grenmeye, el yazisi harf ve rakamlarin siniflandirilmasi, borsa hisse degerlerinin
Ongoriisii, hava tahmini ve haber ajansindaki haberlerin smiflandirmasi ornekleri

verilebilir.

3.3.1 Smflandirma (Classification)

Bu bolimde 6nce siniflandirmanin tanimi yapilacak, ardindan siiflandirma alaninda
kullanilan terimlerden, sonra da tezdeki modellemeye 1s1k tutan siniflandirma

yontemlerinden biri olan Destek Vektor Makineleri anlatilacaktir.

Smiflandirma, daha Onceden smiflar1 bilinen Ornekler kullanilarak bir model
olusturulmas1 ve bilinmeyen yeni bir verinin hangi sinifa ait oldugunun tahmin
edilmesidir. Tanimdan da anlagilacagi gibi siniflandirma tahminleyici bir modeldir;
havanin bir sonraki giin nasil olacagi ya da bir kutuda ne kadar mavi top oldugunun
tahmin edilmesi ashinda bir simiflandirma islemidir (Dunham 2003). Siiflandirma,

makine 6grenmesi literatiiriinde egiticili 6grenmeye dahil olur.
Siniflandirmanin yaygin kullanim alanlari; goriintii isleme, Oriintii tanima, hastalik

tanilari, dolandiricilik tespiti, banka kredisi onaylama islemi, kredi kart1 sahteciligi

tespiti, hastalik teshisi, ses tanima, karakter tanima, gazete haberlerini konularina gore
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ayirma, kullanict davraniglart belirleme, kalite kontrol ¢aligmalari, pazarlama konulari,

risk analizi vb.’dir.

Tezin ilerleyen boliimlerinde kullanacagimiz oriintii (pattern), herhangi bir ¢izim,
goriintii, ses, resim, parmak izi, bir kimsenin yaptigi isler ya da simniflandirilmasi istenen
bagka bir isaret olabilir. Bir siniflandirma probleminde egizim kiimesi (training set) ve
smif etiketleri (class label) bilinmektedir. Kullanilan algoritmadan bagimsiz,
smiflandirma modelinin olusturulmasinda kullanilan n boyutlu N adet Oriintii, veri
kiimesi; veri kiimesinin bir alt kiimesi egitim kiimesi (training set); veri kiimesinden
egitim kiimesinin ¢ikarilmasi ile olusan kiime ise test kiimesidir. Egitim kiimesi
D= {(X1,¥1), X2,¥2), -, Xm , ¥m)} olmak tizere (x4,X,, ..., X;,) girdi (input) dyle ki
X; € R™, (y1, V2, -, V) Vi € {—1,+1} ¢ikt1 (output) ya da etiket olarak adlandirilir (Bu

tanimda smif sayisi 2 alinmstir).

Siniflandirma problemlerinde yaygin olarak kullanilan yontemler: Karar Agaclar
(Decision Trees), Yapay Sinir Aglart (Artificial Neural Network), Destek Vektor
Makineleri (Support Vector Machines), Naive Bayes, k-En Yakin Komsu (k-Nearest
Neighbor) ve Genetik Algoritma yontemleridir. Ancak gelecek alt boliimde sadece
tezdeki modellemeye 151k tutan Destek Vektor Makineleri hakkinda bilgi verilecektir
(Duda et al. 2001, Cristianini & Taylor 2000, Han & Kamber 2006, Alpaydin 2004).

3.3.2 Destek Vektor Makineleri — DVM (Support Vector Machines — SVM)

Literatiirde Destek Vektor Makineleri (DVM) konusundaki arastirmalarin biiyiik bir
kismi siniflandirma problemlerine yoneliktir. Bu tez ¢alismasinda da DVM yontemi
kullanilarak yeni bir Obekleme teknigi gelistirilmistir ve detaylar1 Bolim 4°de

anlatilmistir. Burada kisaca DVM ile siiflandirma, teknigi hakkinda bilgi verilecektir.

DVM, 1960’larin sonunda matematik¢i Vladimir Vapnik tarafindan bulunan istatistiksel
bir metottur. DVM, egiticili veya yarn egiticili olarak calisabilen ve smiflandirma ile
regresyon uygulamalarinda kullanilan bir makine 6grenmesi yontemidir (Vapnik 1998).
Giiniimiize kadar DVM, veri madenciliginde (Burbidge & Buxton 2001), finans
sektoriinde (Chen & Shih 2006), gesitli mithendislik problemlerinde (Chiang ve dig.

24



2004, Samanta 2004), goriintii isleme uygulamalarinda (Sun ve dig. 2004), tip (Ubeyli
2007), (Comak ve dig. 2007a, 2007b) ve gida sektorii (Du & Sun 2005) gibi gesitli
alanlarda basartyla kullanilmistir. El yazisi tanima, ses ve yiiz tanima, metin
karakterizasyonu, imaj tanima, tipta meme kanseri tanima, protein bagi tanima,
biyoinformatik — gen ve protein siiflandirmasi, kanser hiicrelerinin taninmasi ve

uzaysal veri analizi gibi bir¢ok alanda kullanilmaktadir.

DVM, giiclii bir algoritmik alt yapiya sahiptir. Kiigiik egitim verisiyle 68renebilir ve
genel optimuma ulasabilir. Hatta yiiksek boyutlu az sayida veri igeren egitim
kiimelerinde de basarilidir (Shen 2005, Shen ve dig. 2004). Veriden 6grenme icin
liretici, egitici ve dgrenme makinesi temel bilesenlerdir. Ogrenme makinesi girdi ve
¢iktt kiimeleri arasindaki iliskiyi, hipotez uzayr denilen Karar verici fonksiyonlarin
kiimesi yardimiyla 6grenir. Veriden 0grenme problemi, egiticinin yanitlarini en iyi
tahmin edebilen, hipotez uzayindan bir fonksiyonun se¢imidir. Egiticinin cevaplari da
dgrenme makinesinin cikt1 etiketleridir. Ikili smiflandirma (Binary SVM) problemi i¢in

y € {—1,1} olur.

DVM ile siniflandirma probleminin en temeli, lineer olarak ayrilabilme durumudur.
Temel mantigi, girdi uzayr iizerinde lineer olarak ayrilabilen veriler i¢in en iyi
hiperdiizlemin (hyperplane) belirlenmesidir. Dogrusal olarak ayrilabilir durumlarda bu
veriler hiperdiizlem ile ayrilabilirler. Diger bir durum ise dogrusal olarak ayrilamama
durumudur. Bu durumda DVM, kernel fonksiyonlar1 yardimiyla daha yiiksek boyutlu

bir uzaya tasinir ve 6znitelik uzayinda dogrusal ayrilabilr duruma gelir.

3.3.2.1 Lineer destek vektor makineleri

En biiyiik aralik ile lineer ayrilabilir DVM (Maksimal Marj SVM), egitim kiimesinin
hatasiz (hard margin) ve hatali (soft margin) ayrilma durumu olmak tiizere iki alt

baslikta incelenecektir.
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i. Egitim kiimesinin hatasiz ayrilma durumu (Hard Margin SVM)

DVM, veriyi smiflandirmak i¢in egitim kiimesi (x;,y;) (i =1,2,..... ,N) kullanarak
model olusturmaktadir. N adet veri vektorii ve n boyutlu uzayda x; € R™ (i =
1,2,...,N) olmak iizere, veri vektorlerine karsilik gelen sinif etiketi y; € {—1,1} olsun.
Siniflar1 ayiracak olan hiperdiizlem, w € R™ agirlik vektorii (hiperdiizlemin normali),
b € R sapma terimi (bias) olmak iizere denklem (3.1) ile tanimlanir. Iki siniftan olusan
veri kiimesindeki oOrnekler, smiflandirma probleminde denklem (3.1) kullanilarak
gruplanmakta ve hiperdiizlem tizerindeki biitiin noktalar denklem (3.1)’i saglamaktadir.

Lineer siniflandirma i¢in karar fonksiyonu, f : R™ — R olmak iizere,
f&x)=(w,x)+b 3.1)

N
= z w;X; + b ile tanimlanir.
i=1

Olusturulmaya galigilan hiperdiizlem, problemin egitim verisini hatasiz ayirabilen lineer
fonksiyondur. Egitim kiimesinin elamanlari x ve y;’ler bilindigine goére, en uygun

hiperdiizlemi bulmak i¢in w ve b degerlerinin hesaplanmasi gerekir (Cherkassky 1998).

Hiperdiizlemden en yakin veri noktasina, dik olan maksimum uzakliga aralik (margin)
denir. Optimal (en uygun) hiperdiizlem, iki sinif arasindaki araligit maksimum yapan
hiperdiizlemdir. Daha biiyiik aralik ile daha iyi bir genelleme yapilabileceginden, Sekil
3.2’de gosterildigi gibi aralik maksimum uzunlukta alinarak, hiperdiizlem optimum (en
uygun) hiperdiizlem olur (Cherkassky 1998). iki simf arasindaki araligm (margin)

biiyiik olmast siiflandirmanin iyi oldugunu gostermektedir.
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Sekil 3.2: Simflandirma 6rnegi
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Ikili siniflandirma (Binary SVM) icin {-1, +1} sinf etiketleri kullamlabilir. Girdi
vektorli X = (xq, ..., x,)7 i¢in, f(x) =0 veya f(x) <0 bulunur ve sgn (f(x))
fonksiyonu ile verinin pozitif ya da negatif sinifa ait oldugu belirlenir. Bu durumda,
yi = +1 icin wix + b > +1(x) yazilabilir ve Xx; pozitif simfa, y; = —1 igin
wix+b < —1 (x+) yazilabilir ve Xx; negatif siifa dahil edilir. Bu iki esitsizligi

birlestirirsek, y;(w’x; + b) =1 (i = 1, ...,N) esitsizligi elde edilir. DVM ile lineer
siiflandirma yontemi Sekil 3.3 de gosterilmistir.

Sekil 3.3: DVM yontemi ile lineer siniflandirma
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Kaynak: Melgani & Bruzzone 2004
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Sekil 3.3°de pozitif taraftaki hiperdiizleminin orjine dik uzakligi, |1 — b|/||w||, negatif
taraftaki hiperdiizleminin orjine dik uzakligi, |—1—b|/|lw|| kullanilarak iki
hiperdiizlemin optimal (en uygun) hiperdiizleme uzakliklar1 1/||w|| bulunur. Buradan

hareketle iki 6rnek kiime arasindaki uzaklik da hiperdiizlemler biribirine paralel oldugu

icin 2/||w|| olarak hesaplanir. Agirlik vektorii, w’nun 6klit normu; |[w| = v wiw
olmak {izere, hiperdiizlemler arasindaki en biiyiik araligi veren w, baska bir deyisle,
1/|lw|| ifadesini maksimum yapan w, (hiperdiizlemler arasindaki araligin (margin)
maksimum olmasi igin) ||w||? degerini minimum yapan w ile esdegerdir. O halde
smiflandirma problemini modellerken optimizasyon problemi (Pp)’nin amag
fonksiyonunda ||w||? terimi kullanilacaktir. Egitim kiimesinin hatasiz ayrilma durumu,
en biiylik aralik ile hiperdiizlemi bulmak i¢in asagidaki optimizasyon problemi

¢Oziilebilir:

Ozgiin (Primal) Problem

T 2
min - lwl| (Pp)

kisitlar y;(w'x; + b) =1 (i=1,..,N). (3.2)

Optimizasyon problemi (Pp) bir konveks karesel programlama problemidir. Kisitlar,
egitim Orneklerinin hiperdiizlemin dogru tarafina diismesini formiile etmektedir.
Problem (Pp)’nin, Bolim 2.2.2°de anlattigimiz Lagrange teknigi ile ¢oziillmesi

miimkiindiir. O halde, problem (P,) in Lagrange fonksiyonu,

N

Low,b,e) = w2 = Y aly(w'x, + b)~1] 3.3)

i=1

seklinde yazilabilir. Denklem (3.3)’de a; = 0 pozitif Lagrange carpanlaridir. KKT
sartlar1 geregince Lagrange fonksiyonunun w ve b degiskenlerine gore tiirevleri alinip,

sifira esitlenirse,
N

dLp(w, b, o)
— =0 >w= Zaiyl-xi,

ow ,
=1
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dLp(wW,b, o) ~
a—b =0 = Zaiyi =0

=1

esitlikleri bulunur. Bulunan w ve b degiskenlerinin dual formlar: denklem (3.3)’de

yerine yazildiginda asagidaki Lagrange fonksiyonu elde edilir:

N 1 N
LD = Z a; — E Z aiajyiijiij. (34‘)
i=1 i,j=1

Elde edilen Lagrange fonksiyonunun maksimizasyonu bize asagidaki dual problem

(Pp)’i verir:

N LA
max Z = ZZ a;a;y;yi{X; , X;) (Pp)

kisitlar a; = 0 (i=1,..,N),

N

Z a;y; = 0.

i=1

Lagrange carpanlari a; = 0 pozitiftir. Egitilen siniflandirici ile yeni 6rneklerin
smiflariin  bulunabilmesi igin, hiperdiizlemin hangi tarafinda olduguna bakilmasi
gerekir. Bunun igin 6rnegin hiperdiizlem fonksiyonundaki degeri hesaplanarak isaretine
bakilir. Sonug olarak, f(x) = sgn ({w,Xx) + b) esitligi ile verilen karar fonksiyonunda

dual degiskenler kullanarak,

N
f(x) = sgn <Z a;y; (X;,x) + b) (3.5)

i=1

yazilabilir ve fonksiyonunun isareti bize X noktasinin hangi sinifa ait oldugunu verir.

KKT kullanilarak:

29



a;lyi(wix; + b)—1]1=0 (i=1,..,N),
(Xi>0 = yi(WTXi + b)—].:O,
(Xi:() = yi(WTXi + b)—l >0

ifadeleri saglanir. Problem (Pp)’de her egitim 6rnegi i¢in bir Lagrange ¢arpani vardir,
¢oziimden elde edilen Lagrange carpanlarinin ¢ogu sifir olacaktir ve her bir 6rnek igin
a; =0ya da y;(w'x; + b) = 1 olacaktir. a@; =0 olan 6rnekler denklem (3.5)’de
toplamda etkisiz olacak ve buna ek olarak yeni 6rneklerin sinif etiketlerinin tahmininde
de 6nemi olmayacaktir. Geriye kalan a; > 0 degerli x; 6rnekleri destek vektirleri olup,
yi(wTx; + b) =1 esitsigini saglar. Destek vektorleri pozitif veya negatif taraftaki
hiperdiizlemlerin iizerinde yer alirken, a; = 0 olan Ornekler ise pozitif veya negatif

taraftaki hiperdiizlemlerin arka taraflarinda yer alirlar.

ii. Egitim kiimesinin hata ile ayrilma durumu (Soft Margin SVM)

Bazi durumlarda, lineer bir diizlem ile veriler birbirinden ayrilmayabilir. O zaman da
verilerin minimum hata ile ayrilmasi tercih edilebilir. Veriler (egitim verileri) denklem
(3.2) kisitim1 saglamadiklarinda maximum araligin i¢ine diismekte veya smif etiketinin
hatali oldugu bodlgeye atanmaktadir. Hatali siniflandirma, veri noktasinin yanlis bolgeye

atandigin1 gostermektedir. Asagida Sekil 3.4’°de hatali siniflandirilmaya yer verilmistir.

Sekil 3.4: Hatali simflandirma ornegi

4
Hiper
Duzlem
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Literatiirde esnek aralik (soft margin) olarak gegen bu teknikte amag, hatali
smiflandirmaya (allow misclassification) izin vermektir. O halde, egitim kiimesinin
hatasiz ayrilma durumunda anlatilan DVM problemini bir miktar hataya izin
verebilecek sekilde yeniden diizenlemek gerekir (bknz Sekil 3.5). Bunun i¢in, dncelikle
(%) ve (xx) daki kisitlamalar gevsetilerek hiperdiizlemin kosullari:

Vi = +1 i(;in, WTX + b=+1- fi'

yi=—1icin, wix + b < -1+ ¢,

& =0 Vi

bigiminde yeniden tanimlanabilir (Cristianini & Taylor 2000).

Sekil 3.5: Gevsek degiskenlerin gosterimi

Kaynak: Génen 2007

Sekil 3.5’de goriildiigii tizere, ; (slack variable) negatif olmayan gevsek degiskenlerdir.
Bu degiskenlerin ¢; = 0 olmas1 durumunda Xx; egitim 6rnegi dogru smiflandirilmis,
& = 1 ise hatali siniflandirilmistir. Buna gore, & = |y; — (wTx; + b)| icin, x; Karar

sinirinm iizerinde ise w’x; + b = 0 dolayisiyla &; = 1 olacak; & > 1 olan x;’ler i¢in
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hatali siniflama olacaktir. 0 < §; < 1 durumunda ise x;’ler hiperdiizlemlerin arasinda

(en biiyiik aralik bolgesinde) yer alacaktir.

Araligin en biiyiik, siniflandirma hatalarinin en kii¢iik olabilmesi i¢in C ile gosterilen,
pozitif degerler alabilen (0 < C < o) diizenleme (regularization) parametresi
kullanilabilir. Bu parametre hatalar1 kontrol altma almak i¢in kullanilir. Ornegin, iki
siif arasindaki araliga esneklik kazandirarak daha iyi siniflandirma yapilmasini saglar.
Ayrica kategorileri ayirma isleminde esneklige de izin verir. C parametresi kullanici
tarafindan girilir. C degeri arttiginda daha fazla 6rnek hatali siniflandirilacak ve
siiflandiricinin karmasikligr diisecek, C degeri diisiik tutuldugunda ise daha az 6rnek
hatali siniflandirilacak ve smiflandiricinin  karmasikligir artacaktir. Dolayisiyla C
parametresi siniflandirma hatasi ile model karmasiklig1 arasindaki geligkiyi diizenleme

gorevini iistlenir.
Lineer olarak belirli oranda hata ile ayrilabilen veri kiimelerinde, en uygun hiperdiizlemi
bulmak igin, diizenleme parametresi ve gevsek degisken kullanilarak esnek aralikli (soft

margin) temel optimizasyon problemi (Pgyp) asagidaki gibi olusturulabilir:

Ozgiin (Primal) Problem

N
1
min SIWIZ+C ) & (Pswp)
i=1
kisitlar y;(wTx; + b) =1— ¢, (3.6)

& =20 (i=1,..,N). (3.7)

Problem (Psyp)’ in ilk terimi lineer ayrilabilen (hard margin DVM) temel DVM
problemi ile ayni iken, ikinci terim hatali siniflandirma noktasini kontrol etmektedir.
Ayrica C parametresi Lagrange carpanlarinin alabilecekleri maksimum degeri de
gostermektedir. Dolayisiyla a; € [0,C] araliginda bulunmaktadir. Esitsizlik (3.6) ve

(3.7)’nin problem(Pgp)’ inin kisitlar: oldugunu dikkate alarak Lagrange denklemi,
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Lw,b, & a,pn) =

N

N N
1
= S lwlP? +chfi =D by Wi + b) = 1+ —Zluifi (3.8)

i=1

ile yazilabilir. Pozitif a;, pu; katsayilari, &;” nin pozitif olmasi i¢in kullanilan Lagrange

carpanlardir. Coziim i¢in KKT kosullarini yazalim:

N
aL ;b; Ia)
(W avj M) =0 =>w= Zaiyixi, (39)
aL(w,b, &, a, 1) C
W' ) ’al
Moo > Zaiyi —0, (3.10)
ob _
i=1
JoL(w,b,¢, «,
( a; B _0 s atp (3.11)
i

Yukaridaki denklem (3.9) ve (3.11), Lagrange denklemi (3.8)’de yerine yazildiginda ve

denklem (3.10)’u da kisit olarak aldigimizda asagidaki dual problemi elde etmis oluruz:

Dual Problem

1
ai—z

l

N N N
maaX Z aiajyiyj(xi ,Xj> (Psmp)
=1 =1 j=1

l
oyleki 0 < a; <C (i=1,..,N),

N

Zal-yi =0.

i=1

O halde dual degiskenler kullanilarak karar fonksiyonu

£ = sgn < > @i xix+ b)

i=1

bulunur.
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Lineer DVM i¢in bulunan konveks karesel programlama (P,) problemi ile karar
fonksiyonunun degismedigi goriilmektedir. Tek fark, a; Lagrange carpanlari igin C iist
simirinin - getirilmesidir. Eger C = oo alinirsa, ilk durum elde edilir. Asagida «;

katsayilarinin sinirda aldig1 degerlere gore esitsizlik kisitinin durumlar1 incelenmistir:

a;lyi(wix; + b)—1+&]=0 (i=1,..,N),

Bi&i =0,

a;=C = y;(WI'x; + b)—1+&=0 & >0,

0 <a; <C=>y;(Wl'x; + b)—1+& =0 & =0,
a;=0 = y(wlx; + b)—1+¢ >0.

Sonug olarak, daha 6ncede anlatildig gibi, a; = C olan x;’ler (§; > 0) gevsek degisken
ile sinirlandirilmis destek vektorleri olarak tanimlanirlar ve en genis aralik alaninin
icerisinde uzanirlar. 0 < a; < C olan (é =0), x;’ler aralik iizerinde olan

siirlandirilmamis destek vektorleridir.

3.3.2.2 Lineer olmayan destek vektor makineleri

Lineer olarak ayrilamayan durumlarda ornekler (Sekil 3.6), kernel fonksiyonlari ile
lineer olarak ayrilabildikleri daha yiiksek boyutlu bagka bir uzaya lineer olmayan ®(x)
fonksiyonu ile tasinir ve smiflandirma o uzayda yapilir. Yiiksek boyutta olusturulan
Oznitelik uzayin F ile gosterelim. Lineer olmayan @ : X — F ile tanimlanir dyle ki,
F ={®(Xx)| x € X} olsun. Artik X; noktalar1 yerine 6znitelik uzayindan alinacak olan

®(x) noktalar1 vardir. Dolayisiyla karar fonksiyonu 6znitelik uzayinda yazilirsa,

N
f(x) = sgn (Z W) + b) (3.12)

seklinde bir fonksiyon olusacaktir.
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Sekil 3.6: Girdi uzayindan 6znitelik uzayina doniisiim

=N

y @ X— P(x) y
A A
x \
&
o ¢

|

*
@
*
‘ \\\\‘\ /ﬁ'/, P
‘ / ) \\ //,,, J/

Girdi Uzayi Oznitelik Uzayi

Kaynak: Zien 2008, Multiple Kernel Learning

Denklem (3.1) ile tanimlanan karar fonksiyonunda x yerine, ®(x) yazilarak, 6znitelik

uzayinda tanimlanmis karar fonksiyonu elde edilir:

N
f() = sgn (Z @y (@ (x), (X)) + b>. (3.13)

i=1

Denklem (3.13)’de i¢ ¢carpim yerine K (x;, X) yazilirsa

Fo0 = sgn (Z @y K (%) + b)

i=1

elde edilir, yle ki K (x;,x;) = (®(x;).®(x;)) fonksiyonuna Kernel fonksiyonu adi
verilir. Dikkatle incelenirse, kernel fonksiyonu kullanildiginda &®(.) fonksiyonunu
hesaplamaya gerek kalmamaktadir. Yapilmasi gereken i¢ carpimlart giris uzay1 yerine
kernel fonksiyonlar1 ile kernel uzayinda hesaplamaktir. Bir fonksiyonun kernel
fonksiyonu olabilmesi i¢in Mercer kosullarini (P6yhonen 2004, Mercer 2003) saglamali

ve simetrik kesin pozitif olmalidir.

35



Basarilt bir siniflandirma i¢in uygun kernel fonksiyonunun segilmesi gerekmektedir.
Literatiirde ¢esitli kernel fonksiyonlart mevcuttur, asagida en yaygin Kernel

fonksiyonlarina yer verilmistir:

1. Dogrusal kernel fonksiyonu: K (x;,x;) = (x7x;),

. . d
2. Polinom kernel fonksiyonu: K (x;,x;) = (yx7x;),

3. Radyal tabanli (RBF)kernel fonksiyonu (Gauss Kerneli):

lIxi = 11°
K(x;,x;) = exp(—TZ’ :

3.4 EGITICiSiZ OGRENME (UNSUPERVISED LEARNING)

Egiticisiz 6grenmede, sistemin olayr 6grenmesine yardimci olan bir egitimci yoktur.
Sisteme sadece girdi degerleri verilip, 0rnekler arasindaki iliskiyi 6grenmesi beklenir.
Dogru ¢iktilar hakkinda higcbir bilgi verilmez. Amag, girdi degerlerinin 6znitelikleri

kullanilarak 6grenme yapmaktir.

Egiticisiz 6grenmede nesnelerin egitim ornekleri verilmemektedir. Dolayisiyla herbir
veri, niteliklerin degerlerini icerirken, etiket icermemektedir. Egiticili 6grenmeden de
farki budur. Egiticisiz 6grenme, genellikle obekleme igin kullanilan bir 6grenme
¢esididir. Yarismaci 6grenme (competitive learning), Kohonen’in kendini diizenleyen
(self-organizing) haritalar1 (Kohonen 1984, Kohonen 2001), Hebbian 6grenme (Hebb
1949), Grossberg 6grenme (Grossberg 1986) gibi 6grenme kurallar egticisiz 6grenme
ornekleridir (Elmas 2003).

3.4.1 Obekleme (Clustering)
3.4.1.1 Literatiir ozeti

Obekleme konusundaki galismalar 1963 yilinda Sokal ve Sneath nin yazdig “Principles
of Numerical Taxonomy” kitabi yayinlandiktan sonra hizlanmistir (Sokal & Sneath

1963). Obekleme iizerine yazilan ilk kitaplardan biri, fakat tek bir yaklasimin
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kullanildig1r “Cluster Analysis” (Tryon & Bailey 1970) ardindan, daha ¢ok dbekleme
isleminin matematik kisminin incelendigi “Mathematical Taxonomy” (Jardine & Sibson
1971), Obekeleme fiizerine yazilmis olan en kapsamli kitap “Cluster Analysis for
Applications” (Anderberg 1973), degisik projelerin toplandigi, “Clustering Algorithms”
(Hartigan 1975), genis kapsamli “Algorithms for Clustering Data” (Jain & Dubes 1988)
ve 1990’dan itibaren konu ile ilgili olarak ¢ok farkli uygulamalar ve kitaplar ortaya

konulmustur.

Farkli uygulamalarda kullanilabilen ¢ok cesitli 0bekleme algoritmalari mevcuttur.
Literatiirde yeni Obekleme algoritmalart da gelistirilmektedir. Genel olarak bu
algoritmalar iki bagslikta toplanmaktadir: Veri kiimesindeki &bekler boliimleme
(partitioning) ya da asama swrali (hierarchical) 6bekleme yontemleri ile belirlenebilir.
Var olan verileri dbeklere ayiracak tek bir algoritma bulunmamaktadir. Dolayisiyla

cesitli algoritmalar denenmelidir.

Uygulama alanlart; miisteri degerlendirme ve capraz satis analizleri (pazarlama), risk
analizleri, usulstizliiklerin tespiti, ana giderlerin azaltilmasi, police fiyatlarinin
belirlenmesi (sigortacilik), satis noktasi veri analizleri, alis-veris sepeti analizleri
(perakendecilik), hisse senedi fiyat tahmini, genel piyasa analizleri, en iyi alim-satim
stratejilerinin belirlenmesi (borsa), hatlarin yogunluk tahminleri (haberlesme), test
sonuclarinin tahmini, tirlin gelistirme, ilaglarda kullanilan maddelerin siniflandirilmasi
(ilag sanayi), tibbi teshis, uygun tedavi siirecinin belirlenmesi (saglik), kalite kontrol,
lojistik, Uretim siireclerinin en iyilestirilmesi (endiistri) gozlemsel veriler {izerinde
modeller kurularak bilimsel ve teknik problemlerin ¢oziimlenmesi, gesitli tahminler ve

smiflandirma problemlerinin ayrigtirilarak ¢oziimlenmesidir (Hartigan 1975).

3.4.1.2 Giris

Obek, benzer elemanlarin bir grubudur. Obekleme ise en basit tanimiyla benzer ozellik
gosteren veri elemanlarmmin kendi aralarinda gruplara ayrilmasidr. Literatiirde
obekleme analizini agiklayan bir¢ok tanim bulunmaktadir (Berkhin 2002, Bilgin 2003,
Boutsinas & Gnardellis 2002, Han & Kamber 2006, Jain & Dubes 1988, Jain ve dig.
1999, Karypis ve dig. 1999, Mercer 2003, Witten & Frank 1999). Obekleme de amag,
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Sekil 3.9’da goriildiigii gibi Obekler arasindaki uzakliklar1 en biiyiik, her bir dbek
icindeki gozlemler arasindaki uzakliklari en kiiciik yapmaktir. Obekleri belirlemek igin
genellikle 6bekler igindeki verilerin nasil benzer olduklarini ya da 6bekler arasindaki
verilerin nasil farkli olduklarin1 modelleyen fonksiyon 6nemli bir kriterdir ve 6bekleme
sonuglarmin degerlendirilmesinde &nem kazanacaktir. Obekleme algoritmalar1 veri
tabanindaki kayitlar1 alt kiimelere ayirir. Baglangigta veritabanindaki kayitlarin hangi
obeklere ayrilacagir veya obeklemenin hangi degisken ozelliklerine gére yapilacagi,
olusacak Obek sayisi, 6bekler hakkinda 6n bilgi bilinmemekte olup herbiri problem igin

birer parametredir.

Sekil 3.7°de goriildiigii gibi her bir 6bekteki elemanlar kendi grubunu diger gruplardan

ayiran benzer 6zelliklere sahiptir ve buradaki benzerlik fonksiyonu mesafedir.

Sekil 3.7: Obekleme icin 6rnek veri kiimesi

1.2
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Bu boliimde anlatilanlardan, 6bekleme bize “benzerlik, uzaklik, oriintli vs. kavramlarini
cagristirmaktadir. Alt bolimde ise Obekleme iginde kullanacagimiz bazi genel

tanimlardan bahsedilecektir.

3.4.2 Tamimlar ve Kullanilan Semboller

Tamm 3.4.1 (Oriintii Matrisi - Pattern Matrix): Oriintii (pattern) &bekleme

algoritmasinca kullanilan veri 6geleridir ve yapilan 6l¢iimlerin sonuglarini icermektedir.
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Oriintii vektdriiniin her bir sayisal elemani da (X;), verilerin uzaklik bilesenleri,
Oznitelik (attribute) olarak tanimlanmaktadir.
Girdi vektord,
X1
X; = xZ (i=12...,n),

Xd

d Oznitelik ve n Oriintii sayisini gostermek iizere, nxd boyutlu oriinti matrisi X

asagidaki sekilde gosterilmektedir:

X11 X12 * X14

X21 X2 v Xad
X=[X1 X5 Xn] = X = ] . . A

Xn1 Xn2 ** Xnd

Bu matrisin her satir1 bir veri vektoriinii (Oriintiiyii) ve vektorlerin bilesenleri de
oznitelikleri ifade etmektedir (Jain & Dubes 1988). Oriintii matrisinde siitunlar
olusturan bu ozellikler i¢in bir hastanedeki hastalarin yas, boy, agirlik, cinsiyet gibi
kisisel ozellikleri ve tahlil sonuglar1 6rnek olarak verilebilir.

Tamim 3.4.2 (Yakinhk Matrisi (Proximity Matrix)): Yakinlik matrisi D;;, denklem

ji
(3.14) ile gosterildigi gibi, her satir ve siitununda bir oriintliniin bulundugu, nesnelerin
karsilikli benzerlik (yakinlik) bilgilerinin tutuldugu, n x n boyutlu ve kdsegen tizerinde
bulunan tiim degerlerin sifir oldugu bir matristir. Nesneler arasindaki yakinlik degisme
ozelligine sahip oldugundan yakinlik matrisleri simetriktir (Jain ve dig. 1999).

Yakinlik matrisi,

di1 dip v dim

D.. = dyy da dom

y (i=12.n), (G=1.....m). (3.14)

dpi dpz  dnm

ile ifade edilir. Burada d;; ; i ve j nesneleri arasinda 6lgiilen yakinlik veya uzakliktir.
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Tamm 3.4.3 (Yakinhk Ifadeleri): Verilen X veri matrisinde i. ve j. oriintiiler (i. ve j.
satirlar) arasindaki yakinlik degeri d(i,j) ile gosterilmektedir ve d(i,j), tim (i,j)

degerleri i¢in,
. d(i,i)=0,
ii.  d(@i,j) = d(, i),
iii.  d(i,j) =20,
iv. d(i,j)=0 oi=j,

esitsizligi),

sartlarin1 saglhiyorsa d (i, j)’ye uzaklik fonksiyonu denir.

Oriintiileri dbeklendirmede benzerlik (similarity) ve benzememezlik (dissimilarity)
Olciisii olan sayisal deger, uzaklik olgiisii (distance measure) olarak adlandirilmaktadir.
Uzakliklarin hesaplanmasi ve yakinlik matrisinin olusturulmast i¢in en ¢ok kullanilan

uzaklik Olgiileri asagidaki gibi verilmistir (Tatlidil 1996):

1. Oklit Uzakhgr  (Euclidean Distance)

P
.. 2
(i, j) = Z(xik = %) (3.15)
k=1
(Il*]l ile de gosterilmektedir.)

2. City Blok Uzakligi (Manhattan Uzakligt)
p

AG) = ) e = 3l (3.16)

k=1
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3. Minkowski Uzakligi
D 1/r
ai,j) = {leik - xjklr} ) 3.17)

k=1

4. Supremium Uzaklig

d(i,j) = maxigj<q | — %l -

Minkowski uzaklig1 denklem (3.17)’de r = 2 segilirse Oklit uzaklhigi; r = 1 segilirse
Manhattan uzakligi elde edilir; r = oo segilirse Supremium uzakligi (Sup distance) elde

edilir.

Bunlar arasinda en yaygin kullanilan uzaklik fonksiyonu, Oklit uzaklik 6lgiimiidiir.
Manhattan ve Oklit uzaklik fonksiyonlari ¢ogunlukla benzerliklerin bulunmasinda
kullanilir. Uzaklik fonksiyonu biiylik bir deger ise benzerlik az, kiigiik bir deger ise
benzerligin fazla oldugu anlasilir. Belirttigimiz uzaklik dlgiileri’ degiskenlerin &lgii
birimlerinden etkilenmektedirler. Kullanilan bir 06l¢ii biriminde iki birey birbirine
uzakken, Ol¢ii birimi degistirildiginde birbirine en yakin hale gelebilir, bireyler
arasindaki siralama degisebilir bu sebeple, uzaklik hesabindan Once degiskenlerin

standartlagtirillmasi gerekmektedir (Aldenderfer & Blashfield 1984).

Bir nesnenin baz1 6zellikleri icin farkli 6lgekler kullaniliyorsa, Oklit uzaklik fonksiyonu
kullanilarak biiyiik olceklerle dlgiilen nitelikler kiiclik dlgekle dlgiilen nitelige baskin
gelebilir. Bu tip bir sorun ile karsilasmamak igin, nitelik degerleri genellikle 0 ile 1
arasinda normallestirilir. Obekleme igin veri kiimesinden uzaklik dlgiilerinden birinin
kullanilmasiyla yakinlik matrisi olusturularak Obekleme yontemlerinden birisi ile
bireyler 6beklere ayrilir (Boliim 3.4.3’de &bekleme yontemleri hakkinda detayli bilgi

verilmistir).

! Daha fazla uzakhk yéntemi i¢in bakimz: (http://mathworld.wolfram.com)
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3.4.3 Obekleme Yontemleri

Tez konusu dbekleme problemi olmasindan dolay1 bu boliimde dbeklemede kullanilan

yontem ve algoritmalarin kisa tanitimi1 yapilacaktir.

Obekleme yontemleri, yakinlik matrisinden yararlanarak degiskenleri kendi iginde
homojen ve kendi aralarinda heterojen gruplara ayiran yontemlerdir. Obeklemenin fen
bilimleri ve sosyal bilimlerde yaygin kullanim alanlarmin olmasi ve bilgisayar
teknolojisinin gelismekte olmasi, Obekleme yontemlerinin artmasinda biiyiik rol
oynamaktadir. Literatiirde bir¢ok Obekleme metodu gelistirilmistir (Han & Kamber
2006, Jain & Dubes 1988, Mercer 2003, Witten & Frank 1999). Milligan & Cooper
obekleme yontemlerini dort farkli kategoriye ayirirken, Anderberg (1973) en kabul
goren halini ortaya koymus, boliimleyici (partitioning) ve hiyerarsik (hierarchical)
obekleme metotlar1 olarak smiflandirmustir  (Ozdamar 2004). Cesitli  Sbekleme
metotlarinin yer aldigi farkli siniflamalar da yapilabilir. Buna iliskin bir siniflama

ornegini 6bekleme metot ve uygun algoritmalarini Sekil 3.8”de bulabilrsiniz.

Sekil 3.8: Obekleme yontemleri

Obekleme Yontemleri
ve Algoritmalari

/\

Hiyerarsik Yontemler Model Bazh
o Birlestirici Yontemler
o Ayristiric o COBWER
Boliimleyici Yontemler Izgara Tabanl
o K-means ; .

o K-medoids ! (Grid Bazl) Yontemler
o Fuzzy c-means o Sting

o EM Yogunluk Tabanh

o SOM Yontemler

o CLARA

o CLARANS o Dbscan
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Cok bilinen 6bekleme algoritmalar1 k-means, boliimleyici, hiyerarsik, SOM, DBSCAN
(Density — Based Spatial Clustering of Applications with Noise), EM (Expectation

Maximization) ve CURE (Clustering Using REpresentatives) olarak siralanabilir.

3.4.4 Boliimleyici (Partitioning) Obekleme Yéntemleri

Bu metotlar, verilerin dogal olarak olusturduklar1 gruplart yeniden gruplamayi amaglar.
Bu nedenle verileri, oriinti matrisleri olarak alip isleme sokmaktadirlar. Genellikle
Oznitelikler oransal degerlerdir ve n tane nesnenin bulundugu d boyutlu bir uzayda (veri
setinde), her boliimiin bir 6begi temsil ettigi k tane (k < n) gruba ayiran metotlardir.
Obekler, nesneler arasindaki benzerliklere gore olusturulur. Obekleme islemi sonucunda
aynmi oObekteki nesneler (oriintiiler) arasi benzerlik maksimum, farkli obeklerdeki

nesneler aras: benzerlik minimum olur.

Bir kiimenin merkezi ya kiimedeki biitiin noktalarin bir ortalamasi (centroid) ya da
kiimeyi en iyi temsil edecek nokta olan en merkez noktadir (medoid). Biitiin teknikler
merkez noktanin 6begi temsil etmesi esasina dayanmaktadir. Ugulanabilirligi kolay olan

bolinmeli 6bekleme algoritmalarinda k 6bek sayisi giris parametresi olarak verilir.

3.4.5 k — Ortalama (k — Means) Yontemi

En eski, en basit ve en yaygin kullanilan egiticisiz 6grenme algoritmalarindan biri olan
k — ortalama yonteminde k olusacak &bek sayisini, ortalama ise Obegi olusturacak
nesnelerin agirlikli ortalamasini ifade eder. Rasgele bir paylasim (k tane nokta segimi)
ile baslayan algoritma, nesneleri 6bek merkezlerine olan uzakliklar1 dikkate alinarak en
benzer olduklar1 obeklere atar. Daha sonra her dbegin ortalama degerleri hesaplanir,
yeni 6bek merkezleri bulunur ve bir dnceki adim tekrarlanir. Herhangi bir yakinsama
gerceklesinceye kadar (6beklerde bir degisiklik olmayincaya kadar) adimlar tekrarlanir.
Uzaklik i¢in daha ¢ok OKlit uzaklik l¢iimii tercih edilmektedir. Baslangic 6bek merkezi
se¢imi algoritmanin sonucunu etkilemektedir. Bu algoritmada amag, 6bek merkezlerinin
en uzak, 6bek ici nesnelerin en yakin olmasidir. Iyi bir bekleme igin deneme yanilma
yontemi gerekebilir. Daha fazla bilgi i¢cin Duda R. , Hart P. , Stork D. Pattern
Calssification sf 526 — 527 ve Everitt B. , Landau S. Cluster Analysis sf 122 — 130

incelenebilir.
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3.4.6 Kendi Kendini Diizenleyen Haritalar (Self Organizing Maps-SOM) Yoéntemi

Obekleme calismalarinda, yapay sinir aglari da kullamlabilir. Bir veri kiimesindeki
eleman ve degisken sayisinin ¢ok fazla olmast sinir aglari icin bir zorluk yaratmaz.
Obekleme calismalarinda en ¢ok kullanilan yapay sinir aglari, Kohonen (1981)
tarafindan ortaya koyulan kendi kendine &grenen haritalar olarak bilinen (Self-
Organizing Maps — SOM) sinir aglaridir (Kohonen 2001). Bu sebeple, Kohonen SOM
aglar1 olarak da bilinir. Literatiirde SOM ag1 olarak gegen algoritma hem verilerin
Obeklenmesi hem de gorsellestirmesi yoniinden tercih edilir. Dolayisiyla k —
ortalamanin islevlerini yerine getirebilir. Tek katmanl bir ag olan SOM, giris ve ¢ikis
noronlarindan olusur. Giris ndronlarinin sayisi veri setindeki degisken sayisina gore
belirlenir. Cikis néronlarinin her biri bir 6begi temsil eder. Sekil 3.9’da bir SOM agi
goriilmektedir. Diger yapay sinir aglarindan farkli olarak, ¢ikis katmanindaki néronlarin
dizilimi ¢ok onemlidir. Bu dizilim dogrusal, dikdortgensel, altigen veya kiip seklinde
olabilir. En ¢ok dikdortgensel ve altigen seklindeki dizilimler tercih edilmektedir.
Pratikte, ¢ogu kez dikdortgensel dizilim karesel dizilim olarak uygulanir. Buradaki
dizilim topolojik komsuluk acisindan Onemlidir. Aslinda, ¢ikis ndronlari arasinda
dogrudan bir baglanti yoktur. Giris noronlart ile her bir ¢ikis ndronu arasindaki
baglantiy1 referans vektorleri (code-book vectors) gosterir. Bu vektorler bir katsayilar
matrisinin siitunlart olarak da diisiiniilebilir. SOM sinir aglar1 egitilirken, bu topolojik

komsuluk referans vektdrlerinin yenilenmesinde kullanilir.

Sekil 3.9: Som aginin gosterimi

A
OO g © O O O
Kazanan O O OlOo O O O
Eleman WO O ,§
£
ko © O < Komsuluk
% 0D © g Bélgesi
O,
©/o o
Q / O

PN
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Sekil (3.9)’da sadece kazanan eleman ile girdi elemanlarinin arasindaki baglantilar

gosterilmistir. Aslinda girdi elemanlar1 ¢ikti elemanlarinin tamamina baghidir.

3.4.7 Hiyerarsik (Hierarchical) Yontemler

Hiyerarsik obeklemede iki farkli kiimeyi birlestirmek veya ayirmak i¢in yakinlik
matrisleri kullanilir. Sekilce agaca benzer bir yapinin (dendogram) olusturulmasini
saglayan algoritmalara dayanmaktadirlar. Bu dendogramlar iki farkli teknikle
iretilmektedir: Birincisi veri nesnelerini veya kiiglik gruplar birlestirerek olusturulan
Birlestirici Obekleme (Agglomerative Clustering), ikincisi biiyiikk gruplar1 bélerek
olusturulan Béliicii Obekleme (Divisive Clustering). AGNES (AGglomerative Nesting)
algoritmasi asagidan yukari dogru, DIANA (Dlvisive ANAlysis) algoritmasi yukaridan

asag1 dogru c¢alisan bir insa yapist izler.

AGNES algoritmasi, baglangigta 6rneklerin hepsini ayr1 ayri birer 6bek kabul edip her
bir adiminda Obeklerin birbirlerine olan uzakliklarina bakarak en yakin iki Obegi
birlestirir. DIANA algoritmasi ise baglangicta biitiin 6rnekleri ayn1 6bekte kabul edip
her bir adimda birbirine en uzak iki 6begi bulmaya caligir. Diger algoritmalardan farki
orneklerin koordinatlarina ihtiyag duymay1p yakinlik matrisinin bu algoritma igin yeterli

olmasidir (yakinlik matrisi ile yetinmesidir).
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Sekil 3.10: Birlestirici ve ayristirici hiyerarsik obekleme

Agglomerative

0 1 2 3 4 (Birlestirici)

A

4 3 2 1 0 Divisive
(Ayristiricr)

Kaynak: Kaufman & Rousseeuw 1990

Hiyerarsik 6bekleme algoritmalar1 ve daha fazla bilgi i¢in Duda, Hart and Stork 2001

incelenebilir.
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4. COK KERNELLi OGRENME YONTEMLERI

4.1 GIRIS

Lineer olarak ayrilamayan veri kiimelerinde, kernel fonksiyonlarinin kullanilmasiyla
veriler yiiksek boyutlu 6znitelik uzayina tasinarak lineer ayrilabilir hale getirilmektedir.
Tek kernel fonksiyonu ile yapilan bu siniflandirma islemleri, genellikle ger¢ek hayat
problemlerinde karsilastigimiz (goriintii tanima, biyoinformatik veri kiimeleri gibi farkl
kaynaklardan gelen veriler) cok boyutlu ve heterojen kaynakli veri kiimelerinde lineer
olmayan veriyi siniflandirmakta yetersiz kalmaktadir. Bu tiir veriyi siniflandirmak i¢in
kernellerin konveks kombinasyonlarindan olusan ¢ok kernelli 6grenim (multiple kernel
learning) yontemi gelistirilmistir (Bach ve dig. 2004). Bu yontem ile farkli
kaynaklardan gelen farkli kernel fonksiyonlarimi Sekil 4.1 (b)’de gosterildigi gibi DVM
yontemi ile siniflandirmak miimkiindiir. El yazis1 tanima, yliz tanima ve tip alanindaki

goriintlilerin siiflandirilmasi ¢aligmalarinda ¢ok kernelli algoritmalar kullanilabilir.

Son yillarda yapilan birgok ¢alismada gok kernelli yontemler onerilmistir (Nash & Sofer
1996, Joachims 1999, Bach ve dig. 2004, Nemirovski 2004, Fan ve dig. 2005,
Rubinstein 2005, Sonnenburg ve dig. 2005 and 2006, Gonen ve dig. 2008, Akyiiz 2009,
Xu ve dig. 2009, Kloft ve dig. 2011). El yazis1 tanima, yiiz tanima ve tip alanindaki

gorlntiilerin siniflandirilmasi ¢caligmalarinda ¢ok kernelli algoritmalar kullanilabilir.

Farkli kerneller degisik benzerlik 6l¢iitleri tanimlamaktadir ve farkli kaynaklardan gelen

veya farkl 6zelliklerdeki verileri birlestirmek i¢in de kullanilabilir.
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Sekil 4.1.(a): Tek Kernelli DVM Sekil 4.1.(b): Cok Kernelli DVM

Girdi - Veri
@ Girdi - Veri

) Oznitelige Tasima

(0] Oznitelige Tasima ,/I\ < »

Ara T il
Ara Temsil fa temsi

W, P

W Agirliklandirma W1J Wl Agirliklandirma

@
Tek Kernelli Gikti Tek Kernelli Cikti

Agirliklandirma

f)=2cfPew, 0. ()|  Cikti - Cikis

fo(x) = < w,, 0, (x) >

Kaynak: Zien 2008

Bolim 4.2°de bu tezdeki modelleme igin yol gosterici olan ¢ok kernelli 6grenme
probleminin  6zgiin (primal) formu verilecek ardindan optimizasyon problemi

incelenecektir.
4.2 COK KERNELLi OGRENME - (MULTIiPLE KERNEL LEARNING-MKL)

4.2.1 Cok Kernelli Simiflandirma

Destek vektor makineleri gibi kernel tabanli yontemlerin siniflandirma problemleri igin
etkili oldugu kanitlanmistir. Son yillarda yapilan ¢alismalar, farkli kaynaklardan gelen
lineer olmayan verilerin siniflandirilmasi i¢in, ¢ok kernelli 6grenme yonteminin daha
etkili oldugu yoniindedir. Sezgisel olarak x; ve x; gibi iki 6rnek arasindaki benzerligi
hesaplayan K (Xi,Xj) kernel fonksiyonu kullanilmaktadir. Heterojen kaynakli verilerin
kernel agirlikli kombinasyonu farkli kaynaklardan gelen verilerin her biri i¢in ayr1 ayri
benzerlik dl¢limii tanimlamamizi saglar. Kernellerin konveks kombinasyonlar1 agsagida

verilen denklem (4.1)’de oldugu gibi ifade edilir (Sonnenburg ve dig. 2006 ):
K
K (Xi,Xj) = Z ﬁKKK(Xi' Xj), (4 1)
k=1
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oyle ki, B, = 0, kernel katsayis1 olmak iizere ve YX_, 5, = 1°dir.

Girdi vektort x; (i = 1,...,n), K tane tasima fonksiyonu &, ile tasmarak Oznitelik
uzayinda ®, : x » ®,(x) € RP< (k =1,...,K) halini alir. Girdi uzay1 R™’den, RPx

icine, k. Oznitelik uzayinda
K (Xi: Xj) = <cD;c(xi) ’ CDK(X]')) (4.2)

elde edilmis olur (Akyiiz 2009).

Sapma terimi (bias) b, y; € {£1}, x; girdi vektorlerinin simif etiketi olacak bigimde,

hiperdiizlemin fonksiyonu

K
fOO = ) (W, De(x0) +b 4.3)
k=1

ile tanimlanir. Literatiirde ¢ok kernelli 6grenme O6zgiin problemi denklem (4.4) ile

tanimlanmustir (Bach ve dig. 2004, Sonnenburg ve dig. 2006):

Ozgiin (Primal) Problem

1 K 2 n
min, E(anuu) +C “9
K=1 i=1

oyleki w, €RP¢ (k=1,..,K), bER,

kisitlar & € R?,

K
Vi wlid, (x;) +b ) >1-¢ (i=1,..,n), (4.5)
(2
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Problem (4.4)’de amac fonksiyonunda (XX_,|lwll;)? terim ile her biri ayr ayn
bloklarda agirlik vektorii w, = B, W'y, [, — norma cezalandirilirken, B vektorii I, —
norma kisitlanmigtir. Burada B vektorii [; — norm kisitindan dolay: seyrek gosterime
sahip olur ve seyrek optimal ¢oziim verir. Bu islem makinenin sadece katsayisi [S;
sifirdan farkli kernelleri hafizada tutmasina, béylece uygulamada kolaylik saglanmasina
sebep olur. Dolayisiyla problemin ¢éziimii kolaylagir. Amacimiz problemde optimal

ve w,, lar1 bulmaktir.

ikinci dereceden konik (second — order cone %) ve %yz — y doniisiimiinden

yararlanarak 6zgiin problemin dual formu problem (4.6) elde edilir (Bach ve dig. 2004):

Dual Problem
n
Lmin -y - D (4.6)
i=1

kisitlar 0 < ; <C, Y-, q;¥; =0,

n

Z al-ajyiyjKK(Xi,Xj) < Y (K' =1,2, ,K)

ij=1

Denklem (4.2)’de KK(XL-,XJ-) verilmisti. Problem (4.6)’day — Yi-; @; = y donisimi

yapilirsa problem (4.7)’de verilen dual* problem elde edilir:

2 Second - order cone: U € R™ konveks olsun. U tarafindan iiretilen hafif konik,
x
%, = {[t] ER"xR| Ixll, < t}

disbiikey bir konidir. (Dattorro J. 2011)
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Dual* Problem

min y (4.7)

YER ,aER™

n

kisitlar 0 < a; <C, z a;y; =0,

i=1

n

n
Z al’ajyiyjKK(Xi,Xj) - Z a; < Y (K = 1,2, ,K)
i=1

ij=1
Problem (4.7)’de verilen esitsizlik kisitini islem ve gosterim kolayligi agisindan,
n n
1
Si(a) = > Z a;:0;y;yiKi (%0, %)) — Z a; (4-8)
ij=1 i=1

ile tanimlayalim. Problem (4.7)’i ¢6zmek i¢in denklem (4.9) ile verilen biikiim noktasi

problemi ¢oziilebilir:

K
max min y+ Zl Bu(Se (@) = 1), (4.9)

oyleki yER, a €R™ (0 < a; <C, Y-, a;y; =0). Denklem (4.9) da y’ ya gore
tiirev alir, sifira esitlersek, B € RX, B > 0i¢in YX_, B, = 1 oldugu bulunur. Bdylece
denklem (4.9) daha basit hale gelir ve S (a,B) == YX_, B,S.(«) olarak tanimlanabilir.
Buradan fonksiyonu minimum yapan a ve ayni anda maksimum yapan [ degerini

bulmak i¢in min — max problemi yazilabilir:

Min — Max Problem

K
max min Z BiSk(a) (4.10)
K=1
n K
kisitlar 0 <aq; <C, 0 <5, zai}’i =0 ve B =1.
i=1 k=1
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Optimum ¢6ziim, a* i¢in ©*:= S (a*, B) ve her a i¢in S (a,B) = ©* oldugunu
varsayalim. Boylece problem (4.11) ile verilen lineer yari sonsuz programlama elde

edilir.

Lineer - Yari - Sonsuz Programlama LYSP (Linear-semi - infinite programming
LSIP)

max e (4.11)
©€ER,BERK

K K
kisitlar 0 < B, Z’B" =1 ve zﬁKSK(a) > 0,
K=1 k=1 n

VaER", OSaiSC, z(li_’yi=0.

i=1

Boliim 4.2.2°de Bach (2004) ve Sonnenburg (2006)’un ¢alismalarindan yola ¢ikarak, en
biiyiik aralik ile 6bekleme YSP ile modellenecektir.

4.2.2 En Biiyiik Aralik Tle Obekleme (Maximum Margin Clustering - MMC)

Bu boliimde kisaca DVM’nin en biiyiik aralik prensibinden yola c¢ikarak, en biiyiik

aralik ilkesinin ¢ok kernel ile 6beklemeye uygulamasi anlatilacaktir.

Obekleme algoritmalar1 verileri dnceden belirlenen kurallara gore gruplamaktadir.
DVM ile oObeklendirme yaparken, lineer olmayan girdi verileri, uygun kernel
fonksiyonlar1 ile daha yiiksek boyutlu Oznitelik uzayina taginmakta, 6bekleme bu
uzayda yapilmaktadir. Veriler merkezden en biiyiik aralik ile ayirabilecek hiperdiizlem
araciligi ile 6beklere ayrilmaktadir. Bu igslemler sirasinda 6nemli olan kisim, makinenin
egitim sirasinda higbir sinif bilgisini kullanmamasidir. Anlasilacagi gibi problemde y;

etiket degerleri yoktur.

Son yillarda, Eltoft ve de Figueiredo (1998) tarafindan YSA tabanli ve Ben-Hur ve dig.
(2001) tarafindan da DVM tabanli karmasik yapili 6bekleme metotlar1 gelistirilmistir.
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Bu metotlar lineer olmayan verileri dbekleyebilmekte ve etiket bilgisine de gerek

duymayan karmasik yapili metotlardir.

Iki smifin 6beklenmesi, veri kiimesi X = {x;, X3, ..., x,} (x; € R™) icin en iyi etiket
kombinasyonunu y = {y;, ..., Yo} € {—1,1}" bulmay1 amag¢lamaktadir. Boliim 3.3.2’de
verilen DVM ilkeleri kullanilarak, asagida problem (P,) ile verildigi tizere En Biiyiik
Aralik ile Obekleme (EAO) optimizasyon modeli, 5bekler aras1 en biiyiik aralig1 veren

etiketleri ve hiperdiizlem parametreleri W ve b’yi bulacaktir (Zhao ve dig. 2009):

n

1

. . - T .

,min - min o wiw +C Z §; (P4)
i=1

kisitlar y(wWwTd(x))+b) = 1-§&, &=0 Vi,
n
< Zyi <1 (i=1,..,n). (4.12)
i=1

Problem (P,), vy € {1} ve w,b,& reel uzayda tanimli degiskenler olduklar1 igin
Karisik tamsayili programlama (mixed integer programming) adini alir. Burada X veri
ornekleri, @ fonksiyonu ile yiiksek boyutlu 6znitelik uzayinda lineer olmayan doniisiim
yaparlar. Problem (P,)’da esitsizlik (4.12) ile verilen son kisit, bu sinif i¢in denge
kisitidir. Biitlin siniflar1 tek bir grupta siniflayan asikar optimal simiflandirmay:
engellemek i¢in tanitilmis olup siniflar arasi dengesizligi kontrol etmek igin I > 0

parametresi alinmstir.

Problem (P,)’y1 tamsay1 programi ile ¢ozmek, ikinci dereceden (kuadratik) program ile
¢ozmekten daha zordur. Buradan hareketle EAO problemindeki tamsay1 (binary: 1 ve
—1 qgibi) ikili degiskeni mutlak deger ile problem (4.13) gibi yazilarak siirekli

optimizasyon problemi haline getirilebilir:
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n

1

. - T .

Wn})lg > W w+CZ€l (4.13)
=1

kisitlar |wTd(x)+b| = 1-&, &=0 (i..,2,...,n),

n
-1 < Z[WTCD(XL-) +b] < L
i=1
Yukarida verilen problem (4.13)’lin ¢oziimiinden, veri Orneklerinin ¢ikis etiketleri

y; = sgn(WT®(x;) + b) hesaplanmus olur (Zhao ve dig. 2009).

Bin Zhao ve dig. (2009) tarafindan yukarida problem (4.13) ile tanitilan EAO (MMC)
problemi, ikinci dereceden konik program (Second order cone program) kullanilarak

kesen diizlem (cutting plane) algoritmasi ile ¢oziilmistiir.

4.2.3 Cok Kernelli En Biiyiik Arahk ile Obekleme
(Multiple Kernel Maximum Margin Clustering)

Bu boéliimde, en biiyiik araligi bulan hiperdiizlem ile iki siifi birbirinden ayiran, ¢ok
kernelli 6bekleme algoritmasi incelenecektir. Genel olarak, Boliim 4.1°de bahsedildigi
gibi, lineer olmayan @ fonksiyonu veri orneklerini 6znitelik uzayina (QJK: X —

dDK(X)) tasirlar. Siniflandirma probleminde, ¢ok kernelli 6grenme ¢alismalarindan
hareketle (Bach ve dig. 2004, Akyiiz 2009, Gonen ve Alpaydin 2008, Lanckriet ve dig.
2004a, 2004b, Rakotomamonjy ve dig. 2007, Sonnenburg ve dig. 2006) kernel

kombinasyonlart EAO ydntemi igin dnerilmistir.

Girdi uzayindan, Oznitelik uzaymna negatif olmayan ve lineer olmayan &4, ..., Py

fonksiyonlarinin lineer kombinasyonlarini ele alalim (Zhao ve dig. 2009):

K
P = Y fuy(®) (414

oyle ki, B, = 0 ve bazi p tamsayilar i¢in Y2, B2 < 1 olsun.
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Zhao ve dig. (2009), ¢ok kernelli 6bekleme problemini problem (4.13)’e esdeger olan
problem (P;)’deki gibi yazmislardir. Ama¢ fonksiyonunu optimize ederek hem
hiperdiizlem parametreleri (w,b), hem de lineer kombinasyonun parametreleri (8,) elde

edilir:

K n
. 1
min. 5> Bllwel?+C) & (P2)
k=1 =1

K
ZBKWKTCDK(xiHb >1-¢§, §=0 (i=1,..,n),
k=1

n K
-1 < Z [ LWl @ (X)) +b| <L, 1>0,
1

i=1

K=

oyle ki, B=(pBqi,..,B )T olmak iizere, p =2 alinarak katsayilar [, norm ile

kisitlanmustir.

Oysaki bu tezde YX_, B, = 1 ve amag fonksiyonunun parantez karesini alinmistir (bknz
problem (CP)). Amag fonksiyonunun parantez karesinin alinmasi, w vektorlerinin blok
icinde seyrek olmamasini (non sparse), B vektorlerinin l;norma kisitlanmasi ise f3
vektorlerini blok seviyesinde seyrek (sparse) olmasini saglayacaktir. Seyrek f vektorii
bularak, karar fonksiyonu daha kolay ve rahat ifade edilebilecek hale gelir, bu da
hesaplamay1 kolaylastiracaktir. Bu nedenle Bolim 4.1, denklem (4.4) ile verilen
modelde, en biiyiik aralik 6beklemesi i¢in optimizasyon problemi, 8, =0 V k €
{1,...,K} i¢in ¥XX_ B. =1 ve w,=p,w, esitlikleri dikkate alinarak, asagida
problem (CP)’deki gibi ifade edilebilir:
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n

K 2
1
min 5<an,cnz> +C) & (cP)
k=1

i=1

K
ZWKTCDK(xi)+b >1-¢, §>0 (i=1,..,n), (415)
K=1

K

WKT CIDK(xi) +b| < [>0.
=1

n
ey
i=1

K

Yukarida tanimladigimiz problem (CP)’nin birinci kisit1 (4.15) mutlak degerden dolay1
konveks degildir. Birinci kisit mutlak degerden ¢ikartilirsa asagida (CP,) ile verilen

“veya” kisitli konveks olmayan problemi verecektir:

1 K 2 n
Wfllgpf E(ZIIWKII2> +CZs‘i (CPy)

kisitlar &, =20 (Vi=1,..,n),
K K
Z w o .(x)+b< & —1 veya w ] o (x)+b<§—1 Vi
k=1 K=1
n K
_ISZ[ZWKTCDK(Xi)—l_b < [>0.
i=1Lk=1

Problem (CP,)’ nin “veya” kisitlart yeterince biiyiik D sayist ve yeni tanitilacak olan
ikili degisken z € {0,1} ile “veya” kisitindan kurtararak asagidaki Karigik Tamsay1

(Mixed Integer Problem) problemine doniistiiriilebilir:
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1 K 2 n
L min (anulz) +C) & (cPy)
k=1 i=1
kisitlar &, >0, Vi={1,..,n},

K
—ZwkT¢K(xi)+bs ¢§—1+ Dz Vi,

K=1

K

ZWKT¢K(xi)+bS £ -1+D(1-2) Vi
K=1

z €{0,1},

n K
—ZSZ[ wTd.(x)+b| <, >0
1

i=1

K=

Dikkat edilecek olunursa, y degiskeni ikili (binary) olmasi sebebi ile siirekli
optimizasyon problemini Karigsik Tamsay1 problemine dontistiirmiistiir. Karigik Tamsay1
problemlerini ¢dzmek siirekli optimizasyon problemlerini ¢ozmekten daha karmagsik
olmasi ve problemimiz (CPg)’ye 6zel sadece bir degiskenin tamsay1 almasi sebebi ile z

degiskenini [0,1] araligina gevsetecegiz. O halde problem (CPg) asagidaki forma

doniisecektir:
1 K 2 n
W, (ZIIWKII2> + CZ& (CP¢)
k=1 i=1
kisitlar (=20, (i=1,..,n),
K
—ZWKTCDK(xi)+bS £ —1+Dz (=1,..,n),
k=1

K
ZWKTCDK(xi)+b < §—1+D(1—-2) (i=1,..,n),
K=1

57



0 <z <1,

n

< z [inT O (x;) + b

=1

< [>0.

Yukarida tanimlanan problem (CP.)’nin Cok Kernelli Problem oldugunu hatirlayalim.

O halde B = (By,.., B )T olmak iizere, w,, = B, W ...V k =1,...,K icin B, = 0 ve

YK_, B = 1 esitliklerini saglayan 3, kernel katsayilar1 vardir.

Problem (CP) ikinci dereceden konik programlama kullanilarak, u € R olmak fizere,

K_llwill, =u olarak tanimlanirsa problem (CP;)’ye esdeger asagidaki problem
(CPp) elde edilir:

1 n
S+ C z 3 (CPp)
i=1

kisitlar ¢, >0 (i=1,..,n),

K
—ZWKTCDK(xi)+bS £ —1+4Dz (=1,..,n),

k=1

K
ZwKchK(xi)m < &-1+4D(1-2) (i=1,..,0),

k=1

0<z<1,

)

n K
-1 < [Z w, [ ®,.(x;)+b
i=1 Lk=1

n K
Z [ WKT q)k(xi) +b
k=1

i=1

<lI,
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K
Dlwdl <
k=1

Problem (CPp), t, €R, (k =1,....,K) degiskeni kullanilarak asagidaki probleme

basitlestirilebilir:

n

1,
mp 0 HC) 6
£er i=1
terkK
WKERDK
y

§>0 (i=1,..,n),

K
—ZWKTCDK(xi)+bS (& —1+ Dz

k=1

K

ZWKTCDK(xi)+bS £ —1+D(1-2)
K=1

0 <z <1,

n K
-1 < Z[waTd)K(xiHb
[ K=1

i=1

n K
Z [ w,T @, (x;) + b
K=1

i=1

)

<l

K

Wil < £ ZtK <u

k=1

(CPg)

Vi,

Vi,

(1)

Béliim 4.1°de dip not ? de tanimlanan ikinci dereceden konigin (second order cone)

boyutu D ile gésterilsin. Oyle ki, (w, t, ) € Kp icin Kp = {(x,¢) € R°xR, |Ix|l; < ¢}

konisinde D = 2 alinarak (CPg) deki (1) numarali ||w, ||, < t, kisit1 yazilabilir.

59



Boylece, ikinci dereceden koni programi kullanilarak 6zgiin (primal) problem (CKO)

ile ifade edilebilir.

Ozgiin (Primal) Problem

min
UER
¢(eR

teRK

1 n
S+ C Z £ (CKO)
i=1

oyleki, (wet.)€Kp, (Vk=1,....,K),

fiZ(L

K
—ZWKTQDK(xi) +b< §—14Dz (i=1,..,n),

k=1

K
szT¢K(xi)+bS §£—1+4D(1-2) Vi

k=1

0<z<1,

n K
< Z [Z w, T ®,.(x) +b
i=1 Lk=1

)

n K
[ WKT q)}c(xi) +b < l,
i=1 Lk=1

K
2 e S u
k=1

Yukaridaki problem (CK0)’da verilen esitsizlikler kisith bir optimizasyon problemidir.

Dual konigin temel degiskenlerini elde etmek i¢in Lagrange denklemini yazdigimizda

kernel fonksiyonunu (denklem(4.2)) dogrudan i¢ carpim ile elde etmemize de olanak
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saglar. Bu nedenle her bir esitsizlik kisit1 i¢in negatif olmayan Lagrange ¢arpanlari

) ﬁu Ui LV, 0,0,%,9,&,0, (i=1,...,n),(k =1,...,K) vardir.

Bu noktada kuralin tekrar hatirlatilmasi faydali olacaktir. Lagrange denklemini
olusturmak icin, g; = 0 formundaki kisitlara ait kisit denklemleri pozitif Lagrange
carpanlariyla ¢arpilir ve amag fonksiyonundan cikarilir. Ozgiin problem icin Lagrange
denklemini L(W, b,t,u,l,é, oc,u,/l,y,ﬁ, 0,0, U,){) =LP ile gosterirsek asagida
denklem (4.16)’da verilen bi¢imde ifade edilebilir:

n n K
1
LP=-u*+C) & - ocl-K wKT¢K(xi)+b>—1+fi+Dz
n K
+ Z“i [(Z w, D, (x;) + b> _5+1-D(1- z)]
k=1

i=1

(4.16)

+y

TR

i=1

K K
- ZHKTWK— Zf,ct,c—v(l—z) — uz.
k=1 k=1

Ozgiin problem (CKO) artik bir konveks kuadratik programlama problemidir, ¢iinkii
ama¢ fonksiyonunun kendisi konvekstir ve kisitlar1 saglayan bu noktalar da aym
zamanda konveks bir kiime olusturmaktadir (herhangi bir dogrusal kisit konveks bir
kiime tanimlar ve N ardisik dogrusal kisitlar kiimesi, N konveks kiimenin kesisimini
tanimlar ki; bu da konveks bir kiimedir). Bu problemimizin dual ile denk olarak

coziilebilecegi anlamina gelmektedir.
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Lagrange fonksiyonu (L?)’de temel degiskenler w, b, [, t,u, & ve z’ ye gore tiirevlerini

alip sifira esitleyelim:

oL

)

0w,
n

i=1

n
= 0, = z D, (x;) (= + pu; — A +y),
i=1

-

——:E:<xi4—:§:;q —-ZE:A-+

n n
i=1 i=1 i=1

y=0,

n
i=1

n n n n
I 1
i=1 i=1 i=1 i=1

n
ny —nA = Z(“i— Ui),
im1

= > (=) = n(y = ),
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n n n
_Z X; CDK(Xi) + Z Ui q);c(xi) - AZ CDKI(Xi) + yz q)}c(xi) - CDK = 0:
i=1 i=1 i=1

(4.17)

(4.18)

(4.19)



— =0,
dt,

oc—( =0,

= (¢ = 0, (4.20)
aL_
ou

1 2 =0

E. u—o=\.,

= u= g, (4.21)
oL
&

= C—o;—p;— B =0,

= C=oc;+u; + 5, (4.22)
OL_
oz
n n
=>—Zocl-D+ZuiD+ v—un =0,
i=1 i=1
n n
= (—Zoci+z,ui>D=—v+%. (4.23)
i=1 i=1

Yukarida bulduklarimizi Lagrange denklemi LP’de yerine yazarak, asagida problem

(CKOp) ile verilen dual forma ulasmak miimkiindiir ancak, énce L?’de parantezleri

63



acip, benzer terimleri yanyana getirerek, (4.17) — (4.23) arahigindaki esitlikleri

yerlerine yazalim:

n n n n
LF = §u2+CZ€i_zoci $i ZML‘EL Z ~LEL
i=1 i=1 i=1 i=1
n K n n
—Z & [Z WKTCDK(X,_) +b +Z X; —Z ; Dz
i=1 k=1 i=1 i=1
n K n n
+Z.ul(zw}c q)}c(xi)+b>+ Zﬂl_Z#l(D(l_Z))
i=1 k=1 i=1 i=1
n K n n n K
—AZ <Z w, D, (x;) + b) - AZ I— )/Z I+ }/Z (Z w, D, (x;) + b)
i=1 \k=1 i=1 i=1 i=1 \k=1

K K K
—ou+ aZtK — ZBKTWK— Z(ktx— v(l—2z) — uz.
k=1 k=1 k=1

Denklem (4.17) — (4.23)’den gelen esitlikleri yerlerine yazalim:

1 N c i
= EUZ + (it +,3i)Zfi - Z(“i"‘ wi+Bi) &
i=1 i=1

- zn: %; [EK: w, "D, (x;)

n K n K
+ ui[ wJ%(xJ]—AZ[ZwK%K(x»
i=1 i=1 k=1 i=1 k=1

l

n K n n n n
+}/Z[ZWKT<IDK(xi)]— o; b+ Zui.b—AZb+y2b+
i=1 Lk=1 =1 i=1 i=1 i=1

n
X
—

{
n K K K

n n
+Z‘ui_AZl— yZl—a.a+ aZtk— ZQKTWK_ Zatk
i=1 i=1

i=1 k=1 k=1 k=1
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n n n
—Z X; Dz+ZuiDz + vz—xz—ZuiD— V.
1 i=1 =1

i= i

Benzer terimler yanyana gelecek sekilde tekrar diizenlersek:

K K
1 ) ) . T T
= EO' -0 +ZZWK CDK(XL-)[—OCi+ .ui_/1+ V]_ZHK Wi
i=1 k=1 k=1
n n n n
+b —z «; + Z'ui_ nA +ny +Z °Ci+2#i‘ Anl — ynl
i=1 i=1 i=1 i=1

bulunmusg olur. Son olarak denklem (4.17) ve (4.19) kullanilarak asagidaki forma

ulagilir:
1 K n K
LP = - EO-Z + ZWKT d)}c(xi) (—OCl--i- Ui — A+ )/) - z GKW}CT
k=1 i=1 k=1
Ox
n n n n n n n
+ x; + :“i_z.“iD‘H?_Z“i"‘ ui + OCi—z‘ui]—/h’l
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
— (=A)nl — v.

Burada da uygun sadelestirmeler yapilirsa asagidaki denklem (L) elde edilir:

P = —=0% +

N =

«; + Hi—ZHiD—U-

n n n
i=1 i=1 i=1

Lagrange denklemi (L)’de Y™, w; parantezine alindiginda (L)’ nin denklem (4.24)

ile verilen formu bulunmus olur:
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n n

LP=—102+Z ; + u(l—D)—v (4.24)
5 i i : :

=1 =1

Obekleme problemi (CPg)’de (1) numarali ||w,|| < t, esitsizligi elde edilmisti.
Lagrange denklemi LP’de w, ve t, vektorlerinin Lagrange ¢arpanlar1 8, ve &, icin,
denklem (4.17)’deki esitlik kullanilarak ||6,||, < &, esitsizligi yazilabilir.

Denklem (4.17) ve (4.20) de dikkate alinarak ikinci dereceden koni kisitlamalari:

<o (4.25)

n
D @x) (—oit wy = A+ )
i=1

2
Vk=1,....,Kigin,

bulunur ki, bu da problemi asagida belirtildigi gibi yazma kolaylig1 saglar:

n n

1
max _EGZ-I_Z i+Zui(1—D)—v
i=1 i=1
Oyleki o,v ER, «,u €R",

kisitlar o,v 20, 4 >0 ve 0 <x<C(C.1 0 <u <C.1.

Denklem (4.22) yardimi ile C =o;+ u; +f; ve Lagrange carpanlarmin negatif
olmamasindan yararlanilarak, C —o;— w; = f§; = 0 yazilabilir. O halde, € — o¢;—
@ =0ve C=o;+ p'dir. Oyleki,0 <x<C.1,0 <pu < C.1 yazlabilir.

Yukarida kisit (4.25) ile verilen esitsizlikte normu i¢ ¢arpim olarak yazarsak

n n 1/2
(z D (x;) (—oi+ puy— A — A),Z (%) (—o+ uj— 21— 1)) <o,
i=1 =
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n 1/2

Z (—oi+ py— 22) (=4 pj — 22) { (%)), D(x;)) <o,

Lj=1

1/2

n
Z (_OCL-I_ Ui — ZA) (—Ocj'i‘ uj — 2/1) KK(XL' ,Xj) <o

ij=1

elde edilir. Esitsizlik (4.26)’da her iki tarafin karesi alinip % ile ¢arpilirsa

n

Z (—x;i+ u; — 21) (—ocj+ Ui — 2/1) K,c(xi,xj) < o?,

ij=1

n
1 1
= - Z (—oi+ pi — 22) (—+ p; —22) Ke(x;, %) < 502

Lj=1

(4.26)

esitsizligi yazilabilir. Dolayisiyla, %02 — ¢ doniisiimiinden, Ozgiin (primal) problemin

dual formu, problem (CK0,)’da verildigi gibi ifade edilir:

Dual Problem (Conic Dual)

g}i& J—Zoci—z,ui(l—D)+ v

n n
o, ER™ i=1 =1

kisitlar o, v 20, 41 >0, 0 <x<C(C.1, 0 <u <C.1,

(CKO,)

1 n
5 2 (—o+ py— 22) (—o+ pj —22) Ke(x;,%;) <o Ve=1,.,K.

ij=1

Hatirlayalim; denklem (4.2)’de, Kk(xl- ,xj) = ( CDK(Xi),CDK(xj)) idi. Her bir kernel i¢in

problem (CKO,)’da ikinci dereceden kisit bulunmaktadir. Yukaridaki problem x = 1

durumunda orjinal (tek kernelli) DVM dual formudur. Bir optimizasyon probleminin
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dual formunu bulabilmenin birden ¢ok yolu vardir. Bu tezde 6zgiin problem (CKO),
ikinci dereceden konik program kullanilarak dual form (CKO,) haline getirilmistir.
Dual formun KKT en iyilik kosullar: asagida sirasi ile incelenmistir. Karush — Kuhn —
Tucker (KKT) en iyilik kosullari, asagidaki (4.27) — (4.30)’da belirtilen tiimler

gevseklik esitliklerini verir:

o )
% [(Z w, P (x;) + b) -1+ &+ Dy|=0,
k=1
K
Hi [(Z w, D, (x) + b) - §&+1-D(A—-y)| =0,
k=1
K . B
“ A <ZWKT¢K(xi)+b>+l =0, (Vi=1..,n (4.27)
L \k=1 |
r,s K .
)4 <Z w, "D, (x;) + b) +1]=0,
L \k=1 |
v(1-y) =0,
%y = OF y,

9 (I, _;‘p“(xi) (ot = 20 ) = 0,(k = 1,..,K), (4.29)

K
d) o (Z te — a) =0. (4.30)

Esitlikler (4.27) ve (4.28), veri noktalarini, I, = {i, <;= 0}, I, = {i, «;€ (0,0)},

I = {i, x;= C} olmak lizere {i¢ ayrik kiimeye ayirmaktadir.

K, = {w = (u,v) € R>xR, |lull, < v} olmak iizere, ikinci dereceden konigin, sifirdan

farkli (u, v) ve (v, v") iki elemani ortogonaldir ancak ve ancak her ikisi de sinira ait ve
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ters orantili ise (Lobo ve dig. 1998). O halde, 3n > 0 6yle ki, ||lull, = v, |[u']l, = V'
ve (u,v) =1 (-u',v') esitlikleri saglanir. Bu bilgilere gre,
eger g > 0 ise:

i. <o = w,=0,

Z‘px(xi) (—o;+ w; — 22)
i=1

2

ii. = ¢ Oyleyse 31, > 0 oyle ki,

D 0x) (et = 22)

2
n

W, = sz D (x;) (—x;+ p; — 22),
i=1

||W;c||2 = Nx0, (431)

bagmtilar1 vardir.

Boylece optimizasyon probleminin seyrek ¢oziimii oldugu goriiliir. Aktif kiime J

J (< u,A0) = <{k: =0

D @ x) (—oi i = 20)
i=1

2

ile tamimlansin. En iyilik kosullarini tekrar yazacak olursak denklem (4.30)°da, k & J
ise ,

n
VK, W, = 1), z &, (x;) (—x;+ yu; — 24) ile n, =0, (4.32)

i=1

bulunur. Dolayisiyla, denklem (4.31) kullanilarak,

Yliwll, = Y no,
K K

69



:>Z77K=1

KeJ

elde edilir. Elde edilen esitlik (CP) problemindeki YX_, B, = 1’e karsilik gelir. O

halde, denklem (4.32)’de w,. nin dual formu:

n
We =B ) D) (—ocit g1 = 20) (4.33)
i=1
seklinde yazilabilir.

Dual problem (CKO,)’daki amag¢ fonksiyonunda o — Y, o; — Xt u;(1 —D)
terimleri yerine o yazilarak problem (CKO,)’nin kisitlariin ker iki tarafina da
-2t o — Xty (1 —D) esdegerini eklenirse asagida (CKOgp) ile verilen problem

elde edilir:

min o+v (CKOp)

O ER,
AU ERT,
& ,u ER™

kisitlar o, 20 , 0 <x<C(C.1, 0 <u <C.1,

n n n
1
i=1 i=1

ij=1
Vk=1,....,K.

Ifade kolaylig1 agisindan son kisit1 asagidaki sekilde ifade edelim:

n
1
Se(oc, u, 1) = > z (—o¢i+ p — 22) (—+ p; — 22)K,e(x;, %))

=1
n n

—Z oci—Zyl-u—D) <o.
i=1 i=1
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Problem (CKOg)’de amag fonksiyonu yerine

K
cH Ut ) Sl o
K=1

K
= z ﬁKSK(ocrﬂ'/l) + v
K=1

ifadesi yazilirsa asagidaki (CKO.) problemini ¢6zmek esdegerdir:

K
min BieSi (1, A) +v (CKo()
1

AV ERT
o« ,u ER™ K=

kisitlar 1 >0, 0 <x<(C.1, 0 <u <C1, 1= (1,1,1,...,DT € R",

Problemin gosterimde kolaylik olmasi igin S (o, u, A, B,v):= YX_, BS, (¢, 1, 1) +
v ile tanimlayalim. Sonrasinda bu problemi o, u, A4, v degerleri i¢in minimum, B degeri

i¢in maksimum Yyapacak asagidaki forma ulasilmis olur:

Min — Max Problem

K
max min Z BieSi (%, u, A1) + v (CKOp)
BerK o uery}

AU ERY k=1
K
kisitlar 0 <x<C(C.1, 0 <u <C.1, OgﬁveZﬁK:L
K=1

Farz edelim ki, «<*, u*, A%, v* ideal ¢6ziim olsun. O halde ©* := § (o<*, u*, A%, v, B) ile
tanimlanabilir. Bu tanimdan yararlanarak Lineer Yar1 — Sonsuz Programlama (bknz

Boliim 2.2.1) problemi yazilabilir.
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Lineer Yart — Sonsuz Program (LYSP) — (Linear Semi — Infinite Program - LSIP)

max 0 (CKOg)

BERK

kisstlar 0 <B, YE_ . B.=1,

K
ZﬁKSK(oc,,u,/l) +v>0 Vou VAv ERT,

k=1

0 <x<C(C1,0<u<C1

Yukarida problem (CKOg) ile verilen maximum problemi minimizasyon problemine
dontstiiriildiigiinde denklem (CKOp) halini alir:

I&ig -0 (CKOp)

BERK

kisitlar 0<pB XK . B.=1,

K
Z,BKSK(OC,M,A)— O+v> 0Vou VAv €RY

k=1

0 <x<(C.1, 0<u<C.1

Buradan hareketle dbeklere ayiracak (iki dbek) en uygun hiperdiizlem denklem (4.34)
ile yazilabilir:

K
f&x) = (Z(wmcbx(X)Hb)- (4.34)
k=1

Denklem (4.33)’de w,.vektoriiniin dual formu yerine yazilacak olursa,

0 = (Z D Bl @), 0 (0) (= + =20 +b).

k=1 i=1
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§

fx) = (Z K(x,X) (—a;+ p—20) + b)

=1

K
Z Bie Ke(xiX) (—a;+ pu;—24) + b),

=1

I
NG

1l
ey
X

NgE

K(x;,x) (—a;+ pu;—24) + b>,

1l
=

elde edilir.

Verilen x girdi noktasinin 6begini belirlemek igin f(x) fonksiyonunun isaretine bakilir:
n
y = sign <Z K(x;,x) (—a;+ pu;—21)+ b).
i=1

Bulunan degerin pozitif ya da negatif olmasina gore, hiperdiizlemin hangi tarafinda

olacagina karar verilir.

Lineer Yar1 — sonsuz Programlama problemi, problem (CKOp) ile minimize edilmisti.
Bolim 2.3.5’de detaylar1 verilen diisik diizeyli problemi yazmak igin, verilen

(0, B) parametresi ile g fonksiyonu yazilirsa:
K
g((6,8), ¢, uAv) = ZﬁKSK(oc,u,/l) -0+
k=1

ifadesi ile tanimlanabilir. Varsayalim ki, (0, ) verilmis olsun. O halde, diisiik diizeyli

ozgiin problem (CKOg) asagidaki gibi yazilabilir.
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Diisiik Diizeyli Ozgiin Problem (Lower Level Primal Problem)

min_ g ((G),,B) , O, 1, A, U ) (CKoy)

o« ,U ER™
Av ert

kisitlar o, u, L, v € A,
A={x,u €ER", LER| 0<x<C(C.1, 0 <pu <C.1, 0< Av}.
Dikkat edilirse, A kiimesinin bu hali tikiz degildir. O halde A kiimesini tikiz yapacak

yeterince biyiik I' sayisi alalim, oyle ki 0 < A,v < T olsun. O halde artik A kiimesi

tikizdir. Boliim 2.3.5°de oldugu gibi A sonsuz indeks kiimesini tanimlayan fonksiyonlari

yazalim:
v((0,8), 0 u)=a, =20 vi((0,B),%u)=—a4m_s+C =0, (A1)
v ((6,8), 1) = pr 20 vZ((0,8),% 1) = —pan_s +C 20, (A2)
vi() =2, (43)
vi(v) = v, (A44)

(re{1,2..,2n}, se {2n+1,2n+2,..,4n}).

Not: v}, v, v?, v3 gosterimlerindeki 1, 2 ve 3 iistel degildir, sadece notasyon amagli

kullanilmistir.

Yukarida (4,) ve (4,) ile tanimlanan fonksiyonlar kullanim kolaylig1 agisindan asagida

belirtildigi gibi yazilabilir:

vH((0,8),0,u) =: v u) = 0,  vi((0,8),0u) =: vi(eq,u) =0,

vE((0,B) 00 ) =: vi(e,u) 20,  vZ((0,B), 1) =: vZ(ec,pu) = 0.
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«
Gosterimde kolaylik olmast bakimindan &: = [ ll] ile tamimlanacak olursa sonsuz

indeks kiimesi A’ nin fonksiyonlari asagida verildigi iizere denklem(B)’ye indirgenmis

olur:
vi((0,8),&) =& =0, vi((0,p),&)= —aAms+C =0, (B)
Anlatimda kolaylik agisindan denklem (B) ile gosterilen fonksiyonlari
v ((0,8),@) =: v.(@) , vi((0,8),a) =: v(a)
biciminde yazarak basitlestirelim. O halde, sonsuz indeks kiimesi
A={c,u €R", LuveR|v. (@)= 0, vi(@)= 0, v2(1) = 0, v3(v) = 0}

seklinde ifade edilir.

Aktif indislerin kiimesi Lo(c?, A, 6) olmak iizere,
Lo(& A, 0)={l el | v}@=0 v>(1)=0, v*(0) =0} (L = {1,2,.., 4n})

ile tamimlansin. Burada, & , A ve ¥, aktif yapan noktalar olsun. O halde &zgiin (primal)

problem (CKO¢;)’nin Lagrange fonksiyonu,

O, 7,40) =g (@M.a1v)~ D 7 i@

LeLy(a,AD)
~7* v?* (1) = 7*v*(0)

biciminde yazlabilir. Lagrange fonksiyonu Lf(@,A,y,v):= LF(0,6; @ A v,v) ile

tanimlansin.

A kiimesi tikiz (kompakt) kiime ve g siirekli fonksiyon (g € C?) oldugundan (0, ) i¢in
(CKO;) probleminin yerel minimumu vardir. Her (0, 8) ve her bir (& € A) aday: igin

kosullar1 inceleyelim:
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1. Lineer Bagumsiz Kisit Kosulu (LBKK):
(Linear Independence Constraint Qualification - LICQ)

Oncelikle aktif esitsizlik kisitlarinin Vv, (&) ile V(& )nin (r € {1,2,...,2n}, s €
{2n+1,2n + 2, ...,4n}) lineer bagimsiz olup olmadiklar1 kontrol edilecektir.

Oyle ki @, v (&)= @, veya v,(@) = —@s,_, + C esitligini saglar ve Jakobyenleri
vv.(@) = (0,0, ...,1,0,...,0)7, Vv, (@) = (0,0, ..., —1,0, ...,0)T°dir. Aktif esitsizliklerin
Jacobyen matrisleri asagida denklem (4.35) ile hesaplanabilir. Kolaylik a¢isindan tiim

aktif kisitlar A(&) vektori ile tanimlanacak olursa

v, (@)
v, (@)

A& ,v) = (4.35)

vzk@)
v%(1)
L v3(v) |

matrisi elde edilir 6yle Ki L, (5, A, 17) = {l;,1,, ..., [} ve aktif kiimelerin eleman sayisi
|Lo(@)| = k>dir. Dikkat edilecek olunursa, Jacobyen matrisi A(@) k x (2n + 2) lik bir

matristir.

Jacobyen matris, denklem (4.36)’da, k satir sayisini, ilk n tane siitun oc’ya gore tiirevi,
n + 1°den 2n’e kadar olan siitun p’ye gore tiirevi, 2n + 1.ci siitun A’ ya gore tiirevi ve

son siitun ise v’ye gore tiirevi gostermektedir:

1 0 010 1 1
0 0 1 1 0 1 1
0 1 0 1 0 1 1
DA(@,Av)=|l0 0 -1 - 0 -1 1 1 (4.36)
-1 0 - 0 -1 01 1
0 0 -1 0 1 1
L0 0 0 -+ =1 0 - 1 1 hyonn
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Eger, 2n+ 2 <k iserank (DA(&,2,v)) =2n+2 olur ki rank, satir sayisindan
kiigiik oldugu i¢in lineer bagimsizlik kosulu saglanamamis olur. Bu da LBKK’nin
saglanamadigini gosterir. Halbuki sonsuz indeks kiimesinin fonksiyonlar v, (&) = &,
veya vs(@) = —@4,_s + C esitliklerini saglayacag: icin v2(1) =1 ve v3(v) =v de
g6z Ontinde bulundurulursa, 2n tane v,.(&)’dan ya da maksimum 2n tane v,(&)’dan
aktif esitlik gelir. O halde aktif indeks kiimesinin esitsizlikleri maksimum 2n+2 tane
noktada aktif olabilirler. O halde, k maksimum 2n+2 degerini alacaktir ve LBKK her

durumda saglanacaktir.

2. Karush Kuhn Tucker Kosulu ile Pozitif Lagrange Carpanlart (aktif esitsizlikler

icin):
Carpan vektori y; € RlLo@ 2 9)| genklem (CKOg) ile tanimlanan g ((@,,8), a, A,v)

fonksiyonundaki Lagragne vektorleri kullanilarak asagidaki gibi yazilabilir:

- - - T
7= | e@rn )ic@in T)ie@an) (4.37)

oOyle ki,

Viaiw L7(O,B8; @Ay, v)7; =0 ve 7,>0 (l € Lo(&, 2, 17))

bi¢imindedir.
Pozitif Lagrange ¢arpanlari i¢in tiim durumlari inceleyelim:

1. Durum: Eger, Lo(é, A, 17) + Qise, g ((@,ﬁ) , K, U, /1,v) yi yeniden yazalim:

g ((6,8),,u,2,v) = ZﬁKSK(%u,/l) - 0+

n

K
1
= Z Bic 5 Z (—o¢+ py —22) (—o+ p; — 22) K (x;, %))
k=1

Lj=1
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—-0+v

= Z( o+ py— 24) (— oG+ Uj— ZA)ZﬁxK (Xux})

,j=1

_KU

izn: Biri(1—D) — @ +v

i=1

K
" 225
= ; Zn: (—o¢i+ py — 22) (—o+ pj — 22) Kij — zzﬁx i

£M=

i!j=1 k=1 i=
K n

- ZZ Bk + zz PruiD — ©+v
k=11i=1 K=1i=

seklinde yazabilecegimiz g ((@,ﬁ),oc,u,/l,v) fonksiyonunda K, o, u, A, v,0’dan
bagimsiz ancak B’ya bagimhdir. YX_ B, =1 6zel durumunu gdz Oniine alarak

Lagrange fonksiyonunu yazarsak denklem (4.38)’i elde ederiz:

LP(\,B; & 7,1,v) =

9(@.8),d@1v) - Z 7l @ - 72 v? (1) - 7303 (o). (4.38)

LeLy(a,AD)

Lagrange fonksiyonu denklem (4.38)’de g((@,ﬁ),oc,u,/l,v)’yl yerine yazarak
asagidaki denklem (4.39)’u elde ederiz:

LP(e,5; a,7,4,v) = = Z( o+ pp — 22) (—o+ wp — 22) Ky — ZZ'BK

i,j=1 Kk=1i=
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- 7t vi(@ —7*v*(1) - 7P3(0)

(—oi+ p — 22) (—+ w; —22) K;;

Ib—\
R
+
=
I
[\S)
\e
N
mﬂr4
M=

2 L
,j=1
L#j
K n K n K n
—zZ’BKOC ZZﬁkﬂi+22ﬁxﬂiD_®+U
k=11i=1 k=11i=1 k=11i=1
— 7t vi@ —72v3(1) — PPi(0). (4.39)

Islemleri basitlestirebilmek igin, esitlik (4.39)’da Gauss Kernel fonksiyonu tercih

edilmistir. Diger kernel fonksiyonlar1 da uygulanabilir. Gauss kernel,
2
K(xi ,xj,w) = exp (—W ||xl — xj”2 ) (*)
ile tanimlanir. Denklem (*)°da i = j icin K(x; ,x;, w) = 1’ dir. ®

Negatif olmayan Lagrange carpanlarini bulmak igin, Vz£Y(0,8; & 7,4,v) = 0 lineer
olmayan denklemin ¢ozilmesi gerekir. Denklem (4.39) ile verilen Lagrange

fonksiyonu asagidaki forma dondisiir:
LP(O,B8; & 7,1v) =

1

N| =
.M:

1 n
i=1

o~ “"‘
<
.

2
i = jigin, Ky (%;,%;) = YKLy B e VIl = wk_ g = 1dir.
1
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K n K n

—ZK: ﬁx“i—zzrgxﬂi"‘z Bipi D — © +v
1

n
Kk=1i=1 k=1i=1 Kk=1i=

— 7t vi@ — 72 v3(1) - PP3(0). (4.40)

LeLy(a,4D)

Denklem (4.40)’da verilen Lagrange fonksiyonunun, Jakobyen matrisini sifira

esitleyelim:
Vaan)Lt(0,B; &7,4v) =0

[0 LY (8,8; @ 7,4,0)]
0

a LY(e,B; &7,1,v)
0

a LY(0,B; &7,1,v)
0 o;

a LY(0,B; &7,1,v)
0 o,
a £Y(e,B; &7,1,v)

Vi) £1(0,8; &7,4,v) = 2270 Z“{ 5 20) =0 (i=12..,n),
1 ) I a;y; Pv

au,

a £¥(o,B; &7,1,v)
6,.ui

a0 LP(0,8; &7,,v)
Opn

a LY(0,B; &7,1,v)
o1

0 LY(0,8; &7,A,v)
v

a L (o,B; a,7,4,v)
0 x;

= 0 icin
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0LP(O,8; &7 4v) 1 1
aO(i =—§2 OCi (—OCL+ Ui — 2/1)—51 Z (—OC]+ :u_]_ZA)KL]

i,j=1
i#j

K _

Z B 10 v (@)

K "y )/l a OCL
k=1 LeLy(a.A0)
=1 idi.

ifadesinin sifira esitlenmesi ile,

n
1
= —X; (_°<i+ Ui — 2/1) _E Z (—0(]+ ,L{] - 2/1) KU -1
i,j=1
i#j

~1 avll(&) _

4!
- 0 «;
LeLy(a,2D)

(4.41)

elde edilir.

a L (o,B; a,7,4,v)
o

= 0 i¢in

0LY(0,8; a,7,Av) 1

n
1
m E-Zﬂi(—“ﬁ' B — 24) +E- 1 Z (—o+ pj —24) Ky

i,j=1
i#j

Zn Zn o vi (@)

- .Bx + :BKD - 771 al

— e 25
i=1 =1

L eLo(@AT)

=1idi.

= pi(—oc+ py — 22) + (—o¢j+ u; —22)K;; —1+4D

1

N| -
ﬂ.L-M:
. |l

_0vi(@) _

)4
ou;
LeLo(a17) H

(4.42)

elde edilir.

81



d LY (0,B; &,7,4,v)

oA

d LY (0,B; &,7,4,v)

oA

elde edilir.

d LY (e,B; a,7,4,v)

dv

d L (e,B; &,7,4,v)

dv

elde edilir.

= 0 icin

1 1 -
= —5.2.2(—«i+ w — 22) -5:2 E (—o+ pj—22) Ky
i,j=1
i#j

n
1
—EZ Z (—0(i+ Hi —ZA)K” - )/2,
i,j=1
i#j

n

= —2A(—o;+ p; — 24) — Z (—o+ 1y — 22) Ky
1,j=1
L#j

n
- Z (—o¢i+ p — 20 Ki; =72 =0
i7=1
IEJ]

=0 icin

(4.43)

(4.44)

Lineer olmayan denklem sistemleri (4.41), (4.42), (4.43) ve (4.44)’i nimerik yollarla

¢ozmek miimkiindiir (6rnegin, Newton metodu). Ancak lineer olmayan denklem

sistemini ¢6zmek bu tezin konusu olmadigindan detaylara deginilmeyecektir.

2. Durum: Eger, Lo(é, A D ) = @ olmas1 halinde aktif kisitlar sadece esitlik

fonksiyonlarinda yer alacaktir. Bu

tezdeki
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olmadigindan, Lagrange fonksiyonu, denklem (CKO;) ile verilen diisiik diizeyli 6zgiin

problemin amag fonksiyonuna esit olur:

L£5(0,B; @7,4,v) = g ((0,),%,u,1,v)

22( ot iy — 22) (—o+ p; — 22) Kyj — ZZBK i

i,j=1 Kk=1i=
K n K n
_ZZ.BKUi-l' ZZ BxiiD — © + v,
Kk=1i=1 Kk=11i=1

n n
1 1
i=1

=1
=]
K n K n
zz = ) ) Bem+ 22 Bt D = O +v. (4.45)
Kk=1i=1 Kk=1i=1 Kk=1i=

Burada durum 1’de oldugu gibi kernel fonksiyonumuzun Gauss kerneli oldugu
varsayllmaktadir. Lagrange fonksiyonunda, £f(®,p5; & 7,4,v) =0 denklemini saglayan
0,B,d, 1,7 degerleri aranmaktadir. Bunun igin denklem (4.45) ile verilen Lagrange

fonksiyonunun, Jakobyen matrisini sifira esitleyelim:

Viaan)Ls(0,B; &7,4,v) =0
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V(OY,/LU ) Lg (0; ﬁ; a, 7! /L U) =

0L;(0,5; &7,4,v)
0

= —o¢ (—o+ py — 24). Ky —

0 L8(0,8; &7,2,0)]
d 4

0 L8 (0,8; & 7,2v)
d o,

aL5(0,8; @7,1,v)
0 ;

a L2 (e,B; &7,4,v)
0 <,
a L5(0,B; a,7,4,v)

o
a L2 (e,B; &7,4,v)

6,1'12

aL0(0,5; &7,1,v)
oy

d L5(e,B; &7,4,v)
Opn

d L5(e,B; &,7,4,v)
oA

a L2 (e,B; &7,4,v)

ov

i,j=1
i#]

K;; = 1 iken sistem denklemi asagidaki gibi olur:

0 L5(0,B; &7,4,v)
0 ;

= 0 igin,

N| =
-M:

o (—OCL+ Ui — 21) +

~ =~
<
(S|

ile ifade edilir.

1

1 n

(—OC]'+ ,u] - 2/1) Kij +1=0 (446)
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d L5(0,B; & 7,4,v)

o
1 n K
i,j=1 k=1
i #] =1
Kii =1 iken,
aL5(0,B; @7,4,v) .
= 0 icin,
O
1 n

1

—~
<
. |l

bulunur.

9L5(0,8; ay,Av) 1
2( :8 14 )_ __2_2(_oci+ Ui — 2/1)-Kii

A T2

=1

+
N -
NgE

[(=2). (—ej+ u; —224) — 2. (—o+ p; — 21)] Ky;

1

1]
*

~ o~
~.

n
1
i,j=1
i#j

a0 L5(0,B; @,7,4,v)
oA

= 0 i¢in,

n
i,j=1
i #j
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n

Z (—oi+ i —o+ 1y — 44) Kyj = 2(—oc+ p; — 24) (4.48)
i7=1

i#j

bulunur.

0 LY (\,B8; &7,1,v) B
ov B

1 (4.49)

bulunur.

Karsimiza tekrar durum 1°deki gibi, lineer olmayan denklem sistemi ¢ikmustir. Lineer
olmayan denklem sistemleri (4.46), (4.47), (4.48) ve (4.49)’u niimerik yollarla ¢6zmek
mimkiindiir (6rnegin, Newton metodu). Ancak lineer olmayan denklem sistemini

¢ozmek bu tezin konusu olmadigindan detaylara deginilmeyecektir.
3.Ikinci Dereceden Uygunluk Kosullari — IUK (SOC):

Daha once (4.37) ile tanimlanan  degeri igin
nTvga'Alv)TLP(@,ﬁ; & 7,2,v)n >0 vne 7°(a Av) — {0}

tanjant uzaymi @, A, v noktalarinda tanimlarsak:

TP(@,Av) = {T, ¢,p ER" | Vv (@)t =0,V"v? ()¢ =0,VTv3(@)p =0, (l € Lo(@, 4, 17))}

elde edilir. Saglanmasi gereken tiim durum ve kosullar i¢in tanjant uzayini ifade edelim.
T

¢ ] ile tanimlansin.
p

Gosterimde kolaylik olmasi bakimindan (): =

1. Durum: Eger Ly(& A,0) # O ise tanjant uzayi,

TP(@4v)={QeR"|DA@ 4 0)0=0 (1eL(@ 4 0))} (4.50)

kosulu ile tanimlanir.
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Ornek Jacobyen matrisi tanjant uzayindaki tanim (4.50)’de yerine yazalim

1 0 - 0 1 0 - 1177rM71 07
00 1 - 1 0 11 |[Q 0
0 1 010 - 11 Qs
DA(& 2 v)a=|0 0 -1 - 0 -1 - 11{| . [=].], (4.51)
-1 0 - 0 -1 - 0 11! . .
O O cee cee _1 O e 11
0 00 -1 0 - 114l Lol

Vv, (@) = (0,..,+1,0..0)7

l €Lo(@ A, 0), Ww?@)=(0,..,1,0..0)7,

vvd () = (0,..,1,0..007 ve k =|Ly(& 4, 0)|dr.

Denklem (4.51)’de aktif kisitlar,

Q,=0 (reLy(a A4 v) n {12, ..,2n}),
Q=0 (s€Ly(@ 4 v) n{2n, 2n+1,...,4n}) ile yazilabilir.
VZ

(aAU)TL1P(@,ﬁF @A, ]7) matrisini yazalim:

a2 L8 (0,8 @Av.9) 82 LV(0,8; @A, 7)

9% LP(e,5; @Av,7) a2 LB arvy) 02 LY(O.5aAvy) 02 LY(0.5aAVT)
9%y 0oy Doty dxy Oy doq Opy doq OA dx4 OV
82 L (0,8; & AVY) 2P (@B aivy) 02 LP(0.8;aAvy) 2 Lleparvy) 02L@paAvy) 9%LY(e.p aivy)
0oty 0y 9oy 0oy Oy Oy 0oz Oy 0z OA dc; 9 ’
9% £ (e,8; @A0,7) a2 chep;arvy) 9% LP (0,8 &@A07) a2 L@ arvy)  92LY(,B;@Avy) 9% LY(0,8;@A07)
oy, docy 920¢y, doc, Ay, docy, AUy, doc, OA dxy, v
p ~ ~ n
dL;(0,B; &Aly) 1
L = —o¢; (ot gy — 20) —= > (—o+ pj —22) K
- i i i j ,LL] ij
0 «; 2 L
,j=1
i#j
1 =~
~1 d Uy (a)
-1- 7=
_ d
LeLy(@,A0)
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e _ 0%}(@)
J Ll (G);Zﬁ; a;li}/) - _ (_o<l+ U — 21) — (—0(1) - Vi 62 °<i
92 o; LeLo(@1D)
=0.
=0Ci— Hi + ZA -|—0Ci
=2 oG+ 21 — Ui,
n 2,17~
= . . i ; ;i
0 %; 0 2 =1 LELy (@A) l !
L#j
1 n
= Z Ky,
i,j=1
i#j
~ ~ 2pl(a
92 Lf(@),ﬁ; a,/l,)/) _ (_1) oCs — 7 av—l@
do, o, = 0% O
i Ol LeLy(a,17)
d v (@)
:—(xi_ )/laoci a‘ul'
LeLo(a,1,D)
~ n 2p}
=—-5. L ij 0 «; i
J o aﬂj 2 ij=1 LeLy(@,2,0) v O
L#j
1 & p 92v} (@)
= — Ez ij — o )/laocl a‘u]’
=1 LeLy(@A0)
L#j

n
2P0 B G 1 1
a OCl' 67\ i,j=1
i #j
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IDK’ nin bu durumu i¢in, hessian matrisinin pozitif yar1 tanimli olup olmamas1 veriye

baglidir. Bu durumda kesin bir sonuca varamayiz.

2. Durum: Eger Ly(& A,0) = @ ise tanjant uzay1,

TP (@, A, v)de bos kiime (TP(&, A,v) := 0) oldugu igin, ikinci dereceden kosullar
IDK (SOC) her durumda saglanr.

Boylece Boliim 2, Tanim 2.3.6 ile verilen Ansatz Azaltici kosullar1 IDK’da, ilk durum
yukarida da anlatildig1 tizere, Hessian matrisinin pozitif tanimli olmasi1 veriye baghdir.
Buna karsin diger maddelerin saglandigi goriilmiistiir. O halde, Teorem 2.3.9 geregince,
Yar1 Sonsuz Programlama (YSP)’nin diisiik diizey problemi, yar1 sonsuz iken sonlu

problem haline getiririlmistir.

Yar1 — Sonsuz Programlama ile modellenen problem (CKOg)’i asagidaki algoritma ile

iteratif sekilde ¢cozmek miimkiindiir:
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Algoritma 1: Yari Sonsuz Programlama ile Cok Kernelli Obekleme Algoritmasi (CKOygp)

Girdi:

(90; BO) :

€o

Cikti:
O
Bk

&k!/‘lk! Uk .

optimal ¢6ziim i¢in ilk tahmin (uygunluk sart1 gézardi edilebilir.)

algoritmanin durma/ sonlandirma kriteri i¢in yeterince kiigiik pozitif say1

minimizasyon poblemi i¢in bilinmeyen degisken
kernel katsayisi

dual degiskenler (CKO)

CKOY.S‘P (Gki Bk' ak' Ak' Uk, @O' BO)
Algoritma:

1. k=0

2. Asagidaki problemin biitiin yerel minimumlarini &%, &z, ..., &%, A, v, bul.

. k ~
N ((@kr B"), &k, Ay, vk )

3. DO asagidaki problemin (0%, ) sonucunu bul.

kisitlar

min —0
0 €R
B ERX

K
g ((Grﬁ) lakilkivk) = Zﬁksk(a;cllsclvll( ) -0+ v=20 (l = 1:2: ...,T'),
k=1

4. Eger g5 > 0 sabiti i¢in,

© o0 N o O

STOP

else

(Or+1, B == (07, 7)
k:=k+1

end if

1(Or+1, B — (01, B, < & ise

10. END DO
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(Pz) ve (CP) Problemlerinin Karsilastirilmasi:

Bin Zhao ve dig. (2009), problem (Pz)’yi olustururken B = ( B4,.., B, )7 olmak iizere,
p = 2 alarak katsayilar1 [, norm’a kisitlamiglardir. Oysaki bu tezde problem (CP)’yi
olustururken YX_, B, = 1 ve amag fonksiyonunun parantez karesini alarak [; norm’a
kisitlama yapilmistir. Bu kisitlamayi yaparak, B vektorlerini blok seviyesinde seyrek
(sparse), blok i¢inde ise seyrek olmayan (non sparse) w vektorleri bulmak
amaglanmistir. Bu nedenle en biiyiik aralik ile 6bekleme problemi (CP)’yi olustururken,
B =0, VKkeE(l,...,K} icin YX_. . =1 ve w, =, W, esitlikleri géz niinde

bulundurulmustur.

K
1 2 1
e 3 0, Bl +szf F2) it E(Zuwxnz) Zfi (cP)

i=1

ﬁxWxT d’x(xi) +b| = 1- gi ’

= -I-*{i.J

i

K
Z w, T @ (x;) + b
K=1

=0 Vi=1,..,n

Z Zw“ ® (x)+b] <1,0>0

i=1Lr=1

n K
< Z[Zﬁxwﬁ%(xi)w <1,1>0

i=1L k=1

Bin Zhao ve dig. (2009) tarafindan yukarida (P;) ile tanitilan EAO (MMC) problemi,
Ikinci Dereceden Konik Program (Second order cone program) kullanilarak Kesen

Diizlem (Cutting Plane) algoritmasi ile modellenmistir.

Bu tezde ise yukarida (CP) ile tamitilan EAO (MMC) problemi Yart — Sonsuz

Programlama ile modellenmistir.
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5. SONUC ve TARTISMA

Bu tezde, makine 6grenmesi yontemlerinden agirlikli olarak dbeklemeye yer verilmis ve
makine dgrenmesinin temelini olusturan optimizasyon teorisinin énemli teoremleri ve
en iyilik kosullar1 tamitilmistir. Literatiirde kullanilan 6bekleme yontemleri 6zetlenmis
ve en blyiik aralik ile 6bekleme yonteminde en son gelistirilen algoritma (Zhao ve dig.
2009) hakkinda detayli bilgi verilerek, Zhao ve dig. (2009)’niin c¢alismasindaki
eksiklikler géz onilinde bulundurularak en biiyiik aralik ile O6bekleme yontemi ¢ok
kernelli Yar1 — Sonsuz Programlama (YSP) ile modellenmistir. Coklu kernel ile
obekleme ya da simiflandirma yaparken kernellerin alacagi katsayilarin, (f,) vektorel
yapisi algoritmamin verimliligi ve hizi a¢isindan 6nem teskil etmektedir. Bu tezde Zhao
ve dig. (2009)’den farkli olarak kernel katsayilari [;norm’a kisitlanarak, seyrek hale
getirilmis, ayn1 zamanda agirlik vektorleri amag fonksiyonunda kendi i¢inde [, norm’a

cezalandirilmastir.

Bu tezin literatiire ikinci bir katkisi ise dbekleme probleminin YSP ile simdiye kadar
modellenmemis olmasidir. Literatiirde ¢ok kernelli 6bekleme algoritmalari yar1 taniml
programlama (semi definite programming) (Boyd & Vandenberghe 2004) ve kesen
diizlem (cutting plane) algoritmasi ile ¢oziilmiistiir (Zhao ve dig. 2009). Yar1 tanimli
programlama (semi definite programming) siniflandirma programlarinda da kullanilmig
fakat YSP’nin ¢oklu kernel ile siniflandirma problemlerinde daha iyi sonuglar verdigi
ispatlanmistir (Sonnenburg 2006, Bach 2004). Bu nedenle bu tezde, en biiyiik aralik ile
cok kernelli 6bekleme YSP ile modellenmis ve optimizasyon probleminin en iyilik
kosullar olabilecek biitiin durumlar g6z onunda bulundurularak, her durum i¢in ayri
ayr1 incelenmis, LBKK, KKT ve IUK (SOC) analizleri verilmistir. incelenen her kosul
icin Bolim 2’de verilen Teorem 2.3.9 gerek kosulu Ansatz azaltict maddelerinin IUK
birinci durumu harig, saglanmis olup, yar1 sonsuz olarak modellenen problem sonlu

optimizasyon problemine doniismiistiir.

Algoritma 1 ile verilen yontemin reel veri lizerinde uygulanmasi ve diger 6bekleme

algoritmalar ile karsilastirilmasi gelecek ¢alismaya birakilmistir.
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Yiiksek Lisans : Bahgesehir Universitesi

Enstitii Adr: Fen Bilimleri Enst.

Program Adi : Uygulamali Matematik

Caliyma Hayat: :

30/03/2010 — .....

27/10/2009 — 29/03/2010
11/09/2008 — 26/10/2009
02/09/2008 — 11/09/2008
19/09/2003 — 02/09/2008

04/10/2000 — 19/09/2003

ISOV — Dingkék Teknik ve EML
ISOV — Dingkdk Anadolu Teknik Lisesi
ISOV — Dingkdk Anadolu Teknik Lisesi
Kiriml Ismail Riistii Olcay Lisesi

Bahgelievler Kocasinan Teknik ve EML.

(Matematik Ogretmenligi)
(Miidiir Yardimcilig)

(Matematik Ogretmenligi)
(Matematik Ogretmenligi)

(Matematik Ogretmenligi)

Bahgelievler Kazim Beyaz Mesleki Egitim Merkezi (Matematik Ogrt)
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