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Haziran 2012, 56 sayfa 

 

 

Bu tezde gecikmeli lojistik bir av-avcı sisteminin dinamiği incelenmiş ve τ gecikme parametresi, 

çatallanma parametresi olarak seçilerek kararlılık ve Hopf çatallanma analizi çalışılmıştır. Ayrıca 

normal form teori ve Center Manifold teoremi kullanılarak kritik τ değerinde çatallanan 

periyodik çözümün yönü, kararlılığı ve periyodu elde edilmiştir. Elde edilen teorik sonuçlar ise 

nümerik simülasyonlarla desteklenmiştir. 
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ABSTRACT 

 

 

DYNAMICAL ANALYSIS OF A HOLLING TANNER TYPE PREDATOR-PREY                                                  

MODEL WITH TIME DELAY 

 

 

Emrah Özmen 
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Thesis Supervisor: Doç.Dr. Canan Çelik Karaaslanlı 

 

 

June 2012, 56 pages 

 

 

In this thesis, the dynamics of a logistic delayed prey-predator system is investigated 

and by choosing time delay τ  as bifurcating parameter, the stability and Hopf 

bifurcation analysis are studied. Moreover, by using normal form theory and center 

manifold theorem, the direction, stability and the period of the bifurcating periodic 

solution at critical values τ are obtained. Also the theoretical results are supported by 

numerical simulations. 

 

 

Keywords:  Prey-predator system, Delayed differential equation, Hopf bifurcation, 
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1. GİRİŞ 

1.1 AV-AVCI POPÜLASYON MODELİ 

Bir organizmanın popülasyonunu etkileyen en önemli etkenlerden biri çevresindeki 

diğer organizmalardır (canlı çevre). Her bir popülasyon birçok popülasyonla (kimisiyle 

yoğun, kimisiyle zayıf bir şekilde) etkileşim içerisindedir. Popülasyon etkileşimleri 

komünite ekolojisini anlamada temel teşkil eder. Çünkü komünitenin kendisi bu 

etkileşimlerle ortaya çıkar. Nitekim komünite, kısaca, aynı alanda yaşayan ve 

birbirleriyle etkileşim içerisinde olan türlerin oluşturduğu grup olarak tanımlanır. Bir 

bölgedeki türler, o bölgede mevcut tür kompozisyonunun tamamından etkilenmeseler 

bile çoğunlukla bir ya da birkaç tür birbiriyle etkileşir. Bir türe ait popülasyonun ikinci 

bir türün varlığı ya da yokluğunda farklılıklar göstermesi bunun en büyük kanıtıdır. 

Türler arasındaki veya içindeki etkileşimlerin pozitif ya da negatif sonuçları olabilir. 

Dinamik sistemlerde biyolojik modeller üzerine birçok bilim adamı ve araştırmacı 

tarafından yapılan çalışmalar, popülasyon modelleri ve popülasyonlar arası etkileşim 

üzerine yoğunlaşmıştır. Kararlılık teorisinin, özellikle bu sistemlerin kararlılık ve 

çatallanma analizi üzerine önemli uygulamalarından bazıları, aynı çevreyi paylaşan, iki 

yada daha fazla biyolojik popülasyon arasındaki etkileşimleri içerir. İki tür içeren av-

avcı sistemleri incelenirse, bir tür diğer türe, yeme amaçlı saldırıp onu yaralıyor veya 

öldürüyorsa saldırana avcı (predator), yaralanana veya ölene de av (prey) adı verilir. 

Başka bir ifadeyle, avcı olarak tanımlanan bir tür, av olarak tanımlanan diğer türü 

yiyerek beslenir. Avlar ise ortamda bulunan başka yiyeceklerle beslenir. Bunun bilinen 

bir örneği ormanda yaşayan tilkiler ve tavşanların popülasyonudur. Tavşanlar 

ormandaki belirli bitkileri yerken, avcı olarak tabir edilen tilkiler, av olarak tabir edilen 

tavşanları yerler. 

Av-avcı ilişkileri için geliştirilen matematiksel modeller, av veya avcı 

popülasyonlarında birbiri ardına dalgalanma eğiliminin doğal olarak bulunduğunu 

göstermektedir. Diğer etkenler av avcıların bolluğunu kararlı hale getirebileceğinden, bu 

popülasyonlarda dalgalanma görülmeyebilir; fakat bunlar bir dalgalanma eğilimine 

sahiptir. Eğer kararlılığı sağlayan etkenler kaldırılırsa, dalgalanma eğilimi kendini 

gösterecektir. 
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Av ve avcı popülasyonlarının sahip olduğu dalgalanma eğilimini gösteren ilk model 

Volterra Eşitliği’dir. Bu model dört adet varsayımla yola çıkar.  

i. Avcı olmadığında, avın üssel olarak büyüdüğü varsayılır. 

ii. Av ve avcının popülasyon büyüklüğü ne kadar fazlaysa bunların karşılaşma 

şansları da o kadar fazladır. 

iii. Yeni avcıların doğum oranı yakalanan av oranıyla orantılıdır. 

iv. Avcı popülasyonundaki ölüm oranı yoğunluktan bağımsızdır. 

1920'de av-avcı ilişkisinin klasik matematiksel modeli, Adriyatik Denizi'nde, köpek 

balığı ve yenen balık popülasyonunda gözlenen döngüsel değişiklikleri analiz etmek 

için İtalyan Matematikçi Vito Volterra (1840-1940), tarafından geliştirildi. Böyle bir 

model oluşturmak için x(t) ile t anındaki avların popülasyon yoğunluğu, y(t) ile t 

anındaki avcıların popülasyon yoğunluğu gösterilmek şartı ile aşağıdaki kabuller 

yapılır. 

i. Avcı popülasyonunun yokluğunda; av popülasyonu )(tax
dt
dx  , a>0 ile doğal 

oranda büyüyecek, 

ii. Av popülasyonunun yokluğunda, avcı popülasyonu   )(tby
dt

dy
 , b>0 ile doğal 

oranda azalacaktır. 

iii. Avcıların ve avların her ikisinin de mevcut olduğu durumda, büyüme ve azalma 

doğal oranlarındaki birleşimde iki türün bireyleri arasındaki karşılaşmaların 

sıklık oranına göre av popülasyonunda bir azalma ve avcı popülasyonunda bir 

büyüme vardır. Ayrıca, böyle bir karşılaşma sıklığının xy çarpımı ile orantılı 

olduğu kabul edilir. Çünkü herhangi bir popülasyonun iki katına çıkması 

karşılaşma sıklığını da iki katına çıkartır ve böylece her iki popülasyonun iki kat 

artması karşılaşma sıklığını dört katına çıkartır. Sonuç olarak, avcılar tarafından 

yok edilmesi; 

x av popülasyonunda -pxy azalmasının bir etkileşim oranı, 

y avcı popülasyonunda qxy artmasının bir etkileşim oranı ile sonuçlanır. 

x av popülasyonu için -pxy etkileşim oranı ile ax doğal oranı ve y avcı popülasyonu için 
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qxy etkileşim oranı ile -by doğal oranı birleştirildiği zaman, 

qxyby
dt

dy

pxyax
dt

dx





 

 av-avcı sistemi elde edilir. Burada a, b, p, q pozitif sabitlerdir. 

1.2 GECİKMELİ DİFERANSİYEL DENKLEMLERE GENEL BİR BAKIŞ 

Gecikmeli diferansiyel denklem sistemleri, bilimin birçok alanında önemli bir konuma 

sahiptir. Belirli bir girdi veya uyarıya var olduğu sistemin cevabı genellikle hemen 

olmaz, biraz gecikmeli olur. Biyoloji, tıp, kimya, fizik, matematik, mühendislik ve 

ekonomi gibi hem doğal hem de insan eli ile oluşturulmuş birçok süreç, zaman 

gecikmesi içerdiğinden, gecikmeli diferansiyel denklem teorisi gündeme gelmiştir. 

Zaman gecikmesine doğadan verilebilecek en güzel örnek ormanlık alanların 

ağaçlandırılmasıdır. Bir ağaç kesildikten sonra yerine dikilen ağacın her anlamda 

olgunluğa erişmesi yirmi yıl gibi bir sürede gerçekleşmektedir. Hatta sekoya gibi bazı 

ağaç türlerinde bu süre daha fazla olabilmektedir. Bu süreci inceleyen herhangi bir 

matematiksel model, zaman gecikmesini içermek zorundadır. 

Dinamik sistemlerde kendini tekrar eden süreçler söz konusudur. Böyle bir durumda 

sistem periyodik çözümlere sahiptir. Periyodik çözümlerin varlığını inceleyen teoriler 

arasında en önemlilerinden biri E. Hopf tarafından geliştirilmiştir. Hopf, parametreye 

bağlı bir diferansiyel denklemin hangi koşullar altında periyodik çözümlere sahip 

olduğunu incelemiş ve Hopf Çatallanma Teoremi olarak bilinen teoremi öne sürmüştür. 

1.3 LİTERATÜRDE GECİKMELİ SİSTEMLER 

Discrete Delay, τ  gecikme parametresi seçilmek üzere sisteme  τ  kadar zaman önceki 

neslin şimdiki nesle olan etkisini eklemek demektir. Sistemde x(t-τ) şeklinde ifade 

edilir. 

Dinamik sistemin yoğunluğun geçmiş değerlere bağlı en basit ifadesi   

                                                       txtxtFtx ,,)(                                             (1.1) 

ile gösterilen gecikmeli fonksiyonel diferansiyel denklemdir. Wright Denklemi veya 

Gecikmeli Lojistik Denklem olarak adlandırılan 
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 








 


K

tx
trxtx


1)()(                                            (1.2) 

Hutchinson Denklemi, bunun en bilinen örneklerindendir. Lord Cherwell, (1.2) 

denklemi ile asal sayıların dağılımı için olasılık metotlarının kullanımında 

karşılaşmıştır. Aynı zamanda bu denklem, tek türden oluşan bir topluluğun büyümesinin 

zaman gecikmesi içeren modeli olarak da değerlendirilebilir. 

Popülasyon modellerinde, geçmişin etkilerini göstermek için, bu modellere gecikme 

terimi eklenmektedir. Bu tip modeller, gecikmeli popülasyon modelleri olarak 

adlandırılmaktadır. Son zamanlarda yapılan çalışmalarda, gecikmeli popülasyon 

modelleri arasında, gecikmeli av-avcı sistemleri büyük önem kazanmıştır. Özellikle, 

literatürde gecikmeli sistemlerin periyodik çözümlerinin Hopf çatallanma analizi geniş 

yer tutmaktadır. 

1973'te May, 

                                      
 
 )()()()(

)()()()(

22212

12111

tyatxartyty

tyatxartxtx







 
                                     (1.3) 

gecikmeli av-avcı sistemini ortaya koymuş ve incelemiştir. Burada  )(tx   ve  )(ty   

sırasıyla av ve avcının t anındaki popülasyon yoğunluklarını ifade eder.  0   avın 

kendi türü içindeki gecikme parametresidir.  01 r   av popülasyonundaki büyüme 

oranı,  02 r   ise avcının ölüm oranını vermektedir.  )2,1,( jiaij
  parametrelerinin 

hepsi pozitif sabitlerdir. (1.3) sistemi, avcı türü olmaksızın   

   txartxtx 111)()(  

gecikmeli lojistik denklemindeki av popülasyonunun türünün zamana göre değişimini 

vermektedir. 

Av-avcı sistemleri üzerine yapılan bir çok çalışmada, araştırmacılar çözümlerin 

sınırlılığını, sürekliliğini, denge noktalarının lokal ve global kararlılığını ve sabit 

olmayan periyodik çözümlerin varlığını incelemişlerdir. 
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Saha ve Chakrabarti 2009’da, 

                                         














)(

)(
)(

)(

)()(

)()(
))(1)((

)(

tN

tP
tP

dt

tdP

tPtN

tPtN
tNtN

dt

tdN






                        (1.4) 

(1.4) gecikmeli av-avcı modelinin Hopf çatallanma ve kararlılık analizi incelemiştir. 

2008’de Çelik, 

                                                    

)(

)(
)((

)(

)()()(
)(

2

1

tN

tP
rtP

dt

tdP

tNtPtNr
dt

tdN











                                    (1.5) 

sürekli ve gecikmeli diferansiyel denklem sistemini incelemiştir. Burada )(tN  ve )(tP  

sırasıyla av ve avcının t anındaki popülasyon yoğunluklarını ifade eder. 01 r  av 

popülasyonunun, 02 r  avcı popülasyonunun büyüme oranı,   ise gecikme 

parametresidir. 

2011’de Çelik, aşağıdaki dağılımlı gecikmeli av-avcı sistemini incelemiştir. 

                                  

.)()()(
)(

)(
)(

)()()(
)(

2

1
















 

t

dPtF
tN

rtP
dt

tdP

tNtPtNr
dt

tdN








                    

(1.6) 

Burada F(s) fonksiyonu ),0[   aralığında negatif olmayan sınırlı bir fonksiyon olarak 

alınan gecikme çekirdeğini (kernel) ifade eder. Çelik bu çalışmasında, (1.6) sisteminin 

Hopf çatallanma ve kararlılık analizini yapmış, çatallanan periyodik çözümün yönü, 

kararlılığı ve periyodunu da elde etmiş, ayrıca teorik sonuçları sayısal simülasyonlar ile 

de desteklemiştir.  

1.4 TEZ ÇALIŞMASININ AMACI 

Saha ve Chakrabarti’nin 2009’da çalıştığı gecikmeli av-avcı popülasyon modelinde, 

sistemin tamamında av popülasyonuna   gecikme parametresi eklenirse, aşağıdaki 
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gecikmeli av- avcı sistemi elde edilir. 

                              

)
)(

)(
)((

)(

)()(

)()(
))(1)((

)(

















tN

tP
tP

dt

tdP

tPtN

tPtN
tNtN

dt

tdN

                         (1*) 

)1( 
 sisteminde; 

)(tN  : Avın t anındaki popülasyon yoğunluğu, 

)(tP  : Avcının t anındaki popülasyon yoğunluğudur. 

Avcı popülasyonu, sadece av sayısıyla sınırlandırılmamıştır. Bu N
P

 terimi içeren 

modellere, avcı sayısının av sayısına oranı şeklindeki ifadeye "Ratio Dependent" 

modeller denir. Bu kapasite, biyolojik çevre üzerinde maksimum fert sayısıyla sınırlıdır.  

0 , 0  ve 0  sabitlerdir. 

0   av-avcı yoğunluğundaki gecikme parametresidir. 

Bu çalışmada, gecikmeli av-avcı sistemi olan ( 1 ) sistemi incelenmiştir. Bu çalışmanın 

amacı, )1( 
sisteminin dinamiğini ve   gecikme parametresi değişirken bu değişimin 

sisteme olan etkilerini incelemektir. Sistem analiz edilirken, ilk önce sistemin pozitif 

denge noktası bulunarak, bu denge noktası etrafında sistem lineerleştirilmiştir.. Elde 

edilen lineer sistemin   gecikme parametresini de içeren genel kararlılık kriterleri 

bulunmuştur. Daha sonra,   gecikme parametresi çatallanma parametresi olarak 

seçilerek, pozitif denge noktasının kararlılığını kaybettiği ve Hopf çatallanma meydana 

geldiği gözlenmiştir. Ayrıca Hassard tarafından analiz edilen Center Monifold 

Teoreminden yararlanılarak,  *)1(   sisteminin Hopf çatallanma özelliklerini tanımlayan 

çatallanma sabitleri elde edilmiştir.. Hopf çatallanmanın kararlılığı, yönü, türü ve belirli 

koşullar altında çatallanan periyodik çözümlerin periyodu tespit edilmiştir. Son olarak, 

bu teorik sonuçlar nümerik simülasyonlar ile desteklenmiştir. 

Yapılan bu çalışmada sırasıyla; 

i. Birinci bölümde, ele alınan problem hakkında genel bilgiler verilmiştir. Bu 

kapsamda yapılmış olan çalışmalardan bahsedilmiş ve kısaca gecikmeli 

diferansiyel denklemlere değinilmiştir. 

ii. İkinci bölümde, tezin temel teorisi olan Hopf çatallanma teorisi detaylıca 
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incelenmiştir. İlk olarak, çatallanmanın genel tanımı verilmiştir, daha sonra fark 

denklemleri ve adi diferansiyel denklemler için çatallanma tiplerinden, özel 

olarak da Hopf çatallanmadan bahsedilmiş ve Center Monifold Teoremi ifade 

edilmiştir. 

iii. Üçüncü bölümde, sistemin denge noktasının kararlılığı ve Hopf çatallanması 

incelenmiştir.                                                         

iv. Dördüncü bölümde, Center Monifold Teoremi kullanılarak bu modelde Hopf 

çatallanmanın görülmesi için gerekli koşullar verilmiş, çatallanmanın kararlılığı, 

türü, yönü ve periyodu belirlenmiştir. 

v. Son bölümde ise, yukarıdaki teorik sonuçlar nümerik simülasyonlar ile 

desteklenmiştir. 
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2. ÇATALLANMA VE HOPF ÇATALLANMA TEORİSİ 

2.1 ÇATALLANMA TEORİSİ 

Çatallanma, bir sistemde sistemin pozitif denge noktası etrafında seçilen çatallanma 

parametresindeki küçük değişikliğin, sistemin davranışındaki topolojik değişikliğe 

neden olmasıyla meydana gelir. Çatallanma analizi sürekli ve kesikli denklemler ile 

modellenen sistemler için incelenir. Çatallanma teorisi, diferansiyel denklemlerin 

çözümler ailesinin niteliksel ya da topolojik yapısında meydana gelen değişimlerin 

incelenmesidir. Dinamik sistemler incelendiğinde, çatallanmanın parametre değerindeki 

değişim sonucu ortaya çıktığı gözlemlenmiştir. 

2.1.1 Çatallanma Türleri 

Lokal ve Global olmak üzere iki tür çatallanma vardır. 

Lokal Çatallanma: Sistemdeki parametrelerin değişimiyle denge noktasının, periyodik 

yörüngelerin veya invaryant kümelerin özelliklerindeki değişimler analiz edilir. 

Global Çatallanma: Sistemin invaryant kümelerinin birbirleriyle veya sistemin denge 

noktasıyla çakışması durumunda ortaya çıkar. Bu çatallanma türü, sistemin denge 

noktasının kararlılık analiziyle tamamen tespit edilemez. 

2.1.2 Lokal Çatallanma ve Türleri 

Parametredeki değişimin, denge noktasının kararlılığını değiştirmesiyle lokal 

çatallanma ortaya çıkar. Bu kısımda )(1 tt xfx   birinci mertebeden fark 

denklemlerinin     parametresine olan bağlılığını 

                                                          ),(1 tt xfx                                                     (2.1) 

ile göstereceğiz ve bu fark denkleminin dinamiği göz önüne alınacaktır. Denge 

noktalarının    bağlılığını ise )(x  ile ifade edilecektir. Fark denklemlerinin davranışı  

   değiştikçe değişmektedir. Davranışın değiştiği bu   değerlerine "çatallanma değeri" 

ve bu  ))(,(  x   noktaları ise "çatallanma noktası" olarak adlandırılır. 
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 )1.2(   ile verilen fark denklemi için oluşabilecek çatallanma tipleri  1))((  xf   

denklemi ile belirlenmektedir. Bu denklemler için dört farklı tipte çatallanma söz 

konusudur. Özetle lokal çatallanma türleri, 

a) Fold (saddle node, tangant) çatallanma, 

b) Tırmık (pitchfork) çatallanma, 

c) Transkritik (transcritical) çatallanma, 

d) Flip (period-doubling) çatallanma, 

e) Hopf çatallanmadır. 

a) Fold Çatallanma: Kritik çatallanma değeri geçilirken biri kararlı diğeri kararsız 

olmak üzere iki denge noktası kaybolur. 

Şekil 2.1: Fold çatallanma  

 

 

 

 

 

 

 

b) Tırmık Çatallanma: Kritik çatallanma değeri geçilirken, bir kararsız denge noktası 

tarafından ayrılan iki kararlı denge noktası olmak üzere üç denge noktası meydana gelir. 

Bu tip çatallanmaya "süperkritik tırmık çatallanma" denir. Bunun tam tersine, yani bir 

kararlı denge noktası tarafından ayrılan iki kararsız denge noktası meydana geliyor ise 

bu tip çatallanmaya da "subkritik tırmık çatallanma” denir. 
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Şekil 2.2: Tırmık çatallanma 

 

c) Transkritik Çatallanma: Bu çatallanma türünde bir kararlı bir kararsız iki denge 

noktası, çatallanma parametresi geçilirken kararlılık yapılarını değiştirirler. Yani, kararlı 

olan kararsız, kararsız olan kararlı hale gelir. 

Şekil 2.3: Transkritik çatallanma 

 

d) Flip Çatallanma: Kritik çatallanma değeri geçilirken, kararlı denge noktası kararsız 

olur ve kararlı 2-devir ortaya çıkar. Bu tipine "süperkritik flip çatallanma" denir. Tam 
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tersine ise yani ortaya çıkan 2-devir kararsız ise de "subkritik flip çatallanma" adını alır. 

Şekil 2.4: Flip çatallanma 

 

e) Hopf Çatallanma: İki veya daha fazla birinci mertebeden diferansiyel denklem 

içeren sistemlerde meydana gelen çatallanma türüne "Hopf Çatallanma" denir. Aynı 

zamanda, Fransız matematikçi Jules Henri Poincare (1854-1912), Rus matematikçi 

Alexander A. Andrnov (1901-1952) ve Alman matematikçi Heinz Hopf (1894-1971)’un 

bu teoriyi geliştirmek için yaptıkları katkılardan dolayı Poincare-Andronov-Hopf 

çatallanma olarak da anılır. 

2.2 HOPF ÇATALLANMA 

2.2.1 Hopf ÇatallanmaTeoremi  

f  ve g  ,    çatallanma parametresine bağlı fonksiyonlar olmak üzere 

                                                            

 

 



,,

,,

yxg
dt

dy

yxf
dt

dx





                                                (2.3) 

diferansiyel denklem sistemi ele alındığında kabul edilsin ki  ))(),((  yx )3.2(   

sisteminin denge noktası ve  )()(  i , bu denge noktasında hesaplanan Jakobian 

matrisin özdeğerleri olsun. Ayrıca  0)( *    olmak üzere kararlılık yapısındaki 
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değişim     da meydana gelsin. 

)3.2(   diferansiyel denkleminin periyodik çözümlerin varlığını sağlayabilmesi için ilk 

önce sırf sanal özdeğere sahip olacak şekilde denge noktası orijin ve     parametresi  

0   olacak şekilde değişken değiştirmeleri yapılarak           

                                            

   

     



,,

),,(

12221

11211

yxgyaxa
dt

dy

yxfyaxa
dt

dx





                                (2.4) 

sistemine dönüştürülür. Hopf Çatallanma Teoremi olarak bilinen bu teorem, )3.2(   

diferansiyel denklem sistemi için aşağıdaki gibi verilebilir. 

Teorem 2.1: (Hopf Çatallanma Teoremi): 

)4.2(  sistemindeki 1f  ve 1g  fonksiyonları x  ve y  değişkenlerine göre üçüncü 

mertebeden sürekli türevlere sahip olmak üzere yeteri kadar küçük   ’lar için )4.2(   

denkleminin bir denge noktası ve    

 
   
   
















2221

1211

aa

aa
J  

matrisinin sistemin Jakobian matrisi olduğu kabul edilsin. Ayrıca      00,00  w   ve  

0| 0


d
d   olmak üzere      iw  ,   J   Jakobian matrisinin özdeğerleri olsun bu 

takdirde  2R   uzayında orijini kapsayan herhangi U açık kümesinde  00    için  

0 k   değeri vardır öyle ki  )4.2(   diferansiyel denklemi  k    için U'da periyodik 

çözümlere sahiptir (periyot yaklaşık olarak   0
2

w
T  ’dır.). 

2.2.2 Hopf Çatallanma Türleri 

Hopf  Çatallanma Teoremi  k    için periyodik çözümlerin varlığı adına yeterli olan 

koşulları vermektedir.   çatallanma parametresi,  k   ise çatallanma değeridir. Sistemin 

parametresinin değeri değişirken sistemin dinamiği kararlı spiralden merkeze, 

merkezden de kararsız spirale dönüşür. Buna göre iki tür Hopf çatallanma görülür. 

1) Süperkritik Hopf Çatallanma: Sistemin kararlı denge noktası asimptotik olarak 

kararlı bir limit döngüsüne dönüşürse oluşan çatallanmaya denir. 
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2) Subkritik Hopf Çatallanma: Sistemin kararlı denge noktası kararsız bir limit 

döngüsüne dönüşürse oluşan çatallanmaya denir. 

2.2.3 Hopf Çatallanma Teorisi 

f  düzgün bir fonksiyon,     çatallanma parametresi ve  nx R   olmak üzere                                                                

                                                              ,xfx                                                       (2.5) 

otonom adi diferansiyel denklem sistemi ele alınsın. Bu bölümde yukarıdaki gecikmeli 

sistem için Hopf çatallanmanın hangi koşullar altında ortaya çıktığı, çatallanmanın 

yönü, periyodik çözümlerinin periyodu ve bu çözümlerin kararlılık yapısı 

incelenecektir. 

1) Kapalı fonksiyon teoreminden  0   Jakobian matrisin özdeğeri olmadığından, 

yeteri kadar küçük     için orijinin bir komşuluğunda, sistemin  )(0 x   denge noktası 

vardır. Koordinat değişikliği yapılmasıyla, denge noktası orijine taşınır. O halde 

genellikten birşey kaybetmeden kabul edilebilir ki, yeterince küçük     için x=0, 

sistemin denge noktasıdır. Bu denge noktasındaki Jakobian matrisi 

    
















 nJix

x

f
A o

j

i

,...2,1,;,  

ile ifade edilir. Bu matrise karşılık gelen özdeğerleri hesaplanırsa, bunlar; 

n Re....ReRe 21   olacak şekilde sıralansın. 

2)  İki boyutlu sistem için bu Jakobian matrisi  

   

   















11

00
)(

ba

ba
A  

şeklindedir.   00  ve    00 w   olmak üzere   A  matrisinin özdeğerleri  

      iw  şeklindedir. Bu özdeğerler  0| 0


d
d   olmak üzere sanal 

eksenden geçen           21 , ’dır. 

Bu takdirde (1) ve (2) koşullar altında   0x  denge noktasında Hopf çatallanmanın 

görüldüğü bir sistemin taşıdığı özellikler elde edilmiş olur. Bundan sonra verilen 

adımlar 2 , 2  ve 2T  değerlerinin hesaplanmasında izlenilmesi gereken yolu 
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vermektedir. 

3)  R  için    k  ve 

   

    02

01

PtPtx

NtNtx








 

değişken değiştirmeleri yapılırsa sistem    2R,0,1C ’de fonksiyonel denklem 

şekline dönüşür    CveCfCL  21

22 ,RR:,R:   için 

  













2111

2010






ba

ba
L k  

ve 















221121

210110
),(






ba

ba
f  

elde edilir. 

4) Riesz Gösterim Teoremine göre   0,1   için elemanları sınırlı değişimli  22  

tipinde bir    ,   matris fonksiyonu vardır öyle ki 

     0,için  
0

1
dLC   

şeklinde yazılır.   ,   fonksiyonu,     Dirac Delta Fonksiyonu olmak üzere, 

         1, 
















 

nm

lk

dc

ba
kk  

şeklinde seçilirse    21 R,0,1C   için 

 
 

   









0  ,  ,

)0,1[  ,      
0

1

0




 



ssd
A d

d

 

ve 

 
 









0   ,   ,

)0,1[    ,  0






f
R  

şeklinde tanımlanır. Böylece sistem 

ttt xRxAx )()(    

formunda yazılır. Burada  )0,1[   için  )()(   txxt ’dır. 

 ))R(],0,1([ 21 C   için 
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












0    ),()0,(

]1,0(       ,
)(

0

1

)(

sttd

s
sA

T

ds

sd






 

ve     0,    iken bilineer iç çarpım 





dds )()()()0()0()(),(

0

0

1
  

 

olarak tanımlanır.  )0(A  ve   A  adjoint operatörleridir.  )0(A ’ın  kiw   özdeğerlerine 

karşılık gelen özvektörü  )(sp ’dir.  1)(),(  qsq    ve  0)(),(  qsq   olmak 

üzere 

)()()0(  qiwqA k  

ve 

)()( spiwspA k  

yazılır. 

5) Center Manifold Teoremi kullanılarak n-boyutlu sistem 2 boyutlu sisteme indirgenir. 

0   iken  0C   Center Manifold’unu tanımlamak için,     ),( 21

ttt xxx    sistemin 

çözümü olmak üzere,  z   ve  z  ,  oC   Center Manifold’un q ve p yönündeki lokal 

koordinatlar belirlenir.  oC   Center Manifold’u üzerinde 

)()(Re2)),(),((),(  qtzxtztzWtW t   

...
2

)()(
2

)(),(
2

0211

2

20 
z

WzzW
z

WtW   

dır. 0Cxt    çözümü için,  0   iken  ttt xRxAx )0()0(  ’dır. Bu indirgeme işlemi 

sırasında verilen sistemin Poincare Normal Formunun 

 zzgzz ,   

şeklinde olduğu görülür. Bu durumda 

  ...
222

,
2

21

2

0211

2

20 
zz

g
z

gzzg
z

gzzg  

iken 

  ),()0(, 0 zzfqzzg   

elde edilir ve Hopf teoremini uygulayabilmek için   zzg ,   eşitliklerinin her ikisinin de 

sağ taraflarının karşılaştırılmasıyla  20g , 11g , 02g  ve 21g   katsayıları bulunur. 
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...
2

)()(
2

)(),,(
2

0211

2

20 
z

HzzH
z

HzzH   

olmak üzere 

   
      

  

   

  

    )()(),()0(Re2)(,)0(

)}()(),()0(Re{2)()(Re2

)0()()0()(Re2,)0(

)()(),()0(Re2

)()(Re2)0()()(Re2,)0(

)()(),()0()(Re2)0()0(

 

0

0

0

0

.













qtztzfpxRtwA

qtztzfpqtziw

xRqAtztwA

qtztzfp

qtziwxRqtztwA

qtztzfptziwxRxA

qzqzxW

t

k

t

kt

ktt

t













 

 














      ,0   )}()0(Re{2   

)0,1[        )},()0(Re{2

00

0





fqfqAW

qfqAW
W  

    ),(),(,)0( tztzHtWAW   

dır. Buradan 

    ,,,)0( zzHWtwA    

yazılır. 

 
    

        

  ...
2

2

...,,

,

...)()(

2

20

11

20

1120











z
wiw

zzgziwzzzzgziww

zzgziwzW

zzzzWzzW

zWzWW

k

kk

k

zz







 



 

ve 

            ...0
2

00 11

2

20,  zzwA
z

wAtwA   

olduğundan 

           ...0
2

20,0 11

2

20  zzwA
z

WiwAWtWA k    

dır. Buradan 

               ...
22

0...0
2

20
2

0211

2

2011

2

20

z
HzzH

z
HzzwA

z
wiwA k    

elde edilir. Yukarıdaki eşitliğin her iki tarafının katsayılar karşılaştırılırsa 
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    

     



1111

2020

0

)(20

HwA

HwiwA k




 

ve   0,1   için 

           

           

 

    ...)()(
2

)()(

)(),()(,

)(),)0()(),0

,0Re2,,

1111

2

0220

00

0









zzqgqg
z

qgqg

qzzgqzzg

qtztzfpqtztzfp

qtztzfpzzH









 

olduğundan 

)()()( 022020  qgqgH   

)()()( 111111  qgqgH   

ve  )0( A ın tanımından 

)()()(

)()()(2)(

111111

02202020





qgqgW

qgqgWiW k








 

bulunur. 
2)2(

1

)1(

11 R),(  EEE   ve  
2)2(

2

)1(

22 R),(  EEE   sabit vektörler olmak üzere 




 kkk ii

k

i

k

eEeq
gi

eq
ig

W
2

1
0220

20 )0(
3

)0()( 
  

2
1111

11 )0()0()( Eeq
gi

eq
ig

W kk i

k

i

k


 


  

şeklinde hesaplanır. ,1E 2E ’yi bulmak için )0(A ’ın tanımı ve  )0( q ın  )0(A ’ın 

özvektörü olduğunun bilinmesinden   0, d   olmak üzere 




















k

k

k

iw

iw

kk

iw

k

k

k

eEdq
g

qg

eEdq
w

gi
q

w

ig

eEdqd
w

gi

qd
w

ig

HWiWd

2

1

0

1

02

20

2

1

0

1

0220

2

1

0

1

0

1

02

0

1

20

202020

0

1

)()0(
3

)0(

)()0(
3

)0( 

)()()(
3

)()(

)0()0(2)()(



































 

ve benzer şekilde 

2

0

1
111111

0

1
)()0()0()()( EdqgqgWd   

  
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elde edilir. 

)()(2)0()0( 201

2
0

1
0220  

HEediwqgqg kiw

k 




    

ve 

)()()0()0( 112

0

1
1111  HEdqgqg    

yazılarak  1E   ve  2E   bulunur. Buradan  )(11 w   ve  )(20 w   değerlerinin bulunmasıyla  

ijg   katsayıları belirlenir. 

6) Böylece Center Manifold’da  k   kritik değerlerinde oluşan Hopf çatallanmanın 

yönünü, çatallanmanın periyodik çözümün kararlılığını ve çatallanan çözümün 

periyodunu belirleyen  ,2  ,2  2T  katsayıları 

k

k

k

k

c
T

c

c

gg
ggg

i
c












)}(Im{)}0(Im{

)}0(Re{2

)}(Re{

)}0(Re{

2
)

3

||
||2(

2
)0(

21
2

12

1
2

21

2

022

1111201














 

denklemleri yardımı ile bulunur. 

Yukarda verilen analizden aşağıdaki sonuçlar elde edilir. 

Yardımcı Teorem 2.1:   ,, zz ’nun düzgün bir fonksiyonu  )(
2

zOg    olmak üzere, 

z kompleks değişkeni kullanılarak, yeterince küçük     için, )2.2(   sistemi aşağıdaki 

gibi yazılır: 

                                                          ,,)( zzgzz                                             (2.6) 

İspat:  )(A ’nun  )(   özdeğerine karşılık gelen özvektörü    2Cq    olsun. O 

halde, 

)()()()(  qqA   

dır ve  )(TA ’nun  )(   özdeğerine karşılık gelen özvektörü  
2)( Cp    olsun. O 

halde, 

)()()()(  ppAT   
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dır. ,.,.  2C ’de standart skaler çarpma ve 

2211, qpqpqp   

olmak üzere  p ’nin  q ’ya göre normalize edilmesi 

1)(),(  qp  

şeklindedir. Herhangi bir  2Rx   vektörü, 

                                                         )()(  qzzqx                                                  (2.7) 

şeklinde tek olarak tanımlanabilir. z ’yi tanımlayan açık formül 

xpz ),(  

şeklindedir. Bu formülü gerçeklemek için,  )4.2(   denkleminin her iki yan  p   ile skaler 

çarpılır ve  0)(),(  qp   olduğunun gösterilmesi gereklidir. 

qpqpAqApqp T ,,
11

,,





  

ve buradan 

0,1 







 qp



 

dır. Yeterince küçük her     için    0w  olduğundan    ’dir. Böylece  0, qp   

olduğu görülür. Buradan z kompleks değişkeni aşağıdaki denklemi sağlar. 

   ,()(),()( qzzqFpzz   

olduğu görülür ve böylece ispat tamamlanmış olur. 

Yardımcı Teorem 2.2:       i)(  ,   0)0(,00 0  ww   ve 

)(ijijij ggg    olmak üzere 

                                     3
2

0211

2

20
22

zO
z

gzzg
z

gzz                                   (2.8) 

denklemi, yeterince küçük her     için 

202

11

220

22
w

h
wwhw

h
wz   

parametreye bağlı kompleks koordinat değişimiyle, kuadratik terim içermeyen 

 3
wOww    
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denklemine dönüşür. 

İspat: 

 3202

11

220

22
zOz

h
zzhz

h
zw   

ifadesinden 

 

   

   32

0202

1111

2

2020

2

02

02

111111

2

20

20

021120

)2(

2

1

...
2

2

...)(

wOwhg

wwhgwhgw

zh
g

zzhhgzh
g

z

zzhzzzzhzzhzw





































 

elde edilir.    

,20

20


g
h  ,11

11


g
h   

 


2

02

02

g
h  

yazılmasıyla  )5.2(   denklemindeki tüm kuadratik terimler yok olur. 00 w , 

  00 iw   iken, yeterince küçük her     için paydalar sıfırdan farklı olduğundan 

yukarıdaki eşitlikler doğrudur ve böylece ispat tamamlanmış olur. 

Yardımcı Teorem 2.3:      iw)(   ,   0)0(,00 0  ww   ve  gij  gij   

olmak üzere 

 4
3

03

2

12

2

21

3

30
6226

zO
z

g
zz

g
zz

g
z

gzz    

denklemi, yeterince küçük her  ||   için 

303212221330

6226
w

h
ww

h
ww

h
w

h
wz   

parametreye bağlı kompleks koordinat değişimiyle,  )(11 cc    olmak üzere yalnızca 

bir kübik terim içeren 

 42

1 wOwwcww    

denklemine dönüşür. 
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İspat:  

 3303212221330

6226
zOz

h
zz

h
zz

h
z

h
zw   

ifadesinden 

 

 

    

 

   )(3
6

1

2
2

1

2

1
2

6

1

...
2622

2226

...
2

2
2

2
22

43

0303

2

1212

2

2121

3

3030

303032

12
1212

221
21

2133030

203212

221230

wOwhg

wwhg

wwhgwhgw

z
hg

zzh
hg

zz
h

h
g

z
hg

z

zz
h

zzzzz
h

zzzzz
h

zz
h

zw










































































 

elde edilir. 

 


3
 ,

2
 ,

2

03

03
12

12

30

30

g
h

g
h

g
h  

yazılmasıyla  ww2   terimi dışındaki tüm kübik terimler yok olur. Yeterince küçük her  

   için paydalar sıfırdan farklı olduğundan yukarıdaki eşitlikler doğrudur. ww2   

teriminin yok edilmesi için 

 
 21

21

g
h  

yazılır. Fakat 0  iken yukarıdaki denklemin paydası 0)0()0( 00  iwiw ’dır. 

  ya bağlı bir dönüşüm elde etmek için 021 h  yazılmasıyla 

2

21
1

g
c   

bulunur. 

Uyarı: Kalan ww2  kübik terimi "rezonans terim" olarak adlandırılır. Bu terimin 

katsayısı, orijinal denklemdeki zz 2   kübik teriminin katsayısıyla aynıdır. 
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Yardımcı Teorem 2.4 :  (Hopf Çatallanma için Poincare Normal Form) 

     iw)(   ,   0)0(,00 0  ww   ve  )(ijijij ggg    olmak üzere 

                               (2.9) 

denklemi, yeterince küçük her     için 

303212330202
11

220

62622
w

h
ww

h
w

h
w

h
wwhw

h
wz   

parametreye bağlı kompleks koordinat değişimiyle,  )(11 cc    olmak üzere yalnızca 

bir kübik terim içeren 

                                               )( 42

1 wOwwcww                                              (2.10) 

denklemine dönüşür. 

İspat: Yardımcı Teorem 2.2 de, 

 


2
,, 02

02
11

11
20

20

g
h

g
h

g
h  

iken 

                                              202

11

220

22
w

h
wwhw

h
wz                                   (2.11) 

şeklinde tanımlanan dönüşüm, tüm kuadratik terimleri yok etmekle birlikte kübik 

terimlerin katsayılarını da değiştirir.  ww2 ’nin katsayısı  212
1 g   yerine  122

1 g   olur ve 

Yardımcı Teorem 2.3 deki dönüşümle de, katsayısı  122
1 g   olan rezonans terim dışındaki 

tüm kübik terimler yok olur. 

Böylece, )8.2(  kuadratik dönüşümüyle, bulunması gereken 1c  katsayısı, ww2   

teriminin yeni katsayısı  122
1 g ’dir. 

 wz,   ve  w   cinsinden iki şekilde ifade edilebilir. ( )8.2   denklemi,  )6.2(   orijinal 

denkleminde yerine yazılır veya  )6.2( ’nın ( )7.2  ye dönüştürülebildiği bilindiğinden,  

,z    )8.2( ’in türevlenmesi ile hesaplanır. 

whwwwwhwwhwz 
021120 )(   

ve  )7.2(   kullanılarak  w   ve kompleks eşleniği yerlerine yazılır. Yukarda 20h , 11h  ve  

02h ’leri içeren ifadede kuadratik terimlerin katsayılarının karşılaştırılmasıyla ve  
2

ww   

teriminin katsayılarının eşitlenmesiyle 

)(
!!

1 4

32

zOzzg
lk

zz lk

kl

lk

 




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 
  2222

2 21

2

02

2

11

2

2011
1

ggggg
c 










 

elde edilir.  0   çatallanma parametresi değerinde yukarıdaki denklem 

23

1
2

2
)0( 212

02

2

112011

0

1

g
gggg

w

i
c 








  

denklemine indirgenir. 

Yardımcı Teorem 2.5:    ,00   0)0( 0  ww  olmak üzere 

     )()(
42

1 wOwwcwiw
dt

dw
   

denklemi ele alınsın. Kabul edelim ki,  0)0(    ve  0)0(Re 1 c   olsun. Denklem, 

parametreye bağlı lineer koordinat dönüşümü, yeni zaman ölçeği ve lineer olmayan yeni 

zaman parametrizasyonu ile 

  )(
42

uOusuui
d

du
 


 

formuna dönüşür.  ,1))0(sign(Re 1  cs    u   yeni kompleks koordinat,     ve     

sırasıyla yeni zaman ve yeni zaman parametresini gösterir. 

İspat: 

1.Adım: (Lineer zaman ölçeği) Yeni zaman parametresi  tw )(    şeklinde tanımlanır. 

Yeterince küçük her     için,  0)( w   olduğundan zaman korunur. Buradan, 

 
 

 
 )(

)(
)( ,)( 1

1










w

c
d

w
  

olmak üzere 

  )()(
42

1 wOwwdwi
d

dw
 


 

elde edilir. 

  0
)0(

)0(
)0( ,00 




w


  

olduğundan yeni     parametresi 

 
 

 
 )(

)(
)( ,)( 1

1










w

c
d

w
  

olarak alınabilir ve ters fonksiyon teoremi,     ya bağlı     fonksiyonunun lokal 
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varlığın garanti eder. Ayrıca  1d   kompleks bir fonksiyondur. 

2.Adım: (Lineer olmayan zaman parametresi)  )(Im)( 11  de    için 

 dwed ))(1(
2

1  

olmak üzere, yeni zaman parametresi    ,   şeklinde tanımlanarak orbitler 

boyunca zaman parametresi değişir. Zamandaki değişim orijinin küçük bir 

komşuluğunda özdeşlik dönüşümüdür. Zamanın yeni parametresinin kullanılmasıyla,  

)()(Re)( 111  edl    gerçel olmak üzere 

  )()(
42

1 wOwwlwi
d

dw
 


 

ve 

                                                           
)0(

)0(Re
)0( 1

1
w

c
l                                                 (2.12) 

elde edilir. 

3.Adım: (Lineer koordinat ölçeği)  u   yeni kompleks değişken olmak üzere, 

)(1 l

u
w   

dır. 0)0(Re 1 c   olduğundan  0)0(1 l ’dır. Denklem,  ))0(sign(Re))0(sign( 11 cls    

olmak üzere 

    )()(
)(

)( 4242

1

1 uOusuuiuOuu
l

l
ui

d

du
 







 

formunda yazılır. 

Tanım:  )(1 l   fonksiyonu “birinci Lyapunov katsayısı” olarak adlandırılır. 

 )9.2(  denkleminden,  0 ’daki birinci Lyapunov katsayısı 

                                               21020112

0

1 Re
2

1
)0( gwgig

w
l                                     (2.13) 

şeklinde hesaplanır. 

Böylece, çatallanma noktasındaki  )0(1l ’ın hesaplanması için sağ taraftaki ikinci ve 

üçüncü mertebeden türevlerin bilinmesi gerekir. )0(1l ’ın değeri p  ve q  özdeğerlerinin 
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normalizasyonuna bağlıdır ve bu değerin işareti,  1, qp   normalizasyonunu sağlayan  

qp,   değerlerine invaryanttır. 

Aşağıdaki teoremle, elde edilen sonuçlar özetlenir. 

Teorem 2.2: 

                                              R,R        ),,( 2   xxf
dt

dx
                                    (2.14) 

iki boyutlu sistemi, yeterince küçük her     için  0x   denge noktasına ve    ,00   

0)0( 0  ww  olmak üzere 

)()()(2,1  iw  

özdeğerlerine sahiptir. 

Aşağıdaki koşullar sağlandığında; 

 )1.(B : 0)0(    

 )2.(B : 1l   birinci Lyapunov katsayısı olmak üzere, 1l 0)0(   koordinat, parametre 

değişimiyle ve zaman dönüşümüyle,  )11.2(  sistemi 

  )(
1

1 4

2

12

2

2

1

2

1

2

1
yO

y

y
yy

y

y

y

y

d

d

























 















 

olur. 

 

Teorem 2.3 :  (Hopf Çatallanma için topolojik normal form) 

),( xfx   

bir parametreli, iki  boyutlu sistemi,  0   da  0x   denge noktasına ve 

0,)0( 002,1  wiw  

Özdeğerlerine sahiptir ve aşağıdaki normal formlardan bir tanesine orijin civarında lokal 

topolojik eşdeğerdir. 

  )(
1

1 4

2

12

2

2

1

2

1

2

1
yO

y

y
yy

y

y

y

y

d

d

























 















 

Teorem2.1, Teorem2.2 ve  )10.2(   denklemi, iki boyutlu sistemlerde Hopf çatallanma 

analizi için tüm gereksinimleri sağlar. 
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2.3 CENTER MANİFOLD TEOREMİ 

 0)0( f   iken, 

                                                        
nxxfx R ),(                                                  (2.15) 

dinamik sistemi için,  00 x   denge noktasında  A   Jakobian matrisinin özdeğerleri  

n ,...,, 21   olsun, Kabul edilsin ki, özdeğerlerinin gerçel kısmı sıfır olsun ve  0Re    

olduğunda sayılabilir çoklukta  n   özdeğerleri,  0Re    olduğunda  0n   özdeğerleri 

ve  0Re    olduğunda ise  n   özdeğerleri olsun.  cT  sanal eksen üzerindeki  0n   

özdeğerlerinin birleşimine karşılık gelen lineer özvektör uzay olsun. Sanal eksen 

üzerindeki özdeğerler   0Re     cT   özvektör uzayında olduğu gibi genellikle kritik 

özdeğer olarak adlandırılır. 
t  fonksiyonu )12.2(  eşitliğine karşılık gelen akı olarak 

tanımlansın. 

Yukarıdaki kabullerle aşağıdaki teorem verilir. 

Teorem 2.4: (Center Manifold Teoremi)  )12.2(   sisteminin  0n   boyutlu   0c

locW   

invaryant manifoldu,  0x   da  cT   özvektör uzayına teğettir. Ayrıca,  00 x   n bir  U   

komşuluğunda, her  0t     0t   için    Uxt    ise,  t     t   için  

   0c

loc

t Wx    dır. 

Tanm:  c

locW   manifoldu ‘Center Manifold’ olarak adlandırılır. 
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3. KARARLILIK ANALİZİ VE HOPF ÇATALLANMA 

Bu tezde 

                                   

)
)(

)(
)((

)(

  
)()(

)()(
))(1)((

)(

















tN

tP
tP

dt

tdP

tPtN

tPtN
tNtN

dt

tdN

 

                 (1*) 

sürekli ve gecikmeli diferansiyel denklem sistemi incelenecektir. Bu sistemin tek pozitif 

denge noktası olan  ),,( 000

  PNE   

0    ve0 
dt

dP

dt

dN
 

eşitliklerinden faydalanarak 

)
1

1
(,

1

1
00


















  PN  

şeklinde elde edilir. Burada 

01    

olmalıdır. )1( 
 sisteminde 









0

0

)()(

)()(

PtPtp

NtNtn
 

değişken değişimi uygulanırsa 

                

)
)(

)(
)()((

))(()(

))()()((
))(1)()((

0

0

0

00

00

00























Ntn

Ptp
Ptp

dt

dp

PtpNtn

PtpNtn
NtnNtn

dt

dn









     (3.1) 

sistemi elde edilir. Bu değişken değişimi ile  ),( *

0

*

0 PN  denge noktası  )0,0(   noktasına 

taşınmış olur. )1.3(  sisteminin  )0,0(   noktasına lineerleştirilmesi sonucu 

)(
)(

)(
)()2(

)()
)(

()()
)(

21(

2

0

2

0

0

0

2

00

00

00

0

2

00

00

00

0
0






















































tn
N

P
tp

N

P

dt

dp

tp
PN

NP

PN

N
tn

PN

NP

PN

P
N

dt

dn

(3.2) 

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi elde edilirken 
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,0)1(
00

00

00 









PN

PN
NN


 

0)(
0

0
0 






N

P
P   

eşitlikleri kullanılmıştır. )2.3( denklem sistemi 

)()(

)()(

43

21









tnAtpA
dt

dp

tpAtnA
dt

dn

 

şeklindeki denklem sistemine dönüşür. Burada 

,
)(

21
2

00

00

00

0
01 














PN

NP

PN

P
NA


 

,
)( 2

00

00

00

0
2 













PN

NP

PN

N
A






 






0

0
3 2

N

P
A


  

ve 

2

0

2

0
4

)(

)(





N

P
A


’dir. 

tt LepKen       ve  

dönüşümü kullanılırsa 

ttt

ttt

LeAKeAeL

LeAKeAeK









4

)(

3

2

)(

1









 

elde edilir. Buradan 


































0

0

43

21

L

K

AeA

AeA








 

matris sistemi elde edilir. Bu eşitliğin sağlanması için 

0
43

21 














AeA

AeA
 

eşitliği sağlanmalıdır. Lineerleştirilmiş sistemin karakteristik denklemi 

0)( 324114

2    eAAAAeAA  
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elde edilmiş olur. Burada 

32415 AAAAA  ’dir. 

Elde edilen denklem düzenlenirse, 

                                              0514

2    eAeAA                                    (3.3)                                   

0)( 514

2  AAA   

şeklinde elde edilir. 

Teorem 3.1: Aşağıdaki i ve ii koşulları altında, 

                                              ,1)  i  

),1()1()2() 2  ii  

0  durumundaki sistemimiz için 

0E  pozitif denge noktası asimptotik kararlıdır. 

İspat: 0  alındığında sistemin karakteristik denklemi  514 det  ve)( AAAAtrA     

olmak şartıyla 

0det)(2  AtrA  ’dır. 

trA


)]1()1()2([
)1(

1 2

2



 

,0)1()1()2( 2    

)1()1()2( 2    

olduğundan  0trA  ve  0det A ’dır. Buradan aşağıdaki koşulları elde ederiz. 

                                             1 i)  

).1()1()2( ii) 2    

)2.3( lineer sisteminin )0,0(  noktasındaki kararlılığı, )3.3(  karakteristik denkleminin 

köklerine bağlıdır. Bu nedenle )3.3(  transandantal denkleminin köklerinin durumu 

incelenir ise bu köklerin sürekli bağımlılığından ve Routh-Hurwitz kriterinden en az bir  

00   vardır ki  ),0[ 0   için  0)Re(  ’dır.  0)(Re z   olduğunda  *

0E   

asimptotik kararlılığını kaybettiğinden  0)(Re z   olacak şekilde bir  0z ’ın olup 

olmadığı incelenir. Yani,  )3.3(   denkleminin sırf sanal olan köklerinin olup olmadığı 

araştırılır. 

Bu bölümde ilk olarak denge noktasının lokal kararlılığı incelenir.   için 0w  
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gerçel olmak üzere  iw   kabul edildiğinde aşağıdaki yardımcı teorem elde edilir. 

Yardımcı teorem 3.1:  )1.3(   sistemi için,  )3.3(   transandantal denklemi sırf sanal 

köke sahiptir. 

İspat:     ve  w   gerçel kök olmak üzere  iw  ,  )3.3(   transandantal 

denkleminde yerine yazılırsa genellikten birşey kaybetmeden  0w   alınabilir. Böylece 

0)( 514

2    iwiw eAiweAiwAiw  

elde edilir. Yani 

0)]sin()cos([)]cos()sin([ 51451

2   wAwwAwAiwAwwAw ’dır.  

Bu eşitliğin gerçel ve sanal kısımlarını ayrı ayrı yazarsak 

                                            2

15 )sin()cos( wwwAwA                                           (3.4) 

                                        wAwwAwA 415 )cos()sin(                                         (3.5) 

elde edilir. )4.3(  ve )5.3(  eşitliklerin de her iki tarafın kareleri alınıp taraf tarafa 

topladığında 

0)( 2

5

22

1

2

4

4  AwAAw  

eşitliği elde edilir. Bu denklemde  2wz    yazıldığında 

,

,

2

5

2

1

2

4

Ar

AAq




 

olmak üzere 

0)( 2  rqzzzf  

denklemi elde edilir. 

 


)(lim zf
x

  ve  02

5  Ar   olduğundan bu denklemin en az bir tane pozitif kökü 

vardır. O halde genellikten birşey kaybetmeden bu pozitif köklerden biri  kz   yani  

kk zw    olsun. 

 k ’yı bulmak için ilk etapta )sin( kw ’yı bulmalıyız. )4.3(  denklemini )( 1wA  ile, 

)5.3(   denklemini ise  A5   ile çarpıp taraf tarafa toplandığında 

,...2,1,0  ,2)sin(
22

1

2

5

54

3

1 



 kk

wAA

wAAwA
w

k

kk
k   

şeklinde bulunur. )cos( kw ’yı bulmak için ise  )4.3( 'ü 5A  ile, )5.3( 'i )( 1wA   ile çarpıp 
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taraf tarafa toplandığında 

,...2,1,0   ,2)cos(
22

1

2

5

2

41

2

5 



 kk

wAA

wAAwA
w

k

kk
k   

şeklinde bulunur. O halde 

,...2,1,0   ,2)tan(
2

41

2

5

54

3

1 



 kk

wAAwA

wAAwA
w

kk

kk
k   

şeklinde bulunur. Buradan  k ’yı, 

,...2,1,0  },2){arctan(
1

541

54

2

1 



 kk

wAwAA

AAwA

w
k   

yukarıdaki gibi bulmuş oluruz. Böylece )3.3(  denkleminin sırf sanal köke sahip olduğu 

bulunmuş olur. Böylelikle Yardımcı Teorem )1.3( 'in ispatı tamamlanır. 
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sonucu elde edilir. Elde edilen sonuçlar özetlenecek olursa sistemin kararlılığı ve Hopf 

çatallanma aşağıdaki teoremle verilebilir. 

Teorem 3.2:  )1( 
  sistemi için, 

i. Eğer  ),0[ 0    ise sistemin ),( *
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0 PNE   denge noktası asimptotik kararlıdır. 
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0 PNE   denge noktası kararsızdır. 
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0 PNE   denge noktasında Hopf 

çatallanma meydana gelir. 
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4. HOPF ÇATALLANMANIN YÖNÜ VE KARARLILIĞI 

Bu bölümde Normal Form teorisi ve Center Manifold teoremi kullanılarak Hopf 

çatallanmanın yönü, periyodik çözümlerin kararlılığı ve periyodu incelenecektir. Burada 
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elde edilir. Riesz Gösterim Teoremine göre   0,1   için, elemanları sınırlı değişimli  
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olarak tanımlanır. 

Yardımcı Teorem 4.1:  )0(A   and  A   adjoint operatörlerdir. 
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tanımından 
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eşitliği bulunur. Böylece  )0(A   ve  A ’ın adjoint operatörleri olduğu gösterilmiş ve 

ispat tamamlanmış olur. 

Ayrıca  kiw  ,  )0(A ’ın  özdeğerleridir. )0(A ’ın  kiw   özdeğerine karşılık gelen 

özvektörü   )(q   ve  A ’ın  kiw   özdeğerine karşılık gelen özvektörü  )(sq
’dır. 
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 ,1)(),(  qsq   olabilmesi için bilineer iç çarpımın tanımından 

 

)(

1

)(

),1)(()1,(

),1)(()1,(),1)(1,()(),(

31

31

0

1

)(

0

0

1

AAe
D

AAeD

deD

dedeDDqq

k

k

k

kk

iw

k

iw

k

Tiw

iwTiwT

























































 

şeklinde  D   elde edilmiş olur. Yani,  1)(),(  qsq    ve  0)(),(  qsq  eşitlikleri 

elde edilmiş olur. 

 0   iken Center Manifold’u tanımlamak için önce koordinatlar hesaplanmalıdır. 

Bunun için, 
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Kuznetsov, Y.’dan hatırlanacağı üzere Hopf çatallanmanın normal formunun 
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katsayıları bulunmuş olur. 
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şeklinde belirlenir. Burada  ;2   Hopf çatallanmanın yönünü,  2 ;   çatallanan 

periyodik çözümün kararlılığını ve  ;2T   çatallanan çözümün periyodunu ifade eder. Bu 

bilgilerle aşağıdaki teorem verilir. 

Teorem 4.1: Hopf çatallanmanın yönünü belirleyen  2   için; eğer  02    ise  0    

için çatallanan periyodik çözüm vardır ve Hopf çatallanma süperkritiktir, 02    ise  

0    için çatallanan periyodik çözüm vardır ve Hopf çatallanma subkritiktir. 

Çatallanan periyodik çözümün kararlılığını belirleyen  2   için;  02    ise çatallanan 

periyodik çözüm kararlı,  02    ise kararsızdır. Çatallanan çözümün periyodunu ifade 

eden  2T   için ;  02 T   iken periyot artar,  02 T   iken periyot azalır. 
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5. NÜMERİK SİMÜLASYONLAR 

Bu bölümde, önceki bölümlerde elde edilen teorik sonuçlar MATLAB(7.0) programı 

kullanılarak (MATLAB DDE solver) nümerik simülasyonlar ile desteklenmiştir. 

Gecikmeli av-avcı sisteminde 

1

,9.0

,1.1













 

alınarak, 1   sistemi 

                          

)
)(

)(
1)((9.0
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)(1.1)(

)()(
))(1)((

)(






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
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




tN

tP
tP

dt

tdP

tPtN

tPtN
tNtN

dt

tdN

              (5.1) 

sistemine dönüşür. )1.5(  sisteminin tek pozitif denge noktası  

)5238.0,5238.0(),( 000   PNE ’dır. Daha önceki bölümlerdeki algoritmalardan  

9886.20   ,  4654.0w   elde edilir. Teorem 3.2'den  *

0E   denge noktası  

)5663.1,0[),0[ 0     iken asimptotik karalıdır, ancak  9886.2   iken kararsızdır.  

9886.20  ’de ise Hopf çatallanma meydana gelir. Eğer  )1.5(   sistemi için Hopf 

çatallanma parametreleri hesaplanırsa, 

09745.1     ve00124.1   ,03087.1 222  T  

dır. Böylece  )1.5(   sisteminde  9886.20    iken oluşan Hopf çatallanma subkritiktir. 

Burada yapılan nümerik simülasyonlarda, başlangıç noktası  ,( 0N )01.0,01.0(),0 P   

olarak alınmıştır. 
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Şekil 5.1: 07.2     için )01.0,01.0(),( 00 PN  başlangıç koşulları altında av 

popülasyon yoğunluğunun zamana göre grafiği 

Şekil 5.2: 07.2     için )01.0,01.0(),( 00 PN  başlangıç koşulları altında avcı 

popülasyon yoğunluğunun zamana göre grafiği  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

0 50 100 150 200 250 300
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

N
(t

)

Time(t)

0 50 100 150 200 250 300
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

P
(t

)

Time(t)



 

 

 

 

51 

Şekil 5.3: Gecikme parametresi tekrar 07.2    alınarak av popülasyon 

yoğunluğuna karşılık gelen avcı popülasyon yoğunluğunun grafiği 

 

Şekil 5.4: 01.3     için )01.0,01.0(),( 00 PN  başlangıç koşulları altında avcı 

popülasyonunun av popülasyonuna göre faz portesi 
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Şekil 5.5: 01.3     için )01.0,01.0(),( 00 PN  başlangıç koşulları altında av 

popülasyon yoğunluğunun zamana göre grafiği 

 

Şekil 5.6: 01.3     için )01.0,01.0(),( 00 PN  başlangıç koşulları altında avcı 

popülasyon yoğunluğunun zamana göre grafiği 
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