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OZET

HOLLING-TANNER TiPi BIR AV-AVCI MODELI ICIN HOPF CATALLANMA VE
KARARLILIK ANALIZI

Emrah Ozmen

Fen Bilimleri Enstitiisii
Uygulamali Matematik

Tez Danismani: Dog¢.Dr. Canan Celik Karaaslanh
Haziran 2012, 56 sayfa

Bu tezde gecikmeli lojistik bir av-avci sisteminin dinamigi incelenmis ve t gecikme parametresi,
catallanma parametresi olarak segilerek kararlilik ve Hopf ¢atallanma analizi ¢alisilmistir. Ayrica
normal form teori ve Center Manifold teoremi kullanilarak kritik Tt degerinde ¢atallanan
periyodik ¢6zliimiin yonii, kararlilig1 ve periyodu elde edilmistir. Elde edilen teorik sonuglar ise
nlimerik simiilasyonlarla desteklenmistir.

Anahtar Kelimeler: Av-avci sistemi, Gecikmeli diferansiyel denklem, Hopf catallanma,
Kararhlik.



ABSTRACT

DYNAMICAL ANALYSIS OF A HOLLING TANNER TYPE PREDATOR-PREY
MODEL WITH TIME DELAY

Emrah Ozmen

Graduate School of Applied Sciences
Department of Mathematics

Thesis Supervisor: Do¢.Dr. Canan Celik Karaaslanl

June 2012, 56 pages

In this thesis, the dynamics of a logistic delayed prey-predator system is investigated
and by choosing time delay t as bifurcating parameter, the stability and Hopf
bifurcation analysis are studied. Moreover, by using normal form theory and center
manifold theorem, the direction, stability and the period of the bifurcating periodic
solution at critical values t are obtained. Also the theoretical results are supported by
numerical simulations.

Keywords: Prey-predator system, Delayed differential equation, Hopf bifurcation,
Stability.
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1. GIRIS

1.1 AV-AVCI POPULASYON MODELI

Bir organizmanin popiilasyonunu etkileyen en onemli etkenlerden biri g¢evresindeki
diger organizmalardir (canli ¢evre). Her bir popiilasyon birgok popiilasyonla (kimisiyle
yogun, kimisiyle zayif bir sekilde) etkilesim icerisindedir. Popiilasyon etkilesimleri
komiinite ekolojisini anlamada temel teskil eder. Ciinkii komiinitenin kendisi bu
etkilesimlerle ortaya c¢ikar. Nitekim komiinite, kisaca, ayni alanda yasayan ve
birbirleriyle etkilesim igerisinde olan tiirlerin olusturdugu grup olarak tanimlanir. Bir
bolgedeki tiirler, o bolgede mevcut tiir kompozisyonunun tamamindan etkilenmeseler
bile ¢ogunlukla bir ya da birkag tiir birbiriyle etkilesir. Bir tiire ait popiilasyonun ikinci
bir tiirlin varli§i ya da yoklugunda farkliliklar gdstermesi bunun en biiyiik kanitidir.

Tiirler arasindaki veya i¢indeki etkilesimlerin pozitif ya da negatif sonuglar1 olabilir.

Dinamik sistemlerde biyolojik modeller {izerine bir¢ok bilim adami ve arastirmaci
tarafindan yapilan ¢alismalar, popiilasyon modelleri ve popiilasyonlar arasi etkilesim
lizerine yogunlagsmustir. Kararlilik teorisinin, O6zellikle bu sistemlerin kararhilik ve
catallanma analizi {izerine 6nemli uygulamalarindan bazilari, ayni ¢evreyi paylasan, iki
yada daha fazla biyolojik popiilasyon arasindaki etkilesimleri icerir. Iki tiir iceren av-
avci sistemleri incelenirse, bir tiir diger tiire, yeme amacli saldirip onu yaraliyor veya
Oldiiriiyorsa saldirana avci (predator), yaralanana veya Olene de av (prey) adi verilir.
Bagka bir ifadeyle, avcr olarak tanimlanan bir tiir, av olarak tanimlanan diger tiirii
yiyerek beslenir. Avlar ise ortamda bulunan baska yiyeceklerle beslenir. Bunun bilinen
bir Orne8i ormanda yasayan tilkiler ve tavsanlarin popiilasyonudur. Tavsanlar
ormandaki belirli bitkileri yerken, avci olarak tabir edilen tilkiler, av olarak tabir edilen

tavsanlari yerler.

Av-avcl iligkileri  i¢in  gelistirilen matematiksel modeller, av veya avci
popiilasyonlarinda birbiri ardina dalgalanma egiliminin dogal olarak bulundugunu
gostermektedir. Diger etkenler av avcilarin bollugunu kararl hale getirebileceginden, bu
popiilasyonlarda dalgalanma goriilmeyebilir; fakat bunlar bir dalgalanma egilimine
sahiptir. Eger kararliligi saglayan etkenler kaldirilirsa, dalgalanma egilimi kendini

gosterecektir.



Av ve avcl popiilasyonlarinin sahip oldugu dalgalanma egilimini gosteren ilk model

Volterra Esitligi’dir. Bu model dort adet varsayimla yola ¢ikar.

i.  Avciolmadiginda, avin tssel olarak biiylidiigii varsayilir.

ii. Av ve avcmin popiilasyon biiyiikliigii ne kadar fazlaysa bunlarin karsilasma

sanslar1 da o kadar fazladir.
lii.  Yeni avcilarin dogum orani yakalanan av oraniyla orantilidir.
iv.  Avci popiilasyonundaki 6liim orani yogunluktan bagimsizdir.

1920'de av-avci iliskisinin klasik matematiksel modeli, Adriyatik Denizi'nde, kopek
baligr ve yenen balik popiilasyonunda gézlenen dongiisel degisiklikleri analiz etmek
icin Italyan Matematik¢i Vito Volterra (1840-1940), tarafindan gelistirildi. Béyle bir
model olusturmak ig¢in x(t) ile t anindaki avlarin popiilasyon yogunlugu, y(t) ile t
anindaki avcilarin popiilasyon yogunlugu gosterilmek sarti ile asagidaki kabuller
yapilir.

i.  Avci popiilasyonunun yoklugunda; av popiilasyonu % =ax(t), a>0 ile dogal
oranda biiyiiyecek,

ii.  Av popiilasyonunun yoklugunda, ave popiilasyonu 5 = —by(t) , b>0 ile dogal
oranda azalacaktur.

iii.  Avcilarin ve avlarin her ikisinin de mevcut oldugu durumda, biiyliime ve azalma
dogal oranlarindaki birlesimde iki tiiriin bireyleri arasindaki karsilagsmalarin
siklik oranina gore av popiilasyonunda bir azalma ve avci popiilasyonunda bir
biiylime vardir. Ayrica, boyle bir karsilasma sikliginin xy ¢arpimi ile orantih
oldugu kabul edilir. Ciinkii herhangi bir popiilasyonun iki katina ¢ikmasi
karsilagsma sikligini da iki katina ¢ikartir ve boylece her iki popiilasyonun iki kat
artmasi karsilagsma sikligini dort katina ¢ikartir. Sonug olarak, avcilar tarafindan
yok edilmesi;

X av popiilasyonunda -pxy azalmasinin bir etkilesim orani,
y avci popiilasyonunda gxy artmasinin bir etkilesim orani ile sonuglanir.

x av popiilasyonu i¢in -pxy etkilesim orani ile ax dogal orani ve y avci popiilasyonu i¢in



gxy etkilesim orani ile -by dogal oran1 birlestirildigi zaman,

%:ax— PXy
dt

dy

—=-by+

at y +Qxy

av-avci sistemi elde edilir. Burada a, b, p, q pozitif sabitlerdir.

1.2 GECIKMELI DIFERANSIYEL DENKLEMLERE GENEL BiR BAKIS

Gecikmeli diferansiyel denklem sistemleri, bilimin bir¢ok alaninda 6énemli bir konuma
sahiptir. Belirli bir girdi veya uyariya var oldugu sistemin cevabi genellikle hemen
olmaz, biraz gecikmeli olur. Biyoloji, tip, kimya, fizik, matematik, miihendislik ve
ekonomi gibi hem dogal hem de insan eli ile olusturulmus bircok siire¢, zaman
gecikmesi igerdiginden, gecikmeli diferansiyel denklem teorisi giindeme gelmistir.
Zaman gecikmesine dogadan verilebilecek en giizel Ornek ormanlik alanlarin
agaclandirilmasidir. Bir aga¢ kesildikten sonra yerine dikilen agacin her anlamda
olgunluga erismesi yirmi yil gibi bir siirede gerceklesmektedir. Hatta sekoya gibi bazi
agag tiirlerinde bu siire daha fazla olabilmektedir. Bu siireci inceleyen herhangi bir

matematiksel model, zaman gecikmesini igermek zorundadir.

Dinamik sistemlerde kendini tekrar eden siiregler soz konusudur. Boyle bir durumda
sistem periyodik ¢oziimlere sahiptir. Periyodik ¢oziimlerin varligini inceleyen teoriler
arasinda en Onemlilerinden biri E. Hopf tarafindan gelistirilmistir. Hopf, parametreye
bagli bir diferansiyel denklemin hangi kosullar altinda periyodik coziimlere sahip

oldugunu incelemis ve Hopf Catallanma Teoremi olarak bilinen teoremi one stirmiistiir.
1.3 LITERATURDE GECIKMELI SISTEMLER

Discrete Delay, t gecikme parametresi segilmek iizere sisteme t kadar zaman onceki
neslin simdiki nesle olan etkisini eklemek demektir. Sistemde X(t-t) seklinde ifade

edilir.

Dinamik sistemin yogunlugun ge¢mis degerlere bagli en basit ifadesi
X(t) = F(t, x(t), x(t - 7)) (1.2)
ile gosterilen gecikmeli fonksiyonel diferansiyel denklemdir. Wright Denklemi veya

Gecikmeli Lojistik Denklem olarak adlandirilan



X(t) = rx(t){l— @} (1.2)

Hutchinson Denklemi, bunun en bilinen orneklerindendir. Lord Cherwell, (1.2)
denklemi ile asal sayilarin dagilimi i¢in olasihk metotlarinin  kullaniminda
karsilagsmistir. Ayn1 zamanda bu denklem, tek tiirden olusan bir toplulugun biiylimesinin

zaman gecikmesi iceren modeli olarak da degerlendirilebilir.

Popiilasyon modellerinde, ge¢misin etkilerini gostermek ic¢in, bu modellere gecikme
terimi eklenmektedir. Bu tip modeller, gecikmeli popiilasyon modelleri olarak
adlandirilmaktadir. Son zamanlarda yapilan c¢alismalarda, gecikmeli popiilasyon
modelleri arasinda, gecikmeli av-avcr sistemleri bilyilk 6nem kazanmistir. Ozellikle,
literatiirde gecikmeli sistemlerin periyodik ¢oziimlerinin Hopf ¢atallanma analizi genis

yer tutmaktadir.

1973'te May,

X(t) = X(t)[rl —a,X(t-7)-a, y(t)]
Y(t) = y(t)[_ r,+ aZlX(t) —dy y(t)]

gecikmeli av-avci sistemini ortaya koymus ve incelemistir. Burada X(t) ve y(t)

(1.3)

sirastyla av ve avcinin t anindaki popiilasyon yogunluklarini ifade eder. >0 avin

kendi tiirii i¢indeki gecikme parametresidir. I, >0 av popiilasyonundaki biiyiime

orani, I, >0 ise avcinm &liim oranim vermektedir. a; (i, j =12) parametrelerinin

hepsi pozitif sabitlerdir. (1.3) sistemi, avci tiirii olmaksizin
X(t) = x()[r, —a,x(t—7)]
gecikmeli lojistik denklemindeki av popiilasyonunun tiiriiniin zamana goére degisimini

vermektedir.

Av-avct sistemleri tlizerine yapilan bir c¢ok calismada, arastirmacilar ¢dziimlerin
stnirliligini, stirekliligini, denge noktalarimin lokal ve global kararliligini ve sabit

olmayan periyodik ¢ézlimlerin varligini incelemislerdir.



Saha ve Chakrabarti 2009°da,

NG N NP
et N -N(t-7)) N(t) + aP(t) (1.4)
dP(t) _ PO |

(1.4) gecikmeli av-avct modelinin Hopf catallanma ve kararlilik analizi incelemistir.

2008’de Celik,

NG _ Ny - PN
dl:(’j;t) (t -7) (1.5)
=P, 0T

stirekli ve gecikmeli diferansiyel denklem sistemini incelemistir. Burada N(t) ve P(t)
sirastyla av ve avcinin t anindaki popiilasyon yogunluklarini ifade eder. r, >0 av

popiilasyonunun, I, >0 avct popilasyonunun biiyiime orani, 7z ise gecikme

parametresidir.

2011°de Celik, asagidaki dagilimli gecikmeli av-avci sistemini incelemistir.

dN(t) _
” LN (t) — PHN(t)
dP(t) _ 0
. (){ T ij(t—r)P(r)d(r)}

(1.6)

Burada F(s) fonksiyonu [0,o0) araliginda negatif olmayan sinirli bir fonksiyon olarak
alian gecikme c¢ekirdegini (kernel) ifade eder. Celik bu calismasinda, (1.6) sisteminin
Hopf catallanma ve kararlilik analizini yapmis, catallanan periyodik ¢6ziimiin yonii,
kararlilig1 ve periyodunu da elde etmis, ayrica teorik sonuclart sayisal simiilasyonlar ile

de desteklemistir.
1.4 TEZ CALISMASININ AMACI

Saha ve Chakrabarti’nin 2009°da c¢alistig1 gecikmeli av-avci popiilasyon modelinde,

sistemin tamaminda av popiilasyonuna 7 gecikme parametresi eklenirse, asagidaki



gecikmeli av- avci sistemi elde edilir.

aN® o NE-7)P()

T A U2 vy e s (1)
dP(t) PO

o~ POO- =)

(1*) sisteminde;
N (t) : Avin t amindaki popiilasyon yogunlugu,
P(t) : Avcinin t anindaki popiilasyon yogunlugudur.

. P Ce
Avci popiilasyonu, sadece av sayisiyla sinirlandirilmamistir. Bu ¢ terimi igeren

modellere, avci sayisinin av sayisina orani seklindeki ifadeye "Ratio Dependent"
modeller denir. Bu kapasite, biyolojik ¢evre lizerinde maksimum fert sayisiyla sinirhdir.

a>0, >0 ve 0 >0 sabitlerdir.

7>0 av-avci yogunlugundaki gecikme parametresidir.

Bu ¢alismada, gecikmeli av-avci sistemi olan (1) sistemi incelenmistir. Bu ¢alismanin
amaci, (1°)sisteminin dinamigini ve z gecikme parametresi degisirken bu degisimin
sisteme olan etkilerini incelemektir. Sistem analiz edilirken, ilk 6nce sistemin pozitif
denge noktasi bulunarak, bu denge noktasi etrafinda sistem lineerlestirilmistir.. Elde
edilen lineer sistemin z gecikme parametresini de iceren genel kararlilik Kriterleri
bulunmustur. Daha sonra, 7 gecikme parametresi c¢atallanma parametresi olarak
secilerek, pozitif denge noktasinin kararliligini kaybettigi ve Hopf catallanma meydana
geldigi gozlenmistir. Ayrica Hassard tarafindan analiz edilen Center Monifold
Teoreminden yararlanilarak, (1*) sisteminin Hopf ¢atallanma &zelliklerini tanimlayan
catallanma sabitleri elde edilmistir.. Hopf ¢atallanmanin kararliligi, yonti, tiirii ve belirli
kosullar altinda catallanan periyodik ¢6ziimlerin periyodu tespit edilmistir. Son olarak,

bu teorik sonuglar niimerik simiilasyonlar ile desteklenmistir.

Yapilan bu ¢aligmada sirasiyla;
i.  Birinci boliimde, ele alinan problem hakkinda genel bilgiler verilmistir. Bu
kapsamda yapilmis olan ¢alismalardan bahsedilmis ve kisaca gecikmeli
diferansiyel denklemlere deginilmistir.

ii. Ikinci boliimde, tezin temel teorisi olan Hopf catallanma teorisi detaylica



incelenmistir. {lk olarak, catallanmanin genel tanimi verilmistir, daha sonra fark
denklemleri ve adi diferansiyel denklemler igin catallanma tiplerinden, Gzel
olarak da Hopf catallanmadan bahsedilmis ve Center Monifold Teoremi ifade
edilmistir.

Ugiincii boliimde, sistemin denge noktasinin Kararlihgr ve Hopf catallanmasi
incelenmistir.

Dordiincii boliimde, Center Monifold Teoremi kullanilarak bu modelde Hopf
catallanmanin goriilmesi i¢in gerekli kosullar verilmis, ¢atallanmanin kararlihigr,
tiirti, yoni ve periyodu belirlenmistir.

Son Dbolimde ise, yukaridaki teorik sonuglar niimerik simiilasyonlar ile

desteklenmistir.



2. CATALLANMA VE HOPF CATALLANMA TEORISi

2.1 CATALLANMA TEORISi

Catallanma, bir sistemde sistemin pozitif denge noktasi etrafinda secilen catallanma
parametresindeki kiiclik degisikligin, sistemin davranisindaki topolojik degisiklige
neden olmasiyla meydana gelir. Catallanma analizi siirekli ve kesikli denklemler ile
modellenen sistemler icin incelenir. Catallanma teorisi, diferansiyel denklemlerin
coziimler ailesinin niteliksel ya da topolojik yapisinda meydana gelen degisimlerin
incelenmesidir. Dinamik sistemler incelendiginde, ¢atallanmanin parametre degerindeki

degisim sonucu ortaya ¢iktig1 gézlemlenmistir.
2.1.1 Catallanma Tiirleri
Lokal ve Global olmak {izere iki tiir ¢atallanma vardir.

Lokal Catallanma: Sistemdeki parametrelerin degisimiyle denge noktasinin, periyodik

yorilingelerin veya invaryant kiimelerin 6zelliklerindeki degisimler analiz edilir.

Global Catallanma: Sistemin invaryant kiimelerinin birbirleriyle veya sistemin denge
noktasiyla cakismasi durumunda ortaya c¢ikar. Bu catallanma tiirli, sistemin denge

noktasinin kararlilik analiziyle tamamen tespit edilemez.
2.1.2 Lokal Catallanma ve Tiirleri

Parametredeki degisimin, denge noktasmnin kararliligini degistirmesiyle lokal
catallanma ortaya c¢ikar. Bu kisimda X, = f(x,) birinci mertebeden fark
denklemlerinin 7 parametresine olan bagliligin

Xe = F(X,7) (2.1)
ile gosterecegiz ve bu fark denkleminin dinamigi goz Oniine alinacaktir. Denge
noktalarinin 7 bagliligini ise X(z) ile ifade edilecektir. Fark denklemlerinin davranis:

7 degistikce degismektedir. Davranigin degistigi bu 7 degerlerine "catallanma degeri"

ve bu (z,X(z)) noktalar ise "catallanma noktasi" olarak adlandirilir.



(2.2) ile verilen fark denklemi i¢in olusabilecek catallanma tipleri f'(X(7)) =1

denklemi ile belirlenmektedir. Bu denklemler i¢in dort farkli tipte catallanma soz

konusudur. Ozetle lokal catallanma tiirleri,

a) Fold (saddle node, tangant) ¢atallanma,
b) Tirmik (pitchfork) catallanma,

c) Transkritik (transcritical) gatallanma,
d) Flip (period-doubling) catallanma,

e) Hopf ¢atallanmadir.

a) Fold Catallanma: Kritik catallanma degeri gegilirken biri kararli digeri kararsiz
olmak tizere iki denge noktas1 kaybolur.
Sekil 2.1: Fold catallanma

b) Tirmik Catallanma: Kritik gatallanma degeri gegilirken, bir kararsiz denge noktasi
tarafindan ayrilan iki kararl denge noktasi olmak tizere ii¢ denge noktasi meydana gelir.
Bu tip catallanmaya "stiperkritik tirmik catallanma™ denir. Bunun tam tersine, yani bir
kararli denge noktas: tarafindan ayrilan iki kararsiz denge noktasi meydana geliyor ise

bu tip ¢atallanmaya da "subkritik tirmik catallanma” denir.



Sekil 2.2: Tirmik ¢atallanma

¢) Transkritik Catallanma: Bu catallanma tiiriinde bir kararli bir kararsiz iki denge
noktasi, catallanma parametresi gecilirken kararlilik yapilarini degistirirler. Yani, kararli
olan kararsiz, kararsiz olan kararli hale gelir.

Sekil 2.3: Transkritik ¢catallanma

()

d) Flip Catallanma: Kritik ¢atallanma degeri gecilirken, kararl1 denge noktas: kararsiz

olur ve kararli 2-devir ortaya ¢ikar. Bu tipine "siiperkritik flip catallanma" denir. Tam
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tersine ise yani ortaya ¢ikan 2-devir kararsiz ise de "subkritik flip ¢atallanma" adin: alir.

Sekil 2.4: Flip ¢atallanma

x(n)

e) Hopf Catallanma: ki veya daha fazla birinci mertebeden diferansiyel denklem
iceren sistemlerde meydana gelen catallanma tiiriine "Hopf Catallanma" denir. Ayni
zamanda, Fransiz matematik¢i Jules Henri Poincare (1854-1912), Rus matematikgi
Alexander A. Andrnov (1901-1952) ve Alman matematik¢i Heinz Hopf (1894-1971)’un
bu teoriyi gelistirmek i¢in yaptiklart Kkatkilardan dolay: Poincare-Andronov-Hopf

catallanma olarak da anilir.

2.2 HOPF CATALLANMA

2.2.1 Hopf CatallanmaTeoremi

f ve g, 7 catallanma parametresine bagl fonksiyonlar olmak {izere

% = f(X, y,r)

dt (2.3)
Y gx,y,7)

dt

diferansiyel denklem sistemi ele alindiginda kabul edilsin ki  (X(7),¥(z)) (2.3)

sisteminin denge noktas1 ve «a(r)*1f6(z), bu denge noktasinda hesaplanan Jakobian

matrisin 6zdegerleri olsun. Ayrica a(r )=0 olmak iizere kararlilik yapisindaki

11



degisim 7 =7" dameydana gelsin.
(2.3) diferansiyel denkleminin periyodik ¢6ziimlerin varligint saglayabilmesi igin ilk
once sirf sanal 6zdegere sahip olacak sekilde denge noktasi orijin ve ¢ parametresi

7" =0 olacak sekilde degisken degistirmeleri yapilarak
dx

dat a,,(r)x+ay,(r)y + f,(x,y,7)
d (2.4)
d_)t/ = a,,(r)x+a,,(r)y +0,(x,y,7)

sistemine doniistlriiliir. Hopf Catallanma Teoremi olarak bilinen bu teorem, (2.3)

diferansiyel denklem sistemi i¢in asagidaki gibi verilebilir.

Teorem 2.1: (Hopf Catallanma Teoremi):

(2.4) sistemindeki f, ve @, fonksiyonlar1 X ve y degiskenlerine gore igiincii

mertebeden siirekli tlirevlere sahip olmak tizere yeteri kadar kiigiik |r

"lar igin (2.4)

denkleminin bir denge noktas: ve

I(r)= (an(f) am(r)j

a21(7) azz(T)
matrisinin sistemin Jakobian matrisi oldugu kabul edilsin. Ayrica c(0)=0,w(0)=0 ve
9| ,#0 olmak iizere a(r)ir iW(T) N (r) Jakobian matrisinin 6zdegerleri olsun bu
takdirde R? uzayinda orijini kapsayan herhangi U acik kiimesinde 7,>0 icin
7| <7, degeri vardir 6yle ki (2.4) diferansiyel denklemi 7 =7, igin U'da periyodik

¢Oziimlere sahiptir (periyot yaklasik olarak T ~ Z&°dir.).

w(0

2.2.2 Hopf Catallanma Tiirleri

Hopf Catallanma Teoremi 7 =17, igin periyodik ¢éziimlerin varligi adina yeterli olan
kosullar1 vermektedir. 7 ¢atallanma parametresi, 7, ise ¢atallanma degeridir. Sistemin

parametresinin degeri degisirken sistemin dinamigi kararli spiralden merkeze,

merkezden de kararsiz spirale doniisiir. Buna gore iki tiir Hopf catallanma goriiliir.

1) Siiperkritik Hopf Catallanma: Sistemin kararli denge noktas: asimptotik olarak

kararl bir limit dongiisiine doniisiirse olusan ¢atallanmaya denir.
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2) Subkritik Hopf Catallanma: Sistemin kararli denge noktas: kararsiz bir limit

dongiistine doniisiirse olusan ¢atallanmaya denir.
2.2.3 Hopf Catallanma Teorisi

f diizglin bir fonksiyon, 7 ¢atallanma parametresi ve X € R" olmak iizere
x=f(x,7) (2.5)

otonom adi diferansiyel denklem sistemi ele alinsin. Bu bolimde yukaridaki gecikmeli

sistem i¢in Hopf c¢atallanmanin hangi kosullar altinda ortaya ¢iktigi, ¢atallanmanin

yonil, periyodik c¢oziimlerinin periyodu ve bu ¢oziimlerin kararlilik yapisi

incelenecektir.

1) Kapali fonksiyon teoreminden A =0 Jakobian matrisin 6zdegeri olmadigindan,
yeteri kadar kiigiik |z| i¢in orijinin bir komsulugunda, sistemin X,(z) denge noktas
vardir. Koordinat degisikligi yapilmasiyla, denge noktasi orijine tasinir. O halde
genellikten birsey kaybetmeden kabul edilebilir ki, yeterince kiigiik |z| igin x=0,

sistemin denge noktasidir. Bu denge noktasindaki Jakobian matrisi

A(z')={afi (x,(z)z)i,d =1,2,...n}

OX;
ile ifade edilir. Bu matrise karsihk gelen 6zdegerleri hesaplanirsa, bunlar;

ReA. ReA4, >...2 Re, olacak sekilde siralansin.

2) Iki boyutlu sistem i¢in bu Jakobian matrisi

w020 vio)

seklindedir. «(0)=0 ve W(0)#0 olmak iizere A(r) matrisinin Szdegerleri

Z,(T): a(r)+ iW(r) seklindedir. Bu ozdegerler 92| _,#0  olmak {izere sanal

eksenden gecen  A,(7)=A(r), 4,(z)= H;) dur.

Bu takdirde (1) ve (2) kosullar altinda X, (z‘) denge noktasinda Hopf c¢atallanmanin
goriildiigii bir sistemin tasidigi ozellikler elde edilmis olur. Bundan sonra verilen

adimlar u,, f, ve T, degerlerinin hesaplanmasinda izlenilmesi gereken yolu
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vermektedir.

3) #eR i¢in 7=7, +u ve

% (t)= N(tr)-Ng
Xz(t): P(t )_ R

degisken degistirmeleri yapilirsa sistem C([—l,O],RZ) "de fonksiyonel denklem
sekline doniisir L, : C—>R?* f :RxC —>R*eg=(4,4,)eC icin

Lg= (Tk N ﬂ){ao% + bo¢2}

aé +bg,
ve
a0¢l¢l + b0¢1¢2
f @) =
(9) {amzqa + b1¢2¢j
elde edilir.

4) Riesz Gosterim Teoremine gore 6 e [—ZL O] icin elemanlar1 sinirh degisimli 2x 2

tipinde bir 77(6, 1) matris fonksiyonu vardir dyle ki

peCicin Lg=| dn(6,0)4(6)

seklinde yazilir. 77((9, ,u) fonksiyonu, o = Dirac Delta Fonksiyonu olmak iizere,

nw,m:(rkw)E 3}5<e>—<rk+u>[:1 rﬂa(em

seklinde secilirse ¢ e Cl([— 1, 0], R 2) icin

{—dg—y , 0e[-1,0)

A= 5 ds)ils) , 00

ve
0, 0e[-10)
f(ug) . 6=0

R(u)¢ :{

seklinde tanimlanir. Boylece sistem
X = A() X + R(u)X,
formunda yazilir. Burada 6 €[-1,0) igin X, (€)= X(t+6) dur.

y €C([-10],(R*)") igin
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—B - se(0,]
[dn" (0w (-t), s=0

ve 7(0)=17(6,0) iken bilineer i¢ carpim

Ay (s) ={

(w(),6(0)) =7 OO [ [ 7(E-O)dn(@)p(&)de
olarak tanimlanmir. A(0) ve A" adjoint operatorleridir. A(0)’in iwz, 6zdegerlerine

karsilik gelen 6zvektorii  p(s)’dir. <q*(s),q(0)>:1 ve <q*(s),(_](t9)>:0 olmak

uzere

A(0)a(6) =iwz,q(0)
ve

A" p(s) =—iwz, p(s)
yazilir.

5) Center Manifold Teoremi kullanilarak n-boyutlu sistem 2 boyutlu sisteme indirgenir.
u=0 iken C, Center Manifold’unu tammlamak igin, x, =(x¥,x?)) sistemin
¢cOziimil olmak tizere, z ve z , C, Center Manifold’un q ve p yoniindeki lokal
koordinatlar belirlenir. C, Center Manifold u lizerinde
W(t,0) =W (z(t), Z(t),0) = x, —2Re z(t)q(0)
z° 7°
W (t,0) :WZO(H)?+W11(¢9)ZZ +W02(6')?+...

dir. X, eC, ¢oziimiiigin, =0 iken %X = A(0)x, +R(0)x, dir. Bu indirgeme islemi
sirasinda verilen sistemin Poincare Normal Formunun

2=2z+9(z,7)

seklinde oldugu goriiliir. Bu durumda

) 2 ) 22 ,25
g(Z, Z): gzo?"‘ 01122 + Qo 7"‘ 9217"'---

iken
9(2.2)=0"(0)f,(z.2)
elde edilir ve Hopf teoremini uygulayabilmek i¢in g(z, Z) esitliklerinin her ikisinin de

sag taraflarinin karsilagtinlmasiyla g,,, 95, 9o, V€ 0,, katsayilar:i bulunur.
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2 =2

H(z,7,0) = Hzo(e)%+ H,(0)zZ + HOZ(Q)%+...
olmak tizere

W =X —2q+2q
= A(O)x, +R(0)x, —2Refiwz, 2(t) + p(0) f, (z(t). 2t))|a(6)}
= A(0)[W(t,0)+ 2Re{z(t)q(0) }] + R(0)x, —2Refiwz, z(t)q(6)}

—2Re{p(0) f,(2(t), 2(t))a(0)}
= A(O)W(t, 8)+ 2Re{z(t) A(0)q(8) } + R(0)x,

— 2Refiw, 2(t)q(0) — 2Re{p(0) f, (z(1), Z(t) )a(0)}}
= AQ)w(t, 0)+ R()x, —2Re{p(0) f,(2(1), 2(t))a(0)}

Wi AW - 2Re{q"(0)f,q(0)}, O <[-1,0)
| AW —2Re{g"* (0)f,q(O)}+ f, 6=0,
W = AQW(t,0)+ H(z(t), z(t), 0)
dir. Buradan

AQ)W(t,0)-W = —-H(z,Z,6)

yazilir.
W =W 2+W,z
W0 (6)22 + W, (0)(22 + 22)+ .
—Wzo( ) ('WTkZ+ g(Z 7))
+w,, (0){iwr,z+9(z,2)]z+ z2[-iwzr, z +9(z, 2)]+ ...}
= 2ierW20(9)§ +...
ve
AWt )= A(O)w20(9)§ + MO (0)22 + .
oldugundan

2

AW (t,0)-W =[A(0)-2iwr, ]wzo(a)% + AO)w,,2Z + .

dir. Buradan

[A(0) - 2w, Jw,(0) %+ A0 (0)22 +...= ~H(0) s~ H,(0)22 - Hil0) S

elde edilir. Yukaridaki esitligin her iki tarafinin katsayilar karsilastirilirsa
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[A(O)— 2wz, ]Wzo(e) =—Hy(6)
A(O)Wll(e)z _H11(‘9)
ve 6e[-10] igin
H(z,2,0) = ~2Re{p(0) f, (z(t). z(t) a(0)}

= p(0) £, (z(t) z(t)a(8)) - p(0) f, (z(t), z(t)T(9))
=-9(2,2)q(0) - g(z,2)5(6)

= _(g 200(0) + gozq(e)) (911Q(t9) + gnq(e))zz +...

z_
2
oldugundan
H 20 (‘9) = _920(4(‘9) - gozq(g)
Hll(e) = —911Q(t9) - g11q(9)
ve A(0)'1n tammindan
Wzo(e) = 2it, Wy, (0) — 9,,d(8) — §,,0(0)
Wll(‘g) = 0,,0(0) + 9,,0(0)

bulunur. E, =(EX”,E®)eR? ve E, =(E{,E{?)eR? sabit vektorler olmak iizere

WZO(Q) _ |gZO q(o)eiwﬁﬂ +Igiq(o)e7iwz[(6’ + EleZiwrke
o 3r o

W, (6) =22 q0)e”* + L g(0)e ™ +E,

T, @ 7,0
seklinde hesaplanir. E;, E,’yi bulmak igin A(0)’in tammmi ve q(0)'in  A(0)’in

ozvektorii oldugunun bilinmesinden d7n = 77(0, 0) olmak {izere
[ d7(@W.0(8) = 2irr W,y (0) ~ H 10 (0)
- 95 [ anoy(o)
o [ dn(@)a(o) [ onO)F e
= 'Tgk—zv"v G(0) + %q(m‘ + ﬁdn(e)EleZiW’k"
- -0:000)+ 220+ [ dn(O)E ™
ve benzer sekilde

[ dnoW,,(6) = 9,,0(0) + 3., a(0) + [ dn(O)E,
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elde edilir.
~ 0,08(0) ~ G, (0) + (Ziw e - fldn(e)ez‘mk"j E, = H,(0)
ve
~0,,0(0) - 3,a(0) - | dn(O)E, = H,,(0)

yazilarak E, ve E, bulunur. Buradan w,,(¢) ve w,,(6) degerlerinin bulunmasiyla

g; katsayilar: belirlenir.

6) Boylece Center Manifold’da 7, kritik degerlerinde olusan Hopf ¢atallanmanin
yoniinii, ¢atallanmanin periyodik ¢oziimiin kararliligint ve ¢atallanan ¢6ziimiin

periyodunu belirleyen u,, f,, T, katsayilar:

C(Q):L(g g —2]9,, [ _MH%
1 za)Tk 20911 11 3 2
__ Re{c,(0)}
2 - '
Re{4 ()}

p. = 2Re{c,(0)}
M, (O)}+ 14, IM{A (70}

T,

T, =

denklemleri yardimu ile bulunur.

Yukarda verilen analizden agagidaki sonuglar elde edilir.

Yardimcr Teorem 2.1: (z,Z,7)’nun diizgiin bir fonksiyonu g = O(|z|2) olmak iizere,

z kompleks degiskeni kullanilarak, yeterince kiigiik |T| icin, (2.2) sistemi asagidaki
gibi yazilir:
2=AM)z+9(z,Z,7) (2.6)
Ispat:  A(z)’nun  A(r) o6zdegerine karsihk gelen 6zvektorii q(a)e C® olsun. O
halde,
A(r)q(z) = A(z)a(z)
dir ve AT(r)’nun A(r) 6zdegerine karsihk gelen 6zvektdri p(r) e C2 olsun. O

halde,
AT (7)p(z) = A(r) p(2)
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dur. {.,.), C?’de standart skaler carpma ve

(p.0)=P,0 +P0;
olmak iizere p’nin q’ya gore normalize edilmesi
(p(2).q(r)) =1
seklindedir. Herhangi bir x € R* vektorii,

X =zq(7) + Zq(7) (2.7)
seklinde tek olarak tanimlanabilir. z ’yi tanimlayan agik formiil
z=(p(r),X)
seklindedir. Bu formiilii ger¢eklemek i¢in, (2.4) denkleminin her iki yan p ile skaler

carpilir ve <p(z‘), G(T)> =0 oldugunun gosterilmesi gereklidir.

<p,G>=<p,%Aq>=%<AT p.d)=2(p.q)

ve buradan

(1—i]<p,c_1>:0

A
dur. Yeterince kiigiik her || igin W(r)>0 oldugundan A # 2°dir. Béylece (p,q)=0
oldugu goriiliir. Buradan z kompleks degiskeni asagidaki denklemi saglar.
2=Ar)z+{p(r),F(zq(z) + Zq(z). 7)
oldugu goriiliir ve boylece ispat tamamlanmuis olur.
Yardimcr Teorem 2.2: Ar)=alr)xipz) , w0)=0,w0)=w,>0 ve

g; =0; = 9;(r) olmak tzere

2 =2

. z _ z
z=ﬂz+g20?+ gllzz+goz7+OQz|3) (2.8)
denklemi, yeterince kiigiik her |z'| icin
h02 o2

h _
Z=W+-22w?+h WW+-2W
2 H 2

parametreye bagli kompleks koordinat degisimiyle, kuadratik terim icermeyen

W = w+ 0w
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denklemine doniisiir.

ispat:
h _ hy, _ 3
W= z—%z2 —h,,zz —%22 +OQZ| )
ifadesinden
W= 2—h,z2—h (22 +2Z) —hy,ZZ +...
=7+ (% - ﬂ.hm] 2% + (gll — Ah,, —Zhll)zz
+[%—ZhOZJ22 + .
2
1 2 Y J—
= AW+ E(gzo - ﬁ“hzo)w + (gll _ﬂ’hll)WW
(@~ @1 A + 0l
elde edilir.

920 g g
h,, ==, h, =21, h,=—%2
A A A Y
yazilmasiyla  (2.5)  denklemindeki tiim kuadratik terimler yok olur. w, >0,

A(0)=1iw, iken, yeterince kiiciikk her lz| i¢in paydalar sifirdan farkl: oldugundan

yukaridaki esitlikler dogrudur ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Yardimer Teorem 2.3: A(r) =a(r)£iw(z) , a(0)=0,w(0)=w, >0 ve Fij = 9ij(?)

olmak tzere

, z° 2’z 27° A 4
z :/12"'930?"‘9217"‘9127"'903€+Oqz| )

denklemi, yeterince kii¢iik her |7| icin

h _h, 5 hy_
+ 2L WW 4+ 22 ww? +%W3

2 2

h
Z=w+—2w
6

parametreye bagl kompleks koordinat degisimiyle, C, =C,(r) olmak iizere yalmzca
bir kiibik terim igeren
W= AW+ clw2W+O(]vv|4)

denklemine doniisiir.
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ispat:

W= z—%z3 —EZZZ—EZZ2 —%73 +OQZ|3)
6 2 6

2
ifadesinden
W= 2—%222—h(2272+222*)
2 2
M (72 4 9az) M g2
2 2
- ﬂz+(%—%)z3 +[%—/1h21 —~ M;“JZZZ
+ %—ﬂ—/fhlz e LN ) PN
2 2 6 2
1 s 1 - ”
= }“W"'g(gso —22,h30)W +§(921_(}“+/1)h21)w W
1 - _
+E(912 _Zﬂbhlz)WW2
1 - _
+g(g03 +(4=32)hys )W + 0w
elde edilir.

hy =90 b _ %2 p _ o
NV op Y 227 % 312

yazilmasiyla w’W terimi disindaki tiim kiibik terimler yok olur. Yeterince kiiciik her
|r| icin paydalar sifirdan farkli oldugundan yukardaki esitlikler dogrudur. w’W
teriminin yok edilmesi i¢in

__9x

2T+
yazilir. Fakat « =0 iken yukaridaki denklemin paydas: A(0) + A (0) = iw, —iw, = 0dr.
a ya bagl bir doniisim elde etmek i¢in h,, =0 yazilmasiyla

bulunur.
Uyarn: Kalan w’W kiibik terimi "rezonans terim" olarak adlandirihir. Bu terimin

katsayist, orijinal denklemdeki z?Z kiibik teriminin katsayisiyla aynidir.
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Yardimci Teorem 2.4: (Hopf Catallanma i¢in Poincare Normal Form)

M) =alr)tim(z) , a(0)=0,w(0)=w, >0 ve g, =g; =g;(r) olmak iizere
, 4 (2.9)
1=A7+ Z k T —g,2"'2+0(7])

2<k+1<3
denklemi, yeterince kiigiik her |r| icin

z_w+h7w +hllww+h—;2v_v2+h6 W3+%W h%v‘v
parametreye bagl kompleks koordinat degisimiyle, c, =C,(r) olmak iizere yalmizca
bir kiibik terim i¢eren

W= Aw+ clwzv_v+0(‘w4‘) (2.10)
denklemine doniisiir.

Ispat: Yardimc: Teorem 2.2 de,

920 _Oup . Ow

2A-4

iken
h h
z= W+%W2 +h,,WW + ;z w* (2.11)
seklinde tanimlanan doniisiim, tiim kuadratik terimleri yok etmekle birlikte kiibik

terimlerin katsayilarimi da degistirir. WW ’nin katsayist 3g,, yerine 1g,, olurve
Yardimci Teorem 2.3 deki doniistimle de, katsayist 1 @;, olan rezonans terim digindaki
tiim kiibik terimler yok olur.

Boylece, (2.8) kuadratik doniisiimiiyle, bulunmasi gereken c, Kkatsayisi, W°W
teriminin yeni katsayis1 £ g,,’dir.

z,w ve W cinsinden iki sekilde ifade edilebilir. (2.8) denklemi, (2.6) orijinal
denkleminde yerine yazilir veya (2.6) ’nin (2.7) ye doniistiiriilebildigi bilindiginden,
z, (2.8)’in tlirevlenmesi ile hesaplanir.

2 = W+ hyyWW + h,, (WW + WW) + h,W
ve (2.7) kullanilarak W ve kompleks eslenigi yerlerine yazihr. Yukarda h,,, h;, ve
h,, ’leri igeren ifadede kuadratik terimlerin katsayilarinin karsilastirilmasiyla ve V\/|W|2

teriminin katsayilarinin esitlenmesiyle
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= gllgzo(2f+ﬂ_')+|gll|2 + |902|2_ +%
24 2 224-72) 2

elde edilir. =0 catallanma parametresi degerinde yukaridaki denklem

i 1
Cl(o) :ﬁ[gllgm _2|911|2 _§|goz|2j+%
0

denklemine indirgenir.

Yardimcr Teorem 2.5: «(0)=0, w(0)=w, >0 olmak iizere
dw . 2 4
e (elz)+iw(z))w+c ()W +O(w )

denklemi ele alinsin. Kabul edelim ki, «'(0)=0 ve Rec,(0)=0 olsun. Denklem,

parametreye bagli lineer koordinat doniisiimii, yeni zaman 6lcegi ve lineer olmayan yeni
zaman parametrizasyonu ile

jz (B+i)u+su’ +0(u[")
formuna dontigiir. S =sign(Rec,;(0)) =+1, U yeni kompleks koordinat, & ve pS
sirasiyla yeni zaman ve yeni zaman parametresini gosterir.

Ispat:

1.Adim: (Lineer zaman 6lgegi) Yeni zaman parametresi y = W(z)t seklinde tanimlanir.

Yeterince kiiciik her |r| icin, W(z) >0 oldugundan zaman korunur. Buradan,

c,(z(8))

a(7)
ﬁﬁ@—()dW)Wﬁm

olmak tlizere

= (p+i)w+d (Bww” +0(w*)

elde edilir.
0. 70 =2 g
p(0)=0, 5'(0)= 0)
oldugundan yeni B parametresi
ulr) c.(z(8)
B=p()= () d, (B) = w(z()

olarak alinabilir ve ters fonksiyon teoremi, 7 ya bagh g fonksiyonunun lokal
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varhgin garanti eder. Ayrica d, kompleks bir fonksiyondur.

2.Adim: (Lineer olmayan zaman parametresi) €,(f£) =1Imd,(f) icin

2
d0=(+e (AW )dy
olmak flizere, yeni zaman parametresi 0:0(7/, ,B) seklinde tanimlanarak orbitler

boyunca zaman parametresi degisir. Zamandaki degisim orijinin kii¢iik bir

komsulugunda 6zdeslik doniisimiidiir. Zamanin yeni parametresinin kullaniimasiyla,

I,(f) =Red,(B)— pe,(B) gercel olmak tizere

% = (B+i)w+1,(Bwiwf’ +O(wi")
ve
_ Rec,(0)
L(0) o (2.12)
elde edilir.

3.Adim: (Lineer koordinat 6lgegi) U yeni kompleks degisken olmak iizere,

u

L(B)
dir. Rec,(0)#0 oldugundan |, (0) = 0’dir. Denklem, s =sign(l,(0)) =sign(Re c,(0))

W=

olmak tzere

% =(B+i)u+ |:1Eg| ujul” +O(u[*) = (B+i)u+su* +O(ul")

formunda yazilir.

Tanmim: |, (f) fonksiyonu “birinci Lyapunov katsayisi” olarak adlandirilhr.

(2.9) denkleminden, g =0 ’daki birinci Lyapunov katsayisi

1 .
Il(o) :WRe(Igngzo +W0921) (2-13)

0

seklinde hesaplanir.

Boylece, catallanma noktasindaki |,(0) ’in hesaplanmasi i¢in sag taraftaki ikinci ve

liglincti mertebeden tiirevlerin bilinmesi gerekir. 1, (0) ’in degeri p ve q ozdegerlerinin
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normalizasyonuna baglidir ve bu degerin isareti, < p, q) =1 normalizasyonunu saglayan

p,q degerlerine invaryanttir.

Asagidaki teoremle, elde edilen sonuglar 6zetlenir.

Teorem 2.2:

%=f(x,r), xeR%reR (2.14)

iki boyutlu sistemi, yeterince kiigiik her |1'| icin x=0 denge noktasina ve a(O) =0,
w(0) =w, >0 olmak iizere

Ay, (7) = a(7) £iw(z)
0zdegerlerine sahiptir.
Asagidaki kosullar saglandiginda;
(BY: a'(0)=0
(B.2): I, birinci Lyapunov katsayisi olmak iizere, I, (0) =0 koordinat, parametre

degisimiyle ve zaman doniisiimiiyle, (2.11) sistemi

d (o) (B =1\ (Vi) (2 py2) Ve ‘
E(yj_(l ﬂj(yji(yl o )[yj+0(||y|| )

olur.

Teorem 2.3 (Hopf Catallanma i¢in topolojik normal form)
x=f(x7)
bir parametreli, iki boyutlu sistemi, 7=0 da x=0 denge noktasina ve
A, (0) = iw,, W, >0

Ozdegerlerine sahiptir ve asagidaki normal formlardan bir tanesine orijin civarinda lokal

topolojik esdegerdir.

d (Y _ ﬂ -1 Y1 2 2\ Y 4
A W MR

Teorem2.1, Teorem2.2 ve (2.10) denklemi, iki boyutlu sistemlerde Hopf ¢atallanma

analizi i¢in tiim gereksinimleri saglar.
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2.3 CENTER MANIFOLD TEOREMIi

f(0)=0 iken,

x=f(x), xeR" (2.15)
dinamik sistemi ig¢in, X, =0 denge noktasinda A Jakobian matrisinin dzdegerleri
A, Ayyeey A, olsun, Kabul edilsin ki, 6zdegerlerinin gergel kism sifir olsun ve ReA >0
oldugunda sayilabilir goklukta n, ozdegerleri, ReA =0 oldugunda n, ozdegerleri
ve ReA<0 oldugunda ise n_ ozdegerleri olsun. T° sanal eksen iizerindeki n,
Ozdegerlerinin birlesimine karsilik gelen lineer 6zvektér uzay olsun. Sanal eksen
tizerindeki 6zdegerler (Re/I = 0) T 06zvektor uzayinda oldugu gibi genellikle kritik

ozdeger olarak adlandirihir. ' fonksiyonu (2.12) esitligine karsilik gelen aki olarak

tanimlansin.

Yukaridaki kabullerle asagidaki teorem verilir.

Teorem 2.4: (Center Manifold Teoremi) (2.12) sisteminin n, boyutlu W< (0)

loc

invaryant manifoldu, x=0 da T° 6zvektor uzayina tegettir. Ayrica, X, =0 nbir U
komsulugunda, her t>0 (t<0) igin ((pt )X eU ise, t—>+w (t——-o) igin

(0" )x >WE (0) dir.

loc

Tanm: W, manifoldu ‘Center Manifold” olarak adlandirilir.
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3. KARARLILIK ANALIiZi VE HOPF CATALLANMA

Bu tezde
dN(t) N(t-7)P(t)
T o ey -
dP(t) P(t)
= pP()(6 - N(- ))

stirekli ve gecikmeli diferansiyel denklem sistemi incelenecektir. Bu sistemin tek pozitif

denge noktasi olan E; = (N;,P;),

esitliklerinden faydalanarak

seklinde elde edilir. Burada
1+a6-0>0

olmalidir. (1") sisteminde
n(t) = N(t)- N,
pt)=P(t)-F;

degisken degisimi uygulanirsa

dn (n(t—7)+ Ng)(pt) + )

G- (=) + No)A=n(t-2)=No) - n(t—7)+ N; +a(pl)+ P.) o
dp oys  PO+PY |
E_,B(p(t)+Po)(5 n(t—r)+Ng)

sistemi elde edilir. Bu degisken degisimi ile (N,,P,) denge noktasi (0,0) noktasina

taginmuis olur. (3.1) sisteminin (0,0) noktasina lineerlestirilmesi sonucu

I VS S 0 (- )+ SR p)
dt N0+0(F’O (N P) NO+O{F’O (NO+aF’O)

(3.2)

—(ﬂ5 zﬁp°>p<t)+/f,§ )) n(t-o)

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi elde edilirken
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NPy

N*(1-N)——00 _
o(1=No) N +aP;

s o
ARy (5__0*):0
N,

esitlikleri kullanilmistir. (3.2) denklem sistemi

= An(t-)+ A,p()
P~ A+ ANE-7)

seklindeki denklem sistemine doniigiir. Burada

PO* + F)Oa‘< N g

—1-2N’— ,
A NI+l (N +aP))?
. N; . aPyN;
Ne+aP;  (Ng+aP))?’

A= po-2kt
NO

ve

A = ’B(Pf*); “dir.
(No)

n=Ke" ve p=Le"

dontistimii kullanilirsa

Kie* = AKe* ™ + A Le™
Lie™ = AKe ™ + A, Le™

Ae " -2 A |K |0
Ae*  A-A| L] |O
matris sistemi elde edilir. Bu esitligin saglanmasi i¢in

A -2 A,
Ae” A -1

elde edilir. Buradan

esitligi saglanmalidir. Lineerlestirilmis sistemin karakteristik denklemi

P —AA-Ade" +(AA —AA)eF =0
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elde edilmis olur. Burada
A =AA, —AA dir.
Elde edilen denklem diizenlenirse,
A —AA-AR" +Ae " =0 (3.3)
A —(A,+A)A+A =0
seklinde elde edilir.

Teorem 3.1: Asagidaki i ve ii kosullar altinda,
Dad+1> 9,

i1)5(2+ad) < A+ ad)* 1+ P),
7 =0 durumundaki sistemimiz ig¢in E; pozitif denge noktas1 asimptotik kararlidir.
Ispat: =0 alindiginda sistemin karakteristik denklemi trA=(A, +A)vedet A=A
olmak sartiyla
A> —(trA)A +det A=0"dr.

m[a(z +a8)— (1+ad)? (L+ BS)] = trA
52+ ad)—(L+ad)*(1+ B5) <0,
52+ ad) < (L+ad)’ (L+ B5)
oldugundan trA<O0 ve det A>0’dir. Buradan asagidaki kosullar1 elde ederiz.
N1l+ad >0

i) 0(2+ ad) < 1+ ad)* (L+ BJ).
(3.2) lineer sisteminin (0,0) noktasindaki kararliligi, (3.3) karakteristik denkleminin
koklerine baglidir. Bu nedenle (3.3) transandantal denkleminin kdklerinin durumu
incelenir ise bu koklerin siirekli bagimliligindan ve Routh-Hurwitz kriterinden en az bir
7,>0 vardir ki 7¢€[0,7;) i¢in Re(r)<0’dir. ReA(z)=0 oldugunda E,
asimptotik kararliligin1 kaybettiginden ReA(z")=0 olacak sekilde bir z" >0’ olup
olmadigi incelenir. Yani, (3.3) denkleminin sirf sanal olan koéklerinin olup olmadigi

arastirilir.

Bu béliimde ilk olarak denge noktasiin lokal kararliligi incelenir. 7=7" i¢in w>0
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gercel olmak tizere A =iw kabul edildiginde asagidaki yardime1 teorem elde edilir.

Yardimar teorem 3.1: (3.1) sistemi igin, (3.3) transandantal denklemi sirf sanal
koke sahiptir.

Ispat: 7=7" ve w gercel kok olmak iizere A=iw , (3.3) transandantal
denkleminde yerine yazilirsa genellikten birsey kaybetmeden w >0 alinabilir. Bdylece
(iw)% — Ajiw— Aiwe ™ + Ae™ =0

elde edilir. Yani
[-W? — Aw-sin(wz) + A, cos(wWz)]—i[A,wW+ Awcos(wz) + A sin(wz)] =0’ dir.
Bu esitligin gercel ve sanal kisimlarini ayr1 ayr1 yazarsak
A, cos(wz) — Awsin(wz) = w? (3.4)
A, sin(wz) + Awcos(wz) = —-A,w (3.5)
elde edilir. (3.4) ve (3.5) esitliklerin de her iki tarafin kareleri alinip taraf tarafa
topladiginda
W'+ (A - AW - A =0
esitligi elde edilir. Bu denklemde z=w’ yazildiginda
q=A - A,
r=-A,
olmak iizere
f(z)=2°+qz+r=0
denklemi elde edilir.

limf(z) = ve r=-A’<0 oldugundan bu denklemin en az bir tane pozitif kokii

X—>0

vardir. O halde genellikten birsey kaybetmeden bu pozitif koklerden biri z, yani
W, =,/z, olsun.

7, ’y1 bulmak igin ilk etapta Sin(wz,)’y1 bulmahyiz. (3.4) denklemini (—AWw) ile,
(38.5) denkleminiise As ile carpip taraf tarafa toplandiginda

a— 3 J—
AW = AW 4 ok, k=012,
A + AW,
seklinde bulunur. cos(wz, ) ’y1 bulmak i¢in ise (3.4)'0 A ile, (3.5)'i (A W) ile ¢arpip

sin(w, 7) =
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taraf tarafa toplandiginda

2 2
cos(w,7) = W+ 2kz, k=0,12,..

+ AW,
seklinde bulunur. O halde

3
AW+ AR oy k20,2,
- ASWk + A1A4Wk

seklinde bulunur. Buradan 7, ’y1,

tan(w,7) =

2
T, :i{arctan(w) + 2k7z'}, k = 0,1,2,...
w A1A4W_ A5W

yukaridaki gibi bulmus oluruz. Boylece (3.3) denkleminin sirf sanal koke sahip oldugu

bulunmus olur. Boylelikle Yardimei Teorem (3.1) 'in ispati tamamlanur.

Yardimer Teorem 3.2: f'(z)#0 oldugunu varsayalim, bu durumda asagidaki
transversalite durumu elde edilir;

dReA(r) _,

, k=0123,..
dAa

f'(z) ve 225 ayng isarete sahiptir. Yani, (1) sistemiigin rz=7,, k=0,12..

iken E, =(N,,P,) pozitif denge noktasinda Hopf ¢atallanma olur.

Ispat: w gercel ve genellikten birsey kaybetmeden w> 0 alinarak A =iw’y1 7 =1,
icin (3.3) denkleminin bir kokii olarak alalim. (3.3) karakteristik denkleminin 7 ’ya

gore tiirevi alinirsa,

22 AL e (L ias-a)-e AL <0
dr dr dr dr
denklemi elde edilir. Yani
Wy A2z A

e AAA-A)e A AAL-A)
olur.

A, —2iw _L+L
iw(Aiw—A)e" iw  iw(Aiw - A)

dﬂ/ _l _
(dT) |A=iw_

(A, —2iw)(cos(wz) +sin(wz)) + Al]
iw(Aiw - A)

di,
(55 =Rel
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di A, cos(wrz) +2wsin(wz) + A +i(A, sin(wz) —2wcos(wr))

(d_r)i = Rel - AW —iA W ]
(d_i)_l _C A AW cos(wz) —2A W’ sin(wrz) — Afwz)
de” Aw* + AZw?
— A, Awsin(wrz) + 2A.w” cos(wr)
+( 2.4 2.2 )
Aw' + Alw
(d_/i)_1 _ (2AW* — A A,w?)cos(wrz) — (A, AW+2AW?)sin(wz) — A>w?

dr A w* + Aw?
cos(wz) ve sin(wz) degerleri yerlerine yazildiginda
dA -1 2., .4 4 2 A2, ,4 2 A2:0,2
(d_Z') =2AW" -3A A AW + ATAW + AT AW
+3A A AW +2A°W* +2A°W® — Atw® — AZAZW
denklemi elde edilir.
dﬂ’ -1 25,2 4 2 2 2 2 2.,,6
(d—T) =AW (W + (A -ADW - A+ AW
+AZ + A2 AW + AZAZ W
0= AW + A + AW+ AL AW
Buradan

re(Py 1), >0
dr

sonucu elde edilir. Elde edilen sonuglar 6zetlenecek olursa sistemin kararliligi ve Hopf

catallanma asagidaki teoremle verilebilir.

Teorem 3.2: (1) sistemi igin,
i. Eger re[0,7,) isesistemin E; =(N,,P,) denge noktas1 asimptotik kararlidir.
ii. Eger r>7, isesistemin E; =(N,,P,) denge noktasi kararsizdir.
iii. Eger r=17,(k=0,12..) ise sistemin E, =(N,,P,) denge noktasinda Hopf

catallanma meydana gelir.
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4. HOPF CATALLANMANIN YONU VE KARARLILIGI

Bu boliimde Normal Form teorisi ve Center Manifold teoremi kullanilarak Hopf

catallanmanin yonii, periyodik ¢oziimlerin kararlilig1 ve periyodu incelenecektir. Burada
Hopf catallanmanin  (1") sisteminin z=7, i¢in E, =(N,,P,) pozitif denge
noktasina sahip oldugu kabul edilecektir ve#  w>0  olmak tiizere A=iw,

E, =(N,,P,) pozitif denge noktasinda karakteristik denklemin sirf sanal kokiidiir.

pueR igin 7=7,+pu vyazihirsa x=0 da (L") sisteminin Hopf gatallanma

parametresi olur.

t
X, =N-Ng, X, =P-PFj, t=—, =7, +
T

degisken degistirilmesi yapildiginda, C =C([-1,0],R?) de
X(t) =L, (x)+ f(u x) dir. 4.1)

burada x(t) = (x,(t),x,(t))" eR* ve L, : C—>R? f : RxC—>R? i¢in

e P b

4,(0)
A OT4 (D
Hecrw ){As OLZ(—D}
ve
fll
f(;u’¢):(7k+,u)|:f } (4.2)

yazilir. Buradan,

f = 42 (-1)— ¢2(0)¢1( 1), P (=D + N, (04 (-1)

“+aP” (N"+aP")?
L oPd, (0)¢1( 1)+aN"¢; (0)
(N"+aP")?
_ P'Ng? (1) + 2aP"N "4, (0)¢, (-1) + &*P"N "¢ (0)
(N* +aP")?

ve
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AL A TG GRR A
N (N)* (N)*

elde edilir. Riesz Gosterim Teoremine gore 6 €[~1,0] igin, elemanlari siirh degisimli

2 x 2 tipinde bir 77(8, 1) matris fonksiyonu vardir dyle ki,

0
L¢=[,dn(6.04(6), ¢eC
seklinde yazilabilir. 7(8, i) fonksiyonu, & = Dirac Delta Fonksiyonu olmak iizere,

0 A

(0, 1) = (¢, + #){O A

}5(9)

o + u)ﬁ

0
A 0}5(9“)

seklinde segilirse, ¢ e C*([-1,0],R?) igin

~ 20 9e[-1,0)
A =
(9 {foldU(MSW(S), 6=0

ve
1 0,60€[-1,0)
R(u)¢ = {f(,u,¢),6’ 0
formunda tanimlanir. Béylece
X(1) = A)%, +R() (4.3)

seklinde yazilir. Burada 6 € [— 1, O) icin X, (@) = x(t+6)°dir. v eC*([-10],(R?*)")
i¢cin
) —2O - 5e(0,1
Aw(s)={o @
[Ldn 0y (-t), s=0

ve 1(0) =n(6,0) iken bilineer i¢ carpim

(W($).9(0) =7 OpO) - [ [ 7~ O)dn(@)p(&)dé,

(4.4)

olarak tanimlanir.

Yardimcr Teorem 4.1: A(0) and A" adjoint operatorlerdir.

ispat: ¢ C'(~1,0)R?) ve yeCH[-1,0}(R%)’) iken (44), AQ) ve A’m
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tanimindan
(w(5), A©)$(0)) = (A'w(3),4(0))
oldugu gésterilirse,

(w(5), AO()) = 7 (OAOO) - [ [ 7(£ - O)dn(O)AO)H(E)dE
=7 O [, dn©)9(s) - [ [ 7(& - 0)dn(@)p()de
=70 [ dn()p(s) - [ 7 (£ - 0)dn@)p()],

[ e

4y (£~ 0)
dé
= AT - [ [ AT (E-0)dn©)p()

= (A'v(5).9(0))

= Ll/7 (—=0)dn(0)$(0) - L j g_o( Jdn(ﬁ)(/ﬁ(é)dg

esitligi bulunur. Boylece A(0) ve A"’in adjoint operatorleri oldugu gosterilmis ve

ispat tamamlanmis olur.

Ayrnica tiwz, , A(0)’m o6zdegerleridir. A(0)’in Wz, Ozdegerine karsilik gelen

ozvektori  q(d) ve A’m —iwrz, Ozdegerine karsilik gelen 6zvektori q°(S) ’dir.
Yani,

A0) q(0) =iwz,q(0)
ve

A'Q'(s) =—iwz,q’(s)
dir. O halde q(@) ve q°(s) Ozvektorleri bulunur.

A(0) a(6) =iwz,q(6) — A(0) q(0) =iwz,q(0)

esitliginde A(0) ve q(0) degerleri yerine yazildiginda,

wr, | wz, 0

L Ao
denklemi elde edilir. Bu denklem ¢oziildiigiinde
a(0) = (L)' e

bulunur.
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<q* (s), q(9)> =1, olabilmesi icin bilineer i¢ carpimin tanimindan

<q* (0), CI(9)> = 5(67* ,1)(1, (Z)T - I I 5(5* ’1)eink(<f—9)d77(9)(l’ OC)T eiwrk§d§

—1£=0

_ 5{0{ L@ - T @ De"an@)La)’ }

= 5{a+§* +r e (AT + As)}
1

D .
a+a” +re " (Ao +A)

scklinde D elde edilmis olur. Yani, (q"(s),q(6))=1 ve (q"(s),q(6)) =0 esitlikleri

elde edilmis olur.

=0 iken Center Manifold’u tanimlamak i¢in once koordinatlar hesaplanmalidir.
Bunun i¢in,
2(t)=(a",x,) (4.5)
ve
W(t,8) =x, —2Rez(t)q(O) (4.6)
esitliklerini tanimlansin z, Z ve q, q° vektorleri yoniinde C, Center Manifold’unun

lokal koordinatlar olmak tizere

2 2

W (t,8) =W (2(t), 2(t), 6) :wzo(e)%+wn(a)zz +w02(e)%+... 4.7)

(4.7) esitligi hesaplanir. (4.1) sisteminin g =0 iken X, €C, ¢ozlimi i¢in (4.3)
denkleminden
X, = A(0)x, + R(0)x,
dir. R(x) ’nin tanimindan, Yardimci Teorem 4.1°den, (4.5) ve (4.6) denklemlerinden,
2(t) = <q",>‘<t>:<q",Axt +th>
= (07 Ax )+ {a Re,)
(AT )+ T ORO-[ [ T €-0dnORK©ds  (48)

= iw,z+"(0) f (x,(0), )
2(t) = iw,z(t) + G (0) f, (z(t), Z(1))

elde edilir.
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Kuznetsov, Y. dan hatirlanacag tizere Hopf ¢atallanmanin normal formunun
z=iwrz(t)+9(z,2)

seklinde oldugu bilinmektedir. Burada

2 =2 227

_ z _
g(z,z) = gzo?"‘gllzz +goz?+9217+-"

dir. Bu durumda
9(z,2) =q"(0) f, (z(1), (1))
esitligi gegerlidir. W (t,0) hesaplandiginda,
W(t,d) = x, —2Re z(t)q(6)
W (t,0) = X, —2Re 2(t)q(6)
= [Ax, + Rx,]- 2Re(fiw, z(t) + §" (0) T, (z,2)|a(0))
= Alw(t, 0) + 2Re{z(t)a(8)}]+ Rx, — 2Re(iw,2(t)a(6)) - 2Re(@" (0) f, (2, 2)a(®))
= Aw+ 2Re(zAq(0)) + Rx, —2Re(iw,z(t)q(0)) —2Re(q " (0) f,(z,2)q(¥))
= Aw + 2 Re(ziw,q(8)) + Rx, —2Re(iw,z(t)q(8)) — 2Re(q " (0) f,(z,2)q(0))
= Aw+Rx, —2Re(7"(0) f,(z,2)q(6))

S AW —-2Re{q" (0) f,q(6)}, 0<[-10
WV (.0) = @ @@} 010 @9)
AW —-2Re{q" (0) f,q(@)}+ f, 6=0,
olarak bulunur.
ZZ 22
H(z.z,0) = HZO(Q)?+ H,,(0)zZ + H02(0)7+.... (4.10)
olmak iizere
W = AW + H(z.2,6) (4.11)
AW —W =-H(z.Z,6) (4.12)
seklinde tanimlansin.
2 =2
W (t,6) =W (z(t), Z(t), 0) :wzo(e)% W, (0)2Z +w02(e)z7 o
oldugu bilinmektedir. Bunu kullanarak W (t,&) yeni bir formda hesaplanmalidir.
W =W 2+W,z *)

(*) ifadesindeki esitlik, z ve Z 'a gore tiirevlenirse,
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2
W, =W, (8)z +W,,(0)z +W30(0)% +.. -
Wg =W,,(0)2 +W,,(0)Z

elde edilir. (**) ifadesi (*)’da yerine yazildiginda
W =W, (6)22 +W,, (6)(22 + 22.)+ Wy, (0) ZZ. + ...

=W, (0)Z{iwyz + 9(z,2)}
+W,, (0)[z(iw,z + 9(z,2)) + 2(iw, Z + §(z,2))] +...

- % 200 W, (6) + ..

elde edilir. W. ve H, Kkatsayilar1 arasinda bir iliski kurabilmek i¢in (4.12)

U] 1

esitliginin sag tarafi hesaplanmalidir.

2 2

AW (£,0) = AW,0(t,0) S+ AW, (1, 0)22 + AW, t,0) - +..

2

AW (t,0) -W = (A— 2iw)W,, % + AW, 27 + ..

seklinde olur. O halde

(A—2iwr, )W, (0) = —H,,(0)

(4.13)
AWll(e) =-H 11(9)

seklinde katsayilari esitlenebilir. (4.9) *da verilen ifadelerden ise € €[-1,0) i¢in

H(22,0) = -[a° (0) f,0(0) + T (0)1,a(0)]
= {9(z,2)9(0) + 5(z,2)q(8)]
_ { Q(O)G20 5 + 0072 + oy 5 +.) }
+ q(g)(@o % + gllzz + 502 % + )
= a0)9.0 +a(0)8:15;

52

{1019, + 70)8..)22 - [40)g5, + 7O T ] -
esitliginden
H,0(0) = {a(6) 9, + T(0)Ty,]

H11(9) = _[q(‘g)gll + q(e)GM] (4-14)
Ho2(0) = -[a(0) 90, +T(6)T )

seklinde elde edilir. H;(8) katsayilarim belirleyebilmek i¢in g; ve g katsayilari

hesaplanmalidir. Daha 6nceden gosterildigi gibi
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9(z,2) =q"(0) f, (z(®), Z(1))

dir. Oyleyse
. 72 227
9(2,2) =77 (0)fo(z,2) = gzo + 01122 + 0o, —- 5 +9217+---
(4.15)
seklinde yazilabilir. (4.5) ve (4.6) ’y1 kullanarak

X, (% (0), X, (0)) =W (t,0) +29(0) + Zq(0) , q(0)= (L) e"™’ ve
X, (0)=2+2 +W20(0) +W11(0)zz +W02(0)—+O(|z z| ),
X, (0) = zar + I +w220(0)7 +W,2(0)zz +w022(0)? +0(z,7°),

2

=2
X, (~1) = 260 4 7™ LWL (~1) % WL (=1)2Z + WA (-1) % +0(z.7),
2 =2
X, (~1) = zae ™™ + zae™ LW2 (~1) % W2 (-D)2Z + W2 (-1) % +0(z.2]),

esitlikleri saglanir. f (g, X,) 'nin tanimindan

9(2.2)=G" () ,(2.2) = Dr, (5*,1){ ”

burada
f0=-x2(-1)- Xu (0)% (1) P™Xy (=1) + N "X, (0) %, (1)
me N*+aP’ (N* +aP™)?
+ P X5 (0) %, (1) + oN” th (0)
(N"+aP*)?
_ PN (=) + 20PN "X, (0)%, (1) + a* PN "X (0)
(N"+aP)?
ve

_Ba(0) | 2P % (0)xu (=1)  B(P7)" xu (1)
N (N")? (N")?

0 _
f12

kullanarak yazilir. Buna gore
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Xz (0)X (=1)
(N" +aP?)
+ P"X; (1) + N "X, (0)%,, (-1)
(N"+aP")?
n aP "X, (0) Xy, (=1) + &N " x5, (0)
(N* +aP")?
B P*N“x;, (1) + 2P "N *x,, (0)x,, (-1)
(N"+aP")®
_a’P'N"x3(0)  f%;(0)
(N* +aP")? N*
+2ﬁP*N*X2t (O)Xlt (_1)
(N%)?
(P")*x:(-1) 3
(N')? 1+0((z,2)]")

9(z,2) = Dry[&@" (-x (1) -

seklinde bulunur.
9(z,2)=q"(0)f,(2,2) ve 9(2,2) =0y + 01122 + gy 5> + Uy 5E +... denklemlerinin

sag taraflar1 birbirine esitlendiginde;

—x __—iwr 0
0, = 2Dr [~ e ?"" —%
N TP e WAl 4 F* N fe Wl
(N* +aP™)?
a‘a’Pe™ yg*a®N* @ N*Pre 2w’
(N" +aP")?  (N"+aP")?
2o a’N*P'e ™ ’a*a’N*P*  pa’
- (N* +aP")® N°
. ZﬂaP*e_iWT"e _ Zﬂ(P*)Ze—ZiWTkG]
(N7)? ’
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iwr, 0 ——iwr, 0

+a’ae
(N" +aP")
L 2a’P" +a’oN e L gtgN e
(N* +aP")?
+a*a2P*e‘W’k" +a aaPe ™ +2a a’aN®
(N" +aP)?
25 *N*P* + 2 2N *P el
- (N* +aP’)®
2 aaN*P'e™™ + 2o a’aN"P"
- (N* +aP")°
B 2 Bac N Zﬂap*eiwrkg n Zﬂﬁp*efiwrkg —Zﬁ(P*)Z]
N* (N*)z !

a’ae

9,, = Dr,[-@ " 20 —

a* aeiwrkﬂ

_ 252' _&*ezmrke _e*
902 il (N" +aP")

. _ e — =
a P e™ 1o aN*e" + g aaP ™™’

—% —2 "
+a aa N

(N* +aP")?
_E*N P el 4 20 0aN*Pe" " + o ala N'P’
(N* +aP*)?
_ﬂaZ N zﬁgp*eierﬁ _ﬁ(P*)ZEZiWTkﬁ
N (N7)?

]
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921 = 2Dr[-a" (Wi (~1)e™e? + 2W () (~1)eMewe)

W ()eMkd N WS (-1)a

) a* (W7 (0)e ™ + WD (-1)a + =22 —)
(N* +aP™*)
. 6*P*(W§10)(—1)ei‘”fk9 + 2Wg11)(_1)e—iwrk0)
(N* + aP*)?
. (2) iwr (1) _
a*N* (WP (0)e e 1 WD (-1)q + 22 (°2>e K W <2—1)a )
+
(N* + aP*)?
. (2) iwr @, o
| TP WO 4 WY (D)a + TG 4 T
(N* + aP*)?
. a*aN* (W3 (0)a + 2WE (0)ar)
(N* + aP*)?
~ a*N*P*(Wélo)(_l)eiere + ngll)(_l)e—iwne)
(N* + aP*)3
. (2) iwr D, a
) 2a*aN*P*(WZ (0)e ¢ + W (~1)q + 22 (02>e - W20<2 b
(N* + aP*)3
_@a®NPF(WR(0) + 2WE (0)a) B (0)a + 2W7 (0)a)
(N* +aP*)3 N*
) @ ()\aie D 1yz
N Zﬂap*(Wﬁ)(O)E_'WTke +W§11)(—1)a+ Wyg (02)e K0 N WZO(Z 1) )
(N*)?
*)2 o iwry6 O —iwry6
B PP*)* (W55 (=1)e +2W 7 (-1)e )

(N*)?
katsayilar1 bulunmus olur.
g,, hesaplayabilmek icin W,,(6) ve W,,(6) y1 hesaplamak gerekir. O halde
W'=x —z'q-2'g
_[AW -2Re(@ O f,q(@).  0<[-10)
AW —2Re(q°(0)f,q(0))+ f,, 6=0

def

=AW +H(z,Z,0)

burada

2

2 —
H(z,2,0) = Hzo(e)%+ H,(0)7Z + HOZ(H)% . dir
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(A—2iwr, )W,,(0) =—H,,(0), AW,,(0) =-H,(0)
ve 0<[-10) icin
H(z.2,6) =q"(0) f,a(6) —q"(0) f, (0)q(6) = —gq(6) — 5q(6)
Hy0(0) = -0200(0) - 9,,0(0),  H,:(0) =-09,,0(0) - 9,,q(9)
esitlikleri kullanilirsa
W,0(6) = 2ir, Wa0(8) — 9,00(6) — Go,A ()
olur.

q(0) =q(0)e'’*’, seklinde tanimlandiginda

W, (6) = 920 q(0)e'=? 1 1902 g(g)e s 4 g2 (4.16)
T, 0 3r, @

bulunur. Burada E, = (E”,E®) € R? sabit vektoriidiir. Benzer yolla

W,y (6) =22 q(0)e " + L g (0)e ™ +E,, (417)

Ty Ty
elde edilir. Burada E,=(E{’,E?)eR?® sabit vektordir. Simdi E, ve E,

bulunmalidir. A'nin tanimindan ve (4.13) ’den
0
[ dn(OW,(6) = 2iW 7, W, (0) — H,4(0),
-1

(4.18)

ve
TdU(H)Wn(é’) =-H,,(0), (4.19)

dn(€) =n(6,0) olmak iizere (4.18) ve (4.19)denklemleri bulunur. (*) ve (4.9)’dan
H 20 (6’) =—0,1 (O) - gozq(o)
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2iwry 0 oo WrkY
(N* +aP™)
A N +a?Pre ™™k 4 52N
(N*+aP*)?
+22_k . N*P*e—Zier6’+2a2N*P*e—iereaZN*P*
(N* +aP*)3

—€

—iwzyd
+

(N¥)?

(4.20)

ve

Hll(e) = _gllq(o) - gnq(o)

_2Req— " 1 q” ge
N*+aP*

4 2P +aN eI +aN*eEiWTk9 n )azP*eiW’ke

(N*+aP*)?2 (N*+aP*)?2
n aaP*e ™ k% L 2ReaN*  2N*P*+2a’N*Pre™kd
+27, (N*+aP™)? (N*+aP™)? (4.21)
__ 2ReN*P*e™7k? 2ReN*P*

(N*+aP*)3

—iwzké

_ 2paa N 28aP* e 12 8P e WY _o p(P*)2
N* (N*)?

seklinde yazilir. (4.18) ve (4.20)’den

(ierl - je‘Wfkedn(e)Jq(O) =0

[— Wz, | —Teiwd n(@)}q(O) -0,

yardimi ile

0
{2imk| — [e*"’d n(Q)JEl
-1
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yani

2iw — A g™ A,
— A 2iw-A,

2iwr 0 ge WTkI
(N*+aP™)
—iwzy o

—€

P*e 2k L oN*e
(N*+aP*)?
a’Pre™™kI L H2N*
(N* +aP*)?
N*P e 2™k 1 242N*P*e WikIy 2N P*

(N*+aP*)3

(N*)?

E,

2wt ge”Wwf
(N*+aP™)
—iwrd

—€

L N
(N* +aP*)?
a?Pre ™™k 4o 2N*
(N* +aP*)?
N*P*e Wk 124 2N*Pe W kIp2N*P*

(N* +aP*)3

Zﬁap*e—|WTk9 —Zﬁ(P*)Z e—lez’k@
(N*)?

elde edilir. E, 'i bulmak i¢in bu sistem ¢dziildiigiinde;
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1_

bulunur. Burada

2iwr 0 e kY
(N*+aP™)
—iwzkéd

—€

P*e2WkI 4 oN *e
(N* +aP*)?
+ a?Pre kI 4 52N * A2
(N* +aP*)?
N*P*e 2™k 1 2452N*P e WikIg 2N P*

(N* +aP*)3

* —iwrgld *\2 —2iwrkd .
2paP"e (Nz*;;gp )2e 2IW—A4

ZiWTkg _ ae—in‘kt9
(N*+aP™)
—iwzKd

—e
P*e W9 4 oN *e
(N* +aP*)?

2iW— Aleier + a’P*e WTkO L 42N *

(N* +aP*)?
N*P*e2WkO 1242 N*P*e WkIy2N*pP*

(N*+aP*)3

_ Ase_iWTk Zﬁap*e—iwrkﬁ _Zﬂ(P*)Ze—ZierQ

(N*)?

2iw — Ae™™ A,

B, = . _
- A 2iw-A,

dir. Benzer sekilde (4.17) , (4.19) ve (4.21) denklemleri yardimi ile

{—Al AZ}EZ
—A A
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olmak iizere E>'yi bu

- |t

EP =

bulunur. Burada

dir.

Boylece Center Manifold’da 7 kritik degerindeki catallanan periyodik ¢dzlimlerin

catallanma katsayilari

-2Rea

aeiWTk€+;e7iWTkg+2P*+aN *eiWTk0+§N *efieré)
(N*+aP™) (N*+aP*)2
La?P e KO 5 %pre WO o Re N *
(N*+aP*)2 (N*+aP*)2
IN*P* 126 2N*P*e™W kY 2Re N*P*e WTkY o Re N*P*
(N*+aP*)3 (N*+aP*)3

2paa 2paP e K 12 pap*e W KO o (p*)2
N* (N*)?

Imak i¢in sistem ¢oziildiigiinde

_2Rea_0!e +oe
(N*+aP™)
+2P*+aN*e'W’k9+EN*e*'Wfk" a’preik?
(N* +aP*)? (N* +aP*)?
aa’Pe ™0 L JReaN*  2N*P* 420 2N*P*e !
(N*+aP*)? (N*+aP*)3

iwzyd —iwzkd

Ay

2P ek 12 gop*e™™WkI _2 3(P*)2

2paa + —°
(N°)

N*

— A

—iwzy 8

_2Reqg — ek | pe
(N*+aP™)

2P* +oN *eierH_i_;N *efierH azp*eiwrke
(N*+aP*)? (N*+aP*)?
za’P'e K0 1 2ReaN® _ 2N*P* 120 2N*P*e™ K
(N*+aP*)?2 (N*+aP*)3

2BaP e k0 12 8aP*e WY _2 5(P*)2
(N*)?

_ 2paa
N*

+

A
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6.(0) = —\— (9u0s,— 2] gy |2~ ez y | 9o
1 Za)Tk 20911 11 3 2
_ Refc,(0))
2_ v
Re{/ (r,)}

ﬁz = ZRe{Cl (O)}

_Im{e, (O}+ 1, IM{A ()}
T,

T, =

seklinde belirlenir. Burada ,; Hopf gatallanmanin yoniinii, PB2;  ¢atallanan
periyodik ¢6ziimiin kararliligin1 ve T,; catallanan ¢dziimiin periyodunu ifade eder. Bu

bilgilerle asagidaki teorem verilir.

Teorem 4.1: Hopf catallanmanin yoniinii belirleyen x4, igin; eger u, >0 ise 7>,
icin ¢atallanan periyodik ¢6ziim vardir ve Hopf catallanma stiperkritiktir, 2, <0 ise
7<7, Ii¢in catallanan periyodik ¢Oziim vardir ve Hopf ¢atallanma subkritiktir.
Catallanan periyodik ¢dziimiin kararliligini belirleyen S, i¢in; S, <0 ise catallanan
periyodik ¢6ziim kararli, S, >0 ise kararsizdir. Catallanan ¢6ztiimiin periyodunu ifade

eden T, i¢in; T, <O iken periyot artar, T, >0 iken periyot azalir.
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5. NUMERIK SIMULASYONLAR

Bu boliimde, 6nceki boliimlerde elde edilen teorik sonuglar MATLAB(7.0) programi
kullanilarak (MATLAB DDE solver) niimerik simiilasyonlar ile desteklenmistir.

Gecikmeli av-avci sisteminde

a =11
p = 0.9,
o=1

alinarak, (1*) sistemi

dN(t) N NG N({-7)P()
A Uy s =y .
dP() _ __PO |
m = 0.9P(t)(1 N(t—r))

sistemine dontisiir. (5.2 sisteminin tek pozitif ~ denge noktasi

E, =(N,,P,’) =(0.5238,0.5238) ’dir. Daha onceki bdlimlerdeki algoritmalardan
7,=2.9886 , w=0.4654 elde edilir. Teorem 3.2'den E, denge noktas:
7 €[0,7,) =[0,1.5663) iken asimptotik karalidir, ancak 7 >2.9886 iken kararsizdur.
T =1, = 2.9886 ’de ise Hopf catallanma meydana gelir. Eger (5.1) sistemi i¢in Hopf

catallanma parametreleri hesaplanirsa,

u, =-13087<0, p,=10124>0 ve T,=1.9745>0
dir. Boylece (5.1) sisteminde 7, =2.9886 iken olusan Hopf ¢atallanma subkritiktir.

Burada yapilan niimerik simiilasyonlarda, baslangi¢c noktast (N,, P,,)=(0.01,0.01)

olarak alinmistir.
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Sekil 5.1: 7=2.7 <z, i¢in (N, P,)=(0.01,0.01) baslangi¢ kosullar1 altinda av

popiilasyon yogunlugunun zamana gore grafigi

0.8

AN A

\
[\

VA

0 50 100 150 200 250 300
Time(t)

Sekil 5.2: 7=2.7 <z, i¢in (N, P,)=(0.01,0.01) baslangi¢ kosullar: altinda avci

popiilasyon yogunlugunun zamana gore grafigi

0.7
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ALK
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0 50 100 150 200 250 300
Time(t)
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Sekil 5.3: Gecikme parametresi tekrar 7 = 2.7 < 7, alinarak av popiilasyon

yogunluguna karsilik gelen avci popiilasyon yogunlugunun grafigi

0.7

(@)
—

0.4
E \/
0.3
0.2
0.1
0 —
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

N(D)

Sekil 5.4: 7=3.1>7, i¢in (N,,P,)=(0.01,0.01) baslangi¢ kosullar: altinda avci

popiilasyonunun av popiilasyonuna gore faz portesi
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N
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Sekil 5.5: 7=3.1>17, icin (N,,P,)=(0.01,0.01) baslangi¢ kosullar: altinda av

popiilasyon yogunlugunun zamana gore grafigi

| \ [
0.7 ih | F! | n} A i‘ ‘P‘ “ ‘}‘\“ ‘F“‘ ‘ﬂ‘ ‘i“ ‘}”\ '\ “A“ ﬂ L
| \ |
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05 | H “ “ i il H H M H | i H M
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S 04 \i“i i R

T

o L

K RN TR R IR RI ATV RTRIRTRIRIRTITRTRT a
| | I /J | /| ! N I || | i Il

0.2 | b | L/ 7 \/ ‘\/“ V’ J \V“ ‘\/“ l‘v“‘ ‘U/ ‘»/ ‘V‘ \/ i | ‘J ‘»/ \V‘ \//

Sekil 5.6: 7=3.1>7, i¢in (N,,P,)=(0.01,0.01) baslangi¢ kosullar: alinda avci

popiilasyon yogunlugunun zamana gore grafigi
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