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SİMGELER 

 

�⃗⃗� 𝟏(s) : Birinci binormal vektör 

�⃗⃗� 𝟐(s) : İkinci binormal vektör 

𝐸𝑣
𝑛, 𝑅𝑣   

𝑛  : n-boyutlu yarı-Öklidyen uzay 

k1(s) : Birinci eğrilik 

k2(s) : İkinci eğrilik 

k3(s) : Üçüncü eğrilik 

�⃗⃗� (s) : Asli binormal vektör 

�⃗⃗� (s) : Teğet vektör 

𝛼 : Eğri 

𝜏 : Burulma 

〈 , 〉 : İç çarpım 

∇ : Gradient Fonksiyonu 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



1.     GİRİŞ 

 Geometrinin başlangıcı insanlığın var olduğu günden itibarendir. İnsanoğlu doğada 

gördüğü canlı ve cansız nesnelerin şekillerini taşlar ve duvarlar üzerine çizerek geometrik 

modellemenin temelini atmıştır. Süregelen tarih içerisinde de gördüklerini veya tasarladıkları 

nesnelerin modellerini taş ve ağaçtan yapmışlardır. Daha sonra insanoğlunun ölçüm ihtiyacını 

karşılamak için bir takım objelerin (nokta, doğru, üçgen vs.) tanımlanmasıyla gelişmeye devam 

etmiştir. 

 Öklid’in geometriye duyduğu ilginin sonucu kattığı aksiyomlar temel taşları yerine 

oturtmuştur. Öklid’ten sonra bu aksiyomlar daha da ilerleyerek günümüze kadar gelmiştir. 

 Günümüzde Öklid Geometrisi özellikle de eğriler teorisi geometricilerin çalışma alanı 

olmuştur. Eğriler teorisinde özellikle bir eğri boyunca elde edilen Serret – Frenet denklemleri ve 

bundan oluşan eğriliklerden çok önemli karakterizasyonlar literatürde yer almaktadır. Özellikle 3 

– boyutlu Öklid uzayında bir eğrinin k eğriliği ve 𝜏 burulması eğri boyunca sabit olmayıp fakat  
k

τ
  

oranının sabit ise eğriye HELİS olarak adlandırmanın yanı sıra oldukça güçlü teorileri de 

geometriye katmıştır.  

 Helislerle ilgili çalışmalar 4 – boyutlu ve n – boyutlu uzaylara genişletilmiştir [3, 4, 9, 11, 

17, 19, 21, 25, 26]. 

 Bir yandan Öklid geometrisinde eğriler teorisi inşa edilirken, diğer yandan Semi – Riemann 

geometrinin [23] temelinin atılması ile geometride birçok kavramın tanımlanması ve teorilerin 

ispatlanması için yeni kapılar açılmıştır. 

 Özellikle Semi – Riemann geometrinin indeksinin bir olarak alındığı ve Lorentz uzayı 

olarak adlandırılan konumunda eğriler üzerinde oldukça fazla çalışma yapılmıştır [5, 7, 12, 13, 20, 

22]. Lorentz uzayının yapısından kaynaklanan timelike, spacelike ve null eğriler olarak 

çeşitlendirilen eğriler teorisi de Öklid uzayında bulunan teorilerin bu eğri çeşitlerine uygulanmasına 

ve çok daha zengin teorilerin ispatlanmasına olanak sağlamıştır. Bu eğrilerden timelike ve spacelike 

eğriler oldukça pratik sonuçlar verirken null eğriler birtakım kısıtlamalar altında yeni teorileri 

oluştursa da bu alanda da güzel çalışmalar yapılmıştır [8, 10, 18] 

 Özellikle 4 – boyutlu Lorentz uzayında Cartan, Pseudo  null ve Partially null eğriler 

tanımlanmış bunlar üzerinde Bertrand eğri, alt uzaylarda kalma bağıntıları ve helisler gibi teoriler 

incelenmiştir.  

 İndeksin birden farklı olduğu Semi – Riemann uzaylarında da timelike, spacelike ve null 

eğrilerin çalıştığı birçok eser vardır. Son yıllarda 4 – boyutlu ve 2 – indeksli Semi – Riemann 

uzaylarda eğriler teorisinin uygulandığı bir alan olmuştur. Bu alanda timelike ve spacelike eğrilerin 
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teorileri inşa edilirken null eğrilerin oluşturduğu sıkıntılı durumlardan ötürü Pseudo  null ve 

Partially null eğrileri tanımlanarak bunlar üzerinde yeni teoriler kurulmuştur [2, 6, 14, 15]. 

 Bu çalışmada; özellikle [1] tarafından 4 – boyutlu Lorentz uzayında Cartan null, timelike, 

spacelike eğriler ile 4 – boyutlu ve 2 – indeksli Minkowski uzayında Cartan null eğrilerin alt 

uzaylarda kalma bağıntılarına benzer olarak; 2 – indeksli 4 – boyutlu Semi – Öklidyen uzayında 

Pseudo  null ve Partially null eğrilerin alt uzaylarda kalma bağıntıları incelenmiştir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



2.    TEMEL KAVRAMLAR 

Bu bölümde çalışmaya esas olan tanımlar verilecektir. 

Tanım 2.1.  V , bir reel vektör uzayı olsun. ց: V x V → ℝ dönüşümü  ∀ ɑ,b ∈ ℝ ve ∀ u, v, w ∈ V 

için 

i.  ց ( u ,v ) = ց ( v, u )                                                         (Simetri Özelliği) 

ii.  ց ( ɑ u + b v, w) = ɑ ց (u, w ) + b ց (v, w )                    (Bilineerlik Özelliği) 

    ց (u, ɑ v + b w) = ɑ ց (u, v ) + b ց (u, w ) 

özelliklerine sahip ise ց dönüşümüne V reel vektör uzayı üzerinde simetrik bilineer form denir [23]. 

Tanım 2.2. V reel vektör uzayı üzerinde bir simetrik bilineer form ց olsun. 

i. ∀ v ∈ V ve v ≠  0 için    ց ( v, v) > 0 ise ց’ye pozitif tanımlı, 

ii. ∀ v ∈ V ve v ≠  0 için     ց ( v, v) < 0 ise  ց’ye negatif tanımlı, 

iii. ∀ v ∈ V ve v ≠  0 için    ց ( v, v) ≥ 0 ise ց’ye yarı- pozitif tanımlı, 

iv. ∀ v ∈ V ve v ≠  0 için    ց ( v, v) ≤ 0 ise ց’ye yarı- negatif tanımlı denir [23]. 

Tanım 2.3. V reel vektör uzayı ve ց: V x V → ℝ bir simetrik bilineer form olsun. 

           i. ց’nin non-dejenere olması için gerek ve yeter şart ∀ v ∈ V ve u ∈ V  için   

ց ( u, v) = 0 iken u = 0, 

           ii. ց’nin dejenere olması için gerek ve yeter şart ∀ v ∈ V ve u ∈ V  için   

 ց ( u, v) = 0 iken u ≠ 0 olmasıdır [23]. 

Tanım 2.4. V reel vektör uzayı ve ց: V x V → ℝ bir simetrik bilineer form olsun. ց’nin negatif 

tanımlı olduğu, en büyük boyutlu W ⊂ V alt uzayının boyutuna, ց’nin indeksi denir ve v ile 

gösterilir ve 0  ≤ v ≤ boyV dir [23]. 

Tanım 2.5.  M bir  C∞ manifold olsun. P ∈ M noktasındaki tanjant uzayı TpM olmak üzere  

〈 , 〉 |p: TpM x TpM → ℝ  

                                            (Xp, Yp) → 〈 X, Y〉 |p=〈Xp, Yp〉  

biçiminde tanımlı sabit indeksli, simetrik, bilineer, non-dejenere (0,2) tensör alanına M üzerinde 

bir metrik tensör denir [23]. 

Tanım 2.6. Her u = (𝑢1, 𝑢2,…, 𝑢n), v = (𝑣1, 𝑣2,…, 𝑣𝑛) ∈ En için 

 

〈  ,   〉 ∶  En x  En   →   ℝ 

öyle ki 
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〈𝑢, 𝑣〉  = −∑𝑢i

𝑣

i=1

𝑣i + ∑ 𝑢i

n

i=𝑣+1

𝑣i    

biçiminde tanımlanan skaler çarpımın belirttiği metrikle birlikte En manifolduna n-boyutlu v 

indeksli  Semi- Öklidyen (yarı-Öklid)  uzayı denir ve 𝐸𝑣
𝑛  veya 𝑅𝑣   

𝑛 ile gösterilir [23]. 

  Bu çalışma 2 indeksli 4- boyutlu Semi-Öklidyen uzay üzerinde yapılacağı için şimdi onu 

da tanımlayalım. 

 

Tanım 2.7. Her u = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4), v = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4) ∈ E4 için 

 

〈  ,   〉 ∶  En x  En   →   ℝ 

öyle ki 

〈𝑢, 𝑣〉 = −𝑢1 𝑣1 − 𝑢2 𝑣2 + 𝑢3 𝑣3 + 𝑢4 𝑣4    

biçiminde tanımlanan skaler çarpımın belirttiği metrikle birlikte E4 manifolduna 4-boyutlu 2 

indeksli  Semi- Öklidyen (yarı-Öklid)  uzayı denir ve 𝐸2
4  veya 𝑅2   

4 ile gösterilir [23]. 

Tanım 2.8. M Semi- Öklidyen manifoldu ve 〈 , 〉  de M üstünde bir metrik tensör olsun. Bu durumda 

M de bir v tanjant vektörü için, 

i. 〈 v,v 〉  > 0 veya v = 0  ise  v vektörüne spacelike vektör, 

ii. 〈v,v〉 < 0 ise v vektörüne timelike vektör, 

iii. 〈v,v〉 = 0  ve  v ≠ 0 ise, v vektörüne null vektör denir [23]. 

Tanım 2.9. Ι⊆ℝ bir açık aralık olmak üzere  α: I→𝑅2   
4  şeklinde diferensiyellenebilir (C∞ 

sınıfından) bir α dönüşümüne 𝑅2   
4  de bir eğri adı verilir [23]. 

Tanım 2.10. 𝛼  = 𝛼 (𝑠), 𝑅2   
4  4-boyutlu 2 indeksli  Semi- Öklidyen  uzayında bir diferensiyellenebilir 

eğri olsun. 

 ∀ s ∈ I ⊆ ℝ için 𝛼  eğrisinin hız vektörü   𝛼 ′(𝑠) bir spacelike, timelike veya null vektör ise  

𝛼  = 𝛼 (s) eğrisine, sırasıyla spacelike, timelike veya null eğri adı verilir 

Ya da  

            i. 〈𝛼 ′(𝑠) , 𝛼 ′(𝑠) 〉  >  0  veya 𝛼 ′(𝑠) = 0 ise 𝛼 (𝑠) eğrisine spacelike eğri, 

ii. 〈𝛼 ′(𝑠) , 𝛼 ′(𝑠) 〉 <  0 ise 𝛼 (𝑠) eğrisine timelike eğri, 

          iii. 〈𝛼 ′(𝑠) , 𝛼 ′(𝑠) 〉 = 0 ise 𝛼 (𝑠) eğrisine null eğri denir  [23]. 

Tanım 2.11. Birim hızlı bir 𝛼  eğrisinin her bir 𝑠 noktasında T⃗⃗ (s)  teğet, N⃗⃗ (s) asli normal, B⃗⃗ 1(s) 

birinci binormal ve B⃗⃗ 2(s) ikinci binormal vektörlerinden oluşan bir { T⃗⃗ (s),  N⃗⃗  ⃗(s), B⃗⃗ 1(s), B⃗⃗ 2(s) } 

ortonormal koordinat sistemi vardır. 
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 Bu { T⃗⃗ (s), N⃗⃗ (s), B⃗⃗ 1(s), B⃗⃗ 2(s) }  dörtlüsüne hareketli dörtyüzlü ya da Frenet Çatısı denir 

[23]. 

  Bu çalışma boyunca kısalığın hatırı için  

 T = T⃗⃗ (s), N = N⃗⃗ (s), B1 = B⃗⃗ 1(s)  ve   B2 = B⃗⃗ 2(s) 

gösterimini kullanacağız. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



3. 2-İNDESLİ 4-BOYUTLU SEMİ-ÖKLİDYEN UZAYINDA BAZI 

EĞRİLERİN KARAKTERİZASYONLARI  

Bu bölümde Pseudo Null ve Partially Null eğrilerin bazı alt uzaylarda kalması için 

karakterizasyonlar ifade ve ispat edilmiştir. 

3.1.  𝑹𝟐
𝟒 Uzayında Pseudo Null Eğrilerinin Bazı Alt Uzaylarda Kalması İçin 

Karakterizasyonlar 

Bu bölümde 𝑅2
4 uzayının bazı alt uzaylarda kalan Pseudo çatılı null eğrilerin bazı 

karekterizasyonları incelenecektir. 

          𝑅2
4 uzayında α eğrisi boyunca hareket eden ve sırasıyla teğet, asli normal, birinci binormal 

ve ikinci binormal vektör alanlarından oluşan bir ortonormal çatı {T, N, B1, B2}olmak üzere   

∇TT = Tˈ = k1(s)N 

 

∇TN = Nˈ = k2(s)B1                       (3.1.1) 

 

∇TB1 = B1
ˈ  = k3(s)N - ℇ2k2(s)B2 

 

∇TB2 = B2
ˈ  = - ℇ1k1(s)T - ℇ2k3(s)B1 

 

ile verilen Frenet çatısısını gözönüne alalım. Bu taktirde  α  null eğrisi Pseudo null çatılı bir eğri 

olarak adlandırılır ve burada T = αˈ(s) dir ve T, N, B1, B2  karşılıklı ortogonal vektörleri ise  

 

                         〈 T, T 〉 = ℇ1 , 〈 B1, B1 〉 = ℇ2  , 

 

                        〈 N, N〉 = 〈 B2, B2 〉 = 〈 T, N 〉 = 〈 T, B1 〉 = 〈 T, B2 〉 = 〈 N, B1〉 = 〈 B2, B2 〉 = 0   

 

                        〈 N, B2 〉 = 1 , ℇ1ℇ2 = -1  

 

denklemlerini sağlar.  

Burada k1(s) , k2(s) ve k3(s) ifadeleri α eğrisinin sırasıyla birinci, ikinci ve üçüncü eğriliği 

olarak adlandırılır. 

α eğrisi bir doğru ise  k1(s) = 0 ve diğer durumlarda (ki bu hȃlleri genel eğri olarak 

adlandıracağız )  k1(s) = 1 dir [27]. 
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1.Durum: Öncelikle Pseudo null çatılı bir null α eğrisinin {T, N} tarafından gerilen alt uzayda 

kalması için şartlar araştırılacaktır. Bu durumda s parametresine bağlı a1 ve a2 diferensiyellenebilir 

fonksiyonları için  

  α(s) = a1(s)T + a2(s)N                         (3.1.2) 

yazılabilir. (3.1.2) denkleminde s’ ye göre türev alınıp (3.1.1) Frenet denklemleri kullanılırsa  

 𝛼 ˈ(s) = a1
ˈ (s)T + (a2

ˈ (s) + a1(s)k1(s))N + a2(s)k2(s)B1                                                         (3.1.3) 

elde edilir. Bu (3.1.3) eşitliğinden  

 a1
ˈ (s) = 1 

 (a2
ˈ (s) + a1(s)k1(s)) = 0                          (3.1.4) 

 a2(s)k2(s) = 0 

denklemler yazılabilir.  

1. Hȃl :   α eğrisi bir doğru ise k1(s) = 0 olacağından  

(3.1.4)  ün ilk denkleminden c1 bir reel sabit olmak üzere 

                   a1(s) = s + c1  

ve  (3.1.4)  ün ikinci denkleminden c2 bir reel sabit olmak üzere 

                        a2(s) = c2 

ve  (3.1.4)  ün son denkleminden 

k2(s) = 0 

elde edilir. 

2. Hȃl :   α eğrisi bir genel eğri (yani  doğru değilse) k1(s) = 1 olacağından  

(3.1.4)  ün ilk denkleminden c1 bir reel sabit olmak üzere 

                a1(s) = s + c1  

ve  (3.1.4) ün ikinci denkleminden c2 bir reel sabit olmak üzere 

                        a2(s) = −
𝑠2

2
− 𝑐1𝑠 + 𝑐2 

ve  (3.1.4)  ün son denkleminden 

                     k2(s) = 0 

elde edilir. 

3. Hȃl : (3.1.4) denklem sisteminin üçüncüsünde a2(s) = 0 ve k2(s) ≠ 0 olduğu göz önüne  

alınırsa; 

(3.1.4)’ün birinci denkleminden c1 bir reel sabit olmak üzere 

                a1(s) = s + c1 

ve (3.1.4)’ün ikinci denkleminden 

   k1(s) = 0 

bulunur. 
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Böylece aşağıdaki teorem verilebilir. 

Teorem 3.1.1: α,  Pseudo null eğrisi olsun. α eğrisinin {T, N} tarafından gerilen düzlemde ( Yani 

α eğrisinin s parametresine bağlı a1 ve a2 diferensiyellenebilir fonksiyonları için  

 α(s) = a1(s)T + a2(s)N şeklinde yazılması ifade edilmektedir. ) 

 olması durumunda: 

1. Hȃl :   α eğrisi bir doğru ise, k2(s) = 0, c1 ve c2 birer reel sabit olmak üzere 

        α(s) =  𝑐1T + 𝑐2N 

şeklinde 

2. Hȃl :  α bir genel eğri k2(s) = 0, c1 ve c2 birer reel sabit olmak üzere                      

α(s) = ( s + 𝑐1)T + ( −
𝑠2

2
− 𝑐1 𝑠 + 𝑐2)N  

3. Hȃl :  k2(s) ≠ 0 ve , k1(s) = 0 olduğu durumda a1(s) = s + c1 ve a2(s) = 0 olacağından 

       α(s) = ( s + 𝑐1)T 

şeklinde yazılabilir. 

Not: (3.1.4) denklem sisteminin üçüncüsünde a2(s) = k2(s) = 0 olması durumunda da eğri 3. 

hȃldeki gibi yazılır. 

2.Durum :  Pseudo null çatılı bir null eğrisinin {T, B1} tarafından gerilen alt uzayda kalması için 

şartlar araştırılacaktır. Bu durumda s parametresine bağlı a1 ve a2 diferensiyellenebilir 

fonksiyonları için  

 α(s) = a1(s)T + a2(s)B1                                                                               (3.1.5) 

yazılabilir. (3.1.5) denkleminde s’ye göre türev alınıp (3.1.1) Frenet denklemlerinde kullanılırsa 

           𝛼 ˈ(s) = a1
ˈ (s)T + (a1(s)k1(s) + a2(s)k3(s))N+ a2

ˈ (s)B1 - a2(s)ℇ2k2(s)B2               (3.1.6) 

elde edilir. Bu son eşitlikten aşağıdaki denklemler yazılabilir. 

            a1
ˈ (s ) = 1                          (3.1.7) 

             a1(s)k1(s) + a2(s)k3(s) = 0                       (3.1.8) 

             a2
ˈ (s) = 0             (3.1.9) 

            a2(s)ℇ2k2(s) = 0                                                          (3.1.10) 

(3.1.7) ifadesinden c1 bir reel sabit olmak üzere a1(s) = s + c1 ,  

(3.1.9) ifadesinden c2 sıfırdan farklı bir reel sabit olmak üzere a2(s) = c2 ,  

(3.1.10) ifadesinden 𝑘2(s) = 0 ve  

(3.1.8 ) ifadesinden k1 (𝑠) =  1  alınırsa (α bir genel eğri)  ve  k3 (𝑠) =  − 
𝑠 + c1

c2
  bulunur. 

Böylece şu teorem verilebilir. 

Teorem 3.1.2. α Pseudo null eğri olsun. α eğrisi {T, B1} tarafından gerilen düzlemde ( Yani α 

eğrisinin s parametresine bağlı a1 ve a2 diferensiyellenebilir fonksiyonları için  

 α(s) = a1(s)T + a2(s)B1 şeklinde yazılması ifade edilmektedir. ) 



9 

ise 

1. Hȃl :  k1 (𝑠) =  1   (yani genel eğri ise), 𝑘2(s) = 0 ve k3 (𝑠) =  − 
𝑠 + c1

c2
  olup c1 bir  

reel sabit ve c2sıfırdan farklı bir reel sabit olmak üzere 

α(s) =( s + c1)T+ c2B1   

şeklinde 

2. Hȃl : k1 (𝑠) = k2 (𝑠) = k3 (𝑠)  = 0 ise c1 bir reel sabit ve c2 sıfırdan farklı bir reel  

sabit olmak üzere 

α(s) =( s + c1)T+ c2B1   

şeklinde yazılabilir. 

3.Durum : Pseudo null çatılı bir α eğrisinin {T, B2} tarafından gerilen alt uzayda kalması için 

şartlar araştırılacaktır. Bu durumda s parametresine bağlı a1 ve a2 diferensiyellenebilir 

fonksiyonları için  

                α(s) = a1(s)T + a2(s)B2                                                                                           (3.1.11) 

yazılabilir. (3.1.11) denkleminde s’ye göre türev alınıp (3.1.1) Frenet denklemlerinde kullanılırsa 

                 𝛼 ˈ(s) = (a1
ˈ (s) - a2(s)ℇ1k1(s))T + a1(s)k1(s)N + a2

ˈ (s)B2 - a2(s)ℇ2k3(s)B1       

elde edilir. Buradan 

 a1
ˈ (s) - a2(s)ℇ1k1(s) = 1  

 a1(s)k1(s) = 0                                                                                                           (3.1.12) 

 a2
ˈ (s) = 0 

 a2(s)ℇ2k3(s) = 0 

denklemleri yazılabilir. Böylece 

(3.1.12) ifadesinin üçüncü denkleminden c2 bir reel sabit olmak üzere a2(s) = c2,  

(3.1.12) ifadesinin dördüncü denkleminden k3(s) = 0, 

 (3.1.12) ifadesinin ikinci denkleminden   

         a) k1(s) = 0 ise (3.1.12) ifadesinin birinci denkleminden   c1 bir reel sabit olmak üzere 

 a1(s) = s + c1, 

          b) k1(s) = 1 ise  a1(s) =  0 ve bu durumda  (3.1.12) ifadesinin birinci  denkleminden 

özel olarak   a2(s) = c2 = −1 seçilebilir. 

Böylece şu teorem verilebilir. 

Teorem 3.1.3  α Pseudo null eğri olsun. α eğrisi {T, B2} tarafından gerilen düzlemde 

( Yani α eğrisinin s parametresine bağlı a1 ve a2 diferensiyellenebilir fonksiyonları için  

 α(s) = a1(s)T + a2(s)B2 şeklinde yazılması ifade edilmektedir. ) 

 ise c2 bir reel sabit olmak üzere a2(s) = c2 ve k3(s) = 0 olmak üzere 
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a) α eğrisi bir doğru c1 ve c2 birer reel sabit olmak üzere  

 

α(s) = ( s + c1)T + 𝑐2B2 

şeklinde 

b) α eğrisi bir genel eğri ise  özel olarak a2(s) = c2 = −1 seçimi ile  

 

α(s) = - B2 

şeklinde yazılabilir. 

4.Durum : Pseudo null çatılı bir α eğrisinin {N, B1} tarafından gerilen alt uzayda kalması için 

şartlar araştırılacaktır. Bu durumda s parametresine bağlı a1 ve a2 diferensiyellenebilir 

fonksiyonları için  

α(s) = a1(s)N + a2(s)B1         (3.1.13) 

yazılabilir. (3.1.13) denkleminde s’ye göre türev alınıp (3.1.1) Frenet denklemleri kullanılırsa 

             𝛼 ˈ(s) = (a1
ˈ (𝑠)+ a2(s)k3(s))N + (a2

ˈ (s) + a1(s)k2(s))B1 - a2(s)ℇ2k2(s)B2             

 ve buradan 

a1
ˈ (𝑠)+ a2(s)k3(s) = 0  

                a2
ˈ (s) + a1(s)k2(s) = 0                                                                                                  (3.1.14) 

a2(s)ℇ2k2(s)  = 0 

bulunur. (3.1.14)  ün son denkleminden 

1.Hȃl :  a2(s) = 0 ve k2(s) ≠ 0   

2.Hȃl :  a2(s) ≠ 0 ve k2(s) = 0 

3.Hȃl :  a2(s) = 0 ve k2(s) = 0 

olduğu görülür. Bu ifadelerden: 

               1.Hȃlde   a2(s) = 0 ve k2(s) ≠ 0  ise (3.1.14)  denklemlerinin ikincisinden c1 bir reel sabit 

ve  k3(s) ≠ 0  olmak  üzere  a1(s) = 𝑐1 elde edilir. 

2.Hȃlde  a2(s) ≠ 0 ve k2(s) = 0 ise (3.1.14)  denklemlerinin ikincisinden c2 bir reel sabit 

olmak üzere a2(s) =  c2 ve 

                     a1(s) = - ∫ 𝑐2k3(s)𝑑𝑠 + 𝑐1  

şeklinde yazılabilir. 

 3.Hȃlde a2(s) = 0 ve k2(s) = 0 ise c1 bir reel sabit olmak üzere a1(s) =  c1 bulunur. 

Böylece şu teorem verilebilir. 

Teorem 3.1.4  α Pseudo null eğri olsun. α eğri {N, B1} tarafından gerilen düzlemde ( Yani α 

eğrisinin s parametresine bağlı a1 ve a2 diferensiyellenebilir fonksiyonları için  

 α(s) = a1(s)N+ a2(s)B1 şeklinde yazılması ifade edilmektedir. ) 
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 ise 

1. Hȃl : a2(s) = 0, k2(s) ≠ 0  ve k3(s) ≠ 0 ise c1 ve c2 birer  reel sabit olmak üzere 

                    α(s) =   c1N 

şeklinde 

2. Hȃl : a2(s) ≠ 0 ve k2(s) = 0 ise c1 ve c2 birer reel sabit olmak üzere 

                α(s) = {- ∫ k3(s) ( s + 𝑐2) 𝑑𝑠 + 𝑐1 }N + (s + c2)B1 

şeklinde ve  

3. Hȃl :  a2(s) = 0 ve k2(s) = 0 ise c1 bir reel sabit olmak üzere 

                   α(s) =   c1 N 

şeklinde yazılabilir. 

5.Durum : Pseudo null çatılı bir α eğrisinin {N, B2} tarafından gerilen alt uzayda kalması için 

şartlar araştırılacaktır. Bu durumda s parametresine bağlı a1 ve a2 diferensiyellenebilir 

fonksiyonları için  

α(s) = a1(s)N + a2(s)B2         (3.1.15) 

yazılabilir. (3.1.15) denkleminde s’ye göre türev alınıp (3.1.1) Frenet denklemleri kullanılırsa 

                𝛼 ˈ(s) = - a2(s)ℇ1k1(s)T + a1
ˈ N +(a1(s)k2(s) − ℇ2k3(s)a2(s))B1 + a2

ˈ (s)B2       (3.1.16) 

elde edilir. Bu son eşitlikten aşağıdaki denklemler yazılabilir. 

- a2(s)ℇ1k1(s)= 1  

a1
ˈ (s) = 0                       (3.1.17) 

a1(s)k2(s) − ℇ2k3(s)a2(s) = 0 

a2
ˈ (s) = 0 

(3.1.17) eşitliklerinin ikinci ve ikinci ifadelerinden c1 sıfırdan farklı bir reel sabit ve c2 reel sabit 

olmak üzere  a1(s) = c1  ve a2(s) = c2  elde edilir.  

Böylece   (3.1.17) eşitliklerinin birincisinden k1(s) ≠  0 olacağından α eğrisi genel bir eğri olup 

a2(s) =
−1

ℇ1 k1(s)
= − ℇ1 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡                                                                              (3.1.18) 

ve 

k2(s)

k3(s)
 =  

−ℇ2ℇ1   

𝑐1 
= 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡                                                  (3.1.19) 

elde edilir.  

Böylece aşağıdaki teorem verilebilir. 

Teorem 3.1.5.  α  Pseudo null eğri olsun. α eğrisi genel bir eğri ise  {N, B2} tarafından gerilen 

düzlemde  ( Yani α eğrisinin s parametresine bağlı a1 ve a2 diferensiyellenebilir fonksiyonları için  

 α(s) = a1(s)N + a2(s)B2 şeklinde yazılması ifade edilmektedir.) olması için c1 sıfırdan farklı bir 

reel sabit ve c2 bir reel sabit olmak üzere 
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           α(s) = c1N +c2B2 

ve  

                         k1(s) ≠ 0    bir reel sabit ve  
k2(s)

k3(s)
  = sabit  

olmasıdır. 

6. Durum : Pseudo null çatılı bir α eğrisinin {B1, B2} tarafından gerilen alt uzayda kalması için 

şartlar araştırılacaktır. Bu durumda s parametresine bağlı a1 ve a2 diferensiyellenebilir 

fonksiyonları için  

α(s) = a1(s)B1 + a2(s)B2         (3.1.20) 

yazılabilir. (3.1.20) denkleminde s’ye göre türev alınıp (3.1.1) Frenet denklemleri kullanılırsa 

                𝛼 ˈ(s) = - a2(s)ℇ1k1(s)T+ a1(s)k3(s)N + (a1
ˈ (𝑠) − a2(𝑠)ℇ2k3(s))B1 + (a2

ˈ (s) − a1(𝑠)ℇ1k2(s))B2       

                (3.1.21) 

elde edilir. Buradan  

− 1 − a2(s)ℇ1k1(s) = 0 

a1(s) k3(s) = 0                              

                a1
ˈ (s) − a2(s)ℇ2k3(s) =0                                                                                           (3.1.21)1                                             

              a2
ˈ (s) − a1(𝑠)ℇ1k2(s) = 0 

elde edilir. (3.1.21)1 denklemlerinin ikincisinden  

1.   Hȃl : a1(s) = 0 veya k3(s) ≠ 0 olabilir. Bu durumda (3.1.21)1 denklemlerinin 

üçüncüsünden a2(s) = 0 bulunur. α eğrisi  {B1, B2} ile gerilen alt uzayda yatmaz. 

2.   Hȃl : a1(s) ≠ 0  veya k3(s) = 0 olabilir. Bu durumda (3.1.21)1 denklemlerinin 

üçüncüsünden a1(s) = 𝑐1 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 bulunur. Ayrıca (3.1.21)1 denklemlerinin birincisinden 

 a2(s) =
−1

ℇ1k1(s)
  olacağından k1(s) ≠ 0 olmak zorunda kalır ki α eğrisi genel bir eğri  olup 

 a2(s) = −1 elde edilir. Bunlara ilaveten (3.1.21)1 denklemlerinin dördüncüsünden k2(s) = 0 

olduğu görülür. 

3.      Hȃl : a1(s) = 0 veya  k3(s) = 0  olabilir. Bu durumda (3.1.21)1 denklemlerinin 

dördüncüsünden a2(s) = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 = 𝑐2 bulunur. Böylece (3.1.21)1 denklemlerinin birincisinden 

 a2(s) =
−1

ℇ1k1(s)
  olacağından k1(s) ≠ 0 olmak zorunda kalır ki α eğrisi genel bir eğridir ve  a2(s) =

−1  dir. 

Böylece aşağıdaki teorem verilebilir. 

Teorem 3.1.6 α  Pseudo null eğri olsun. α eğrisi genel bir eğri ise  { B1, B2} tarafından gerilen 

düzlemde ( Yani α eğrisinin s parametresine bağlı a1 ve a2 diferensiyellenebilir fonksiyonları için  

 α(s) = a1(s)B1 + a2(s)B2 şeklinde yazılması ifade edilmektedir. ) 

 olması için 



13 

1.     Hȃl : a1(s) = 0 veya k3(s) ≠ 0 seçilirse a2(s) = 0 olacağından α eğrisi  {B1, B2} ile 

gerilen alt uzayda yatmaz. 

2.     Hȃl : a1(s) ≠ 0 veya k3(s) = 0 seçilirse α eğrisi genel bir eğri olmak üzere a1(s) =

𝑐1 ≠ 0 ve  a2(s) = −ℇ1 ve k2(s) = 0 elde edilir ki bu durumda α eğrisi 

           α(s) = c1B1 - B2 

şeklinde yazılabilir. 

3.      Hȃl : a1(s) = 0 veya k3(s) = 0 seçilirse α eğrisi genel bir eğri olmak üzere  a2(s) =

−1  olacağından α eğrisi 

              α(s) =  -ℇ1B2 

şeklinde yazılabilir. 

7.Durum : Pseudo null çatılı bir α eğrisinin {T, N, B1} tarafından gerilen alt uzayda kalması için 

şartlar araştırılacaktır. Bu durumda s parametresine bağlı a1, a2 ve a3 diferensiyellenebilir 

fonksiyonları için  

α(s) = a1(s)T + a2(s)N + a3(s)B1        (3.1.22) 

yazılabilir. (3.1.22) denkleminde s’ye göre türev alınıp (3.1.1) Frenet denklemleri kullanılırsa 

            𝛼 ˈ(s) = a1
ˈ (s)T + (a2

ˈ (s)+a1(s)k1(s)+a3(s)k3(s))N + (a3
ˈ (s)+a2(s)k2(s))B1- a3(s)ℇ2k2(s)B2 

               (3.1.23) 

elde edilir. Buradan  

a1
ˈ (s) =  1  

a2
ˈ (s) + a1(s)k1(s) + a3(s)k3(s) = 0                          

a3
ˈ (s) + a2(s)k2(s) =0                                                                                                (3.1.23)1 

             a3(s)ℇ2k2(s) = 0 

 eşitlikleri yazılabilir. Bu eşitliklerin dördüncüsünden  

1.     Hȃl : a3(s) = 0 veya k2(s) ≠ 0 olabilir.  

Böylece (3.1.23)1  üçüncü eşitliğinden a2(s) = 0, 

               (3.1.23)1  birinci eşitliğinden c1 bir reel sabit olmak üzere  a1(s) = 𝑠 + c1, 

               (3.1.23)1  ikinci eşitliğinden k1(s) = 0 olacağından α eğrisi bir doğrudur. 

             2.     Hȃl : a3(s) ≠ 0 veya k2(s) = 0 olabilir.  

Böylece (3.1.23)1  üçüncü eşitliğinden c3 bir reel sabit olmak üzere  a3(s) = c3, 

              (3.1.23)1  birinci eşitliğinden c1 bir reel sabit olmak üzere  a1(s) = 𝑠 + c1, 

               (3.1.23)1  ikinci eşitliğinden c2 bir reel sabit olmak üzere   

                  a2(s) = - ∫ [ k1(s) ( s + 𝑐1)  + 𝑐3 k3(s) ]ds +𝑐2 

elde edilir. 

             3.     Hȃl : a3(s) = 0 veya k2(s) = 0 olabilir.  
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Böylece  (3.1.23)1 in  birinci eşitliğinden c1 bir reel sabit olmak üzere 

   a1(s) = 𝑠 + c1, 

(3.1.23)1  in ikinci eşitliğinden c2 bir reel sabit olmak üzere   

a2(s) = - ∫ [ k1(s) ( s + 𝑐1)  ]ds +𝑐2 

elde edilir. 

Böylece aşağıdaki teorem verilebilir. 

Teorem 3.1.7  α  Pseudo null eğri olsun. α eğrisi genel bir eğri ise  {T, N, B1} tarafından gerilen 

düzlemde ( Yani α eğrisinin s parametresine bağlı a1 , a2 ve a3 diferensiyellenebilir fonksiyonları 

için  α(s) = a1(s)T + a2(s)N + a3(s)B1  şeklinde yazılması ifade edilmektedir. ) 

ise  

1.    Hȃl : a3(s) = 0 veya k2(s) ≠ 0 olursa  a2(s) = 0 , c1 bir reel sabit olmak üzere  a1(s) =

𝑠 + c1 ve  k1(s) = 0 olacağından α eğrisi bir doğrudur ve  

                α(s) = (𝑠 + c1)T        

şeklinde  

2.     Hȃl : a3(s) ≠ 0 veya k2(s) = 0 olursa c3 bir reel sabit olmak üzere  a3(s) = c3, c1 bir 

reel sabit olmak üzere  a1(s) = 𝑠 + c1 ve c2 bir reel sabit olmak üzere   

                     a2(s) = - ∫ [ k1(s) ( s + 𝑐1)  + 𝑐3 k3(s) ]ds +𝑐2 

olacağından  

a) α eğrisi genel bir eğri ise  

 α(s) = (𝑠 + c1)T + [- ∫ [ k1(s) ( s + 𝑐1)  + 𝑐3 k3(s) ]ds +𝑐2]N + c3B1 

ve  

b) α eğrisi bir doğru ise 

α(s) = (𝑠 + c1)T + [−∫ [  𝑐3 k3(s) ] ds +𝑐2] N + c3B1 

formunda yazılabilir. 

3.     Hȃl : a3(s) = 0 veya k2(s) = 0 olursa c1 bir reel sabit olmak üzere  a1(s) = 𝑠 + c1, 

c2 bir reel sabit olmak üzere 

                     a2(s) = - ∫ [ k1(s) ( s + 𝑐1)  ]ds +𝑐2 

olacağından 

a) α eğrisi genel bir eğri ise  

α(s) = (𝑠 + c1)T + [- ∫ [ k1(s) ( s + 𝑐1)  ]ds +𝑐2]N  

b) α eğrisi bir doğru ise 

α(s) = (𝑠 + c1)T +𝑐2N  

formunda yazılabilir.  
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8.Durum : Pseudo null çatılı bir α eğrisinin {T, N, B2} tarafından gerilen alt uzayda kalması için 

şartlar araştırılacaktır. Bu durumda s parametresine bağlı a1, a2 ve a3 diferensiyellenebilir 

fonksiyonları için  

α(s) = a1(s)T + a2N + a3(s)B2                     (3.1.24) 

yazılabilir. (3.1.24) denkleminde s’ye göre türev alınıp (3.1.1) Frenet denklemleri kullanılırsa 

αˈ(s) = (a1
ˈ (s) - a3

ˈ (s)ℇ1k1(s))T + (a2
ˈ (s) + a1(s)k1(s))N + (a2(s)k2(s)− a3(s)ℇ2k3(s))B1 + a3

ˈ (s)B2 

                                                   (3.1.25) 

elde edilir. Bu son eşitlikten  

a1
ˈ (s) - a3(s)ℇ1k1(s) =  1  

a2
ˈ (s) + a1(s)k1(s) = 0                            (3.1.26)                  

a2(s)k2(s) - a3(s)k3(s)= 0 

             a3
ˈ (s) = 0 

denklemler yazılabilir. (3.1.26) nın son eşitliğinden c3  bir reel sabit olmak üzere a3(s)= c3 olduğu 

görülür. Bu durumda (3.1.26) nın ilk denkleminden c1 bir reel sabit olmak üzere 

 a1(s) = s + (ℇ1c3k1(s))s + c1                                 (3.1.27) 

elde edilir.  (3.1.26) nın üçüncü denkleminde k2(s) ≠ 0 kabul edilip a3(s)= c3 olduğu göz önüne 

alınır ve düzenlenirse  

 a2(s) =  
k3(s)

k2(s)
 𝑐3                                                                                                        (3.1.28) 

bulunur. 

Böylece aşağıdaki teorem verilebilir.       

Teorem 3.1.8 : α Pseudo null eğri olsun. α eğrisinin {T, N, B2} tarafından gerilen düzlemde  

( Yani α eğrisinin s parametresine bağlı a1 , a2 ve a3 diferensiyellenebilir fonksiyonları için 

α(s) = a1(s)T + a2(s)N + a3(s)B2  şeklinde yazılması ifade edilmektedir. ) olması için  k2(s) ≠ 0 

ise 

a) α eğrisinin genel eğri olması durumunda 

          α(s)= [[1 + (ℇ1c3)]s + c1]T +[
k3(s)

k2(s)
 𝑐3]N + c3B2                                                    (3.1.29) 

ve  

b) α eğrisinin doğru olması durumunda 

 α(s)= [s + c1]T +[
k3(s)

k2(s)
𝑐3]N + c3B2  

şeklinde yazılabilir. 

9.Durum :  Pseudo null çatılı bir α eğrisinin {N, B1, B2} tarafından gerilen alt uzayda kalması için 

şartlar araştırılacaktır. Bu durumda s parametresine bağlı a1, a2 ve a3 diferensiyellenebilir 

fonksiyonları için  
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α(s) = a1(s)N + a2(s)B1 + a3(s)B2        (3.1.30) 

yazılabilir. (3.1.30) denkleminde s’ye göre türev alınıp (3.1.1) Frenet denklemleri kullanılırsa 

αˈ(s) = (- a3(s)ℇ1k1(s))T + (a1
ˈ (s) + a2(s)k3(s))N 

           + (a2
ˈ (s) + a1(s)k2(s) − a3(s)ℇ3k3(s))B1 + (a3

ˈ (s) - a2(s)ℇ2k2(s))B2   (3.1.31) 

elde edilir. Bu son eşitlikten 

 a3(s)ℇ1k1(s) = -1 

 a1
ˈ (s) + a2(s)k3(s) = 0                      (3.1.32) 

 a2
ˈ (s) + a1(s)k2(s) - a3(s)ℇ2k3(s)  = 0       

 a3
ˈ (s) - a2(s)ℇ2k2(s) = 0 

bulunur (3.1.32) nin  ilk eşitliğinden 

 a3(𝑠) =  
−1

ℇ1k1(s) 
(s)     

ve burada da k1(s) ≠ 0 olacağı için α eğrisi genel bir eğri olup 

           a3(𝑠) =  − ℇ1 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡                                                                                                (3.1.33) 

yazılabilir. (3.1.33)  ifadesi (3.1.32) nin son denkleminde  kullanılırsa 

 a2(s)ℇ2k2(s) = 0                                                                                                       (3.1.34) 

elde edilir. Buradan aşağıdaki durumlar incelenebilir. 

1.     Hȃl : a2(s) = 0 ve k2(s)  ≠ 0 olması durumunda; 

(3.1.32) nin ikinci  denkleminden  c1 bir reel sabit olmak üzere  a1(s) = 𝑠 + c1, 

(3.1.32) nin üçüncü denkleminden  

 
k3(s)

k2(s)
= (𝑠 + c1) 

yazılabilir. 

2.     Hȃl : a2(s) ≠ 0 ve k2(s) = 0 olması durumunda; 

(3.1.32) nin üçüncü denklemi ve (3.1.33) eşitliğinden  c2 bir reel sabit olmak üzere   

                                   a2(s) = ∫𝑘3(𝑠)𝑑𝑠 + 𝑐2                                                                            (3.1.35) 

(3.1.32) nin ikinci denklemi ve (3.1.35) eşitliğinde c1 bir reel sabit olmak üzere   

                                   a1(s) = −∫ { [ ∫ 𝑘3(𝑠) 𝑑𝑠 + 𝑐2]𝑘3(𝑠)}ds  + 𝑐1                                         (3.1.36) 

elde edilir. 

3.     Hȃl : a2(s) = 0 ve k2(s) = 0 olması durumunda; 

(3.1.32) nin ikinci denkleminden c1 bir reel sabit olmak üzere  a1(s) = 𝑠 + c1, 

(3.1.32) nin üçüncü denkleminden k3(s)  = 0 elde edilir.         

Buna göre aşağıdaki teorem verilebilir. 

Teorem 3.1.9  α Pseudo null eğrisi olsun.  α eğrisi genel bir eğri ve  a3(𝑠) =  − ℇ1 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡                                              

olmak üzere α eğrisinin  {N, B1, B2} tarafından gerilen düzlemde ( Yani α eğrisinin s parametresine 
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bağlı a1 , a2 ve a3 diferensiyellenebilir fonksiyonları için α(s) = a1(s)N +a2(s)B1 + a3(s)B2 şeklinde 

yazılması ifade edilmektedir. ) olması için 

1.  Hȃl : a2(s) = 0 ve k2(s)  ≠ 0 olması durumunda  c1 bir reel sabit olmak üzere 

  a1(s) = 𝑠 + c1 ve    

 
k3(s)

k2(s)
= (𝑠 + c1) 

olup  

                  α(s) = ( 𝑠 + c1)N − ℇ1B2 

formunda yazılır. 

2.  Hȃl : a2(s) ≠ 0 , k2(s) = 0 ve  k3(s) ≠ 0 olması durumunda; c2 bir reel sabit olmak  

üzere   

    a2(s) = ∫𝑘3(𝑠) 𝑑𝑠 + 𝑐2                                                        

c1 bir reel sabit olmak üzere   

                      a1(s) = −∫ { [ ∫ 𝑘3(𝑠) 𝑑𝑠 + 𝑐2]𝑘3(𝑠)}ds   + 𝑐1                                 

olacağından 

                      α(s) = {−∫ { [ ∫ 𝑘3(𝑠) 𝑑𝑠 + 𝑐2]𝑘3(𝑠)}ds   + 𝑐1  }N +{∫𝑘3(𝑠) 𝑑𝑠 + 𝑐2}B1 − ℇ1B2 

formunda yazılır. 

3.  Hȃl : a2(s) = 0 ve k2(s) = 0 olması durumunda c1 bir reel sabit olmak üzere  

        a1(s) = 𝑠 + c1 ve  k3(s)  = 0  

olup         

        α(s) = ( 𝑠 + c1)N − ℇ1B2 

şeklinde yazılabilir. 

10.Durum : Pseudo null çatılı bir α eğrisinin {T, B1, B2} tarafından gerilen alt uzayda kalması için 

şartlar araştırılacaktır. Bu durumda s parametresine bağlı a1, a2  ve a3 diferensiyellenebilir 

fonksiyonları için  

α(s) = a1(s)T + a2(s)B1 + a3(s)B2        (3.1.37) 

yazılabilir. (3.1.37) denkleminde s’ye göre türev alınıp (3.1.1) Frenet denklemleri kullanılırsa 

aşağıdaki denklem elde edilir. 

αˈ(s) = (a1(s) - a3(s)ℇ1k1(s))T + (a1(s)k1(s)+ a2(s)k3(𝑠))N  

           + (a2
ˈ (s) - a3(s)ℇ2k3(𝑠))B1 + (a3

ˈ (s) - a2(s)ℇ2k2(s))B2                (3.1.38)                                                                     

 Bu son eşitlikten aşağıdaki denklemler yazılabilir. 

a1
ˈ (s) - a3(s)ℇ1k1(s) = 1 

a1(s)k1(𝑠) + a2(s)k3(s) = 0 
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a2
ˈ (s) - a3(s)ℇ2k3(s) = 0         (3.1.39) 

 a3
ˈ (s) - a2(s)ℇ2k2(s) = 0 

elde edilir. 

α eğrisini genel bir eğri alıp, özel durumda çözümü arayalım. 

   1.     Hȃl : a3(s) ≠ 0 kabul edilmesi durumunda: 

 (3.1.39) un ilk denkleminden c1 bir reel sabit olmak üzere 

a1(s) = ∫{1 +  a3(s)ℇ1}𝑑𝑠  + c1  

ve (3.1.39) un üçüncü denkleminden k3(s) ≠ 0 ve  c2 sıfırdan farklı bir reel sabit olmak üzere 

a2(s) = ∫{a3(s)ℇ2k3(s) } 𝑑𝑠 + c2 

yazılabilir. 

2.      Hȃl : a3(s) = 0 kabul edilmesi durumunda: 

 (3.1.39) un ilk denkleminden c1 bir reel sabit olmak üzere a1(s) = 𝑠 + c1,   

(3.1.39) un üçüncü denkleminden c2 sıfırdan farklı bir reel sabit olmak üzere a2(s) = c2, 

(3.1.39) un dördüncü denkleminden k2(s) =0 ve (3.1.39) un ikinci  denkleminden  

k3 (𝑠) =  − 
𝑠 + c1

c2
  

bulunur. Buna göre aşağıdaki teorem verilebilir. 

Teorem 3.1.10 α Pseudo null eğrisi olsun.  α eğrisi genel bir eğri olmak üzere α eğrisinin {T, B1, 

B2} tarafından gerilen düzlemde olması için( Yani α eğrisinin s parametresine bağlı a1 , a2 ve 

a3 diferensiyellenebilir fonksiyonları için α(s) = a1(s) T+ a2(s) B1 + a3(s) B2  şeklinde yazılması 

ifade edilmektedir. ) 

1.  Hȃl : a3(s) ≠ 0 kabul edilmesi durumunda: c1 bir reel sabit olmak üzere 

a1(s) = ∫{1 +  a3(s)ℇ1}𝑑𝑠  + c1  

ve  k3(s) ≠ 0 ve  c2 sıfırdan farklı bir reel sabit olmak üzere 

                a2(s) = ∫{a3(s)ℇ2k3(s) } 𝑑𝑠 + c2 

olarak yazılacağından 

α(s)= {∫{1 +  a3(s)ℇ1}𝑑𝑠  +  c1}T + {∫{a3(s)ℇ2k3(s)} 𝑑𝑠 +  c2}B1 + a3(s)B2 

bulunur. 

2.   Hȃl : a3(s) = 0 kabul edilmesi durumunda: c1 bir reel sabit olmak üzere      

 a1 (s) = 𝑠 + c1,  c2 sıfırdan farklı bir reel sabit olmak üzere a2(s) = c2 ve 𝑘2(s)= 0 olmak üzere 

k3 (𝑠) =  − 
𝑠 + c1

c2
  

olacağından 

α(s)= {𝑠 + c1}T + c2B1  

formunda yazılabilir.     
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3.2.  𝑹𝟐
𝟒 Uzayında Partially Null Eğrilerinin Bazı Alt Uzaylarda Kalması İçin 

Karakterizasyonlar 

 

Bu bölümde 𝑅2
4 uzayının bazı alt uzaylarda kalan Partially çatılı null eğrilerin bazı 

karakterizasyonları incelenecektir. 

               𝑅2
4 uzayında α eğrisi boyunca hareket eden ve sırasıyla teğet, asli normal, birinci binormal 

ve ikinci binormal vektör alanlarından oluşan bir ortonormal çatı {T, N, B1, B2}olmak üzere  

  

∇TT = Tˈ = k1(s)N 

 

∇TN = Nˈ =  k1(s)T +k2(s)B1                        (3.2.0) 

 

∇TB1 = B1
ˈ  = k3(s)B1 

 

∇TB2 = B2
ˈ  = - ℇ2k2(s)N - k3(s)B2 

 

ile verilen Frenet çatısısını gözönüne alalım. Bu taktirde  α  null eğrisi Partially null çatılı bir eğri 

olarak adlandırılır ve burada T = αˈ(s) dir ve T, N, B1, B2 karşılıklı ortogonal vektörleri ise  

 

〈 T, T 〉  = ℇ1 ,  〈 N, N 〉  = ℇ2 ,  〈 B1, B1 〉 = 〈 B2, B2 〉 = 0, 

 

〈 T, N 〉  =  〈 T, B2 〉  = 〈 T, B1 〉  =  〈 N, B1 〉  = 〈 N, B2 〉  = 0, 

 

〈 B1, B2 〉  = 1,  ℇ1ℇ2 = - 1. 

denklemlerinin sağlar.  

Burada k1(s) ,k2(s) ve k3(s) ifadeleri α eğrisinin sırasıyla birinci, ikinci ve üçüncü eğriliği 

olarak adlandırılır [27]. 

Tüm s değerleri için  k3(s) = 0 olarak kabul  edildiğinden yeniden  Partially null çatı : 

∇TT = Tˈ = k1(s)N 

∇TN = Nˈ =  k1(s)T +k2(s)B1                            (3.2.1) 

∇TB1 = B1
ˈ  = 0 

∇TB2 = B2
ˈ  = - ℇ2k2(s)N  

şeklinde yazılır [16]. 
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1.Durum: Öncelikle Partially null çatılı bir α eğrisinin {T, N} tarafından gerilen alt uzayda 

kalması için şartlar araştırılacaktır. Bu durumda s parametresine bağlı a1 ve a2 diferensiyellenebilir 

fonksiyonları için  

 

  α(s) = a1(s)T + a2(s)N                                      (3.2.1)1 

 

yazılabilir. (3.2.1)1 denkleminde s’ ye göre türev alınıp (3.2.1) Frenet denklemleri kullanılırsa  

 𝛼 ˈ(s) = (a1
ˈ (s) + a2(s)k1(s))T + (a2

ˈ (s) + a1(s)k1(s))N + a2(s)k2(s)B1                   

elde edilir. Bu son eşitlikten aşağıdaki denklemler yazılabilir. 

 a1
ˈ (s) + a2(s)k1(s) = 1,                                                                                                             (3.2.2) 

 a2
ˈ (s) + a1(s)k1(s) = 0                                                                                                     (3.2.3) 

 a2(s)k2(s) = 0                                                                                                                 (3.2.4) 

Bu üç denklemden oluşan sistemin ortak çözümü araştırılırsa:  

(3.2.4) denkleminden  

             1.     Hȃl : a2(s) = 0 ve  k2(s)  ≠ 0 olduğu göz önüne alınırsa  

(3.2.2) denkleminden c1 reel bir sabit olmak üzere  a1(s) = s + c1  

ve (3.2.3) denkleminden k1(s) = 0 bulunur. 

             2.     Hȃl : a2(s) ≠0 ve k2(s) = 0 olduğu göz önüne alınırsa  

(3.2.2) denkleminden c1 reel bir sabit ve k1(s)  ≠ 0 olmak üzere  a2(s) e bağlı bir çözüm olan 

                   a1(s) =  𝑠 − ∫ ( a2(s)k1(s))𝑑𝑠 + c1  

veya (3.2.3) denkleminden c2 reel bir sabit ve k1(s)  ≠ 0 olmak üzere  a1(s) e bağlı bir çözüm olan 

                   a2(s) =  −∫ ( a1(s)k1(s))𝑑𝑠 + c2  

bulunur. 

            3.     Hȃl : a2(s) = 0 ve  k2(s) = 0 olduğu göz önüne alınırsa  

(3.2.2) denkleminden c1 reel bir sabit olmak üzere  a1(s) = s + c1  

ve (3.2.3) denkleminden k1(s) = 0 bulunur. 

Böylece aşağıdaki teorem verilebilir. 

Teorem 3.2.1 : α Partially null eğrisi olsun. α eğrisinin {T, N} tarafından gerilen düzlemde olması 

için  ( Yani α eğrisinin s parametresine bağlı a1 ve a2 diferensiyellenebilir fonksiyonları için  

α(s) = a1(s)T + a2(s)N şeklinde yazılması ifade edilmektedir. ) 

1.  Hȃl : a2(s) = 0, k1(s) = 0 ve  k2(s)  ≠ 0 olması durumunda  c1 reel bir sabit olmak 

üzere  a1(s) = s + c1 şeklinde ifade edileceğinden 

                  α(s) =  ( s + c1)T  

formunda yazılır. 
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2.  Hȃl : a2(s) ≠0, k1(s) ≠ 0  ve k2(s) = 0 olması durumunda  c1 reel sabit olmak üzere 

                   a1(s) =  𝑠 − ∫ ( a2(s)k1(s))𝑑𝑠 + c1  

olacağından c2 bir reel sabit olmak üzere 

                    a2(s) =  −∫ ( a1(s)k1(s))𝑑𝑠 + c2 

olacağından  

                   α(s) =  a1(s)  T  -   {∫ ( a1(s)k1(s))𝑑𝑠 + c2}N                  

 formunda yazılır. 

3.  Hȃl : a2(s) = 0, k1(s) = 0 ve  k2(s) = 0 olması durumunda  c1 bir reel sabit olmak  

üzere  a1(s) = s + c1 şeklinde ifade edileceğinden 

                      α(s) =  ( s + c1)T  

formunda yazılır. 

2.Durum : Partially null çatılı bir α eğrisinin {T, B1} tarafından gerilen alt uzayda kalması için 

şartlar araştırılacaktır. Bu durumda s parametresine bağlı a1 ve a2 diferensiyellenebilir 

fonksiyonları için  

 α(s) = a1(s)T + a2(s)B1                                                              (3.2.5) 

yazılabilir. (3.2.5) denkleminde s’ye göre türev alınıp (3.2.1) Frenet denklemlerinde kullanılırsa 

αˈ(s) = a1
ˈ (s)T +  a2

ˈ (s)B1+a1(s)k1(s)N                                  

elde edilir. Bu son eşitlikten aşağıdaki denklemler yazılabilir. 

a1
ˈ (s) = 1                                                 (3.2.6) 

a2
ˈ (s) = 0                                                 (3.2.7) 

             a1(s)k1(s) = 0                                                                          (3.2.8) 

Bu üç denklemden oluşan sistemin ortak çözümü araştırılırsa:  

(3.2.6) denkleminden c1 bir reel sabit olmak üzere  a1(s) = s + c1, 

(3.2.7) denkleminden c2 bir reel sabit olmak üzere  a2(s) = c2 

ve  (3.2.8) denkleminden k1(s) = 0 bulunur. 

Böylece aşağıdaki teorem verilebilir. 

Teorem 3.2.2: α Partially null eğri olsun. α eğri {T, B1} tarafından gerilen düzlemde olması için 

( Yani α eğrisinin s parametresine bağlı a1 ve a2 diferensiyellenebilir fonksiyonları için  

α(s) = a1(s)T + a2(s)B1 şeklinde yazılması ifade edilmektedir. ) 

c1 ve c2 birer reel sabit ve k1(s) = 0 olmak üzere 

 α(s) = (s + c1)T + c2B1    

şeklinde yazılabilir. 
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3.Durum : Partially null çatılı bir α eğrisinin {T, B2} tarafından gerilen alt uzayda kalması için 

şartlar araştırılacaktır. Bu durumda s parametresine bağlı a1 ve a2 diferensiyellenebilir 

fonksiyonları için  

                  α(s) = a1(s)T + a2(s)B2                                                                                           (3.2.9) 

yazılabilir. (3.2.9) denkleminde s’ye göre türev alınıp (3.2.1) Frenet denklemlerinde kullanılırsa 

 αˈ(s) = a1
ˈ (s)T + (a1(s)k1(s) - a2(s)ℇ2k2(s))N  + a2

ˈ (s)B2                                                                                           

elde edilir. Buradan 

 a1
ˈ (s) = 1                                                            (3.2.10) 

 a1(s)k1(s) - a2(s)ℇ2k2 = 0                     (3.2.11) 

 a2
ˈ (s) = 0                                                (3.2.12) 

bulunur. Bu üç denklemden oluşan sistemin ortak çözümü araştırılırsa: 

(3.2.10) denkleminden  c1  sıfırdan farklı bir reel sabit olmak üzere  a1(s) = s + c1,  

(3.2.12) denkleminden c2 bir reel  sabit olmak üzere  a2(s) = c2, 

(3.2.11) denkleminden ve yukarıda elde edilenlerden k1(s)  ≠ 0 ve k2 (s)  ≠ 0 olmak üzere 

 
k1(s) 

k2(s) 
 = 

ℇ2 c2

 s + c1
    

bulunur. 

Böylece aşağıdaki teorem verilebilir. 

Teorem 3.2.3  α Partially null eğrisi olsun. α eğrisinin {T, B2} tarafından gerilen düzlemde olması 

için  ( Yani α eğrisinin s parametresine bağlı a1 ve a2 diferensiyellenebilir fonksiyonları için  

α(s) = a1(s)T + a2(s) B2 şeklinde yazılması ifade edilmektedir. ) 

c1 sıfırdan farklı bir reel sabit ve c2 bir reel sabit olmak üzere k1(s)  ≠ 0 ,  k2 (s)  ≠ 0 ve  

 
k1(s) 

k2(s) 
 = 

ℇ2 c2

 s + c1
    

olmak üzere 

 α(s) = (s + c1)T + c2B2 

olmasıdır. 

4.Durum : Partially null çatılı bir α eğrisinin {N, B1} tarafından gerilen alt uzayda kalması için 

şartlar araştırılacaktır. Bu durumda s parametresine bağlı a1 ve a2 diferensiyellenebilir 

fonksiyonları için  

α(s) = a1(s)N + a2(s)B1         (3.2.13) 

yazılabilir. (3.2.13) denkleminde s’ye göre türev alınıp (3.2.1) Frenet denklemleri kullanılırsa 

 αˈ(s) = a1(s)k1(s)T + a1
ˈ (s)N + (a2

ˈ (s) + a1(s)k2(s)  

ve  buradan da 

 a1(s)k1(s) =1                                                                                                            (3.2.14) 

 a1
ˈ (s) = 0           (3.2.15) 
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  a2
ˈ (s) + a1(s)k2(s) = 0                                                                                  (3.2.16)         

elde edilir. Bu üç denklemden oluşan sistemin ortak çözümü araştırılırsa: 

(3.2.15) denkleminden  c1 sıfırdan faklı reel bir sabit olmak üzere  a1(s) =  c1, 

(3.2.14) denkleminden k1(s) = 
1

a1(s)
 = 

1

𝑐1
 

(3.2.16) denkleminden, yukarıda elde edilenlerden k1(s)   ≠ 0, k2 (s)  ≠ 0  ve c2 bir reel sabit 

olmak üzere   

              a2(s) =  -  ∫ c1k2 (s) + c2  =  -  ∫ 
k2 (s)

k1 (s)
 + c2   

bulunur. Böylece aşağıdaki teorem verilebilir. 

Teorem 3.2.4  α Partially null eğrisi olsun. α eğrisinin {N, B1} tarafından gerilen düzlemde olması 

için ( Yani α eğrisinin s parametresine bağlı a1 ve a2 diferensiyellenebilir fonksiyonları için  

α(s) = a1(s)N+ a2(s)B1 şeklinde yazılması ifade edilmektedir. ) 

k1(s) ≠ 0, k2 (s) ≠ 0 olmak üzere 

 α(s) = 
1

k1(s)
 N – ( ∫

k2(s)

k1(s)
𝑑s + c2 )B1  

şeklinde yazılmasıdır. 

5.Durum :  Partially null çatılı bir α eğrisinin {N, B2} tarafından gerilen alt uzayda kalması için 

şartlar araştırılacaktır. Bu durumda s parametresine bağlı a1 ve a2 diferensiyellenebilir 

fonksiyonları için  

α(s) = a1(s)N + a2(s)B2         (3.2.17) 

yazılabilir. (3.2.17) denkleminde s’ye göre türev alınıp (3.2.1) Frenet denklemleri kullanılırsa 

 αˈ(s) =a1(s)k1(s)T + (a1
ˈ (s) - a2(s)ℇ2k2(s))N + a1(s)k2(s)B1 + a2

ˈ (s)B2                

      

ve buradan da  

 a1(s)k1(s) = 1                                                                                                           (3.2.18) 

                a1(s)k2(s) = 0                                                                                                           (3.2.19) 

                a2
ˈ (s) = 0                                                                                              (3.2.20) 

  a1
ˈ (s) - a2(s)ℇ2k2(s)  = 0                           (3.2.21) 

elde edilir. Bu üç denklemden oluşan sistemin ortak çözümü araştırılırsa: 

(3.2.20) denkleminden c2 reel bir sabit olmak üzere  a2(s) = c2, 

(3.2.18) denkleminden k1(s) ≠ 0 olmak üzere  a1(s) = 
1

𝑘1(s) 
, 

(3.2.19) denkleminden k2(s) =  0 

ve (3.2.21) denkleminden c1 sıfırdan farklı reel bir sabit olmak üzere  a1(s) = c1 ve dolayısıyla  

𝑘1(s) = 
1

𝑐1 
 = sabit elde edilir. 

Böylece aşağıdaki teorem verilebilir. 



24 

Teorem 3.2.5  α Partially null eğrisi olsun. α eğrisinin {N, B2} tarafından gerilen düzlemde olması 

için  ( Yani α eğrisinin s parametresine bağlı a1 ve a2 diferensiyellenebilir fonksiyonları için   

α(s) = a1(s)N + a2(s)B2 şeklinde yazılması ifade edilmektedir. ) 

c1 sıfırdan farklı bir reel sabit ve c2 bir reel  sabit, k1(s)  ≠ 0 ve  k2 (s) = 0 olmak üzere  

 α(s) = c1N + c2B2  

formunda yazılmasıdır. 

6.Durum : Partially null çatılı bir α eğrisinin {B1, B2} tarafından gerilen alt uzayda kalması için 

şartlar araştırılacaktır. Bu durumda s parametresine bağlı a1 ve a2 diferensiyellenebilir 

fonksiyonları için  

α(s) = a1(s)B1 + a2(s)B2         (3.2.22) 

yazılabilir. (3.2.22) denkleminde s’ye göre türev alınıp (3.2.1) Frenet denklemleri kullanılırsa 

 𝛼 ˈ(s) = a1
ˈ (s)B1+  a2

ˈ (s)B2 − a2(s) ℇ2k2(s)N                                             

elde edilir. Bu son denklemden                           

a1
ˈ (s) = 0                                                                                                                       (3.2.23) 

a2
ˈ (s) = 0                                                                                                                      (3.2.24)                

a2(s)ℇ2k2(s) = 0                                                                                                         (3.2.25) 

eşitlikleri yazılabilir. Bu üç denklemden oluşan sistem çözülürse 

(3.2.23) denkleminden  c1 bir reel sabit olmak üzere  a1(s) = c1, 

(3.2.24) denkleminden  c2 bir reel sabit olmak üzere  a2(s) = c2, 

ve  (3.2.25) denklemi ile yukarıda bulunanlardan k2(s) = 0 bulunur. 

Böylece aşağıdaki teorem verilebilir. 

Teorem 3.2.6 α Partially null eğrisi olsun. α eğrisinin {B1, B2} tarafından gerilen düzlemde olması 

için ( Yani α eğrisinin s parametresine bağlı a1 ve a2 diferensiyellenebilir fonksiyonları için  

 α(s) = a1(s)B1 + a2(s)B2 şeklinde yazılması ifade edilmektedir. ) 

k2(s) = 0, c1 ve c2 birer reel sabit olmak üzere 

 α(s) = c1B1 + c2B2  

şeklinde yazılmasıdır. 

7.Durum : Partially null çatılı bir α eğrisinin {T, N, B1} tarafından gerilen alt uzayda kalması için 

şartlar araştırılacaktır. Bu durumda s parametresine bağlı a1, a2 ve a3 diferensiyellenebilir 

fonksiyonları için  

α(s) = a1(s)T + a2(s)N + a3(s)B1        (3.2.26) 

yazılabilir. (3.2.26) denkleminde s’ye göre türev alınıp (3.2.1) Frenet denklemleri kullanılırsa 

            αˈ(s) =(a1
ˈ (s) +a2(s)k1(s)) T + (a2

ˈ (s)+a1(s)k1(s)) N + (a3
ˈ (s)+a2(s)k2(s))B1   

ve buradan da                           
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a1
ˈ (s) +a2(s)k1(s) =  1                                                                                               (3.2.27)                   

a2
ˈ (s) + a1(s)k1(s) = 0                      (3.2.28)                   

a3
ˈ (s) + a2(s)k2(s)  = 0                                                                                              (3.2.29)       

elde edilir. Bu üç denklemden oluşan sistem çözülürse: k1(s) ≠ 0  ve  k2(s) ≠ 0   olmak üzere  

a2(s) ≠ 0   kabulü altında (3.2.27) denkleminden  c1 bir reel  sabit olmak üzere  

 a1(s) = 1 - ∫(a2(s)k1(s) + c1)𝑑𝑠 + 𝑐1 

ve (3.2.29) denkleminden  c3 bir reel  sabit olmak üzere  

 a3(s) = −∫(a2(s)k2(s))𝑑𝑠 + c3      

bulunur. Böylece aşağıdaki teorem verilebilir. 

Teorem 3.2.7  α  Partially null eğri olsun. α eğrisinin {T, N, B1} tarafından gerilen düzlemde  

( Yani α eğrisinin s parametresine bağlı a1 , a2 ve a3 diferensiyellenebilir fonksiyonları için   

α(s) = a1(s) T + a2(s) N + a3(s) B1  şeklinde yazılması ifade edilmektedir. ) 

ise k1(s) ≠ 0  ve  k2(s) ≠ 0   olmak üzere a2(s) ≠ 0   kabulü altında:  

                  α(s) = {1 - ∫(a2(s)k1(s) + c1)𝑑𝑠 + 𝑐1 } T + a2(s)N - {∫(a2(s)k2(s))𝑑𝑠 + c3 }B1   

formunda yazılır. 

8.Durum : Partially null çatılı bir α eğrisinin {T, N, B2} tarafından gerilen alt uzayda kalması için 

şartlar araştırılacaktır. Bu durumda s parametresine bağlı a1, a2  ve a3 diferensiyellenebilir 

fonksiyonları için  

α(s) = a1(s)T + a2N + a3(s)B2                     (3.2.30) 

yazılabilir. (3.2.23) denkleminde s’ye göre türev alınıp (3.2.1) Frenet denklemleri kullanılırsa 

αˈ(s) = (a1
ˈ (s) + a2(s)k1(s))T + (a2

ˈ (s) + a1(s)k1(s) - a3(s)ℇ2k2(s))N  + a2(s)k2(s) B1 + a3
ˈ (s)B2  

ve buradan                       

a1
ˈ (s) + a2(s)k1(s) =  1                       (3.2.31) 

a2
ˈ (s) + a1(s)k1(s) - a3(s)ℇ2k2(s) = 0                        (3.2.32)         

               a2(s)k2(s) = 0                                   (3.2.33) 

             a3
ˈ (s)  = 0                                   (3.2.34) 

elde edilir. Bu dört eşitlikten oluşan sistemin çözümü aşağıdaki gibi irdelenebilir. 

(3.2.34) eşitliğinden c3 bir reel sabit olmak üzere  a3(s) = c3, 

(3.2.33) eşitliğinin çözümü için üç farklı durumda incelenebilir. 

1.     Hȃl : a2(s) ≠ 0 ve k2(s) = 0 olması durumunda: 

 (3.2.31) den  k1(s) ≠ 0 ve  c1 bir reel sabit olmak üzere 

                   a1(s) =  𝑠 − ∫ ( a2(s)k1(s))𝑑𝑠 + c1  

şeklinde a2(s) cinsinden yazılabilir. 

            2.     Hȃl : a2(s) = 0 ve k2(s) ≠  0 olması durumunda  
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(3.2.31) den k1(s) ≠ 0 ve  c1 bir reel sabit olmak üzere    a1(s) =  c1, 

ve (3.2.32) den    k2(s) = 
c1

ℇ2c3
 k1(s) şeklinde yazılabilir. 

            3.     Hȃl : a2(s) = 0 ve k2(s) =  0 olması durumunda  

(3.2.31) den   c1 bir reel sabit olmak üzere    a1(s) =  s + c1, 

ve (3.2.32) den  ve yukarıdaki elde edilenden k1(s) = 0 bulunur. 

Böylece aşağıdaki teorem verilebilir. 

Teorem 3.2.8 α Partially null eğrisi olsun. α eğrisinin {T, N, B2} tarafından gerilen düzlemde 

olması için  ( Yani α eğrisinin s parametresine bağlı a1 , a2 ve a3 diferensiyellenebilir fonksiyonları 

için  α(s) = a1(s)T + a2(s)N + a3(s)B2 şeklinde yazılması ifade edilmektedir. ) 

1.   Hȃl : a2(s) ≠ 0, k2(s) = 0,  k1(s) ≠ 0 , c1 bir reel sabit ve c3 sıfırdan farklı birer reel  

sabit olmak üzere 

                    α(s) = {𝑠 − ∫ ( a2(s)k1(s))𝑑𝑠 + c1 }T + a2(s)N + c3B2 

şeklinde a2(s) cinsinden yazılabilir. 

2.   Hȃl : a2(s) = 0, k2(s) ≠  0,  k1(s) ≠ 0 ve  c1 bir reel sabit ve c3 sıfırdan farklı birer  

reel sabit olmak üzere  

                  k2(s) = 
c1

ℇ2c3
 k1(s)  

olup 

                   α(s) =c1 T +  c3 B2 

şeklinde yazılabilir. 

3.   Hȃl : a2(s) = k2(s) = k1(s) = 0, c1 bir reel sabit ve c3 sıfırdan farklı birer reel sabit  

olmak üzere 

                   α(s) =( s +  c1)T +  c3B2 

şeklinde yazılır. 

9.Durum : Partially null çatılı bir α eğrisinin {T, B1, B2} tarafından gerilen alt uzayda kalması için 

şartlar araştırılacaktır. Bu durumda s parametresine bağlı a1, a2  ve a3 diferensiyellenebilir 

fonksiyonları için  

   α(s) = a1(s)T + a2(s)B1 + a3(s)B2        (3.2.35) 

yazılabilir. (3.2.35) denkleminde s’ye göre türev alınıp (3.2.1) Frenet denklemleri kullanılırsa 

αˈ(s) = a1
ˈ (s)T + (a1(s) k1(s) - a3(s)ℇ2k2(s))N +a2

ˈ (s) )B1 + a3
ˈ (s)B2 

ve buradan 

 a1
ˈ (s)  = 1                                                                                                                    (3.2.36) 

 a1(s) k1(s)- a3(s)ℇ2k2(s) = 0         (3.2.37) 
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 a2
ˈ (s) = 0                                                                                                          (3.2.38)

 a3
ˈ (s) = 0                                                                                                                     (3.2.39) 

elde edilir. Bu dört eşitlikten oluşan sistemin çözümü aşağıdaki gibi yapılabilir. 

(3.2.36) eşitliğinden c1 sıfırdan farklı reel sabit olmak üzere    a1(s) = s + c1, 

(3.2.38) eşitliğinden c2 bir reel sabit olmak üzere    a2(s) =  c2, 

(3.2.39) eşitliğinden c3 bir reel sabit olmak üzere    a3(s) =  c3, 

ve (3.2.37) eşitliğinden k2 (s) ≠ 0 olmak üzere  

                           
k1(s)

k2(s)
 = 

ℇ2c2

s+  c1
  

elde edilir. 

Böylece aşağıdaki teorem verilebilir. 

Teorem 3.2.9 α Partially null eğrisi olsun. α eğrisinin {T, B1, B2} tarafından gerilen düzlemde 

olması için  ( Yani α eğrisinin s parametresine bağlı a1 , a2 ve a3 diferensiyellenebilir fonksiyonları 

için   α(s) = a1(s)T + a2(s)B1 + a3(s)B2  şeklinde yazılması ifade edilmektedir. ) 

c1 sıfırdan farklı bir reel sabit, c2 ve c3 birer reel sabit, k2 (s) ≠ 0 ve   

                           
k1(s)

k2(s)
 = 

ℇ2c2

s+  c1
  

olmak üzere 

α(s) = ( s + c1)T +𝑐2B1+ c3B2  

şeklinde yazılmalıdır. 

10.Durum : Partially null çatılı bir α eğrisinin {N, B1, B2} tarafından gerilen alt uzayda kalması 

için şartlar araştırılacaktır. Bu durumda s parametresine bağlı a1, a2  ve a3 diferensiyellenebilir 

fonksiyonları için  

α(s) = a1(s)N + a2(s)B1 + a3(s)B2        (3.2.40) 

yazılabilir. (3.2.40) denkleminde s’ye göre türev alınıp (3.2.1) Frenet denklemleri kullanılırsa 

αˈ(s) = a1
ˈ (s) k1(s)T + (a1

ˈ (s) - a3(s)ℇ2k2(s))N + ( a2
ˈ (s)+a1(s)k1(s))B1+ a3

ˈ (𝑠)B2        

ve buradan  

a1
ˈ (s) k1(s)  = 1                                               (3.2.41) 

a1
ˈ (s) - a3(s)ℇ2k2(s) = 0                     (3.2.42) 

a2
ˈ (s) + a1(s)k2(s) = 0                      (3.2.43) 

 a3
ˈ (𝑠) = 0                                                                     (3.2.44) 

elde edilir. Bu dört denklemin ortak çözümü aşağıdaki şekilde yapılır. 

(3.2.41) denklemlerinden k1(s) ≠ 0 olmak üzere   a1(𝑠) =
1

𝑘1(𝑠)
, 

(3.2.44) denklemlerinden c3 bir reel sabit olmak üzere a3(s) = c3 , 

ve (3.2.43) denklemlerinden c2 bir reel sabit olmak üzere a2(s) = −∫
𝑘2(𝑠)

𝑘1(𝑠)
ds +  c2 
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elde edilir.  

Böylece aşağıdaki teorem verilebilir. 

Teorem 3.2.10 α Partially null eğrisi olsun. α eğrisinin {N, B1, B2} tarafından gerilen düzlemde 

olması için  ( Yani α eğrisinin s parametresine bağlı a1 , a2 ve a3 diferensiyellenebilir fonksiyonları 

için  α(s) = a1(s)N + a2(s)B1 + a3(s)B2  şeklinde yazılması ifade edilmektedir. ) 

k1(s) ≠  0 , c2 ve  c3 bir reel sabit olmak üzere 

                  α(s) = 
1

𝑘1(𝑠)
 N -  {∫

𝑘2(𝑠)

𝑘1(𝑠)
ds +  c2 }B1 + c3B2   

bulunur. 



4. SONUÇLAR 

Bu yüksek lisans tezinde Akgun M. A [1] nün Minkowski Uzayında spacelike, timelike ve 

Cartan eğrilerin alt uzaylarda kalma ve Ovalıoğlu, E. [24] nin 1-indeksli Yarı-Öklidyen Uzayında 

Pseudo null, Partially null ve null eğrilerin alt uzaylarında yatıp yatmadığına göre 

sınıflandırılmasının yapıldığı tezlerindeki yöntem kullanılarak 2-indeksli 4-boyutlu Yarı-Öklidyen 

Uzayında Pseudo null, Partially null eğrilerin alt uzaylarda kalması için şartlar araştırılmıştır.  

Bu çalışma özellikle aşağıdaki iki bakış açısı göz önünde bulundurularak  inşa edilmiştir. 

1) 2-indeksli 4-boyutlu Yarı-Öklidyen Uzayında teorilerde Pseudo null ve Partially null 

eğrilerin alt uzaylarda olması için gerek şartların ne olduğuna bakılmış, eğrilerin alt 

uzayda yatıp yatmadığından ziyade eğer yatıyorsa hangi şartlar olmalıdır sorusunu 

cevabı aranmıştır. 

2)  Ovalıoğlu, E. [24] deki 1-indeksli Yarı-Öklidyen Uzayında Pseudo null ve Partially 

null eğrilerin karakterizasyonu verirken 

a) Pseudo null eğrilerin birinci eğriligi k1(s)  =  1 alarak  

b) Partially null eğrilerin üçüncü eğriliğinin k3(s)  ≠   0 alarak teoriler inşa etmiştir.  

             Oysa bu çalışmada 2-indeksli 4-boyutlu Yarı-Öklidyen Uzayında Pseudo null ve Partially 

null eğrilerin karakterizasyonu verilirken tüm muhtemel durumlar göz önüne alınarak; 

a) Pseudo null eğrilerin birinci eğriligi k1(s)  =  0 ve k1(s)  =  1  olması ihtimali  

b) Partially null eğrilerin üçüncü eğriliginin k3(s)  =  0 olması durumlarına 

 göre teoriler ifade ve ispat edilmiştir.  

Sonuç olarak bu tezi yapılan diğer tezlerden farklı kılan özelliği: 2-indeksli 4-boyutlu Yarı-

Öklidyen Uzayında Pseudo null ( k1(s) =  0 ve k1(s) = 1 olması durumları dahil)  ve Partially null 

eğrilerin ( k3(s) = 0  olması durumunda)    Frenet çatısının alt uzaylarında olması için hangi şartları 

sağlaması gerektiğini tüm muhtemel sonuçlara göre incelemesidir. 
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