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OzET

2-Indeksli 4-Boyutlu Semi-Oklid Uzayinda Egriler
Merve ASLAN
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Ocak 2021, Sayfa: ix +31

Bu ¢alismada 2-indeksli 4-Boyutlu Semi-Oklidyen uzayinda Pseudo Null ve Partially Null egriler
iizerine galigilmistir.
Pseudo Null ve Partially Null egrilerin baz alt uzaylarda kalmas: igin karakterizasyonlar ifade ve ispat

edilmistir.

Anahtar Kelimeler: 2-indeksli 4-Boyutlu Semi-Oklidyen uzay, Pseudo Null egri, Partially Null egri
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ABSTRACT
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In this study, Pseudo Null and Partially Null curves in 2-Index 4-Dimensional Semi-Euclidean space are

studied.
The characterizations for the Pseudo Null and Partially Null curves to remain in some subspaces have been

expressed and proven.
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1. GiRis

Geometrinin baslangic1 insanligm var oldugu giinden itibarendir. insanoglu dogada
gordiigii canli ve cansiz nesnelerin sekillerini taslar ve duvarlar iizerine cizerek geometrik
modellemenin temelini atmistir. Siiregelen tarih igerisinde de gordiiklerini veya tasarladiklar
nesnelerin modellerini tas ve agagtan yapmislardir. Daha sonra insanoglunun dl¢lim ihtiyacini
karsilamak i¢in bir takim objelerin (nokta, dogru, iiggen vs.) tanimlanmasiyla gelismeye devam
etmistir.

Oklid’in geometriye duydugu ilginin sonucu kattigi aksiyomlar temel taglar1 yerine
oturtmustur. Oklid’ten sonra bu aksiyomlar daha da ilerleyerek giiniimiize kadar gelmistir.

Giiniimiizde Oklid Geometrisi 6zellikle de egriler teorisi geometricilerin galisma alani
olmustur. Egriler teorisinde 6zellikle bir egri boyunca elde edilen Serret — Frenet denklemleri ve

bundan olusan egriliklerden ok &nemli karakterizasyonlar literatiirde yer almaktadir. Ozellikle 3
— boyutlu Oklid uzayinda bir egrinin k egriligi ve 7 burulmasi egri boyunca sabit olmay1p fakat lf

oraninin sabit ise egriye HELIS olarak adlandirmanin yam sira oldukca giiclii teorileri de
geometriye katmistir.

Helislerle ilgili ¢alismalar 4 — boyutlu ve n — boyutlu uzaylara genisletilmistir 3, 4, 9, 11,
17,19, 21, 25, 26].

Bir yandan Oklid geometrisinde egriler teorisi insa edilirken, diger yandan Semi — Riemann
geometrinin [23] temelinin atilmasi ile geometride birgok kavramin tanimlanmasi ve teorilerin
ispatlanmasi i¢in yeni kapilar agilmustir.

Ozellikle Semi — Riemann geometrinin indeksinin bir olarak alindigi ve Lorentz uzay1
olarak adlandirilan konumunda egriler iizerinde oldukga fazla ¢alisma yapilmistir [5, 7, 12, 13, 20,
22]. Lorentz uzayinin yapisindan kaynaklanan timelike, spacelike ve null egriler olarak
cesitlendirilen egriler teorisi de Oklid uzayinda bulunan teorilerin bu egri ¢esitlerine uygulanmasina
ve ¢cok daha zengin teorilerin ispatlanmasina olanak saglamistir. Bu egrilerden timelike ve spacelike
egriler oldukga pratik sonuclar verirken null egriler birtakim kisitlamalar altinda yeni teorileri
olustursa da bu alanda da giizel ¢alismalar yapilmistir [8, 10, 18]

Ozellikle 4 — boyutlu Lorentz uzayinda Cartan, Pseudo null ve Partially null egriler
tanimlanmig bunlar tizerinde Bertrand egri, alt uzaylarda kalma bagintilar1 ve helisler gibi teoriler
incelenmistir.

Indeksin birden farkli oldugu Semi — Riemann uzaylarinda da timelike, spacelike ve null
egrilerin ¢alistig1 bir¢ok eser vardir. Son yillarda 4 — boyutlu ve 2 — indeksli Semi — Riemann

uzaylarda egriler teorisinin uygulandigi bir alan olmustur. Bu alanda timelike ve spacelike egrilerin



teorileri inga edilirken null egrilerin olusturdugu sikintili durumlardan &tiiri Pseudo null ve
Partially null egrileri tanimlanarak bunlar tizerinde yeni teoriler kurulmustur 2, 6, 14, 15].

Bu calismada; 6zellikle [1] tarafindan 4 — boyutlu Lorentz uzayinda Cartan null, timelike,
spacelike egriler ile 4 — boyutlu ve 2 — indeksli Minkowski uzaymda Cartan null egrilerin alt
uzaylarda kalma bagmtilarma benzer olarak; 2 — indeksli 4 — boyutlu Semi — Oklidyen uzayinda

Pseudo null ve Partially null egrilerin alt uzaylarda kalma bagintilar1 incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde c¢alismaya esas olan tanimlar verilecektir.
Tamim 2.1. V, bir reel vektor uzayi olsun. g: VX V — R donilisimii VabeR veVu,v,we v
i¢in

i.g(u,v)=g(v,u) (Simetri Ozelligi)

i. g(au+bv,w)y=aguw)+bg(v,w) (Bilineerlik Ozelligi)

guav+bw)=ag(,v)+bg(u,w)

ozelliklerine sahip ise g doniisiimiine V reel vektor uzayi izerinde simetrik bilineer form denir [23].
Tanim 2.2. V reel vektor uzayi tizerinde bir simetrik bilineer form g olsun.

i.Vvevvev# Oicin g (v,V)>0iseg’ye pozitif tanimli,

ii.vvevvev# Oigin  g(v,Vv)<O0ise g’ye negatif tanimli,

iii.vvevvev# Oigin g(v,V)=>0iseg’ye yari- pozitif tanimli,

iv.vvevvev# Oigin g(v,V)<0iseg’ye yari- negatif taniml denir [23].
Tanim 2.3. Vreel vektor uzayive g: V. x vV — R bir simetrik bilineer form olsun.

i. g’nin non-dejenere olmasi igin gerek ve yeter sart VvV € Vve U € V igin

g(u,v)=0ikenu=0,

ii. g’nin dejenere olmasi i¢in gerek ve yeter sart Vv € Vve Uu € V icin

g (u,v)=0iken u # 0 olmasidir [23].
Tanim 2.4. V reel vektor uzay1ve g: V. x vV — R bir simetrik bilineer form olsun. g’nin negatif
taniml1 oldugu, en biiyiikk boyutlu W c vV alt uzaymn boyutuna, g’nin indeksi denir ve v ile
gosterilir ve 0 <v <boyVvdir [23].
Tamm 2.5. M bir C* manifold olsun. P € M noktasindaki tanjant uzay1 T,M olmak iizere

() p: TopMXTM — R
(Kp, Yp) = (X, Y} [p=(Xp, Yo

bi¢ciminde taniml1 sabit indeksli, simetrik, bilineer, non-dejenere (0,2) tensor alanina M {izerinde

bir metrik tensor denir [23].

Tamim 2.6. Her u = (uq, u,,..., uy), V= (vq, v5,..., V) € EMi¢in

(,)Y: E"xE" » R
oyle ki



v n

(u, v) =—Zuivi+ z U v;

i=1 i=v+1
bi¢giminde tanimlanan skaler ¢arpimin belirttigi metrikle birlikte E™ manifolduna n-boyutlu v
indeksli Semi- Oklidyen (yar1-Oklid) uzay: denir ve EI* veya R ile gosterilir [23].
Bu calisma 2 indeksli 4- boyutlu Semi-Oklidyen uzay iizerinde yapilacag: i¢in simdi onu

da tanimlayalim.
Tanum 2.7. Her u = (uy, Uy, Uz, Uy), V= (1, Vo, v3 1,) € E* igin

(,):E"xE" - R
oyle ki
(Wv)=—uy vy — Uy Uy + Uz V3 + ULV,
biciminde tanimlanan skaler ¢arpimin belirtti§i metrikle birlikte E* manifolduna 4-boyutlu 2

indeksli Semi- Oklidyen (yar1-Oklid) uzay: denir ve Ey veya R; ile gosterilir [23].

Tanmim 2.8. M Semi- Oklidyen manifoldu ve (, ) de M iistiinde bir metrik tensor olsun. Bu durumda

M de bir v tanjant vektorii igin,

i.(v,v) >0veyav = 0 ise v vektoriine spacelike vektor,
ii. (v,v) <0iseV vektoriine timelike vektor,

iii. (v,v) = 0 ve v #0 ise, v vektoriine null vektor denir [23].

Tammm 2.9. ICR bir acik aralik olmak iizere o: I—>R; seklinde diferensiyellenebilir (C®
sinifindan) bir a déniisiimiine R7 de bir egri adi verilir [23].
Tamm 2.10. @ = @(s), Ry 4-boyutlu 2 indeksli Semi- Oklidyen uzayinda bir diferensiyellenebilir
egri olsun.
Vs el C Rigin @ egrisinin hiz vektorii @’ (s) bir spacelike, timelike veya null vektor ise
a = a(s) egrisine, sirasiyla spacelike, timelike veya null egri ad1 verilir
Yada
i(a'(s),a'(s)) > 0 veyaa'(s)=0ise a(s) egrisine spacelike egri,
ii. (@'(s),a’'(s)) < Oise a(s) egrisine timelike egri,
iii. (@'(s),a’(s)) =0ise a(s) egrisine null egri denir [23].
Tamm 2.11. Birim hizli bir @ egrisinin her bir s noktasinda T)(S) teget, ﬁ(s) asli normal, §1 (s)
birinci binormal ve B,(s) ikinci binormal vektdrlerinden olusan bir { T(s), N(s), B;(s), B2(s) }

ortonormal koordinat sistemi vardir.



Bu {T)(s), N(s), B;(s), B, (s) } dértliisiine hareketli dortyiizlii ya da Frenet Catist denir
[23].

Bu ¢alisma boyunca kisaligin hatir1 i¢in

T =T(s), N = N(s), B; = B;(s) ve B, = B,(s)

gosterimini kullanacagiz.



3. 2-INDESLi 4-BoYUTLU SEMI-OKLIiDYEN UZAYINDA BAZI
EGRILERIN KARAKTERIZASYONLARI

Bu boéliimde Pseudo Null ve Partially Null egrilerin bazi alt uzaylarda kalmasi igin
karakterizasyonlar ifade ve ispat edilmistir.

3.1. Rj Uzayinda Pseudo Null Egrilerinin Baz1 Alt Uzaylarda Kalmas1 i¢in
Karakterizasyonlar

Bu boliimde R7 uzaymin bazi alt uzaylarda kalan Pseudo gatili null egrilerin bazi

karekterizasyonlari incelenecektir.
R5 uzayinda o egrisi boyunca hareket eden ve sirasiyla teget, asli normal, birinci binormal
ve ikinci binormal vektor alanlarindan olusan bir ortonormal ¢at1 {T, N, B1, Bo}olmak tizere
VeT =T =k, (s)N
VeN =N =k,(s)B; (3.1.1)
ViB; =By =k3(s)N - €5k, (s)B;

VB, = Blz =- &1k (s)T - E5k3(s)By

ile verilen Frenet catisisin1 gzoniine alalim. Bu taktirde o null egrisi Pseudo null ¢atili bir egri

olarak adlandirilir ve burada T = o (s) dir ve T, N, B1, B, karsilikli ortogonal vektorleri ise
(T, T)=€,,(B1B1)=¢, ,
(N,N)=<B2‘B2>=<T,N)=(T, Bl>=(T, Bz)Z(N‘B1>=<B2,B2)=O
(NyBZ) = 1 ) 8182 = '1
denklemlerini saglar.
Burada k, (s), k,(s) ve k3 (s) ifadeleri o egrisinin sirasiyla birinci, ikinci ve iglincii egriligi
olarak adlandirilir.

a egrisi bir dogru ise k;(s) = 0 ve diger durumlarda (ki bu halleri genel egri olarak
adlandiracagiz ) kq(s) =1 dir [27].



1.Durum: Oncelikle Pseudo null ¢atili bir null « egrisinin {T, N} tarafindan gerilen alt uzayda

kalmasi i¢in sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagli a, ve a, diferensiyellenebilir

fonksiyonlari i¢in

a(s) =a; ()T +a(S)N

(3.1.2)

yazilabilir. (3.1.2) denkleminde s’ ye gore tiirev alinip (3.1.1) Frenet denklemleri kullanilirsa

@' () = ay(8)T + (az(s) + a1 (5)ky ()N + a (s)k, (s)Bs
elde edilir. Bu (3.1.3) esitliginden

a;(s) =1

(a5(5) + a1 (5)ky(s)) = 0

az(s)kz(s) =0
denklemler yazilabilir.

1. Hal: aegrisibir dogru ise k4 (s) = 0 olacagindan

(3.1.4) 1n ilk denkleminden c, bir reel sabit olmak tizere
a,(8)=s+¢

ve (3.1.4) iin ikinci denkleminden c, bir reel sabit olmak tizere
az(s) = ¢,

ve (3.1.4) iin son denkleminden
k,(s) =0

elde edilir.

2. Hal: «egrisi bir genel egri (yani dogru degilse) k; (s) = 1 olacagindan

(3.1.4) 1n ilk denkleminden c, bir reel sabit olmak tizere
a1(8) =s+cq
ve (3.1.4) iin ikinci denkleminden c, bir reel sabit olmak tizere
ay(s) = —%— s +cy
ve (3.1.4) iin son denkleminden
k,(s) =0

elde edilir.

(3.1.3)

(3.1.4)

3. Hal:(3.1.4) denklem sisteminin {iglinciisiinde a,(S) = 0 ve k,(s) # 0 oldugu goz oniine

alinirsa;

(3.1.4)’tin birinci denkleminden ¢, bir reel sabit olmak tizere
a,(8)=s+c

ve (3.1.4)’1in ikinci denkleminden
k,(s) =0

bulunur.



Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1.1: a, Pseudo null egrisi olsun. a egrisinin {T, N} tarafindan gerilen diizlemde ( Yani
a egrisinin s parametresine bagli a; ve a, diferensiyellenebilir fonksiyonlari i¢in

a(s) =a;(s)T + a,(S)N seklinde yazilmasi ifade edilmektedir. )

olmas1 durumunda:

1. Hal: aegrisi bir dogru ise, k,(s) =0, c; Ve c, birer reel sabit olmak tizere

a(s) = ¢;T+¢;N
seklinde
2. Hal: abir genel egri k,(s) =0, ¢; Ve c, birer reel sabit olmak iizere
a(s) =(s+c)T+ (—%—cls+c2)N
3. Hal: k,(s) #0ve, ky(s) =0 oldugu durumda a; (S) =s + c; Ve a,(s) = 0 olacagindan
a(s)=(s+c)T
seklinde yazilabilir.
Not: (3.1.4) denklem sisteminin {giinciisiinde a,(S) = k,(s) = 0 olmasi durumunda da egri 3.
haldeki gibi yazilir.
2.Durum : Pseudo null ¢atili bir null egrisinin {T, B1} tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi igin
sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagli a; ve a, diferensiyellenebilir

fonksiyonlari igin

a(s) =a;(5)T +a,(s)B1 (3.1.5)
yazilabilir. (3.1.5) denkleminde s’ye gore tiirev almnip (3.1.1) Frenet denklemlerinde kullanilirsa
a'(s) = a1 ()T + (a1 ()ky(s) + az(s)k3(s))N+ az(s)B1- az(5)€-k,(5)Bo (3.1.6)
elde edilir. Bu son esitlikten asagidaki denklemler yazilabilir.
a(s)=1 (3.1.7)
a1 (k1 (s) +az(s)ks(s) =0 (3.1.8)
a,(s)=0 (3.1.9)
a,(s)€,k,(s) =0 (3.1.10)

(3.1.7) ifadesinden c, bir reel sabit olmak iizere a;(S) =s + ¢4,
(3.1.9) ifadesinden c, sifirdan farkli bir reel sabit olmak iizere a,(S) = ¢, ,
(3.1.10) ifadesinden k,(s) = 0 ve

(3.1.8) ifadesinden k; (s) = 1 alinirsa (« bir genel egri) ve k3 (s) = — S:—CI bulunur.

2

Bdylece su teorem verilebilir.
Teorem 3.1.2. a Pseudo null egri olsun. a egrisi {T, B1} tarafindan gerilen diizlemde ( Yani a
egrisinin s parametresine bagli a; ve a, diferensiyellenebilir fonksiyonlar i¢in

a(s) =a;(S)T + a,(s)B: seklinde yazilmasi ifade edilmektedir. )



ise

sS+cq

1. Hal: k; (s) = 1 (yani genel egri ise), k,(s) =0veks (s) = —

olup ¢, bir

reel sabit ve c,sifirdan farkl bir reel sabit olmak {izere

a(s) =(s+cy)T+c,B1
seklinde
2. Hal:k; (s) =k, (s) = ks (s) = 0ise c; bir reel sabit ve c, sifirdan farkli bir reel

sabit olmak tizere

a(s) =(s+cy)T+c,B1
seklinde yazilabilir.
3.Durum : Pseudo null ¢atili bir a egrisinin {T, B,} tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi igin
sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagli a; ve a, diferensiyellenebilir
fonksiyonlar i¢in

a(s) =a;(s)T +a,(s)B, (3.1.11)
yazilabilir. (3.1.11) denkleminde s’ye gore tiirev alinip (3.1.1) Frenet denklemlerinde kullanilirsa

a'(s) = (a1(5) - az()€1Kk1 ()T + a1 ($)ky ()N + a,(s)B2 - a,(5)€;k3(s)By

elde edilir. Buradan

a1(s) - a,(s)€1kq1(s) = 1

a;(s)k4(s) =0 (3.1.12)

a,(s)=0

ay(s)€2ks(s) =0
denklemleri yazilabilir. Boylece
(3.1.12) ifadesinin tigiincii denkleminden c, bir reel sabit olmak tizere a,(S) = c,,
(3.1.12) ifadesinin doérdiincii denkleminden k5(s) =0,
(3.1.12) ifadesinin ikinci denkleminden

a) k,(s) =0 ise (3.1.12) ifadesinin birinci denkleminden c; bir reel sabit olmak iizere
a;(s) =s+cy,
b) ky(s) =1ise a;(s) = 0ve budurumda (3.1.12) ifadesinin birinci denkleminden

0zel olarak a,(S) = c, = —1 segilebilir.
Boylece su teorem verilebilir.
Teorem 3.1.3 o Pseudo null egri olsun. o egrisi {T, B2} tarafindan gerilen diizlemde
('Yani a egrisinin s parametresine bagli a; ve a, diferensiyellenebilir fonksiyonlar1 i¢in
a(s) = a;(S)T + a,(s)B: seklinde yazilmasi ifade edilmektedir. )

ise ¢, bir reel sabit olmak tizere a,(S) = ¢, ve K3(s) = 0 olmak {izere



a) aegrisi bir dogru c; ve c, birer reel sabit olmak iizere

a(s) =(s+cy)T +c,Bo
seklinde

b) a egrisi bir genel egri ise 6zel olarak a,(S) = c; = —1 se¢imi ile

a(s) =-B»
seklinde yazilabilir.
4.Durum : Pseudo null ¢atili bir a egrisinin {N, B;} tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi i¢in
sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagli a; ve a, diferensiyellenebilir
fonksiyonlar i¢in
a(s) =a;(S)N + a,(s)B; (3.1.13)
yazilabilir. (3.1.13) denkleminde s’ye gore tiirev alinip (3.1.1) Frenet denklemleri kullanilirsa
a (s) = (a3 (s)+ az()k3($)IN + (az(s) + a1 ()kz())B1 - a5(s)€,k,(5)B,
ve buradan
a; (5)+ az(s)ks(s) = 0
a,(s) +a1(s)k,(s) =0 (3.1.14)
az(s)€zk,(s) =0
bulunur. (3.1.14) iin son denkleminden

1.Hal: a,(s)=0vek,(s) #0
2.Hal: a,(s) #0vek,(s) =0
3.Hil: a,(s) =0vek,(s)=0

oldugu goriiliir. Bu ifadelerden:

1.Halde a,(s) =0 ve k,(s) # 0 ise (3.1.14) denklemlerinin ikincisinden c, bir reel sabit
ve k;(s) # 0 olmak lizere a,(s) = c, elde edilir.

2.Halde a,(s) # 0 ve k,(s) =0 ise (3.1.14) denklemlerinin ikincisinden c, bir reel sabit
olmak iizere a,(S) = c, ve

a,(s) = - [ c;k3(s)ds + ¢

seklinde yazilabilir.

3.Halde a,(s) = 0 ve k,(s) = 0 ise c; bir reel sabit olmak tlizere a,(S) = c¢; bulunur.
Boylece su teorem verilebilir.
Teorem 3.1.4 o Pseudo null egri olsun. o egri {N, B1} tarafindan gerilen diizlemde ( Yani a
egrisinin s parametresine bagli a; ve a, diferensiyellenebilir fonksiyonlar i¢in

a(s) = a;(S)N+ a,(s)B1 seklinde yazilmasi ifade edilmektedir. )
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ise
1. Hal:a,(s)=0,k,(s) #0 veks(s) # 0isec, vec, birer reel sabit olmak tizere
a(s) = ¢N
seklinde

2. Hal:a,(s) # 0vek,(s) =0ise c; ve c, birer reel sabit olmak tizere

a(s) ={- [ k3(s) (s +c;) ds +c; IN+ (s +c;)B;
seklinde ve

3. Hal: a,(s) = 0vek,(s) =0 ise c; bir reel sabit olmak lizere

a(s)= ¢ N

seklinde yazilabilir.
5.Durum : Pseudo null c¢atili bir a egrisinin {N, B>} tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi igin
sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagli a; ve a, diferensiyellenebilir
fonksiyonlari i¢in

a(s) =a;(S)N + a,(s)B, (3.1.15)
yazilabilir. (3.1.15) denkleminde s’ye gore tiirev alinip (3.1.1) Frenet denklemleri kullanilirsa

@ (s) = - ap()€1k1 ()T + a;N +(ay ()k(s) — E2K3(s)az(s))By + a,(s)B,  (3.1.16)
elde edilir. Bu son esitlikten asagidaki denklemler yazilabilir.

-a,(8)€1k;(s)=1

a;(s)=0 (3.1.17)
a1 (s)kz(s) — €;k3(s)az(s) =0
a,(s)=0

(3.1.17) esitliklerinin ikinci ve ikinci ifadelerinden c; sifirdan farkli bir reel sabit ve c, reel sabit
olmak tizere a;(s) =cq ve a,(s) =c, elde edilir.

Boylece (3.1.17) esitliklerinin birincisinden k4 (s) # 0 olacagindan o egrisi genel bir egri olup

-1 .

a(s) = O = — &, = sabit (3.1.18)
ve

ka(s) _ —€,€4 _ .

e o sabit (3.1.19)
elde edilir.

Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1.5. a Pseudo null egri olsun. a egrisi genel bir egri ise {N, B} tarafindan gerilen
diizlemde ( Yani o egrisinin s parametresine bagh a; ve a, diferensiyellenebilir fonksiyonlari i¢in
a(s) = a;(S)N + a,(s)Bz seklinde yazilmasi ifade edilmektedir.) olmasi i¢in ¢, sifirdan farkli bir

reel sabit ve c, bir reel sabit olmak tizere
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a(s) =c¢;N +c;B,
ve

k;(s) # 0 bir reel sabit ve iZ(S; = sabit

3(s
olmasidur.
6. Durum : Pseudo null ¢atili bir a egrisinin {B1, B>} tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi igin
sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagli a; ve a, diferensiyellenebilir
fonksiyonlari i¢in

a(s) = a;(s)B; +a,(s)B, (3.1.20)
yazilabilir. (3.1.20) denkleminde s’ye gore tiirev alinip (3.1.1) Frenet denklemleri kullanilirsa

a'(8) = - a,() €1k, (S)T+ a;(5)k3 (S)N + (a1 (s) — a,(5)E,k5(5))By + (a5(s) — a;(s)€1k,(5))B,

(3.1.21)

elde edilir. Buradan

—1—a,(s)€ky(s)=0

a1(s) k3(s) =0

a;(s) — a,(s)E,ks(s) =0 (3.1.21);

alz (s) —ai(s)€1ky(s) =0
elde edilir. (3.1.21); denklemlerinin ikincisinden

1. Hal : a;(s) = 0 veya k3(s) # 0 olabilir. Bu durumda (3.1.21); denklemlerinin
tiglinciistinden a, (s) = 0 bulunur. a egrisi {B1, B2} ile gerilen alt uzayda yatmaz.

2. Hal : a;(s) #0 veya kz(s) = 0 olabilir. Bu durumda (3.1.21): denklemlerinin

tglinciistinden a;(s) = ¢; = sabit bulunur. Ayrica (3.1.21); denklemlerinin birincisinden
-1
€1Kq(s)

a,(s) = —1 elde edilir. Bunlara ilaveten (3.1.21); denklemlerinin dérdiinciisiinden k,(s) = 0

ay(s) = olacagindan k; (s) # 0 olmak zorunda kalir ki a egrisi genel bir egri  olup

oldugu goriiliir.
3. Hal:a;(s)=0veya ks(s) =0 olabilir. Bu durumda (3.1.21); denklemlerinin
dordiinciistinden a,(s) = sabit = ¢, bulunur. Boylece (3.1.21): denklemlerinin birincisinden

-1
€1kq(s)

ay(s) = olacagindan k (s) # 0 olmak zorunda kalir ki o egrisi genel bir egridir ve a,(s) =

—1 dir.

Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1.6 a Pseudo null egri olsun. o egrisi genel bir egri ise { B, Bz} tarafindan gerilen
diizlemde ( Yani a egrisinin s parametresine bagli a; ve a, diferensiyellenebilir fonksiyonlari igin
a(s) = a;(s)Bi1 + a,(s)B: seklinde yazilmasi ifade edilmektedir. )

olmasi i¢in
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1. Hal: a;(s) = 0 veya k;(s) # 0 secilirse a,(s) = 0 olacagindan a egrisi {B1, B2} ile
gerilen alt uzayda yatmaz.

2. Hal: a;(s) # 0 veya k;(s) = 0 secilirse a egrisi genel bir egri olmak tizere a;(s) =
c; #0ve ay(s) = —&; ve ky,(s) = 0 elde edilir ki bu durumda a egrisi

a(s) =c1B; - By

seklinde yazilabilir.

3. Hal: a;(s) = 0veyaks(s) = 0 segilirse a egrisi genel bir egri olmak tizere a,(s) =
—1 olacagindan a egrisi

a(s) = -€,B;
seklinde yazilabilir.
7.Durum : Pseudo null gatili bir a egrisinin {T, N, B1} tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi i¢in
sartlar aragtirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagli a;, a, ve aj diferensiyellenebilir
fonksiyonlari i¢in

a(s) =a;(S)T +a,(S)N + a3(s)B; (3.1.22)

yazilabilir. (3.1.22) denkleminde s’ye gore tiirev alinip (3.1.1) Frenet denklemleri kullanilirsa

a'(s) = a; ()T + (az(s)+as (S)ky (s)+az(5)kz (s))N + (az(s)+ay(s)k,(s))Bs- a3(s)€,Kk,(s)B;

(3.1.23)
elde edilir. Buradan
a;(s)= 1
a,(s) + a1 (5)k; () + az(s)ks(s) = 0
a5(s) + a(s)k,(s) =0 (3.1.23);

az(s)€;k,(s) =0
esitlikleri yazilabilir. Bu esitliklerin doérdiinciisiinden

1. Hal:az(s) = 0 veyaKk,(s) # 0 olabilir.

Boylece (3.1.23); tiglincii esitliginden a,(s) = 0,

(3.1.23); birinci esitliginden c; bir reel sabit olmak iizere a;(s) = s + ¢y,
(3.1.23); ikinci esitliginden k; (s) = 0 olacagindan o egrisi bir dogrudur.
2. Hal:a3(s) # 0 veyak,(s) =0 olabilir.

Boylece (3.1.23); tigiincii esitliginden c5 bir reel sabit olmak tizere az(s) = cs,
(3.1.23); birinci esitliginden ¢, bir reel sabit olmak tizere a;(s) = s + ¢y,
(3.1.23); ikinci esitliginden c, bir reel sabit olmak {izere

a,(5) =- J [kq(s) (s +¢1) +c3ks(s) 1ds +c,
elde edilir.
3. Hal:a3(s) = 0 veyak,(s) =0 olabilir.
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Boylece (3.1.23);1in birinci esitliginden c; bir reel sabit olmak tizere
a;(s) =s+cy,
(3.1.23); in ikinci esitliginden c, bir reel sabit olmak iizere
a,(8) =- J [kq(s) (s +¢1) 1ds +¢;
elde edilir.
Boylece asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 3.1.7 a Pseudo null egri olsun. o egrisi genel bir egri ise {T, N, B1} tarafindan gerilen
diizlemde ( Yani a egrisinin s parametresine bagl a,; , a, ve a; diferensiyellenebilir fonksiyonlar1
icin a(s) =a;(S)T +a,(s)N + a3(s)B1 seklinde yazilmasi ifade edilmektedir. )
ise
1. Hal:a3(s) = 0veyak,(s)#0olursa a,(s) = 0, ¢, bir reel sabit olmak iizere a;(s) =
s 4+ ¢4 ve kq(s) =0 olacagindan a egrisi bir dogrudur ve
a(s) =(s+c)T
seklinde
2. Hal:az(s) # 0veyak,(s) =0 olursa c; bir reel sabit olmak tizere az(s) = cg, c; bir

reel sabit olmak tizere a;(s) = s + c¢; Ve c, bir reel sabit olmak tizere

ay(s) = - J [ky(s) (s +¢1) +c3ks(s)]ds +c,
olacagindan
a) o egrisi genel bir egri ise
a(s) = (s +c))T+[- [ [ky(s) (s+c1) +c3k3(s) Ids +¢,]N + ¢sB;
ve
b) o egrisi bir dogru ise
a(s) = (s +c)T+[~f [ c3ks(s) ] ds +c] N + 3By
formunda yazilabilir.
3. Hal:a3(s) = 0 veyak,(s) =0 olursa c; bir reel sabit olmak tizere a;(s) = s + c;,
C, bir reel sabit olmak iizere
a,(5) =- J [kq(s) (s +¢1) 1ds +c,
olacagindan
a) o egrisi genel bir egri ise
a(s) = (s +c)T+[- [ [ky(s) (s+¢;) ]ds +cp]N
b) a egrisi bir dogru ise
a(s) = (s +¢cq)T +c,N

formunda yazilabilir.
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8.Durum : Pseudo null ¢atilt bir a egrisinin {T, N, B} tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi igin
sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagli a,, a, ve as diferensiyellenebilir
fonksiyonlari i¢in

a(s) =a;(S)T +a,N +az(s)B, (3.1.24)

yazilabilir. (3.1.24) denkleminde s’ye gore tiirev alinip (3.1.1) Frenet denklemleri kullanilirsa

o () = (a1 (5) - a3(8)€1 k1 ()T + (az(5) + a1 (S)k1 ()N + (22(S)kz (5)— a3 (5)€;K3(5))By +23(s)B,

(3.1.25)
elde edilir. Bu son esitlikten
a;(s) -a3(s)€ky(s) = 1
ay(s) +ay()ky(s) = 0 (3.1.26)
a,(s)k,(s) - az(s)kz(s)=0
az(s) =0

denklemler yazilabilir. (3.1.26) nin son esitliginden c; bir reel sabit olmak iizere a3 (s)= c3 oldugu
goriiliir. Bu durumda (3.1.26) nin ilk denkleminden c; bir reel sabit olmak tizere

a;(s) =s+ (E1c3kq(s))s + ¢4 (3.1.27)
elde edilir. (3.1.26) nin i¢ciincii denkleminde k, (s) # 0 kabul edilip a;(s)= c3 oldugu goz oniine

aliir ve diizenlenirse

k
a(s) = 2 8 cs (3.1.28)

bulunur.

Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1.8 : a Pseudo null egri olsun. o egrisinin {T, N, B>} tarafindan gerilen diizlemde
('Yani a egrisinin s parametresine bagli a, , a, ve a5 diferensiyellenebilir fonksiyonlari i¢in

a(s) =a;(s)T + a,(s)N + a3(s)B2 seklinde yazilmasi ifade edilmektedir. ) olmast i¢in k,(s) #0
1Se

a) o egrisinin genel egri olmasi durumunda

k.
O((s)= [[1 + (€1C3)]S + Cl]T +|:sz2; C3]N + C3B2 (3129)

ve

b) a egrisinin dogru olmasi durumunda

k3(s)
ka(s)

a(s)=[s+ ¢ IT +[ c3]N + 3B,

seklinde yazilabilir.
9.Durum : Pseudo null ¢atili bir a egrisinin {N, B1, B>} tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi i¢in
sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagli a;, a, ve az diferensiyellenebilir

fonksiyonlari i¢in
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a(s) =ay(S)N +a,(s)B; +az(s)B; (3.1.30)
yazilabilir. (3.1.30) denkleminde s’ye gore tlirev alinip (3.1.1) Frenet denklemleri kullanilirsa

a(s) = (- a3()€1kq ()T + (a1 (s) + az(s)k3(s))N

+ (a2(5) + a1 (5)kz(s) — a3(s)€3k3(5))By + (a3(5) - a,(5) €,k (s))B (3.1.31)

elde edilir. Bu son esitlikten

a3(s)€1ky(s) =-1

a;(s) + a,(s)ks(s) =0 (3.1.32)

a,(s) + a1 (S)ky(5) - a3 (s)€xks(s) =0

a3(s) - a,(5)€,k,(s) =0
bulunur (3.1.32) nin ilk esitliginden

a3(s) = g )
ve burada da k, (s) # 0 olacag1 i¢in « egrisi genel bir egri olup
az(s) = — & = sabit (3.1.33)
yazilabilir. (3.1.33) ifadesi (3.1.32) nin son denkleminde kullanilirsa
a,(s)€,k,(s) =0 (3.1.34)

elde edilir. Buradan asagidaki durumlar incelenebilir.
1. Hal:a,(s) =0vek,(s) # 0olmasi durumunda;
(3.1.32) nin ikinci denkleminden c, bir reel sabit olmak t{izere a;(s) = s + ¢,

(3.1.32) nin tgiincii denkleminden

yazilabilir.
2. Hal:a,(s) # 0vek,(s) = 0 olmasi durumunda;

(3.1.32) nin tiglincii denklemi ve (3.1.33) esitliginden c, bir reel sabit olmak {izere

ay(s) = [ k3(s)ds + ¢, (3.1.35)
(3.1.32) nin ikinci denklemi ve (3.1.35) esitliginde c; bir reel sabit olmak iizere
ai(s) = = { [ [ ks(s) ds + c,]k3(s)}ds +c; (3.1.36)

elde edilir.
3. Hal:a,(s) =0vek,(s) = 0 olmasi durumunda;
(3.1.32) nin ikinci denkleminden c, bir reel sabit olmak tizere a;(s) = s + c;,
(3.1.32) nin tgiincti denkleminden k5(s) = 0 elde edilir.
Buna gore agagidaki teorem verilebilir.
Teorem 3.1.9 a Pseudo null egrisi olsun. « egrisi genel bir egri ve as(s) = — &; = sabit

olmak tizere a egrisinin {N, B1, B>} tarafindan gerilen diizlemde ( Yani o egrisinin S parametresine
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baglia; , a, ve a3 diferensiyellenebilir fonksiyonlari i¢in a(s) = a; (S)N +a,(s)B1 + a3(s)B2 seklinde
yazilmasi ifade edilmektedir. ) olmasi igin
1. Hal:a,(s) =0vek,(s) # 0 olmasi durumunda c; bir reel sabit olmak lizere
a;(s) =s+c; ve

k3(s)
Kk, (s)

=(s+c1)

olup
a(s)=(s+cy)N—-EB,
formunda yazilir.

2. Hal:a,(s) #0,k,(s) = 0ve k;(s) # 0 olmas1 durumunda; c, bir reel sabit olmak

luzere
ay(s) = [ kz(s)ds +c,

¢, bir reel sabit olmak tizere

a1(s) = —J { [ [ ks(s) ds + c;]k3(s)}ds +c;
olacagindan

a(s) = {=J { [ [ k3(s) ds + c]ks(s)}ds +c; IN+{[ ks(s) ds + c,}B; — €;B;
formunda yazilir.

3. Hal:a,(s) =0vek,(s) =0 olmasi durumunda c; bir reel sabit olmak tizere
a;(s) =s+cy ve ks(s) =0
olup

a(s)=(s+c¢;)N—-E&;B,
seklinde yazilabilir.
10.Durum : Pseudo null ¢atili bir a egrisinin {T, By, By} tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi igin
sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagh a;, a, Ve az diferensiyellenebilir
fonksiyonlari i¢in
a(s) =a;(s)T +ay(s)B; +a3(s)B, (3.12.37)
yazilabilir. (3.1.37) denkleminde s’ye gore tiirev alinip (3.1.1) Frenet denklemleri kullanilirsa

asagidaki denklem elde edilir.

a(8) = (ay () - a3()E1ky (SNT + (ar (k1 (5)+ az(s)k3 ()N
+ (a2(5) - a3 ()€2k3 (5))By + (a3(5) - a2()€2k2(5))B2 (3.1.38)
Bu son esitlikten agagidaki denklemler yazilabilir.
a3 (s) - a3(s)€1kq(s) = 1
a1 ()kq(s) +ax(s)ks(s) =0
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a,(s) - a3(s)€,ks(s) =0 (3.1.39)
a3(s) - a2 ()€,k,(s) =0

elde edilir.

o egrisini genel bir egri alip, 6zel durumda ¢6ziimii arayalim.
1. Hal: az(s) # 0 kabul edilmesi durumunda:

(3.1.39) un ilk denkleminden c; bir reel sabit olmak iizere
a;(8) = J{1 + a3(s)€}ds + ¢4

ve (3.1.39) un iigiincii denkleminden k3(s) # 0 ve c, sifirdan farkli bir reel sabit olmak iizere
a,5(s) = [{az(s)E,k3(s) }ds + c,

yazilabilir.
2. Hal: as(s) = 0 kabul edilmesi durumunda:

(3.1.39) un ilk denkleminden c; bir reel sabit olmak iizere a;(S) = s + ¢4,

(3.1.39) un tiglincii denkleminden c, sifirdan farkli bir reel sabit olmak tizere a,(S) = c,,

(3.1.39) un dérdiincii denkleminden k,(s) =0 ve (3.1.39) un ikinci denkleminden

ks () = — =2

bulunur. Buna gore asagidaki teorem verilebilir.

C2

Teorem 3.1.10 o Pseudo null egrisi olsun. a egrisi genel bir egri olmak iizere a egrisinin {T, By,
B} tarafindan gerilen diizlemde olmasi i¢in( Yani a egrisinin s parametresine bagli a; , a, ve
aj diferensiyellenebilir fonksiyonlari igin a(s) = a;(S) T+ a,(s) B1 + a3(s) B2 seklinde yazilmasi
ifade edilmektedir. )

1. Hal: a3(s) # 0 kabul edilmesi durumunda: c; bir reel sabit olmak {izere

ay(s) = [{1 + a3(s)€}ds +¢;
ve ki(s) # 0 ve c, sifirdan farkli bir reel sabit olmak tizere

ay(s) = [{az(s)€2k3(s) }ds + ¢,

olarak yazilacagindan

a(s)={J{1+ az(s)€}ds + cJT +{[{as(s)€ks3(s)}ds + c3}By +a3(s)B;
bulunur.

2. Hal: a;3(s) = 0 kabul edilmesi durumunda: c, bir reel sabit olmak tizere

a; (S) =s + ¢4, c, sifirdan farkl bir reel sabit olmak {izere a,(S) = ¢, Ve k,(s)= 0 olmak iizere

s+cq

k3 (s) = —

olacagindan

C2

a(s)={s + cJT +c,B;

formunda yazilabilir.
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3.2. R Uzaymnda Partially Null Egrilerinin Bazi Alt Uzaylarda Kalmas1 I¢in

Karakterizasyonlar

Bu béliimde R5 uzaymin bazi alt uzaylarda kalan Partially catili null egrilerin bazi
karakterizasyonlari incelenecektir.
R3 uzayinda a egrisi boyunca hareket eden ve sirastyla teget, asli normal, birinci binormal

ve ikinci binormal vektor alanlarindan olusan bir ortonormal ¢at1 {T, N, B1, B2}olmak iizere
ViT=T =k;(s)N
ViN =N = k;(s)T +k,(s)B; (3.2.0)
VrB; =By =k3(s)B;
V1B, = B; = - €2k, ()N - k3(s)B,

ile verilen Frenet gatisisint g6zoniine alalim. Bu taktirde o null egrisi Partially null ¢atili bir egri

olarak adlandirilir ve burada T = o (S) dir ve T, N, By, By karsilikli ortogonal vektorleri ise
(T, Ty =&, (N,N) =&,, (B1,B1)=(B2B2) =0,
(T,N) = (T,Bz) =(T,B1) = (NB1) =(N B;) =0,

(ByB2) =1, §€,=-1.
denklemlerinin saglar.
Burada k4 (s) ,k, (s) ve k3 (s) ifadeleri a egrisinin sirasiyla birinci, ikinci ve tigtincti egriligi
olarak adlandirilir [27].
Tiim s degerleri i¢in k3(s) = 0 olarak kabul edildiginden yeniden Partially null ¢at1 :
ViT=T =k, (s)N
VeN =N = k;(s)T +k,(s)B; (3.2.1)
ViB;=B; =0
VB, =B, = - €k, (s)N
seklinde yazilir [16].
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1.Durum: Oncelikle Partially null ¢atili bir a egrisinin {T, N} tarafindan gerilen alt uzayda
kalmasi i¢in sartlar arastirtlacaktir. Bu durumda s parametresine bagli a, ve a, diferensiyellenebilir

fonksiyonlari i¢in
a(s) =a;(s)T +a,(s)N (3.2.1)
yazilabilir. (3.2.1); denkleminde s’ ye gore tiirev alinip (3.2.1) Frenet denklemleri kullanilirsa

a'(s) = (a1(5) + az()k1 ()T + (ax(s) + a1 (S)ky ()N + a,(s)k,(s)B1
elde edilir. Bu son esitlikten asagidaki denklemler yazilabilir.

ay(s) + a,(5)ky (s) = 1, (3.2.2)
a,(s) + a1 (s)ky(s) =0 (3.2.3)
a(8)ka(s) =0 (3.2.4)

Bu ii¢ denklemden olusan sistemin ortak ¢6ziimii arastirilirsa:
(3.2.4) denkleminden
1. Hal:a,(s)=0ve k,(s) # 0 oldugu goz 6niine alinirsa
(3.2.2) denkleminden c; reel bir sabit olmak tizere a;(s) =s+ ¢,
ve (3.2.3) denkleminden k, (s) = 0 bulunur.
2. Hal: a,(s) #0 ve k,(s) = 0 oldugu g6z oniine alinirsa
(3.2.2) denkleminden c; reel bir sabit ve k;(s) # 0 olmak iizere a,(S) e bagl bir ¢dziim olan
a1(8) = s — [ (a,(9)k1(8))ds + ¢
veya (3.2.3) denkleminden c, reel bir sabit ve k;(s) # 0 olmak tizere a(S) ¢ bagli bir ¢6ziim olan
a,(s)= —J (31 (S)kl(s))ds + C;
bulunur.
3. Hal: a,(s) =0ve k,(s) =0 oldugu gbz 6niine alinirsa
(3.2.2) denkleminden c; reel bir sabit olmak tizere a;(S) =s+c;
ve (3.2.3) denkleminden k, (s) = 0 bulunur.
Boylece asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 3.2.1 : a Partially null egrisi olsun. o egrisinin {T, N} tarafindan gerilen diizlemde olmas1
icin ( Yani o egrisinin s parametresine bagli a; ve a, diferensiyellenebilir fonksiyonlar1 i¢in
a(s) =a;(s)T + a,(S)N seklinde yazilmasi ifade edilmektedir. )

1. Hal:a,(s)=0,ki(s) =0ve ky(s) # 0olmasi durumunda c, reel bir sabit olmak
lizere a;(S) =s + ¢, seklinde ifade edileceginden

a(s) = (s+¢cT

formunda yazilir.
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2. Hal: a,(s) #0, ky(s) # 0 vek,(s) = 0 olmast durumunda c, reel sabit olmak tizere

a(s)=s—/J (az (s)kq (S))ds + ¢
olacagindan c, bir reel sabit olmak iizere

a,(8)= —J (al(S)kl(S))ds + ¢,
olacagindan

a(s) = a;(s) T - {J (ay(s)kq(s))ds + c;}N
formunda yazilir.

3. Hal: a,(s)=0,k;(s) =0ve k,(s) =0 olmasi durumunda c, bir reel sabit olmak
lizere a4(S) =s + c; seklinde ifade edileceginden

a(s) = (s+¢))T

formunda yazilir.
2.Durum : Partially null ¢atili bir a egrisinin {T, B1} tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi i¢in
sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagli a; ve a, diferensiyellenebilir
fonksiyonlari i¢in

a(s) =a;(5)T +a,(s)B1 (3.2.5)
yazilabilir. (3.2.5) denkleminde s’ye gore tiirev alinip (3.2.1) Frenet denklemlerinde kullanilirsa

a'(s) =a;(s)T + a,(s)Bit+a; (s)k;(s)N

elde edilir. Bu son esitlikten agagidaki denklemler yazilabilir.

a;(s) =1 (3.2.6)
ay(s) =0 (3.2.7)
a;(8)k1(s) =0 (3.2.8)

Bu ii¢ denklemden olusan sistemin ortak ¢6ziimii arastirilirsa:
(3.2.6) denkleminden c; bir reel sabit olmak tizere a;(s) =s+ ¢y,
(3.2.7) denkleminden c, bir reel sabit olmak tizere a,(s) = c,
ve (3.2.8) denkleminden k4 (s) = 0 bulunur.
Boylece asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 3.2.2: a Partially null egri olsun. a egri {T, B1} tarafindan gerilen diizlemde olmasi igin
('Yani a egrisinin s parametresine bagli a; ve a, diferensiyellenebilir fonksiyonlar1 i¢in
a(s) =a;(S)T + a,(s)Bi seklinde yazilmasi ifade edilmektedir. )
¢y Ve ¢, birer reel sabit ve k; (s) = 0 olmak {izere
a(s) =(s+¢c)T+¢,Bs

seklinde yazilabilir.
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3.Durum : Partially null ¢atili bir « egrisinin {T, B>} tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi igin
sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagli a; ve a, diferensiyellenebilir
fonksiyonlari i¢in
a(s) =a;(5)T +a,(s)B, (3.2.9)
yazilabilir. (3.2.9) denkleminde s’ye gore tiirev alinip (3.2.1) Frenet denklemlerinde kullanilirsa
a(s) = ar ()T + (a1 (8)k1 (5) - a2 () €2k ()N + ap(s)B,
elde edilir. Buradan

a;(s) =1 (3.2.10)
a1(s)kq(s) -a,(s)€k, =0 (3.2.11)
a,(s)=0 (3.2.12)

bulunur. Bu ii¢ denklemden olusan sistemin ortak ¢oziimii arastirilirsa:

(3.2.10) denkleminden c; sifirdan farkli bir reel sabit olmak tizere a;(S) =s+ ¢y,

(3.2.12) denkleminden c, bir reel sabit olmak iizere a,(S) =c,,

(3.2.11) denkleminden ve yukarida elde edilenlerden kK, (s) # 0 ve k, (s) # 0 olmak tizere

k1 (s) - €20y
ky(s) s+cq

bulunur.

Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.3 a Partially null egrisi olsun. a egrisinin {T, B>} tarafindan gerilen diizlemde olmas1
icin ( Yani o egrisinin s parametresine bagli a; ve a, diferensiyellenebilir fonksiyonlari i¢in

a(s) =a;(s)T + a,(s) B2 seklinde yazilmasi ifade edilmektedir. )

¢, sifirdan farkli bir reel sabit ve c, bir reel sabit olmak tizere k,;(s) # 0, k, (s) # 0ve

kq(s) — &2
ks (s) s+cq

olmak iizere
a(s) =(s+¢c)T +¢,B2
olmasidir.
4.Durum : Partially null ¢atili bir a egrisinin {N, B} tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi i¢in
sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagli a; ve a, diferensiyellenebilir
fonksiyonlar i¢in
a(s) =a;(S)N + a,(s)B; (3.2.13)
yazilabilir. (3.2.13) denkleminde s’ye gore tiirev alinip (3.2.1) Frenet denklemleri kullanilirsa
a(s) = a1 ($)k1 ()T +a;(S)N + (ay(s) +a;(s)ky(s)
ve buradan da
a;(8)ky(s) =1 (3.2.14)
a;(s) =0 (3.2.15)

22



a,(s) +a; (s)k,(s) =0 (3.2.16)
elde edilir. Bu ii¢ denklemden olusan sistemin ortak ¢6ziimii arastirilirsa:

(3.2.15) denkleminden c, sifirdan fakli reel bir sabit olmak tizere a;(s) = ¢,

(3.2.14) denkleminden k; (s) = —== EX

1
ai(s) ¢
(3.2.16) denkleminden, yukarida elde edilenlerden k;(s) # 0, k, (s) # 0 ve c, bir reel sabit

olmak tizere

ks (s)
a(6)= - [ek ()4 e, = - [H3+

bulunur. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.4 a Partially null egrisi olsun. a egrisinin {N, B1} tarafindan gerilen diizlemde olmasi
icin ( Yani a egrisinin s parametresine bagl a; ve a, diferensiyellenebilir fonksiyonlari igin

a(s) = a; (s)N+ a,(s)B1 seklinde yazilmasi ifade edilmektedir. )

k,(s) # 0, k, (s) # 0 olmak iizere

__1 . ka(s)

seklinde yazilmasidir.
5.Durum : Partially null ¢atili bir a egrisinin {N, B} tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi igin
sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagli a; ve a, diferensiyellenebilir
fonksiyonlari igin

a(s) =a;(S)N + a,(s)B, (3.2.17)
yazilabilir. (3.2.17) denkleminde s’ye gore tiirev alinip (3.2.1) Frenet denklemleri kullanilirsa

o (s) =a; ($)k1 (S)T + (a1 (5) - a5 (8) €2k, ()N + a; ($)k, (s)By + a,(s)B;

ve buradan da

a;(s)kq(s) =1 (3.2.18)
a;(s)kz(s)=0 (3.2.19)
a,(s)=0 (3.2.20)
a3 (s) - ay(s)€2ka(s) =0 (3.2.21)

elde edilir. Bu ti¢ denklemden olusan sistemin ortak ¢6ziimii aragtirilirsa:

(3.2.20) denkleminden c, reel bir sabit olmak tizere a,(S) = ¢,

1

(3.2.18) denkleminden k; (s) # 0 olmak tizere a,(s) = Py
1

(3.2.19) denkleminden k,(s) = 0
ve (3.2.21) denkleminden c; sifirdan farkli reel bir sabit olmak iizere a;(S) = c; ve dolayisiyla
ki(s) = — = sabit elde edilir.

1

Boylece asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 3.2.5 a Partially null egrisi olsun. a egrisinin {N, B} tarafindan gerilen diizlemde olmasi
icin ( Yani a egrisinin s parametresine bagli a; ve a, diferensiyellenebilir fonksiyonlari igin
a(s) =a;(S)N + a,(s)B: seklinde yazilmasi ifade edilmektedir. )
¢, sifirdan farkli bir reel sabit ve c, bir reel sabit, k;(s) # 0ve k, (s) = 0 olmak iizere
a(s) =c¢;N +¢,B,
formunda yazilmasidir.
6.Durum : Partially null ¢atili bir o egrisinin {B1, B>} tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi igin
sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagli a; ve a, diferensiyellenebilir
fonksiyonlari i¢in
a(s) = a;(s)B; +a,(s)B, (3.2.22)
yazilabilir. (3.2.22) denkleminde s’ye gore tiirev alinip (3.2.1) Frenet denklemleri kullanilirsa
a'(s) = a;(s)By+ a,(s)B, — ay(s) €2k, ()N

elde edilir. Bu son denklemden

a;(s)=0 (3.2.23)
ay(s) =0 (3.2.24)
a,(s)€,k,(s) =0 (3.2.25)

esitlikleri yazilabilir. Bu ii¢ denklemden olusan sistem ¢oziiliirse
(3.2.23) denkleminden c, bir reel sabit olmak iizere a,(s) = ¢y,
(3.2.24) denkleminden c, bir reel sabit olmak tizere a,(s) = c,,
ve (3.2.25) denklemi ile yukarida bulunanlardan k, (s) = 0 bulunur.
Boylece asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 3.2.6 « Partially null egrisi olsun. a egrisinin {B1, B} tarafindan gerilen diizlemde olmasi
icin ( Yani a egrisinin s parametresine bagl a, ve a, diferensiyellenebilir fonksiyonlari igin
a(s) = a;(S)B1 + ay(s)B2 seklinde yazilmasi ifade edilmektedir. )
k,(s) =0, c; Ve c; birer reel sabit olmak iizere
a(s) =c;Bi1+c,B2
seklinde yazilmasidir.
7.Durum : Partially null ¢atili bir a egrisinin {T, N, B1} tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi igin
sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagli a;, a, ve az diferensiyellenebilir
fonksiyonlari i¢in
a(s) =a,(s)T +a,(s)N + a;(s)B; (3.2.26)
yazilabilir. (3.2.26) denkleminde s’ye gore tlirev alinip (3.2.1) Frenet denklemleri kullanilirsa

o (5) =(ay (5) +az(8)ky (s)) T + (az(s)+a1 (S)ky (5)) N + (az(s)+az(s)k; (s))By

ve buradan da
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a1(s) +ay(s)ky(s) = 1 (3.2.27)

ay(s) +a;()ky(s) =0 (3.2.28)

az(s) + az(s)ky(s) =0 (3.2.29)
elde edilir. Bu ii¢ denklemden olusan sistem ¢oziiliirse: k1(s) # 0 ve k,(s) # 0 olmak iizere
a,(s) # 0 kabuli altinda (3.2.27) denkleminden c; bir reel sabit olmak tizere

ay(s) = 1- [(az(s)ky(s) + ¢1)ds + ¢4
ve (3.2.29) denkleminden c; bir reel sabit olmak tizere

a3(s) = — [(az(s)kx(s))ds + c3
bulunur. Béylece asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 3.2.7 o Partially null egri olsun. a egrisinin {T, N, B1} tarafindan gerilen diizlemde
('Yani a egrisinin s parametresine bagli a; , a, ve a3 diferensiyellenebilir fonksiyonlar1 i¢in
a(s) =a;(s) T +a,(s) N + as(s) B: seklinde yazilmasi ifade edilmektedir. )
ise k;(s) # 0 ve ky(s) # 0 olmak iizere a,(s) # 0 kabulii altinda:

a(s) ={1- [(az()kq(s) + c1)ds + ¢c; } T +ay (SN - {f (a(s)kz(s))ds + c3 }B1

formunda yazilir.
8.Durum : Partially null ¢atili bir a egrisinin {T, N, B} tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi igin
sartlar aragtirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagh a;, a, Ve as diferensiyellenebilir
fonksiyonlari igin

a(s) =a;(s)T +a,N +az(s)B, (3.2.30)
yazilabilir. (3.2.23) denkleminde s’ye gore tiirev alinip (3.2.1) Frenet denklemleri kullanilirsa

a(s) = (a1() + ax(S)ky ()T + (a(s) +a;(S)ky (5) - a3(5)E,Kk2 ()N + a,(S)k,(s) By + a3(s)B,

ve buradan
a3 (s) + a(s)ky(s) = 1 (3.2.31)
a,(5) + a1 (S)ky (s) - a3(5)€,kz(s) = 0 (3.2.32)
az(s)k(s) =0 (3.2.33)
as(s) =0 (3.2.34)

elde edilir. Bu dort esitlikten olusan sistemin ¢éziimii asagidaki gibi irdelenebilir.
(3.2.34) esitliginden c5 bir reel sabit olmak tizere as(S) = cs,
(3.2.33) esitliginin ¢6ziimii igin {i¢ farkli durumda incelenebilir.
1. Hal: a,(s) # 0 ve k,(s) = 0 olmasi durumunda:
(3.2.31) den k;(s) # 0 ve c, bir reel sabit olmak iizere
a()=s—J (32 (s)kq (s))ds +c
seklinde a,(S) cinsinden yazilabilir.

2. Hal: a,(s) =0vek,(s) # 0olmasi durumunda
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(3.2.31) den k4(s) # 0 ve c, bir reel sabit olmak tizere a;(S) = ¢,

ve (3.2.32) den  k,(s) =

c
€2

lc k; (s) seklinde yazilabilir.
3

3. Hal: a,(s) =0vek,(s) = 0olmasi durumunda

(3.2.31) den ¢, bir reel sabit olmak fizere a;(S) = s + ¢4,
ve (3.2.32) den ve yukaridaki elde edilenden k4 (s) = 0 bulunur.
Bdylece asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 3.2.8 « Partially null egrisi olsun. a egrisinin {T, N, B2} tarafindan gerilen diizlemde
olmast igin ( Yani a egrisinin s parametresine bagli a, , a, ve a; diferensiyellenebilir fonksiyonlari
icin a(s) =a;(s)T +a,(S)N + a;(s)B: seklinde yazilmasi ifade edilmektedir. )

1. Hal:a,(s) #0,k,(s) =0, ky(s) # 0, c; bir reel sabit ve c5 sifirdan farkli birer reel

sabit olmak tizere

a(s) ={s—J (az (s)k;q (s))ds + ¢; }T +a,(S)N + c3B2
seklinde a,(S) cinsinden yazilabilir.

2. Hal:a,(s)=0,k,(s) # 0, ky(s) # 0 ve c, bir reel sabit ve c; sifirdan farkli birer

reel sabit olmak tizere

kz(8) = 2 e (5)
olup

a(s) =c; T+ c3 B>
seklinde yazilabilir.

3. Hal: a,(s) = ky(s) =k;(s) =0, c; bir reel sabit ve c; sifirdan farkli birer reel sabit
olmak iizere

a(s) =(s+ c)T+ c3B2
seklinde yazilir.
9.Durum : Partially null ¢atili bir a egrisinin {T, By, B>} tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi igin
sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagh a;, a, Ve az diferensiyellenebilir
fonksiyonlari i¢in

a(s) =a;(S)T +a,(s)B; +a3(s)B, (3.2.35)
yazilabilir. (3.2.35) denkleminde s’ye gore tlirev alinip (3.2.1) Frenet denklemleri kullanilirsa

a(s) = a1 (S)T + (a1(s) k1 (s) - a3(s) €k, ()N +ay(s) )By +az(s)B,

ve buradan
a(s) =1 (3.2.36)
a1(S) Ky (s)- ag(s)€,k,(s) =0 (3.2.37)
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a,(s)=0 (3.2.38)
a3(s)=0 (3.2.39)
elde edilir. Bu dort esitlikten olusan sistemin ¢6ziimii asagidaki gibi yapilabilir.
(3.2.36) esitliginden c; sifirdan farkli reel sabit olmak tizere a;(S) =s+ ¢,
(3.2.38) esitliginden c, bir reel sabit olmak {izere a,(S) = ¢y,
(3.2.39) esitliginden c3 bir reel sabit olmak lizere az(S) = c3,

ve (3.2.37) esitliginden k;, (S) # 0 olmak iizere

ki(s) _ €202
ky(s) s+ cq

elde edilir.

Bdylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.9 « Partially null egrisi olsun. o egrisinin {T, By, By} tarafindan gerilen diizlemde
olmast igin ( Yani a egrisinin s parametresine bagli a, , a, Ve az diferensiyellenebilir fonksiyonlari
icin a(s) =a1(S)T +a,(s)B1 + az(s)B2 seklinde yazilmasi ifade edilmektedir. )

¢, sifirdan farkli bir reel sabit, c, ve c; birer reel sabit, k, (s) # 0 ve

ki(s) _ €2C2
ky(s) s+ cq

olmak iizere

a(s) =(s+cy)T +c,B1+ 3B,
seklinde yazilmalidir.
10.Durum : Partially null ¢atili bir a egrisinin {N, B1, B} tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi
icin sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagh a;, a, ve a; diferensiyellenebilir
fonksiyonlari i¢in

a(s) =a;(S)N +a,(s)B; +a3(s)B, (3.2.40)
yazilabilir. (3.2.40) denkleminde s’ye gore tiirev alinip (3.2.1) Frenet denklemleri kullanilirsa

a(s) = a1 (5) ky (5)T + (a1(S) - az () €2k, (5))N + ((ay(s)+ay (s)ky (s))By+ Z’1I3 (s)B,
ve buradan

ay(s) ky(s) =1 (3.2.41)
a;(s) - a3(s) €,k (s) = 0 (3.2.42)
a,(s) + a1 (s)k(s) =0 (3.2.43)
ay(s) = 0 (3.2.44)

elde edilir. Bu dort denklemin ortak ¢6ziimii asagidaki sekilde yapilir.

(3.2.41) denklemlerinden k, (s) # 0 olmak iizere a,(s) = k;(s)
1

(3.2.44) denklemlerinden c; bir reel sabit olmak tizere a3(S) = c3 ,

ka(s)
k1(s)

ve (3.2.43) denklemlerinden c, bir reel sabit olmak iizere a,(s) = — [ ds + c,
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elde edilir.

Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.10 a Partially null egrisi olsun. a egrisinin {N, By, B2} tarafindan gerilen diizlemde
olmast igin ( Yani a egrisinin s parametresine bagli a, , a, Ve az diferensiyellenebilir fonksiyonlari
icin a(s) =a;(S)N +a,(s)B1 + a3(s)B2 seklinde yazilmas: ifade edilmektedir. )

k,(s) # 0,c, Ve c; bir reel sabit olmak tizere
-1 N- {9
a(s) = " N {f ) ds+ ¢, }Bl +¢3B2

bulunur.
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4. SONUCLAR

Bu yiiksek lisans tezinde Akgun M. A [1] niin Minkowski Uzayinda spacelike, timelike ve
Cartan egrilerin alt uzaylarda kalma ve Ovalioglu, E. [24] nin 1-indeksli Yari1-Oklidyen Uzayinda
Pseudo null, Partially null ve null egrilerin alt uzaylarinda yatip yatmadigina gore
siniflandirilmasimnin yapildigi tezlerindeki yontem kullanilarak 2-indeksli 4-boyutlu Yar1-Oklidyen
Uzayinda Pseudo null, Partially null egrilerin alt uzaylarda kalmasi i¢in sartlar arastirilmstir.
Bu calisma o6zellikle asagidaki iki bakis agis1 goz oniinde bulundurularak insa edilmistir.
1) 2-indeksli 4-boyutlu Yari-Oklidyen Uzayinda teorilerde Pseudo null ve Partially null
egrilerin alt uzaylarda olmasi igin gerek sartlarin ne olduguna bakilmis, egrilerin alt
uzayda yatip yatmadigindan ziyade eger yatiyorsa hangi sartlar olmalidir sorusunu
cevabi aranmigtir.
2) Ovalioglu, E. [24] deki 1-indeksli Yar1-Oklidyen Uzayinda Pseudo null ve Partially
null egrilerin karakterizasyonu verirken
a) Pseudo null egrilerin birinci egriligi k;(s) = 1 alarak
b) Partially null egrilerin liglincii egriliginin k3(s) # 0 alarak teoriler insa etmistir.
Oysa bu calismada 2-indeksli 4-boyutlu Yari-Oklidyen Uzayida Pseudo null ve Partially
null egrilerin karakterizasyonu verilirken tiim muhtemel durumlar géz 6niine alinarak;
a) Pseudo null egrilerin birinci egriligi k;(s) = 0ve k;(s) = 1 olmasi ihtimali
b) Partially null egrilerin tiglincii egriliginin k3(s) = 0 olmasi durumlarina
gore teoriler ifade ve ispat edilmistir.
Sonug olarak bu tezi yapilan diger tezlerden farkli kilan 6zelligi: 2-indeksli 4-boyutlu Yari-
Oklidyen Uzayinda Pseudo null (k;(s) = 0 ve k;(s) = 1 olmas1 durumlari dahil) ve Partially null
egrilerin ( k3(s) =0 olmasi durumunda) Frenet ¢atisinin alt uzaylarinda olmasi i¢in hangi sartlar

saglamasi gerektigini tiim muhtemel sonuglara gore incelemesidir.
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